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I 
NUMERE REALE. FUNCŢII REALE 

• 

I ntrodul'l're 

Ce!, mai m~re parte a acestui capitol se referli la noţiuni pe care le.aţi 
InlAlnlt In studIul algebrei eau geometriei. Inainte de orice, enunţlm c4teva 
probleme a cmr rezolvare se poate da prin (sau numai prin) metode de 
analizli matematicli. 

!-) In <:~Icule aproximative se pune adeseori problema de a afla valoarea 
unel funcţII ( Intr·un punct a, procedându-se ast! el: se alege o apl'Qximare " 

a lui a, b '" a ,i se calculează (b) r de exemplu, pentru (x) = i (x + 1) ,i 

a = 1<, se alege b = 3,14 ,i {(1<) '" i (3.14 + 1) = 1.38]. Mai InlA; este neceaar 

un anumit control al erorilor făcute In astfel de aproximări, mai ales In cazul 
unor calcule lungi In care apar fenomene de .. propagare" a erorilor; apoi, 
ce ne asigură că dacă b '" a, atunci {(b) '" ((a)? 

Răspunsul la astfel de Intrebări poate fi dat cu metode de analid. mate· 
matică. 

b) Presupunem că trebuie construită o cisternă de forma indicată In 
figura 1.1 (redusă la un cilindru circular drept cu deuA emisfere) având o arie 
totală prescrisă A. Soluţia nu este unică ,i poate fi de folos să construim 
o astfel de cisternă, astfel IncAt volumul ei să fie cel mai mare pOlitii. Pentru 
a formula matematic această problemă, notăm cu x raza bazei cilindrului 
(egală cu raza fiecărei emisfere) şi cu h Inălţimea cilindrului. Atunci 

A - 4",,' VII' . f' A = 21<xh + 41<x', de unde h = . o umu Clsternel va 1: 
21tz 

4"". A - 4",,' 4"-" t 
V(x) = 1<x'h + = 1<X" + = - (3Ax -41<x'). 

3 2,,% 3 6 

Prohlema pURă revine atunci I~ . determinarea valorii ~axi~e a lui V 
când x ia divene valori strict pozItIve. Se poate da o 80Iuţle dIreotll, luând 

VA deci V(x )= ..!... A "3 şi arălAnd că V(x)" V(xo) pentru orice x>O; 
x .. 2V-;;' o 6 V .. 

Intr-adevăr, aceasta revine la i (3Ax-4nx') .. 

... \ A A, t 41<:r;I-3Ax + A tA .. 0, 
~ 6 " 

.. , 
( ~ , 

2 (n., + V;"A) x _~ .. 0, ceea ce elte -)' 
3 2V" 
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elllr .. \'tldar, "" (x) <. ~ ( .. roL pt.·utru ur·i .. ·.,.1.· .. O ,i ,,·ulull1ul IHHXIIII Hlte oLtlllut 
))$ntru X' .t

o
. Dari In situaţii !Ilai cumplil'titt • U Hltf~l dh lihol'lhuu directă 

nu est~ p".ibiIA. In <,spitulul V, pug, ~()O, vom li" o metodă prllctlcA, ,,,tll~dnd 
.\ntt.liztl \lftl{"IlUltit-A. J.wulru rtlLolvRrtHl prubleTllt'lur !It." f:lxtrtJm, ophcalulă In 

situaţii lIlai genertlle. 
d Considerăm o functi. 1· (a, h) ~ It ~i fixăm.cu (a, b) Io, • 

. I/.(x., {(xo» punctul corespum.ător pe liraficul lui {, rapurt't la Ull .,.te 
ortogonal .tOy de axe (figul'a 1.21. 

Se pune problema ea dintr.. tooto drpptele 

I 

a 

i , , 
I 
I 

I 
~ 

, , , 
, , , , , , , , , 
, 
• it" 

b It 

trecând prin punctul MosII găsI"', dacă es'. 
posibil, tangenta In .llo la grafic, aJică r1reapLa 
care .. aproximează cel mai bine gr.lhcul " {In 
jurul lui xo". Ecuaţia oricărei drepte lrech<l 
pl'in .\10 este y = ((xo) + m(x - xo) şi problerflb 
revine la a găsi numărul real m astfel IncAI să 
aibă loc aproximarea ((x) '" {(xo) + m(x -- xo) 'n 
jurul punctului xo' Intr-un sens care va fi precizat. 

In cazul când funcţia f descrie un proces lidc, 
problema anterioară corespunde .. liniarizării" acelui 

proces In jurul poziţieI x., fapt utilizat In mod curent in aplicaţii. Răspunsul 
matematic la această problemă va fi dat In capitolul I\'_ 

d) In algebră şi In trigonometrie au fost considerate unele funcţii cu 
valori \'eale de vartabilă reală, foarte importante pentru aplicaţiile matema­
tieii -funcţiile polinomi~le, raţionale, exponenţiale, logaritmice, trigono­
metrice etc. In analiză va fi adtincit studIUl 8('estora. 

Până arum ,tiţi 8ă repl'elentaţi graficul unor funcţii reale simple, Anali.a 
matematică va da melode lIenerale de determinare a unor puncte (puncte 
de maxim, de minim, inflexiuni etc,) ,i a unor drepte (de exemplu, asimptote) 
ata,ate In mod r.orespunzător funcţiilor real .. dintr-o clasă largă de funcţii, 
permiţănd studiul acestor+uncţii ,i trnsarea graficului lor. Desenul constituie 
un excelent mijloc vizual de concentrare de informaţie, iar In cazul graficelor 
de luncţii descriind procese fizice, desenul permite să se obţină dintr-o privire 
o idee (şi "hiar mai mulb) asupra evoluţiei acelor procese. 

e) 'Ioţiuni importante ca: viteza ,i acceleraţia unui mo bil la un moment 
dat., intensitatea unui curent electric la un moment dat, ta ngenta la O curbă 
Intr-un punct, lungimea unui arc de curbă, aria unei figuri plane, yolumul 
unui corp In spaţiu, centrul de greutate, momentul de inerţie etc. nu pot li de­
finite ,i utilizate In mod corespunzător decât Inţelegând noţiunea de lillllld, 

-
, 

§ 1. Numere reale 

Daci privim cu atenţie, In toate Rcelte probleme, obiectele matematice 
au Ioa' numerele ~,i funcţiile). In clalele primare aţi Invlţat calculele 

ea IIIImlaar", n.turale, deaentnd In fond operaţii cu mulţimi 'inite iIIr In gimn.· 
• ali In1'lţa' II relOlnţi ecu~ţ,ii d. tipul a + x - " cu a, " ~tu ... le da'l ti 



qr p, u p, q nUIIWra Intra"i datc, q " O. CU Klta CUVinte, IlU fOlt conai­
derata urm toarel" mulţimi de lIunu'"" (naturale, Intreg. ti relpectiv raţionale): 
!\ - tO, 1,2, ... }. Z { ... , - :.1, 1,0,1,2, .1. Q = {! p, q E Z, 9"O}, 

Dar multe probl~me d~ tipul celor considerate mai aua' nu pot fi rewlvate 
In <ad~ul m~llţl~nll Q ŞI sunt necesare numerele irationale. Ace8lta a impua, 
atAt dm raţlum practICe cAt şi prin resorturile interne ale dezvoltArii mate­
matieii, lărgirea conceptului de numllr ca măsurII a mllrimilor din realitatea 
fi.iei! d .. r ,. CII. obiect malematic de studiu . Elaborarea noţiunii matematice 
de numilr reala constituit un proces lung, sinuos, Incheiat abia In secolul trecut 
prin IUt' rările matematicienilor K. Weierstrass (1815- 1897), R. Dedekind 
(1831-1916), G. Cantor (1845- 1918). Fundamentarea anali.ei mete­
mali"e pe baze teoretice solide este necesară pentru cI!. există o multitudine 
de probleme care nu pot fi rezolvate prin metode intuit ive şi numai conceptele 
matematice definite riguros conferă valabilitatea rezu)ţate lor ,i permit studiul 
unor situaţii mai complicate In acest manual vom adAnci conceptele de numAr 
real şi funcţie real II de o variabil II realII, care otau la bua rezultatelor analizei 
matematice. 

Reamintim că mulţimea R a numerelor reale este o mulţime care includ. 

mulţimea Q (deci 3, - 2, .! . .!.., _! sunt numere reale) . Pe mul ţimea B 
3 10' , 

lunt d.finit. o operaţie de adunare, o 0pHa\i. de Inmulţire şi o relaţie de 
ordine Se mai spune cii 8unt delinite o structurII algebrică şi o structură de 
ordine. Precizăm aceşti termeni. In general, dacă f: A - B este o funcţie oare­
carP. atunci oricllrui element" E A i 8. a80ciază fIu) E B ~i vom scrie uneori 
u ..... fIu). Dacă JI este o mulţime, prin operat" IIlliebricd (binard) pe M cu 
et cheIA .. Inţel.gem O funcţie JI X M - M, (x, y) 1- x. y; prin relatie 
(b,narrl) p' JI Inţelegem o submulţime R 8 produsulUI cartezian M X M ; 
pentru x, '1 E It scriem TRy In loc de (x, y) E R ,i citim: X este In relaţia R 
cu il Relaţia R se numeşte "laIi .. de ordme dacii .ote reflexivA (xR>: pentru 
orice>: €:: It), tranziti\'ă (x, y, z E .'tI, xRy. yR: = xR.) " antioimetricl 
(x, y -_ 1'; :rRy. yRI = x = y). 

f:J/ 111 pl, 

1, Pe mulţimea .11 Z a numerelor Intregi sunt definite operaţiile 

81/!')hflce de .dunare (cu eticheta +) şi Inmulţire (cu eticheta.), precum 
,. relaţia .le ordine "mai mic 8au egal", notată cu ~'. .. . 

2) 1 n mod 8imilar, pe mulţimea M Q 8Unt deflmte o peraţllle algebrICe 
de arlunAre t, Inmulţire . şi relaţia de ordine ", cu proprieUţile uzuale 
care vA aunt binecunoscute. 

A,,, rum am mai spus, pe mulţi'."ea R _unt date două operaţii algebrice 
CAre extind op .. aţiile din Q. OricărUI cuplu (x, y) de numere ..... ale I le asoCla-
7.A suma " t il ,i produsul "y ,i oe defInesc aoUel operaţIIle de adunare 
R X R _ R. (T, 11) - :r: +11 ti Inmulţire R X R - R, (:r:, 11) - '"li· 
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I I Prop".t61i1. algebrice ale lUI R (allomel. adun6rl , Inmull r ) 

1° . • 1dllllart'a t'ste asociativll ~t t-omutulifl(1. 
2" EXIsti! nnmdrul "al [) (zero) aslf/'l 'r,,·at;L t {) ... x, pmlru ,,,,ce :t €"' It 
,lo. Pmtru orice x E R exi.t,l n"mllrul .r E It aSlf"l tnrdt x 1- ( z) (1. 

~um/lrul O este unic având proprietuteu 2°: Intr· adevăr, d .. cll (J' e: It 
şi x + O' = x, V x E R, atunci pentru x O, o'ezu ltă O + O' () ,i, p. 
de altII parte, din 2°, pentru x ~ O' rezultll O' +-0 O'. A~ .. ,,~o· (, O'. 
In mod similar, se araU că pentru orice x E R rixat există un uniti ,·I"rll"nt y 
astrel IncAt x + y = O, anume y = -x; In plus, -( ·x) = x. Dacă r, y c: It , 
atunci se notează x _ y = x + (-y) (diferenta numerelor x, y). Ecuaţia 
a + x = b (a, b E R tiind date) are o soluţie şi aceasta este unie", anume 

x = b - a. 
4°. Inmultirea este asociativd şr camutalivă. 
50. Existi! numdrul reali (1 >F O) ostfellncdt x . 1 = x pmtru oric" x E R. 

60. Pmtru orice x E R. x >F O ezistd numărul z' (notat ŞL :) dm R, 

astfel/ncdt x . x- ' = 1. 
70. Inmulfirea este distributivă {fi raport cu adunarea, adicd x(y-+- z) = 

= xy + xz, pentru orice x, y, zER. 
Din aceste proprietăţi rezultă cA 1 este unic, având proprietatea 5° ŞI, de 

asemenea, pentru x ~ O dat inversul z" este unic. Apoi X' O = O. V % E R 
[lntr.adevAr , % . O = %(0 + O) = % . O + x . O, conrorm 7°; notând %. O = II, 

rezultA aşadar" = u + u, deci II = O]. H.ema rcAm că dacă xy = O, atunci 
x = O sau y = O [lntr·adevăr, dacă xy = O şi x >F O, atunci există x·, şi 
Inmulţind cu x ' l relaţia anterioarA obţinem x - I(xy) = O, adicA (x IX)y = 0, 
i . Y = O, deci y = 0]. 

Dacă x, y E R şi Y ~ O, se noteazA ~ = xy- ' (edlu! numerelor x şi y). 
y 

Reţinem că ImpArţirea cu zero nu este derinită. Este evident cA pentru orice 

a, b E R, a ~ O, ecuaţia ax = b are soluţie unică, anume % = ! . 
a 

Proprietăţile 1°_7° se pot exprima pe scurt spunând că ,",ilrimra R are o 
structurd de carp comutativ (relativ la oppraţiile de adunare ,i Inmulţire). 

1.2. Propriatălil. da ordine ale lui R (aliomel. da ordin.) 

8". Pe mul~imea B este fixatit o reLarie de ordine PIOI4Id ... Atadfl.r, dacA 
x, r, 'E B ~I x." II, Y " " atunci x .. z, iar dacA x .. II, II .. x, atunei 
II -. ro le mal lene.1I ~.x In loc de x .. 1/. Pentru x, II E B 18 ICria X < , 
(ecbinlent , > x) '1 III! Clte,te x elte lirici mai mic deeit II dacA x .. r ti x >1' ,. 

9". POl"" orice x, II E B aPtm x .. IIIG" II " It (III! mai Ipune 01 ,.".,-
• pe B uce 1011114).· , • 

• 



nAm acum proprititAţile de cumpatibilitate Intre Itructura alrebricl ,i 
Itructura de ordine pe mulţimea B. 

Il lla 1/ Il, /" '1 P , Iru fir, z R. 
II fla I 1/ , '/ '" ,-, , II P ntrll Qn ( R. O. 
Din proprietăţile algebrice W _7°) şi de ordine (8°_11°) le deduc, afli 

cum ştiţi de fapt din manualele de algebră ale claselor anterioare, toate regu­
lile calculului algebric şi ale calculului cu inegalităţi. In analiza matematicA e.te 
utilizat sistematic calculul cu inegalităţi şi este esenţială mânuirea lui corectă. 
Proprietăţile anterioare sunt satisfăcute nu numai de elementele mulţimii B: 
de exemplu, ~Iementele lui Q au aceleaşi proprietăţi. Se mai spune că B ,i Q 
Bunt corpuri comutative total ordonate. Ceea ce deosebeşte mulţimea B de 
mulţimea Q esle axioma lui Cantor a marginii superioare, care stă la baza 
obţinerii tuturor rezultatelor profunde ale analizei matematice şi pe car.e o 
enunţăm mai jos. Sunt necesare unele pregătiri şi incepem cu un exemplu. 
Să considerăm mulţimile următoare: 

A = {x E Q I x' .; 3) şi B = {.x E B I x· .. 3). 

Ambele mulţimi sunt majorate de numărul 2, In sensul că pentru orice x E A. 
avem x .. 2 şi pentru orice x E B avem x .. 2. Se observă că ele sunt majo­
rate şi de numerele 1,8; 1,74; 1,733 etc. (orice element din A. sau din B este 
mai mic decât fiecare din aceste numere). Luând aşadar aproximaţiile succe. 
sive pl'in adaos ale lui V3 , se găsesc majorallţi "din ce In ce mal mici" ai 
mulţimilor A, B. Remarcăm că Ac Q, B c R. Deoarece V3 este iraţional 
(adiCă l/3 E Q), rezultă că Va EA; dar V3 E B. 

O submulţime ne vidă CeR se numeşte majorată (sau mărginită superior) 
dacă există cel puţin un număr real k astfellncât pentru orice x E C să avem 
x .. k. Un astfel de număr k 'e numeşte un majoran! al lui C. 

Putem acum formula proprietatea următoare, a cărei Inţelegere cere 
oarecare ~rort· 

1 J. Or ~'.l'>m I 'ni' J I 

r f .. , 1 (nI, r). Acest 
, n lptrWar tj Il r. 

J r 
.1 • 

( 

e 
It admt1p 'm cel mal, mI­

n num&.r rea) UnIC 

t. p r 

maJo­
numit 

tn exemplul Rnlt-rior 2!uJţimile A. ~ ca submu)ţimi ale lui R, sunt majorate şi 8'3 
pORII" ar;lIa cA sup A .... li 3, sup B = li 3. Se observA r.A 8UP A e A şi sup B e B. De 
8.Spmenea. se observă cA, In general, submulţimile lui Q nu au proprietatea 12° (lnlr-ade­
vAr, Ac Q este mRjorată In Q, dRr nu admite un ce) mai mir majorant numAr raţional}. 

La pUllctul 41 vom reveni asupra acestor noţiuni şi le vom fixa mai bine. 
CII .u·t"asta dMiniţia Hxiomalic-A a mulţimii R este Incheiat il. Pe scurt, ea se rezumA 

astrel R Sft1isrl;lce proprietAţile 1 ° - 12° sau er.hivalent, este Ull corp comutatip totalordonat, 
tn cart orte" lubmu1ltmt nevtdd majorald are rnar6inll 8uperioar4, aparţint1nd lui R. 

Re pun In mod natural dO\lă IntrebAri: 
Il \ EXI!ltA o m1llţime R avand proprietAţile 1° 12°? 
bl Pol. exiata moi multe mulţimi satisrAcAnd proprletll~ilf\ 1 0_ t~O' 
La primA. lnlrebare le poate rAspunde construind prin operaţii de teoria mulţimilor 

PQrnind dr. Ia Q o mulţimp avind proprif't.AţiJe 1° - 12°. In acest sensle ('unosc rONlrucţia 

7 

-



, J' Pt'lh·kllld ,lolVIJlld ,\Altol\irtot'l" tn 11IuJI'ffi 
. l N t'Vualrur\Ul III '1 I d' blll II 

let:mutiA Il Itll \\ CJ.It'r:, rH.! . irurih' dtlIlUJllt'rt· raţlQna" lecare In f:I,('eslt! COJlalrUI' 
,i cUllalrul'ţitl lui cantor (roJOIwd ~ ~d 
fiilld hlborioaSA II. ti il NI~ fIIltl d.,!lc'ltt Allum6',a& poa P GrA'a ti d 

d I IntrtlbMtI ""VIIJI I I 1 r~ le, 1.H ('elli C'II (OIlH. d ,.t &8l1afA('llld axiolllK U \An-or alune. ~ll-
tath total ur OI ~ta o 

S ."e un all <orp <00111 tr 1 In"Al ((. 1- yl - (1"1 + ({yl. (ry f(~I('~1 V' 1 
.plic.lie bijectivQ (: S ~ It "' '. I .. lua d."n J < y, oluII'1 (Izi < fivi V'tco '~'I" 

. S ((OI O (II) 1 Ş', "r ' ~"'I or.ce z,!I.' -. J din S Vonl~ h tflwsful'llIat IlIlr UII ('tilcul cu 1ltHn+'ftl 
,redual CII elemcnl~ L" Y". • t" S ~ pOtlltt idl'fltith:8 prin lIumArul rt!&J ( " 

1 (1 (1) ((,) ŞI Orice elemeo ., 1" rea e ~).!I. "'. . 10 1.20 caraderizeazA rouJţlluea R "pAnA la 11.OlJlorfLa .. 
Se mal apune cA proprietăţIle - m 

. ă 'letă'ilor 1°_12° se poate 8tlthih urr.lit'Jrul "Hult"t 
Ca o con.eClnţ a propr , . • 

. 't' tatea (sau Intr·un alt cont~xt, a.numa) Iu! Arhirntd 
Important, numi prop"e ' 
(287-212 1. Cr.): 

P 
_ Rex!·.·ta·u/tnumdrfntregnufUcast{ellll 1'11" X "l-I 

entru o",cP. x oJ 

Acest n,mar este numIt partealntreagă a lui.r ŞI rste /totat [xl· . 
Exemple: [2, 67J = 2, [31 = 3, [,:1 = 3, [-Tt] - 4, -0,6347J =-\, 

DeşI mulţimea Q nu satisface proprietatea lUI Cantor totu,1 In Q are loc 

proprietatea lui Arhimede. 

1,3. Reprezentarea geometrică a lui R 

Convenim să spunem că o mulţime P admite o reprezentare pe o mulţime 
Q dacă există o aplicaţie bijectivă de In P la Q, adică o coreRp('ndpnţă bijec, 
tivă Intre elementele mulţimilor P şi Q. . ' 

Considerând o ad a vând oril(inea A. şi vectorul unitate u - A.ĂI (figura 
1.3) şi notând cu Il mulţimea punctelor a xei, se delineşte, aşa cum de altfel 
s.a făcut In clasele anterioare, aplicaţia /1.: R - Il care asociază oricărui 

.. 
u 

" IH • 
Ac, A, M 

Fig. 1 3 

num~r real x acel unic punct 11 E Il astfel Incât A.i, = .r~, A,adar, II(I) :=.V 
'1, In parllcular, «(O) = A., 11(1) = A" Aplicaţia '" ~.le bijel'li"ă ~i SI' numelle 

repr.zent.or~geo':'ftriclia lui R pe Il (depinzAnd de -;;); i;, pr8a ei ,,-1: ~_II 
ASOCiază orICărUI punct al lui Il abacisa acestui pund. Dnd\ a, I, bEII, 
faptUl. că a < x:, b .tnl!eamnă că punctul lI(xl estI' situat Intre punclele 
"(a) '1 "'~b). A:phcaţla ~ ~ fost stabilită pentru prima datA de R, De8carlea 

(1,1~96-:165?) ,I·a constItUIt punctlll de ple,'are In elllborarea geonwtriei ,tii' 
lUce '1 In IOterpretarea ""om t . • t'" E . " . ,,- p rlC" a unOr retultate al~ analilci matfma .... ' 

x .. tenţa aphcaţlPI II, care permite O id tT t. V ele' 
mentele Ivi B 'u tOI' A I ~n I ICartlll punl'telor de pe drtt1"c 

, I • IIC aptul cA mi" R ' 
rMl4 iar numerele I ' u ,lm~8 "ate uneori numIti 

, reR e le mal num~ac Punc/c, 

I 



~l~n5i,hfAn.t Ull plan P fi Ull siateJIIlJl'tO!!0nal d. axe In acel plaD, le poate 
.tablla (a,a CUlll ,tiţi) o aplicaţie bijectivA de la P la R' =< R X R, alociind 
orI rUI punet tiin planul P perechea ordonatA a coordonatelor lui. Altfel de 
repre,entărl !(.urll.trice au fo.t fon.itl.rate In e1a._le anterioare; ele au avan. 
\1\1 0 cOllsiderabil. III pr'ivinţa comuni",lrii rezultatelor analizei matematice 
~i vor fi utilizate sistematic In corrtilluare. 

Ln prima ved"re, tlreapta realrl. are o descriere foarte aimpll, dar la o cer. 
l'etare mai alt'Iltll so remarcă coexistenţa pe R a cel puţiri treI atructuri _ 
.tructura al!(~bl·icrl., structura de ordine, precum ,i structura de convergenţA 
care va fi definitrl. In capitolul următor. 

Presupunem crl. a, b E R, a < b. Se pot considera intervalele mil.rginite 
(a, b) = {x E Ra '<. X < bl (interval deschis); 
la, b] = {x E R I a .. x .;; b) (interval fnchis şi ntdrginit); 
[a,b)= {X E Rl l a.;;x < b} , (a, b] ={x E R la< x .. b} (intervale 

semideschise) . 
De asemenea, se definesc (a, a) = [a, a) = (a, a] = " şi [a, a] = (a}. Pentru 
un interval ca mai sus, numărul real b - a se numeşte lungimea intervalului 
respectiv; dacă I este un interval mărginit, vom nota cu 1(/) lungimea acelui 
interval. Intervalele Incbise şi mărginite se mai numesc intervale compacte. 
De exemplu , [O, 1J, [--5,3], [ ~, ltl'sunt intervale compacte. 

S. utilizeazA de a.emenea intervale nrmdrginite p. dreapta reală, de forma 
(--00. rt) II C" R x <. al, ( 00. aJ = Ix .: R x.;; a}, 
(a, oo)-,{x"'Rlx>a}, la,oo)=IxE=R :r~a}, (-00, 00)=R, 

unde a este un număr real. In general, un intrr"al este o submulţime le R, 
astfel IncAt a, bEI, a .;; r .; b ~ cEI (şi .e prate arllta c~ singurele inter. 
vale sunt cele indicate anterior) 

Reamintim ci! o mulţime F se nume,t. ftnitl1 dacă F = 0 sau s.xistA n .. 1 
Intreg şi o funcţie bijectIvă f: {I, 2, ... nI - F; In acest caz, avem F = (a" 
a., an), unde n. = f(k), 1.;k';;lI. 'Iulţimile care nu sunt finite se numesc 
tnfrnite. evident, intervalele de lungime :-> O sunt mulţimi infinite. Reamintim, 
ne aHemeneR, că dacă .lf = {.I.f ,1 ,.r e.te o colecţIe de mulţimi, Re definesc inter. 
sectia n AI, {x , ViEI, xEM,1 şi reuniunea U li, - (x I 3iE/, xEM,). ,.1 '.1 

Ppntru OrIC. a. b <:: R. notăm prin max (a, h) cel mal mare dintre numerele 
a, b. Pentru oriC'P x E R, modulul lui x este 

J', dACă "' '> O 
(1 ) x max (x. - x) ~ O. dacrl. x O 

-x, dacă :r < O. 

"vid,nt, r'; I :r I ,i I -:r = I x pentru orice x E R. Proprietăţi le 
morlulului sunt clJprin~p 1n tpofrma următoare. 

TE O II EMA 1.1 (proprrrt~'r{c modu/u/u) MI Pentru orlr. :r 
avem x ~ O x I O _ :r O. 



• 

• 

1 o. A u n, .. I~n I 
It IIV 111 , l' ntru orice x, 11 

IIloucl I ; I v 
La aceste proprietăţi 8e mai adaugA : 
M, "le r It, I l, \ vrfU • ... 

• _ l JJ 1) L • x) Ş' x 

( • tl .- ( 
1 

\1., Pentru o 

D 
'p 'et,,'.le M M M, 8unt bine cunollCutp. !Jl!lnCnatrA'n emonstrap,e. roprl tir 11 21 , . 

M •. Dacă 1 x 1 < <, atunci mal< (x, ·x) < " , deCi x <' . ,. -:/: <', adicA 
-c < x < I şi reciproc. Faptul că 1 xl > c revlIIe la ma x (x, -x) ... " ad1Cll 

> > dec'l x C (- 00 - .) u (. 00) etc, Pen tru ~ cI"'"OIl8t"8 M -x esau x E, ,,-,' l 

este suficient de dovedit că -1 x - y 1 " 1 x 1 -1 y < X -II (CU ll f0rm 
inegalităţii secunde din M,), Prima inegalitate rezultă observ"nll cA 1 YI = 
= l y-x+x l " l y-x l + l x l= I x-Y I+l x " Iar pentru III~g. lits· 
tea secundii observăm că 1 x 1 = 1 x -y+ y 1 " 1 x - y ,+ 1 y , In ambele 

cazuri aplicând M,. 

• ,4 r"nrr., .. ,"ttJ.ea zecimală a lui R 

Ideea fundamentală a srrierii zecimale este aceea de a rxprima orice nnm:lr real folo­
sind un numo.r finit de semne, anume cirrele 7.ecimale O, 1, 2, "', 9, la ca r~ se adauga .. - " 
(minus) şi .. :' (virgula). Acelaşi lucru se poale realiza prin scrierea binară . 

Reamintim că numerele raţionale de (orma a • cu a E Z şi n ~ O na tural , pot fi 
10" 

idenlHicate cu fracţii zecimale finite. 

E I 2. ',71 = H71 ump e: avem " i 
10' 

1127 =01127; -,38 ~ _ .38 
10.' , 10' 

Acestea sunt insuficiente atAt tn const rucţii ma tematice. cAt şi In descrierea matematicA 

a măsurAtorilor fizice (de exemplu. : ' \2 nu se exprimă prin fracţii zecimale finile). 

Este esenţiAIA de aceea considerarea fracţii10r zecimale infinite. 
NotAm cu r;J mulţimea froc,iilor :«imale infmite. adicA a sucresiunilor innnil~ de 

cifre zecimale de forma m, %1%,%, ... , unde m e Z. iar O .;; x~ *' 9, r" tntl'e1ti pentru once 
It .. 1)., Facem convenţia de a elimina din mulţimea C.J fracţiilr I.ecimalr infinite In cart 
toate cIfrele sunt ~81e cu 9 de la un rang Incolo. Cu aceastA convenţie, dout elemente 
« - m, %~S'%I'" ŞI ~. = n, Yt!lJY'''' din CJ se considerA 'taJ,. darA m n ~i ZIl - ,Il, 
IM"nt~u on~e k ~ ~. ~ID clasele anterioare se ştie cA orice "UniM rtalltl "'pn:lln(cJ, prl""'" 
'roCI" uc,mal4 mflftittl . 

. Anump., o~icArui numAr feal z & R i 18 poate asocia In mod bine dt"ttlrminH.1 (l rracţ.it 
... "lCic,malA InlimtA notatA ~( .. ) ~ m z.z-~- 'In a"-t m d d r' '1 l' \' I .-."., 'A"I' o I·a e IRI o ap I(',ft IfI 

, 

~ :R-+ '7, 
numiti ...,,. ... Il ... _ ... ÎIMl' • lui R (In I ... .. 
definiti In t.8). ApU .. ţIa ~ ate bI eel1 ana °a'" cu rerre'Mtarea treom.tri'" a \III 
JMlmal' Inllnltl ~(.) ocr\lnd j vi ,1 Vom Id.nllll .. orice numlr fiII" cu rreclll 
dld.... ..._ ..... m~ .. - m, "''''''''''; .. amin IIm OI " .t"lnţlonal 4a<>l ti n .... 

•• ... nu ate perlodl .... 

J' 



I .. n It ~: '1 \ 
O avem 

1.2, I'fntru urlee J; II, J; ,) lJ fi pentru orice Intreg 

t 

I nde e t uumArul obliuut rellnAnd partea IntreagA ~J primele n zerJmale 

ul~ lui. ln r~zulll.t ,imilar ar~ IOf ppntru.c O, "nume xl" 1 
r 

1J"/lwn.truIÎ,', I'.nt"u orice .r fixat, .r'''' este aproximarea prin lipsă (trun­
,'h">fetl) ,le ordin II a numărului x; aproximarea prin adjlos de ordin II a lui x 

1 
,>,te r" -t 10" ' DM ol'Îc. număr real este cuprins Intre aproximările lui prin 

lips" ~i prin adaos cle orice ordin şi se obţine astfel relaţia (2). 

Eumplll, Fi. x = tt: tn acest caz, inegalităţi le (2) pentru II = O, 1, 2, 
sunt: 3 .. tt< 4; 3,1 .. tt < 3,2; 3,14" tt< 3,15, .... 

• 

Unul din avantajele reprezentării zecimale a numerelor reale il constituie 
posibilitatea de comparare a arest ora şi efectuarea unOr calcu le aproximative 
cu numere reale folosind trunchieril. lor. De ",emplu, nu este evident care 

d ' l V2- . 707 
In numere P ŞI eslI? 

, 500 mai mare, dar considerând reprezentările lor 

zecimale 1.4142 ... şi 1,4140 ... 
mal mArt". 

respectiv, este evident că primul număr ee te 

Fie (L r::.. R fiXAt. Dată un număr ,'pal :.c psLp o aproxirnart' li numărului u. 
1 atuncl SP Rerip x ~ a sau a ~ x Dp f'xf"mplu: 1t ~ a.1~1fi; 3- ~ 0,33; -V2"" 1,411,. In .ceastll formulare nu este In,A precizat sensul te,'menilor 

utilizaţi ~i. in plus. in orice formulA aproximativA ~8te neC(l88ră evaluarea 
erorii fAculf', Formularea riguroasă pstt> următoareA: darii: Sf' dă numArul 
poziliv It, nluncÎ S(l numeşlt' t -·aproxima". (sau aprOXLlnarf de ordtn efi 
mllit e) H hll a urice numAr rral x as treI incAt I x a 1<"" t, numi1rul real 
,i po;r.itÎ\· .r a I ee numf'ştf> "roarea ab~'oluld In formula aproximati vă x~ a, 

E.r","ple 

i 't.g 1f; t'S1t· o aproximare de ordin tel mult I 
10' 

3,1~t6 .:: 

1 
~I ~imil:H. 0.33 !"te o aproximare dE' ordin (';t>1 < 

10' 

I mulL -c. c,-
10' 

I a lui 
3 

• , 

:.lJ Fii' 'l 

8'111'1 I fl - h I 

</,'.!99H şi 6 3,OOOt. Eroarp1t ahsolutA In 

_ 0,0003 _ ~ < =t . In general. dArA 
tOt 10' ' 

rormula aproximativA b.;ar. a 

lIum('r('lle a şi b au BCt't'<tşi 

parlp Inlrpn~A ~i 9cf'lcaşi primE' n zecimale, atund aPt) .. b(l'l), şi II 61_'._ 
"dirA b ('!IIt.. o b ... a ffl ) f.J I b,n) ~ 1 

/, I <. - - < -:-:"-:-
10'" tO'" 1 

1 1 

• 



• 

• 

1 
anto~imt\~ t.lt' ed Uluit _.:....,. ti lui a 

I 

AfirJlHI:\ia lnvt'tbll uu ~It IidtVAralA. 
r 10rl , 

. '. 1 ,tll \ la lut.'t'}Jl/t, unde el ,1 II 111.1 au 
cum Mitl.\ llulH~Nle li şi b. IOIlKlu t I t 

'«-.. male COUIUflt , 

t 
b <.. • 

10' 
U 1 H'lItru orIC·O..( tl"ul , ar· 

~) Teor~IHR 12 bl:l moi ponle (,'IlIIlt\!1 1\.8 t.' J !"ti 
millÎvn .r ~ .etil), ru tJroare absolutA mui lIlidi dt<4 'Al10 ", V Il •• 

T E ORE ~I \ 1 1 I'i. u h lIum,'r. r~al~ fixat<' ~t 
punem dl r t'ste o dJ.roX rnllr(~ u 1111 q ~l II ('i';h () 

\tlllll'. 

I sumll este o 1, 1 + t I RIJrUXllllure Il lUI U r ., 
dif relll" - y este o « t • 

, UIJru\:im IrI' Il lu 
~ " 
J prod lS :J tl~te o ~ uproXimure 8 lui ,,1) IIde 

+ ~ 

I 

IIltrO t 

b 

Dmumstraţtt. Conform ipote7.ei, 

to. Avem I (x +y) - (a+b) -

+ y - b < t, +.,. 

x - a I < tdi I y - b 

(x - a) +(y - b) 

, 

2°. In mod similar, I (x - y) - (a - b) 
x-a + y-b 1< ', +t •. 

= I (x - a) ;- (b y) 

3°. Mai IntAi, se observĂ că al'e loc identitate" 

xy - ab = (x - a)(b - y) + y(.t - a) + x (y - b 1, 
xy - ab I ... I I-a I • 1 y -- b I + I y 1 • 1 .t - a 

de unde 

+ x l ' l y-b 

< tIE. + I Y I t, + 1 x 1_ •. 

T 

< 

&cemp1u. rn formu lele Aproximttlve 1t QIt 3.1416 , vi Cot 1,4142 erorU .. 3b .. ~luţe 
!Iount mai mici de<'Al ~ -= O,OOOt. Atunci, In rormulele apro~imah\'e r. ..... V: ~ ;.:;~S~. 
1t V1:::at 1.7:174, eroarea absolutA este mai mică decât 0,0002. 

Hezultale de tipul celor din teorema 1.3 sunl aplicate In mod curenl In prtlucr&ftIII 
matematicA a dillelor experimentale. La introducerea datelor numerice pr cakulator se 
ulilizellză fracţii z4?'Cimale finite, In care numl\rul de zecimale considerate depinde de prtri­
zia urmărită ca şi de mArimea memoriei CAlculatorului. tn orice ca~. trf'buie fAcut' dis­
tincţia n(>l;'\ dinlr(> un număr real!)Î lruTlrhierile sale de diverse ordine. De er:rmphl. lrtbuie 
h'h'ulll dislinrtia Inlrt' numarul1t!)Î oricare din aproximArile lui ; :l.H; :l,' 16 etc 

EXER("TTI 'c lui I ! I 

t. Foloaind proprietatea lui ArhimedE" al It' tU"Rlu fA datA ., y 1& R •• .,. O. atunci 
.. iatA n natural •• tlel IncAt .... > y . 

•• SA le rezolve In mul~im ... Il ""URIm.: 
.) I zi + I z - II - 1: b) 1 z - II ' + 1 .. + '1 _ 2. 

,. Daci.". Il ,1 1" - I le., 1, - 2 I c 5, II ....... t, rl _ , C • + , cII. 

12 



• 
• sa ......... In I.lnec:u.iill.: a) 1:01 + 1_ II > O; II) 1.1 + 1. -" <'1 

cII. - 1 ICi; dl ) _, + ,_ - 2 I C 2:0; eli .. + 1 1> 2; '1 ,_ + 1 1> -. l. 
II 1 " - 1 , + 1" - 1 .. + 2 1 > o. 

.. sa .... prime cu ajuloruJ modululuI 

1 

• '.plul ci .. .;. r ti 'aplul ci • - - < to 
< W < .r + iii (., V IIInd nume,. realel . 

7. Fie a ... " 0 a" numere reale. DacA Cl . .. " c" lunl numere reale luind cloar valorile 0, t 

" " ti -1, IA .. ara le cA ')' .,a, .. ')' 1", 1. 
~ t:1 

8. a) I I 
Presupunem cA O < % < 'II tn R j sA se arate eA - > - . Este adevAratA reci-

z y 
proca? 

bl PJ"eIupunem cA %1 iii;' '!Il, %, < '!II şi %1 + SI - '1/1 + '!I' tn R SA se arate cA %1 :z::: "1 

şi SI ,.. '1/1_ Generalizare. ~ 

9. Pentru orice" e R se noteazA z+ = ,,+ I,z 1 şi ,,_ = -" + 1" 1 . Să ee 
2 2 

arate cA % =- z. - x_. 1%1 = z+ + x_o Să se reprezinte graficele funcţiilor f. I : a -+ B 
dofinile prin ((z) _ "+ şi ,(z) = ,,_o 

10. Fie b1 • ba numere reale fixate. Să se arale cA funcţia f : R -+ R dt>finill prin 
(("') - , " + btl + 1 " + b,l , V " e R , nu eate injectivă. 

11. Pent ru orice numere reale % > O, 11 > O se pot considera mediile: aritmeticA 

mo = % + 'II, geometrică mII = v;y şi armonică nl« = 2xy . SA se ara le că 
2 " + V 

11. Fie z, y, a, b numere reale oarecare, SA Be arale cA: 

1°. (za + yb)' Ci: (:II + y')(al + b' ) (inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski -Schwartz)j 
A.L . Cauchy, 1789-1857; V Buniakowski, 1804 - 1889; H.A. Schwartz, 1843- 1921 

2'. II' !'" + y)1 + ta + b\' ... II' z' + a' + II' II' + b' (inegalitatea lui H. Minkowski, 
1864-1909). 

la. SQ se determine toale valorile numArului natural n astfel IncAt: 

1 I 
a) < • , 

• 10 

b) 
I I - > - ; 
Il 20 

e) 
I < 1; 
2ft 

I I 
d ) - < - ; 

2n 10 

I I 
e) - > -=-; 

5" 125 

r) 12• + I _ 21 > ..!.. ; 
• 10 

In care cazuri mulţimile respective de valori sunt finite? 

14.. SA ae determine 

U O • [ '] 
"." • n + 1 

.' g) < 10; 
.+1 

h) / .' 
n' + i 

i) /2" + I 
2" + 2 

_ 1 1< I 
100 

-I/<..!... 
10 

• , 

u [-" II] ; 
n_~ 

13 
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16. St\." Hru.lt' cil III uril-t' illhU'vttlluilrgillH Uin It.~ .!lA (' ~J mull u nUllIlr finit <i. 

nUDh"'t) Jnll'6KJ 

18. Sil il' IIrilltl dl. illltll'tif\('ţitt il douA inlttrvtlltt ti_duse eattl ,IOu l\IUlea vidA l8.u \Ul, 

anlstval dt'$:his (),lr inlt.~t'(·ti ... 11 duuil illtttrVlllll tUllllmd., ' 

'7 •. 1: Si' S~ Uldic~ o submulţillle a lUI It catt' nu JJlNttl! r. fttprt l n tAtA ca reU fllUfll,I 

Il dou.\ intervale. 
bl sa. se arate ră mulţimea R'Z este o reuniune dH HllHrVul tf deschllt 

tS. Fie q :;. t un numllr Intreg. SA se arate că pentru orlet'! J It. ~XIIl'Ul P tlltr"g 

.stfel IncAI E."" < p + 1. BA ee deducA inegalitatea 1" - P I < 1. 
q q q q 

19. Pentru orice r, ye R se notează d{x, y) - ! % - v I, distanţa f"UClJdlaD6 Intre 

Z ŞI y. SA se arate ca. V X, !I, seR avem d(x, y) .. O fi d (z , y ) - O •• z _ ~; 

d(z. y) _ d (y , zi ; d(z, yl" d(r, .1 + d(y, .1· 

20. 811 se figureze pe dreapta realA urmAtoarele mulţimi de puncte: Al - {z e 
e R d (z , II ~ I}, notatA pe scurt (d (r, II .. 1}; A, = (d (x , li> 2}; A. _ II .. 
.. d(z, 21 .. S}; A, = (d(r, OI > -1}; A, = (d(r, OI .. ~}; A. - (d l"" OI .. 4}. 

21. Fie 1 = [a, 61 un interval Inchis, respectiv J - (a, 61, unde a < 6. SA .e ara te el 

pentru orice r, y e 1 (respective JI, avem d(x, 311 .. 1(/1, (respectiv d 'z, yl < /lJII. 

21. M se determine valorile numArului na.hll"8l n Rst(('1 fncAt: 

a) d (an + I . 3) < 1 ; b) d (an + 1 ,s) < 1 ; ci d (3n + I 
Il 10 n t04 n 

18. Pen tru fAtt" va lor i ale numtlrulu i nalu ral n au loc relaţiile: 

, t) < ~ . 
10 

a) ~n~+:....;;.1 > 11 ; 
n + 2 10 

bl (20 ) I > 1 ; 
(2. + l i! 10 

el I • + 1 
2. + 3 

_~I> " 
2 10 

d ) I n' + 2n _ 
n' + t 

II> ~. 
20 

14. Să se ara te că existA N. , N, naturale astlellnell : 

• I 
a ) .' + • + 1 < iO pentru orice n .. N., bl 2" ... pen t ru oriot' ... N , 

16. ~A se omit> cA: 

AI axiatA M> O .stfel IncAI .' + 1 < M t 
• ' + I pen ru 

• 
onre n " N · , 

b) nu exlotA M > O AsUel IncAI .' + I < M 
n' + I pentru orice n _ N 

le. SI .. indice douA nume", -alo a < ' • , + •• • .0Uel Inr'l a < •• • , 
orice n natunl. • 2,,- + t 

< . , peatra 

17. CIte ... \mala ",acte l"'bule conald 
• + Vl II n. ealculat.l cu o aproxima d o .. te penl .... • " peatru Vi ~.tfa I hIelt IU.' 

.. o 0.01 mult 10-" A .... 'llni ........ p .. tru • Vi. 1. 



1I~. ~·I. P (1' 0, Y O hltr"KII u .pru.IIII.'" • lui V 1. SA .. araI<! ca numArul 

I e + ~q 
raţIOna .tu o ttproxlmnfit "mai bunt\u pentru V~. 

1' + 9 

tU. Fi~ CI, b JlUIUt\re rt.'ale Uxnte. Ct;ţ 8tl ponte IPIlIlP dl'.f!pttl Q fi b tn ipole". el 
14 b I < . po"tnl orlc •• '> O I"treg? Uar darA 1. _ b I < , pent,u orice numAr 
mţlonnl c ~ 01 

ao. Fie II, b nUIlll're reale fixate . SA se arate cA dacA CI < b + ~ pentru oriu c > O. 
ahuH.'i a .. b. 

81. Si\ 150 arah- cA V k ;. 1, t i7I > 2 VI< + I - 2 tir; deduceţi cA pentru orice 

A 4!lxistA N naturul Rstfel In('!t 
n t L _ > A pentru orice n ;;. N . 

0-1 V h 

82. Sil se veririce prin inducţie că Xli ;iII 1 + n{z - 1) ppntru orice n natural fi 
pentru orice x > O (inegalitateo lui 1. Bern oulll. 1654-1705). 

§ 2 Functii reale. Operal. cu funqii reale 

Se poate a firm a că analiza matematiră elementară re\"Îne la studiul func· 
\illor de o va .. iabi lA rea lii cu valori I..,ale. AreRt studiu este cel'ut atât de nevoi a 
de a descrie evo lu ţia unOr procese fizice, lphnologict\ economice. dar şi <.l e 
tnsăşi dpzvullare-8 mate maticii. In cea mal mH.rp parte. cuprinp>ul acestui 
paragraf vă este cunoscut li am căulat uiL'Î doar o pr'pzenlare sintetică Vom 
urmări totodată sistematic modul elim .e reflectă .tI'urlu,'il. (algeb,'ice ~i de 
ordine) drop""i reale fi<upra funcţiilor I'eale, 

2 1 Funclii reale: grafice, exemple 

Reamintim că două funcţii {: E - F, g : EI - f't sunt e al. dacă au loc 
egalităţile de mulţimi E = EI' F = FI ŞI dacă ((x) = f(x) pentru orice 
x EE. 1 n pofida simplităţii acestei definiţii, demonstrarea eg,lită\ii a ,Iou,i 
funcţii poate să nu fi. uşoară. De exemplu, dară aER, atunci demonst,'are" 
egalităţii funrţiilor (, g: R - R definite prin ((x) = (x + a)", g(xl = 

n 

l1li )' ('~x.n Italt rpvÎne la stabilirea formulei binomului Jui Ne-wton. 
t='o 
Reamintim că funcţiile cu valori In R se num .. c (anerii rr.al •. Să presu· 

punem că (: D - R este o funcţie reală de o variabilă reală, definită pe o 
submulţime De R; atunci gra(icIII ei Gr este submulţimea lui R' format il 
din toate perechile (x, y) E R' a.tfel IncAt x ~ D şi Y = {(xl, adică 

Gr [(x, ((x)): x E D) 

15 
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Sa fila, 'PUII" cA ",1'li. 
Cl) y f(") . 

• I l' f FA,'A",I cOllv"nliH ti •• " r.xu III p an UII ''''''"' il8te mwl.a liraf.w Ul Ul , . t' I 
'., 11 il ca lIlull"ll~ , •• jlUII' Ul "" lUa U llSct&ek urWgulllll d. uxe.r:Oy tie a COIl.'U.' . ( . "., 

iar villorjl~ lui f ca p'unote po tUIt ordonttt .. lof, ~rHIH ' ul :' f':IJl~ IS :lIUltllJlf!' 

, 1 1 "" Hubmulţllll". rcmllatA dlll PUIt (.(;1. "Iu c:j!'1l, dp PUllctfl dm aco Il an. tU1UI .•.• .• d 
·r· A 1 ţ. (.') "r"ricul Ull.,. rult' ţu lf .Ie ate nu poate 1, cOOr"1lunate veri le re 8. Iti. . . v o-

Intotd~tiuna ftopl'f'zt'lItat cu In"ee}1 '1 10 ludi<it 

I doar O 8chiţd npl'oxlIJllttiv A c:up",u,.md pu""u, 

,'emarcabil. 81e grllri"lJluL 1'1'111 Walrcc· le ,..,dou 
vizual caracteristid alE' fuw'ţiilor " ) IJlIHRine 
gobală asupra valorilor ttlll Cţ,C. pr," limbajul 
special urerit de elesrn, III une]. razuri, &tn".o. 
lele fizice, asimilate cu runc'ţ ii f't ... lp S(,·,rw.le 
indicate pe ec,'anul oscilosroap.ltJr (ro frg. 14 

F' l' a par două s.mnale) . • g. ., 

f:zempl~ . 

ti Funclia f It - R, definita prin ((x) - sin x esle d. 

8 [ ~,"]-+C-I,IJ,delillilAprin8(Z) 
~ 2 

(UIICţ,ta 

sin r. De eXt:'mplu, 8 este bTJec IvA, le Ump 

."a f nu ~I(' inj('div;1 "ici slIrje<'livA Se spunt', In Arrsl ra7 , rA f p~f:> o pN'h: Jtiţp a IUi,_ 
:lI Mnll~ It>Ri fitice exprimi\ dept'ndf"nţa nIt> uilor m,Vimi d~ alll' mărimi. .\fod~lul 

mAtt>ffiatic al lor ti constiluie uneori funcţiile N'A It' De p,<pmplll, formula s.:a l' I t1rireJII 
mişCMii r('('ljUnii unHormecli vite7.a ('onshtlliti l'l esle strâns l~al;l dp functia r,-aIă. R -. R, 
dl:lrinilă prin a(l) :::II v ' " "GI"dricul mişcării uniformp" este' de rapt ~ra licql fu,rtie'" Ue 
obicei studiul mişCi\rii este IimitalJf\ un interval de timp J şi altUlri I retu: l' con!'oidt id.U 
funrţia., : I - R, s(t) = v ,1 (am !olosit aceeaşi notaţie pentru functii cun." Ir\'buie rOI LSj. 
df'ral(' dis! illrlel. 

\fulle It>orrme din ftllaliza mat ema tir.' sr rp[('rA. Ia runcţii definitp Jle l:1lt'rntll" ro 
anumite ('olllt'xt(' fizice, barele rt'Clilinii pot li Asimilal(' prin inle('\"al~. ~I ... a"tlmf'n~, .. 
vorbeşte curt>nt de intervale dE' timp (dE'finiţia noţiunii de inlf'rval a rosi dstil la piurlO8 g,. 
Să considerilm o bara. metalici\ asimilatA cu un interval J C R Pentru orice pun("1 r e J 
notAm CII r(z) temperalura barei fn punctul z In R('~t mod este derinÎlA o funcţie l'ftlI 

, '1_ R (fig. 1.5), ProprielAţile malemalic. 1)(J>lbile a1r 
acestei funcţii: mi\rginirp. monutonu" , runlinuÎlnle rit' 
sunt strâns legalr Ot' propriE'Lăţi riZ.;I'E' alt' b<lrt'i considt'ntle. 

f 
I , 
I 

f(X) 

~/'------~: ~""I x 

In cadrul rigorii malrmntke, ori rit cl.lp llrl It clu· 
dialA 0, funrţie, Il'f"bllie indicat~ t"pli<'lt, d,,"nt'niul (mulţi. 
meal el de deriniţie şi mul~imN\ dr "Rlori . 

Fig. 1.5 3) tn unelf> ronsidrruţii rizin' ('~I(I utilA runcţil 
următoare: 

c : R -+ R, definitA prtn c(z) _ { 0, da.n " <. O 
. t, d •• ~.. O 

nurDlt.4 trNpta unitate (a lui O. Heaviside 1850 19" 
(lAgp,al" coreopunde espAlulu,' . I 1 ' - 2.), avAnd ~l'Rncnl,nrllrAlln lill1lrol.l 

unUi n erTRI desrhil) 
ACelta .. te un exemplu de funcţie rMIA. ci r ' 

t. mod nee_r t. unele deocrlerl ~A • Inlla "Cu Rcolod " A-Uri d. !unclii al'"' 
" prOluplln.m cA trn.iun ... l' Intt'Q .. " ... Ierlrlti 
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4 v 1 
(0.1) 10. UoJ I 

I 
I 
I 
I 
I • ---o t o 1. t 

Fig. I.fi Fig. 1.1 

~l" eKRhl cu 1ero plllil h .. un moment 'o şi are o valoore cOllstantă U.lnceplnd din aceJ 
momen t. .....uncţia care modelează variaţia tn timp a tensiunii din acea reţea este funcţia 
U ; R ~ R definitA prin 

" {O, dacA t < '. v(l) = 
U .. dacA t .... '. 

avind graficul indicat In figura 1.7. De remarcat cA funcţia U este constantA pe fiecare 
din intervalele (-00, t.l. [,-, co), dar nu este constanta. pe R. Are loc egalitatea 
Ulii = U • . olt - '.) pentru orice t e R . Pentru '. '"'" O, U. _ t, avem U.- a. 

4) Se pol considera funcţii reale mai neobişnuite avind Ind importanţA teoretici: 
d. exemplu, luncţia f: R .... R a lui P.L. Dirichlet (1805- 1859), delinllA prin 

I {
I ,daca" .. Q 

f x)-
O, daca" .. R'-Q. 

2.2. Operalii algebrice cu funclii reale 

Fie f: D - R, Il : n - R două luncţii reale delinite pe aceeaşi mulţime D. 
Se pol cunsidera .tunci f"nel;a-sumă s = f +g, s : D _ R derinită prin 
s(x) ~ fix) + /1(X), V x E D şi f"ncţia-prod/ts p = fg, p: D - R definitii 
prin PIx) = fix) g(x), V x!:: D. Se pot, de asemenea, derini funcţia-difermţă 

f /1' /) - R prin (f -/1)(x) = fiI) - ţ((~), V~ ~ /) ~i funella-cât h = 1 . 
« 

,1.rinită pe mulţime. D, = {x E D I 11(.1') ~ O} prin h(x) = f'''i , V x ~ D
1

• 
,1%) 

Se observă cA aceste runcţii au root derinite rolosind structura algebrIcă a 
dr.plel rpale, car. este domeniul de valori (codomeniul) al funcţiilor f ~i g. 

EJ"'" fi II' 

1! P~nlrll rUIl(':~iilt' r. ,,: K -+ It ddintle prin r{~1 = (.r + :lj', ~(x) Ix - 11", 
'It( z &. R, luma , ... ,+ « NJle funcţia .: R -+ R, ,(r) - (x + 2)1 + (x - :l)1 = 2%"1 + 8, 

llU' ('inclin-cAI" '('''le definita p(' mulţimea D t - R'-{2), prin h(sl_ (ot' + :l)I. 
~ ( .. - 2)' 

11 I'elliru fuorţiiJf' (;[0, (0) -+ R, f(s) .-:: V; şi ,: (-00, O) -+ R, ,(.%1_ t __ _ 

V " 
nu "«" pol rit·fini (+ 1. f I, fI ~i f, penlnl (';1\ "i, nu au 8reNl,i mulţime da definiţi(>, 

K , 
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S) OrictI rUllqi~ 1II01l0m , : It .. K. tlt!lillilă , Vrill ( (A' (Up (~ rbal !Il p ." O Int", 
tIIIte ob\inut4 prin operl:l~li dtt proUWlllltrtt funcţii C(lu8hUl.tU 'Ii fUUCţ1l1 id~fl tlca tit It :' 
.1"1-+ .. . Oric~ htncţie polinomială P: It -to It II" obţllUt prw lume Unite d~ tUflcţ H· 1Utll!tlCQ' 
Actldata ~vine la (apIu) «:il existA oulllertl rtJlilt' o. , (11 , .. I (In , "." O u trfll Inei 
P(Z} tIeI.c" t a1.r'l -· 1 + t a" , '1( .c _ it (dat ·.\ Parti Krttdul ,,) In CMzurlle ,, _ 1 ~ 
" _ :.! r'egăsim funcţiile de grttduJ I (ltnittro.) fi dl1 Krtldul 1 J " tud hllr 1u ('IH'81~ Itfi ltlri6cl ' 
Funcţiile ntţionale sunt cAturi de funcţii polillomialu, dtll:A P ~i l.J lunl fUII(;\li POIII~ 
mi81e, atunci funcţia raţionalA.!.. este definitl1 pe mulţimea {.L . R !()(z) +- OI 

Q 

Ob#I"Va/,e. Slructurcl de ordine pe mulţimett Il permil6 Jntrod ucen-8 un,,1 relaţii de 
ordine şi pe mulţimea funcţiilor reale detinile pe o aceeaşi mulPme J) , fie f. ' LJ -. It 
douA (uncţii; scriem { .. 6 ( şi citim { .. te mai micA sau egalA cu I pe mulţirn .. DI da.,. 
{(%I .. 6(") pentru orice % e D. In mod similar. raptul cA { > O In"amnl <1 ( '''1 ; O 
pentru oricp .z e D. Relaţia .. f< 6" este reClexivll {f" ni tran:d t i vA If" 1, , .. h ... 
_ (" A) şi alltisimetricA ({ .. 6.8" {_ f = 61. deci .. te o relaţie de ordin •. Spre dOOO6-
bire de relaţia de ordine pe mulţimea numerelor reale, In cazul funcţiil or relaţia de ordine 
nu este totalAj anume tiind date douA. funcţii f. , : D ~ R nu rezultA In mod R6Cela.r 
{" 8 sau 8 " {. ci se poate oa ele sA nu lie comparabile. 

Reamintim că dacă a, b sunt numere reale, atunci notăm cu max (a, b) ,i 
min (a, b) cel mai mare ~i respectiv cel mai mic dintre numerele a, b. ~dar 

a, dacă a .. b. a, dacă a " b 
max (a, b) = , mm (a, bl = 

b, dacă a < b b, dacă a > b . 

Evident, max (a, bl = max (b, al, min (a, bl = min (b, al. Aceste noţiuni 18 

pot extinde pentru un număr finit de numere reale. 

Dacă {, g : D - R sunt două funcţii reale, atunci se pot defini funcţiile 

h = max .({, gl : D - R, h(xl = max ({(xl. g(x», k = min ({. gl : D - B. 
k(xl = mm ({(xl, g(x». De asemenea, se defineşte funcţia-modul ·" : D _ H 
xl- {(x) . Aşadar, pentru orice ,x'" D avem: 

II I (xl = 
{(xl, dacă {(xl> O 
O ,dacă {(xl = O 

-{(x), dacă {(xl < O. 

2.3. Compun.rea ,i inversar.a funcţiilor 

Daci I : A .... B, g : B - C sunt d li , .. 
.,aJOri al lui I la coincidA d . ou uncţu asUel Incat domeniul de 

IUllc/i4-compruif ~u omemul de de'inl~ie al lui 1, atunci 1«1 poe" 
Y s EA. - I o 1. II : A .... C definiti prin ~s) - ,<fI.lI 

J' 

f 
c 

, 
• 

I 



. ~aOA (. : Il -. B, f. : B - C, f. : c _ D lunt trei 'unc~Ii, atuDOI .. veri. 
'.oA Imediat rel.~la f. o (f. of.) _ (f. o f.) of.; II mai Ipune oi openţ.ia ele 
oompunere eate alOOiativl. 

1) Fi. (, R .... [O, 00), ((z), zi şi , : [O, 00) .... R, 'Iz) _ V-;. Are l8JlI h _ 'o, 
li •• oblin. lunclia A: R .... R, A(%) -,(((%)) _ V((z)~. V:;; = 1.1, v %. B. O • 

... men ....... sena II k - (O" k: [O, 00) .... [O, 00), k(%) = ((,(%)) _ 'Iz') _ (V-;)' _ 
- r, 'Y ;r ;.. 0_ 

:!) Functill h : II -+ R definitA prin A(zl = sin' z este tocmai, o f pentru f: B -+ a, 
(Iz) - sin % şi , : R .... R, ,tu) = u': In mod similar, luncţia A: (O, 00) .... R, A(%)_ 

- Sili V\ 68le egalQ cu , o (unde (: (0,00) .... R, ((z) _ :-; şi ,: R .... R, ,tu) _ lin u. 

Fie f : A .... B o funcţie bijectivă. In acest caz 8e poate defini in.usa lui 
f, anume funcţia " : B .... A, care asociază oricărui element YEB acel unic 
x E A astfel IncAt ((x) = y. Evident, " of = iA, t o " = i B. 

Dacă t : A .... B este o funcţie oarecare şi A' c A este o submulţime, 
atunci 88 poate defini submulţimea {fIX)! x EA'} a lui B, numită imaginea 
lui A' prin t şi notată t(A '). 

Erempl,. 

tI Funcţin (: R -+ R, f (z) =:t' este bijectivA fi inversa ei este '-1: R -+ Bt 

(-'(%) = ,,1';. 
2) Funcţia (: R .... [-1, 1), f(%) = lin % nu 

Uar prin restricţie la intervaJul A = [ - f. 
poate fi inversatA (nefiind injectivă) 

~] le obţine o funcţie bijectivA.. 

. [ " alO: -'2' ~] -+ [-1,1]; inversa acestei funcţii este &resin = ain-l, 

• [ 7r n1 
arC!:hn:[-t, 1]_ -"2' "2J' 

definitA e.lociind oricind numAr a Ei [- l, 1.] acel unic 71 & ( - i] astfel " -, 
2 

sm y z< 

In mod similar, funcţiile COl: [O, 11:] -+ [-i, t]. tg : (- ~. ~) -+ R., 

r:tg : (O. l't') -+ R •• unt bijective fi admit respectiv urmAtoarele inverse: 

arccOl : [ t. t] -+ [O, 1'tl, Z 1-+ y (unde y eate definit prin COl ~ _ .x)j 

Areta: Jl. -+ ( - ~, ~ J ' Z 1-+ Y unde tg y - z; 

flrr:dg: B _ (O, n), z , ..... y unde ctg y - z. 

IncU 
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E 1!I\UTII Jltolull, t ~ d d IInil'o ponl'. runcliile ( u'll'dt.uart lodl I 
1. S,' 1'" de:ltlrminlt dOJnt'uiul ulIu,lut e ., lI.i ~.tt'l un numAr rt* ll .. 

l tu cartI ((I) artt It'n. ,.. Jllultimea an'lor z • R pt>n _ ... 

bl ((r) _ il r 1 + V; z+ I 
o) " .. ) _ .:::...:.-=. 

.r I 

1 
e) f(z) - il '" 1 

e) ((%) _ il z' - 4 

z' 
g) f(z) -

:t' - t 

'" i) f(z) = z' _ 1 

x-l 
t) f(%) = 'x, _ 1 

• 

d) ((r) -
r + 1 

x - 1 

x 
II ((%) - "",' + 4 

zi _ '1 
h) ((x) -

x' 

z' + 1 
il f(z) - , ., _ 1 

1 1 
1) f (.,) = 1 + - + 

'" :r 1 

1 
m) fix) -, xl+ 'z' 

1 
n) ((x ) = (m .. Il' 

z'-4z + m 

1 
o) f(x) = ,.. _ 16 

1 
q) (("') - -, "'- '-1":'6-'---15 

. ,~--. 
o) f(",) ~ ~1 - z' + 1 + ",1 

u) f(",) - il 1 - COl:r 

f() 
I - cou 

wl % - • 
smz 

1 
p) f(x) = il r' - 16 

r ) ( (x ) - il 1 - x + il 1 + % 

",ilx - l 
1) ( (r) = x' _ I 

v) f(z) = il sin z 

z) ((z) - ctg ,,"'. 

1. Să .. trase .. graficul funcţiilo, f : Il _ Il derinite prin: 

a) f(",) - '''' , + 2 b) f(",) = I 2 - b I 
c)'f(",) = 'z' -1 , 

• f("') _ { 1, daca '" .. 1 sau '" ~ S 
) 2, daca 1 < '" < s 

g) f(",) - 11 + x - 1", II 
1) f(",) - mln" 

f",. 

t) f("') - min (1, "'1 
L Se coooiderl intervalul / _ rO, 2J. 

d) fi,,) = z + , '" I 
1) f(",) ~ { z', dacA r" O 

- z', dacA z > O 

h) f(z) - lin" + ) sin It I 
j) f(",) - max (z, r l ) 

1) f(",) min (1, r, .,s) 

SI .. ttaee .. grallcul funcliei 
f :. ~ • deftnltJ. prin f(",) _ 1, dacA" .. / 

O, daci" I! / ,1 al luncţlei 

, : • ~ • deIInltJ. prin 1(") _ { O, daci " .. I 
,., daci ,. Ii 1 

10 
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I ". ~ ~ I'ttvrtnlUltt ~1'''Jk lUIIl'lliJu f 1( K dtlfinlttl prin' 

oI fIx) -;Iz '~II "', d) flz) ~ "olr); 

b, f(" - (z' ti: "V" ,,; .) f(,,) _ "0(' 
II fix) ,am zI lin ori 

d f(z) ~.r + olr), fi fi") _ 0(.) 
~ I . h) fi"') - ,8'" "10("', 

0(' - ~I; 

•• SIla" tI~lil'ill'lt' (IX) pt!ntru CUllcţiil{1 falI.' cAror graHet. imnl indicate In figura 18. 
undtt It iaI 1 wte tntrqr. 

(0,2) 
y 

(0,1) 

o X O (-1 O) O (l,a) x • 

a b c 
y 

y 
(o,n) 

• 

(0,1) , 

O x 01- • x 
n 

d 
t 

• 

6. Si) "1' dl'lprmillt' rUllcţia reahl f R -+ R ştiind tA fix + 1) x~ + ax _ 1. 
~ .r e R; idl'm, ({2.r - ~) = ros' x, V x e R şi fl1 2r) _ I te 1. V.t' e It 

7. a) Dilr., f: R -+ H. t>St~ o funcţie rt>-a.h\ rixalA şi St> cOIl"idNă functia ţ : R -+ R. 
dernltll prin .. fxl {IX tU (a e R constanll, C'f.' lf'gtHurA t'xislA ~nlrt." graficele ar, G,? 

b\ Fjt" r J) -+ It o runqit> r(>al~ fixat" ~i J. l) constantA rralA Se ronsirler:\ funcpile 
It: J) -+ R. II 0-+ R derinilt' prin u(z) r:d + /.:, l!l x ! = "(lx Cilm pol fi obtinule 
9;mnc"!p lui ti şi t' din gr'.\IIclll lui f? 

loC. Prl'8tlPIlIH'1l1 "ooslrui! grafiC-III unt>i runqii re;de f R _ R Cum se obPn graficele 
r IUf~ Ilu,' - f. fi. (J r. sKn f? 

U, SA SI' c-alclllf'ze , o f. rOI p4'R I MI 

Il fi r) :r t 1, 

", fi" V;'. 

"J fld 

~) fir 

el fi" 

J J. (J;-H'J\ 

\ 0, dacA 

r tir , 

{ 
1. ilnr...n 

O, dAC," 

,,,0 
z<.O 

r .. le rationl\l 

T esle iraţional 
, 

Ilrmăloarelt> pt'rl't'hi 
,f(zl- Zi - X. 

de runc'ii R -.8: 

61z1 

,(x) - ; {
O, darA r > O 

:r, dRcA x < O 

,:r _ : I I { 
:r., dafA ,t ;.. O 

Zi. dlu'.A :r <. O 

{

Zi, dacl\ ~ f!S1(' rAfional 
.Izi -

O, dar.A z VSIf' irational 
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10. Se CO" .. d.r4/Ullt'ţiil. (. It It, (1"') - ~" + 7 ,i I (U.1) ... H.I'II_ 

SJ.It!' dt!tt'rmine O val08r" & > O alteel hu.At: 

• I (1.,) 
1 

91 < 
100 

1 I <. 8 

bl ,Iri < -100. dacA x .. 11 - 8. 1). 

§ J. Noţiunea de 
• JIf 

I 
• • 
~ 

Există multe probleme de algebră,. geometrie şi chiar de matematic 
aplicată care utilizează şiruri. Este suficient să amintim progreslile aritmel' l 
şi geometrice, şirul perimetrelor (Pn)":,,' poligoanelor regulaw cu Il lal~~ 
Inscrise Intr-un cerc şirul rezultatelor mtermedlare Intr-un proces algoril . 

I 
"1 .., m,c 

etc. n acelaşi timp, vom vedea că ŞirUrI e constltUle un Important instrum 1 . . en 
teoretic şi practic al analizei matematice. 1 ntUltlv, un şir de elemente Inseamnt 
"un element după altul" fiecare având un număr de ordine. Dar aceasta n 

este o definiţie. U 

Fie k un număr natural fixat. Vom nota N~ = {It E N n ~ kl, adiel 
N~ = {x. k +1, k +2, ... 1. Deci N. = N. 

Il E • 1" I Ţ 1 \ 1.1. ,. " u ulultlme !ixutil. Prin ŞlI' Llllinii de element! 
ilie ul H vom inţ'legr o functie 

f:S~ -U, 

u"d. .str un numAr natu 

tn loc de şir infinit vom spune, pe scurt, şir. 

Cel mai adesea avem k = O sau k = 1. Punând {(n) = a -irul ( se mai 
notează(a) CI 'd " Ii" ' 

() EI
" ";'" ee mal e8 utlhzate şiruri vor fi Bcrise astfel: (an}.;.' sau 

an ,,;,~, ementul a 8e nume-te t 1 d k = 1 1 t ." y ermenu e rangul n al şirului; pentru 
e es e tocmaI al n-lea termen al ' l' ŞIrU Ul, 

A,adar. şirul de numere re 1 ( 
prin (In) = a v O a e an),,;.o eBte funcţia {: S - S detinill 

n, y n ~ , Dacă M - Q ( . 
avem un şir de numere t' I - respectiv R Q), vom spune ci 

Do A" ravlona e (respectiv iraţionale) 
u ,irUri (an)";'k, (b n),,;.. Bunt egale d II' . k. 

Elte important d f" " ar aII " b" pentru orice " ~ 
, e acut dlstmct'e It' .... 

iiI (ceea ce revine la d' t" vI n re un '" ,i mulţim~1\ I~rmrnl"" 
A.tfel, ,irurile «-1)") IS IIIc.ţle Intre o funcţie ,i imaginea I\c~lei funcţii)· 
mulţime a termenilor ":n' '1 ({( -1 )"'1 )";" lunI di,1 incIt' dar au ,('tIIli 

, ume -1 i} , 
Pentru un ,ir (II ) , • 

• lui aa, .d .... -fi" -;'10 ,M poate conlidera ....... _ leu firuluI. lubmulţimea {(", II.) 1" E 

-ti 

p. 
,ir 

ca 

ea 
al 

In 

rA 

o 
d 

• 

• 
ŞI 



, 
1) 0le4 .. ~ R, atunt'i 

p ntru oril't! tntrt1( " ;. o. 
,irul Irw)">') dt-finit prin 

le poattt co"sidera ,irul C'onalanl (411)n,>1) dafifllt prJn an _ 4 

UacA b " Q Uite un alt numar feal, atunci le poate colllidera 

{
a, dacA n tIIle impar 

'" b, dac~ n ţat. par 

t',ftl"t\ nu mai est~ 111\ lIir constant. Se observA că pentru orice n ,., O avem: 

1 - (-il" 
a · + b' 

2 
1 + (-il" 

2 
, • 

2) Şirul (n)",»!) se numeşte şirul numerelor naturale, a cărui mulţime de termeni 
te N. Se pot. de asemenea, considera şirul (2n)n,»0 al numerelor pare şi şirul (2n + 1 ln;>') 

al numerelor impare. 

31 IndiC'.Am un exemplu de şir care apare In unele consideraţii economice. 

Prt'Supunem costul iniţial al unei instalaţii egal cu C. Dupa. tnceperea funcţionArii 
instalaţiei, acesta se micşoreaza. treptat, deoarece In calcule economice se face convenţia 
el\ o parte din eost esle transreratA produselor obţinute cu ajutorul acelei instalaţii. 
Si' notAm cu Cn costul acelei instalaţii dupa. It ani de funcponare, It ... 1 Raportul 

..... -= C - C, se numeşle cotficient rU amO,.ti.Ulr~ a costului iniţial i deoarece CI < C, avem 
C 

O < ~ < 1. Pentru calculul lui C" tn fun'cţie de C, n, '" se observă mai tnlAi că fJ.C-+C _ C
Jt 

deci Ct - G{i - ..... 1. e<"onomişfii far ipotf'la r1\ tn anii urmAtori se respectă aceeaşi regula, 
adică C. - C,(t . 1-'1 - Cit - 1-'1', C, - C,(I 1-'1 - GlI - 1-'1' .tc, şi, In general, 
Cn ('(1 - !llll pentru ori re n ;> 1, AşHdar, t'ste df'rinit tn mod firesc un şir de numere 
rffilt> ('nln,»!') unde Cu C 

C.u o HpIiCl,~it' {'onrretă, să presupunem costul initiAl al instalaţiei C -= 500000 lei 
ti după ~ ani, C~ '" 20000 lei. Ne propunem sA dptflrminAm costul instalaţiei după 8 an i 
şi s<" ",(lAm dupa ('Ati Rni rostul Rce)t>i instalaţii devinf' mai mir decât 100 lei. Mai !ntAi, 
din relatia C. r i t \-l )4, rezultf\ :,10 000 ,,= 500000(1 ,.0', adică :./5 ( 1 - fJ.)4 = 1, de 

1 
5 

, AtunrÎ C. ( 
V- • 

C(i - ~ l ' - 500 000 -~~ J ~ 800 lei PunA.nd coo-

( t/-) n diţlil r '" < 100, ff'wllA 500000 5
5 

<. 100, ded n > 11 Aşa.dar, după 1t ani 

crlStul IU'f'If'Î instalAţii roboari\. sub 100 de lei. 

it ) Pentru orire lIumăr real x ::; m, Xlrtr:r .• . • r > O, am notaL rll r (O) _ m, .rO) = m + 
+ ~, , xlt} 

10 
m t .1"'\ t- .2"t , 

10 100 
trunchiftrile ~le sucC'esive-. In acest mod, Sft obţine- lin 

I m -r,' r.ţ,' on_l. (:rPl)ln ..... o asociat lui x . Rt>amintim că O 'ii;; te Olt (1" nu ,., . ~ 

pf'ulru orin' fl jjIl O, ronform lporpm~i f~. 

1 

10" 

-'i) Con"ide-rAm un sf'mnal tntr·un intE'rvall dp timp, idE'nti(Îr.al Cu o (unr-ţie" °1_ R. 
p,.nlrll orif:p. momf'nt tel, valoare-A tp(t) se nnmr.şte t',anhofluleemnalului tp la momenktl t, 
pe-litrI! orj('f' tir d~ momflnle (tn\n>o din 1 se pante ronsidflra şirul {tp(tn}";"O al f>şAnti­
nAnelllr sf'mnnlului 11 In momf'ntfllt. rnnsidt'mte. 
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§ 4 Submulliml ale lUI 

4 S multImi merg • al. lui R 

1. •• ceot punct vom preciza câteva noţiuni importantI'. le git te d,. re lk\il 
,le ordine pe R. Pento'u Inţelege l'ea lor recomandăm folOSIrea reprezentl'ii 

geometrice pe axă. . . 
Fie Ae R o submulţime nevidă. Reammtlm că un element b E Il It 

numeşte majorant pentru A dacă el este mai ma.re decAt ~oate elementele lui 
A, adică x " b pentru orice xE A . Dacă o mulţime. admite majoranţi, ea le 

numeşte mllrginită superior sau majoraU!. In mod similar se delinesc mino. 
ranţii lui A (ca elemente aE R astfel IncAt ~ .. n pentru ~rice x E A) li 
submulţimile mărginite inferior. Dacă un maJorant b al lUi A aparţine lui 
A, atunci se spune că A are un cel mai mare element (anume b); acest număr 
este unic şi este notat cu .. max AU. Similar, dacă mulţimea A are un minorant 
aparţinând lui A, atunci acesta este cel mai mic element al lui A notat .. min A". 

Exempl~ 

il Dacă al <" a, " ... c; ap sunt numere reRle şi A = {a" a" .. .• ap}, atunci mino. 
mntii lui A sunt numerele" a,. iar majoranţii lui A sunt numerele> ap. Apoi min A. = al, 
maxA _ ap. 

2) Dn('l\ A"""' {I, 1 • .!, 0.0. ~. o •• } ,I\lu l\~i max A 1, iar ffiajoran1i1lui A. annl 
2 3 n 

ton le Jlumerele reale mai mari sau ega le ('u 1. ArA tAm cA nil există min A; Intr-adevăr 

d.('ailrexistHmi n A,a l unci(>lapar~i ll e lui A,adic..'\ min A ~. k~1 D:\r 1 <.!. 
k k + I I 

şi se oblinc o conll'cH.l. icpe (anumE' In A ar fixisla elem ente mai mici decât min Al, Mino. 
ran ţi i lui A sunt loate numerE'lE' a -< o. 

DE. 1 'i 1 r 1 \ 1.2. O sllbmul1im~ nel idA '[ c.. n S~ n meşte mAr« • 
nil il dacA ea estc măr~illită superior ŞI Inferior. l'n şir mlinit (a n)_;., d~ 
numere reatc se lIumeşt~ mAr g I it darA mlllllmea termenilor sA, t'lt 
mArii: tA. 

Aşadar . mul timea M este măTginită dacă şi numai dacii ea esle conţinuti 
Intr·un m.te~val com~act [ot, ~l şi este nemărginită In caz .contrar. Şirul (a.)_~ • 
•• le mărglmt dlCă ŞI numai dacă există numere reale ot < ~ astlel lncAl 
ot ~ a " ~ pentru orice n ~ k. 

E:rempl~ 

1) Orice interval mărginit este mulf ',m X " . D . , e m"rgonIIA . 
:.Il acel. o submulţime AeR ar . 

mai.vrant al lui A (chiar cel mai m' e l~n cel mRI ,mRrl': e-lement, atunci max A. _te u~ 
mul!imea A eale m~rginilil -i A ~c[m.aJOr.nl 81 lUI A), Iar dacA exiotA ,i min A, atun< 

. ,mon A, maxAJ 
3) MulţImea II' nu este mărginită Ouperior d~i 

mullimll. z. q, a nu 'unt mărginit.. ' n ... t. mAfiinitl. O. • .. "' .... , 
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41 ...... (~)~I ...... 'llnll du,,..,. \oJI1-'l III 'JIUIIa 

.... • C ~ C 1 I*IrIa orloe II ~ 1. III mod IImn .. , firul ( II ~ I~ 

.... - O < 1 C I p.n .... orice ft ~ 8. II-a 

....... 

a) !jlrul (( -1)" ) .. te mlrtrlnlt deoa.... 1 H r 1 __ .:.1_ C t ,.. ... 
ft'+I}..>o "'+1 "'+1 

orIoe ft ~ O. 

ilai general, un ,1. 1 •• ).>_ .. te mA'Ilinlt dact ,i nu .... 1 dact aloli UD lIIlIIIIr 
D> o utt.1 tn"'t 1 ... IeD pentru orice .. ;O k. 

La punctul 1.2 am enunţat axioma lui Cantor, conform cheia orice sub, 
mulţime nevidA majoratA C c B admite un cel mai mie majorant, DOtat .lUp C". 

lT1t.J J a"J/u c 
Fig. r 9 

:'\ umărul IL = sup C elte numit TIIIJ/'ginea superioar4 a mulţimii C ,i el eate 
caracterizat, a,adar, prin următoarele douA condiţii; 

1°. pentru orice x E C avem x .. IL; 
2°. pentru orice, > O există Y E (' 81tfel IncAt IL -c < y (pentru că 

IL -t nu eRte ",ajorant al lui CI. 
Prin simetrie faţă de origine, rezultă că orice submulţime minorată Ce B 

admite un cel mai mare minorant numit marginea inferioard a lui C ,i notet 
.. inl ("'. 

, 

A'I"dar, dacă o submulţime nevidă CeR este mărginitA, atunci ea admite 
mRrginile A = in! C ,i IL = sup C ,i intervalul [A 1L1 este cel mai mic interval . 

compact care renţine C (cel mai mic In sensul ordinii date de incluziune). 
Remarcăm, de .semenea, că dacă pentru o mulţime AeR există min.A. 
(.".pectiv max A), atunci A este minoratA (respectiv majoratA) ,i inl A = 
_ min A (respectiv sup A = max A). 

r 
-

)J "4JC 

~·i8 · r.tI 
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!:umpt. 
..... o dar rnultimea N nu are lOarKJfie .uperlolira tn It. deoa 1) Avem in! X - nlln., - • rece 

nu are maJoranli. } . (' {t n'" t lulrt'K I III aceat c~u aUI' ( rnitl( (' :1) ConsiLlt'rtlrn mulţimea - t 
" ..•. ce O Avem O ..; .r punteu "riu z (' 1$1 () eal ct;1 ma) fn3.., lJl', 

ArillArn apoI ~ 10 -. " t II 'd 0'. • > O IlU poate fi UD mlllorllll a ~h '--', eoarece t'lltA I ..... mnt; 1ntr·adevn.r un numllr (1 1 .. t 
1 Int...,!! .. Uel IncAI - < Q. 
n 

l'entrucc{2n~lln>llntr"ll} _ {a."":.2+~." t+. }.,ncc_ l. 

lUp C - 3. I la· f 
3) Dacă {anl">k este un şir mArginit de numere reli e vum no f Unl~1t a" ISI r~I'f'cliv 

sup an ma.rginea interioară (respectiv superioară) A. mulţimii termenilor tlruJul. Ailbl 
n;., 
. I 
Inf -

n;>1 " 

I 
0, snp-

">, 1/ 

I 

AdjuncţlOnăm mulţImii R douA nOI elemente numite minus Ulf"'it Inotat 
-oo} şi plus infinit (notat +00 sau oo) şi considerăm mulţimea 

R= RU {-oo, oo}, 

numită dreaptă reald lncheiati!. Aşadar, R eRte o submulţIme a lui il şi uneori -elementele lui R 8e mai numesc numere finite. Pe mulţimea R se poate intro. 

duce o relaţie de ordine, prelungind ordinea din R, punând 

-·00 < 00 şi -00 < L, .1' • 00 pentru orice x E fi. 
-Pentru aER vom considera mulţimile: [-00, a} _ {x ~ R I -00 ~ :l < al -şi (a, ooJ ~ {x ERa < X" (0), numite tot intervale. Dacă o submulţime 

nevidă (' c R nu este majorală, atunci se mai scrie simbolic sup C ~ "', 
iar dacă (' nu este minorată, inl C = -00. Aşadar, pentru orice submulţime 
nevidă CeR, mărginită sau nu, se pot calcula inC C şi sup C In mulţimea ii; 
In cazul când C este mărginită, aceste margini sunt finite. 

Exemple: RUp ~ = 00, inf Z ,- -00, sup Z = ce. 
• 

4.2. NOliunea d. vecinătate a unui punct 

Fixăm un punct aER. 

D EFI NIT 1 A I.S. Se' numeşte v e el I nit a t e a punctulul CI ' orlcl 
mulţime Ve R c~ conţine Un Interval deschIs centrat In Q. 

III 8oe1t, ca~ exlstăr > O astfe) IncAt la -r, a +r) c V. 

• 
A 

o 
I II , 

O-r II'" Fie. J.\1 

lunt ' 

ndta 
de f, 

De e 
• 

VeCl 

alu' 
e 

acun 
capt, 

nu 
lu' 

I 

J 
1 

1 
ca p' 

S 
Inct .. 
punci 

4 
Inchb 

I 
1 

illln' 

1 

• 



• 
t 

• 

j,';r;,mp/, 

t) lntor.alole (- 4,4), [- 2,8), (-co, f). R lUni .eclnlllllilo originII, dool_o' 

cool.ln IlIter.alul d, 'hl. (-1, 11 centrat In orlgln •. Mulll .... Z nu .te vecinAtate • 
or1lltnli pţintru l'A nu ('on\int\ nh:i un inlt'rvtll ( _ 1', rl. cu r> O. 

~I Eate e.iltelll ,'a UII Interval dl!8Chi. (a, bl, • < b, .t. vocinAtate a oricArui puncl 
al l4u: Int"valul Inchll ro, bJ este vecl1l4tete a oricArui punel " BItiei Incll a < • < b, 
dar nu eate vt\c;inltate a capetelor a, b. 

3) UacA a, b • R ,1 a" b, atunct oxlstA vecinAtAl1 dlaJuncto alo lor; Intr.adevAr, 
b - a 

pMupunem Q < It .1 fie r - . Atunci Intervalele la _ 1', Q + "), (II _ " It + r) 
8 

Iunt vecinAtAti alo plinelel.r ., r .. pecliv b ,1 lunt dlaJuncte (figura !.tS). 

'r>0 
,.. ... , 

b a 
) ) ( r ,f . t • , 

a ''r O+'r b-Y' b +'r 

Fii· 113 

De asemenea, se pot delini vecinătI\He lui -00 sau 00. Se numo,te .eci. 
n'ltate a lui 00 (respectiv - (0) orice mulţime V c It care conţine un interni 
de larma (b, (0) (respectiv de larma [-00, b», unde b este un numlr real. 
De exemplu orice interval (b, (0) la care se adaugI punctul 00 Insu,i este 
vecinltata a lui 00, iar intervalul (-00, b) reunit cu {-oo} este vecinltate 
a lui -00. 

Cu ajutorul noţiunii de vecinltate se poate defim noţiunea de punct de 
acumulare al unei Bubmulţimi a lui R, care va fi utilizatl In elaborl\l'8a con . • 

ceptului de limitl a unei luncţii. 

D EFI 1. Fi. TJ R O sub ullim {n punct« •• 
numeş!ft pun c t ti e a li m u 1 8 r. pentru TJ dati In _rlce veCinAtate a 
lui «există e,1 pulin on pllnt! D {<l, • 

E:rempu 

t ) Ptntru D - (a, b), a < b, orice punct CI ti [a, b] PIlI' un puncl de acumulare. 
2) Pentru D ~ N,oo elte unicul punct de 8('umuJsrP, iar muJţimea Z are pe -00, şi 00 

ca puncte de acumulare. 
3) Pentru D .. (-00, il U (1, 00), oric~ numAr rf'.al Il *'Ble punct de acumulare. 

inclusiv i, deoarece eate I8tis(âculA condiţia rtin definiţia 1.4, De uemenea, -00,00 sunt 
puncte de acumulare pentru D. 

1,, ) MulţimeA n - (-i, 2] U {3} are ca puncte de acumulare punctele iDtervaJuJui 
Inchis [.L..1, :.!], iar punctul S nu este punct de acumulare peontru D . 

5) 8ubmuJţlmiie finite ale lui R nu 8U punctE'! de acumulare. 
I ;n punct ~ • n rare nu este punct de acumulare pentru D C R .e numtIŞ1. punct 

• .wJnl, In flXP-mp11l14, dA mai SU8, :c: S este puncl izolat pentru D. 

1:XY.IU ITII IClIp ,Iu I l' 
•• 8a ~ acrie primii 6 fprm('ni pf'nlru lif'f'.are din ,lrurHe: 

ftl ( 1 ) ,bl [nI ; ci !~) ; dl (V. + 1 - V.)~O. 
1" + 1 "..-11 n ..... ~ "~J nI ";.t 
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li. l-'olwllltlllidplilattJd lui H~rllfJulH (z" ;II I 

4rat~ că 

a) I.O~1"a-3, I,01 1W ;"U , 

h) danl O .... do <.. I f'lite rix.ut, ntuO(.'l (OxUiLA 

... ,.(6 1, !-'ootru orlcu .r .> 0,1 •• itI 

N mtlural ",Uel Incat a'- < 1 hot t 
10 r1 t

\l 

urlet" n .... \ _A " 

CJ dal'l a> 1. elite fixat. atund exiltl N nat~r;il 8.Ittel ln"",t (1 > 10 pentru ()rlct 

N · . t4 N natural a.tlot In<41 an < pontru urlce Il ;. N 
fi ;. ŞI nu eXI8 10 

•• al Fio A cR u multime mlrginitA. 8A •• ar"to l'A ori<e lubmul\lm. a lui A .. 1t 
mArgmitl . . . 

h) Daci A" A, lunt 8ubmul\iml mArglOlt. al. lUI R .A .. arat. cA A, U A., A, nA" 

..ta au aceeaşi proprietate. 
4. Fie a, h e R. Să se arate cA 

a + 6 + 1 a - 61 . ( ') _ a + 6 - I a - 'd 
t o max (a 61 """ t mln a. u •• 2 ~ 

2°. dacă max (a, b) = min (a, b), alunci a ca b. 
6. Să S8 detennine minoranţil şi majoranţil min A, max A (daca 8LbtJ.J pentru Ul'ln.l. 

toarelo submulţimi A al. dreptei ..... 1.: 
a) A _ [-1,1]; d) A = [-2, 2) U (3, 4J; 

b) A = (0,100); e) A - { I - ;;. I " ;. I Intreg }; 

c) A_ {sini, oin2, sin3}; f) A - {2
n

_1 1";. I Intreg}. 
2" + I 

e. Pentru orice 8ubmulţim. n.vidA CeR noUlm -C - ( 0%1 % e C) Să se arai, 
ci daci C .. t. mArginită, atunci 8UP (-C) -in! C şi in! (-C\ _ -sup C. 

7, SA .. arat. cA mulţimii. urmAtoare 8unt mArgini te şi si se indice In fiecare CII 

marginea inferioarA şi marginea superioarA. 
M, - {% ERI z' C; 2}, M, - 1% EI Q, %' < 2J, M, ~ {% e R I x' C; 16}, 
8. SA se arat. cA şirurile urmAtoare sunt mArginlte ,i 8A .. determin. in! .n, sup a,: 

_ n n 

il" ,1 ,1- I 
8) an - a ,n;;" ti bl an = V n + 2 - V n. n .. O; ci an '" -, n ,. t; 

n n' 
2" + I . I 

d) an = . n > O; t"J an" mm (tO,A), n .. O: C) 4" _ COS - n;'1. 
n + ~ n 1 

. ': Să s •• mte cii urmAtoare~ 'ubmullimi A al. lui R sunt n.mArginil. şi si •• detat· 
rome lOC A, sup A {cal uJ.tlt> in R I; 

oi A .. {z e R I z" 0, z' > 3}; el A _ {z' % > ° }; 
"'+1 

b! A - {% E R zi - % .. OI; dl A _ {% _ sin z i r EI R}. 
10. r.re din 8ubmul\imile V c R urmAtoare 8unt v.cinAtAli ale originii: 
a) Y - {-I, 2}; c) V { 3,1 ) U (9 , 00); 
h) Y [0, ""); d) V Q? 

11. Fi.a_ +.z o vecinAtate a punctului a? nnr Intrrvalul [ _ .;,';'], 

Var tnt.rvalul [- 1, 10 + r 1 ' > 01 
, 2 2 ' 

IL .are din lubmul\illlilo mAt V I 
al V _ {O, COl; b) Y _ [_ • .oare c IUnt verinAtlli I'tntrn - DO IIU +00; 
1 .. 81 00,5), c) Y - [ 00, - 1) U {2 001' d' J' _ Z? 

le ante ci orlgln • I J 

{ 
t OII .t. punct d. acumulAre ,'.ntru lIIul\"'" 

D- I~;.tlnt .... }ttcl 
.' ... te punct de .cumula .... pentru /1 _ I.'j ~ .. I tnUC}' 

• 

U 
urmA c , 

j 

16 
lJcll 

I 

(' 

16 

In:> 1 

§ 
In 

fapt c 
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, .... S31t' tHllle d, }.Jlllldul. " l'lttt jJunt'\ dt! tU'IUIIUI"I" 11('''1 ru lubmu1lunlil- JJ c It 
UNI tmtN 

. / [) 

d ) J) 
1 •• ~' 

llill (t,t) . 

b) Il _ R Z ; 
"Il R {8, It), 

l'unl'h·ll' de 8l'UIIlliiurl' şi 

,./ 1) Q. 

1) 1) - It Q 
PUlll'lt' lt' ilolilt~ file luLmulţirntJor 

d ) f) {: " e R, x ~ O} ; 

b J /l { 00, 1) U {~, (0); e) [1 { { - 1)" -;; I n'~ I '''Irog}; 

,,\ ]) - Z · , O ]) - domeniul muxim de drfiniţie pt'nlru 

f Ix) ~ ar""i" (x . il 1 - x') 
16·, Fie J Il 

1,. ~ Jn u ' :-1l se 

[a,l. bit] . Il __ O un ~ir de interva le compadp, astrel im-.â l 'It( n ;il; O. 

ura te c:'\ int eJ'lk"t ţia n In este nevid i\. 
n;):IJ 

• 

§ 5, Câteva clase de funclii reale 
tn cplf~ ce urmează, vo m trece tn l'e \'istă catP\'S tipu ri de funcţ ii reale, de 

fapt o .intnA a unOr noţiuni pe rare le-a\i IntAlnit şi in da.e i. anterIOare. Se 
\'a .ublnţe l .!(e aici e xistenţa u nui sistem ol'to!(Onal de axe J-o y fi xat In plan . 

5.1 Funcţii pare, luncţii impar. 

Fie De R o submulţime s,metrIc/l fa\ii d. origine (x E D.,. ·xED) şi o 
funrţie (: D - R. Reamintim că (se numeşte par,; dacă ((-x) = ( (x), 
V x - D. Gra{icul "n'·' (unclii parI' 1'.(11' "i""lrll' (1/(<1 dr axa O.if· Intl'-adevăr, 
un pun"t (a, h) din R' apaqin. lui ('1 ,la"ă ~, numai e1.l'A ... netrl('ul (-a, b) 

.1 lui faţA cle a XI' Oy aparţine lUI G,. 
Funcţia ( se numeşte impară dacă {(- I) -{(I), V:r E. D; 1n a('est 

C81, dacă O ~ D, atunri ((O) O. Gra(wil ",iri {,mc!,. wl/lOrr l'sll' simrlrie 
fară dr (Jrll!inf deoarpcl' un punct (a, b) din R2 apAf\itlf' lui G, dacă ŞI numai 
dacii ."netri",,) I"i faţă d. ongine (·a, -b) aparţine lui G,. 

hJcmpl~ 

t J r 11IH'\ÎH , Z 

Impar 

y 

,r" (II Ilalurah ,'sle par" darA n rsle par ti imparJ. dAd TI este 

n y=X 

" if'fVX1r 

y 

• 
" y_ X 

" par 

• 

• ":xer ~Iih~!fi 1)'0\)1(',"1'''' lIo!.,I!"! C'II 1I~1~'Ii!IC prt'llnti\ lill grul5roril rit' Inll'res MII dt' 

dir.(111 II .. 

I 

, 
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Fig. IlS 

~ 2 Funclii periodice 

;.!) SIUlh' ~j vrotlwHlJ ti doua. IU'H'ţli J.IIUt1 ali. t r 
. . ' 11·'111 

U"tft' SUIlIt .. H. tJouA (um:t ll unpllrl' "'Iti o hHlC'ie ", 
r' , .. . • IIiPltI 
illr protltllHd tt tlUtlG fUllqu Impare eele (1 lllllt'ţie • 

,. r I ~ .. , 
I't(Jlluslll uuri fUllf)1I part' cu (J UIU')lti IUll,ara . 

tUlu'ţie impurit . 

Yt.rifidlrilll IIt~·t·.sllrt' sunt lI1Wdlatc 

3) FUII"\i1l {: n -> n, {(.c) - ~. + '1, 

parII. IIlci Imparil (14;. 1.t5). 

!SIte o 

Se IntAlneac multe fenomene fizice care se repetA. periodic milCa ..... 
Pământului In jurul axei sale (Intr·o primA. aproxima,·e). oscil.ţii periodice 
mi,Cări circulare periodice etc. Modelul matematic al lor este descris pn~ 
funcţii reale periodice. Fie T '" O fixat. Reamintim că o funcţie reali 
f: D - R (D c R) ae numeşte pmodicd de perioadA. T, dacA. pentru orice 
x E' D avem x+ TE D. x-T i:: D ,i f(x+ T) =f(x). 

In acest caz, pentru orice n Intreg nenul, n T este de aaemenea o perioadA 
pentru f. iar mulţimea D eate nemărginitA.. DacA. exiată o cea mai mică peri. 
oadă strict pozitivă, aceaste se numeşte plrioada prineipa/d a lui f. Este 
atunci suficient ca studiul lui f aă fie făcut pe un interval de lungime cAI 
perioada principală. 

Extlmpltl 

1) Funcţiile 81n, cos sunl periodice avind perioada principalI!. 2,,; mal general, runclla 
f : R ..... R. fI') - A sin 1"" + ,), '" '" O care le numeşle uneori lemn al ainuloidal d. 

amplitudine A, pulsaţie •• şi t .. A 'P. este luncll. periodicA având perioada principali 2lr , 
I .. I 

2) FUlIcţia lui I>irichlel {. R ..... R, 

{(x) = { t, dacA % •• te raţional 
O. dacă z este iraţional 

.sto periodicA nvând C' perioadA orice numAr raţional T " O. deoarece daci. est. raţional 
(respeetlv i .. (lonal), nlunci % + T ~i % - T sunlla rei, derl (I% + T) _ fI.:) . In arest CU 
nu ex.lsll' veriOild~ prinripalA. 
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5.3 Functii monoton.; şiruri monoton. de numere real. 

Fixăm o submulţime D c R ,i o funcţie r~aU\ f: D _ R. 
IJEFI lfl\ 

I 'foe' 

8) monoton cr~8~Aloarc Il o D, dacA 
D, , • f( ,) fI,""~ 

• 

II) 

1) 

II 

( ) 
rl 

,.:, 

II 
,(a) -
de la 
un inl 

[O. "J 

1, 
nUffi( 

pentl 
a" ;a. 
" n ; 
mon< 

1 

1 
strirt 

I 

ralA . 



'1 
b) • t r I ~ t ti •• " r e 8 " il t O are pe D. dacA 

Y C, r. /). -t, x, {(x, • ,(x,) 

) monotonA pe /) darii' •• te 
mOlloton d~rrt'.rAtoar. pe /), 

u monoloII crescAtoare 8aU 

") 8 t r 1,' t m .. Il o t o Il A pe D. dacA f este au titrift e ~rAtoare sau 
riet p. D. 

":.r~mplt 

1) Funcţia f: R ~ R, fix) = x E'sle slritt cr~-,ătoare pe R. Funcţia , : R -+ B. 
11_1 -". .. t. strict d.",reIl('Atoare pe (- 00, 01 şi striel crescAtoare pe [O, (0) (con8iden1nd 
de fapt restricţiile lui ,) fArA a fi monotonA po R Funcţia, nu eate monolonă pe nici 
un interval deschis C81'f' conţine originea. 

:lI Funcţia "ain" Hte strict crescAtoare pe [ - ~, ~]. dar nu este monotonA pe 

[O, nI. 

t n c.zul când D = N se obţin definiţii corespunzătoare pentru şiruri de 
numere reale, Astfel, un şir (an),,>o esle monotoll crescAtor dacă an " an., 
pentru orice Il ~ O (adică a ... a, .. a, ..... ), monoton descreschlo. dacă 
a" ~ an .. V Il ~ O (adică a ... a, ~ a, .. ' .), slriet cresrător dacă an < an ... 
V Il ~ O etc. Un şir se numeşte monoton dacA el este monoton crescător •• u 

monoton desc"'Rcător. 

E:umple 

11 Orice ,Ir constant este monolon (atât Cr8M'Alor rAt ~i detu:rescAlorl. dar nu este 

Iftirl monoton . 

ra 

2) ~irlll (nI">') t'stt! strict crescAtor, iar şirul ( !..) f'!tf' slrict desl'rt.'Srător 
n \'1.> 1 

3) Şirurile: « -2)")">0, (1 + (-1)" ) • [Sin nnj nu lunt monotone. 
2 ";'0 3 ,,>~ 

~ 4 Funclii marglnite, marginI ale functiilor 

Il EFI -; IrI A 1.11. O IlIlIcl realA' f) • R s~ IIlImeşte 

OI A r le I nit A • 11 P p tir daeA 011111101 •• v lorllo. ell/)) fISIe 

daei nlstA un numAr real H, •• Uellne" f() B penlru OIire 

, 

majo­
D 
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• 

• 

o r dlicA /IIul\UUeli valurllur el Illln .... .. 
b) w A r g 11111 4 III r e r \ lI.tM Inr&1 ((~) > p 11Iru Ori l : .... , 

adie dllrA nl.tA UII !IuwA, rfU , IJ, 

It wArglllltA Il r.rl\lr ,1 lUp rlur, adiel ~ 
c) mArglnltA dU"A e'A.;{(c).;B,V.t D[IIIU,ethl&lnt, .. 

e ltit' A, B reale, Ilti1rel intII " p~ntru orlce.t DJ ti 
existA ,II • O &aUei lneAl I f(J') 1'; , 

. fum'ţ,a (".tu IIIArgllllta dacă " IIUI1I&, ~CI Evid~l\t, dacă De n, atullcl ,arllll.lo la axa Or. 
graficul lui (este cuprll\8 IlItce douA I 

E.rtmplf! 

d g .dul I ,i d. gradul /1 lunt mA'1!InIt" J-e .f", 1) Funcţiile polinomial. r.al. e r .. 1, trek It 
interval Inchis D = [a, bJ, dar nu sunt mărgwlle pe 1. , . 

. . ( ) .. 0 de numere r""l. eet. mArglnlt Ide. mţia 111 datt 2) Este eVident ca un şl_r an n -t- ~ste margmltll 

3) Funcliile sin, cos definite pe R sunt mArginit •. Funcţ,. tI!: ~ '2) ~ R '"" 

nemărginitA, dar restricţia ei la intervalul [O, ;] este mărginită . 

4) Funcţia': (O. (0) .... R, ,(x) = .; ... te nemdrgmitA (deoarece pentru on"".1/ > 1, 

luând ... - 1 , re,ultA fi",,) = 2M> M). Restriclia lui' la orice inlo",al fa. "' , ~M 

y4 
CI> O este funcpe mArginit;}, tleoarec~ f %1 " 1 
pentru orice % Efa, 00) (fig. 1 16) • (a,: ) 

y=t,x>? 
5) Est. ovident c.~ suma, diferenţa şi proct"",1 I 

douA funelii" 8: D .... R mArginite sunt funclii mlt!loiu 

(nu acelaşi lucru este valabil pentru cAt. &;i4 rum "riU , 

Fig. 116 t'\t"mplul funqiilor sin ~i ('OS P" (o. ;-JJ. 

Incheiem acest punct cu o ultimă noţiune referitoare la funcţiilp mir. 
ginite. care apelează la proprietatea lui Cantor . 

Dacă f: D .... R este o funcţie mArginită superior (respecti,' inferiorl, 
atunci mulţimea tuturor valorilor 8ale, f(D) = {(r), x E D} eate mir­
ginită superior (respectiv inferior) şi, ca atare, are margine supprioarA nOIl~ 
lUp fIx), respectiv inferioară, notată inf fIx). DarA f eslt> IIlArginitA, atuDCI, ~b r.n 
evident, inf (x) .; sup fIx) ,i dacă Bre loc e .... litatea atunci f .ate eolIIlaDtA ._D z.b 10-, 
pe D. 

Daca, nu eate mArginitil luperior ae pune lUp fIx) .. +00, iar daol .. 
, 
-- :_, • ". ti -.. . .... enOt .. pune inl '(zi _ -00. ·.D 

• 

-

la 

•• 

• 

p 

n 

I 
1 
F 



I 

},;, ..... pu 

1) FI. IImell. , lt .. Il, 'Iz) _ s'. R .. I,ic\ill, lui ( la Inlo,valul 1) _ [-1. 21,1 
1. Inle,volul D' - r -~, Il luni lunclii mlrsinll •. Avom 

inf zi _ 0, lUp ",' _ 4, iur z' _ 1., lUP Zi _ 4, 
.x.n ~.b oKeD' x.b' 

1) int zi _ O, tlUP z-' _ 0, inC ~in x-
.xeIO.I) .... (0. al .... a 

t. lUP Iln r _ tit lnf (2x + 8) - 8, 
xen .a.(O, ti 

aup I~.r + 3\ _ $ 
.1'.(0, Il 

1 
3\ Flllu-II. ( 10. t 

1) ... R, ((x) _ nu elte mărginitA; avem int - _ 1, 
%.(0, 1) z 

I 
lUp - _ +-00 

x.(O. tl .r 

5.5. C6tewa funcţii importante 

Vom trece acum In revistă unele luncţii importante, In legăture cu pro­
prietăţile de monotonie, mărginire, periodicitate. 

a) Orice funcţie polinomială P este definită pe Intreg R şi nu este mlrgi­
nit A şi nici periodică (In cazul când gr P > 1). Monotonia lui P trebuie stu· 
diatll de la caz la ca •. Dacă gr P .. 1, atunci funcţia P este monotonă pe 
Intreg R, iar graficul lui P este o dreaptă. Funcţia P: R ... R definită prin 
p( x) = Xl, V x E R nu este monotonă pe R şi are numai valori pozitive. 
Funcţia P: R-R, PIx) = x' este strict crescAtoare ,i este nemlrginită pe Ro 

b) Orice funcţie raţională (= ~ (P, Q fiind polinomiale) are ca dome· 

nlU maxim de definiţie D = {x eRI Q(x) ,. O}. Dacă Q nu are rădAcini 
reale atunci D = R. Nu 8e poate afirma. In gen.ral,nimic despre mlrginirea 
leu monotonia funcţIIlor raţionale . De exemplu, funcţia (. R {O} ... R, 

(x) =.!. este .trirt descrescătoare pe (-00, O) ,i pe (O, 00) (figura 1.17. a), 
% 

t 
dar funcţia g.' R {O} ... R, g(x) = zI nu elte monotonA pe R"JO} 

(figura I.t 7, b). 

yt 

a 

f 

- .. 
" 

-- o 

b 

Fi. 1 t' 

9 

-­" 
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. d.finltl V' 1l1t"'g R, 1 : R ... (O 
e) Funclia t:rp01lt1lItal~ t··t:itive Ea e.te .trict crelo6tOllr p. ai/li), 

1(%) - 10', avAnd valo~1 :t(rfw Pa o I 18~) Inveti" ei e.te fUllcţl~ IOD.r~IIIJ~. 
t' li' te mArgllllt.. Igur . , . .. /Iii 
I~T: (~: :) e: R, J: 1_ 19 J: (figura 1.18, b) care elte , d. alt/llellea, .tt~ 
crelcltoare pe intervalul (O, (0). • 

.1'+ 
I 

I 
CI 

• y . IO 

Fig. 1.18 

(10) 

b 

DacA CI > O, a+-l , atunci pentru orice % le poate defini a' = 10<·111 ~. 
cu acealta, IU1Icţia eX]W1Ie/lţia/4 fn baza a, anume f : R - (O, (0), {(x) =o rt. 
AceastA funcţie est e bijectivA ,i inversa ei elte funcr ia logaritmic4 log. (iii 
baza a). Daci a > 1, atunci ambele funcţii lunt Itrict crelcAtoare , iar daci 
O < a < 1, ele lunt strict delcrescAtoare. 

DacA /lER eate fixat se poate, de 81emenea, defini funcţia puttredu:po. 
nent /1, h : (O, (0) - R, h(x) = x" = 1()<·I, '. Pentru valori particulare ah 
lUI /1, domeniul maxim de definiţie D al funcţiei putere le modifici. De 

exemplu, pentru /1 = 3 avem D = R, pentru /1 ~ t, D = (O, 00), il! 
1 pentru /1 = - , D = (O, (0). 
~ 

d) Funcţia·sinus sin: R - R este mArginitA ,i periodicA de periOldl 
principali 2,,; ea nu este monotonA pe R ,i nu este bijectivA. ReltrlngAnd 
convenabil domeniul de definiţie ,i domeniul de valori, anume collliderlod 

funcţia lin: [- î. î] .... [-1, 1) ie obţine o funcţie bijectivA, ItriCt omU' 

toare. (notatA ?entru comoditate la fel ca la Inceput, fiind <l. fapt alU 
funoţle). Graficul acestei funcţii elte indicat In fiill ra 1.19, a. Iovertl 

TT -2 
It 

y~ y 

YSlr.X, ~~l 
! Z1" • 

* 1 , 
CI 

-+Z • 
, -

;ţ 1/ 

, )'la. !.i' b 

y 

• 

$' 

• x 

el 

= 

pfl 

cre 

est 

ro 



1, 1] _ [_ ", "] elte, d~ asemenea, .trict erelcl-
2 2 

el 1n 1 _ ar~.in • [ 

toate " ~re graficul indicat In figura 1.19, b. 
Funcţl~ COl: it _ it nu necesitA un Itudiu aparte, deoa .. e!'e COI:L'" 

_ ,in (~ :L) , V l· (. R. De asemenea, funcţia arecO' : ( ~1, 1J - [O, rc] nu ne· 

cesitA. un studiu special, deoarece arcCO.:L " - arc.in:l:, V :LEI -1, 1]. 
2 

el Funrtia·tangmttl este definită pe mulţimea D - R {COI:L = O} = 
{(2k + 1) f k E Z}. Această funcţie este periodicl, de perioadl 

principalii " ,i este nemărginitl. Funcţia tg: (- ", ':) - R este strict 

crescătoare, nemărginită ,i bijectivă , iar in\'ersa 

.ste strict crescătoare ,i mărginitl (figura 1.20). 

... 
11 ' , - -, 2, 

I , 

I 

-

I 

y=tgx 

~Tl. 
2 

I , , 

-x 

•• 

Fi~ 120 

2 2 

ei, arctg : R - ( - ", ") 
2 2 

y orctgx 
.,-

• x 

Funcţii)e ctg, arectg nu necesită un studiu "peclal deoarece ctg x = 
= tg (-'=-_ xl, pentru orice r f: R, x';' kr: (kf' Z) ,i .roctg:l:= :: -arctg:r, 

~ 2 

Vrea. 
T08lp funcţiile considerate mai su s se mRi numesc, cu un termpo generic, 

(UIIC(It -lrml'7lfaN. 
EXERCITII \ :apololul I 1· 
1. ~" se sllldif>l(' pRritalt>a şi imparil8.le", tnncţiilor f: J) - R mnAtoRreo (D fiind 

domeQÎul mRxim lip dofiniţiel 

a) ((xl _ .zt ..... 10; 

b\ (171 - .z' +:r 

dl ( 'r) •• + t • , 

1 
el flxl ~ • • 

fi ((xl - .......;.,!;.-; 
~t _ 1 

gl fI~1 - % + il z' 1- 1; 

il {(zi - x' 

jl f(:r)- -sin' zi 

k) fir) _ r • • 
1+lr) ' 

11 ((xl - max (x, .. ). 
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.. II .. ual. oi flIDC~ f: .... urmaloa,.: ((zi III. "1, ((z) - _ 
ilai - ~ ... + .1, .... O IlIal porI04l .. ,1 II II II d...,mlJlI ""rloaa. pri.<ipall. z, 

.. II Cum .. poall u ....... a laplul oi ".lIoul un.1 IU6e\l' (: X X .. 1. IImltrio 
.. " d. d ... pta z _ II Dar 1.11 do pUllelul la, 011 

b) Ba .. ar.11 <1 dacl .. oIlc"1 unol run"111 (.a .... x 0110 l.nlOlrle ralA d. d. UldrOpt. 
dloUlIClo ,,_ a, z _., aluncl fOIle porludlrl. 

" 11& ... ralo ca lunolla (: ..... 8, (1.) - '" + 1 001. Iirlei «Boeatoare p. Uri •• 
hlll.val; Id.m , : .... a, ,Iz) - '" + as + 5. 

L 81 .. ollldle .. mODolonla lunoliilor urmlloar. pe Inwrv.'_'. pe C ... I.nl dtliDIIe: 

a) (: ..... R, (10) ~ 1 +:01, ci ( : [0, ,,] .... R, (lzl - ("UI ~, 
ZO 

bl (: [O, 1] .... a, ((%1 _ Vz, d) (: 8 .... 8, ((z) - 1 • +'" 
.. UacA luncţia (: a _ R OII. olrlcl creecAloa .. ,1 I.,)ectiva, IA le a,alo cA f .. t. 

biJectivA" cA (-. Olt. stricI cr.:.clloaro. 

7. FI. (: J .... R d_nnltA p. un iI:ll .. al J. SA .. a .. te cA ( est. monolon crescatoorl 
( ... pecUv delcfMCAtoare) pe I dacA ti nu:aai daci pentru orice %h %, a 1, %1" %,. avem 

((",) - flz.1 ~ O ( ... poetiy ~ OI. 
r, -., 

8. Dati exemplu d, un ,Ir: 

.) mArgini t t dar nu ... ot08 i 
b) monolon. dar n'mlfllolt. 
.. SA ee arai. ca ,Irurile I"')~I a.llnil_ pl'in 

a,,- ,,'+ t," - 2".,,- " , 2" • a" _ - I 

,,+1 " 
MI.t mODOloD ...... ltOl,.. 

1 .. sa .. _le ci urmlto ... I. lunclU ( : R ... a lunt mlrJllnlt .. 

a) ((z) - 8lin 11:, a) (1"1 - va": -:'1 , 

bl ((,,) _ " I 
1+'" 

oi (1., - .. . 
.. +,' 

o) f("1 - ~ ",(" + f): 
(1") - ~- 1<1 . 

lL 81 .. at"dIno ... ,.wr. urmlloUelo. lunell\: 

• 

a, ,:.~ .. (("1- 'oi; d) (:.'!I' .... , (("1 ~ I 1 
, .. - I , 

- . . -" 

u ( 

... 

el 
• 



.1. 8& le d. rmln. Inr (( .. ), .u~ (( .. ) pentru urmlt .... le runclU (1 D .. • , _.D .. b 

a) ((,,) - b - 1, D - [O, 1]; 

b) ((z) - .. ,D _ R~; • 
.. + 1 

e) ((z) _ .. ' b + 1, D - [O, 1]; 

d) ((z) - COl b, D - [O, '~l 

IlXEKUTII '1 PROBLEMB REZOLVATE LA CAl'ITOLlL 1 

1. S4 II cU"rmin, toa .. floloril, lui n _ li ",t(,' lnc:dl 

a) < - ; b) - ~ > - ; c) - 1 > -. nil ~n I 1 I 2" 1 1 
n' + 1 10 n + S 10 2ft + a 10 

S.I..,i •. a) Inegalitat .... eerie Il' - 10" + t > O ,1 rezultA ne (-ac, 5 - t!24)U 
U (5 + V24', ac). Deoarece n .. te natural, .. relin doar valorilelntr""i ,i pozitive, deci 

n>IO,in-O; b) Dect.l- 12 I>.!., adica 12 > .!..deunden+S<120, 
n+8 10 n+8 10 

n. {O, 1, 2, "', 116}; c) RezultA 3 >.!., deci 2" < 27, adica n - {O, 1, 2, S,l}. 
2" + 3 10 

t. 84 H car41. oi •• ilc4 N MlIU'Gl UI'" Inc4t 8" > tOO n P'''''''' Of'ie. n ... N. &d.ueI'l' 
. n 1 '" ... ,,4 N 114''''''' .. /f,1 .""', O .. - < p""'" .. ici n > N . an 100 

Soluţi4. IncercAm valorile la - 0, t. 2,,, ,i observAm ci pentru 
.. _ 729 > 600, iar a' > 700, 8' > 800 etc. LuAod N - 6, .. verllicA 
Inducli. cA an> 100n pentru n > 6. Partea locundl a exerciliulul .. te 
directA a primei pAr\l. 

din pwiH wrmdtoore : 

n' + 1 '.a"- . ,,>t; 
" 

l' + 1 
", - t 

2' + 1 _ ~. o, a:o: 

2 - 5 tO 17 ,"'--,4.&--' 
2 S ~ 

(n + 1)' + 1 n' + t n' + n - t 
_ 7 şi .... -0"-· -

• n + 1 n z' + n 

ni + 1. 

4n , _ __ ~n,-:--:-: _ (nt + t Hn + 2) i 
(n + 2)' \< 1 n(n' + 4n + 5) a ..... 

n+2 
• 

J7 



!l _, 

.... - 2" ! - . 
o ... , ....... 4 

... S4 ... a1'al. cod ~ubm"'I&nl,le vrm41oar_ al. d,.p'_' r,al. "lVIt m'r'UUI. " '4 II 
l,.d,~ IffcJl',,",I. 101' inf.I'ictJrd li 'UP"I"'ocutJ. 

M, - [1, %1, ,II. - [1, ~; U 15}. ,II. [I~] U {-~, 5}, 1If, _ [1,2] U (4, '1, 

,II, - 13r + 1 ~ .. [ 1. I)}. M. - (z' 1 r Ei [O, ~JJ, M, - (z' 1 z" 2, 'Il, 

.W'._ psin2,r1.r&R}, M._ {s t~in2.c'z.(O, ;)} 

SolUli •. Faptul c4 acest.. mulţimi auJlI matginlt ••• t •• vldent; d. oxernplu, to.~ 
sunt conţinut.. In intervalul [-10, 10]. Avem aup M, 2 (pentru ca major.nlillui Il 
sunt toate numerele ;.- 2. iar 2 este (.'el mai mic); similar. lUp M • ... 5. IIUp M, _ ~~ 
lUp M. -- ,. considerAnd cel mai mic dintre majoraoţii multimilor ruspertive. ApoI 
M, - [-1, 5], M, - [O, 4), 111, = [O, 41, M, = [ 7, '], deci aup 111. _ 5, lUp M._I, 
sup M, __ 4, lUp M, = ,. 

f'olosind faptul că marginea inferioară 8 unei mulţimi mArginite inlerior eate cel mai 
mare dintre minoranţii acelei mulţimi, rezuUA inr ,lI. - 1, inr MI =- 1, inl M. = -2 

, 
int M. =- 1, jnC Mi = - t. jnC ~/. = O. înC .. V, = O, ioC M. -= -, Studiem tn detaUu 

calul mulţimii M •. Dacă z e (o, ":f j. rezultă 2x ti! (O. ") şi sin 2% & {O, 1J deci M 
-4 !l • t 

coincide cu intervalul (5, 6). Majoranţii mulţimii M. sunt toate numerel. > 6 ,i ,,1 
mai mic dintre ei va li lUp M, -- 6, similar, minoranţii mulţimii M, sunt numerele < 5 
,1. ca atare, cel mai mare mioorant va fi inr M. __ 5. 

5. S4 ,. "'prwnt. ,rafic fwu:/ul. f: R -+ R 

"1 {Ixl - zagn X; bl {(xl _ 12% + 1) • ,,(xl; 
d) fix) - olx) , I ain x ; e) (Iz) _ mn (4, x'l; 

ci ((xl - 3,,(z + ~I; 
(1 {(xl - 1 - II z I - II, 

C4N din OC4rşfe (uncli, _unt md,.,in,"? Dgr monolone? DaI' pare? 

z, dacA r > O 

Solul'fţ· H I Aşadar fI rl m 

bl (Ixl = { O dacă 

~x + 1. dacA 

O dacA :r - O. adica (1 .. ) _ 

-.r, daca % < O 

z I i 

• 

x < O ={ O. daca x <-2 
.'1 (Iz) • 

x>o 3, daca z" -;l 
, 
• 

-{ O dac.\ r<O - { 4, daca z .. (-2, • dl ((rl • el (Izi , 
Isill,rl. dacii z>O zi, dacii. % E (-2. 

" + 2, daca r < 1 

li firi -
-% , dac4 I < % .. O 

x , dacA O < x .. 1 
2 - r, dacă % > 1 

2) 
• 

2) , 

o ... ncel ..... pecUv. sunt indicate In titlU,a I,JI. 

Funcţlil. d. Ia punct..le c, d sunt mAtginila; funclill. 6, c luat mODoloa • ..,1\011"; 
f"80IIU. G, " ( IUDt pare. 

• 

-

• - -

- -t 

pentl 

• 

al (1 
blf( 

, 
inl ( 
•• D 

I 

lUp I 
•• 1> 

,1 In ... 
A 111\1< 

, --.... 
• - -1 • 

Re\Ia 



., 

y. , 
1 t Y. 

r , I 

• 
I 

... J' 1( 
I ... 

1( ,< )( 

b 

y Y 
1-2.~1 1'2 .. 1 , 

•• " I 11} .. • • ; " '1 
• · , · , , , 
I 

, , 
, • .jo. + ... 
• - O 2 X 

-4 1( 

d f 
Fig. 1.21 

2"+1 2- 2" . 2 
SolW/~. Clft.+1 - a" = _..!._- - - - -::=-.....;~ 

(n + 1)1 ni nl(n + 1) 
_~_~( 2 -1)_ 

nI n! n+t 
_2ft (n - 1) < O. deci CI"+1 .. an ,1 şirul eAte monoton de.cre.cllor. Apoi O C "" -

(n + 1) 1 
" ori • , 

_ _ _ • _ . .... - .. 2. adicA oft. [O. 2J pentru orice ~;Jo 1. 2.2.2 .... ·2 2'2(22 2) 
1 .2.8 ..... n 1 ·2 8 ~ n 

Pe de all~ parte. bn - (~T + l ~r, de<'i bft+l < bn ,i este evident cA o .. bn .. 2, 

pentru orice n>1.. Ca atare, ,irul (bnj">t este de 81tmenett mArginit ,i monoton descrescAtor. 

c) ((z) ~ V z' + 4 - %, D - [O. 4J; al ([z' _ 3% + 2, D - [-1, lJ; 
bl ((o) = (z - 1)', D - [O, 3J; d) ((r) - o.ln % + b COl % (a. b constanle). 

D - [O, 2n]. 

Solu,,,. a) DacA z .. [-I, IJ, atunci 3%8[-3, 3J li ((%)8[-1, ~J; avem 
inl ((z) _ -1, sup ((z) - 5. 
z_D :It.b 

bl inr ((z) _ -4, Sup (Iz) ~ O; c) Funclia ( .. te monoton d.."",cAtoa .. p, D ,1 
x.n x_l> 

lUp (Iri _ (101 _ 2, inl ((%) = ((~) = 2 Vs - 4; d) necA a - O, atunci ((rl = b COl" 
.... 0 ._D 

li inl (Ixl _ I b 1, lUP (Iz) = I b I Daca. 0"0. atunri ((zi - a ['in r + b. , ... r). 
, " z.D " 

AICj('~m ,fii (_!.. ~ ) Astfel IncAL!!.. - tg, şi rezultA f(tJj - a(ain ~ + tg 'fl •. t'''~ ~I-
2 2 a 

_ CJ ain (1' + .1. Df'Oflrece rea, =-./ t - V ) alb" re1UltA (lzl_ 
rOI ., y t + tgt. ,,' + 

_ • V.' + b' • lin (x + ~I. Ca atare, inl ((rl - _. Va' + b', lUp ((z) - V a' + bI. 
I (1 1 x.O :II'.D 

Rf'ţlnem tol odAtA cA ~ Il ain % + • coe % I < V G' + bI. V %. rO. 2n). 
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Capitolul II 

LIMITE DE ŞIRURI. LIMITE DE FuNql/ 

§ 1. Şiruri con,.r".nl. d. num.r. r.al. 

Despre "convergenţA" avem cu toţii o allumită reprezentare intuit;'1 
IatA un exemplu simplu, deşi puţin forţat. SA P""SUPUJlP'lII cA 1"1,,1,, "" ' •... , 
reprezintă temperaturi pozitive mAsurate la mOlIlellte succem'a de ltmp. 
Ce sens trebuie dat afirmaţiei că aceste temperaturi converg cAtre zero? 
Intuitiv, aceasta Inseamnă cA temperaturile respective sunt "din ce In ce mai 
mici", adicA pentru orice prag de temperatură. > O, aYem tn <. de 1. un 
rang N Incolo, adicli pentru orice n .. S (I'f depinzand de e) (fig. II.I). naci 
In, n .. O nu sunt neapărat pozitive, faptul eli ele converg către zero .e exprimi 
prin aceea că V x> O, avem -t < In < t, adicA ~ In I < " de la un rang Incolo. 
DAm un alt exemplu, SA considerăm o cantitate de substanţA radioactivi A, 
care se Injumătăţeşte la fiecare 12 Ore. MăsurAnd.o la fiecare 12 ore, canti . 
• '1 f' . A A A A ( . . . t .. ţl e vor I succesIv ,-, - ... , - ,... omItem structura atomICă ,t pre-

2 4 ~" 
lupunem materia indefinit divizibiIă). Intuitiv, aceste cantităţi converg cAtre 

zero (fig. II.2); de altfel, pentru orice prag. >0 avem ~ < • de la un rang 
2" 

Incolo anume, alegem N astfel IncAt 21'1 > ~ şi atunci pentru orice n;oN 
c 

avem A c; ~ < •. Aşadar, In orice vecinătate a originii se află toţi termenii 2" '.lN I 

. l ' A 
,Iru ul -, Incepând de la un rang 1ncolo. 2" 

Astfel de exemple sunt numeroale şi au impus următoarea definiţie a 
cărei Inţelegere este esenţială, 

(>0 
• 

t, • 
, • 

Fig. 11.\ 

,. 
II • A A . 
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1.1 Iru,l a,lInd IImltla. ,iruri con'''lIenle 

-D FI. 1 ŢI A II. 1. Fie (a,,) .. ;.o un ,Ir de numere reale ,1 a E: U. 
e pune c şirul \a.I .. ;>o lire II mit a a dllf6 In orice vecinatate a pun.,. 

lulul e rui toţi termenII ,Iru lui Incepind de la uo anl'mlt rang. e 
atunci 1 m an a sau an - a peotru 11 - 00 

n . .. 

o. exemplu, faptul cii Iim an = O revine la aceea cii, 
• • pentru ortce veCI· 

nAtate Va originii, există un rang N asUel lncAt an E V, pentru orice n .. N. 

D EFI ~ 1 Ţ 1 A II. Il. Orice şir de oumere reale avind o IImltii fioltA 
8e oumeşte e o o v e r gen t. Dacii aeR ,1 Iim an a, atuMlse mal spune 

n • ., 

eli ,Irul (an)";" este c o o v e r gen t c il t rea. Şirurile care nu au IIl1lltl 
şi eele care au limita r.JO (sau -00) se numesc d I ,. e r g e o t e. 

1) Fie an _ ..!... n > 1.. AtâtA-ro ca. (an)n>t eate un şir C'onvergent şi tim ..!.. = o. 
n n-+.o n 

!ntr-adevAr, fie V o vecint\tate oarecare a punctului Il - O Atunci existA L > O, astfel 

In<lt (-e. e) e V şi se observA cA dacA 10 > .\ • • "tund I Oi (0, el e V. adicA toţi te,· 
e n 

meoii şirului an _ : se atlA In Y,lncepAnd cu rangul N - [~] + t( cAci dacA. n ~ N. 

atunci n> ;). 

2~ Ariltl1m efi. Hm nI _ +00. lntr-ade\'Ar, fie V o veeinâlate oarecare a lui +00, n_., 
deci existA. c> O, asttel tncAl (e, c:o ) c::. Y . Pun'nd conditiA. n' > c, retulU ('1. n' E Y. 
Cu alte ruvinte, luind .:.V - [V e] + t. l'eJultA ( 1."1 n jjJJ ",V avem n> Ve, deci ni> c, 
aoică n' _ Y, deci toţi tt'nnenii şirului a" - n' aparţin lui Y de 18 un rang Incolo şi, ca 

atare, Iim a" - +~ . 
n-., 

3) AratAm cA., In general, .... , (a,,1".-., """ un ,Ir mOD.te" f'rtll"'tor ,1 nfD1lrgln\t, 

.tuntl tim ~ _ O. Intr-adevA.r, fie V o vecinAtate 08.nC8te a originii. Alegem 1 > 0, 
fI .... «I "" 

.. tiei ID<'At (-e. e)e Y. OeOaNce ,irul (a"1 .. te n_mAtginit. exiatl N natural ... trei 

tn,.'l aN> 1.. Şirul tiind monolon c[uellor. avem a" tJ" aN pentru orice n;;" N Aşadar, 
e 

O < ..!.. < ~ ~ 1, deci 1.. (O, II C Y, pentru OMCt n ;;.. N In concluzie, Iim ~ - O. 
a" a l'f an "-HIO an 
In particular, deostrece ,irurile (n~ In>'. ti "> O; (tO")n>n, (li 2,. + t - lI';;)fI>t; 

~n':">O Bunt. monoton cread,toare ,i nemArginite, rezultA relllpl1t> 

I 
I « 

IIm - O. Hm -
.... CI It- ..... CI '\ O" 

t . I 
O.lIm ./4 ./ ' -o ,.lim --o, 

n .. ., y n + t - v n ft..-+. n 

41 



o 8 E li. 1. (.nt lai 
/ /Il" 1) O". Ull fir nuUl r r ale 

IIIU I ~ ~I'. . m • un _ b (pentru n - (0) .' avem 
. cA a - a .' a" . Demonalrafu. Presupunem n I blurd avem a~b, atunc, aleg.", 

D
• 'n reducere Il a , . . f' de arAtat cA a = b. aCD. P" . . b oare ,A he dlOJuncl" ( Ig 11.3). 

. ' ' V t lor a" respeot'v , "1 d veClnAtăţ' VI" I ale puno e fi '0" termenii ,iruri e e la un ranR 
. 1 V se vor a a , ,1 d Deoarece a. - a, atunCI nI. V d ci In V se vor lllia oar un numAr 

.'1 Incolo; In particular, In afaral~l. 1: ~. (a ):,,0, deci b nu poate h limita 
finit (cel mult N + 1) de termenI a' ,uu U' n 

,irului (a.)n .... 

I r "n-e a /. nu'e/or -ie şiruri) 1 ie I 
(de carae e t_ r ORE 1 A U. 2. 

un ,Ir de numere reale. 
il un n umilr a ( R daeA 

• (e 

• 1 Irul a.)n~ este eonvergent e tre 
e.t 1 epllnltA eon IIIl urmAtoare' 

I 
O nlstA un numlr natural N IV J, drp 

>N I pentru or ce I 

I~) de 1, tiei Inclt '1. a c pentru orice Il 
., c ndl'io ae acr,e nsUel. 

a ltorul uant.llCatorllor IOglC, eaha , 

VI 3 .fI; 1V 1); V n ~ N an a <.. o). 

numai 

:dnd 

Şirul Il., ~, are limita ~.}J d eli ~l numai darii: 

pentru orloe I > ') existA un numAr natural N 
.'V',), astlel 

1 ~) Inrtlt a, ,pentru orice n ~ N. . 

(an)n>O are Imita 00 dacA ,1 numai dacA 

pcntru or e I O exl8tA un numlr natural 'V 
a. I penuu orlte n N. 1 ') 

N(cl, IIStlcl IncAt 
) 

DemonSlTafie. 1°. Presupunem cA a eate un numAr real ,i cA Iim an = O. n .. ., 

Atunci, conform definiţiei 11.1, pentru orice I > O, In intervalul (a-e, a +,) 
oe aflA toţi termenii ,irului (an)n>o de la un rang Incolo, adie' existA N 
natural depinz!nd de 1, astfel ca pentru n ~ N să avem an E (a - 1, a +,j, 
sau echivalent, I an - a 1< e. Af8.dar, este IndeplinitA condiţia (2). Reoiproc, 
daci condiţia (2) eate IndeplinitA, arAt'm cA Iim an - a. Pentru aCOliti, 

n .... 

apliclm definiţia lI.i ,i fie V o vecinAtate oarecara a punotului a, deci .xistl 
e > O aAtfellnc&t (a - 1, a + el c V. Conform (2), exi,tA N _ N(c) natu,.! 

Vi \4 
" 

lIo ) =z 

Q b ~ 
FI,. Ii.I 

ti 

•• tlel 
a+o) 
lu, V 

'}.o 

(o, 00 

lui (a 

Recll 
Val 
N­
ati C 

p, 
Bunt 

o 
• 

Tt'VlOt" 

,Irul 
df'van 
Iim an 
n.~ 

.. 
menll 
In ac 

und .. 

" :. I 



•• 

.. - el < • peat.ru orIGe fi ~ N. Aoeut.I ....... ea 
...... ), .4k1 .. e v JIIIIt.rv orice " ~ N. Deoi to~ ... aIi 
iii V • Ia UII 100010, adiel IIm ... - II • . ~. 

2". PI.lupunem ci Iim CI. _ 00. Atunci pentru orice 1> O, III 
"~ .. 

(1, OD 1 Clre tlte o vecinAtate a punctu lui + 00, 18 vor afla to~i te..-aii ...... 
lui (11.).;a9 de la un rang N = N(I) Incolo, adiel CI,. > I pentru orice ,,~ N. 
Reciproc, dllol eate Indeplinitl cortdiţia (3), atunci pentru orice 
V • lui 00 alegem I > O, asUel Incât (1, 001 c V. Conform ipotezei, uiltl 
N ... N(I) natural, aatfel IncAt pentru orice n;' N al aveln lin > c, adiel 

a" E V, deci Iim an = 00 • . ~ .. 
Punctul 3° 18 demonatrează similar, folosind faptul că vecinAtI~ile lui -00 

lunt intervale de forma [-00, -1) etc. De altfel, aII -+ -00 - -CI. -+ 00. 

ObH1"V4fu. DacA. a eate un număr real, faptul ('A un şir (o,,)n>O eate convergenl cltre • 
revine la aceea c.A ,irul de numere reale pozitive Il an - (1)";;'0 are limita zern, adiel 
,irul diatanţelor (diG", a)}rt;;;.:o are limita zero, C~ ce fxprimA faptul cA termenii "" 
de-vin "din ce tn ce mai apropiaţi de a, pe mAsurA ce n cr~te". Reţinem lotodatl ci 

lim an _ a" Iim d(a", al - o. 
,,- .. lt n~GCI 

Faptul ci an _ a (pentru n - 00) 18 mai interpreteazA apunând ci ter­
menii 40, al' a" ... constituie aproximaţii rIU ccesive ale numărului real 4; 
In acest caz, le poate considera formula aproximativA an ~ a, cu eroarea 
absolutA I a - an I convergentă cltre zero. 

Ez.".p" 

\) ArAlllm el Iim 2n + 1 = 2. (olo.ind condIţIa 12) din teorema II.'. Notind 
1\-+<10 ,,+ 1. 

2n + 1 \2. + \ I \ 4,. _ • avem I a.n - 2: I ",. - 2 = --=--. Pentru orice 1> O. 
"+1 n+t ,,+1. 

\ \ \ 
condiţia < c, adicA n + t > - sau n > - - t, are loc pentru orice" > N 

n + 1 c C 

-
\0" 

2 ArAtAm el IIm ....,::::-~ 
10" + 1. 

IOn = 1 i notA nd e" - -:":":_-, Il vem I ('" - t I -
\0' + \ 

\ 
nl~ORr(>C'e Iim - O. Qvprn Iim Cn -= 1 

"-+010 iOn + 1. "~ae 

I 

10" -+- t 

1! Oric'e ,Ir fonlt8nt (4ftl";Jto, 4" a pentru uriC't' " ... O .. stt' convergent. cAtre o. 
Area.tll. Ift vl"rHicA direct din definiţia 1 1.1 

41 şirurile r-onvergente nu lunl neRpArat monotona; altfel, ,Irul 0" - (-tI" --.!., 
~ 

" ... t Mtt. converapn1 rAtr" Zf'iro d .. OAfer.e 1"" - O I-.!... 'It( n>1 ei nu eate monoton. 
n 
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A' V~OI Iim tit .. II ..s:;. ll1tr aJt>vt\r,.a "VUctlUlll"fllllţlu II I Orll:!' v~lnatiitH l 

.~., ( J Ale"um N nalurulttltrel tnclt N + 1 :;. a. a vunctuIUlQDContll\lJul1ll1t~rvd.ldl!rcJrfllll ".~. . 1t1 V 
Atunci pt1ntru ori e n ;.. ;V !lVlun n + t :. ti .. t > a, aeJu.::ă II t l' ~ t- t 

tn moJ linHlar &eltruli\ dllim I:.!II 11 _ 00, Iim (fi) 00',," .. 11 1" co 
• " .0ItI • /1 .QD 

1 2. Convergenlă ,i mărginire 
Demon.trAm acum eAte va rezultate importante care aratA legătura dintre 

nOliunile de convergenţă şi mărginil'e a ,irurilor Mai IntAi dAm 'lfJI'Uhea 
de subşir . 

D EFI.' IrI A U. 3. Fu, (a.) • .>, un fIr de numffC real, D '4 
k. < k. <. k, < k. ..... st, In Ş r strirt rresclJ'or de numere r'al, (de I 

k" .. n pent, '1 orIce n ~ O), at.<n 'Slr'zI (a •• ) • .>o se n'lmrste subşir al lUI 1. 

R:umplu 
Luântl kn. .2n se obţine subşlruJ ja". t,~' .11 lui s al It'rmenilor dl' rang par ~l pent.ru 

k" _ 2n. t 1, subşirul fa.nuJt'I~O al tt'rml'lulor de rang impar. 

Dacii şirul (aII).'>') arPlimita 1 (ln R), atunci orice subşir (a •• )">o al 81lU are, 
de asemenea. limita 1; Intr·adevăr, In orice vecinătate V a lui I se aflA toţi 
termenii a. de la un rang N Incolo (pentru n .. N), deci In V se află ,i toţi 
termeni. a •• cu n > .V, deoarece k" > n .. N. 

Din acest fapt se deduce direct că dacii un şir are un subşir di~ergent sau 
are douli subşiruri con~ergente eli/re limite distincte, atunci acel şir este di~ergent. 
De exemplu, pentru şirul an = _(1)n, n .. 1. lubşirul (a,,,) • .>. converge către 1, 
iar subşirul (a,,, •• ) • .>. converge către -1, deci ,irul (a.) • .>. este divergent. 

Teorema următoare arati! că mărginirea ,!nui şir este o cQndiţie necesară 
de convergenţă. 

T K II REI A 11.8. Orlre $Ir ronvel'lfent d~ numere re. le este marginIt. 

Demonstratit. Fie aER şi un şir (an) .... convergent către a. Considerăm 
vecinătatea V = (a - 1, a + 1) 8 punctului a. Toţi termenii ,irului (an)''>'' 
IncepAnd de la un rang N, lunt situaţi In V, deci tari termenii şirului, inclusiv 
410, a .. ... , aN .• VOr fi situaţi Intr·un interval mărginit 1, care contine V 
(f.igura 11.4). Putem lua 1 = [r, 4], unde r = min (a _ t, a a a) 

. o' l' "'1 "'-1 
,. d = max (a + 1, a., a .. .... a".,). 

v 
• • 

[ ( N ) ] • 
0-1 O 0+1 tR • , , 

J 
Fir· II.~ 

i" .. 
ou 
ar 

u 

n 
p 

( 
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Ull.,....,.. Am vAlul cA orln ,Ir convervenl tn R eate ruArvin1t. Rec1proc:A _te ta 
.... _1 laIII; d. exemplu, tirul .... _ (_1)", • ~ 1 MI. maryinil, dar am Yllut" au 
_te eonverpnl. Vom demonltra totu,! ea ,irurile monoton.. ,i mAl'Ilnite de numere reale 
IUn' conve1V8nh, (tt'orema lui Weitlntrau). De ftlit'lUtmea, volU arAla ca orice tir JDIrIlaIt 
aN cel pulln un lubşir convergtlnl (Ierna lui Cesar6J. 

1.3. CriterII .uficl.nte d. con'.rg.nţii a ,Irurilor 

Dăm mai IntAi un criteriu care asigură convergenţa unui ,ir prin utilizarea 
unor ,iruri-tip care converg către zerO eau către +00, - 00, 

T E ORE M A JI,4, Fie (a,,).;:oo un şir de numere reale. 

1° Pusupunem el 1 este un numlr real şi cA eslstA un şir (b.h •• de , 
numere reale pOlltlve eonvergent cAtre &ero astlel Inclt 'a. -1 .. b. 
pentru orlee n ~ k (k llInd un rang Ilxat). 

Atunci ,Irul (a.).;.o este eonvergent şi Iim II. == 1, 
".~ 

2°, DacA (u.).;' este un ,Ir astfel Inell Iim u. - 00 şi daei II ... U • ...... 
pentru orlee n ;. k (k IInl), atunel Iim II,. -= 00, 

~ .. 
.l DaeA (u.).;:oo este un şir astfel Ineit Iim v. 

" ... 00 ,1 II." v~ pentrn 

-00, I orice n .. k (k llxat), Btuncl I:-n II. -.... 
Demon.straţie, 1°, Fie • > O arbitrar fixat. Deoarece bn - O, există un 

rang N d.pinzAnd de • astfel IncAt b. <. pentru orice n .. N , DacA 
n .. max (N, k), atunci I an -1 I .. bn < • '1 altfel este Indeplinită condi~ia 
(2); ca atare, Iim lin = 1, 

2'. Verificăm condiţia (3). Deoarece lin - 00 pentru orice. > O existi 
_'V = ,v(.) asUel IncAt Un >. pentru orir. n .. N, A,adar, a. >. pentru 

OTICP. n ~ man (N t k), deci an - 00. 

3". Se procedează similar verificând condiţia (3') 
1 

Luând cazul particular b. = ,rezultă direct 
• 

I 

COR O L A R U L 1. Daei 
I 

II" -1 < ,V n .. 1, atunci Iim II. _1. . .... .. 
1 n ca1.ul perticular cAnd 1 = O ,i toate nU'llerele a" sunt pozitive, se obţlOe 

\, U R O J. A R U L Il. Daea O c; an 4; rin ,",ntru orice " .. k (k llInd un 
rang Ilx t) ,1 daci " bn - O, atunel lir. a. ~ O, 

n.e ft~. 

t:r~mp[, 

1; Pe"tnJ orke numAr rNl} Z ,irul (.x(n ,ln>O al I "mchif'rilor 1a1E' 8u{'.('esive Mtt": ron­

""!'Ment ,i or" Umila r. lnlr-adevOr, ,tlrn cA T<"l - .. I < 1 pl'ntru ori<'fI n ;Il O ~i 
10· 

npUeAm leoremll; tI 4, oburv'nd 
I 

ci Iim -­
ft ... «) 10" 

o. 



~) 1:;1. ". -
alin' II t 

• n)l , Av.,m I Un - O < t I c.hwi IIm CI" _ 

II " ... '" 

o In 'aud linIIlor , 
n 

1 lin" l'OM II Im _ O, HOl _ O. 
,,-.-. II ,..,., II 

81 NotAm 0" _ VI; 1, " > 1 

1 I C. I ,. t8 atartl, n _ t -t C"a" + "aII + 

, 1 Cum a" )1 O, 18 deduce Inegalitatea a" ... pentru orke ,. > 2. ApJIc-And t(.lro. 
• 1 

JaI'UI ~ pentn, ,Irul b. = 

adicA Iim rn _ '1. 

2 ,n .. 2 rare converge cl\trt'l zero, rezultA Iim Un _ 0I 
,,-t fi.", 

o_~ 

4) Orice numAr real % este limita unui fir de numere 1'8ţionale (respectiv iraţionale) 

fntr-adevAr, pentru orice tntreg II"> t, tn intervalul (z - : ' % + .; 1 alegem un 

1 I numAr raţional,..,. (respectiv un numAr iraţional ,,,1 Atunci "" - % < - t I Sfl - z i < -
• • 

şi, conform coroJarului 1, 1"ellllll\ I'n -+ %, z.n -+ z. 

5; ( C- ROI mu ImE' I It n "lm c.ll ezula JII " ,. 

te punctş I (~'" J. Inlr-adevAr, pentru orice tntreg n ... t, In intervalul 

(1' - -;;, 1') exietA cel puţin un punct % •• C. ""'dar, l' - ~ < %0 .. It, deci 

z" - 1-4/ < ! . deci z,. -+ 1-4. tn moll similar, pentru orice mulţime inlinitA minora lA. 
• 

D c: R exiel ft ,iruri de puncte din D care converg cAtre Inr D. 
6\ Da ca /In ~ a. II &: R, atunci I ah' -41 lai; Intr-adevAr, conrorm teoremei Li, M I 

avem 1 an 1 - ) a II .. 100 - a I penlru orice ... O ,i aplicAm teorema IU 1'. 

Un alt criteriu Buficient de convergenţă, extrem de util, este cu prinl 
In urmAtoarea teoremă atribuită lui K. Weiel'ltrau. 

T E ORE ~l A 11.6, a) Orle cre eltor şi mArginit superior 
de numere reale (In R) sete eonvergent, 

b) • I mArginit Inferior rn' • 
Demon.v/llie a) Fie (/1' )0;00 un ,ir monoton cre.cător , i mărginit Buperior. 

Conform proprietăţii lui Cantor , exi.tA numărul real c = l Up a • . Pentru 
o 

o. a • , 0:..... . C 
Fig ' 11.5 

orice. > O finat, exiatl un termen aN al ,irului altfel InoAt a~ > c -c. 
Deoarece ,irul .. te monoton crelcltor, pentru orice 11 .. N avem a • .. aN, dt>ei 
c-c<a,,<a.<c<c+c,deunde c < a. - c < c,adicl la.-c l< c 
pentru orice 11 .. N. Se verific' •• tlel condiţia (2) ,i, ca atare, a. _ c. 

b) Se demonltreaz' limilar, arlt4nd cA (a.)o>~ converge cltre fi _ inf a • . 
• 

• \ 

• 

o 

I 

[ 

• 

n 

u 

" 
aJ 

,i 

• 
• • 

If 



................ 
"pII'$DIrI , ...... 
: lirice fir /1101101011 " """'l1li' ", 

,,, -1 
tl..,w .. - ."~I I.temArginit d.0I .... 0C .. C'.y .. ~t .. _ 

" t .. --ator. deci el .to tii' CODVIl'llOOt. Se verificA imediat cA /Ia ... S. 

1) Şirul.,. - t + - + - + '" + - I " __ t .te cftllcltor deDarece '1511 - .. -I 1 I [ 
2' al n' 

- > I 8Cl 011+1 > aa fi m ...... nl lupenor ~CI - < - - pea IOd . J . .....: ·t . [... I I t tru 
( .. +1)' Ir' k-t k 

oriook;o2, deci "'CI+(.!.- .!.)+ .!._.!.J+ ... +{ I _.!.)-t-.!.ctJ. 
I 2 2 3 n-I ft .. 

Atad.r, el elite convergent. Elle dificil de calculat Iim a.. cu melodele anterioare . ...... 
~ 

LE M A (E. Ctl41'o. 1859-19(6). O,ite ,Ir mArginit de numere reale 
are tei putin nu 8ubşlr tonvergent. 

lHmoru'rGlUr. Fie ş = (anln;;.o un ,ir mArginit şi nOllm cu A mulţimea termenilor ali. 
Deoarece A eate mulţime mărginita., ea este conţinutA tntr-un interval inchis J • ., 

~ [a, b). ConSiderA;" intervalele [a. a; ~J. [4 ~ b , b]. In cel puţin unul din ele, 

• 
notat It. existA o infinitate de termeni ai şjrului •. Evident, 1(/" _ b - (1 şi tie CItI ti Il 

2 
un lermen al lui,. tmpAtţ.im Il tn douA aubintervale tnchiae de lungime egalA 

(anume b~. CI) ,i cel puţin unul, notat 1" conţine o infinitate de termeni din , ,i, 

ca. atare. putem alege "it S 1, cu il < i •. RepetAnd pror,edeul, la pasul k alegem 4i~. I~I 

aatl.llncAt i'_l < i •. NotAm 1. - [ •• , ~,), k ;o O Atunci. = .. Ci ., Ci ... Ci ~, Ci ~, _ 6 

şi ~. - •• _ b - a . Aşadar. ,irurile 1 .... '.;:.0, (~)o;:.o sunt monoton. ,i mArginite, deci 
2' 

eonnrgente. avind ac~i limitA c. Deoarece Cn c: c" Il" şi C"" a,,, "Iln. rezultA 
b-4 

I /li" el" ~ «" - 2" Li I 'ti,.. ~ O. Atunci. ef. teoremei II'. toti avem Iim «In = c . 
..... e 

~mll lui Ge'aar6 t1ţte demonstratA. Desigur, un tir mArginit poate IA. aibA mai multe sub. 
,inlri c(mvergpnte. 

Pentru fixarea noţiunilor anterioare este utilă o sinteză. 
a) După proprietăţile de mărginire. monotonie ,i convergenţă. ,irurile 

,. d ••. i!icA In: 

,iruri mărginite [exemple. (1) . ( 2' ) • (oin n>.;:.o)' <. . . Il n~t 2" ;; i ">0 ' 
,iruri n"mArgmlte [exemple: (2")';:'0. (L ]. 

2" ",)00 

iruri monoton. [exemple: (; ).;01' (n'I,;:.o. (-3-")';:'0]: 

iruri care nu lunt monoton. (nempl.: II-l)").;oo. (lin n) • ...,); 



,irurt convergente Iau echivalent, cu limita finitA 

[exemple: (..!.) ,(- I -) ] 1 
""~I j O" ">0 

,iruri divergente. 

• 

Şlturile divergente se Impart In ,iruri care nu au limită [exemple: (1 + 
+ (_i)n).;.., ain (~) ] ,i ,iruri având limita infinită [exemple: (2").;.0, 

2 ">1 
(-2n).;.o J. 

b) Reţlllem, de asemenea, următoarele rezultate: 
,ir convergent ~ ,ir mărginit (teorema 1I.3); 
,ir monoton ,i mărginit"" ,ir convergent (teorema lUi). 

ti 

EXERCIŢII ( t 1 

t. SA se arate cA ,irurile urmAtoare lunt convergente cAtre zero: 
t 

a) a" -= -. " ;. t; 
n' 

" b)afl= ,n>Oi 

d) lin ~ V n + 2 - V " + t, n .. O; 

t 
e) ~ .= I " ... O, ni + 1 "' + n + t 

1 
fi a" = -, "jjJI O. . ni 

3 
e) a" s: . II. ... O; 

2" + 1 

(
") ' 1 ••. .. SA .e arate ct Iim + - _ O, Iim I - + - + -/' _ O, 

1H-OO It" ...... 10 \ " II. " 

Iim (..!. + ..!. + ... + ..!.! - O, dar IIm (.!.. + ..!. + ... + ..!.) _ ! 
.... 00"''' nJ ......."" " 

•• ori 1.>1 llsal) " -.....;,;,"~On~-~ 

Ce le poate .pune de.pre Iim (..!. + ! + , .. + ..!..) 7 
........ 00" 11.+1 2" 

4n - 1 2"' + I 8. SA .. arate ct Iim - 4, IIm _ 2, loloolnd definiţia 11 ! 
""'CI n .... 110 "a 

4. Care din şirurile urmAtoare sunt eonvel'8ent.: 
I 1 I I 

a) t. 0, 2"' t, 0, 2" t 1, 0, "'2' .. , 1, 0, t' ... ; 
I 

b)a,, - .,,;:"8; 
"+ i 

e) Otl - :l, " .. O. 

d) ... - I + (-II", " .. O: 
1+1-')" 

@I an - . " ... t; 
" 

ttll!'1 I 
1) t. -, -. -. -. -. -, _ I "0' - • 

22844.52" 

1) lin _ 2" + (-2)" " .. O' 
s" . . 

h) ... _ 10· + I " .. 01 
tOtI + 2 ' 

• 

• 

din 

rap 

a-



+ 
... 

' •• '" ( .. I.~ UD tir d. Dumere _le ,1 •• B; 011 ee exprime cu ajul<>ruloll'.tlA· 
eator\lor l""cI 'aplul ca tirul ( ... 1",>0 nu cunvorge cAtre ., 

.. SI ee arale 

Umila lui 1 

II' 
ci ,Irul GIt - , n ;. O eate mOllulon 

nl + • 
,1 mArginit; care llte 

7. al Fie 4,,­
iim a" _ 01 

1 - + 0,002, 
n' 

" > 1. Calculaţi ah a.. alt a't ~; este adevArat el 

.~ .. 
bJ Este convergent şirul an SI: (_1)n + n + 1. ,n;;.. 1.? 

II 

8. Ce se poate spune despre un şir (anJn>o. tn fiecare din w.zurile următoare: 

al 8l.i"ta, c> O real astfel IncAl 1 an I < c: pentru orice n;" O? 

b) pentru oricE" c > O şi pentru orice n > O avem lan I < e? 

C') pentru orice c > O există N (t) natural aslfel tncât I an I < E pentru orice n ~ N(t)? 

9. Folosind teorema 11.4 să se ara le că 

) l ' cost nOI' 2n - 1 l' ,4.::"_+!....:1 4 l' 1.. n1t O 
a Iffi - I Im - 1, lin - =. un - SII\ - = . 

n1>1XI n n~HO :lA + 1 n~ao n + 1. 11.0:0 n 3 

b} Iim ~ -= O ( observând că O ..; ~ .; -IIi • V n ;;. t) , 
ft-!>CO n n. n n 

ci Iim (n' + 1) = CO , 
HOO 

10. Folosind tforemn 11.5, sA se studieze convergenţa şirurilor: 

2n + 1 2" 1 + 2 + ... + n 
an = ='-'- • an = -, On -= 1. - a-n, an - , n"" 1. 

n+1 ni n' 

U. sa. se arate cA ducA an _ ti tn R, atunci 

al Iim (a .... - an) = O; 
n~~ 

bJ Iim Op(n) a:::. a, pentru orice aplicaţie bijectiva p N -+ N 

U. ~A se figu reze fi I "1 3n + 1 gra Ice e şiruri or an - b 3" - 2 
, n -= • 

n n 

3n+(-I)" ( 'II Cn- ,n~ şi sa. se demonslreze că aceste şiruri converg către 3. Care 
n 

dintre ele este monolon? 

18. SA se arate ca. pentru orice număr real a existA: 

1°. un şir neconstant care converge cAtre a; 
b. 

2-, ,Irurl b" -+ 0, C" -+ O astfel tncAt - -+ a. 
c. 

14. SA le arate cA urmAtoarele şiruri au limita 00' (Vn)n;:a.1, (2n-1)n>1. ( n' + 1,,) , 
n ">1 

16. 811 le deR lin u:emplu de şir RvAnd limita -00, rArA a Ci monoton desc:reseillor. 

1&. 5Jl ~ arate că Or1(,(, şir n('mArginit de num('re r('t\le ('sIr dive-rg('nt Folosind acesL 
tapt. ari\lfl,ţi cA şirurile 0" - 2'\ bn - ( :l)", n ;;ar. O sunt divergento. 
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§ 2 LimitCl unei funcţii Intr un punct 

2 1 runereCI problemei 

fn slU lhul unol' rU Ul'ţ it I 'PI.t J ~\ ilU..'lu81v al t(\lor care nwd~lf>azA prUt~6~ 
fi:tiee , este importa nt ă (' u nou,şlf> I't>ll (~ omp0J'tărli acelur funcţII 111 vt!( ~ lnătQt.ea 

anumit or puncte fix ate. Mai precis, ducA r /) . R (1J c R) ,.ste o funcţie 
reaIA d. variabilă reală şi dacă x E D .ste "apropiat" de o valoarb ", ce •• 
poate spune despre (( x)? de exemplu, dacă un şir (x"),,.>o de punete din D 
converge către <x , ce se poate spune desp,'e convergenţa şirului ({(xn))" .. ,,? 
La astfel de Intrebări se va răspunde In continuare, căutând să precizăm sensul 
afirmaţiei : dacă x se apropie de <x, atunci ((x) se apropie de t. 

)' 

f 

o 

y 

( 

y 

, , , , , 
, 
I 

, , 

:..!ţT 

Fig. 11.6 

, 

Fig. 11.7 

(x,ffXI) 

o +-It 

.,.. 11.8 

• 

x 

x 

Exemple 

1) Fie funcţia f : R ..... R, fi,x ) _ % + I 
Ş1 punctul ar: = 2. Intr·un sens intuitiv, 
Incă neprecizat, se observă cA. dacă x este 
.. apropiat" de 2, atunci ( {x ) = x + 1 este 
"apropiat" da 3; tn sens mai precis, se obSerVi 
că dacă Xn este un şir convergent catre el = 2 , 
atunci şirul f(xnl = Xn + 1. este convergent 
către 3, De asemenea, pentru orice interval 
y = (3 - c, 3 + 1: ), C > o. centrat In y = S. 
există o vecinAtate U a punctului IX = 2 ast. 
fel IncA t V,x e U sA rezulte f (x ) e V; anu me, 
se poate I"a U (2 -', 2 + .) (fig . Il .6), 

2) ConsiderAnd funcţ ia ţ : R -+ R . defi. 
nit A prin 

'I,x) {
O, 

x + t . 
dacA x .. 2 (fig. I U) 
dacA x > 2 

şi h:ând şi r u l 2:n = 2 - .!.. . n ;;a. t . care 
n 

converge cAt re 2, şirul ţ(.xn) = O converge 
cAtre Oi pe de a lta. parte, luând şirul ~" == 

I 
= 2 +. ,convergent căt re 2, şiru1t{x,, } ,.. 

/1 

1 . 
converge că tre 3. AlegInd vecml· 

n 
tatea V = (2, 4 ) a punctului 3 , pentru oric. 
vecmâtate U 8 lui IX = 2, existA punct. 
x e U, x < 2, pentru care ((x ) lE 1' . 

3) ConsiderAm funcţia ( : R"{O) ..... a, ' 
x' + 5% . bI ( (x ) ~ care nu este dofmltl 

x 
punctul % - O. Pentru orice şir .1',,'-' O 

• + 5 I x. ,. O, avem ((x.) _ ... "'" _ ... + 5. 
x • 

df'CI ((z.) .... 5 (fig. 11 .8), 

,. 

-,. 
ca 

ori 
ti 

rOI 
~ "', .-
M! ... ... 



, 

........... '1' .... '1"" - .: ............ 
.......... plllIOIIIlId._ - •• 01111.8 ...... W 'allloal de 

• - 1... - 1.01 - 1.001 -1.0001 ... - 1 ... - t.m -1." - ... 

t.i. ) - t - fOI - tOI - 10' '" '" I "" ,,'o fOI .. 

Daci '1 ... apropie" de - 2 prin valori Itrlct mai mici (r.pectlv mal mari) dec6\ - 1. 
tlu.oI volGflle hli ,,(:0) d .. mc ( ... pectlv c ... c). In mod IImllar, ..... 1"' fuDeIIa 

I ' la: .'1- 11 ..... , ,,(z) - , le poate a1c1tui un tablou d. valori de rold .. ' 
(z + 2)' 

- 1 ... -2,01 -2,001 -2,0001 ... -2 .. . - 1,999 -1,99 , 
Ia(z) 1 10' 10' 10' ~ ~ I " " 10' 10' 

care rtl o idee asupra comportlrii lui Il In vecinlltRteA punctului - 2. 

I , , , , , , 
1-2/JI ' , 

, , , , 

O 

I 

" 
Io.jl 

- • 
)( 

Fig. 11.9 

S) ConsiderAm punctul % - O Iti funcţia, : R ..... R, 

fI",1 ~ 

O, dacii z < O 

3, dacA :t - O 

- Xl, dtH'l\ z > O 

I 
I 
I , , 

O 

9 

-1,98 

2500 

• x 

• 

cU cit rei graric este indicat tn figura 1 I. to. In acest eaz, pentru orice şir x" .... O. z" '" 0, 
rezultA că f(z,,) ..... O Apoi penLru orice şir .r" -+ (1), avem fIx ) -+ -00. 

6: FuncţiB f ~ R"-{O} -+ R , fIx) = x sin ~. x.,. O Rre proprietatea cA pentru 
z 

orice şir.l''' -+ O, .ht"J:. O, avem f(xn) ..... O; Intr-adevAr, I f(xn) I ..; I Xn 
,iapli('ăm teoremalI.4.1°.pentrul=0.an=-:f(xn).hn - Irn 1. 

H, omt:rva. că 1" exemplele 1, 2 funcţiile aII 
fost definite t" punctul x -- :.!; tn exemplul S func­
ţia f nil a fost definita. tn % .,.. O, iar In exemplul It 
funcţiile flo 61 nu ali rost definite 1u punctul 
Z _ -1,ln vf'dnl1tatea. căruia ne·Am situat. Se mai 
o~rva. cA. 1n t'!xemplele t, 3, 5, 6, dacA :r "este 
apropiAt" de punctul « respectiv, atunci '(x) .. se 
aproplp" d~ un punct 1 bine determinat. 

, 1/ 

pentru orice " 

• 
" 

1 n fif'C9re din 8resle exemple 8-8U con8i· 
deral o luncţie f: D - R (D c R ) ti un Fig lUO 
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pUJlt:"l Cll'8f't\ poatl3!1A nu apur'ţiH.t\ lUi D tiur Utltu puncl tit! aCUJIIUhUl' P .0t1'U lJ, 
R~m8rt'Am «.'il in actlsl t'aU / .ns/d StrUri dt' pLutelt' d", n {~) caf(' CU/tVl'ru 

.. :dlrt' cx; Intr·ad~\"ăr. Jad' « €. R, UlUIH .. '1 p~ntl'u orit,ti ft '* 1 natur-ul, fu \'~(;;. 

ndtalptl (IX -.;. « t .;) ti punctului Cl Hij arta. cel puţin un punct X h E DI 

~ l' I _ l ~,", '·'l .. tufl l , J'" • 0<. I)n<:11 O< ,tII r a. t ~l'l :r,l - (l .... ~~ 

" 
In > n şi In - 00 elco 

Trecem acum la definiţ.a noţiunii d" !imiM a unei funcţiI Intr·un punct. 

.. 
Fixăm o fun c!ie ( : D - R(D c Il), O< E li un punct cle acumulare pentru 

D şi un pu nct lEit 

Se spune cA tun"lia ( Il re II mit il In P Il!' r. 
, Il I :l, e g B I il CIl 1, da il este Inl! 'pli tA urmiltOJlren con tu: 

f pentru orIce veelnAtate f .. lui I exMA o ve inAtatn l 8 P tulu! " 
( '. 

At pentru orice x D H , x" uArezulte (() .' fir: 11 • t) 
1 n acest caz se scrie 

Iim ((x) = 1 sau Iim ((x) = I 
%.,.<1, z&D ;t ICI 

şi 8e citeşte: limita lui ((x), când x tinde către O< există şi este egală cu 1. 
Atenţiei Nu am dat sens pentru x - O< sau {(x) - 1, luate separat, ci 

numai pentru sintagma tx - O< ~ {(x) - I}, echivalentă cu Iim ((x) = 1. 

Condiţia (4) exprimă faptul cii pentru orice x "suficient de apropiat" de 0<, 

{(x) este "oricât de apropiat" de 1. lin 
dacă Iim ((x) = 1 şi Iim fIx) = l' şi dacă prin absurd I # /', 

%-+« .... 

atunci alegem vecinătăţi disjuncte V şi V' ale punctelor 1. /' respectiv şi 
există vecinătăţi U şi U' ale lui O< satisfăcând condiţii de tipul (4). Atunci, 
pent·u x E D nun u', x # 0<, rezultă ((x) E V n V'. ceea ce este absurd. 

Stabilim acum un rezultat important care este şi un criteriu practic de 
studiu al exi8t~nţei limitei unei funcţii, după care vom analiza câteva exemple. 

y , 
(:1) u ,-;; 

{41- , 
IR , , 

'1 
, , 
I 

-f ... ) 1 

fR <* " ) • 1(><) I X t( -
(ylV U 

l"i8. 111 i 

U 

1 

• 
II 

d 

f 

T 
7 

11 

a 

c· 
p 

e. 

" tI 
. 
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D. 

• 
101' 

' D • • 

,Dt 

",1. 

1. 

, 

1 • O R. 1 11. Ii, HI ( /) • It ,/J 11) o !uu Iit ~ It Un pUII t 

de a umulare p ntru /J ,1 I li" Suut eehlHlleute IIhrmalhle 
la) limita IIm II ) " IstA ,1 est eglllA eu , ( r,t.rlul eu le,lnAtAt!). 

• 
b) pentru orlt'. Ir (nI ,de puncte din D ~ IIlAud limita ~ IIHOI 

f( .) • I ( .ril,'" 
D<lIIo7l .. lrll(I" (a) "" (b). P"esupunem că există 1 = Iim ((x) şi fie Xn - "'. 

",o 

In t D '.J~}' V,. .. O, Avem de demonstrat că ((x") - 1, Pentru aceaBta 
folosim definiţia 11.2 şi fie V o vecinătate oarecare a punctului 1. Conform 
ipotezei, există o vecinătate U a lui OI astfel Incat din faptul că xE D nu, x+ ~ 
să rezulte ((x) E V, Deoarece x" -+ ~, rezultă că Xn E U de la un rang N 
Incolo; atunci x" E Dn U, Xn .. ~, deci ((x,,) E V pentru orice,. .. N, 
deci fiI,,) -+ 1, 

(b) "" (a). Facem ipoteza că este Indeplinită condiţia (b) şi avem de veri­
ficat condiţia (4), Presupunem, prin reducere la absurd, că această condiţie 
nu este Indeplinită, deci că ar exista o vecinătate Va punctului 1 astfellncât 
pentru orice vecinătate U a punctului OI să existe un punct x E D nu, 
r .. '" cu proprietatea că ((x) ti! V. 

Presupunem mai IntAi OI E R şi luăm U (OI - ~ , ~ + ~) , n .. 1 fiind 

Intreg arbitrar. Atunci pentru fiecare n .. 1 există x" E D n U, x" .. OI 

astfel Incât fix") ti! V, Deoarece Xn E U, avem Ix" - OI I < .!., deci x" -+ OI şi 
n 

conform ipotezei (b), rezultă f(x n ) - 1, ceea ce contrazice faptul că ((x") ti! V 
pentru orice n, Am ajuns astfel la o contradicţie, 

Dacă ~ = 00, atunci luăm U = (n, (0), n .. 1 fiind In/'reg arbitrar şi 

există XII E D nu astfel Incat ((x") ti! V, Cum XII E U, rezultă XII > n, 
V n .. 1, deci X" -+ 00 şi conform ipotezei (b) rezultă ((x") -+ 1, ceea ce COII­

travme faptului că fix") ti! V pentru orice n. Dacă ~ = - 00 se raţionează 
similar considerănd U = [-00, -n) etc. 

Obser~a,ie Imporlanţă. Pentru studiul existenţei lim.tei unei funcţii Intr-un 
punct se foloseşte adeseori condiţia (b), care ar putea fi luată ca definiţie. 
:-Iegaţia logică a condiţiei (b) dă un criteriu ca o funcţie f.ă nu aibă limita 1 
In punctul OI, anume: să existe un şir x" -+ ~, x" E D {OI}, n .. O asUel tncAt 
,irul ((x")).,.. să nu aibă limite 1, Astfel, e , ..rurl 

• • x 
, r 

t • 

• 

.. n 
li \ 

• 
, ..... 

, 
nb.l 

d 

, 
u 

'" 

J dm '11 r\")).,,..t\, 
te r acestea Bunt distlllt te 

NOţjUlll'A introdusă mai sus genpralizeazA noţiunea de limitA 8. unui şir. Fie 1 Ei 'R; 
dirprl. din d,,(iniţie rezultă că un şir (a")n>O are limilal dacA şi numai dacă (ul\c.ţia f; N-R, 
fin ) a" fU*! limita 1 (tn punctul CI::=O< 00, care ('!ţIe punC't de aC'umulare p('nlru N). 

AIl!.tllri rlP 1I1iliffllea şirurilor tn procest' algorilrniC'(" r('('ur{'ntt". tn It'gAlurA ('li raţio­

nAmf'nl"lp prin inrlucţi., ele., subliniatA'n It, tt"orrma 11.6 aralA r.A studiul limitelor 
df' fuor-ţii I I' pRAIP rprlllCf' IA studiul şirurilor, AC'('~t(,1\ din urmA fiind dupA ('um ştim _ 
rllnqii rlpfinil~ pf! o mulţime cu un ,inKllr punrt dp AfllmulA~ . 

• 
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, 

!~'lIIplfl 

1) 1I.ludlll 10<110 cel. 6 .. emple d. III punclul ~.1. r..I •• vld.1I1 "" IlIn (~ .. 11 • 3 
~ .... ~ I 

dot»lr~'t' pl'nlru urit.'. ,Ir "'" -+ ~, I'n .,. ~ /tVtl!U ;rt~ + t ... 3 ,i aplicAm l8urUIOd. L l.ti. 
Aflul rum:tht I din tlxdmpJui ~ IlU are Umil" 111 punctul .r - ~I ueo.trttcv lllevAud ,irurilb 

_" _ :l_!. I .r' _ :l"" 1, Il iiIt 1, ambelu convervente cAtre ~I Kvem '(~"J ... O" 
n It n 

, 

I (z') .. S .. .!.. ... S. ".nll'u exemplul a avom ovl40nl IIm ((zi _ IIm zi + 5" _ $ 
It " ~o " .. o ~ 

1"plk4nd ",'Il.rlul cu ,Irllrl) , 

Apoi IIm '.(z) nu exl,IA lueoa .. ece ponlru Iirurile z~ - -~ - .!.. ... :. _~ .. 1.. 
x .... -'l \ Il '" 

/1 .. I .. em "(.r~) __ II'" -00 ,1 ,,(z;,) .. "'" 00) . Uar IIm 1,(,,1 _ Iim 1 •• 
'''-2 0-+-1 (z + ~I' 

.. 00 [d.oarec. pentru orlc. vodnAlule V • pUllctulul 00 exil Il b > O ullll Inell 

(b. oole: V ,1 ronllderAm U -(-2 - vir. -2 + J't) ; le obsorvA ca U .. IA 
v .. lnAlale a punclulul .. _ -~ ,1,111 plus. Y .. - U. z.,. -~ avem 1" + ~ I < * . 
.. ( .. + 2)' < 1.. d .. 1 1 > b. adicA 1 - vJ, 

b ( .. +~)' ( .. +~)' 
In exomplll15 avem IIm (( .. ) - O; Intr·adovilr. aplicam denlli\la II • II no 1" o v.cluA. _o 

tate oarecare a o,lalnll , AI_Ilem, > O .. tI.llncAt (- •• • ) e: v ,1 II. U .. (- V •• V"i), 
Daal .. _ U • .. .,. O. atunol (( .. ) .. O. daca .. < O ,1 (( .. ) _ - .... uaca .. > O. deci In orlc. 
eal fi .. ) _ (_c •• ). adicA ((z) _ V, Se poal. remarca aicI ca flO) - 8. deci limIta IIm flo) .... 
exlltA ti 41'.r4 d. (10). In fine. In exemplul 6 am probal deja ca Iim .. lin.!. • O . 

• ..0 z 
\,a a"""le Ixemplo ft41l1l1lilm alle treI ox.mple .Imple, 
~) Orice IlInc\le con.tftnlll ,: D ... R cu valoarea o ar. Umltă In oric. punct. d. 

acumula .. pen Iru D ,IUm ((,,) • o. It,. 
31 E.t •• vldelll cA IIm II! •• (adica IIm la (.o) _ o) . Apoi. lIm ~'. '" (deoarec • 

• ~ ~. ZI' 
daei ." ... II atunci "1-' .1). 

t) Func\la , : R .... R, n.) - lIn.. nu are IImllA In punclul 00 deoarece ,iruril • 

• ~ - "". z~ .. .!!. + ~n ... n .. I au limIta 00 ( .. ' > n ,1." > n pentru orlc. IDlre, 
~ "1\ 

.... Il, dar ,(.~) ... In .. ~ - lIn n .... o. f("~) _ .In .. ~ _ .In (7 + 2n .. ) _ 1. d",j 

f(.~)"'O. f( .. ~) ... 1. ~ 
In mod tlmlla,. arAtlm el lunc\la ,: R'- (O) ... R. ,(el _ .In.!. nu are lImltl la 

1< 

.... otal _ .. O; anuml 11 ... m ,Irurile .~ _ 1. ,1 ,,' __ .... t~_ ..... 1 OI" 001\' 
.... n 

" 'i + 1 .. " 

"" II'" - " totutl f( .~) _ lin 1,. • lin .. " ... O .. . t 
- lin ... t. -. 

lE 

(O 

In 

D 
( 

I 

A 
o 

, '1 
( 
(1 
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Subllnlelll un fapt Import.lt.nt. S. poata arAta u& In oalul "'nd s E a. 
le •• afirmaţllla (10). (b) din teorema II .6 lunt eohlvalente ou urmlt.oeJ'elo: 

') li< I<! ~ • ,) d pmt4nd d • astflt In a,. fU!,lll 
(o) 'it " a.4 rezull' fi x) 1 • \"Orl!.erl' 

• 

Indlolm aoum un nou criteriu oare ulguril. exl.tenţa limitei unei funcţII 
Intr-un punot. adeaeorl utilizat. 

Fi, f: D ... R (D c R), « un punot de aoumulare pentru mulţimea 
D, _ D Iî (-00, a) - {x E D I x < " { ,i 1, E R. Supune ol/unoţia f are Umil<! 
(,au ,xÎlI<! limila lui f) la ,t4nga la punotul 2: - «, eaall cu 1" dacl 
reatrio,ia lui ( la D, are limitl In punotul x _ a, oonform definiţiei 1l.4. Sa 
aeria atunoi 

Iim (x) -1, .au .imbolio (a -O) - 1,. 
a '1, _<. 

Aoeuta revin. Ia faptul ci pentru orice vecinltata V a punctului 1, exi.tl 
o vecinltate U a lui «, .. tf.llno't x E D Iî U, 2: < a .. (x) e V. 

t n mod .imilar .e define,ta limila la dreapta a lui ( In punctul «, 
1, _ Iim ((iti), (14 E'I), notetl .imbollo («+0). Uneori .. nOUoull,-lim (x) 

al.,_?,. ata 
,i 1, _ bm (x). Se extinde direct taorema 11.6 pentru limitele laterale •• , 
(adicl la .t'nga, rupeotlv la dreapta), folo.lnd ,Iruri :Il .... a, :Iln <<< 
(re.pllOtlv :Iln ... /It, Xn > a). 

I ,... u le " " L It un puurt u . tu -

""'" ~ .... ~ u 
~nJ P a luucţla ( are Umlte .laterale In p nrtul x " 

(adiel existi {(" 
lente 

O) ,1 f(" +- O)) Atuntl allrmaţllle urmAtoare 8uut echlva-

1 funrţla ( al1! Umili In punctul x ", 
r fi" -O) fi" ( 
In areste condllll tlte ad viratA urmAtoarea dublA egalitate 

DtmonlU'alit. 1° .. ~'. Daci exiati 1 - IIm f(:Il), atu noi eata avidant ci .... 
(. -O) _1 ,1 fI. +0) -1, deci (. -O) - ( a +0) - 1. 
~ _ 1'. Prllupunem el f(a -O) - f(a +0) ,i notlm cu 1 valoarea 

comuni. Arltlm 01 limita Iim (:Il) uiatl ,i eata ellall cu 1. Fie V o veolnl-.... 
tate oareoara a lui 1. Atunci uiatl veclnltlţl U" Ua ala lui a, .. Uel Inoit 
pentru orice lIeU,IîD, 11< a al Avem (II) e V,I pentru orice ue U.IîD. 
o> • Il avem (lu)E V. Conaiderlm veolnltate .. U - U,1î U. a punctului a. 
P'n\ru orice :Il EU Iî D, x <1'« avem fie :Il < a, :Il eU" deol f(lI) e V, fie 
z> a, II e U. ,1 din nou (II) e V. A"dar, am probat Indeplinirea oondlţlal 
(4) ,1, c. atare, IIm f(lI) - 1. 

a.1 

10 
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6~,mpl. 

tJ Treapta unitate are In origine limitA ta att.uw,. eglllă Cu O Iti limitA lil drealJta • 
• lA cu t. 

:i) t~on5itJerAIU functii' f It It. fl.J') [.el }O:n ltro lilHitA III orH·e JHIIl(·' Il tii5: Z, 
.1.1 cu [Ol], iu.r In PlItH'lole Ol â Zare Iimitti lt,tori\l\! Ill",t(ultl I!ll( 11 1:tJ. aUUlfle 
fl~ .- O) - ~ I ~i ((_ + O) - _ 

3) Funcţia (: (O, 00) .... R, ((x) = Vx ar, limitA la dreapta, 'galli cu O In putlelul 
:c = O (şi nu are sens problema existenţei limitei la sllnga tn acel punct) 

4) Functia K : R -+ R definitA prin 

o ,dară x <" 1 

S(x) = 1 _...!..._, d.că x > 1 
x-l 

firE> limită la stânga 11l punctul :r = 1 şi anume gIt - O) .,. O, dar nu are limita. finită la 

1 dreapta In acest punct; allumt> avem g(1 + O) ::0= Iim gIr) = Iim _....:.._ = 00. 
X~l ea ... ' :r: - 1 
x>1 r>1 

5) IatA un exemplu din fizică. Se considerA o cantitAte de aprt şi se notează cu r(l) 
volumul ei la temperatura t. Atunci limita In stânga l'(0 - O) esle volumul aceleiaşi canti. 
tăţi de gheaţă In 0°, iar limita la dreflpta V(O + O) este yolumul cantităţii de apă lit'hidA 
la 0° Din rOllsidert>nte fizicf', se ş1ie c."\ 

Y(O-OH 

I 

O 
, 

Fig. 1l.14 

t • 

V(O + 0\ < V(O - O) (Iig. 11.14.1 

(aresta rste un motiv pentru (',are se intămplă accidente 
la lngheţarea apei tn conducte!) . 

tn general, dac .. ' o funcţie (: D -+R {De Rl admite 
limite laterale tntr-un punct IX (care este punct de acu­
mulare pentru D), atunci se pOR te tif'(ini saltul (,me-tiei ( 
tn pundul (1. Ac('sla este numărul real 

s" • = f(- + O) - ((. - O), 

adică diferenţa tntre limitn In dreRpta şi limita la 
stângA ale lui (In punctul 0:. 

De nemplu, In cazul funcţiei ((xl - x sallnl estc nul In orice punct tiin R; saltul 
'.nqlel fIx) - [ .. 1 Olt, "1!1'1 cu zero In orice puncl. E R"-Z ,i 081. ogal cy t In oric. p"nct 
•• Z. Se oblel.1I ci In exemplul din rizicJ\, dAt Anlf'fior, IOltul lui Jl In origint' .. te 
.... tI •. 

(1' 

ŞI 

In 

• 
1111 

ar 
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E Eli ITIl l pl lui II f 

1. SA 8'" "rate: Ci\ funt'ţiilo r: R .... R urmi\tll1lrt" IlU limilA 10 orir.e punct CI. • R. 
_) ((z)- r ~ ~: b) ((x) Zi; c) ( (x) - x' +~. 

1 
i. SA st' dt\tfrmine pllnrtele unde funcţia r: R {1.} -+ R. f(x) - nu are 

~x - 2 

limilA Al' .... şi problemA penlru (: Il"{O, 2) ~ Il, f(x)- _~1,-_ , 
Xl - 2% 

a. 8i\ St' arale di limitele următoare existA şi au villoriie indi('nte: 
.+1 2 +5 a) Unt -=- -. b) tim x _ 

x .. t.r + ~ 3' ·%-+--4x+3 
1 , 

aplÎ<'Anci dt'ri niţia 11.4 . 

~. Să s. aralo ca [uncliile f, 6: Il"{O) ~ R, fix) 5,1 + t () • g x = 
% 

nu au limit.\ tn punctul x = 0, dar f - g, 1 , .!. au limită tn acest punct, 

6. Să se arate, folosind 
1 

A) Iim _...!..- - 00' - , 
% ...... 1 (x - 1 )1 

6 
deriniţia 11.4, ca. 

( 

1 
b) [unclia f: R" {lI ~ R , ((x) = _:.­

x-l 
nu Are limilA. to punctul x = 1. 

6. ~ se schiţele graricele funcţiilor r, B, h It - R definite 
• prm 

fix) = 2% + 1, 6(%) 3% _ t , h(r) = { tx + 1, dacil x .. 1 
3.1' - " dacA r > 1 

şi să se dl'tcrmine punctele unde aCE'sle funcţii nu an IimiUL 

1. M se Irase,. graficele [uncliilo!' (: U,,{I) ~ U, fix) 
x 

.T 

BIr) = ) x I şi h : R" {O,1 ) ~ Il, h(x\ = fix) . &(x). Care din Bcesle [unclii nu au limilA 
x 

to punctele IX O şi CI. t" 
8. ~" Sl' calrulel(' limitele laterale al(' rnn r:tiilor f D -+ It. urrn;1toare tn pUl1ctE'le 

indicatp II) tiind domeniul maxim de definitie ': 
bl ((x ) SR:n,r, (tI" O; 81 f ix x + )%I,· = O, 

% + ) xl 
C~'( rl= ,IX O; 

X 

d) fix ) {
x. dară x < 1 • el = 1; 

2~, dac.."i x ~ 1 

(>If'rl~ ,(1=7; 
{

olt qO, dacă x <: 7 

:r + 2 , dacă x > 7 
9. PI'n! rll fe k real funrţia f: R -+ R 

fix) = { %' + kx, 
x - 2 , 

[} f ir } 

dacA x < 1. 

dacA x ~ 1 

{

X
I - 4, ct=2 

x - '1. 

9rp limil;\ In pllllf'lul x 1? Areeaşi problf'mă pl'nll'lI funcţiA. f: R ~ R, 

{ 
xt + k.r, dar1\ x < O I 

• 1\ OI: 
x 2.dnrnx~O 

O. 

10. ~ liP. f'..aku}('zf' sallul funcţiilor: f: R -+ R urmAtoare In punctele indicate: 

1l 1 /1T) ft, In 0. - 1; 

hf f\:rl {2.T 1, dRr.I\ x < 2. tn er. - 2j 
',T ,durA:r j;'II 2 

e) f(z) _ • (k pRrarnrtru r('1\ 1, In ot - t, 
{ 

"dArA:r < 1 I 

Jr:r t- 'l, dnf'i\ :r:> 1 

57 



Operatii CII ,irllrl convergente 

. ,"Ior cu limite de lunoţii Incepem cu cazul partieu Pentru studIUl opera,lI . . I S . 
. . F' () (6 )>>;'0 douA 'lrUrt de numere rea e. e pot atune', Iar al 'lrurdor. le an ">0, II , 1 

ron.idera alt. ,iruri definit. cu ajutorul lor; de exernp u, (a" - bAl";"J, 
(3 + 5b ) (a 6 )"'0 etc. Ce.e pOlite spulle de.pre C'J/Ive,g.U\ 

(2a,,)n>O. an ,,">0, Il Il .. i. 
ace.tora dacA ,irurile iniţiale sunt convergente? RAspu~.ul la o aoUel de 
Intrebare •• te util, de exemplu, In reducerea studIUluI "rur11or la anumite 

. 2n + I 1 2 I 1 
,iruri-tipi astlel, pentru ,Irul Cn = n' ,II", avem Cn = . -;;: + .. , 

n 
• 

. Vn' + ~ 1 d -iar pentru 'Irul dn = - , n.. ,avem n-
n 

I 
1 + 4· - pentru n' 

orice /1 .. 1. 
Vom folosi următoarea propoziţie pregătitoare. 

• • n 
11 • (1 

nverge .. te c tre ze O , 

De11Wnstraţie. Putem presupune " "A O ,i f3"A O, celelalte cazuri fiind 
imediate. Verificăm condiţia (2) ,i fie. > O arbitrar fixat. Conform ipotezei, 

exi.tA N" N. astfel IncAt 1 Un 1 < • pentru orice n .. NI ,i I Vnl < t 

21~1 21~1 
pentru orice n .. N •. Fie N = max (N" NI)' Atunci pentru orice n .. N, 

avem \ "Un + ~vn I .. 1 "Un 1 + 1 f3Vn 1 = 1" \ • 1 Un 1 + 1 ~ I ·1 Vn 1 < !. + !. =, 
2 2 ' 

deci Iim ("un +~Vn) = o. -... ., 

. t. u ~ 

eonvergente. 
A .. r upunem el şirurile (o n)..;;'O , (bn)n~o sunl 

tunel şlr~rile (an + bn)n~ • (anbn 1.;. BlInt conyergenţe şi, In plu •. 

(51 m (an 
n .. ., 

bn ) hm an + Iim br., 
n....-ao "_<Xl 

De11Wnstraţie. Fie an - a, bn - b, deci ,irurile Un = 1 an - a 1. 
Vn = I bn - b 1, n .. O converg <:ătre zero. Avem, pentru orice n" 0, 
1 (an + bn) - (a + b) I = '.(an -a) + (b n b) I ~ 1 an -a 1+ I bn -bl '" 
- Un + vn· .Conform lemeI, avem Un + Vn _ O. Aplioând teorema 11.4, 1', 
re,ulti! Că!,!! (an + bn) - a + b, adiel!. relaţia (5). 

Şirul (bn)n;.o este mărginit (fiind oonvergent) deoi existI!. M > O altlel 
IncAt 1 bn 1 ~ M, V /1 .. O. Din relaţia anb _ ab' _ (a alb + alb _ b), 
relUltiilab -abl~ d n - n- n • 

M n n Cn, un e Cn - M . 1 an - al + , al, I b - b I .. 
- U. + I a 1vn, pentru orice n .. O C f . n O ' 
.plleAnd teorema II L 10 : on orm lemeI, avem Cn - ,'" 

''', ,rezultă 01 hm a b - ah n n-o ....... 
• 

II 

,. 

-
p, 

SI 
e 
. 1 

p' 
CI 

li -



Ibil .. 

1IiNl ....... - ).,11 >0"-
(8), 1"111. ),a. _ ~. Pentru >. - -i -.... -<Ii'" 

2". Iim ( .. -II,,) - Iim [8n + (-lin)] = Iim 8n + Iim (-lin) - Iim .. -... . .• .......... .. 
-Iim ••. , • •• 
Pe acurt., dar mai pu\in riproa, teorema II.8 ,i corolarul precedent se ul .. ·iml 
apun&nd el limita lumei (diferen\8i, produaului) de ,iruri convergente aate 
Ipll cu suma (respectiv diferen\8, produsul) limitelor, iar cODltantele pot fi 
.lCoaee" In alara limitei. 

Trebuie observat ci Ierna ,i relaţiile (5), (6) din teorema n.8 au loc 
pentru orice numir fixat k (k .. 2) de ,iruri convergente, considerind In lema 
corespunzătoare ranpl N = max (N" .. " N.). Aceasta nu este posibili daci 

numărul' ,irurilor cre,te indefinit; de exemplu, de,i Iim .!. = O, totu,i limita 
n .... .:o n 

Iim ....... 
II} -+ ... +-
• • . 7 , , 

n uri 

nu este nulă, ci este evident egală cu 1. , 

TE O R f; ~I A 11.9. FIe (aol.;.o, (bol.,>o douA ,Iruri de numer~ reale. 

1', PreHupunem cA an - <» şi bn - b, b R Atund hm {a. ~ b.l = 
n • ., 

~, dacA b O 

... 'Xl, dacA h 1 

l , l're upunem cA an' 'Xl şi bo ,b. b R. "'tuud Iim {a. t- bnl • 

1 

'. 

... 
lJaeA.a, • IX, b. 

lJacli a" • 

f -IJO, dacA b 

1 00, dacA b 

, "', atunci It 1 (a 
... ' 

•. x. atunci lli'1, 'Q'l th,.) 
• 

Ilac' - b ,00, atunci 'II I aobn 11 a" .. ,... t fi .. 

• 

• 
, 

00 • 

'" 61 IIm (a"b.) .... 
• 

D'/1WMtraţtr 1°, Presupunem an - 00, bn - b ,i fie, > 'O arbitrar fixat. 
AplicAm teorP.mo 11.2, ExiaU. un rang N .. •• Uel IncAt a. > 20 - b pentru 
orice n .. NI ,i un rang N" astfel IncAt b - . < b. < b +. pentru orille 
/1 .. N ,. Atunci pentru orice /1 .. max (N.. N ,), avem /1. + b. > (2.­
_ b) + (b __ 1) '" c, deci Iim {a. + b.l = 00, .... -

II 



Preaupunem acum cA b > O. Atunci pentru orice I > O avem a" > ~ ,i 

( 
• 91» 2. b d' l' b bM E -. - de la un rang Incolo deci a"bn > . _ 1, a Ici IIfI UIt ,,- 00' 
2 ~ I b 2 " .'" I 

dacA b <: O, atunci - b > O ,i -bn _ -b, deci, conform f'liZului plN:edent, 
Iim (-a.bn) -Iiman(-bn) = ,00, de unde, lim (unb.) ... -00. 
ft~~ n~~ n~~ 

Afirmaţia 2 se probeaoii similar. DemonstrAm 3°: fie 1> O arbitrar fixat . 

Atunci a. > .!., b. > .!.. de la un rang Incolo, deci an + bn > • d& la un 
2 2 

rang Incolo, deci a. + bn _ 00. In mod analog, a. > V;, b. > V; de la 
un rang Incolo, deci a"b. >. adicii anb" - 00. 

Celelalte afirmaţii se demonstreazii In mod similar. 
Obserpaţie. Afirmaţiile din teorema 11.9 se scriu simbolic respectiv altfel: 

00, dacii b > O 
1°. 00 + b = 00, 00· b = -00 dacii b < O , 

-00, dacii b > O 
2°. -00 + b = -00, (--00)' b = 

00, dacii b < O 
3°. 00 + 00 = 00, 00 • 00 = 00 

4°. -00 -00 = -00, (-00)' (-00) = 00 

5°. 00 • (-00) = -00. 

Nu se atribuie nici un sens pentru 00 + (- 00). 00· O, considerate cazuri 
excepta te. RemarcAm, de asemenea, cii - (- 00) = 00, In sensul cii un şir 
(a.).;.o are limita -00 dacii şi numai dacii şirul (-a,,).;.o are limita 00. 

t 

I URcl (b"). o este un şIr eonvpr~nt cAtr~ IIU Arul rca b ~I b " I 

al I II une' le b. sunt nenule IneepAnd Il la lin allumit rallg k si 

r i J tOIl.erg~ eatre I ,adie hm I I 's 

&" fi b" "'el 6" Iim bfl 

Co (~aD dari b. • XI), atulll'l I • O. 
b. 

Pt IlIpu cA b" ~:.J. Dacă b" O 

anUlIIl1 r IIg, alUMI 1- _ 00 (respectiv t _ 
" I 

bn , l) de la un 

Ds"·'IIrGfu. tO. Presupunem .6 > O (cazul " < O se tratealA similar) şi alegem o 
.. ee1altal. Y - (6 - -, 6 + .1 a lUI 6, care nu con line originea, O_oarece b. =+ b, 10\1 
to:&",,11 60 vor fi mluall ~n Y d. Ia un rang k Incolo ,i, In particular 60 > 6 _ • > O 
,....". orice M .. l. AlunCl pentru orice n ;O k ' , 

I·L.!.I_1 6- 60 1_'6o-61.. I 
60 6 6n6 1601'\h\ (6- -1,6 ·160 - 6' 

...... t t 

... - ..... tt Y& ,aaulta - -+ - apll-o d I ... 6' ... n .. Nia. IU.to. 

• 

I -bn 

hn 
• • 
(7) 

• '1 

da 

nA; 

to' 

rai 

-
d. 

Ap' 

In 
• 
cht 

-



el : 

Iri 

o 

O 

t'. P ..... pUOtlll ci ~ .... ao ti n •• > O .rbllrat tl .. t. AluDoi ullii UD ...... N uit" 
I t 

lo .. t .. > - peotru ori .. "~N. In plrtlcular , b. > O ,10< - <. poDtru ori", . .. 
I I I 

Il > N, deci - ~ O. Apoi, dael '" ~ - CIO, atunci - 6. ~ CIP ,1 ..... 0, "ACt - ... O. 
h - h ~ 

8° PNlUpURem ci bn -+ O ,1 bn > O pentru orice n" It . Atunci pentru orice , > O 

.. 1111 N •• Uel Incll ." .. :. m8l< (N, hl Il avem 0 < b. < ~ , docl 2. >. ,1 , c • • 1 . ... 
• b. 

~ ... 00 . In tin. , daol h .... O ,1 h < O (penlru .. > h) , aluncl - h ... O ,1 -b. > O 
h 

I 
penttu " ;ilo Ir , deci -~- ... 00. 

- h . 

.. , 

adiel ~ .... -00. 
b. 

... 
este l:l~ .. "( IItunci ,Irul ('n) connrgent 

.~~ -'Ju "';;t, 
li n an 

(7) 
, " • 

,Irllri com ergente şi dacfl 

şi. In plus. 

Demonstralie. Avem a. I 
- = a n·-h b. 

,i aplicAm relaţia (6) din teorema 11.8 

,i teoremaII.10.1 •. • 

Obserpalie. Afirmaţiile 2', 3' 
I 

din teorema 
I 

11.10 se • scriU simbolic aotrel : 

00 = O, 

I 

+0 
= +00, 

- O, 
-00 

I 

-o 
-00, 

dar sensul corect al ace.tora este cel dat In enunţul teoremei. 

Nu se definesc!.. 00 - (1), ~,,1 00' O, numite caturi excepta le (sau "nedetermi-
O co 

om" ,. Un motiv pentru cafe expresiei! nu i se poate atribui un senl eate unnA· 
O 

torul : daca an _ O şi bn _ 0, atunci nu se poate trage nici o concluzie privind limita 
an 12 ont 

raportului - Astfel, pentru an ~ -, bn - - (n ~ i) avem - -+ -j pentru On = 
bn n n bn 2 

I I a. (_II' I 
- - . bn= - ln ~ tl avem - -+ 00, fn fine, pentru an - • bn - - (n >i) avem, 

n n' bn n. n. 

de 81f"menea, a" -+ 0, bn -+ O şi raporlul :: =a {_il" nu are IimilA. Aceasta aratA cA~ 

apre deOlebire de caturile anterioare, nu putem avea nici o conclulie generalA. 

E O •. Ia. A" • xpreeia - .lmbollzeazt1. orice rapor - a uOUa 'Iruri care converg cAtre lero. 
O h 

In mod fli081og, 00 -00 simbolizeazA diferenţa an - bn a douA ,Iruri an -+ 00, bn -+ 00 ,1 
le con8iderA caz exceptat, deosrece dacA an -+ 00 ,i lin -+ 00 nu putem trAge nici o con~ 
cluzle rfl(erHor la limita diferenţei 4n - bn. De exemplu, Iim (2n - n) - 00, llm (n - 2n) _ 

n .... CI n_CI 

co 
- - ""', Iim [in + 2) n) _ 2 ele O dlleu\l •• lmllarA are 100 penlru - ,1 pentru co • O _. ~ 
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I'::umplr 

l) Cakulâm limita' _ Iim (lt t ~ ). Nutlm CAri _ ~ , bn _ t. I II ;,. t ş{ oLaer 
... "Il • +110 II .. 

vAm l'A "" -+ 0, bn -+ O. Atunci ~irul (an t- lJ,,)n;"1 f'lJltt ('OJlVtH'''tlUt IIi ' _"Ji:,! (an + tonl _ 

-=- Iim II,. + Iim ~ _ O + O _ O 

It , 'd ta' t :!) :-;tuditlm t'XilSll'llţa Iimilei şirului "'1 • ,,~O bl f-&te I;lVl ~n tii l'Jl1fI1 II ,,1 t 1 

10 < an < t, ptlntru orice n'" O) "i monoton crescător, d~i ("lte convf!rgcnt. J<'it- I t'lJi!~~, a,lo 

Deoart>re "II ~ O 

(Iim a.)' = t, II 
ft~o> 

• şi 1 .... sup an, rezultA 1;11 O. Avem an 
ft 

1, rl. unde 1 ~ 1 (deoarece 1 ;O O) . 

n' şi Iim a~ .. 1, df'cl 
n .00 n' + 1 

S) Avem lim (nl +2n) = 00. aplicAnd teorema 11.9. 9°, De asemenea,~~ (n' 2nJ - 00 
.->0> 

dar aici justificarea este diferitA: avem n' - 2n = n' (1 - .;) = anbn, unde an _ IIt , 

A. == 1-!. n> t. Deoarecean-+OO, b,,-+ t. atunci,aplic4nd teorema 11 .9. t O
, rezul14 

n 
4nbn ..... 00, adica Jim (n' - 2n) = 00. 

in mod similar aplic4nd teorema 11.9. punctele 4°şi 2°, rezultA 1im( -nt.-2n) = -00, 
, n~~ 

şi lim (-nI + 2"1 = -00. De asemenea, se poate folosi raptu1 cA. dacA un şir (anln;;.o 
n->o> 

are limită, atunci (-anln;;;;.o are 1imitA şi Iim (-ani = -Iim an. 

lim 

n_~ n ... ~ 

io) ApUcând teoNlma 11.10, 2', rezultA 

1 -7--:--= O. 
-ni - 2n 

1 Iim -_!.-- = O, 
n-+«I ni + 2n 

Jim 
1 

ni - 2n 
= O, 

Stabilim un alt rezultat important, care se enunţA, pe scurt, spunând că 
.. inegalitAţile se pAstreazA prin trecere la limitA". 

, - " , O sunt şiruri de num~re 
reale avind IImlli ,1 daei an .. bn pentru orice n ;. l\' (/1' fiind un Dumir 
nal rai fiul), atunci 

(8) l' m rr Iim A 

Demonstraţie. Fie an - a, bn - b (In R). Avem de arătat cA a "b. DacA. 
prin absurd, am avea b < a, atunci este u,or de vAzut cA existA v~ciniităli 
diajuncta V" VI ale punctelor b ,i respectiva, astfel Incât x < ypentru oric. 
'" E V" Y E VI (fig. 11.15). Deoarece bn - b, termenii ,irului (bn)n~o Bunt 
lituaţi In V, de la un rang N,lncolo ,i, similar, an E VI JH'ntru orice n ;. NI' 
cu N. convenabil. NotAm M = max {N, N" NI)' DacA n ;. M, atunci I'(\wltl 
II ;. N" II ;. NI, deci an E VI ,i bn E V" deci bn < an. Pe de altA parte. 

II ;. .11, rezultA n ;. N. deci an .. bn ,i le ajunr la ° contradicţie. 
12 

, 
n 
im 

.. , 
teo 

cAn 

1= 

.ero 

Iim· ..... .. 
"Yiat 

• 

. .... 



v, v, V, V, 

--..... , -...' ...... 1-. =::::+1- -~I:::::::: "";:::'1 
Q 

.fllt, .... b.-CIO, ofili 

Fir 11 .1$ 

......... o.clill .. 'unlulleo ........ i 1\.11 .. p .... 811pun. ""< b.. pentru ori"" n .. N, 
.... II biti .. obllnl tot Inegalilalea 18). n .. trictA şi nu o inegalitat. Itrictl 

r.. IYem. .!. < ! pentru orice n .. t şi totuşi Iim ~ = Iim ~) . 
" n n 4QC1 n n-+ ao ta 

TE ORE ~l A ll.i2. ( .... cleşteiui j. l' , o, ,br,) .... 
('.)';'0 8unl trei ,Iruri de numere reale astfel In~at a • ... bn ... ' n pentru orlc. 
n ~ " (i\" !\lnd un rang fixat). DarA a. .1, t. /, atunr şir (b .. o a1'8 
UmltA . i , , t. 'te ~,,1 ,'u I 

Dtmonstraţie, Presupunem că 1 E R. Conform ipotezei O .. b. -an .. 
( Cn - an· Dar ,irul (en - an).;,o este convergent. conform corolarului 
teoremei 11.8, ,i, In plus . Iim (cn - an) = Iim Cn -Iim an = 1-1 = O. Apli-

clnd corolarul 2 al teoremei 11.4. rezultă Iim (bn - an) "" O, deci şirul 

bn = (bn - an ) + an converge către O + 1 = 1. 

DacA 1 = 00, atunci din faptul cA an -+ 00, rezultă că bn -+ 00 şi dacă 

1 = -00 I atunci din faptul cA Cn - -00 şi bn <; CfI , re7.ultă ef. bn - -00. 

• 

• I R ITII 

ro 
I 
I 

l 

Fig. 11.16 

1. sa. ~f> arate rA pentru an -+ a, bn -+ b, (a, b e R), avem 

an + bn -+ a + b şi a~ + b~ -+ aS + bl. 
2 2 

i. Fi~ (anln;tO, {bll)n;>O. doua. şiruri de numt>re, primul fiind ('onvergenl cAt re 
zero ,i al doi1p~ fiind mărginit. SA se arate cA şirul (anbn}n;>o este convergent c.Atre zero, 

•• RA. It' Ar~tf. cA darA fan)n;>o este lin şir eonvergent cAtre un numllr ne!lul, alunci 

I ., . () tr I 1 At limita Iim o.l1 t 1 ~A im 'tI -..: 1 sa ar dPR un exemplu de ş i r an n;>O as e ncu 3t' 

~'J') 1'111 n-.OXI an 

.. ţillp ,i !tA fip di(prilA de 1 

4. ~" f'OII!'1idf'rA l;lirlJl fn-
.2!!.n ':.2+:-7".~---,-t "-0 ~ t "A _ .".- "J 

5n' + 1 
8(' dt'termine două şiru ri 

11" -. 2, h" _ 5 AI., .. I lun\t fn _ :: pt-'ntru orice n ;.. 1 ~i flpoi sA !I(> CHlr\lI~Zf> Iim rR, .. ~ 
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ii. S., "~O ~,'h'uh'zt' limit .. lt' de' l1iruri 

,,' iti) II' 2"~ t 100 c) Iim Iim b l Iim 
, ,Ii • ,,' 'i"' ' • 2nl t' , 

, 
2n' + 3 n 1> 1) II • It' 

II .~' 

+ nP _ t 

- - Iruri ' 7. st'\ !:it' llrntt> I'n pllutru orl('(' le R eXlsln Ş • 

an I 1° lin -+ O, bra -+ O, ,-,stfel tllrU - -+ , 
bn 

2° an -+ 00, bn -. 00 , astfellncâl /In - bn -+ { . 

' " aII -+ O. bn -+ 00 , astfel tnctl a,lb" -+ 1. 

§ 4 Calculul limitelor de ,Iruri 

IlIn ," j 1 ,. , (" 1 ,~ 
• ,,-n" 

rn acest paragraf \'or fi studiate câteva ,iruri mai de.s intălm te, '1 va f 
dată noţiunea de serie, care este strâns legată de cea. de ŞI~ . . Oatenţle deose­
bită va fi acordată introducerii numărului e, precum ŞI subllmem unOr aspecte 
algoritmice. 

4 1 Cat.va ,iruri. tip • 

8) Şirul iq")n;;,o. Fie q un număr real fixat şi an = qn, lin E N. DacII 
q 1, atunci an - 1. iar dacă q > 1, atunci q = 1 +b(b >0) şi qn = (1 + 
+ b)n ;. 1 + nb, deci an - 00. Dacă q .. -1, atunci şirul esle di\'ergent. 
rn sfârşit, dacă -1 < q < 1, notăm Cn = I q In, n ;. O. Acest şir este alunci 
mărginit (O .. c" .. 1) şi, fiind monoton descrescător, el este coO\'ergrnt. 
:"otăm I - Iim r": din relaţia Cn , 1 = q Cn se obţine, la limită, I = I q I I, 

n .~ 

deci I -= O. 

In concluzie, am demonstr.t. următoarea 

T E O 1\ E )1 0\ ll.l 
1 '1 1 In pIUA, " ~rleDt datA Oi numai dirA 

(9) IiI\). qn O, dAcI 1 '1<.. 
1. 

1 
h. 1. dAcA q 

(Acea.tA limită elte egală CU +00, dACA q > 1 
• • 

ŞI n\l ~xI.tă In estiiI q " -Il 

• 

• 

Evic 

Conl 

Pe d 

Aşac 

al 111 

fu 

Al 



f, 

1. 

) 

( 1 )- ('0' - U " t.. .. O. IIm -J - 0, Um I 
• ,.. .. UD U ,..... .. 40 

00 . , 

2' iim (_S)ft IIU .xi.tA~ apoi Iim \.0000\" 00 şi Iim 0,9~999n O. 
..... "..-,.10 11_00 

b) Şirul (P(n)n~, cu P funcţie reală polinomială . 
Preaupunem cA P : R _ R este o funcţie poJinomialA de grad k ,. 1. cu 

coefioienţi reali, PIx) = aox" +a,x'-' + ... + a, ,x + a" ao ~ O. 
Se poate considera atunci ,irul 

PIn) = aon'+a,n·-'+ ... +a.,n+a" n" O. 

Evident, pentru orice n ;a:. 1, avem P(n) = n" . C,t, unde 

+". + + ".-. Cn = a o -- 0. 0 

n n 1t.-1 
+~ . 

n' 
Conform teoremelor Il.8-II.iO, avem Cn - ao , deci 

Iim P(,,) = Iim.,,' . Cn = 
00, dacA a, > O 

-00. dacă a. < O. 

Pe de altă parte, se observă că 

00, dacă a, > O 

-00, dacă a, <- O. 

Aşadar , limita Iim P(n ) este egald cu Itmita termenlliui de grad maxim , aon" 
Il ...... ao 

all uL P(n) , i este +00 sau -00, după cum coeficientul a, este pozitiv sau 
negativ. \ m presupu" P de grad cel puţin 1. Dacă P este de grad O, adică 
o constantă k, alunci Iim P(n) = k. 

" ~oo 

F:xt'mplf' 

1} Iim tn2 tOn 000,, \ 
• tI_ .. r 

00, Iim (- ,,3 + 1()4" Iim {- 'i", 00, 
TI --f' .:o n .. Il( 

21 Iim [(II + tit In 
., . t12) ::o, Iim lin + 112 112 2n] == I 

" .< 

e) SIr,il 1'1"») CU P, Q funciii rral, pollnomiale Se consideră două 
(J(,t l II~'J 

funcţii polinomiale P, Q : R - R, defimte prin , 

P(:r) = ILoJ" + a,x' '+ ... + a, ,x + a" ao ~ O, k " 1, 

Q(.r) boTm +b,xm '+ ... + bon ,x +bm, b. ~ O, m " 1. 

FIP IV un numAr natufal mai marp decât orice rădăcină realii a lui Q. 
At1l nl'i ppnt.ru nriep n > l\', av~m 

( ., f .... 
"It Ilo + -

Pin " ", -- • 

Q( " I'lm (flo 
f., h I t • bon J 

" "m 



• Daci le _ iti, "tunu" deoarece oele douA pa ..... n teae tind catre a. " r a"actlv 
6., pentru n - 00 rezultl . 

Iim P(~l _ '!t (raportul ooetioienţllor termenilor d. rrad maxun) . u. QI.) b, 
DacA le .... "', atunci 

~ ~ .,+ + ... + ~ 
!1!i _ t --";"~--7'~ _ O . !!t - O. • • b, Q(~) .m-~ ~ "'" b,+ + ... +-• .m 

Dacii. le > m, atunci 
'!J. '!b ·0 + + ." + ~ 

f(·) ~-m __ ~o __ -f0:.. - n . 
Q(o) b bm 

b,+~+ ... + 
o om 

_00 .'!t_ 0II • 
b, 

Atadar, am demonatrat următoarea 

atuncI 

(10) I 
Pin ) Jm = 

...... Qln) 

Ez.mp/o 

a) lIm n' t I 
n ..... eo 2»' + 5 

1 - -, 
2. 

2) iim n_O, lIm 
n.-..to n' + 1 I'H>OO 

'< sunt functii poLnomlale ca mat aus, 

U, dad gr P < gr Q 
Xl dacă gr P > gr Q şi a.b. ~ (, 
');) daeă gr P > gr Q şi aob. <, O 

"!, dacA gr P - gr Q. 
b, . 

n' 
_ 00, 

n' - ni .....::::....=..!!:....-:- - 1. 
fl-+CI n' + n + 10 
lIm 

(o + I )' - (n - 1 )' lIm - - - - _ 6. 
n ..... CI nI 

Pini acum am conaldtrat ,Iruri pentru care termenul gen.ral a tOlt Indlcal explicit. 
Exllti oltualll In clre .. te Indlcall doar pOllbllltat,a de a calculi, pentru tlecare .. 
termenul d, renJf Il, In tunelle d. term.nllanlerlort. Mal preciJ. presupun.m ci p.ntru un 
,Ir ("").;>0 II cunoee termenII .... , .... , o~_, (k:.o I tiut) ,1, tn pllll. o. este exprimat tn 
tuncll. d. ttrm.nll Interlorl o .... ,. o .... , ..... ",~, pentru orlc. 0:.0 k. In IC.st CII, II 

OPUIII ci ,Irul (0.).;>0 '11' "I(ioi' prin """ .. n/4 cu k ,,,.m.ni (recurrere_1 Il totOll<lt, 
lat.). Cuurll. col. mal Intllnlte .unt k _ I ,1 k _ 2. P.ntru un.l. calcul. tleute cu 
IJutorul cileulatorului ,Iru rit. d.tlnlte prin Neurenţi prealnll avantaj. n.t • . 

Ez.mp/o 

t) O pJ'Oll'lll. arltm,Uei cu primul termen It ,1 raţia r .. te uo fir (0.)0>1 d.llftll 
prin neuronii cu un termen prin roIaţla "" _ o .... , + r, V Il :.o 2. Se ,U., dar Il domon' __ Il" direct, ei .... - It + (Il - l)r, V Il :.o t. 

·In m04 IImllar, Procroata ,tom.trlei cu primul term.n .. ,1 raţia, IIt. tirul (k~' 
dellalt prin nCUhllli cu un term.n prin ... laţla "" _ .n "f "'" > I (a, ,fil1l4 dal'li 
lau.taal, .. - ... ,..-1,n:.t. I I 

.. 

f.,.. - I 

- u -

nltl , 

, 

"- -
A 

oa &0 

Se ob 

Evld., 

S) 

eu P" 
II rAd 

FI 

Eal. " 
a 

;n, - c 
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~"" 
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1. 

,. 

It ............ loal'l. I .. portant de tir dellAl! prin ...,u",n\& ou doi t.rm.nl, 

... ""~ al 1111 L, "boII.ooI (tt70-IUO), del prin 

, •• 1, , •• 1, ,. _ , ..... + , •• , p.nlna orlr •• ;. 2, 

Atadar, ,. - 1, ,. _ 1, ". ,. + , •• ~, ,,_ f, + , •• 8, ,. _ 5 eto. Pentna a 

... a11l "'prl ...... lui , ... poate prooocle a.ttel: .. caull numere real. 0 , ~, u, 
II .... ) aUoI Inoll 

(.,. - &"tl + ~1"', pentru orice tnt~1 n ;., O 

'.4101, acrIlnd ,. ca .um~ termenilor lIen"mli • doul prollreall 1I,0metrioel. Condiţia 

la - ( .... + f ...... devine cu" + II"" - «",,,-1 + rwn-1 + 11""- ' + 1'11'-' , adica lIun-· (u·­

_ • _ ti + ~""'I('" - "- Il ~ 0, v" ;. 2. Se oblervl el 8C .. III condiţie eate Indepli-

1+ i 
aill daci ., v au ni rldlclnlie eeua1\.1 .. - • - 1. 0, d. exemplu u - ~ :.....::. , 

•• 1- Vl 
2 . 

(1 + i)" (1 Vi)" Atunci ,. _ " + ~ - 2 - } , V n ;. 2 ,1 r lman. Il determlnlm ., ~ 

OI aceull relaţl. " albi loc pentru n_O, n - 1, (ol""lnd condiţiile ,. - 1, ,,- 1. 

V - 1 . 
Se obţin. - , ~ - V. ", In nnal, 

2 5 

t 'fi - V! 
Evident, IIm f. _ + 00. 

"~" 

V-ln
+

1 
1+_5 _ 1 

2 
- V'5 

2 

0+1 

, V n ;. 0, 

S) Ideea de rerurenţA eate legalA. de cea dp algoritm ('a procedeu erectiv de calcul pas 

eu P" ,1 este utiUzatA li_temaUr In programarea pe calculator DAm lin ext"mplu de calcul 

al rAdacinii dintr-un numAr, printr.o relaţie de recurenţă neUniarA. 
Fie (1 > O lin numAr real (ixKl şi (z,,),,>o ,irul definit prin relaţia de recurenţ" 

%n _ ..!. (,%"-1 + (1 ) I 'ti n ~ 1 (xo> O fiind presupui cunoscul). 
2 t .r:"_1 

Ette evident rl .ln > O, pentru oriCt! n jJII 1. Apoi, r! - /1 iiIt O, pentru orice n ;;.. 1., deoarece 

.t: _ fJ _ .!. 1%"_1 + CI)' _ a _ ţ (<<"_1 - ")1 .. O i de aici 8(> deduce cA şirul 
4 \ .ln-, of .,rn_1 

I«,,)n .... t ot. monotOIl dC,'lcreaeAlor, deoarece X"+I - .z" - .!.. (X" + a ) - %n-
- 2 :efi 

_ 1 (o _ r=) C; O. pflnlru ori<'e n > 1.. A,adar, ,Irul (%n.)">0 I:!lte monoton ~i mArginit 
:lz" 

,1, ca atari, .xiltA ,_ lIm .r" 
" . ., 

Inl\1111 d. ,.'"ronIA, .. obţin. 

1.(1. I+.! 
~ 1 

Deoarece X" > O ,1 :e! > a, relultl 1> O. Din relaţia 

, adiel l' _ a, 1_ Va. deci r" -+ V";, 

67 

, 



U. 8X1tIDplu, pt'Ulru cah:uJuJ tlpru:a inul. li v .1 lui V~ .., voal~ CtJ l1 lildbr. 

al(orilmlll dtlfinit prm .1'0 - I şi .1: " t (..r"-l 
~ 

+ " ) .l' ,1 J I 

Il ~ 4! . In 8ceit Uu:. 

- 3 • 17 
• • r 1 : J I ~ " ) c:-: 1,111111, ". 1 ,41 .'f :.! oI< '"' l- I ,S ; t " "°I ., ., 2 3 1~ • • 

doj. d~pQ t I"tIl pa~1 se obţilll~ valoarea lui V2 CII I n oj l,,{'imuJl' t'xn r-I t'. 

4 j Se'lI de n .. me,e ,eale 

Dacă q este un • 
număr real şi q 7" 1, atuncI 

(11) , n l _ q"+1 
1+q+o' 1 ••• +q = 1 _q , 

aşa cum se verifică imediat prin inducţie după II. 

Dacii (an)n;., este o progresie geometrica, având primul t ermen a, şi 
raţia q .. 1 şi dacă se noteazl! cu s" suma primilor II termeni ai acestei 
progresiil atunci 

, 
= a,(1 + q + q" + ... + q"- I) = al 1- qn, aplicând (11). 

l-q 

ro cazul când q = 1, avem s" = 71. a •. 

Dacă -1 < q < 1, atunci q" - O (cf. teoremei 1I.13) şi, ca atare, 

Această relaţie se mai scrie sugestiv 

al +a, +a. + ... = '1 (pentru -1 < q < 1). 
1 - q 

Situaţia descrisă mai sus 8e generalizează In modul următor. 
Considerăm un ,ir (a,,) ;.. de numere re. le. Atunci se poate defini un 

IIOU tir (.tn).;.. punând "" = a" +a, + ... + a,., numit ,irul sumelor parliale 
.-eiat firului (a,,).;. •. 

A .. dar, 

'. =~, 8, = 00 + a" '. = 00 +a, +00 etc . 

. daCI a" ,. ," (11 ~ O). atunci 8" _ 1 + 1/ + ,. + ... +,.. 
... (U), .r daci a,. = 11 (11 ~ O), atunci 

',,-O+I+~+ ... +,,_ 

r Il I 

lItud 

6er, a , 

numer 

EE 
pot a. 
limită 

sumeI< 

DI 

dacA 

Iim 8, ... . ., 
er 

Est 
finit, 
a leari 
iar In • 

T 

~ 
fi la I 



, 

1 r m e n «e D t· 116 tt Itrl d 
d ,Iruri (.). ,\ I ~ ,und In a a 

AoeaitA lerie 'H not~azA ~ a" Iau a a t f1'sa o r 1 a2 -+- •.. • ~e dehne,te, In 

Plod .imil .. r, .~ri" )' a" aN ~ a + a + ,,~ , Ntl N+. . ... 

EZflJlpl. 

t) Stlrul tIl' termt'n general qn, adică L:: ql'l .= 1. 
n;;.o 

+ q + ql + .,', se numeşle 

:!) St>rÎa de Il'rmen general [.1.-} . adică )' 
.t>t 

1 1 I -=1+ +-+ .. se Ilum~te 
n n;>1 n 2 3 

,tria armo",cd (denumirea fiind jUbtilicata. prin accea cA an = 1. esle media armonică a 
n 

I . d · 2 numere or al1_1 ŞI arLfl. a Ică = 
1 

+ 
I 

. ... ";>2). 
an 

S) Considerăm seria ')' 1. de termen general an l'a ...;1:...-. Il ;:&o 1. Se observA 
~I ni + n ,,' +- n 

ca an = - - deci Sn - al + al +" + an = -I 1 ( 1 
n n + t 1. 

_ 1) + (.1.- _ 1) + . 
:1 :l 3 

+ (1- _ 1 ) = 1. _ ! . n ~ 1. Evident, Sn -+ 1 
Il n+1 n+1 

Este incorectă afirmaţia .. seria este o sumă infinită", pentru că nu se 
pot aduna o infinitate de numere reale. de aceea est~ necesară noţiunea de 
limită . Se poate Insă spune că studiul seriilor se află la confluenţa studiului 
sumelor finite cu cel al limitelor de şiruri. 

DEFI"nŢIA se nume t~ r o n v e r gen t A 

darA şirul , )n~ al sumelor el parllale t te ~on erll: nt; III acr t caz, numAru 

'IT' '. e numeşte II ro a arelel .rU I.~ noteul cU ~ ' an .... ~ 
eriile rare l\l e '. se 1 v r ren t e. 

Este evident că dacă la o serie se adaugă sau se sead termeni In număr 
hOIt. atunci nAturii acelei serii nu este modificată. Problema prinCipală 
• teoriei oerllior este studiul naturii acestora (convergenţa sau divergenţa), 
Iar In caz df> convergenţă, calculul exact sau aproximativ al Sllmelor. 

r fOR Il ('.1 01 reale • .;er, geomotrieA 

'i . aq" .. aq '.11/" este conver/CentA dacA şi nu ma da' 1 q 1 
~, 

,1, 'n a , t rl Z, IImn .1 e.t. , 
1J,.monstrnru Şirul numerelor pArţiale .. te Sn = a .~ aq + ... aqn, n ;;.0. 

lJacA q _ , AtunCI.'.. (n t- l)a şi ser," este rvident dl\·orgentă. DarA 
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q,. 1, atunci 'n _ a(1 +-'1 i- .. + qn) ... a \ '!'t, "uuform (11). AjJlicA,,~ 
rela\ia (9), ,irul (s.).;oo eate convergent dacă ,. Jlurnai d~cA -1 < q < t ", 

a 
In acest caz, Iim q. ' . = O, deci Iim .'. Ii!' i _ q.' 

n .... 1a; ,,-.00 

t.·.r~mp/~ 

t) tn cdzul seriei geometrice ~+ 
2 

1 1 + 
• + ij 

1)1 au mit If.-rh:l 

-
2 

\lU fi --=-- _ 1 . 

• 1- -
2 

2) Fracţia zecimala periodică 2,\919 ... reprezintA DumAnll 
1 9 

foo 
1 :1+-+ 

10 
9 + 

100 

1 

1000 

-
9 10 + + .. , - 2 + -...:.;;-.-

10000 1 _ 
100 

+ --.:~-
1 -

1 

100 

- :1 
19 t- - , 
99 

~ aratA uşor cA orice fracţie zecimală periodică reprezintA un numAr raţional 1 şi rt:ciprOCJ. 

La punctul t.1 am indicat legea de. tnjumAtAţire 8 unei substanţe radioactive, In 

care 8.8 evidenţiat o progresie geometrică de raţie ~ , Există şi alle "legi de creştere" 
2 

similare. Oe exemplu, presupunem cA populaţia UON colectivitAţi este, la un moment 
dat, P şi cA tn fiecare 8n ea creşte cu efo- Peste un an populaţia respectivA 

va fi P1 = P + p. c _ P [1 + C) I peste doi Rni Ps -. Pl + PI , C _ 

100 100 100 

_ p. t + C) _ P (1 + C)I iar peste nAni, Pn c P, (I + <)n I aşa cum 
100 100 ' 100 

8f' verificA prin inducţiE" , 

Notlnd 
'00 

+ C)' 
100 ' 

rezultA 

p. _ p{. + C 

100 

tOO CII ,n 
, 100 _ p , (Ec)1oO 

DacA c - too, atunci Ee -- (1 + 1)1 _ 2; 
, ( I )' ( - 50, ~t - 1 + ~ _ 

e - 10, Ee c::. 2,594 i c .... 2, Ee ac 2,692 etc, 
Vom vedea cA limita Iim Ee existA. i a 

e .. O ' re o valoare romRrt'a bilA, RnUmt~ numArul t 
Atunci pentru c "suficient de mic" are 1 r 

OC onnula aproxlmahvl\ Hc ~ fi ,i , In n\I1tf'('lnl/l, 

,. 
p .... p , .m 

O. osemplu, dacă C - 2, atunci p .. te 50 d. . 
•• It. alt. probleme In ~zolvaroa că .nl populaţ •• va d~v ... 1 p.. P., ",~Ij 

rora le rOIOll F4tfl numArul • • 
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J 
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pent 

(13) 

, 

(14) 
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• , 

, 

rn!C~m 1. definiţi. numArului e. 
CollliderAm tirul d, numere raţionale 

(t~) 

Se pot oalcula diver,i termeni ai aceBtui t,r: e, = 2, e. = 2,250, e. '" 2,441, 
.. ~ ~,566. e" '" 2,6.18 etc. ,i aceaBta Bugerează că ,irul (en).;" eate creBcă­
tor. cu termenii cuprin,i Intre 2 ,i 3. Intr-adevăr. are loc 

TE O It EMA 11.16. Şirul (~.)n .. , este strict crescAtor ,1 mArgmlt 
(d ei iOD ergent). 

/)emonstraţie. Considerăm formula binomului lui Newton 

I + :c)" = 1 + ~ x + nln - 1) x' + ... + nln - 1) ... In - k + 1) 
( 11 2! kl x' + .'. 

+ nln - 11 ... 3 . 2 . 1 -" v E R '" 1 ... ;t;-,vX ,n,o 
ni 

înlocuind aici x = .!., membrul stâng eBte egal cu 'n; observând că 
n 

nln - Il· ·· In - k + 11 • .!. = .!. (1- .!.)(1 _ J.) ... (1 _ k - 1). 
lei nil iei n Il n 

pentru 1 " k .. n, rezultă că 

en=1 +.!.+.!.{1-.!.)+ ... +.!.(1- 1)(I _!.) ... 
11 21 n kl" n 

(13) 

... (1 _ k ~ 1 ) + ... + ~ (1 _ ;)( 1 _ ;) ... ll _ n ~ 1 ). 

Inlocuim n cu n +1 ,i rezultă 
• = 1 + 1 +.!. (1 _ 1 ) + ... + .!. (1 _ t ](1 _ 2 ) ... 
nI 1! 21 n t kl n+t n+1 

( 
k - 1 1 1 (1 1) (1 _ 2 ) (1 _ n ) • ... 1-,,+1 + ... + In+1)1 -,,+1 n+l ... n+l' 

Obt.rvând cll hll (1 - ;)( 1 - .;) ... (1 - h : 1] < ii ( 1 - .: 1) ... ( 1-: ~ ~ 1, 
le ohţinp. că en < en+l V, n > 1-

Din relaţia (13) rezultă direct că 

(14) 2 ", ,,1 + 1 + 1 + ... + .!. + ... + .!. , 'lin .. 1. 
n t! 21 .\1 n! 

Tinind cont cll, pentru orice k .. 2 natural, avem kl .. 20
', deci ii ... 20~' ' 

avem 

(15) I t I + 1 + + 1 " 1 + (1 + !. + 1 + ... + I ) < 3. .. ." 2" 2"--1 
11 21 ni 
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Din r~laţiil~ (14) ,i (Hi) rezulta 2 < t. < 3, V n ~ 1 ,1 teorema •• te dimon. 
Itra ti. 

o FI IrI II 7. limita ,Irulul '. : )" 8~ noi cu O 

( pA Inlliali n meiui I L Euler, 11 - • 

lndiclm acum un alt ,ir convergent cAtre el anume ,Irul 

1 1 1 
En _ 1 + _ + - + .. , + .." 1. 

II 21 .1 
1 

Eate ovldent cA E. < E.+ •• d.oa..",. E .... - E. - (n + II; > o. Apoi , apUcAnd ( I~ J , 

av.m 2 < E. < 9, V n .. 1. Aşadar, ,irul (En)n .. ' .. t. monoton ,1 mlrglnl t, deci Con. 
vergent. Fie E - Iim En. ....... 

O.oarec ..... E., conlorm (I~), rezultA ... E. 
P. d. altA part., pentru orice k .. 2 Iixat ,i pentru orice A > k avam, conlorm (13 ): 

..... > 1 + .!. + .!. (I _ .!.) + ... + .!. (1 _ .!.) ... (1 _ k - 1) 11 21 " kl" n 

,1 In membrul drept .. InlumaazA k + 1 termeni . FlcAnd A'" 00 ,1 observlnd cA p.ra •• 

tazel. (1 - ;), ... , (1 - k: 1 ) tind cAtre 1, raiultA cA ... Ek, .., k .. 2 !txat, deci 

• .. Iim Ek - E . In concluzl. E = e, adicA 
k~ .. 

e _ Iim (1 +.!. + .!. + .. . + 1). 
~.. II 21 AI 

Cu alte cuvinte, am demonstrat 

1 1 
t + ~ • 

" 
t ' 

~ 
:1 

1 
Aplh-_,l,. CalculAm e cu - aproximare. Deoarece e aii Iim En avem formula 

10' 

aproximativA o ... En, cu eroarea absolutA: 1 • - E. I _ 1 + 1 + 1 + 
("+1)1 (n+2)1 (A+3)1 

+ ... - 1 [1 + 1 + 1 + ] 1 [ 1 
(A + 1)1 A + 2 (A + 2)(A + 8) ... .. (A + 1)1 I + n + 2 + 

+ 1 +] 1 1 "+2 1 
(A+2)' ... - (A+l)I'I_ 1 - (A+I)I(n+I)< A' AI' 

Reţinem a.tlal inegalitatea 
A+2 

(U! O<a-E.<_..:I,- .., 
• A .. 1. 

" • Ia I 

AI_ A natural mInim .. trei IncAt 1 > 10-' d I 
"0,,1 l8Cn ... g, Alund 

'.E._I+!.+ 1 1 
II ii+'" + ti - 2,?lm . 

• 

I 

1. 

oI 

d) 

KI 

il 

mI .. 
p) I 

• 
r) 1 

• 
tii .. 
vI I 

• 

y) 
• 

2. : 

4. S 

6. F 
.%'"_1· 

6. : 

?, I 

1 .... -
9 

II. f 
•• [1, 

t- ... 



• aa1C11 .... IIml~ urmlloare: 

s~ + 1 
b)lim ~~ I 

au + :l 
, 3" + I el Iim : 

n.-+OO 4" + '1 

Al IIm ~. ± 1 ; 
"r ... 4O 4"-' + ~ e) Iim n{2 i- (-1)"]; 

:ln + (-2Jn 
1) IIm , 
n~oo an 

IJ Uru lin" !. I 
...... «1 tO 

il Iim 18" l!. ; 
".... S 

m)lim (-n' + n + 100); 
.... w 

n' 
p) Iim , 

ft-+GO 3n' - 8 

) li n(1 + 2 + , .. + n 1 r m • . 
""IlO t' + 2' + o,, + ni . 

ti Iim (.!.. + 2. + .. , + 
~QO ni n' 

v)lim (10 + .!..)", 
"'-+00 n 

l!.) . , . 
n 

an -1 
y) Iim • a". -1; 

n-+/IO al'l + 1 

"-.w 
h) Iim cosn .!. . • 

,... .... 10 10 
il Iim tgtl .!..; 

n .... ao 4, 

k) Iim II n' + 1 ; 1) Iim In' - \I'n) ; 
~ ... w n~w 

) 1
, 6n' + 5n 

o lin ; 
n-+ao 3n1 + 2 

q) Iim In + 1)' - In - le ; 

" .... 00 u
f 

s i Iim 1 !.:.' ",+'-.:2.:.' "'+:..........:!+:..::n;..· ; 
n-+ CIO n' 

1 )' + - ; 
" 

) 1, " + 1 W lro • 
n .... (10 V n' + 2 ' 

I 1
, a'" - 1 

Z Im • 
n+oo a lll + 1 

aeR dat. 

i. SA se arate cA vt'ntru or ice funcţie raţionalA nenula. R cu coericienţi reali, avem 
• 

Iim R(n) ~ 1. 
",,>w RIn + 1) 

3. Să se sludil"ze convergenţa 5irului 

-~ l. n;' 2_ 
n' 

4. Sa.. se afle a, b, ceR. astfel ~ncăl Iim n (an - li -2 + bn + en
l

) c: 1-
..... w 

6. Fie un ~ir \ Xnln~o. AsI (el tncAt %0 = a. Zn.t1 = '1 + b~n (n >- O). SA se arate cA 
z" _ 1 + b +. + bn-t + abn, Pentru ce a, b e R şirul {xn)~O este convergent? -

6. Să 8~ allldif'zf> mllrginirea şi monolonia şirului (an)n)tI definit prin al = ti 2, 

~l:=: V:.! + Iln, n. .. 1. rn caz de l'onvergenţA., sA se calculeze limita . 

7. Fi.. Il, (J dale li an = 1.. (an_t + an_a) pt>nlru orÎre n ;;Il 2. Să se arate că 
• , 2 

~ _ 1 (211
1 
+ Il.) + \-1 )'1-' ta, _ ao), V n ;;. O şi sA se calculf'ze Iim an. 

la. ~7\-1 n~oo 

A. Fi .. ,irul ( ... )n>', und(' x, == a şi Sn+1 = .r~ - :lzn -+ 2. SA se arate cA. daca Il. [t , 2), 8t1ln(.\ ,irul (.7n)n,>t elite convergenl şi sii se calculezt\ limita sa. 
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... sa M sludit';(t' 1Il0uotouiil Iii t'OJlvt>fVt'uttt şiruluI lC'rI1n"t dt"riult Vl"1II t't t(l. 

~ + c! 
_au - 2 ,V Il ~ t Ud 8':)l·m~n"U. btudillţ1 conv"rgt'u\tt. ,irulul (,r"jr • ..,O dd im t 

c .. 

.nl 
"'l;-~' . " :. o . 

.c,. t- 1 

1 fii 1 ~ 1. alUJlt l 

• . . n 1"· 
l' olo:tlUd tll' t'sl tapi, s.i1 se c.a leu le,t:t.' Ilin • Iim • Iim nqtt( _ 1 < q <' 1 d 'ltl 

n ~1J:I.2" n ~oo ni n-ioao 

11. SI1 se arate eli seriile urmAtoare sunt convergente şi sA S6 r.alculet.a s<i IMle hJr: 

al EI; bl E t • , 
";;"1 4n' - I 0;>2 nI + n 

"( I l" . e) ~ - ~ • 

dl E (1'". el E 2 
• 

";>t 3) . • 
0;>0 7n +l 

1) E 2. -1' t • 
n>1 n I 

li. Să se arate că seria LJ - ;;=:;=:;' "( ti) 
";>. m rf.+t 

este convergen lA, 

)' (rt. + I - m) esle divergentA 
~ 

§ 5. Operaţii cu limite de funcţii 

Rezultatele anterioare conduc la rezultate similare pentru limite de 
funcţii. 

[ ~. ) . E II A II. l/j. Fie f' D - R. g . D - R (D c: R douA functii 

ŞI '" ii UD punct de acumulare pentru D. Presupunem cA f şi g au umili 
linltă In punctul", şi fie 1. li ((x). 1. Iim g(x). Atunei JunclUle f + E 

x... x~ 

I.fl i.. R ŞI fg au limită fw,tA In punctul a. şi 

(17) , . 
(pe scurt, limita sumei este suma limitelor, limita produsului este produsul 
limitelor). 

DaeA, In plus, 1. ~ O, atunel exlsU o veelnAtate U a 

funetla g sA fie n~nnlA fn rr !"'} şi. In plus, iim 1J!l. 
"'.<1 K I ,/', 

lui a. astfrl turAI 

" • I, 

y 

a 

. 

•• 

• 

+ 

riie 

[In 
ori 

la ... 

un 
Ine 

DmtDMI1'lIlie. Fie Xn - '" un ,ir oarecare de puncte din D {II}. Atunci 
Ilx!') .... , •• ,(x,,) .... ,. ,i aplicAnd relaţiile (5). (6). r8fulU oA (f + /.') (x,,) - .. I 
.. ((z,.) + ,(x,,) - " .+ '.. P/)(x,,) = ),. fIx,,) ... >.l, ,i (fg)(%.) - .... 
- ((z,.}f(x,,) .... ',. la '1 .. deduc ... Ia~iile (17). 



ul 

• 
LC I 

: : 

;: : 

.... ,ua.. aou. '." O. de eXllmplu la > O. Lulnd o vecinAtate 
,- (,. -It 1. +11 a lui t., cart nu conţine originea, exiatl o vecinltate U 
a tii •• tJ.1 IncAt din faptul 01 x EU, x" " IA rezulte g(x) E V, adiel 

"al> O. FIe apoi un ,ir oarecatt Xn --+ ", Xn" ". Atunci ((x.) --+ 1" g(xn) --+ 1. 

ti apliclaoj oorolarul teoremei 11.10, rezulU fi .... ) ..... .!!, adică Iim fi",) = !!.. 
,1",.) 1. H.,I~) 1. 

, 

1) Deoarece Iim z' - t. Iim (2", + 71 _ 9. 
x-..t x-+t 

rezultA 
• 

Iim (Xl + 2% + ') ~ lim x' + 
x ...... t .x-.t 

+ Iim (b + 7)- 1 + 9 = 10 . 
... t 

1) Teorema l LUI nu se poate aplica direct pentru a calcula limita 1 = Iim Xl - 1 • 
;It .... t % - 1 

deoarece numitorul are Umita nuJA tn punctul x=- 1. Totuşi, pentru orice x..,. i, avem 

r' - 1 _ z + 1 ~i. ca atare, 1 = Iim (z + 1) _ 2. 
z. - 1 x-+t 

-S) Teorema II. t8 se extinde direct 18 cazul cA.nd It. 1. Ei R. cu condi1ia evitArii cazu· 

ri10r 8xceplale, care trebuie analizate separat. De exemplu,. Iim (x' + 2xl :a 00 • ..... 
[lntr·adevAr. fie D ~ (O . col ~i lunclia r: D .... R. definttA prin flz) - x' + 2z; pentru 

orice şir 2',., -+ 00, avem flxn) :::t x~ + 2%" -+ 00]. 

4) DacA o funcţie f: D -+ R are limita +00 sali -C() Intr-un punct % =- CIt de acumu· 

la 
1 .. ~ 

re pentru D, ahmci lim = Oi fntr-adevAr, pentru orice şir Xn -+ el, Xn r- Gt avem .-+. f(z) 

f{.rn) ~ +00 (sau -oo) şi 1 -+ O, conform teoremei 11.10,:l°, 
ffz.) 

tn mod simihu, daC'A limila Iim (x) existA şi este rgalA Cu zero şi dacă (> O (res-

pectiv f < O) Intr-o vecinAtate a punctului «, din care excludem at, atunci Iim 1 = 00 
H" ((z) 

!respecliv -(0) ; tntr-adevAr, pentru orice şir Xn -+ «, Xn "«, avem ({m) -+ O şi aplicAm 
If'Orema 11.10 ,3" 

(18) 

1 . Il. le f. il· R (D ( R) douA unrl" ,1 Il R 
re pentru D. Daei txlstl o vecinAtate t a lui Il astrel 

.} ,. dacA funcţiile f. au limitA In punrt 11« .toDd 

Iim I ",\ m ~l 

Dpmo .... traţ" . Con8iderAm un ,ir oarecare Xn --+ Il din D'-.. {Il}. Avem 
z. E U {Il} ,i ((Tn) " g\x.). IncepAnd de la un anumit rang N ,i oum 

,irurile (f(Xn)) • .;>N, (g(X.)n;>N au limitA, atunci !i~{(x.) " ~"! g(xn) conform 

\oor.m.1 lUI A,adar, relaţia (18) e.te probatA. 
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'ho_a cl .. telul .. formulea.1 ti veluru limite d. tUII<III: doM (, 1, " : LJ .... a ..... 
,..,.. rn' ... "., ",C" 'fii. ,<" ,,,, -o Hcin4'dl. CI lui « (_.11U4nd .".,,'ual w.) ,i claeo 
" AI ... 9FI,7" 'im", , '" pUAC''''ta, QJunc:i, ON, d. ~m#f"N, 'i.miM 1 r n pUllelul ti ltt"JUir. 
da, de .. "meo6oll. faptul ca t~rtllUu. II.~ ~ (urmull',uA ~i V*,IIII'U limite dt hUH'lu: daca 
tUDc\iilo (, ,: V ..... a (Ve a), ... liaroe condilia I ((x) - /1" S(.), v. /) {«j, u/ld. 
, •• ti <lac.t Iim ,(.) _ 0, atunci exUltA Iim ((.) - /. ApOI ducă ((. ) ;. ,(.1, V, /) ("1 

~_ X~ 

ti .~ ,(.1') _ 00, atunci Um ((x) _ 00, iur datA Iim ((.cI _ -00, alund lilU g(. _ '..., 
-~_ x ~ x -~ ~ t><:I 

l .HIITII , , 
'1 ,. ) 

1. Să se CaJculeze limitele laterale ale funcţiiJor de mai jo~ 1n pUllclcJt: Ulditalt: 

alf:a'{-51 ..... R,f{x)~ , 
.+5 
I , 

bl (: R ..... R, f (xl ~ t + 2' - 3 

• - 5' , - - , 

,dacă:r#3 

2 , dacă x ~ 3 

x+l c) f : a'-{Ol ..... R, {(x) ~ ,«=Oj 
x' 

d) f: R ..... R, f(xl ~ 

%2 _ 3x 
I dacă .:t i= - 1 

(x + t)' 
7 ,dacăx~-t 

,"=-1. 

it. SA se calculeze (tn R) urmAtoarele limile de funcţii: 

_1 Iim :,ix' t 3. 
• x 

f) Iim (x + t)' - x' ; 
x' 

b) Iim 2x' + 3; 
x-.oo x' 

__ =x.:.'_ g) li m ; 
:\"_1 I x - 1 I 

x· - 2 
• 

(x - 1)' • 
c)1im %; 

z...oo 2z· + 3 hJ Iim 
%~, , 

d) Iim z ; 
%-+- 00 2'%' + 3 

I i) Iim 
%~'" 21x - tl _ t; 

o) tim j) Iim (X' - 1 + x' - t J. 
%-+ t :z: - 1 Zi - 1 

L Pl. (: D ..... B o luncţie definitA pe complementara D • un . . t I 
• arate ci <laci una din limitele Iim ((x) Iim f( ) . ~~ In erva 

&'-+-00 • %-.10 -z eX18'4, atunCI 

..... " "Dt epIe. Ca aplica tie sA se calcule.e: • , 

c) Iim 
&'-+-00 

d) IIm 
• "'-CI 

b'+ I 
; ,,,' + a 

• 

mArginit . 
exiatA ti 

• 

tell 

. 
8811 

unc 
81 , 

lun 

aE 
Fie 
:r:E 
(re 

Iim 
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A.imptotele funcţiilor reale 

Vom d. acum ° primă aplicaţie geometricA lemnificativă legată de limi. 
WIa d. funcţii. 

In limba g""~l'A .. ssumptOtos" InseamnA .. care nu comCld" . Problema 
laiJDptotelor. adicA a dreptelor care "se apropie oricAt de mult" de graficele 
unor funcţii. a..., aena pentru funcţii având ramuri apre infinit (adică funcţii 
Il cAror grafic nu eale conţinut Intr·un dreptunghi). 

FixAm un siatem ortogonal de Axe xOy relativ la care raportăm graficele 
funcţiilor considerate, ca şi sensul adjectivelor "orizontal", "oblic", "vertical". 

6.1 Asimpllo', , • 

Considerăm o funcţie { : D - Runde D este un interval de forma (a, (0), 
4 E.R. Graficul lui { are ecuaţia y = {(x) şi evident are ramuri spre infinit. 
Fie 1 E R fixat şi considerăm dreapta y = 1 (parale l ă cu Ox); pentru orice 
x E D, notăm cu AI (respectiv cu N) punctul de abscisă x situat pe dreaptă 
(respectiv pe graficul funcţiei f) . 

Se spune că dreapta y = 1 este asimptota oriwntald spre +00 a lui { dacă 
limita lungimii segmentului AIN când x tinde către 00 există şi este egală 
cu zero, adică 

(19) 
.. 

Aceasta este echivalentă cu faptul că li mita Iim { (x) există şi este ega lă cu 1 . . ~~ 
o discuţie similară are loc pen t ru -00 (fig. 11.18). 
Considerăm acum o dreaptă de ecuaţie y = mx + n, m # O şi fie M 

(respectiv N) punctul de abscisll x E D situat pe dreaptă (respectiv pe gra· 
ficul funcţiei f), ca In fi gura 11.19. Se spune că dreapta y = InX + n este 
ag,mptota obltcd spre +00 a lui ( dacă limita lungimii segmentului M N există 
li este egală cu zerO pent ru x - 00. adică 

(20) n J 

Aceasta revine la Iim (f (x) - mx - n) = O, adicA 
• 

Iim x ((IZI _ In _ !!.) = O şi in mod necesar, Iim (M - m - !!.) = O. 
lC ... ~ T:r. %_<1) x :r 

y4 

? 

• 

• 

• 



• 

It 
I 
I 
I 

1 f()()i 
II-

O 1( .00 

~'iK 11 ,19 

,. I f~l __ I f~1 _ In _:: + Irn +::) va ave.a, f:v IIlorm ... tunc' raportu ~ l ~ ~ l ~ 

teoremei 11.18, limita egalA cu 0+ m = m In punctul 00. D,n l0l't\l l cA 
Iim (((.x) -mx -ni ~ 0, rezultil direct cil limita !~':! (((x) -mx) oxistA 

" este egalil cu n. 
Rezumilm discuţia anterioară In următoarea 

T, rx li I e t • 1ll1A, , 
r 

'l'a1oare 1, "tl!nel freapta '1 I ~ te Il! imptota orizonta'ă pre 
{ (şi ref }ror). 

b} DarA ex li şi bunI rm. e I.r. tfle 

(21) m 

atunci dreapta 

(22) 

n hm ({( ) .. ~ 
'/ mI t n 

m.l), iar m oF 1)1 

• e V 

~ B un I'fl 

O funcţie ( nu poate admite atât asimptotă orizontală cât ,i asimptolă 
oblică spre +00 (In caz contrar ar exista constante realE\, m, n, 1 cu m ", O 
astfel Incât Iim (mx + n - 1) = 0, ceea ce este absurd). 

Se tratează In mod similar cazul asimptotelor oblice spre -00. Remarcăm 

că pentru o funcţie fixată pot avea loc diverse situaţii: să existe asimplole 
orizontale atât spre -00 cât şi spre +00 (distincte sau nu), să existe as,mp­
totă orizontală spre +00 şi oblică spre -00 etc. Asimptotele unei fUDclii 
Bunt numite uneori asimptote la graficul funcţiei. 

Exemplt! 

il FUIH'ţia r: H"(O} -+ R, fl:r} _..!. Itre HsimptolA oru.onhthl Sprt +.::0 ;'1 liP" 
:r 

- ao, anllm. dreapla y _ o (axa Ox) (fig. II.~Ol 
x' 

2) Jo'UI1Cţill r; (O, co) -+ R, ftxJ =: Hrp H81ml>lolA ohlir~' sp~ +C:O, tmlllDfI 
.r + :1 

"pta 11 - mz + n, unde m ) i.J!1) x' ) lin - ,m _ I şi "_ Iim [((zI - m,. .. 
z. ,"'lrI:r z. ..... an 2' + 3.1' 3l + • 

-iim [ z· - zJ - Iim -3,. _ -3; "ltAdnr, "!!!l, z_ 3 filtfll aSllnptolA ('IbllcA • 
••• z+3, ~'YJx+3 

• 

I 

, 

lui 1 

are 

OM< 

acu: 

I 

atu 1 

Sim 

I 

8e 8 

D 
verI 

.. - . 

• • 

..... 



Fig. 11.20 Fig. 11.21 

lui r spre +00. Se mai put .. scrie fix) = % - 3 + 9 ,deci Iim [fix) - (% - 3)] = O 
% + 8 S-+GO 

li conlol'ffi (20) şi (22) rezultA direct y = % - 3 ele. 
3%, dacA % .. 1 

3) Funclia f: R -+ R, fix) = (fig. 11.21), 
2,X', dacA % > 1 r-

are uimptotA orizontalA y = 9 spre -00 dar nu are asimptotA orizontalA 
o) Func\ia f: 11.-+ R, fix) = 2%' nu are asimplole orizontale sau oblice . 

spre +00. 

.....:z'~ , dacA % < -1 
5) ConsiderAm funcţia f: R -+ R, fix ) = % + 1 Ea are asimptotA 

. 2, dacA % )o -1 
orizontalA spre +00, anume y = 2, iar spre -00 are asimptota oblicA Y:::::l % - t. 

Dacă {: D -+ R (D c R) este o funcţie reală, el E R este un punct de 
acumulare pentru D şi dacă limita la stânga 

(23) Iim {(x) există şi este egalii cu +00 sau -00, ._­.<-
atunci se spune cii dreapta x = CI este asimptotil vertical/!. la st<lnga a lui f. 
Similar, dacă limita la dreapta 

(23') Iim {(x) există şi este egalii cu +00 sau -00, 
x­x>_ 

ae apune atunci cii x = el este asimptotă verticală la dreapta a lui {. 
Dreapta x = rt. se numeşte asimptotă verticală a lui {dacii ea este asimptotii 

verticalA IA stânga sau la dreapta a lui {sau de ambele părţi. 

f;umpl,. 

II renlru lunoliil. r, ,: 11.'-{I} .... R, 
I I 

{(xl c , g(%) _ -~-, dreapla 
% - 1 (% - 1)' 

% - 1 ~Ip 8IIimptotil vertknHl. 
I • daca ~ < 2 

t} honcli. r II. (2} .... R, fI%) - t (fig. II 22), 
• dacA x> 2 

%-2 
are.1! _ l .timptotA vertlcRlA)o dreapta. dAr nu are nici o 8aimptotl verticalA la atJ.nga. 
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• 

• 

, 
'1 f X I 

----+--' 
u 

Fig. 1l.22 

, 
o 

y 
f 

x 

Fig. 1l.23 

, , 
I ... 

o 

.. /I/(D( I x) 

X -.d , 
I , 

.. 
x 

x' t _=-_. n acest caz, drep tl~lţ: J. _ -1 
Xl '1 I 

:f ... 1 sunt 8simptote verticale. iar dreapta y =-= '1 este 8simptoU. oril.onlalA f pra ±ooJ. 

9) Fi. (ullcţi. f: R"-I-I, 1) -+ R, fix) 

4) Funcţia f: R"- (O) -+ R, fIx) = ~:: are o unicA aSlmplolă verticalA, x = O. 

1 
- , dacA x'" O 

5) Pentru orice aER (uncţia f: R -+ R, f ix ) = x 

a , dacă x = O 
are 8simptotă verticală x = o. 

Adjectivul" verticală" provine de la faptul că orice dreaptă x = '" (o. E R 
fixat) este paralelă cu axa Oy. Dacă x =" este asimptotă verticală la stânga 
pentru o funcţie f, atunci lungimea Eegmentului M N tinde către zero când 
x -+ «, X < ", iar ordonata lui M tinde către 00 sau -00 (figura II .23) etc. 

1. Sa. se determine asimptotele (orizontale, oblice şi verticale) 
luncţii f : D -+ R (D tiind domeniul maxim de definiţie) . 

pentru urmatoarele 

2x' 
a) fix) = ; 

ZI + 1 

b) fix) = ---,x~ ; 
Xl - t 

c) fix) = _--,x~+..!! __ ; 
(x' + 2x)(x'. + 9) 

d) fix) = 
-
1 

• - , 
x 

o) fIx) = _~x,-- ; 
Ix + 1 I 
I xl. , 1) fIri = 

x+2 

g) fix) = x ; 
(x-l)(x-5) 

h) fix) = x' + x + 1 ~ 

x+lxl. , 
"-Ixl 

i) f(xl = 

il fix) = Ix + 1 )' ; 
",' 

k) fIx) = _..;:x,-'_ . 
1 x - 1 I 

1) fix) = (x' - 1 )' x ,. I ; f(l) = 5. 
(x - 1)' . 

1. SA .. alle numerele real. a, b dacA dreapta y = 2 + 3 . 
pentru luncţiUe f : D -+ R (D - domeniul maxim de dell xlţ') esle .slmplo!! spre +00 

• n le urmAtoare' 
a) fIx) - 2x + ax + b ; b) fIx) = x t (x' - 1 I . ~x' + ax' + i 

x + 1 ax + b • c) ((x) = • 

.. 81 le Indic. o luncţle reaiA .vAnd c. ..Im t te t 6., + I 
P o oate dreptele • _ k, k. 1. 

4. 81 • afle G, 6, c • B •• l1el IncAl f(.1 _ a.a + ba + 2 
... II .Ibl o unkA .slmp· 

... 1", ,..ncul lui f IA nu Int • .....,I ••• ulm +pto~ + ... 
.. oo,.ontall. 

• 

ocu 
a II 

fUIl 

ace 

--
Re. 
« E 

(24 

dec 

--
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pUl 

un 



§ 7 Calculul limitelor de funcţii • 

Acelt paragraf este. foarte important. 1n cea mai ;nare parte, ne vom 
ocupa de studiu I unor funcţii importante, care apar In descrierea matematici 
a mulLor proce se din natură. 1n capitolul 1, 5.5 am dat o siote.1 a acestor 
funcţii studiate In clasele anterioare ~i acum ne ocuplm de proprietăţile 
acestora In legătură cu noţiunea de li mitl . 

• 

XIII 

= eot", cER, k ;. 1 In€reg (limita unui produs finit fiind produsul limitelor). 
Rezultă atunci că pentru orice funcţie polinomială reală P ,i pentru orice 
« E R avem 

(24) I hm Pix) = p(:;l 

deoarece P este suma finită a unor funcţii monom de tipul x 1- ax". 
Dacă Pix) = a.x" + a,x"-' + ... + an ,x + an, a • .;. O, atunci Iim Pix) = 

.~m 

= Iim a.x" şi lim Pix) = Iim a.x", aplicAnd un raţionament făcut la 
X~OCI ~-ao X .... -CIO 

punctul 4.1.b. 

Exemple 

t) Iim Ix' + 5x) = 2' + 5·2 = t4 ; Iim (-x' + 5x) - -4' + 5·4 - -~4 . 
...... 2 %~4 

2) Iim Ix' + 5xl = Jim Xl = 00; 

Iim I-xl + 1r) ~ Iim (-x') = -00; 

31 liMl Ix' + 5xl = 00; Iim 1-x' + 2%1 = 00. 
%.~ x .... - CIO 

Graficele funcţiilor polinomiale de grad 
n ;. 2 nu au asimptote (orizontale, oblice 

sau verticale). 

y 

P(x/=x' 

Fig. 1l.24 

• x 

b) Funrţll raţionalr. Dacă P şi Q sunt funcţii reale polinomiale şi IX E R 

un punel Rstfel InoAt Q(<<) .;. O, atunci 

(25) 

P!x.1 
Q(x.) 

- P(o) • 
OI") 

81 



In "alul cind Ot .. ) _ O, discuţia el te oeva Ulai dificilA: dacA P( .. ) ,. O. 

atunci limita Iim Pir) eate 00 .au -00 la fel Iim 1'1'1 ; daoă p(<<) O, 
.. _ Q(x) »+, 1,/(.) 
;'"<- "'>-

atu noi funcţia raţionalA Plxl poate fi simplificată cu .& -« etc. 
Q(rl 

1) Iim z' + 1 = 8' + 1 
.&:-+3 zi + 1 Sa + 1 

5 
= -' • H 

.::"_' .;;-:..1 ~%:.'_-_':. )' % + 1 2) Iim'" = lim(x+t)>= 2 şi Iim - - Iffi - OOj 
% .... 1 z - 1 % ...... 1 x-+t (x - t)' %-+1· (x - t)1 

1 
8) Iim .....:- nu există; 

%-+-3 % + 9 

') l' % ')' %' - 9 , tA • lfi = -00 Jar Im nu eDS . 
:.: .... -3 Ix + 3)' ' %-+-3 (z + a)' 

Raţionol.nd ca In teorema 11,14, limita Iim p(:r) (ca şi Iim PI~) ) eate 
%~. Q(",j %~-. QI%) 

egald cu Umila raportului termenilor de grad maxim ai polinoamelor P ~l Q, 

E:rtrmplo 

%' (8T ..!.. '+ 1.) 
1) Iim 8x' + x + 2 ., Iim _..L_-=%_-=%';;'!" _ 

X--+aD 'x' - 2:r %-+!I) ( 2 ) 
%' 7-; 

Jim 8x' + :r + 2 H == -. 
7x' - :lx 7 

1, ( I 2 ,m 8i--+-
X-+GO x x' 

Iim (7 - 2.) 
x+«> X 

8 "la = _. Slml r 
7 • 

2) Iim ..:L.:.J.:...,.;;-:..;x'::;.. = !. ; 
2x' + 5,r 

Hm 
%-+-«1 

3r + 8 

2%' + 5.:z 
= Iim 3r = O, 

2%' .~ .. % ...... -110 

3) Pentru orice Il natural, livem , 

O. dacA n < 3 
Iim 3x" + 1 987 
%~~ I:Iz' + 211. 

1, 3 .. IlElm_= "'. dacA n > 3 

3 % .... «1 8z' 

')' s .. n + 1 987 )' 3%n fI IID ... Irn -. 
.... -00 8x' + 211 X-t>-C) 8z1 

- I dacd n ac: 8 
8 

O.dacAn<S 
-00, dacA. n> 8 eate par 

"'. dacA n > 3 eate Impar 
S 

- t dacA Il - 9 
8 

DacA polinbmul Q are ca rădăcini reale..« ..,' P( )..1. O 1" .. L 
It .t .. " l 1 Il. r ... , .. ~I 

atunci graficul funcţiei raţionale.! admi" ali tot I " I 
Q ..., m p e e vertlC& e % _ a •• 

t ,'i , II, Daci polinomul Q nu are rădAolui -1_ • ' f' I liP 
, .- ", a.unol gra \Cu u - DU 

Q 
82 
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... ulmptme vertical. In &eelL _z, 

flalU, ... 11 OII Pic) • 
Q(a) 

pellUu orice • E B, limita u.! IN •.• q 

O fraoţie raţionalA!.. admite aaimpLoLe orUonLale daci ,i DDmai daci 
Q 

gr P< gr Q ,i admite aaimptotă oblică (aceea,i apre +'"' ,i apre -,",) daci 
,i nllmai dacă gr P = 1 +gr Q. Demonstraţiile IlInt imediate. 

EX6mp~ 

1) Funcţia f: R'dO, t. -t} -+ R. x+4 f(x ) = are dreptele z o::::: 0, Z = 1, 
x'-x 

s = -1, asimptote verticale şi y = O asimptotA orizontalA.. 

2) Funcţia f: R" (2 T -+ R, "x) = x' - 8 nu are asimptole vertical. sau orizonlale. 
x-2 

iar funcţia ,: R" (2) -+ R, I(x) = x' are dreapta x ~ 2 asiroptot! verticaUI. 
x-2 

c) Funclia radical. Dacă" > O, atunci Iim VX = V;; Intr-adevăr, pen-.... 
tru orice şir Xn -+" avem x. > O de la un rang Incolo şi I vx;;--
-:- V; I = ~ - V~ < ;; . I Xn -" 1, deci vx,. -+~. De asemenea, 

Zn+ IX IX 

Iim VX = o. In mod analog, pentru orice" real avem Iim rx = ~. 
%-+O ...... 
• >, 

In general, dacă n E N este impar, atunci 

(26) 
,.. 

11'11 1.1 T' v 

De asemenea, in acest caz avem 

(27) 

pentru orice " real. 

hm~% . '" 
Dacă n '" N este par, atunci relaţia (26) are loc pentru" > O; de asemenea, 

(28) 

I 

• I~ 
y \Ii(, npar 

.. 
x 

• mtr"l ...... 
y . 

n 



Rela~iile (27), (28) 8e mai 8criu limbolic -.ro:> - o:> pentru oric. " 

natural ,i tr -00 _ -o:> dacA 11 este impar. 

4) FUlIcţii '''follom,',;". In ola.ele anterioare au fOlt definite funcţiile 
l in, cal, tg, arc8in etc. prin considerente geometrice, oare folo.eau tn mod 
tacit propri.t'~i adAnci ale numerelor reale. AdoptAm aoe8te definiţii dar 
menţionAm cA o prezentare riguroalA a funcţiilor trigonometrice Ca funcţii 
reale poate fi daU prin utilizarea dezvolUrilor In serie. 

Pentru orice el real avem 

(29) Iun ;L. I 

Intr-lldevăr, pentru orice şir X n -" avem I sin %n - sin" I "" 

.., 12 .in "" ; " C08 "" t "' " 21 sin "" ; "'" I %n -" 1, deoarece I ain % I .. 

.. Ix 1, V % E R. 
I n mod similar, se arată că 

(30) I R I 
I 

,i, folosind limita unui cAt, rezultă cA 

(31) 

De asemenea , 

(32) 

.. 
Iim ct r -. 

Iim tg r 

~. 1 

I X< 

k , k ZI' 
k ( Z) 

Iim Ig r 

• •• 
. ., -

• 

. d n '1, ca atare, reapta % = 2" est~ asimptotă verticală pentru funcţia tangentl 

1 ndicăm acum o limită cu totul remarcabili. 

r 

(33) Iim Sir 1 

DtmOrt6lrali •. Alegem ud ' . .. n cerc e razi 1 '1 unghiul la centru avAnd mhul'l 
ID ractiaDI eplA CU % (O < % n) . < 2" . Avem arl8 AOAM<aria lector AOM< 

.. 

<. 
• arul 

dec 

,i 1 

adie 

Ace 

Pen 

,i d 

şi dE 

• 

se nu 

-

-



• <ana AOAT, Dar aria AOAM = 1. ain z, 
2 

"aria I8Otor AOM - ~ :t ,i aria AOA T ~ ~ tg :t :l 2 • 

.4. t t • decl - IlO :Il < -:Il < - tg:ll pentru O < % < -
~ ~ 2 2 

I 'd 2 11 '" t ti Inmu ţlO cu. ,retu ti <. < ' , 
81n :1: SIn % CO$ '" 

adică 

C08 % < sin", < 1. 
'" Fig. 11.26 

tSl" 

A 

Aceste inegalităţi au loc şi pentru _2: < % < 0, deoare~e funcţiile :Il 1- COl :t, 
2 

sin % " ,_ . sunt pare. 

'" 
Pentru orice :Iln - O, 

,i deci 

:Iln '" O avem de la un rang Incolo - ~ < 
2 

sin %TI 
COS:lln < < 1 

"" 
• 

" z .. <-
2 

şi deoarece cos :Iln _ cos O = 1, se obţine om,"" - 1 (teorema 1l.12). 

"" 
Ex,",ple 

tI t'uncţia aa: R _ Il definită prin 
• 

• SI:::n:..;",::. - ,dacă ","O 
sa (xl = 

t t dacA % =- O 

se numeşte "sinus atenuat" şi graficul ei este schiţat tn figura 11 .27. Aşadar, Iim i8. (~) -S t(l 

- Iim sa(xl - sa (01 = 1. 
NO 
.>0 

• 

Fig. 11.27 

• • • 
2) Avem Iim lun p3' _ Iim Sin px . P _ P tim SlRpZ =- p. 

~O 7 ~O pz Jt .... O pz 

oln V _ IIm _ t, punlnd V _ p~ (p " O <on,tant) . 
•. .., V 

.<0 

deoarece tim ...... 



ua ,..,.,,,.u lII8i .... _ Dumll .. ..,bImba'" d. variabilA" Allu .... 
• ..... ,: o. ..... D,. C •• 1 UD punCI ,. acumulare pOl,l.u D, IiIIM 111«11 III 

l _ ::t fi,). Daci u : D .... D,. .. \AI o hIDC\I ••• un pUllcl d. acumulare ventru D 

• l1li lOja) _ 1 ti ID piua. ta';'. In D .. ula) .;. II. aluncl IIm ((u(a)) M ~, IlIlt.auevar 
•• a • s·« I ,..Iru orice tir '"" .... " ..... .;.". avem u(z.) .... 1, u(znl';' 1, u.ei ((u(Zn)) .... I Se IUli 

IIUD" pe acufl, «1 punind y _ u(rl avem iim ((u(z)) - Iim ((y). 
X~ III-+J 

e) FUMlia expo1le1lliald. FixAm a > 0, a .;. 1. Se cunoa,te defin;ţ'h lui 

II" pentru x E Q; anume, dacă x =!!.. (p, IJ Intregi, q ;O 1), atunci a' = \Y a". 
q 

Daci x eate iraţional .. i se alege un ,ir de numere raţionale 'n .... x, atunci Be 

poate arăta că ,irul {a'.) ... o este convergent ,i limita lui se notează aX 
[DUmir real independent de alegerea ,irului 'n convergent către x, In sensul 

01 daci rn _ x, r~ _ x ,i rn, r~ E Q, atunci Iim ar" = Iim a
rn

]. 
n-+2:l n-+'JO 

De exemplu, 3Y1' = Iim 3 '., unde 'n este ,irul trunchierilor lui V2. 
.-.~ 

Se aratA că aX > 0, a' , aY = a'+Y, (a')Y = a'Y, aX : aY = aX-Y pentru 
• once :r, 11 E R. 

Cazul a > 1. In acest caz se obţine o funcţie strict crescătoare, care deri· 
ne,te o aplicaţie bijectivă R .... (O, ()O) :r 1 .... a' ,i se poate arăta că pentru 

orice" real avem 

(34) hOl a 
, 

adioA pentru orice' ,ir In .... ", avem aX • .... a" (se mai Apune că limita expo· 
Mnţialei eAte exponenţiala limitei). In piUA, se arată că 

(38) 

• 

1
· I • Im 

X __ 1lIl a:\: 

1) 
• -

= O. V" Ee Z. a -> 1 

V ~rificarea riguroasA a acestor afirmaţii 
Deee81tA unele dezvoltiiri mai laborioase. 

• Graficul funcţiei ( : R - (O, 00 1, ((:t:I=v!' 
pentru /1 > t are 11 "" O aaimptotii orilOn­
taIA Ipre -00; el elte de forma indiOl\l 
In ftcura IUII . 
• ta.. functiile SI .2", SI • tO", 
l' la pafioek "" _ .. na 

, 

Grafi, 
• 00 ,. , 

f) 

hiper 

Grafi, 
ch" t· 
x=c 

• ce JU 

r) 



COl"! O < 0< t. In aceat oaz avem o funcţie atrlot 
llijeotiYl f : B - (O, (0), z 1- o" ,i, In piua. 

Iim a" - O" , V " E B; Iim a" = 00 ,i Iim O' = O. 
...... ::.: .... _«1 .t .... 110 

Graficul funeţiei f pentru O < o < 1 are '1 = O aaimptotl orizontali Ipre 
QO ,i .Ite de forma indicată In fig. n.29. 

, 
yd',"'G<! 

........ ('.0 

Fig. 11.29 

, -" 
1) Funerii hiperboliee. Pentru orice zER se notează sh x= e - e ("sinul 

2 

biperbolic"), ch z = .. + .-. ("cosinus hiperbolic") ,i th x = ah " = eU - t . 
2 ch" 2"'+1 

Graficele funcţiilor sh, ch sunt scbiţate In figura 11.30. Este evidentă relaţia 
cb'!- sb' t = 1, V t E R, deci punctul (x. '1) din plan de coordonate 
x = ch t, '1 = sh t "parcurge" ramura de hiperbolă x' - ţf = 1, x >0 (ceea 
ce justificil terminologia). 

y 
y ch" 

y shx 

" 
, li 

• - o x 

Fig. 1130 

I!) Funcţta logaritmicd. FixAm din nou a > O. a " 1. Se define,te funcţi .. 
loga ritmică In baza a. log. : (O. (0 ) - R ca inversa funcţiei exponenţiale 
x \ .... aX Decă a > 1 (respectiv O < a < 1) funcţia este strict crescătoare 
(respectiv Itrict de8crescătoare). In plus . 

(37) h 19 V 'X 1) 

___ o 

(limite logAritmului •• te egală cu logaritmul limitei) . 
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Iim log.x = - 00 %. Iim log.x - 00 
~.r Kf'GD 

> 
(38) 

iar dacă O < a < 1, atunci Iim logax = 00 şi Iim log.x = - 00. 
% .. 0 %-+CD 

">. 
Graficele corespunzătoare sunt schiţate In figura 11.31. 

1 Pentru a = 10 se obţine logaritmul zecimal Ig = log ••. Un caz particular, 
extrem de important, este cel allogaritmilor tn baza e, numiţi logaritmi natu­
rali sau neperieni (după numele lui J. Neper, 1550-1617). Se notează In tn 
loc de loge, deci pentru orice x > O, se pune In x = logex. Aplicând regula 
de schimbare a bal.ei, rezultA că Va> O, a " 1, V x > O 

(39) • . In:r I 
10 • 

Remarcăm, de asemenea, că a" = eXln • = 10x 1 •• (a > O, x E R). 
h) Funcr,a putere. Pentru orice x > O şi pentru orice r real avem 

(40) x r = er Inx 

şi In acest mod, funcţia putere g : (O, 00) - R, g(x) = xr este tocmai corn· 
punerea funcţiilor x 1-+ u = r In x şi u \-+ ea. 

Mai general, dacă (, g : D - R (D c R) sunt funcţii reale şi ( > O (adiel 
(x) > O, V x E D), atunci s. poate defini funcţia ro : D _ R prin ro = 
= .,.In r. De exemplu, x" = exIn x, V x> O. 

In Incheierea acestui punct, indicăm câteva limite rema b'l I te de 
. I . I . . D' rea • e ~ga 

exponenţ.a e ,. ogarltml. m definiţia II 7 a numxrul . d d I . a U. e, se poate e uee c 
;------

(41) 

II 

In 

Re' 

(43 

1) 

• 

21 

-



de 
el 

FAcAnd Ichimba",," de vII.,iabilA x _ I , se poale demonslra cA 
y 

(42l 

De aici rezultA cA 

Iim (1 
• 40 

I 

1/) • • 

, I 
In (1 + xl l' I 1 1 . _ 1 Iim = Im - n ( + x) = hm In (1 + x)X = In Iim (1 + xfx = 

S",O % x-+O :r' ~ ...... o x ...... o 

=lne=1. 

De asemenea, pentru a > 0, a '" 1, notând aX - 1 = u, avem aX = 1 + u, 

xlna = In (1 + a), deci 

1
, aX - 1 l' u In a (1) l' __ .!I__ 1 Iffi = Im = n a ' Im = n a, 

HO % u-+<l In (1 + ul u~o In (1 + ul 
u 

In fine, pentru orice numAr real r, notând 1 + x = 2· avem 

r 

Iim \!.... + %l' - 1 = lim 2'" - 1 = Iim _....:...r· __ 
s ..... o % tH-O 21) - 1 ,,+O 2" - t 

v 

Reţinem aşadar următoarele limite: 
• 

(43) 
... ~ . - \; • .J1' 

uO '" 

(44) lim 
aX I In a, 1) , a 

.0 % 

In 2 
= r ' = r, 

In 2 

(45) (~ t x ~ I 
V r red) r 

Exemplt' 

1) 

, 

Iim 
I 

x-... o 

Iim 
"'0 

CC ~ % 

x' 

, .. ,un . 

x -

x ... r 

2 sint =- ' % ' 
2 SUl - Sin 

2 2 
= Iim ""'- Iim 

.~O x' x~O % X 
4 . - . -

~ 2. 

lIS 1. • 1. • 1. = ..!.. . De aici, 
2 2 

I I 

2) Iim (' t 4. + %')' ~ IIm (1 + 3% + x')' 
x~4) 1 +- T r ... O t +!t 

II", h+l:' 
_ e% .0 11 ·1 :lI)x _ e' 

'" , r - Sin -

2 1 lim 
2 

= -
2 HO X -

<, 
• 

• 

S8 



• 

3) Iim ... " - 1. _ tim (1."*). - t. ~t.t4~ţ In o' _ ~ In e - ~. 
x .. O J: ...... 0 z 

' 1 V;-t Vt+y-t_ 
It Punând .l" _ 1 + Y. reJ:ulHl Iim - tim 

.,.1 % - 1 w .... o 'II 
1 

_ Iim (t + y) l' - l ~., (H) t -. 
., .... 0!l 9 
Obs~n:aţi8. In ultimul timp existG. tendinţa de a IntroduCt! notaţii noi pentru Cunc. 

ţiile .I.m.nt"re: 81 N. COS, TAN (x 1_ tg xl, COT (x t- Clg xl, EXP (z t- "), 
LOGj,r 1-+ In xl, ~IN-l {% 1_ arc5in xl, TAN-t (x I~ arctg x) etc. ValorJle acestor funcţii 
pol fi l'alrulate, ('U aproximaţie, cu ajutorul minicalculatoarelor sau ou ajutorul Uflo r 

tabi"ltl spt'eiale. 

72 
Am văzut că pentru funcţiile elementare ( : D - R definite pe domemul 

lor maxim de definiţie D, avem 

Il I 
(46) 

Cu alte cuvinte, calculul limitei lui ( In punctul at revine la calculul 

valorii (at) obţinute Inlocuind direct x cu at, 

Aplicarea mai largă a acestei regUli poate să conducă la operaţii nu 

au fost definite -In R, d. tipul 

2.. O. (X) , (Xl -co, ~, 1 QO I ()O, 00° etc. 
O ' 00 

numite cazuri exceptate, Sunt atunci neceaare tranaformări ale funcţiei de sub 
limită, cu respectarea strictă a proprietăţilor limitelor, utilizAnd limitele-tip 
indicate mai sus, Nu există Insă reguli generale ,i se pot face cel mult unele 

recomandări. 

Dacă trebui. calculată o limită de forma Iim ,(x) ,i dacă Iim g(x) = O, 
x •• h(x) x-+« 

Iim h(x) = O .e spune că ne aflăm In cazul ~. In această aituaţie se reco· 
X~$ O 
mandă simplificarea cu x - at sau translaţia x - at = y, care conduce la 

limita Iim ,(<< t Y) etc . 
... 0 h(<< + y) 

Extmpl~ 

I)lim x'-I _Iim (%-1)(%+11_ 1, %+1 2 
~ _ un - __ • 

.-. % + % - 2 .~. (% - tll% + 21 ..... % + 2 8 • 

~l Iim 2 COl % - 1 = Iim 2 COl ( ~ + y) - t , 2 (î coa li - V,i ain li) - I 
= hm :l 

11 3% - 1t ..... 0 ( ~ ) • 
'~T 8 - + li -" ,-.0 811 

8 

• Iim COl r - 1 _ Iim II 3 ein r __ Va: 
... 0 aV • ..0 ar 8 

• 

o"" 
=- cx.,t 
funcţiei 

ex prelJi 

J: .U 

1) 1, 

- , 

1 n , 

De exe 

3) 1. 
% . 

, 

4) 

[n 

, ~. 



-

1 

II 

p.ol avem ue ,'aJculat ~~n Ig(~') - /t(x)] ,1 dacA limg(,c) '"' 00, llm h(:.<) = 
ti x~« .Y-+CI 

OI cJ>, atunci S6 obţjn~ ca~ul 00-00, In acest caz se recomandă transformarea, 
lunc\iei de sub hnlltă, IIU' In cazul l'adicalilor, amplificarea eventuală CII 

!'f8i' "Oo)ugatA, ,xp 

1) li", ( I 1 
x-+t x­
x>, 

- -hm -00 1 ) . x' + x 
z' - 1 lr ... t r - 1. - • ,,>, 

, l' ( 1 lar lm _ 
x ... t x - 1 ,,>, 

x' + z - 2 

"'-1 
_.....!(=-x..:-:...:Jl)!.I:\x~+~t:L) _ % + 2 3 = tim == Iim :c; - _ t. 

x .. , (x - 1)\%' + x + 1) .... , %. + x + 1 S 
%)' x>1 

-:---,) . (x - il x' - 1 l(x + il x' - 1). 1 
2) Iim Ix -il x' - 1 = hm il . - hm _ '" O. 

% ... 100 x .... «:1 % + .' - 1 x,+ao r+ V x'-1 

In cazul ~ se recomandă uneori scoaterea forţată a unOr factori comuni. 

'" De exemplu, 

x 
-- Iim 

1 x .... 
1 + - I %. 

31 Iim x,=," -: Iim _-;:.=x=== _ Iim ___ ~== 
H., il x' + 1 x.... ""(1 +;') x .... 

I % I 

____ ,,;1 === ___ -;:.=1===- ~ 1, iar Iim il x = -t. 

Iim 
H .. 

1 + 2.. 1 + Iim 2.. 
.c t ..... 0 x' 

\1 Iim Ix - il x' + 5,.) - Iim 
.r' - (Xl + Sr) = 
x + il %. + 5x 

- - 5 Iim x -5 Iim - ..... .'I: ..,.~ 

VI +2-r 1 + I 
x 

% .... _00 Xl + 1. 

__ ..,;x 
% + il x' + 5% 

-5 Iim ..... 
I 5 - - -. 

2 
+2-+ I 

r 

1 --
+.!.. 

x' 

= 

In Catul exceptAt 1', s~ utilizează limita-standard care defineşte numărul 
I 

' .• nume Iim (1 + u)" = ~. De exemplu, 
... 0 

51lim l~ + :..r + tf).\' := Iim (1 + Xl + 'l.x + 9 - 1JX = Iim (1 
JC+r. Xl + .') r + :) r .... tJJ X' + 5% + 3 x .... co 

6 - 3x )< + -
%'+5x+8 -
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, , 
hm {tK" .r)b--'/'I' _ Iim [,g (" 

• .+0 4 
··i 

JJ
'" . (1 + y _ hm 

11-+0 1 

1-1"" 
. ( 2 tg Y ) 216r II _ hm I + -

tI-+O 1 - Igy 

IIm tg" ..!. Iim 1" II. IIm. t 
CII eV-+O 2V(I-lill)= e2Y-+O V V-foOt-1k ll 

, 
+ tU)'" 
- tK ~ 

-
, -

.2 _ Ve 

t n capitolul V vom da 
lui I'Hospital), 

o altă regulă utilă pentru calculul limitelor (regula 

• 
EXF.RIITIJ, ,'olul • f' 

, 

1. SA se calculeze: 

a) Iim (x' _ 2xl; b) Iim (x' + x _ 2); c) Iim (x' - x); d) Iim (x' + x); e) hm (2.' - x); 
x-+t x-+I %-+1 %-+-1 %-+7 

f) Iim (x' -x'+x); g) lim(-x'+.'); h) Iim (-x'+8.');i) Iim (-x'+. - ·100); 
.x-..Q;I %-+<lO X-+- ao x-+-- 110 

i)limVx' ( V x' - 1 V x'- 1 x' + z 
x; 1) Iim -V x' - 1); m) Iim ~:....:~ ; n) hm ~'--~ ; o) Iim ' 

x -)0-00 • %-+1 2% x.1 I :.!x-2 I x-+G ,x3- % • .-, 

p) Iim x' + x; q) 
x-~O x4 X 

u) Iim Ix! 
%-+-00 ti x' + 4 

x)1 x>1 

_ x4 +x' 
hm ; r) 1

, x 
lm - ; 

%-+0 %3 x-+O x· 

; v) Iim 
H~ 

:r;2 + x + 1 

V x' + 1 
• 

al Iim 
.~~ 

x+l 

[ x - 1 I 

. xm + 1 

; t) Iim 
n-+- IlO 

t. SI\ S(> calculeze: 
..c'" - l 

aJ Iim ş' b) Iim (m, n tntre~i > O), 
X-+CIl x'R + 1 x-+1 xn - 1 

x+l 
• 

[x-I[ ' 

2x· - :r , .. SA se call'uleze: ) 1
_ 2%' + x a Im . , 

X-+<XI 3x' - x 
b) Iim 

%-+-«1 

2'" + x 
3x' - x 

i c) Iim 
.~~ 3,r + x + 2' 

d ) Iim 
X_-:J;i 

x - 1 xl + Xl :.! + 1 2 + 1 ; e) Iim ; fi Iim x , g) Iim x • 
Xl + x . X-+-<XI x' + '" J:-+<XI V x' + l' :11:_-<1) V x' + 1 

4. sa !:it' del~rmine asimploleJe urmatoarelor runcţii reale : 

f(z ) - " + I , ((,,) = ,,+ 2, (x) = x' ,(x) = x _ V x. _ x, 
x' + 1 Xl - 1 Zl - t (x ) - x' + l' 

x· 

((x) = x' , 
x' + 1 

2x' (x) ~ -~'---
x' + 4x - 5 

1. 81 ...... t. cA dacA P, Q s"nt runelii polinomiale reale ,1 gr P _ "'Q _ I atunci 
P(z) o' , 

l\uIcţIa n\lonall f(zl -, Q(z) .... Blimptot& oblicA op... +.. " .p... _.. (Inu'" 

...... , - .s + 6 unde .z + 6 elt. catul lui P prin Q). 

• 

• 

• 

•. s 
1 

.... C06-
z 

7. S; 

a) Iim t' 
,..{) 

(O<b<a 

g) li", ( 
;le-.. - q. 

k) Iim ~ ...... 

(V 

.) (1- -

,+ -
=- e 1.1 

9. ,; 

fiI tim:r 
H~ 

10. 

nomială 

11. 
maxim 

a) (Iri 

IIin 

t+ 

---le" -



.. 84 II .rate cA func\iile' (' R (O) I 
'. --> R. (Ix) - lin - , ,: R {O J _ R, ,(x)-

1 
.. cos -, 

z { 
2 x 

A : R 1 + .. L' k .. z} --> R, AI-) - tg 7 1 I ~n; ..... • nu au imita n punctul z .. o. 

7. SA .se calculeze 

rl+.r - l 
a) tim ; 

-'l x 
b) Iim 

.... 0 
VI + x + x' -1 , , 

, 

, 
c) Iim Vx-b-V.-b 

; 
x la % - a 

10 <6<. constanto); d)~"! (V x' + x - x); o) Iim (V x'+ x+ x); 1) Iim (x -V x.-2x) ; 
:x ...... -QO ~oo 

s) Iim (V x' - x - 2x); h)lim sin ax 
S ... -<O x+-o liz 

" ,') 1,' m -,2:...t~g,",x~--,.:!in::..:x_ ' ) l' - i l Im 
~o % s~o 

1: cos 2% - cos 4% 1) l' 1" 1 
k) IJm ; JID e- ; ro ) Iim e- %1 ; n) Iim e-x.; o) Iim 

sini z , 

tg' 2% 
, 

,% 1+ t 
e %-t • 

~ Xl %~ao x-+-ao ~QO 
\ 

%-+-00 

8. Să se determine limilele laterale 1n punctul z = 1 pentru funcţiile f : D ~ B 
(D - domeniul maxim de definiţie) următoare : 

1 1 ,zl-i 1 

a) (Ix) = 0,-1 

2 

; b ) ( (x) = 0,'-1; c) 

1 

( (x)=el.·- lt ; d) ((x) = •• - 1 ; 

= .'+1'-11 , , f) ( (x) = -=..1_ 
x-l 

g) ( (x) = I x I - 1 ; h) ((x) = COB "X + 1 , 
x-l (:>:- 1)' 

.-1 
e ' , 

9. Să so calculeze: al lim log. x; 
. ... 0 
.>0 

b) Iim log. Zi e) Iim 108, xj 
s .... oo %-+1 

x· + t tJ lim x e-x; fl Iim eU; g) Iim :.: ez I h) Iim Xl eX. 

z-+ltI %-+OXI X + 1 %-+-a) c ..... -oo 

d) Iim log.,_':x~ I 
%-+1 %-1 
.>1 

10. Dacii ,. g sunt funcţii reale definite pe un interval (a, 00), a e R, scriem "((z) < 
<C glrl pentru x -+ 00" dacă Iim ţ{x) = 00. Să se arate că pentru orice funcţie poli­

x ... ~ ((x) 
nomială PJ:r l = lloxn + aLxn- 1 + o" + an, ao > O. n ~ 1. avem 

In x C P(xl <C eX pentru x -+ 00 
, 

lJ. Să 8(' dplf'rmine asimptotele funcţiilor f: D -+ R urmAtoare (D fiind domeniul 
maxim df' dptinitle, 

I -(1'1 J .' al b) • 

sin J' = f) ((x) 
1+('OIz 

,. , 1 

I '" _ t " J I fi x) 

"'1 (Ix, i%' 1. 
x + ~ 

((x) 

1 

• --x' e , , 

sin' x , , 
+ cos x 

x 

x+ 1 
, , 

1 -x' c) d ) ( (x) = , e) ((x) = ((x ) = e ; , 
eX - 1 

1 
h) ((x) = 

x 
i ) ((x) -g) fIx) = 

, , , , 
sin x eX + 1. 

Vx' + ~ , 
• 3x a 

1) ((x) - In (:t' - 1); k ) ((x) -
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• 

• 

(d tip"1 1 ,,), 
11. Să ~tl l· ... lcult'ltl Iimilt'lt' uruHHV8N ti t 

l ;t + 1 _)" 
.)1i1l1(19_~~).-3 b) IIm (x+ I

)'; e) ilHI V--.,'+'i ' 
d) Iim \.1" ,)t. "1 

... s I x .. ..o.t+~ )..«1 

• • , T 

-- . 
1 

ti) Iim (.tI + z + t )Y=i i fi lilll (elg ;r)lV 2 .... I gl ~~ cOl r 
":+- IIO x' · · % + 1 rr 

'''Ţ 

d 
ner. reale Itrlc! potiUvo. sa iti "",1.0 ct 

18. Fie a.n -+ a un ş,ir r.onvergent e nUl 

t 

tI I IncAt pentru lunclla f: R - Il, f ·. ) -
1 •. SA se determine constanta k e R ilS e I 

= Vii _ V (z _ 1)' + k, dreapta y ~ 1 să lie asimptotă orilontaU!. spre + ~ , 

1. Dacd a 48U un nwnlJr real, s4 se arau cd şirurile %~ -= 

.unl con~t!rI6ntt! t:dlre a şi :&~ < a, .~ > a, V n jir; t. 

Soluţu . Fie E > O arbitrar fixat. Se observă cA 

1. 1 
0 _- z ~a +­, . , 

n n 

1 
I x; - o I _1- ~ 1- ~, I z~ - o I n 

n .. t 

OacA punem condiţia 1. <:', atunci n>.! şi. ca atare. alegând N nalura l u Uel lnctt 
n & 

N> .!. . rezultă că I x~ - a IlIK ..!. < E. I x~ - a \ - ~ < t pentru orice n j) " ' , 

e " n 
Aşadar, l'~ -+ a, x;, -+ a . 

(n 1)' 

Sol,,'ilt. Se verifica. uşor că O ' , 2 'O L 1 ~ ~ an ~ '1 " "" " - pentru .f1ce n" 1. Apoi 
2 

~....:.2' ... +..:.' _ 2' 2 [ 2 
Gn-t. - an - -:: - - 1) 

[In + t)I)' (ni)' - (ni)' (n + 1)' - "O, adică o ... ," o., "similar 
bn.t. < hn pentru orice n;;' '1 ..... "da b I . ~ r am ee ,iruri lunt monoton d~' I"tJI(".ItOlre. 

2' 1 
Deoarece O "\P ! o, < ;;j < - .ntru n;> 6) ~i O " bn ,,_ Ip.nlru n ~ !) rOiultA ,1 

n 2"'" I 

an.-f> 0, b,. -+ 0, av1icA.nd teorema 11.4. 

8. S4 ,. o,.a.re c4 pen'ru arie. ti > O (UIt'" l' V -Im (1 .. 1 . ...... 



SoiUl;·· PNilupunem ca Q > t ti notAm era 1 _ z". Atunci, z" ~ O ,1 el _ (1 + 
+ .%',,1" > /I.,rA, d~l'i O C' .-rn < !. ,i, ca atare, xn ..... 0, adiel ra -+ t pentru n ..... 00. 

11 

ft . 

DacA O<a<l.alunl'i ;'>1 ,1. caalar •• v; .... 1. adică~ .... 1. d.cirG .... 1. 

4. S4 ,. arat. c4: a) dCJC4 o (uncţi« (ara limita 14 .'4nla 1, (re,ptJCti" la dreaptG ldl Intr-un 
pwu:' a-. ti R, "tunc, 

1, =al lim ((.xo - .!..) 1 respectiv ld = Iim ((xo + .!.), ne N; 
n-.ao n n-+ao n 

b) clard penu-u f: (O, 00) -+ R exi,UJ. 1 = Iim ((x), atunci 1 = Iim ((n), dar nu,i reciproc. 
""'00 ft.-+QI) 

n.N 

Solulie. al Este suficient să alegem şirul x· = Xe - !. (Şi respectiv x· = %0 + .!..) 
,. n\ ,. n 

şi alunci f(x~) .... /, (respectiv f(x~) .... /,t) . 

bl Deoarece .xlsta 1 = Iim ( (x l. rezultă că pentru orice şir "'n .... '" (din domeniul d. 
x_ .. 

deliniţie al lui fi avem ( ("'. 1 .... 1. Luând "'n = ". rezulta ((.1 .... 1 

Pentru partea secundă, să considerăm funcţia f : R ..... R, definită prin 

X, dacă x:;:' 1, 2, 3, , 
(("'1 = 1 

- • dacA x ~ n, n;' 1 Intreg, 

" 
Avem Iim ((ni - Iim .!. = O. dar limita Iim ( ("'1 nu .xistă . 

n-+oo n 

6. Sd se calculeze LtmiLele laterale tn punctul x = 2 pentru funcţiile " 8, h : R -+ B 
urmdtoare ; 

I :x _ . h xl = - 2 I { X dacă x.; 2 { sin nx, 
( IZI = "" + x + 1 • r lx ) - 2x + 7. dacă x > ~ . ( x' • 

dacăx<2 

Soluţ~ 

hl2 

( 12 - O) = Iim ((x) = O. ({2 + 0\ = Iim ((x ) = O; 
%~2 %~2 
%<2 %>2 

O) = Iim", = 2 

H' x<' 

şi g(2 + O) = Iim (2x + 7) = 1\: .-, .>, 
O) _ Iim h{.x) = Iim sin 1'1:% = sin 27t = O 

%-1>1 »+2 
şi h(2 + O) = Iim "" = •. 

x~, 

x <2 %<'2 x>, 

6. SI' c"n,,,J~rlJ. f,lnrltll ( : R -+ R, de{tnillt prin 

9. docd r < I 

( IT) - 2x + P. d.cd r > \ 
q ,d(&('(I r - 1 

• 

• 
Uhti,. P '1 '1 .",,1 pt'Jmm,-trl r"""U , P,ontru con ,-'a lor, (lle I"i p " q (untlu,. far, 
punclt.tl z _ 1? J n (I' ('IJ' ac~td hmlt4 .,te elala cu ((il? 

'imita fn 
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.I'oluJi.. Av.m III _ O) D Iim 1(.·) _ Iim 1< _ g)- 1 - g, 1(1 + O) - ~'~I"<) .. 
~ .1 It. +1 «>1 
x(1 x<t . 

_ .m (2z + p)_ t + p . Aplictnd teorem. 11.7, c"ndiţl. CIi ( d. aibA IimilA In punctul 
ul 
x:> I . 

.r _ t Nltt l'tl t _ q _ :.! + p, adica p + q :;a - 1. . Apoi ((i} - q, dtlCl mptunllul la tll~". 

barea secundA se obţine rez.olvind sistemul t - 9 .. 2 + p - 9. de unde 9 - "2' p - ... ~ . 

7. Sd H caku/~Je 

Soluţie . 

1 _}. Ix - 1)' 
1 - lm , 

%-+1 xl -1 

I -}' 1",-1)' 

1 -1)4 . VX-l 
1 ce Iim x şi 1, __ hm .~ • 
, x .. t (Xl _ t lt fi" x - 1 

x-l 
; Iim =-....0._ O; 1- ,m 

<-+1 (x + 1)(", - 1) x .. t x + 1 

't = Iim (x - 1 )t =- Iim 1. z::..!.. • 
• oi (x -1)'('" + 1)' -..1 Ix + 1)' 16 

Tinind cont 
_ %-1 ar ",-1 . 

cA II .. - 1 = V .. + 1 ' " .. - 1,; r;;; + ti .. + 1 ' 
rezulta. 

11"% - 1 
V"Z-I 

= ti;> + rx + 1 penlru orice x .. O, '" '" 1, deci 
11"%+1 

1, = Iim r;;. + rz + 1 = ~. 
s .. t "rx + 1. 2 

H. S4 $' determin.e asimptotele funcţiilor' : D ..... R urmdeoare (D fiind domeniul maxim 
de definiţie): 

2xl - 1 r 
c) ((x) '" 

r-h+4 
a) IIx) - b) IIx) - • • • , , , 

x· - 1 Ix' - 4 I x' - 3x + 2 

d) ((x) ~ 
sin x 

• 
",-1 

SoIUji •. a) Funcţia (este definită pe D= R"{-I, 1). Dreptele ",-1, x= -1 sunt 
R.simptote verticale şi dr~pta y_ 2 esLe asimptolA orizontală spre - 00 şi spre + 00 . 

b) Dreptele x-=~, x = -2 sunt asimptote verticale; apoi, deoarece Iim ( (z ) ':: 0:), 

Iim ft:r:) - -ce, runcţia nu are 8simptote orizontale. Studiem existenţa asimptotei oblice 
""'-00 
spre +00; calculăm m _ Iim fi"') = Iim 

%.OO:C %-+00 Xl - " 

_1 şi n - Iim V(r) - mr) -

_ Iim [:' _ x] = Iim (r _ x) '= Iim 4x = O. 
Xo+OO I:r: - 4 I %"'00 :r:' - 4 %-+00 :r:' - 4 

Aşadar, y = r .. t. 

asimptota oblica. spre +0:). Similar, se obţine cA y::::r. X este asimptotA oblicA şi spre -00 . 

c) Funcţia (este definitii pe mulţimea D = R,,{', 2} şi fir) = x'- 2, V r _ D. • 
x-' 

Dreapta :r: = 1 este 8simptotA verticală şi dreapta y =- teste RsirnptotA oril.ontalA (spre 
+00 şi spre -00). 

d) Dreapta x = 1 este aoimptottl verticalil; apoi Iim ({r) .. IIm 1 'sin.t: = O 
.x: .... ao a .... cc ~ - t 

,i!~!(%)- O, deci axa Ox este •• imptotil orizontalil (spre + 00 ,1 apre -00) 



•• Se cooald.rI l"""fiU. 1 • •• A. (O, 00) ... B dollnlle prin 

s+..!..-V8. 
10' 

S4,. - <il dCICIJ. '" • (1,10'), .tUllei A(",) '" ,(",) '" f(z) ,itot..,i Iim A(",»lim ,(",»Um f(",). 
Z+CI »+10 .le .10 

SoI"fU. Inesalltatea A(",) '" ,(",) revin. Ia 
'" + ..!.. '" V '" + V "', adiel It '" 10' 10' 

.. V;; adiel '" '" 10'; .e probeazA .imilar raptul el ,(",) '" r(z). Apoi, prin calcul direct, 

re,ultA Iim A(",) - 00, IIm 'Iz) - ~ şi Iim f(",) _ O. Nu .. te nici o contradicţie cu regula 
S-+40 JC -uo, 2 %-+ ~ 

• 

d. pAstrare a InegalitAţilor prin trecere la limitA, deoarece inegaUtAWe A(",)) '" ,(",) '" f(z) 
au loc aici doar pe un interval mArginit. 

1 
1- -

, A l 
1 + .!. 

A 

ain' (z + A) - sin' x 
l,=lim 'i 

h ,o A 

It = Iim - - - , z" O; 1 [1 1 ] 
h-+O A (z + A)' .,. 

t 
1, _ Iim (cos A)fiJ 

h-+O 

• 

Sol"fio.!, - Iim A-I _ - 1 ('Ub (orma Iniţială limita era In .. zul exceptat ~00)1 
h-+oh+l 

avem succesiv 

~ = Iim.!. • .,. - (z + AI' = -Iim A + 2z = ...:-:::,;2:.. (,,"ui 00 . O); 
h-+O A .,. . (x + A)' h-+O x'(x + A)' .,. 

1, - Iim x + A - '" = Iim 1 - = 2 ,~ ("ZUI f); 
- h-+O A (V '" + X + Vz) h-+O V '" + X + V'" v '" 

1, r x+h-", _ 

- h~~ A (li (x + A)' + tt x(x + A) +r .,.) 
r 1 _~("ZUI~); 

- ~~ t'(z + li)' + ~ x(", + h) + ~ 817 III' O 

, . [.in(., + A) - .In .,Hain!x + Al + sin xl _ 
.. - hm 

h-+O A 

2 lin! <<li r '" ci- !) ·2 'in( '" + ~ Ioas ~ . lin A· lin (~'" + A) ~ 
2 2 _ hm 

- IIm , h-+O A 
" .. o " 

_ (IIm lin A). Iim lin (2" + A) _ t . lin 2" - lin 2:<. 
" .0" ~.o 
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• 

In aI'~t, Umlta 1 • • te IU uaaul ttxcaptat t -, fl MUI "'C4llltfA pttJUCht"'* ttl.JJrttllei 
d. lub limitA: 

• 

I 

'An ( 1, -!Jm (1 + COl A _ I)n _ IIm (1 _ ~ lin' ;) - IIm t-
-'.0 " .... 0 ~" .. o 

I 

• 

• -1 "'n' T " " h .lnl,·ln" 
_'_"_"_1 -Um ' ,,+0 l~ " -II.. l '-Y 

=-eh .... O h' _& 

al an+l -= 1 + o!, " .. O; 
t 

b) 4n+t -= On + -. 11" O • ... 
• SOluţi.. al Şirul (Gtt)n~o este monoton creacAlor J tIn+1 - a" - ~ - 4n + 1 > 0, 

deci 4,...1> Gtt, n .. O. Şirul este deci monoton ti, ca atare, are o limitA. 1. DacA acealta. 
limitA ar ii finită, ar rezulta' =- t + 1', ceea ce este absurd, Deci Iim lift .- 00. 

b) Avem .... , > .... n ;O O .... cum se verificA imediat prin Inducţie. RatJo.lnd ca 
mai lUI. rezultA. Iim Gtt= (O. 

11. S4 H G/'Gta c4 dacd (eIn),.>o .,ta "n ,i, COlU1,rl,nt, atunci lim (0'11+1 - an)- O, 
,,~.o 

W I'OCiP""'" .... l.ud. 
S.IU/u. Preaupunem cA ...... a. Atunci 1 .... , - ... 1 = 1 (aM, - a) + (a - ... II .. 

.. 1 a,,, - al + 1 ... - al • deci lim (anII - ... ) - O. conrorm corolarului 281 teoremei 11.4. 
n~" 

Pentru a vedea cA reciproca eate falsă este suficient ai1 considerAm exemplul 

'n - 1 + .!. + ... + .!. (din exerciţiul H. do la pag. 74). 
2 n 

111. S4 .. ",.,mi .. aeR GI'I.IIn<dl (u1I<l"' (: R,-{t) - R "(iIIi'd prin 

a In (3 - .,). dac4 z < 1 

fi.,) - dac4 ., > 1 14 aiM limiUJ ln punctul % .- , . 
• .,-1 

SoiU/u. ((1 - O) - 2' -1 Iim a In (3 - .,) _ Q In 2. ((1 + O) _ lim 
x~t. :c<t z-+t, %>t % - i -

2'''-~ 2'-1 
- Um - 2 Iim - 21n 2. Condiţia din enun. revine la f(! - 0)-

1J .0. _>0 y • ,0. v>O y 
- f(1 + O) •. deci _ - 2. 

u.. 'io f: R ... R o (ll1IC/u pui4dic4 n.con.l4nl<!. Sd .. ""' .. 04 ( nu "'" lintil<! ,. 
plUte"" 00, -00. 

So/U/io. Conform ipoto.ei .xiaIA T> O .. Uel IncAt f(., + T) _ ((,.) pentru ori .. 
•• B. Deoarece f .. te .oconotanlA. oxialA _. 6 • [O. TJ .. Uel IncAt ((a) "((6). Conald .. 
ram tlrurlle.,~ - n + nT • .,; - 6 + nT. n .. O. Evident .,' ... 00 ,,' -+ 00 ,1 f(z') _ 

. '" '" " - f(a + nT) - f(al. f(.,.) - f(6 + nT) - ((6). deci Iim ((z~) " Um f(a:~). Atad.r, (DU 

""00 ...... e 
UIt Hmlll In punctul 00. Se procedoul Ilmllar pentru _ 00 

Ob ... • .,io. In particular, func\11le COl. lin nu au Umili In punotele ... -00 . 

• 
• 



" ,. 
• 

16. sa ..... t. ca runclla f: Il ... Il, f(z) _ .. (1 + 2 ain z) nu ... Umll.\ .p .. + 00, 

Solulu . .r; - "" .... 00, z; - - !!. + 2n1t .... 00 ,l '(:r~) _ e"" ..... COl (z;) ~ _ 00. 
2 

deci 1100 f(z) nu exlatl . • •• 
le. FI. f, , : D ... Il dow4 fIUle/ii ,i " • I un punc. do .. umul.,. p'''lru D. P,... ... 

p .. un cd .zul4 llm (Iz) - O,i c4 ,.,~ m4r,illit4 «"11.'-0 ".ein4t.a'ea CI pune'ului CIt. 84 .. .,..,. ..... 
lin te t ,.Um (f,)(s) - O. Ca o apliC4/io 14 .. ..,.,.,. <4: a) IIm _ O; b) IIm'" slrt __ 

..... • .... QD ~ --+O z _>0 
_ O (k> O, ..... 1); e) IIm .x (1 + 2 sin z) = O. 

'' ..... -Il10 

SoIU/u. FI ......... " un ,Ir oarecare d. puncte din D'- (" 1, deci f(".) .... O. Dooar..,.. 
fUnclla , eat. mllrginll.\ Int,·o vecinllate U a lui ", ,i cum " •• U pentru orice n > N 
(N convenabil), rezultl ca ,Irul (,( .... )}.t .. N este mllrginit, deci 

(f,) ( .... ) - f( .... ) . 1("') .... O, adica lim (f,)( .. ) = o. 
a •• 

a) LuAm D - (O, 00), f( .. ) - .!., ,Iz) = lin z, " _ 00 • .. 
b) LuAm D - (O, 1), f(z) - "., ,Iz) = lin.!., " _ o . .. 
c) Luam D - (- 00, O), f( .. ) - ... , ,( .. ) ~ I + 2 lin z, " _ - 00 • 

• 



Capitolul III 
INUE 

Ideea de continuitate a unei funcţii 8-a desprins din reprezentările Intui­
tive •• upra proce.elor In de.fll.,urarea cărora nu apar .alturi, ruperi. Noţi­
unea matamatică de continuitata cere o definiţie precisl, care Iă conducA 
prin raţiona menta corecta la degajarea proprietăţilor funcţiilor continue, 
importanta In aplicaţii ti In dezvoltări taoretice ultarioare. Conceptul de 
funcţie continui s-a definit relativ târziu ,i .. ta datorat In principal lui 
A. Cauchy (1789-1867), B.Bolzano (1781-1848) ,i G.Darboux (1842-1917). 

§ . unCl" continue Intr-un punct; funcţII continue pe O mu Ime 

• 

Considerăm câteva exemple. 

t) P".upunem că p •• axA.e mi .... unlt.rID un mobil care la momentul. - O .. afli 
In origine. Dacă vlt ..... presupuBA oonatantl. a mobllulul .. te ". atunci notind ou .(.) dI.· 
tanţa parourd de mobil In timpul., relultl ca .(.) - " . " V. > o. Graficul .000tei funclti 
• :[0. ",,) ... B .. te indicat In figura IIU. 

~) Con.lderlm funcţia U : B ... R dennltl prin 

U(I) _ J O, daci • <.. . .. fixat, 
1 U .. dacă 1> .. 

avAlld grafioulln figura III.~. (U, > O filncl o oon.tantl). Reamintim ca "~ile oo",puDd 
lntervalelor d_hiae sau aemidelchtll. . 

In exemplul I funcţia, DU are salturi, graficul .. ~ "neintrerupt". In exemplul I 
funcţia U are UD salt, .. U o clifC<llltbluitate, cum ... pune, In punctul ... , 

• 
d 
f 

e 
n 
c 

, 

I 



81 'une\la (: ..... d.llnltA prin 

((_1 _ { i, duci ~" 2 
8, duca % _ 2 

are Ullllti In orloo punot, Inclualv In punctul ~ _ 2, 
dar Intuitiv .. nu poate Il cona1d.ratl continuA In 
punclul ~ - 2 (111"1'& 111.81. 

• 

y 1 li)) , 

,o, I J .~_ ~ .. t .lrrIt~3~_ 

2 

Fig. JIU 

• 
" 41 Dact (: E ... R eate o runcţle ,1 a • E (E c: BI 

.. t. un punct lIut, calculul lui ((al poate p .... nta 
mari dl!lcultAţl In unei. CAlurl. Din aCOllt motiv eat 
",t .. datA util d. a le preceda In modul urmltor~ 
.. oonald .. A o aproxima .. 6 ... 4, 6 .. E ,i .. calcUI;"',A ((61. Intrebarea naturall oare 
.. pune est.: eproxlme .. ' oare (161 po (lai? Dact da, put.m .valua .roare .. comiat? 
Sau pute.m alege o aprcxlmare 6 ... G. Bufieient d. bunA utr.1 Incit eroarea 1(161 - ((aII 
al Ile ma. micA decAt un numAr pozlhv arbitrar !lxat dinainte? 

Rbpun.ul 1. R"""te IntrebAri eat. afirmativ dact ( verificA a .. -numlta proprietate 
de a li continuA In punctul a, proprietate ce va fi definitA In cele ce urm ... ' . 

• 

Vom fixa In cele ce urrnead următoarele entităţi: 

Ne va interesa nu 
dar ,i In punctfLl a. 

numai oomportarea lui ( In vecinAtatea punctului a, 

J I 1. __ ' o , __ , • .. • • , 
• • v .t ni (Inl ti O 11 • PUllt. 

Dacă funcţia ( nu este continuă In punctul a ea se nume,te 
in acel punct. Dacă a este un punct izolat al lui E (adică există o 

vecinătate U a lui a astfel IncAt U n E = {a}), atunci condiţia anterioară 
elte Indeplinită automat ,i ( rezultă continuă In punctul a. 

Să presupunem acum nu numai că a E E, dar că a este ,i un punct de 
acumulare pentru E (deci există un ,ir de puncte an E E', {a), astfel IncAt 
4. - a) . Atunci definiţia IIU eete echivalentă (folostnd definiţia 11.4) cu 
faptul că limita funcţiei (In punctul a există ,i este egală cu ((a), adică 

(1) Iim ((x) = {(a). 

t n cazul clnd E = r el, Pl, faptul că (elte continuă In punctul Il revine la 
aceea că exiltl limita Iim fIx) ,i aceasta este egală cu f(Il). tn mod limiJar. 

X+-.... )./I 
f eate continuă In punctul P dacă ,i numai dacă Iim fIX) exiltă ,i este ep.ll 

.... tIC":' 
~~) l 

Dac .. funcţia I eate continui In fiecare punct al mulţimii E, atunoi ea N 

nume,te pr mII 
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• 

Rtlintm (ti pentru a PURt' problema conlinuititli. sau disconlinuititlli 
fune"i Intr-un puncl esl, neW'ar ca (unetia sti (ie d,finilll In acel punel. 

Un rezultat important \1 con.tituie 
rE O E III 1 (-1 cara I u • nUltitt 

le f I ,1 a f n' hlvalfllUl urmlw~1 mal· 

I are 

F tiM I Inul In pUI tul a 
• 

,Ir P litru or 
mila ( ), 

Penun orI e. 

a • 

existA 3 

E, n 

) olnzlllld de .... I'tl ,~. 

p n ). 

I 

Dacă a e.te UII punct izolat al mulţimii E, atunci afirmaţiile teoremei 
lunt verificate Intotdeauna. Dacă a nu e.te un punct izolat al mulţimIi E, 
demonstraţia repetă pe cea dată la teorema 11.6, pag. 53, 55 (eohivalenţ& 
condiţiilor a, b, e), Inlocuind 1 cu (a), şi nu o vom relua aici. 

Avantajul de a di~pune de mai multe proprietăţi echivalente conotă In 
faptul cA unele rezultate privind funcţiile continue .e demon.trează mai 
limplu utiJizAnd una sau alta din caraoterizArile pe care le avem acum la 
IndemAnA. Afirmaţia 3° se mai poate enunţa astfel: pentru orice. > ° există 
3 > 0, 8Itfel Inoât de Indată ce x este o a-aproximare pentru a, {(x) Iă 
fie O .-aproximare a lui {(a). 

SA remaroăm oA proprietatea de oontinuitate a unei funcţii Intr-un punct 
e.te localA, depinzAnd doar de valorile ei Intr-o vecinătate a punctului. 

O funcţie poate să fie continuă Intr-un punct a şi discontinuă Intr-un 
punct oricAt de apropiat de a. 

Un alt fapt remarcabil Il constituie proprietatea unei funcţii continue de 
. "pAstraJ'e a semnului pe o vecinAtate", anume: 

n._ . ..... ,,-

I ntr-ad .... Ar, 

să notăm A = {(a) şi să presupunem A > O; alegAnd vecinătatea V = (.!., ~) 
2 ; 

a punctului A, există o vecinătate U a lui a a8tfellncAt pentru orice x E U () F-

să avem (x) E V, adică ((x) > ~ > ° (se procedează similar daoă A < O). 
; 

Presupunem că viteza unui mobil este funcţie continuI!. de timp. Dacă estR 
strict pozitivă la un moment '., ea rămAne strict pozitivă Intr-o veoinătate a 
lui '. (In particular, mobilul nu poate fi oprit instantaneu, ceea ce explioă de 
ce proprietatea anterioarA esta numită proprietatea de inerţie a funoţiilor 
continue). 

Inainte de a trece la exemple, stabilim un criteriu util de continuitate, 
I f~I~.ind limitele latarale. Fie (: E - R ,i a E E. Dacă In punotul a există 

hmlta la stânga (a -O) ŞI In plus (a -O) = (a), atunci se spune că ( @ste 
ronl,nud la .tit,.,a In. punct~1 a. In mod similar, dacA există ((a +0) fi 
f(a +0) = (a), atuncI funcţIa (s~ nume,te conlinud la drrapta In a-
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, 
I 

Are 100 un ~zultat analog teoremei IIU pentru funcţiile oontinue la 
dreapta (relpectlv la stAnga), pe care nu-I mai explicitAm ,i care se demon­
ItreazA (cu modificAri evidente) asemAnAtor teoremei Ill. i. 

Trebuie remarcat cA, dacA E = [IZ, tIl, atunci continuitatea funcţiei { In 
punotul lZ (re~peotiv ti) este echivalentA cu continuitatea la dreapta In puno­
tul " (respectiv la ItAnga In punctul ti) a funcţiei {. Se poate IntAmpla ca { Il 
fie continuA la stAnga In " fIrii a fi continuI la dreapta, sau invers. De exem-

. x, dacI x " 1 
plu, funcţia {(x) = x, 2 d este continuI la stAnga In punctul a = i, 

, acăx>1 
dar nu este continuii la dreapta In acel punct. Dacii Insii {este continuă, ,i 
la stânga ,i la dreapta In punctul a, atunci, raţionAnd ca la teorema 1I.7, re,ultl 
condiţia (1) Indeplinitii ,i deci { este continuă În a, ceea ce aratii coerenţa 
definiţiilor date. 

A",dar, dacA pentru o funcţie { : E _ R ,i pentru un punct a E E, care 
este punct de acumulare pentru E n (-00, a) ,i pentru E n (a, 00), există 

{(a -O) ,i f(a +0), atunci 

O) 

Oh8tN'aţiş. Se poale pune urmAtoarea. tntrebare: daca, . E -+ R esle o runcţie continui. 
p. E li dacA b ~ E, existQ sau nu o Cuncţie G : E U (b) _ R .. tiei Incat G(x) = g(x), 
Vx e E şi G 84 fie continuA tn punctul b? In caz afirmativ, se spune că ,este prelungit4 
priit conlinui'att tn punctul b. Remarcăm că dacă existA şi este finitA limila 1 ..... Iim g{z), 

:w; tb 

atunci deCinind G(b) _ 1, Cuncţia G prelung"!te Cuncţla I prin continuitate In punctul b. 

Dacă o funcţie { : E _ R nu este continui Intr-un punct a E E, de,i 
limitele laterale In a existii ,i sunt finite, atunci se spune că a este un punel 
de discontinuitate de prima speld pentru funcţia (; punctele de discontinuitate 
care nu lunt de prima speţă se numesc de apela a doua. Se poate arăta cI 
discontinuităţile unei funcţii monotone pot fi numai de prima speld. 

E"mpZ. 

1) FuncţH la polinomiala, raţionale, trigonometrice, exponenţiale etc. lunt continue 
pe orice jnt~rval pe care sunl delinile. De exemplu, runcţiile f, " n, R -4> RI f(zl =- Zi -

- z + 1, ,I.x\ _ ain 2%, hlz} ~ ~ sunt continue pe R, iar funcţia u : (- 00, O] ...... B, 

ul,)_ V - x .. te continuI! pe intervalul (- cx>, O]. 

2) f'unrţi • . modul (: R -+ R, (x) _ 1 xl, este continuQ In punctul a-O, deo.r ... 
(a _ O) _ IIm I-xi _ 0, (a + O) _ Iim x-O ~i (Ia) - 1°1 - O. 

% ... 0 % ... 0 
~ <o %>0 

C. un olt e.omplll, studiem contlnuilat •• runcţiel (: 10, CX» - R, dlCioilA prin 

((xj - { 
x , d.ct O < e .. t 

2~ + t, dacii II: > I 
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Pe Intervalul dt."IChl. (O, 1) 1;1 ...... 11 ((.e) _ x ti f ealu (,;onllmlt, 
IRI' pe intervalul (t, 00). ((J:) _ 2.&: + 1 elte, de uemeOM. 
continui. RAmAne de .ludlal cuntinultatea In pUllctul a; - t 
Dar ((1 - O) _ IIm ((%) _ IIm r - 1, ((1 + O) - IIm ((%)-

%-+1 X-'l .-tt 
x<t &< a> 

~ IIm (b + 1) _ S ,t ((1) _ 1. Deci (nu .. t. continuA In 
Ji:_·.t 
x>, 

punctul z _ 1 (8ee.l punct etLe un punot de dllconUuultltltl 
de prima apeţA pentru fi. Orallcul lui ( eate Indicat In 
llgu ra 111.4. 

8) ReluAm .xemplele dat. In 1.1. In exemplul 1, 
'(') = 11' t eale funcţie elementarA pentru ,> 0, decI etle 
funcţie continuA, In punctul ,- O ea eate, de &JemeoN, 

continuA. ro exemplul 2, funcţia U este constantA, deci continuA pe fiecare din Int.el"­
\valele (- 00, '.), ('o, <:o), iar tn punctul t::z to este diaeonlinuA (de prima speţă) . In tine, 
funcţia ( avlnd grallculln IIgura II J.3 eate continuA pe mulţimea R' {2 1, iar In punctul 
4 - ~ BVem ((~ - O) = ((2 + O) = 1 In timp C~ ((2) = 3, deci ( IlU este continuA In 
Rort'St puncl (având o discontinuitate de prima speţA). 

fig.rru 

') Con.id,rdm luncţla f: R'{I} _ R, definlld prin 

((%) = { r, dacA % < I . 
0, dacă z> 1 

Deoarece f(1 - O) = t, (11 + O) = O, ea nu poate li prelungitA prin contlnuitat. In 
punctul It = 1. In schimb, luncţla , : R' {I I _ R, 

,Iz) _ { r , dacA % < I 
2 - x. dacA % > 1 

poate /1 prelu.ailA prin continuita te In punctul % = I (definind , (1) _ 1) (ligura III.S). 

f 9 , 
. I • 

°I 
x • 

a b 
Fig. II 1.6 

~J DAm un exemplu de funl;ţie care nu eate continuA tn nici un puncl, anume funcţia 
lui Dlrichl.t , : R .... R. 

,1%) _ { 1, da'" % .. t. raţional 
O, daca It eale Iraţional 

Oralicul lui, nu poate li tr ... t. 
DacA a • q, alegem %~ - o(cu toll %.' • R"Q) Atunci ~(') O O t 

'" T ~ - ... pen ru " ..... 00, 
In timp ce ,(o) - t. Similar, dacA 4 • R,q alegem It" (t II " 1 _ . _ ," ... a CU o ~",. Q) ,i .tune 
,(%.) - 1 "ft~':!' (It.) - 1,1. timp ce '14) - O. Atadar, , nu .11. con Unul In nici un 

punct o • 8 . T ... t. punctele dreptei ... al. lunt dlaconUnulIAţl d • Ipeţa • doua pentru , 
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u n nu. 

TE O 11 E UI. 1. l'I " S _ R E R fat:::: tU c' 
un I /1 ,rlllp tiv E, tuncl fun IUie I , '(1 lant eo t nn 

• r p ti,. li, dal·a I(a) t6 1), atunel f eat In a pe 

( 

D"IIDTlSlTajit, Conform oblervaţiei 'Acute dupA d " 'ţ' III 1 
d d I l

e mI la "ne vom 
ocupa oar e cazu n care a elte punct de acumula I lţ'!' E C , l' f ) re a mu lm t , on-
tarm ipotezel, un (z = ((a) ,i Iim g(z) = g(a), Atunci 

S-foa s-...o 

~! (f ± g)(x) = ~! [((z) ± g(z)] = ~! ((x) ± I~,!g(x) = ((al ± g(a), 

adicA ~?! (( ±g)(x)= (( ± ,)(a) ,1 ut'el am probat relaţia (1) din definiţia lIU, 

Similar se procedeazA pentru L, , 
, 

1) Funcţia f : R -+ R. (("') = sin", + "'0 este continuA pe R ca sumA a 'tIouA runcţil 
'continue. 

2) Funcţia ( ("') = Ig", este contind pe intervalul 1 = ( - ~. ~) pentru cA eat. 

"lui ((z) = sln;r "doul rnncţli continue ti numilorul nu .. anulea'" pe 1, 
e .. '" 

(D. amel, tn ambele cazuri runeţiUe considerate sunt elementare), 
3) DacA , : E -+ R este continuI! ,i ~ .. R, atunel ~f este continuA (ca produsul 

n 

dinl .. f ,i o ru n_ţie constantA), Orice runcţie polinomialA P, PIx ) - }' ~"" .. te con li· 
r.:'o 

n 

nd penlru cI! esle o su mA finitA de runcţii continue, onume P = }' G~ , ( 1R)~, 
t::I! 

rEO RE 
lune111 re ie ,1 h 
punel '1 t" 
In pUnrt • a 

111.3, Fie (' E, • F: g E. R I/'. E n) donA 
o ( fl1l1rlla lor rompn A. l1aeA ( r te onUnnl tntr-un 

este fontl'1uA fn pun tII b flo), atunci h e te continuA 

D<monl1tratie, Fie orice ,ir Xo -+ a In EI' Trebuie arUat e! h(xn) -+ h(a), 
Der fIx,) _ b = f( a) In E., deoarece f este continuA In a ,i, mai departe, 
g(f(x,}) ... g(b), deoo rpce g este contind In b, adicA h(xn) ... g(b) = ,(f(a»=h(a), 

Ultima P8rt~ 8 e nunţului eate o con8ecinţ,A a primei pArţi. 
Cu 8eeM,i demonatraţie se poate stabili o propri,etate mai ,generalA, anume : 

daca a este un punct de acumulare pentru EI '1 dao! eXIstA IIm f(lI:) = b 
.~ 

b EE., iar I esUl continuA In b, etunci exist! I!'!!.g(f(x» = g(6), Plulul de 
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1 a poate ,1 nu aparţl'" lui EI, 
,eneratitat •• ste dat d. faptul c' punotu 
Relaţia anterioarA se mai sorie 

Iim g((("» - g(~~ ((,,» 
••• 

. . . d comu/d cU limita. 
'1 se clte,te: orice (uncţie coII/mu r Il punct de aturnulare al 

ConsiderAm, de as.menea, urmAtorul c.~: le i fie Iim ((xl _ b, b fiind 
mulţimii E, (dar a poate oA nu aparţinA lUI E,) , ,.. . 

• 'stA O veoinAtate Va lUi Il •• tfel 
punct de acumulare al mulţimii E,; daCa eXI . (l . .. (1 .,. 

b . dacA hm g y eXIS.a n n) 
IncAt pentru "E (V n E,)".. {a}, ((")" '1.... ' 
atunci exiotA Iim g(((,,)) = Iim g( y). 

S-+G _ ... tI .' 
Demonstraţia se face exact ca mal Inainte. 

Eumpl< 
IImf(;tj . . 

t) LuAnd ,tu) = eu, rezultA 

= lin lIm f(z) ete . 

l"m ell') = .. - ,i pentru, - SI' ((z), lim son ((z) _ 
I ;It I C. .-

..... 
~) Funclia h : B -+ B, h(z) = e-" .. te continuA pe R, deoarece este obtinutA prin 

~ • 1 .... u compunerea tuncţiUor continue z 1- u = -;r '1 Il e . 

8) ConsiderAm (: (0,00) -+ (0,00), f(z) = .!. ,1, : (0,00) -+ R, ,(V) = in y, a = 00. 

• • 
Atunci lIm In .!. = Iim ,(((z» = Iim In y = - 00. 

;t ... «1 Z z ... ao , .. o 

Teoremele 111.2, III.3 se extind la sume, produse, compuneri ale unui 
număr finit oarecare de funcţii continue. De asemenea, dacA (, g sunt con· 
tinue pe o mulţime E, atunci se pot considera funcţiile, definite In 1.2.2: 

1 fi : E -+ R, x 1- 1 ((xli ; 
max ((, g) : E -+ R, x /- max (((x), g(x»; 
min ((, g) : E -+ R, x \_ min (((x), g(x)). 

Teorema care urmeazA arată că aceste funcţii sunt. de asemenea, continue. 

--- , • w, ..... _, . " pun ... 
E (trspectlv pe multlmea El, alunel ,( , max (( g) (, '80 

• 

tol 

Demon.ttrafie. Funcţia 1 fi este compunerea g o ( a funoţillor oontinue 
( : E -+ R, g : R :-- R und~ g(x) = 1 ~I este funOţia'moduI, deoi 'fl­
- (o g este continuă; apOI, este suficient sA observAm cA max (f, gl-
= : (( +g +I(-gl) ,i min((,g) ... ~ (( +, -If-,,). 
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De remarcat ci daol I f I .. te funcţie oontlnul, nu rezulta ci f are acealti 
proprietate, a .. oum .,ati exemplul urmAtor: 

f( ) 1, daci :r E Q 
:r... 1 d. B Q' unde I , I - 1, -, ac .. :rE 

E.'(ERI'ITII , .... p.1 lui J II t. 

1. a) SA s. aMI. cA funcţia (: a,-{ol-+ a, t 
((%) ~ - eal. continuA In punelel. 

% 
J'_(şis: ..... -s. 

b) SA se arate cII funcţia ( : (-00, 2]-+ a, ((%) = 112 - % .. 1. conllnull la ltanga 
In punctul % ~ 2. 

t. Fie (: [O, S]-+ R, ((%) - xl. SA •• arate cA existA 8 > O astrel IncAt p.ntru orice % 
t 

cu 1 % - t 1 < a sA av.m 1 ((%) - t 1 < 10 ; rozullA d. aici cA (est. continull In 

punctul % = 11 

.. ea ... din funelm. urm4tos ... (: a -+ R lunt continue pe R: 

a) ((%) - 1 % - ti; e) f(%) = {.-" dacA %" O; 
O t dacA. %-0 

• 

b) ((z) = z + 1 % 1 ; Il f(z) - • , 
2 , dacII x - O 

{ 

%, dacA 
c) f(z) = 2% + t, dacA 

%<0 , 
• %~O 

g) f(z) = .gn(sin %); 

d) ((z ) = xl - II xl + t ; {
O, dacA % < O ? 

h) ((%) = dacA % ~ O 
%, 

.. SA se determine punctele de discontinuitate ale funcliilor (: Il -+ Il definite. prin 

. 1 {xl dacA zeQ (Iz ) = { x, dacA % esle ral·ona ; ((x) =' • 
2z, dacA x .. t. iraţional O, dacA x ~ Q 

{
"+8, dacA xC; a 

i. 81 se dolermlne a .. R .strel IncAt funcliA (: R -+ R, ( 1 .. ) = a .. , dacA .. >8 

It n. conllnuA In punctul % - 3 . 

•• 84 .. detrrmln. conslunt.le reale a şi b astrollncAt funclia f: R -+ a, 

{ 

%' + a, dacA % c; 2 
fi"') -+ a .. + b, dacA x > 2 

(("') ((2). 
II fi. continuA ne It ,1 In piUI, sA •• Ist. IIm • 

• " I lI .. t ~ ~. 

1 ((%) - ... 1 C; 21 % 1, "T" a. 9A se aratp 1, Fie (: R -. Il o f"nctle .str.l IncAt 
«11°1_ 0,1 r.il f " continuA In oriiln • . 
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s, ea ... ",. cA fllllcllile 

f: R (O / ... R, f{.) . 
b d.cA .& < O , , 
-'. dau.t O 

•• dac' _<O 

, : R,{O/ ... R, ,( .. ) - !.., da'" r ..... O 
z 

nu pot fi prelungite prin continuitate In punctul x-O. 

t 
.in • dacA r .,. O 

9. Se considerA (uncţia (: R ..... R. ((z) _ r 

O • dacA z - O 

\ a) tn orice vecinAtate a originii existA puncte unde (.e anuleazA ,1 puncte unde ( li 
valoarea 1; 

b) pentru orice A e [-1,1] existA un şir de puncte %n -+ O astfel tncăl f(.zn) _ A ; 

cJ nu existA ({O - O), ((O + O), d.ci r _ O eol. punct d. disconlinuitate de .peţi a 
doua pentru (. SA se schiţeze graficul lui ( . 

% sin.!.. I dacA % .,. O 
10. Se considerA (unclia (: R .... R, ((r) ~.. . SA .. arate că : 

O ,dacAz-O 

a) ( .. t. continuA p. Intreg R; 

b) In nici o vecinAtate a originii, funcţia f nu este monotonA. 

11. FU;;;'lia p : R": R, pir) - [ .. + t] poartA numele de .. (unclia de rotunjire" 

a) SA se traseze gmricul acestei funcţii şi sA se indice punctele oi de discontinuitate. 

b) SA .. arat. cA .. (unclia dinte" f : R .... R, "Ir) ~ I pir) - rl are proprietAlile 

urmAtoare: ,,1")- ) .. j pentru r e [ - t, +], , este periodicA de perioadA 1" este 

continuA: sA se traseze apoi graficul funcţiei q>. 

11. SA se studieze continuitatea şi sA se traseze graricul pentru funcţiile urmAtOl..re 
In .. N). • 

a) (: 1-1, 1) .... R, (Ir) = Iim r"; b) (: R .... R, (Ir) -Iim e~% ; 
n-4«1 n-4ao 1 + e"x 

c) (: R' (-I) .... R, (Ir) = Iim ": t zId) (: R .... R, (Ir) _ Iim ~-",nr,-",:" 
n-4ao x + 1 "-+«1 1 + I nr , 

la. SA le dea exemplu de douA funcţii reale " , discontinU8 pe un interval 1 BaU@l 
incAt (+ "i (,14 lie continu& pe 1. 

• . san z 
14. SA .. arate cA (uncl" ,Iz) - , " .,. O poate n prelungitA prin conUnuitate . .. 

In punctul" - O. Aceea~i proprietate o are (uncţla "'(r) 

luncli. f(") 
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funcţiilor pe un In rYot 

funcţiile continue pe intervale d 

fi X
tram de utile In continua poae A unflle proprietAţi generale oare vor 

e re . 

• 

In general, o funcţie continuA te nu es mărginitl. De exemplu funcţia 
f : (O, 00) - R, ((x) = x nu este mărginită superior. Ea este defini~A pe un 

interval ne mArginit. Dar şi funcţia continuă g : (O, 1] _ R, g(x) =.! nu 

este mArginită chiar dacă este definită pe un interval mărginit. '" 

y 

x 

b a 
• 

Fig. 111 .6 

SA presupunem că ( : D _ R este o luncţie mărginitl ,i fie m, M margi­
nile lui (. m = inl ((x) şi M = sup ((x). 

x.D x.D 

Se spune că (tşi atinge marginile pe D dacă există un punct Il E D astlel 
lnclt m = f( «l şi un punct P E D astfel IncAt M = ((Pl. Pentru funcţia con­
tinuA f : [O, 00 1 - R, ((x) = e-', marginea inferioară este m = O şi nu este 
8tinaA pentru că nu există a: :> O astfel IncAt e-· = O. Similar, pentru funcţia 
g(x) = 1 -((xl, nu este atinsă marginea superioară M = 1. 

Are loc totuşi următoru l rezultat fundamental, iar exemplele anterioare 
arată că eate e~enţială condiţia de compacticitate pusă intervalului de definiţie. 

TF O Il 1 
!qnrtl. <OII Jnn 

• • f " .. 
tir 1. ~" n,.t • • 'nit 

marg,,1urr, 
IItlng~ marKlnll •• 

• " 

D~mon""IlfI" Fi,. r. I -+ R, I -" [a, b] o (uncţie continuA 
I AratAm m.llntAi ,,' , • .,.t. m~rginll~ presupunem, prin obourd, ~ , nu ar ~I mArginltA, 

, p~nlru a ritA irJplI" pr""upunpm ("Al f nll este mt\'lflnlttt 8uperlor. AtunCI, rezultA că 
:IaIA lin llr 17.10 .. 0 de p"nel. rlin [4, bl, cu proprio'"lrll rl! ((ro) - yo _00 ŞIMlI (..,,)_;>0 
~d Con\lnllllo [o, b) OII A In.~ m~rglnll, derl .pll~nd I.m. lui C ... r6 (plIg. 47) d.duc;>m 

fllltl'nţ.a, unul I1Jb,lr Cnnyerw('nl (r,lln)">O (',ttre un puncl u ('.are In mod necMftr aparj.ine 
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docll1rn ((s •• l- ((u), dar~lr,, 1 (V •• ) .... o .. 
lui [o, bj , Funt'tla f eete continui tu punctul u. .. ,..0 II d 1 I 

Unde ltl Infinit I va n, tt ,.lu,l .. 
- f( .... lI.>. ca lu!>tlr al Ullul,lr, anume (Y')'>' ""1 (.re valori In R ( ... te 'n4'111nltt 
I L. rd <4el IUllcl • 
ntlnlt, adicA Ilul - CO, ceea ce Nte Il..,.,U carti f Qr rI pr.-upulil IIttmArglnltA Inferior. 

Il/perlor. In mod Ilmnar •• tral .. 1A ... ul In 1 .,1 m M morglnllu lui ( V" ,"lervalul 
A .. dar, am demon.trat cA f .. 1. margln((UI) ~ 'In "'" eonlrar, am a v ... no) " Al 

J - [a, bJ. Arii lAm cA .,laIA« _ J •• II.llncAl • . . t 

. J .... R, ,(z) - tlIttt continuA penlru orice •• J ,1, ca ata .. , (unello poalUvA , . M • ( (.,) 

1 tA M > O a.trellncAt pe / Ea rezultA aluncl mArginit A, adică ex 8 1 

t .. M pentru orice z. J. O < 1. 
M - ((x) 

D. aici rezultA ((x) .. M _ ..!. , Y:r e J, e •• a ce conlrazlce laptul cA M - ~~ 'I.) 
M. 

( pentru cA M - ..!... ar li atuncJ un majoranl pentru valorile Jui 'ti, ca alare, M nu ar fi I 
M. 

cel mal mic majorant al acestora). 

Se arata -similar cA marginea inferioară m esle atinsA. 

EZMnp/~: 

1) Funcll. (: [O, 3J ... R, fix) - 3x - r esle conUnuil (ng. II L?, al i evident 

m - O - ((O) ,1 M = f = ((i) ,i am verificat direct cA ( !şi atinge marginile. 

R ... triclia lui (la intervalul deschis (O, 3) nu ItlaUnge marginee Inrerloarll. 

21 Funclla continuA 6 : (O, 1) ... R, ,(zi - z eete mArginltA, dar nu t,1 atinge nici 
una din margini pelnlervalul deschio (0,1) (lIg. Il 1.7, bl . 

8 ) DacA h : [a, bj ... R .ote o luncll. monolon crescAtoore, atunci m _ A(a ), M_ 
- A(b), adicA marginile sunt atinse In capetele Intervalului. Similar, dacA. Il este monolon 
descrescatoare, avem m = h(bJ, M .." lI (a) (fllrA a mai ri nevoie de.lpotel.8 de continuiLRte 
a lui fi. 

4) Trebuie remarcat cA punctele In care (uncţia (Işi atinge marginile nu sunt neapA.ra1 
unice. In exemplul 1, m = ((O) = f(3 ), dar o. pol da uşor exemple de runelii continue 
neconataote avInd marginile aUnse chiar Intr·o infinitate de puncte. 

, 
• 

o 
, 

I 

Fig. 111.7 

P1.lupunAnd viteza unui. automobil continui, ca funcţie d, timp, din 
teorema 111.5 rez~IU ci In Orice inte"al de timp J compact exilU o oea mal 
mare fi o cea l1Ul1 mici valoare a vitelel (extremele ,lobele ale vite .. ! pe II, 
uo 

• 
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o propr!e,'ate. a functiilor continue care apare evidentA din punct de 
edere mtUlhv '1 poate pArea c t" 00 v arac erlahcA funcţlllor continue (ceea ce nu 

elte adevArat) este aceea de a ,.nu sAri valori". 

D Eli TIA III. 2. Fie J Un Intm al. e 61' n ci fun ţIe ( 1 
.fi are proprle&atea lui Darbo pe Int rvalul 

da • D ntru orlee n • r dJn J I oricare ar fi numArul c Bltuat Intre 
Xl> IncAt f( 

C~ alte cuvint~, o ~atA cu valorile luate In două puncte ale intervalului 1, 
lunrţla xl- (x) la '1 toate valorile intermediare, atunci când x parcurge 
intervalul dintre cele două puncte. Trebuie 
remarcat că acealtă proprietate nu este legată 
de compacitatea intervalului de definiţie. 

Intuitiv, dacă (elte o funcţie continuă pe 

un interval [a, b) şi (a) " (b), atunci orice 
dreaptă ~ = C lituată Intre dreptele 11 = (a), 
y = (b) interlectead. graficul neIntrerupt al 
lui (cel puţin o dată (figura 111.8). Dar aceasta 
nu poate constitui O demonstraţie. 

b 

Fig. m.8 

.... 1 • • , tomedllin) Orlc~ funelle continuA 

Demonstraţie. Stabilim In prealabil o lemă, importantil. şi prin ea Inaăşi. 

DaeA '" : [a, OJ - o unetlt contUlui Oi ",(a) qilD) < '. 

ta 
Demonstraţia lemei. Pentru a fixa ideile, să presupunem că ,(a) < O şi 

,(b) > O. Fie A = {x E [a, bll ,(x) " O}. Mulţimea A nu ,elte vidl (căci, 
conform ipotezei, ,(a) < O, deci a E A) ti elte mArginită (căci A c [a, b). 
Atunci, In conformitate cu axioma lui Cantor, existI ~ = sup A. Deligur, 
( E [a, b). Afirmăm că ,(~) = O. Intr-adevlr, sau ~ E A Iau t Il A. 

I 

a b 

a 
Fig. II t. O 

I 
I 

a' 
li-

b 
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Dacă ~ • A, atunci <p(~) > O ,i conform ax.!> pag. 46, uliU un '; %"I E A, 
x. _~; avem <p(x.) .. O ,i <p 'fiind oontinul, .!~'!! ,(:ro) - ,«(). ..u tA ci 

<p(~) .. O, contradicţie. RAmAne cazul ~ EA, deci ,(~) .; O. ~ac' , (~ ) ~ O, 
atunci din continuitatea lui op In punctul ~ rewltl exl.te~ţ.a ~nel veClnAt.Aţl U 
a punctului ~ a.Uel ca x E U .A implioe <pIx) < O, decI eXlltl In pa rtIcular 
puncte x '> ~ pentru care <pIx) < O (deoi x E A), ceea ce contraZIce f. ptul 

01 ~ = lUp A. A,adar, In mod necelar, ,(~) = O. 
• 

Trecem la demonstraţia propriu-ziaA a teoremeI. . . 
Fie deci ( : 1 _ R o funcţie continui, Xl < Xa puncte oarec8!'e dm Inter­

valul 1 şi c un numlr aituat Intre (Xl) ,i (xa)' ConliderAnd funcţIa, : 1 - R, 
definitA prin <pIx) = ((x) - c, avem op(Xl) . <p(xa) = «((X1) -e)' «((Xa) -e) <O 
deci, conform lemei, existA ~ E [Xl> :ral uUellnoAt ,(~) = O, adlOl ( ~) = e, 
,i demonatraţia teoremei eate IncheiaU. 

Daci viteza unui automobil eate continui ca funcţie de timp ,i daci la 
momentele 1, < ta viteza automobilului are valori di.tincte .,'" v" atunci 
teorema I!I .7 aratI! ci orice vite7.l intermediarA (Intre ., ,i .a) e.te atinaA 

la un anumit moment I E (Il ' 1,1. 
Din teorema !I1.6 relultl! cA funcţiile oontinue tran.forml! intervalele In 

intervale. Mai preci., demonatrlm urmAtorul 

C O fi O 1 U. tie J • fi un Interval ,1 ( . J - R o lunctle continui ~ I 
'\IulU",.. I f( 1) elte, d. emenea, un lntforval. 

Dmwn.'traţie. Avem de arlltat ci dAOA ", P aparţin lui J ,i Il < C < p, 
atunci c E J. Dacă Il = {(X,), P = (xa) cu xl> xa E 1 ,i x, .,. x,. Dar, o dati 
ou valorile ", p, funcţia ( ia ,i valoarea intermediară c, adicA exi.t./\ ~ Intre 
x, ,i x, aaUel Incât (~) = c, deci c E J. 

Cu ajutorul corolarului de mai au. oe demonstreazl! riguros .urjectivitatea 
unor funcţii elementare. De exemplu: lie ( : R - R, (x) = .in x; din faptul 

cI! (( -f) = -1 ,i (( ~) = 1 ,i din continuitatea funcţiei (relultA cA 

putem aplica teorema valorilor intermediare. Prin urmare, (([ -~. î II = 

= [-1, +11, adicl! aplicaţia ( : a - [-1, il e.te surjectivl. 

In general, dacI! marginile m, M ale unei funoţii continue ( : 1 _ a pe un 
interval 1 sunt atinse, atunci (1) = [m, M] i daci nici una din marginile 
funcţiei nu este atinaă, atunci (1) - (m, M). [Aici m = iol ( ,i M _ lUp f. 

I -calculate In a]. De exemplu, pentru funcţia (: (-:;-, î) _ R, ((x)-

- tg x, avem m = --<lOt M - 00. deci ({{_.!!., .!!.)) _ ( ;c'. (0) ,i f 
I b

" . 2 i 
... IU ti 1jectlvl. 
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0"""111". 1) Uacl J - [0.6] ,1 ( .. 1. continui pe 1. ou .... 'ultl. In , .. _1 .... "'. 1/ 
1II0t .tI_ chla. In "petlle Int •• v.lu1ul 1. 

1) O .... 1 .. t. lin 10Ie.v.1 compect ,1 (: 1-. a con\lnul •• tunellntl"tIuI J _ ((1) 
.. te compect. anume J [m. NI. O .... 1_ (o. h) .. te un loterval d .. cbll ,1 (: 1-. • 
•• 18 continui. nu pulemalirmad .. preJ·((l)d .... tcl .. t.untnte.val.ll ..... put .. 
lpeclnm daci .. te Inchll. deechlo. sau Inchis la un ClpAt; oe poate tot4mpla CI toter. 
valul J II n. comp.et. sau nemAl'lllolt. cum vA puteţi convinge oingurl po exemple olmpll . 

• 

Suntem acum In mburA sI. ne ocupAm de problema inversArii funcţiilor 
continue. 

Fie (: 1 -. B o funcţie injectivă pe un interval 1. Atunci, nOtlnd 
J = fII) = {f(%) I % E Il. este definitA o aplicaţie bijectivă . 

{ : I -+ J (notat tot ou f) . 
Conform corola.ului precedent, 

dacă { este continuA, atunci J este 
un interval. ArAtAm cA dacd o 
funcli, (: 1 - B este contin,u'! şi 
injectiYd pe un interYal 1 . atunci ( 
este In mod necesar strici monotontl. 
I ntr·adevAr, In caz contrar ar exi. ta 
cel puţin t rei puncte %, < Z. < z. 
In I astfel InoAt 

(z,) > (z,), (z.) < (",,) (aau 

f(z,) < f(z.), ( z,) > f(z.)) . 

• , 

-+ , x, 

Fig. 11/.10 

A 

• 

.. 
K 

Ne situAm In primul caz, celăla l t caz tratAndu-,e analog (fig. I1I.10). Fie 

atunci ,1 = min (/(z,), ( r , )) ,i B == A +/1%,). AplicAnd teorema valorilor 

inlPrmediare, exutli~, E (x .. X,) ,i ~, E (z., za) astfel locAt (~,) = B, 
m,) = B. A,adar, (~,) = f(~,) ,i cum (este iojectivA, rezultA ~,= ~., 
ceea ce e,te absurd. 

EnunţAm ,i demon,trAm ultimul rezultat important al acestui capitol. 
In " .. nţA el arati! cA o funcţie conti~uă pe .u~ interv~l este inve:sabil~ d~ci ,i numai dacA e.te .trict monotonA " atunCI lDversa e' este continuă " strICt 
monoton/l, adicA inver.area funcţiilor continue se face pe intervale de strictA 
monotonie. Mai preei., are loc: 

fI-: 
• 111"1 , I I - ... 

In 'az 

Il tonUllun" 1111 lfI 

. aci' 
,1 

r al I t' J 1 (1). 
• onotolll ~I 

onA. 
/)Nnf:m.,ra,,,, Prima parle a !('orem('i u (cet demonstrata (lnlerior (pentru cA eşto evi. 

d"n' rJ) 1) funcţle.t rlrl monotonA pe I cite injecllvil). Pentru a fixa ideiJ(', presupunem el f 
.. t~ alrlel cretcAtoo.re pe 1. Atuncl , relultA cA T· oale strici crescAtoare pe J (deoarece dacA 
III .r tl1 In J, 101.1 '(<<.1, 101., - ((z,), avem neapArat .%"1 < .r •• adicA r-'(w,) < ţ-l(U. )). 
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1 ler\'Mlul J; Ile 11. • J un ,",UUC! w..f\l rtI 

HBmâne 1.' 1;I.,"ll1m cA '.ll'lte t'onUUU' Ve Il .t. o estrecnUat.e a lui J (ttililait eal 
neUl cA 11. IlU I 

deci )1. _ (.ro) cu.r, _ J Prt'lUPU 
tratAndu .•• olmllar). plletm deflnllla 111 t ,1 lie U. , .. Inllot, 

Pentru 8 arlta cA î' .. t. cOlltlnuA I~~;~tlneat (_. "C U ,1 - < " ",~ , Curu' .. te 
oerec ... a lui z, _ î'(y,). Alegem. -. ~ Aleg.m ,oolnAtat.. V - (fI-). 'I~ Il • punţ. 
strlet c .... ell ..... avem ,(o) < '(r,) < ,(~), • V re.ultA , -'(V). U; I.t,-ade.ar. ""'. 
tulul ((x,). Avem de .rAtat et pentru .rl~ V • (. ~) .ltr.1 Inelt V - fi,) U.r ltunrl 
tarm teoremei 11 1.6. pentru aceat 11 exil I "1 I I ,j Teorema elle compl~t dtomljflllratt 

. I I I ( ~) de< 'U . x::z r 1(y) a~arţme ioterva u u CI, I tl1 cA funcţiile lnvct'le ale funcţiilor UIUlI, IUnl 
Ob""'"1'" Teorema 111.7 ne .. Igu 1 runell. ( : [O. 00) - B. ((,,) - "" Funcţ" , 

eontin\l~. Fi ••. d. e.xemplu. n .. t Intreg e~ 111.6 ... t. ,llurjectivA d. la [O. ao) la [0. "'1. 
este eVldent 101echvA ŞI, conform t~orem d 1 o inversA, r-1 definitA pe [0, c.oJ cu vilari 
fiind continuA fi strict monotonA. Ea are ec. 111 7 AeeatlA inveraA 61leluncţlii rlCUeal 
tn [O, (0), care rezultA continuA. conform teoremet ., 

dellnitll prin î' (Y) = ty-y. 
. . [ " ,,] [_1 Il.e poate Inve ..... Iar ru.elia I.n ... 

Analog, {uncţlR S1Il: - 2"' 2' -+ • ' 

. [ " ro] uIP' continuA In virtutea teorerQei III' . 
a rcsm . (-1 11-+ - -, - rel CI .• 2 2 

24 ApI calii 

Am văzut că dacă ( : [a, b) _ R este o funcţie continuă care ia valori d. 
semn contrar In capetele intervalului, adică (a)(b) < O, atunci ecuaţia 
(x) = O are cel puţin o soluţie ~ pe intervalul (a, b), adică funcţia llM! un 

zerou pe acest interval. Dacă, In plus, funcţia ( este strict crescAtoare (uu 
strict descrescătoare) pe intervalul Ja, b), atunci soluţia ~ este unică . 

E.unlple 

1) Fun"ţia r' + 4:t - 6 = o are exact un 7.ero" ~ situat pe lolef\'alul lt. ,~ 
Intr-adevăr. n"IAnd ((.) = :&'+4%-6. se obline o runclie continull ti. In plus, (,tI- -1. 
((2) "" 10. deci fiI] ((2) < O şi. In plus. ( esle strict c","et toa ... pl internlul [1. Il 

21 Ecuaţia 2X _ 1 - "06 X'= O are cel puţin o soluţie In inten'alul (O. 1). dtol.ltU 

pllnAnd ((x)= 2" - 1 - cos r. avem ((O) = -1. fllI- I - COl 1 > O. 

Dacă (: J - .R. este o. funcţie continuă pe un interval I ,i daci f nu .. 
Anulează In . ~'C\ unul dmtre punctele intervalului I (adiel flcualia (z)" O 
nu are aoluţll pe 1), atunc, (uncţia (aTI III mod ntctsar lin ,umn ro/Ula"' pc 1. 
Intr-adevăr, In caz contrar ar exista puncte I < I If.1 InrAl 
( ) ( ) O' . • Ia Jl@ AI 
. x, .. x, < ,. atunci ( S-ar anula Intr ·un punct ~ ( 2) c.~ aPAl' 

\'n. hll I .t" a 
In general, a studia semnul unei fun"I",' 1 . I O) .... . ' 11'~RmnA l md, A OIU ,m"" 

unc II elpm olaN!. ,1 p~,uru'" 
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06 tOOl te ,erourile reale ale unei funcţii continue f : J _ a .unt a, < 41 < .. ' 
... < ap < ... (ele pot fi In numAr infinit). Atunci pe fi_re din intervalele 
(a" <10). (a •• <10), .... (a,_" II,) etc. funcţia are lemn con.tant ,i, ca atere. eate 
luficient ca In fiecare din aceate intervale IA alegem cAte un .ingur punct ,i 
IA determin4m lemnul lui f acolo. 

E:umpl. 

1) Stabilim semnui runcţiei (x) _ zi - x pe R . Zerouriielui (Iunt a, __ 1 ... _ O • 
•• - 1. Pe necore din intervalele 1, _ (-00. -1)./, _ (-1.0),1, _ (0.1), 1, "" (1, 00) 
IUncţia ( are lemn constant. Alegem ~,= -2 e 1 .. ,1 calculAm (ttl- -6: apoi 

1 3 1 8 
luAm ~. - - '2. 1., (~, ) = '8: ~ - ? • 1,. m.) = - '8: e. - 3 el,. 

(~) - 24. A.pdar, funcţia ( este negativA pe 1, şi 1. şi pozitivA pe 1, şi 1 •. 

2) R.zolvAm inecuaţia Ix' - 2x - 3) . 18 x < o. Aşadar, 1= (O, 00) şi zerourii. 
runcti.i (x) - (x' - 2% - 3) '18 x pe I sunt .. = 1, .. = 3. Funcţia ( are semn constant 

I pe intervalele 1, - (O, 1). 1. - (1, 8). 1, - (3, 00) . Luind ~, __ • 1" (. _ 2 • 1" 
10 

~ - 10 el" avem ((t,) = - - - 3 . Ig - = > o. (t,1 < O, (tol> O. ( 
1 2 ) 1 319 

100 10 10 100 
Ca atare, runcţia (est. negativA pe 1, şi rAspunsul est. x .. (1,31. 

1. SA s. arate eA funcţia (: R ... R. fix) = x' - % est. mArginitA p. orice intervai 
[1, al. a > 1. dar nu şi pe int.rvaiui[l. 00). 

1. SA s. arat. ca runcţia (: (1. 2) ... R, (%) _ zi - 2x este mArginit A pe intervalul 
deschis (1. 2). dar nu tşi atinge marginiie. 

a. SA se arate cA dacă (: [O, 00) -+ R eot. o runcţie continuA şi Iim (%) = O, 

atunci ( este mArginitA. <-+ .. 

4. Să se arate cA runcţiile (1 şi !~n au proprietatea lui Oarboux pe intervalele 
(-00, O). (0,00), nu şi p. intervale de rorma [-a, al. a> O. 

6. Funcţia (:R'-(O} ... R, (x) = ~ are proprietate. ca (-1)= -2 şi (1 )= 2. 
x 

deci ia valorile -2 şi 2, totuşi ea nu ia valoarea l~ro. Se contmzice altfel teorema 111.1' 
.. Să se arate cA pentru orice funcţie': R -+ R continuA ~i m ArginilA existA ~ e R 

.0UellnColt (~) - t. 
7. Să 118 arate cA funcţiile f: R - R unnAloare se anuleazA cel puţin n datA pe 

m1 1lţimile indicate: 

a) (Ix) - -x' + 6x + 20 pe R : 
b) (Ixl - r' + 3x + I pe [-1, OI; 
c:) ((z) .. 11r1"·' + bx + c pe R fa, b, c fiind constan 1 e reale şi n e N); 

dl (x) - (r- 210;n ~x pe [-;-, f J. 
A. RA < If> rplo)vt> IneellR ţlilf': 

-11"- 1)lgx> O; bllx'+ h- 5)(2' II < O: c) r8inx> O. 
8. SI! le dflltrminfl CI> O minim, astrel IneAt funeţla f: ra, (0) -+ R, ({z) == :r4_ 

- 10zl + g iii fie InjectlvA. SA se Itudieze apoi continuitatea aplicaţiei Inve,., 
('1 J _ 1. undA I _ [o, 00), J (1) . 
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I .d .. t. ,1 l' U~ l1uHI1 lhull .. 
4 IU.I IncU • 

tO. FI. (: [0,001- R o funclle contlnu o 
Uro ((zi. SI 1 ... ot. ca (OII. mll'1lln1l1 .... 

11. SA s. arate cIl ((xl ~ 

'1 numai dacA G Ei [-t, +1). 

lin.!. , d.el z + ° ar. pruprlelal .. lui 
x 

• • dtu'A ~ - O 

Oarbou. elat,! 

x, docil z • Q n [O, lJ. . SA ... rule ta (1[0, IJI ... t. un In. 
11. Fi. ((x) - n'Q n [O IJ 

zi daca. z 1& p. .... I 

, . tai lUI' Darboux. terval, dar cA f nu are propne ea 

,'/luel dac6,i ",.mai clac4 V :t • {a, hl. 
1. 84 H Gl'aU e4 o (untlie f: (a, bl-+ R •• t. con , 

••• m Iim [((x + A) - fix)] = o. 
" ..... 0 1 a deriniţleL Pentru orice z,. ~Q, 61, 

Soluji . .. Aceasta .. 1. numai o "formu(ar)e diel Iim [f(z) _ ((x,IJ _ O ,i, noltnd 
condiţia de continui late este hm ((z) -- ( Z, I a ~s. - .. 
z - "', - A, Iim [f("" + h) - f(x,)J - o. 

. ~.... . .. cum .. mal num_1 Af(z) - f ixl - ( ( .. 1. 
Foloomd vanaţble (aau ....... t.rilo , t I revin. la fap tul el li ro M'x)"o. 

Az =- z-z., condiţia de continuitate a lui f In pune u z. ,4%.......0 

.. 84 H Ifudi.u contin"il4hHI 'ra. punctul z .- t P""I'U fi.car. din fun.cs iiLe f ; B ~ a 
unn4toQn: 

a) f(z) -
2% - t. dacă z > t 

• , 

5 
, dacl1 '" -1' 1 

b) f(z) - • , 
• 

1 ,dacA.$-t 

c) f(') _ r"'.--....,~ - 2. p.ntru • -1' O; f(O) -1; 

1 1 
O daell--<'<I+~ 

, 1~ 1~ 
ci) (('1 - .. 

a, In ... t 

Sol", .. : a) Avem ((1 - OI = IIm f(~) - IIm :r:' _ 1; ((1 + O) _ IIm (h - I l - t 
&-+t a-+t ~-+t 
~<l a<t *>1 

,1 ((1) - l' - 1, cleei ((t - O) - (1 + O) - f(l) ,1, ca atare, ( .. to continui . 
b) f(1 - O) - IImf(") - -00, f(1 + O) - 00, ((1) _ 1. Func\.ia ( .. to diaronUnul _t 

_<t 
In punc1ul ~ - 1. 

c) funcţia ( .. to dennlta ,i conUnul In1&,(O). 
ci) FuDc~la ( .. te conUnul In punctul ~ - 1 cleoaroce "'It\c\.ia 01 la vecinllAt .. 

(1 - t ~ , 1 + 1:') a punctului ,,- 1 .. t. COII.tantl, cltcl continui, 

L S4 H .,.. .. c4 d.c4 (, , : E .... • , .... ("."il .. 111/11 .. 1 ..... "" , •• ,. r _ li ,i ~ 
((z,)<,(z,), ."."ci .",iol4 3>0 .,.,.II"dl ((e) < 'Iz) ,.." ... '-e " _ (",_ ;, '" + II n /1. 
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JoI"I", Nu" .... - , - (. dl'C1 ... 1. <ollllllU' III .r. fi lI".) > O. Alullcl l ,am4n. 
lirici po.illvl p. o vaclnllala I lui .... _dlcl txllll 1 ~ O IItI.1 Incit A{z) > O. V It • 
• (6, - 1. 6. t 1) n B . 

.. Fi. (. , : a ... 1t do"" ( •• C/ii ",.'i ••• a,,(.II.ooI, ((z) _ ,Iz). V z • Q. 84 OI artIU 
t4 f -, R1lm4n. "'MI.,ia ad"'4N114 dacd fI",1 _ ,{zi. V z • Z? 

SoIul", FJe Q • Il arbitrar fixat. Alegem lin şir de numere raţionale z" ..... 4. Deoarece 
f. , lUni conlinue In a ... om ({z.) -+ ({a). '(".) -+ ,{al. ,1 cum ({z.l_ ,(z.). V n .. O. 
, •• ulll ((a) - ,(a). RAlpulIJul la ullim. Intrebare eato negaUv ..... cum a,.tA funcţiile 
f (.r) - lin "z. ,Iz) _ O. 

6. $4 H CINt. c4 ~/UI'U oric, ::r • R Ilt_ bin, d'finit numll,.", ,(zi _ min I z _ /( I ,1 
k •• ee! fu1lt:,io , : R ..... B tI,U eonlinu4 pe R. 

80/./i • . Fixind z. R. ,Iz) .. te cea mal micA distanţA poaibUA de la" la un numAr 
Intreg. DacA z • [O. 1].e observA cA 

f (Z) = 

1 
z • dacă O .. :r" -

2 

1 
1 - z, dac' - < z .; t 

2 

. Apoi , Iz + 1) = '("'). V"'. R. 

deci , flI le periodicA de perioadA 1. Se verifici direct continuitatea lui. In puncte din 
R'-Z. iar In orice p"nct Intreg k. ,.(k - O) = ,. (k + O) = O. Graticul lui f .. te IChiţat 
In figura I1J.\1 . 

1 1 ,--o J 
2 

2 , 

Fig. III .II 

1 

f 3 ,) .,. 

.. S, eonJoldud 'reapta Imilat~ a : R -+ le.. 
O. dacA z < O 

.(rl = • 
1, dacil z ;;. O 

• 

- . 

S4 H aNII, c4 a t.t, dinonrinud fAx = O,i c4 puaru orice t > O t!:â#td (1 (wnCl'. conhnu4 
(: R _Il • •• I(ellned' ({z) = .(z) p.n',. orice z" (-oo. O) u r<. 00). 

SoluţIe. Avem Iim .,(x) = O, tim 0'(%) -- t, de<'i 11 este discontinuA In x-O. Conside. 
% ... 0 %_0 
%<0 %>0 

O dacă x < O • 

~m .pol runclia ((z) -
1 , dacA x ;> c 

I 
- r, daC'A O Cit z < , 
• 

Jo.:..IIp- evident eA (~te (~onlil1uA pe R şi ((xl - 11(,r), dacA .r < O şi dflcA x;> t. 

7. a} F,. a < b. SA #. araI. c4 ecuaţia (x' + 1l(x bJ + (.:r' + 1}(x - al .,.. O 
fO"l pulln o r4ddcln4 In Intervalul {a, bl. \ 

bl Fi, Il < h < r (ixoIll. sa It! (11'01. ('4 url0lin 
I 

z-n 
ar. o ,olM/I. ruprin,a In (a, bJ I' o a doua In Ib, el. 

2 3 + --''-:- + --='-:- - O 
r - b Z-, 
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• 

• 
. . .' + t)l~ - ti . o.""""'· (10 1 - 'o' + 

~O'"I" a) NolAm (I~) _ 1.' t t)l. b) + 1 I lunc\la contlnul ( .. onul ... " .. 1 
-t 1)(. - 6) < O, (16) _ Ib' + t)lb o) > 0, atu ne 
pUlln o d_tA p. Intervalul 10, b). (z _ 6)1z - e) + ~Ix - e)l._ 

b) Ecualla .. ta echlvalontA tn It,(o, b,.l eUb)'llz) -) > ° ,Ib) < O, .Ie) > O otc 
) 1 (o) _ 10 - • c , . 

(1 1"' 3 :r - o)(z b) - O. Avem , '".,.« ~I P.Iltl un J,uo ~I 
. ..' /4 d. ,rad ""P'" '-

8. J4 s. urat. c4 arIe. (unef't! pOhAonua _ entru a rix.a ld~il~, prtSupURt:1ll 
So'u, ... Fi. fi.,) - .,m·' + .,zO· + ... + .~; (~.) < O. Apoi IIm ( Ix) - ee, deci 

... > 0 , Deoarece Iim fix) _ -00, e:x18lillt a.Uelln ~ ...... CIO 

% .... -GO I J zA Intre (It ,i P. eonr. lbmei de 1, 
oxiatA ~ > • _.trot tneAt M) > O. Aşadar, ('0 anu ea 
pag. It 1 .. 

9. S4.tI sludi". si!mnul u,.,n4toarelor (uncl": 
a) fix} = x(x - a)(.x - bIt und. O < a < b lunt con,Ianl,; 

b ) (Iz) = Iz + 1) In I-z), z < O; 
ci ((z ) = sin x + cos x, .% e [O, 2nJi 
d) Iz) = ah z . 

b P . tervalelo 1 ao O) 10, b) lunclia .. ta Solut-itl . a l Zerourile funcţiei f 8unt O,", . e 10 . - • • 
negativA, iar pa intorvalolo 1°, . ), (b, oei lunella esto pozll1vA. . 

b) Funcţia esle definita. pe intervalul 1 = (- COl O) . Ea are un, singur punct unde II 
anuleazA, :e = -1. Pe ambele intervale 1-00, -t), 1-1, O) (uncţlB f este negallvl Iare 
semn constant pe fiecare interval şi, de exemplu, f( - e) =- (- e + 1) , In e -=- 1 - e < 0, 

((_.!.) =(1 _.!.) .In.!.=..!.-I <0. 
~ e t'I' 3" 7" . [ 3"] l' ) ZerourHe lui, pe intervalul I = (O, . ~'lfJ sunt ~~.;.;, ~~.::. p~ InlervHldt' O, '4 I 

['"re, 2re] funcţia este pozitivă (f .. O). iar PE' (3; , -7) . lunelia eale nesa UvA If < OI. 

e:t - Er'x el:' - 1 I OI ' ·t · d) ((z) = ~_~ = ::..:,,.......: . Funclia ( .ate negativA p. -00, ~ I pell IvI 
2 2eX 

pa 10, ee) 

10. Fi~ I un in'eN1al li f : / -+ R o 'unCfi~ "I'dnd proprieta'~ lui Darbour. S4 " 
Qra~ ro: 

a) dac4 , nu se an"'~u4 p. 1, a'unci ( "re Hmn con,ran' pe /; 
b) dacd f are limi~laterale In orice punct din 1, alunci f r,te co,uinud pe I 

SoIUl'e. a) Dacă, prin absurd, f nu ar avea lemn con8tant pe 1, atunci ar exist. a, b • / 
.. tr.1 Incât (10) < 0, (Ib) > O. Atunci f ar lua, o datA eu valorile (10), ((b), şi valoarea 
intermediarA. zero, adică ar exista c cuprins Intre a, b (deci c tii 1). uUel IncAl (~e) - O. 
ceea ce contravine ipotelei că f nu le anuleazA pe J. 

b) Admitem, prin absurd, cA fnu ar fi continuă tntr-un puncl.x.&/j conrorm ipolelei, 
douA din numerelo 1, = flz, - O), '" = (Iz. + O). flz.) aunt diatincte. SA p .... upunOJl1, 
de exomplu, că flz.) < 1, ,i lio • = 1, - flz.). Alunci axiotA ! > ° a.Uel lnc'! daci 

z & Ir, - !, z,), atunci 1, - !. < (Iz) < 1, + !. , .dlcA ((r.) + !. 
2 2 2 

Fi.Am z," (z. -~, r.l, deci (Iz,) > ((z.l + !.. Il ....... ·" f 
~ 

Oarboux pe 1, o daI A cu valorilo (Iz,). fir.), luncI la ( 1. 

flr.1 + ~, adicâ exi.ltA •• Iz, r,) ,.1101 tncAt fle)- ((r.) + .!. , 
4 • • adir.! ({r.1 + - > (Ir.) + -, ceeA re .. t •• bourd. 

4 2 

n8 

S. 
< ((z) < ((r.) + 7' 
are proprietatfll. lui 

valOllrNl Inlo.modiarl 

• Oar ((rI > ((.,.) + "i' 

• 
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11. ~'I' ( : a ... a • (.M/i, ... '(,1 I.ed, I f(.) - ((1/) I .; VI. 1/ I PMIr. 01'1# 

,",11 • a. S4 ......... tol ,zi,l4 o> ° 0"(" 1 .... '1 • I .; 014 implicll fI.1 I < a. DId.".,. 
tol ,.i.14 •• p.o" •• R IIUa' IncAt ((.) .•. . 

Solul'·' }o;vldent, f Nle continuA pe Il. Partea aecl1ndA rezultA aaUel: 18 considerA 
lunella continuA,: [-o, al'" R, '(zi _ ((z) - z ,1 ro.ultA,( ·-a) . ,(al_ I((-al + 
+.) . 1((0) - o) < ° penlru orloo z. [-a, a], docl exlltl. _ [_a, a]utrallncl.t,(ul_O • 
adicA ((u) u RAm'na da demonllrat prima parle a enunlulul. Pentru 1/ _ ° .. oblloe 
I ((z) - ((O) 1.; Vi' z (. deci I ((z) I .; 1((011 + VJ71 penlru orice z • R . 'DacA nu ar 
ulala a ca In enunl, aluncl pentru orice a> 0, ar exllta z, Iz I .; a ,i I "z) I :. a; 
luAnd a - R • • > t Intreg, existA Zn, I Zn I .; • ulrel IncAt JJ(znll > R, deci 
• .; 1((0) I + VI z,. I .; 1((0) I + V; pentru orice A. ImpAr\ind CU Vii ,lllcAod .... "' • 
.. ajunlJ8 la o absurdllate. 

11. Fie (: Ca, b] ... R o lunclie cootinuA (pe un inlerval compact). SA .. arala cA 
v. > 0, 3! > ° altral IncAl V"'. 11 Oi Ca, b], Iz - 111 < ! al avem I ((z) - ((1/) I < •. 

SoiU/i,. DacA nu ar fllndapUnill condilla din anunl. ar oxlala. > ° uUellncAl V ! > ° 
ti. In particula,. penlru ! = .!. (A > t Intreg) IA exille z., 1/ •• Ca. b], I zn - V. I < .!. 

A A 

ti I ((z) - ((y) I > •. Conlorm lemei lui Cml'O. ,irurile (,"n)n~l . (lI.)n~t, fiind mArginile. 

au aubtiruri convergente zl" -+ ~, yJl;" .... l'). Deoarece J z"" - y~ I < ~ c .; I relultA 

~~~. Deoarece ("l~ conlinul. rezultA f(z •• )-+f(~), ((11 .. )'" ((t), deci (('".n)­
- f (11111,,) -+ O pentru n -+ 00 ,i relultA O ;.: c, ceea ce elle absurd. 

(Condllia • - ! din enunl .. mai num .. le condllia do continullalo unilormA a lui f 
pe inlervalul [a, b]. Aluncl onunlul le poate lormula .. tieI: .ricl (IUIC/i. eeR"." p. u. 
i'lllfVQl compact ~,t. uniform cora'i"uI.) 

, 
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Capitalul IV 
BILE 

I analizei matematice, li In fond al. 
Una din noţiunile fundamentale ăa :tribuită deopotri vă .Iui G. L.ihnil 

Intregii ştiinţe, este cea de derl~~~2'_1727). Această fiOţlUr .. , modeleall 
(1646-1716) şi lui 1. . Ne~ton d~ variaţie a unei funcţii", pernllle adAnci",. 
ceea ce s-ar .putea numI "VIteza .. . In acelaşi timp, stă la ba1." formulArii 
studiului local şi global al funcţlllof .r .ŞI.'. De altfel 1 Newton a IntrodUI li , 

. oase legi ale .. ICII. ' . . 
matematICe a n~mer . I d derivată tocmaI In legăturA cu studIUl 
utilizat In mod SIstematIC conceptu te In studiul vitezei de deplal8re a unui 
I '1 . ,. S Intâlnesc derIva e . .. 
eglor mecamclI. e ., nUl' corp sau a inte nllUţll curentului 

b ' l ' . d ' aţie a temperaturll u mo 1, vItezeI e varl . ... . unei bare li oriunde intereae811 rata 
electric, In definiţia denSItăţII hmare a 
vreunei achimbări. 

§ 1 Derivota unei funcţii intr-un punct 

• . , • 

Au exi.tat două probleme, una fizicii - model~rea matematică a noţiurul 
intuitive de viteză a unui mobil - şi alta geometrICă - tangenta la o curbl 
plană - , care au condus la descoperirea noţiunii de derivatA. Am folosit de m~, 
multe ori referiri la viteza unui mobil, dar abia acum vom putea da deflnl\" 
matematică a acestui concept. 

a) Viteza inslantanee a unIIi mobil. Presupunem că pe o axă .l se mlşci 
un mobil In sensul pozitiv al axei ,i că la momentul t mobilul se aflA In punc· 
tul de absci.ă s(t). Dacă mi,carea este uniformă, atunci pentru orice doul 

momente '" It (1, .. 1.) raportul Il'.) - 8('11 e.te constant, egal cu "ite .. r 
'. - '1 

a mobilului; In acest caz, se ,tie că $(t) = v . 1. Ce se IntAmplA Insi daci 
mobilul nu mai are o mifCare uniformă, de,i se mişcA pe aceeaşI a~A ~ 1 
Raportul anterior nu va mai fi constant ,i pentru orice momente II' '. ('t"") 

Sil,) - 8(',) d' . 
raportul IOtre dIstanţa parcursA şi timpul Sturs 8P nuntelle 

II - '1 
v.ileza medie Il mobilului Intre momentele respeclive (de remarcat cA nu am 
fIxat o ordonare a momentelor '" 1.). Să conliderăm acum un moment,. d. 
ref~rin~ă: P~actic nu. există mi,oări uniforme, dar pe intervale din ce In " 
mal .mlcl ml~c8.re8 tmde IA, devină uniformA. P~ntru I _ 1., I .. '. ~e poal' 
conlldera ci mlfCarea mobllului pe intervalu I d t' d' . I I'nd, ,1 e .mp mIre '. '1 I 
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d ... inll uniformA, Uir vit.eu medie rei. 
pectivl tinde oltre o oal'ftot.eriltiol a 
mi,,'Arii exaot la momentul/ •. Aceaata 
.ugereazA definiţia vi/tui in.·/anl4ller a 
mobilului la mommlull. ea fiind limita 

(1) v(/.) ~ Iim .(1)- '(!!l. 
,''''. , - 'o 

In ipoteza cA aceastA limită există. 
Aşadar, v(/.) este limita pentru 1-1

0 
a 

vitezei medii a mobilului Intre momen­
tul /0 şi momentul I .. 10' 

I , 
I 
I 

I 

I 

I 

l' 

/ 

Fig . IV.I 

I 
1'" 

• 

I 

/ 
<II) 

De exemplu, In studiul căderii corpurilor In vid s-a dovedit că spaţiul 
parcurs In metri după I secunde este S(I) = .!. gl'. FixAnd un moment oare-

2 
care 1., viteza la momentul '0 este 

I 1, - ,,1 - - 1'0 

V(I.,) = Iim 2 2 = ~ Iim g(1 + '0) = .!. g . 210 = g . '. 
t ..... ,. t - 'o 2 1-+1, 2 

şi viteza la orice moment I va fi v(t ) = g . I (g este acceleraţi a gravitaţională 
g '" 9,81 m/s· ). 

In mod asemănător, dacă V(I) este viteza mobi lulu i la orice moment " 
atunci se delineşte acceleratia mobilului la momenlul to ca tiind 

() 1· vi ') - V(I, ) a 10 = lm . 
1-+', t - '0 

In ipoteza că această limită există. Legea fundamentală a mecanicii lui 
- Newton arată că la fieca re moment I forţa F(t) care acţionează asupra 

mobilului, masa In a mobilului şi acceleraţia alt) bunt legate prin relaţia 
F(t) = In • a(t). 

a) O limită de tipul (1 ) apare şi Intr-o problemă pur geometrică. F ie 
f: (a, b) - R O funcţie continuă In punctul Xo E (a, b) şi (C) graficul lui f ; 
aşadar, punctul Mode coordonate (x., ((xoll aparţme lui (C). Pentru grafice 
speciale (de exemplu pentru un semicerc y = V R' - x', Xo E (-R, R)) 
există o noţiune elementară de tangentă şi este interesant şi important să 

y 

, ... 
K R R o 

Fig IV 2 
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ator intuiţiei, t."!lenta In M. la (Cj 
extindem aceutl noţiune. core.?u~ . rlmAne .1 vedem ce leglturl Ixi,tl 
trebuie.l fie o dreaptA treoAnd ~rln ~ 'Iy _ f(':) a lui (C). 
Intre coeficientul ei unghiular '1 eoua~a din (a, b) ,i notAnd o.u M 1(201, (XII) 

Alegând un punct oarecare .':1 ~ . o tangenta In M o trebUIe II. fie limi'. 
Xt (C) IntUItiV .. . ... punctul corespunzm or pe, M In tarmenl prealfl, leoanta!tlofr( 

seoantai MoMI oAnd M, tinde oAtre o· 1 

are coeficientul unghiular 

%1 - %0 
tg .. = 

((s.)- ((so). (fig. IV.2) 

. a unghiului !lout de lemidreapta !tIoM 
('" fiind. mbura - depmz'Mnd de ':II;A ou O.:). PresupunAnd cA existA limi~ 
ou semldreapta de capAt o para 

1
. ((s,) - ((s,) 

(2) m= lm . 
s-+:r. %1 - Z. 

aceasta este, prin definiţie, coeficientul unghiular al tangentai In M o ~ (C). 
(DacA aceastA limitA este +00 sau -00, tangenta ~n M o la (C) este verb.cUl.) 

D 
• d . M avAnd coeficientul unghlUlar m este, pnn defiNI'., reapta trec .. n prm o 

tangenta In M o la (C) şi are eouaţia 

(3) Y - (':0) = m(x - xo)' 

In cazul .emicercului (fig. lV.3) avem (x) = V R' - x' şi In punctul 

M o(xo, V R' - ~) coeficientul unghiular al tangentai esta 

vl"~-'· V' • , . RI - %1 - Rt - %0 _ Iim :to - %-r'-:-;:== .. -
m = ;~~. %1 _ z, - xc+x. (Xl - %0) ( V RI - xl + V R' - J) -

= -lim-
x,-+.1:, R'-

s, 
= --;-:;:== V R' - .: • 

Se observA cA tangenta In M o la semicerc esta perpendicularA pe rata OM I 

. . . f(s ) - o V R' - xt t u care are coefiCientul unghlUlar • = = - -. Acoaota an ... 
%0-0 %0 m 

cA In cazul semicercului cele douA definiţii ale tangentei Intr·un punct coincid. 
Se pot da numeroase alta exemple In care apare In mod firesc limita unui 

raport Intre "creştarea funcţiei" şi "creştarea variabilei" ca In catul limitelor , . 
(1), (2). Vom reveni la astfel de exemple după ce fixăm cAtava definiţii 11 
prime rezultate. 

• 

, 2 o.f;";t;~ ti ,i. I ; u~ i f "Ci;; Intr. un punct 

Exemplele conoiderate mai ouo ougereazi!. introduc~rell urmAtoarei MIi· 
ni ţii fu~damen~le. Fie o funcţie f : E - R (E C R) ,i r. E E, .r. fiind \0\' 

odatA .' punct e acumulare al mulţimii E. Reţinem el f •• te d~finitl In t,. 
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\1 ErI 1 J'l 1\.1 1) . _puoe el IU'lf far. d er Iv • ti 
In jlUII,t .' d _a e Istl IIm,ta (In ) 

hm ' ) .. , 
(4) f' , notaU cu f'< I.) ; 

J) DacA derIvat 
dH vobll , 

f (re' ~xlst4 ~ este ImitA se spune ci funcla f e 8 t e 
! 

Ob$t'N'(lI'" 1. Se poate fntAmpla ca ('(zo) sI1 existe şi sA tie +00 sau -00. 

:2. Trebuie remarcat cA problema existenţei derivatei sau a derivabilitAţii nu se pune 
In punctele izolate ale mulţimii E (daca. E Bre astfel de puncte 1). 

Mai tâuiu vom introduce şi alte notaţii ale derivatei. Trebuie remarcat cA to studiul 
derivabilitAţii unei funcţii tnlr-un puncl intervin doar valorile aoolei funcţii tntr.o vecinl.­
tate a punctului i se mai spune cA derivabilitatea este o proprietate Iooald (ca ,i exiatenţa 
limitelor de (uncţii sau continuitatea). 

Presupunem cA {'(x.) existA; fAcând translaţia x - z. = h, atunci din 
(4) rezultă cA 

(5) 

Uneori se utilizează notR~iile Ax = .x - .ro. Il( = (zi - (z,), deci ('(z,) = Iim Ilf. 
4«...0 A% 

adicA. derivata lui f Intr·un punct x, este limita dintre "creşterea funcţiei f" ,i .. creşterea 
argumentului In punctul .1:'0" când aceasla din urmA tinde cAtre zero. Nu vom folosi InlA 
aceste notaţii . 

D I \ 1\ 2. DarA o IUII_tl_ f F • R lE, Rl este deriva-
~I1A orice pu el al unei subm dţlml f (" F .t,mcl ae apune eA f • 8 t e 
d • r I v abI I A pc mulţimea F In are t caz, luncţla 

f • R r. -f(r) 

se num te de· I .. I pa F 1\ nnil) I'n" l)nerati 
prin 

Dacii y = ((x), (derivabilă, se mai scrie, prin abuz, y' = ('(x); uneori .e 

folos . oc notatiile echivalente y' = 1JL = !!i = ~ (f) , indicAndu-se tn raport 
\' dx d:c dz 

cu C43 ar~ument 88 fa.ce derivarea şi reamintind că derivat a Intr-un punct 
.. te limita raportului a două creşteri - a luncţiei şi a argumentului. 

D"cli ( •• te deriva bilă pe E, atunci conlorm relaţiei (5) avem 

(6) ('(x) Iim ..L(J.:(z~+-,-,A::-)_'l.!( z",I,- , pentru orice r E E. 
It .. o " 
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lh""jOu ( .. te derivablllln otl ... punct din a d ... ~ 
i) FI. ( : .... lt.f(~1 _ z. In acoot ca', 

l!JI111a (z + A) - z i 

I 
((z + Al - [["l - IIm A -

Im A • ..0 
........ 0 '() t pentru orice s • R. 

,xtltl pentru orice % • B. In pIUI, f Z - • % i enlru orice % • R. erlaUl 
2) Pentru tunclia ( : It ... B, ((sI - s' - " p 

(( ) I~ + A)' _ I~ + A) - Is' - ~I _ 
f'(~) _ lim ((~ + Al - ~ ~ lim A 

11-+0 A h-+O 

8s'A + 3~h' + h' - A _ l!JI1 (2s' + 8sA + h' - t) - 8s' - t, 

- ,,~ " " .... 0 

deci f .. te derlvabill pe B. . 
. . .. e o axl a unul mobil, taJaţla It) .. ocne Vi I,) - o'l~), 

a) Reluind studIul nuşJa WU P
t 
l' .. te deriva ta spaţiului In .... 1 moment lin lpolou 

adiel viteza instantanee momen u • 
el tuncţia tI- .1') 88te derlvabill In to)· . 

') Stud' apll··'-d defini"a IV.i derivabilitatea funcţiei (: R -+ R, f i.,) - I z I 
~ lem,~' ...' . . . ' . ( (z ) - (10) I z I 

In punctul . % _ O. Acasta depinde de existenţa limltel raportuluI :z: _ O -= % 

In punctul % = O. 

1· 1 z I l' _-..:;.~ i Avem Im ..- Im - -
~,o z 
'<0 

şi Iim L=J -= Iim !. - 1 , deci limita raportului 
• %-+0 Z :t-+O % 

%>0 %>0 

f(z) - (10) nu existA In punctul., _ O ,1, ca atare, funcţia-modul nu 8810 derivabill 
, z - O 
In origine (deşi esto contind In origine). 

Inainte de a da ,i alte exemple, stebilim două rezultate teoret ice impor-

tente_ 

REU -\ IV. 1. Oriee fun('lle derll'abllA Intr· un punct t'SU eoDUuul 

DemoMlralia este imediată: Presupunem că (: E -+ R este denvabilA 
In punctul Z. E E, deci limita (4) existA ,i este finită . Din ~laţil 
(%) _ (%.) = f(z) - fi.,.) . (% _ %.); %,. %. rezultă Iim (f(x) - (xoJ) == z-.,. ._ 

li f(z) - ((;1 l' ( ) (' . . di-' r ~ m • Im x-x. = (xo) , O = O, deCi hm (x) = (Xe), a "" 
XIX. z-z. :C~. XIx" 

•• te continuA In xo. 

Reciproca teoremei IV.i este In general falsă, ata cum o dovede,~ 
exemplul funcţiei-modul In origine. 

1n .tudiul existenţei limitei unei funcţii Intr-un punct un criteriu ulii J.a 
co~tit~i~ e~alite,:"a Ii~~telcr laterale. Adaptlm acelt criteriu la Iludiu~ 
deţ\vabllităţn unei f~ncţn Intr-un punct, ţin&nd cont ci exiltenţ.& d.riv .... 1 

Inaeamnl In fond 8Xlltenţ.& unei anumite Iimit., 
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D B FII fi n. a. Fie E ( R " .r. E. E un pun" de acumWtVe 
p n"11 E t'\ ( , .ro)' Daeil. IImiltJ 

1, firI ,m -
.1: .. z. , 
'«"-

nlftll (In n), at'JB" act<Utll ltml/iI. se nume,te derlvata la rib,a a (unc,iel ( 
In punctul ro' Dacd, In plu., Ilceastil. ltmlt/J e.r"ta fi es. (imt4, atunci le spune 
rll (,st derlvllblll la stinga In punctul .ro' 

t" m' ~ ;m;1 • r ~ " 'le" I'.(.r.) la dreapta : ncţiunea de funcţie 
I ' , 

Direot din teorema 11.7. rezultă 

.tunel f este derlvaOl 
• , + n I r • 

Daoll E = r Il, b l, fa ptul 011 (este derivabilă In Il (respeotiv b) revine la 
aceea oi (este derivabilll la dreapta In punotul Il (respectiv la stânga In b) , 

11 Pentru tuncţia-modul ( : R ... R. fi r i = \ zi. avem (;(0) _ Iim ((zi - ( (O) = 

'~8 z - O .< 
= Iim Iz I """ - 1 şi similar, (4(0) = 1 , regAsim faptul cA ( nu este derivabiJA tn punctul 
~O z 
.<0 

z = o. 
21 Se poate InlAmpla ca (.(z,l. (;( .. 1 sA tie eg,l. t4r& ca funcţia ( eli lie d.rivabill 

fn Xe. ConsiderA m exemplul funcţiei': R -.- R . 

~ I d acA z < O 

((z) = 
I - • daci z = O (fig, IV .• ), • 

z+ 1, dacA .%>0 
• ( ,-

1 
z-- z+I - -1 

2 ___ ~2 
Airi (, (0) _ Iim _.....;;;.. = 00, (.(0 ) = Iim - 00 . 

%~O %-+0 :: 
%(0 :.:>0 

dar funcţia nil este derivabilă in x = O (n("fiind nici Fig. IV.4 
mAr.ar continuâ In % "'"' 0 1. 

RaţlonAnd CA tn teoreml\ IV.! , rezultă că dacă (este derivabiUlla drNlpta (respectiv la 
I'lnga j tn'r-un punct zo. atunci (este continuAta dreaptR (respectiv la at.Anga) tn acel punct. 

1 ) Func~ia (: R - R, ((z) <= V I :.t I nu f"Ite derivabilA In punctul z _ O deoarece 
dprivAlelp laterale. d~i existA. nu Slint nnite; anume, 

(~(O ) _Iim ({z) f!QI = Iim v"% _ 00 şi (, (0 ) _ Iim V - f _ -00. 
s ~O z - O x~ Z JC .... O :c 
ll'>n JC>O 11:<0 
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tln'u care lunt ncdcrlvltLUe tutt-Ult l'u 
In exemplele t, S am tntilnlt htnl~ll:~~ d"rivabUttl, Exemplul care urmOltJl l~~t 

tvom vedea ci tn celelalte puncte .~ee t lr-un alo gur punct. t 
ci e:datA. (uncţii care tunt derlvablle n 

{

Zi, dacA %. Q . Se oblervA u,ot tA ealoll tunr\i~ '*'. 

4) .'ie (: R - R, (Iz)· ° dacA % e; Q • 
, ' "ul In orice punct % >1- 0, 811 axamlnllm d.tlv'~i11 

continuA In punctul % .... O ŞI dlsconhn ta aA considerAm raportul . 
tatea lui f In punctul s = O şi, pentru aceaa , 

((%) _ ((O). = 
%-0 

z' - ° _ %, dacA % • Q, % >1- ° 
%_0 

° - ° ~ 0, dacA % el' Q I 

d 
dac 

, la cA ta r 'ta ° cAnd % tind. cltre 0, adicA f eat. .tivabilA ,1 ('(O) - O dar 
01 eate c r aces are Imi t t' 1 In a ) . 
In punct.l. %" 0, f nu eat. detivabill (d.oarece f nu ... con \DU ce . punct.), al @ 

) 1
, ,. se Inţ.leg. prin mişcare rectilinie, cu vite14 fU1lCţie conlinw4 la I 

5 Se poate acum exp lea ........ . ' . . d ' . ' 
a unui mobil, anume: spaţiul este funcţie de timp denvabilA. ŞI cu envata coobnu" . 

, - • • 
1 • 

Dacă f : (a, b) _ B este o funcţie derivabi1ă Intr-un punct x. E (a, b), 
atunci conform formulelor (2), (3), (4) graficul lui f are tangentă In Xo (sau 
mai corect In punctul (x., f(xo» , anuine dreapta de ecuaţie 

y-f(xo) = m(x -xo), unde m = ('(xo)' 

A,adar {'(xo) este coeficientul unghiular al tangentei la graficul lui f, In 
punctul (x" f(x.», Dacă ('(x.) = +00 sau -00 (In sensul că limita (4) e.te 
egalll cu + 00 sau -(0), atunci tangenta In (x • .t(xo)) este paralelă cu axa Oy, 

Fără nici o dificultate, se poate vorbi de semitangentă la dreapta sau la 
stânga Intr-un punct la un grafic, In legătură cu derivatele laterale respective 
In acel punct, Geometric, pentru o funcţie derivabilă Intr-un punct, direcţiile 
semitangentelor la dreapta ,i stânga la grafic In acel punct coincid, 

Dacă Intr-un punct xo, f este continuă şi avem (.(x.) = +00 li 
(.(x.) . = -00 (sau invers), atunci punctul x. se numeşte punct de ("toare.,.1 
al graficului lui f (fig, IV.!», 

o • 
.. 
x -
Fiti, IV,I 

OI , 
.. 
X 

, 

Av 

• 
ŞI 



y y+ , , 
I 

, I .. • ... • c x. x O x. x 

Fig. lV.6 
h 

Daoă O funcţie r: E - R (E c R) este continuă Intr-un punct Xo E E, 
daoă există ambele derivate laterale, cel puţin una dintre ele fiind finită, 
dar funcţia nu este derivabilă In x., atunci .e .pune că x. e.te punct unghiular 
al graficului lui r (fig. IV.6). Intr-un punct unghiular cele douăsemitangente, 
la .tAnga şi la dreapta, formează un unghi CI E (O, n). 

E:umpk 

1) Scriem ecuaţia tangentei la graficul (e) al funcţiei f(xl """ Vx tn punctul x. -= 1. 

Avem ((II=Vl-l şi f'll) = Iim ((zi-fii) = Iim V:;-1 -limv:;1 _1. 
x-+I x - t x .... t x - 1 .x:-+I x + t 2 

Şi ecuaţia cerută esle y - 1 = 1. (z - 1), .dică Y = 1 (x + 11 (fig. IV.'). 
2 2 

In punctul x = O graficul (e) Rre pe 01/ ca semitangenUl, deoarece 

( .. (O) = Iim ((z) - ((O) 
%-+0 x - O 
.>0 

= Iim V; -= 00 . 

%-+0 X 
.>0 

:l I Pentru funcţia r: K - K deliniU prin { (x ):o { 
.rt • dacA x < O 

sin x, dacă x > O • 
I:lvem 

( (z ) - flO) x' . r lO) 1· sin z - O 1· sin z (' (O) = Iim = Jim -- = O ŞI'1l = Im = ,ro = 1-
• %-+0 x - O %-+0 X %-+0 x - o %-+0 X 

%<0 %<0 x>O %>0 

Atu nci 11 = O este semitangenta. Ia stinga In origine ~i 11 ""'" x esle semitangenta la dreapta 
In origine la graficul lui f. Originea este punct unghiular (fig. lV.S). 

-r 1-. "1. Jr I Y4 
yrx , y/x " 1 " ,. 

, -• 
X Y O CI 

I 
f ·,g IV.' Fig . IV8 
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, 

laii func\1I continue pe un Inte.val care nu 'unt 
m"rllOli, Eate bhll de ,tiut cA ex 1 P Imul esemplu de a<*t ftl a 101t eon.t ... , 
. ' l 1 I a1ulu. • 1 '"It dari.abll. In nici un puncl a n o.v l.oordlna., Ultarlor I"au dat exoUlp o malllrnple 

d. K. Wele"truo ti a prodUi un '00 Oltual Emt.o\" .... dar. a un81 funo\1I CU ,rell .. \ 
dar toate dep""c cadrul acootul IOan ci' puoct contravlo. aparent \ntul\loI no .. t .. 
nelntrenlpt care nu lre t.ngentA In D~ UD\iOnam,nt poate conduce la tfrori. I 

du dovod .. t. c1lntul\la necoo.urat. 8 ta 

t dI ••• derl.abiUtat .. tunclillor f: a ... Il UfIIll 
1. Fo'oolnd detinlţia IV.1. al ... u • 

100 ..... In punctele Indicata: e) fis) _ VI<' + 8. s. - 1; 
a) f(z) - b + a. s, - 2; 

1 l' f) fis) - s - v;. .. - 1; 
b) f(z) - • :ro - - • 

z' + 2 

" c) f(z) = ain 5z ... - 2"; 
g) fis) - agn z .... - O; 

d) f(z) _ z' + z'. :ro _ 1; hl fis) - z • tt(z) .... - O,. 

cii t· ·tatea ,i deri.abilitatea urmAtoarelor lunc\h f:a_1I In 
.. SI 18 atu aH con UlUI 

punctul z - O i 
a) f(z) - z· + z; 

{ 
""+z. dacA z.;O, 

b) ((z) - 2"" + z. dacA z> O' 

L SA ....... ta cA funcţia ( : a -+ B. 

c) ((z) = ' 8in z, ; 

{ 
"'. dacA z'; O 

d) ((z) = -"'. dacA z> O' 

f(z) ~ 
zain 1.. daca z -1- O 

% 

o ,dacA.z=O 
oate contiouA p. n ,1 ou este derivobllA In o.lgin •. 

,. SA le arate cA dacA ~ > 1 eate Intreg conataot. atunci luncţia f : B -+ B. 

"'" sin!. • dacA % -1- O 
f(%) = z 

o I dacA % = O 

eate dorl.abllA In origine. 

.. Se conaide'" fuoclia f: a -+ B. f(") -
1 + V;. dacA " ;Jo O " SA .. arale ci f 
- V -". daca z.; O 

eate discootinuA 10 orlgino ,i cA r..(0) = (,(0) = 00. Se contravine teoremei IV.i? 

•• Folooiod lormula (6)." .. calcul ... dori.ata" pentru urmAtoarele luncţii f : R .. B: 
t \ 

a) f(z) - '" + S,,; b) f(z) = '" - 7% + 2; c) f(z) - '" + b; d) f(z) - 2" r+ s'" 
7. SA se calculele derivatele laterale ale funcţiilor f: R -+ R urmAtoare tn punctele 

z) indicate: 
a) fis) - al + s . , % 1. :ro - O; 

b) f(z) _ { %. dacA z.; O z. _ O; 
2"'. dacA z> O ' 

c) f(ai) - tt(z). Z. - O; 

SA le t ........... n .. l. aeelto. luncţll. 
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d) f(%) - Z + I '" - 2 1. :ro - 2; 

e z- ,4-' ) f() { 
2 .. - \. d.cA ".; 1 \, 

'" • daca ,,> 1 

1) f("') -
V'''I.dacA".;l \ ,.r.-' 
2,. - 1, dacA ,,> t 

• 

I 

later 

telor 
IolA' 

( . I 

tOI 

or 



• 

II. l!& .. 4"1."nlno o, ••• ullol ca lunclia (: II .... II, 

((z) _ { zi - " + 1 , deci z .. O "' no d"rivabl1l. 
o lin " + hOl z, deci z > O 

.. Se _'i4"" IUllclla (: II .... II, ((z) _ V I ZI - 1). SA .. coloulezo derivatelo 
lal.ral. alo lui (In puncl"l. 0,1, -1. 

10. F~o (: II .... R, ((,,) - zi ,1 z, _ 1. SA.e calcule •• c .. licl.nţli unghlulari al ...... 
lolor donnll. d. punet.l. ("., ((z,)) ,i (o, ((o)) pentru o -1,5;. _ 1,1; .-1,05. Ce .. 
IDtlmplA eu .c",ti eoelielonli dac4 o .... I? 

11. SA ... erie ecuaţia tangentei la gralicele funcţiilor ( : B .... II indicate In puncte'" 
r. N!IIpeetive: 

a) ((z) - zi, "', _ 2; 
b) ((z) - ;rO - ", ". = 1; 
e) ( (,,) - (2: + 1)', z, _ ~; 

d) ((z)- VzI + 5, z._ 2; 
e) ((z) """ ain z , ro ... Oi 
r) (Iz) = Z + lin z, z. =- n'. 

11. SA se determine punctele unghiulare sau punctele de Intoarcere pentru funcţiile 
(: R .... R : 

o • dacA. z < 1 
c) (Iz) - ; 

e-'I,,-I)', dac4 1e .. 1 

b) (Iz) = Vlx _ 1)'; <1) fi") = I x-I I 
I x \ + 1 

II. Fie (: R .... R. f(x),., {zi - 3x + 2. dac4 z> O. SA le studie .. derl.abilita. 
O ,dacAz<O 

tea lui f ,i să ae determine punctele unde tangenta la grafic trece prin origine. 
1~. SA. le determine tangentele la graficul de ecuaţie y - (z + t)1 care trec prin 

origine. Idem, pentru y - zi + t . 

• • ., • .. 
I 

Am IntAlnit deja exemple de funcţii derivabile. Este utilă o sinte.' a 
derivatelor funcţiilor uzuale şi se impune stabilirea unor reguli generale 
de derivare a sumelor, produselor, compunerilor etc. de funCţii deri· 
vabile. 

, • 

a) Orice (unelie eonstantd ( : R - R, ((x) "" c este derivabild pe R, cu deri· 
oata nul4 (('(x) = O pentru orice x E R) . 

Se mai Bcrie 

(7) I .' l' I 

Oemonatraţia este imediată: 

.. Iim 2. _ O. 
h .. t) h 

{'(x) = Iim 
.~O 

((z + h) - (Iz) 
h 

= Iim 
.~ . t- t 

= 
h 
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V d t
o' o <o,'", rt\cip"oc ehll'A U rUJlC\I~ ill'tI dlil'lVUltt l1ul' 

om \~ t!tl nUll tlrtlU ti y 1 '1 • 1. 
un intt'l'yal atunci (OS esle cOJUstantă JJ6 acol Jfltf

1

J'\'8 . j , 
o R R f() "In .. 1 lnt ... ·g) .. 1. d,,;".' '/ 

b) Frlne/,a ·plltere f : - ,.r , "' d p, ~ 
~r ('(;1:) • 11/'·', V x E It 

Se mai scrie 

(8) r 1 , V. 

Intr. ade vii r, f' ( x) = li m Lf~1 %c.:+:t,;h~) -,fC,l;1 %~) 
h-+O h 

1
, \I=%.:.+~h:!.)._...:;.%'~' 
rOl -

li ... 0 h 

= Iim C!xlt lh + c!*n- 1h2 + 0.0 + lin 
h.,.O h 

Iim (C,',x" 1 + Cn'x" 'It + . o + 1" h~O ' ') ~ 

= C1X"-1 = nxn 
1, V x E il, 

In particular, x' = 1, (x')' = 2x, (x')' = 3x', (x'O)' 1Ox·. 
e) Formula (8) poate li generalizată. Anume, pentru orice conslantl 

reală r, funcţia putere f: (O, (0) - R, {(x) = x', este derivabilă şi, In piUI, 

(9) 
1 

I 

h . 0 

%'[(1 + ~r - IJ • 

Intr-adevilr, (x')' = Iim 1% + h )' - x' 
h--tO h 

Iim = 
h 

(HiT - 1 
= :r' Iim o % şi, făcând h = o~y, Ix')' =, x' o 

h..."O h h +0 zy 
Iim 11 +- y,' - t = 

= xrt , Iim (1 + y )r - 1 = rxr -I , ultima relaţie decurgAnd din relaţia (45) 
,, - ~o Y 

din capitolul II , p. 89. 
Aplicând for'mula (9) re,.ultă 

(V- )' - (~J' I î -' 1 x - x =. x -= V >0 ~ 2 v-;' x ; 

( ~/:)' l ~)' 1 !.. - 1 
V X = X = - x· = 1 '\( O 

3 3V~' x>. 

Această ultimii relaţie are loc şi pent O I ru x < o n punctul x - O funoţiile 
(: (O, (0) - R, ((x) = VX şi g : R _ R x _ ~r:-
(deoarece r.(0) = 00; g;(O) = g:'(O) = (0). ' g( ) - V x nu sunt de"vabilo 

De asemenea, (~J' = (x '1)' = -1.' 1 
% X = - - '\( r "" O .i 

~. ' y 

(:; r ~ (x"), -2·x . .... _2-
.' '\(x,,"O o, 
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d) Cun.idor611l func\ia IUllaritmieA I : (0, 00) _ R, ((.t) _ 1",. ,i IirăLAm 
cA ea fiI' t1mv/lbild p. intervalul (O. "') ~ ', 1" piuI, 

(10) • r 
, , 

C 
• 

• 
oriCe Intr ,adavAI". pent I'U :t > O avem 

III \% + h) - In :r: 
{'(x) - IIm a 

, ... 0 h , -, • 1 

~ Iim ~ In .::X...;+c.::..
h = Iim In (1 + .!)/i = In Iim (1 + !!.)ii: ' ;; 

" .. o It :x "...,.0 r "....o r 
;:::: In e~ = 

I , 
= -In e:;: - , 

r 

e) Func\iile trigonometrice ( , g : R _ R, ( (x) = sin r , g(x) = cos x sunt 
d",vubile pe R şi pentru orice x E R, avem 

(11 ) 
_1 _' ____ --'1 . 

- "T 

(12) ro ) "' • 

Avem. Intr-adevăr , 

2 sin..!!:... cos (x + ~l 
(sin x)' = Iim ~s;:;i r.:..r "1:r::..,:+-:,h",I_-...,:s,:;ir,,,,1 r = Iim 'L 2 = 

, h 
SIO -

.\ .. 0 h h+O h 

= Iim -....;~~ Iim cos (x +.!) = j , Iim cos (:r + .!) = cos hOl (% + !!) = ca. x 
'.0 h MO 1 , ~o 2 .~l 2 -

şi , similar. 

-
2 ' ( h) , h Sill % + 2" Sili 2" 

, )' cos l,x + h) - cos :t: 
(cos x) = ,m 

11.-+0 h h 

, 
tun -

= - hm _..:~'- Iim sin (x +!!) 
II. .. o h 11.-+0 2 

1, ' ( +" ) , -= - lID Sin r - = -SlIl X . 
11. .. 0 '2 -

, 
81n u 

Am utihzat de două ori limita binecunoscută Iim = 1. Am făcut 
U ~ O u 

mai SUR un obul comod de notaţie, pe care 11 vom mai folosi uneori. Scrierea 
corectl! a lormulelor (11), (12) este: (sin)'(x) = C08 x; (cos)' (x) = -sin.r. 

Ob.t'rvcţitl , TrebuiC' rdcuU\ distincpa tnlre numerele (' (xo ) şi (((x. ))' . ullirnul fiind nul 
ca d~rivBtA. il uot>i func~ii constante. Dacă f' exista şi esle continuA. pe un inlNval deS<'his 
r.JUP con~inp. x,

' 
alunci ('(xo) - lim (,(xl, dar, 10 general, 8 ct~nstd relaţie n\l are loc (pu-

x .... z. 
tAndll . ~t In'AmplA ca limita nici si' nu existe) . 
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Pentru funcţia 

K - cos d.h"J. ( 1 . 
bl' fi ril' \ lu 7 ' 

~lnllLlr. In I 
il IUI'rIlUIt'1 I~to 1111 ,{ .. 

IUl'canic 'ormula (10' i 

~. 'f.r :>O]. 

L 2 Reg' ,de demare . 

\' om arăta că pentru funcţii r, g : E - R 
f .... g, r - g, rg etc. au aceeaşi proprietate. 

derÎYabile, Ee Il , funCliil, 

rrIJRElI\ ' /, 
". de \ ulnle ", unelul 

II, o cor· nt), 

\tunrl 
\ 1 1 I o,; r derl\ lh. l C' 

• 

" 

(13) 

(1 ',) 

r dusi I 

(1 ~) 

r-­, , 
I , 

,i1i1 III 

, 

r 

r 

~_. -
( t( --_.-

• 

" 

I·t ( 

f ) I I 

Demonstra!le. a) :\otăm <1> = r - li. Trebuie calculat raportul 

__ ! I~._.:.f I.!.--- x - .ro ,T I, 

pentru x # Xo' Trecând la limită (x - xo) ambele rapoBrte ,lin memhrul ,I repl 

au limită finită, anume ('(xo) şi g'(xo)' Alunci limita. Iim $'.r' '\lsto 
.\" -_.'( • .t .tII 

şi este egală cu ('(xo) + g'(xo), adică <1>'(-"0) ('(.ro) -rg' (xo)' ,It·", f""mul" (1;11 

Reţinem deci că suma a două funcţii deri"abile r, a : E ;... It ~ste (1 fund i,' 
deri"abilă pe Eşi derivata. sumei esle egală cu sumB"d~rÎl n\elor; "It ft'l ,eri>, 

( 16) 
I r _~f -.J 
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r. 

e demon lt'euA imediM\: (l/)'(lol 

>.fl.c.); a,ada.; 

Iim li·/I.l1 

~ ... ~. 

Mtht'i~. o Ollslalllfi ·It· .. ,- rI(m'ti· ,I!- sllb <flr/!'O/li, Ppntr'lI), 

.. f 
1 avem ( ( 1' = 

PI'I'\II\1ll Hv\IIH I'pluti", (1;)). :\"olHm'~ {g. 

~- "" 

. , ) 
'i (.>"0 

(1 Io) . Iim 

I . ,.",,' '.::'-' --,;',,'::.' '!!:' IIll -

, " x - .ro 

,\01 rolo,it faptul cA g este continuă in )'0 (fiind deri,'ab.IA in r.), deci 

Ii01~(.rl ţ( r.), 

Reţinem totodatil cA dacă (, li : E - R ,UlIt fUII('ţll dem'abile pe E, 
atunci (f!. este deJ'i,'abilă pe Eşi are lol' J'egu la de de";,'are a p,'odusului 

-
(18) f 

Teorema este demonstl'atil. HeţllH:'Tll 

Io E E conduc la rezultate pri,'il. 1 
pp tnlll\lInPH r .. 

I 
---

I 

că lezultatele 
df'ri n\ bilitR lPR 

obţinute 

fun{'ţ iilol' 
intr-un 

( ":"a 
c' 

punct 
I,f. (J! 

Prin induqlE' <lup» A', !-lE" demon~tre8ză lnw(\iH.l ul'malOl'lIl 

I 1) It O 1 \ II D H 

I IIIIt 

I ,1 I 

r o T 

t 

rf' Il( I • I 
II tii 

unt I r 

\ltf,,1 fl('ri!:'. dRC~\ fI' 1 ~j -:;;; k, sunt del'intbilr PE' E. Rlu!l('i (t fl)' )-, 

III 
Illt' in 

• L:'- . 
J J . ' lD () • E ((, .. , {; .. ' (.) De exemplu, pentru" = ;1, ({, ~ {. -+- (,)' 

-, 
r; • {; • {, ~, ({,{,{,), = M,{, 
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ffllllE'I1 
.).;. 1, luotl 

f ' luut d~rlv bllt n 4, I'n.JpullelU • 
luntţ .tll f 10 derhllblli 10 '. ,1, III Vi a. 

I 

')' L •• ,rl A 
(19) I (.' ..... 

tA 

Demonslral". Notăm h = ; \ deoarece g{xo) .;. O " g 
. ătate a punctului 

r •• uItă că g .st. n.nulă Intr-o veCIn 

eate continUA In 
" 

Xo ,i d~ci are "ni 

d.rivabilitatea cAtului In punctul Xo· M _ f(.,) 

AI x) - h{r.) == Iim , Ix) R(x,} = 
x - :ro Avem li)' (Xo) = h'{x,) = Jim 

.. %~:t. 

1
. (",),(",,) - (.,)R("') [(x) - (lx,))Rlx,) - r,lx) - AI.,)](!.,) = 

= ,m = Iim Ix - x,),lx), lx,) 
x_x, (z - %.)I(x),(.%,) x-t>X. 

_ r [(X) - fix.) g{x ) _ ,Ix) - ,Ix,) ((xo)] 1 
- :r~~. x _ z, e :t - %0 ,(.%),(xo) 

= [f'{xolg{xol - g'{xol({xoll " I~,) , 

--

Demonstraţi .. arati! totod .. tă că d .. că f ,i g Bunt deriv .. l:ile pe E ,i g nu It 

anul .... ă In nici un punct din E, .. tunci cAtul L este deriv .. bil pe E şi, In pIUI. 
A 

(20) I ! (r L' (A' I 

In p .. rticul .. r, luând pentru ( funcţia constantă 1, rezultă 

(21 ) (1)' l - =-- . , " 

al P 
_ cOiZ 

a produ 

4} I 

,i aplirA 

-
-

Ilg x)' 

aplicAr 

2 

T 
tiv 11 
vara 

I 
c te 

In punctele unde g nu se anulează . P' 
In acest moment ,tim să derivăm funcţii re .. l. polinomi .. I., funcţii raţio-

oal., funcţii trigonometrice .tc. 

Erempk 
1 ) Func\ia reaIA f: R -+ R, f ix) = x" + 4'" - x + 9 .. le o sumA Iinili!. de funcţii 

de forma ax'\ deci este derivabilA. pe R; In plus, ('{x}::z 10%' + 20xc - i, V % 6. R, aph· 
.lod regulile 116), 117), 17) şi 18). 

Similar, pentru funcţia ,: R ~ It, ,(.x) ... - 2%' + 3x' - tOr. avem ,,(xl c: -l2~ + 
+ 6% - tO, Y z & R . , 

, d . 
fix) - x' + b + s, ea ~l Pentru ,: 10, 00) -+ R. flxl- (x + Vz)' av.m 

(,I"') - 2z + 8 V; + 1, V x > O. 
Similar, pentru funcţia ,: R -+ R, ,(x) _ (V; _ 1 )", avem ,1") _ " - s ~ + 

1 t , t 

+ a V; - 1 - x - s.,T + BxT - 1, deci ,'t"') _ 1 _ ~,,- r + fi: - r _ 1 - ' + ~ v.; , r 
pentru orice x,. O. 
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31 I'onlru IUlie lui. r, I : a .... a, ((,1 _ ,', .(,1_ lin .. avom f'(zl- 2 .. , I'(rl­
- COl Z ,1, l' . at~N. (x1ldn .1')' _ 2% sin .l + zi COI:I, V Z • R, apUclnd regula de derivare 
Il produ.ulul. Sunilar, (.1' COl .r)' _ 8x' coe a: - zI.tn x, V % • R-

41 runell. rallunal& ( a .... II, ((zi _ '" .. le dorlvabliA In orlet punct z • R 
"'+1 

'1 aplil'lnd .. gulo(20), ('(s) 8"'("'+1)-'" . 2s _ ... + s,.o . Funclla (: a'-.( -1, t) -+ Il. 
(z' + 1)' ('" + t)' 

(Iz) - ~ I .. le deri'abiiA In orice punct z Ii!'i ( 1,1) şi ('(r) t .(", - 1) - z·2z 
.1

01 (x'-1)' 
.... - I 

tn pUllctele :r le: - 1, x"'"' 1 funcţia f nu este definitA şi nu se }June 
t.r' -- tI· 

probleuHt tlt'I'ivtlbi1itilţii lui r In aceste puncte. 

51 fn oriet' punct unde cos x oF O avem 
tlgoTI' (SinZ)' = (sinx)'cosx-sinx(cosx)' =cosx·cosx-sinx(-sinx)_ 1 , 

cos X cos' x eost x COSI x 
aplicAnd regulile (201. (11). (12). tn mcd similar, In punctele unde sin % =1= O avem 

(ctgr)' -

2.3. • i .. _- , .. OI _. 

• • -SIfl X • sm .r - cos x . C08 x 

sin' x 

1 =--=-. 
sin' x 

i "I~.~r i n I f *'+ •• 

Trecem acum la stabilirea altor doull teoreme generale de derivnre, rela­
tiv la lompunere şi invel·sare. Deosebit de importantă este formula de deri­
vare a funcţiilor compuse (funcţii de funcţie). In acest sens, are loc 

, IB('Ar 
tP derh abilli ill punctul I 

aluc IIc "\In coml'l: ~ u 
DarA {e le d rivah In pe 1, 
p. 1 1 ..., lor 101'111111. 

/ -i t' te der" "IIIIA III )lUI, 'lui 1/ f( 0\ 

{es e der.vabiiA In o şi (, (o) p ('10) • ('( .) 
e • dern allliA p. 1 alnr. I { .,te der" .. bilă 

, 

(22) ( f 

o scriere practică a regulii (22) este: 

G'(x) = g'«((x)) . ('(x), V x E , . 

o schiţă de demonstraţie ar fi de a calcula limita cAtului ~ utilizAnd 
A~ 

I 
. Aţ 

re aIia ~. 
A. 

A~~ . Al ,i făcAnd Ax .... O; .. elultă A{ -. 0, deci 
Af A. 

Iim Aţ = Iim Ag . Iim A( = g'(fl . (', 
ă);"'O Ilx Il( ~O IlfAx ~O ll. x 

InRufieienţa acestui raţionament constă In aceea cA 6.( •• poate anula 
chiRr rjp o infinit.ate de ori 1n vecinătatea unui punct. 
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J)cmo'I"I'UI' •. Avem d. arAtat 01 
~(((rll • t(((r.11 _ ,'(((r.1I • ('( •• 1· 

tim 
x .... x. % - r. 

CODlidnAm funcţia ajutAtoare F : J .... B. d.r1oit& prin 
,(~I - f{y.1 , daci y ,.. v. 

(291 F(vl - :Y - y. 

,.(y.1 ' daca V V.· 

Func~ia F eate continuA tn punctul Y. deoar&Cd 

1
· ,(vi - '(V,I 

Iim F(yl = .m 
- ,'(vi F(v.1 

V .... II. " ... v. 11 11. 

Pe de altA parte. pentru orice % i- %0 avem 

R(f(xll - ,(f(r.11 = F(t(xll . 
tlxl - f(x.1 

• 

(24) :t - %0 
% - %0 

1ntr#adevAr, dacA. fir) = f(x.l, atunci ambii termeni sunt nuH. iar dacA ((r) .;. '(z,), atuncI 

t(xl,.. Y. şi, conform (231, F(t(xll = '(f~~~ = ~:'I , deci relaţia 12~1 eate dovediU 

In ambele c .. uri. TrecAnd la limitA (z .... r.1 In relaţia 12~1 şi oboervlnd el F(t l_) ~ 
.... F lt( .... )1 - Fly.) = , 'Iy,), rezultA ca 

G'( x,) = Iim ,If(x)) - R(f(x. )) ~ ,.(Y.) . !jm f(xl - tir.) = , 'Iv.) . f'(·,)· 
x .... :r. x _ r. le .... :c. % - .t. 

Teorema lV.S ute demonstratii, Cormub (22) Ciiod o cOD!leeinţA directA a relaţiti 

anterioare. 
Formula stabilită mai sus ne permite sA calculăm derivatele unOr funcţii 

mai complicate, obţinute prin compunerea unor funcţii ale cAror derivate 
sunt cunoscute. Ea se extinde la compunere .. unui număr finit oarecare de 
funcţii derivabile. Astfel, dacă f, g, h sunt funcţii astfel IncAt funcţia H; 
= h o g o f să fie definită pe un intervall şi dacă f este derivabilă In x. E 1, 
g derivabilll In ((xo) şi h In punctul g(f(x.)), atunci funcţia compusă H •• Ie 

derivabilă In x. şi, In plus, 
(25) H'(x.) '=' (h o e o f)'(xo) = h'(g(f(x.))) . g'(f(x.)) f'(xo)' 

Demonstraţia este o simplă aplicare repetată a teoremei precedente. Anume. 
notând G = g o f avem H = h o G, deci H'(,;o) = h'(G(xo)) . G'(,;.) şi, ţinAnJ 
cont că G(x.l = g(f(xo)), G'(x.) = g'(f(x.)) . ('(x.), rezultă formula (25). 

Enmp14 
II n. G: R .... R, Glz) _ 12z' + z)', le" R: considerind funcţiile ( : R .... 1. 

, : R .... R, ~Ir) 'o: 2..,0 + x, ,tu) _ u', .e observi ca G - B o (, deci conform (22), G·lr)· 
= "(/(z)) . ((z) Ş' cum ,'tu) ~ Su', ro,ulti G'(x) - s· fix)" ('(z) _ 3(2z' + .)" (h + ti. 
V % Ei R. 

x ~) Fie G :.R -: R, G(z) = sin.x ( ... R, conslant). Aşadar, Glx) - sin ul')' o_d' 
~( ) - CI'~I deCI G (z) = cos u(x)· 14'(%) _ 11 cos !XX, Y % • R. SimUar. pentru G : R'" a l 

Iz) a-) ·c' ~'d·vem Glz) = v'(x), unde v(z) - .in x, deci G'(",) _ 2v( .. ) .v'(,,) - 2 lin % cO" 
ons. e"m H : R -> R Hlz) cos' S R I ... 

punerea funcţiilor f. R R I = %, z. . n &ctI8l cal funcţl. H esle co 

d I H
' ..... ,((z) - 3z; , : R -> R ,tu) - cos u ' ~. R .... R At·) - " 

ee - B o '0 f Dar ('1) 3 '( , "' . 
• elultl H'lz) _ 2(~OO 3 )I_x . -3 )' , u) - -lin ", h'(v) - :Iv ,1 apUcAnd formula I'S 

% 5In:c· 3 - - S sin fh, V .% • R . 
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SI"billlll IICIIIII U u"illlA 'oul·.m' import.aIlL4 d. tI .. i ...... Reamintim cii 

tl~"A { : I • R •• \.it 10 funcţie cunLinu4 ,i ILril:L monotonl pe un interval 1, 
atuncl .. mul\Jmell J - 1{(IlI .r E l} eote, de i8.mene~. un inter\'al; {: J - J 
•• 1.0 blJvc\Jv6 '1 i'1\'el'"" OI H _ ("' : J _ / .,Le () funl'li, continuă (conform 
,.",,'mel li!.?) . C~ "" pOllt. SPUII" d .. pr. K da"A I'lIlIeţill f este derivabilA? 
III ace.L .611' "re loc 

,rlllli 
"IOHI\ Inl~l" IIt· 

ti, Fh· f / • I u Il: "!Î1' contlnuJ ~I Iljeet"A Intre 
I'r"ul,,'uruI I'iI f "te derlvuhilillntr· _ ,lUuet 'o / 1 f ( •• 1" , 

I ~,t. d,'rlvabilil lu "unrful li. f( o) ~I. lu p'us, 

" 
1 

IJ cmOIl ,.'frerţ,.. Bineilll eles, t.'ebuie examinată existenţa limitei raportului 

.,«~Y',---,,~!.<' Y"", 1 A d . d F' - . I - c"n y Un e către Yo, Y # Yo' le x = f '(y); dm faptu că Y#Yo. 
y - .Y. 

I' .. yulti\ :r y! .ro ~i . in plus. 
(2/) Kty) - g(y, 1 = _ KlflxJl - ~flx,Jl = _'::._-~.''-- = __ 1!..-_ . 

Y - y, fix) - (( x,) ( (x) - flr,1 ((xl- flxol 
x - :To 

Fr,.un,1 y - Yo' rr wltă ~ (.II) - g(.IIol arlică x - 2:0 şi ultim ul raport tinde 

eâtre I . A' unci primul raport din re l aţia (27) va avea li mită, deci lunc' 
('(rol 

ţia g e,te derÎ\'Rb i l ă In punctul Yo' Totodată se deduce ,-, Iaţia (26), 

Relaţia (26) pOAte fi sCI'isA ca egalitate de luncţii astlel: (f ,) = 1 • 
f' 0(-' 

oIară ipotezele teoremei IV.6 RU loc in orice punct din 1. 

()b~"M·(lp~. Dal'ă In enunţ ren untăm la ipoteza {'(.r,) +- 0, sl' observA din demonst raţia 
anterioară că dac.' ('(xol-= O, atunci g'{yo) c: +00 sau -00 (dupa. cum ( este stricl eres· 
c·atOArp sali slrid descrescătoare). adic~ In punclul Yo~ ".ro} Rra(icul fUllcţiei inverse 
aN! o tangenta vurticalj 

C fJlIsfcin ft 
• 

t) Conoiderllm 

, • - -
funcţia f : [- !. 

2 
~] - r -1, 1), definită prin ((x) = sin x. 

In flri('p punct Io E (- -;. %) sunt veriricate condiţiile teoremei IV.6. deci 

IUllcţ,a ( , = .rcsin este derivabilii in orice punct Yo E (-1, 1). In plus, 
aplic"nd lormula (26) şi notând Yo = sin .ro_ deci arc"in Yo = xo• re zulU 

1 1 t 1 

(.rr,in)' (Yo) ('Ix,) = cau, = V 1 sin' x, =- 'v 1 y!' V YoE(-I, 1), 

Ppntl'u Yo = -1 avem %0 = -.; şi ('(Io) = O ~i conform observaţiei 

Anl.rloa •• , (Arc.in)' (-1) = 00. I n mod similar, (Rrcsin)' (+1) = 00, 

13; 



• 

I I - "" ( 
\ ) , I 

" rAd rormula tlfC("OII ;t J;: - arCllin 1 

in mod similar sau ap le n 2 j 

Raţioni\ml 

V.t E.: ( ·1. 1J. rezulti! 
• -

-
(29) I H I 

t 
-

V T .... ( 1 1 I 
J 

Fie acum luncţia { : (- : . 
n) _ R. {(x) 
2 

n J= R. In orice punct xot::. I . Inv.". 
2 • teoremei IV.6 pentru 

n 
1 = - , . / 

• • orice pu net y, E R, r.zultă derivAbilll In 
ei, arclg : R - ( -;, ~), 
ilo = tg TO ,i. In plus. I I 

') I ~I~ = cos' Xo = -~'--:-- = -'~, . 
(a(.ttg) I Y. = ('(r,1 - _..:1_ I + tg' r, t + Yo 

cos' %0 

Cu notaţii schimbate. am demonstrat formula 

(30) 
uctg r) , _.-

I 
.J 

t 

In mod similar, sau aplfcAnd formula arcctg x = :; - arctg I. VIE R, 
• 

\ 

pUlld .LI 

bilă III I 

• 
uriel' :r 

COlii 
nu ~8tA 
g'(O) . 

24 

1. . 

3· 

II 

r 

(,-' 

avem (arectg x)' = - • V x E R. 
t+~ \ 

2) Fie 1 ~ (O. (0). J = R şi { : 1 - J . {(x) In x. Conform teol1!llI!: 
lV.6 ale cărei condiţii sunt verificate In orice punct Xo E 1. rezultă că (unei" 
exponenţială '-' = EXP este derivabilll pe R şi, In plus. V Yo E R. y, = 

= In :ro aV{"ID 

I 

"(r,l 
! = - = xo= eY• I . 
-
r, 

Cu alte cuvinte. am demonstrat (ormula 

(31) \-'-"-' -
3) Fie f: R - R, fx) = xn(n > 1) Intreg. NotAnd I - lO, l, '.-

"" [O, co}, avem o aplicaţie continuă ,i bijectivA {: 1 J. deri"8hiIA InOriC' 
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JIIUlfi a. > o ti '(ael .. 11:4 ' " O. Conform teo .. m.i IV .6,,-' .. te deriva. 

bill In N. - '(a.l - si ti ('-')' (N'> ... 1.-. _ ",1 iZ ' A,aelar, pen,", 
nZ9 ,,~. 1 

orice x"'" O avem (!r;)' = _ • • 
Conform ob8erva~iei anterioare, runc~ift g : [O, 001 _ [O, col, g(x) = Iri 

nu eate d.rivabil' In punctul x = O ,i avem gd(O) = 00, dacă n este par ,i 
~'(O) = 00, da,,' n est. impar, 

I 

24 PreIenlar,a .inlelico o deriyatelor fUl)c\iilor uzual, fi a regulilor 
d deriware 

1. Rt"llh d. deri,'ore (fitma mai preciza condiţiile In care au loc) 

1 ((±,)' = (' ± , '. I),f)'­
L 1(' )' (', + (,'; 
9. (()' .. ,., - fI' ; 

I " 

). . f'; 

• (II{/)' = , '(fi ' ('; 1 
((-'l' = -=-- , 

('((-1) 

II . Tabloul de duwnre al (uMlii/or elt'lnt'nlarl!: 

Funcţia 

r 
..r". II .. t Intreg 
;tr. r real 

V; 

In x 

e" 

a X , a > O,a#- l 
510 :r 
COS r 

la r 

ctg r 

ar<:C'1J8 % 

Oerivata 

" 
1 

1 -
x 
.x 
aX In a 

('os x 
, 

- sm x 
1 

cos· % 

1 -
sini % 

1 
V 1 _ %2 

1 
- ~'S' Vt - Xl 

1 

Domeniul de dt"rivsbilitate- l 
II 
It 
II 
cel puţin (O, +00) 

10, +00) 

10, +00) 

II 
II 
It 
It 

sinxyl:> O 

(-1, 1) 

'(-1,1) 

It 
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I 'U .,,'.vli- d"d,.tollulIC\lol (, a 
J tate Ml\t~l' or, t 1 l d ',' 

TOH.t~ tll:t'.h derivate tiU 10lt C&,CU t rai avem 11\ f(-) - ~ n ti " erlvlnd l' 
..J.. n tanti n a(''' 1\ 

f(~l - 0'10 ;> O, o ... 1 co l' r( .) _ fi'') , In o, .~,,,.I. (a')' - o' '1 
1 'r(y) _ In o, de'" • ", 

re,port cu z, t'tt,ultA f{.r) • . 1 naUpl. J..r _ ,r III x, ,,> O .. il CI Il, 
1 fi <felll,IUi II ft, 

'V " .• R , }o'ulIl'til!. putere poa ~ f mula (9). 
1 1 r- 1· regAltm or 

'1 ~r r' _ ~ r% I (r) - er n.~ . r . - -=.. . 
~ % 1 preun4 cu tabloul anterior permite ob'l 

"1 (ompuS6 mI ' • 
Ttorema de derivare a hlO~ţl.1 or t (unde tL ~ u(z) elte o uncţtt derivllLilaj 

uerea urmAtoarelor formule utilizate (lUr80 . 

I 

Tabloul de derivare al funcţiilor CO
mPUI6 

; E 

Funcţia 

" 
11", II ;;Il i. IntrPg 
u", r real (u > O) 

Vu (u .. O) 

In II (11)0) 

e" 
a". a> 0, tt j: 1 

sin" 
('os It 

Il( " (cos II '" O) 

clg" (sil\ Il " O) 

IIrd\( l' 

" nun- I • It' 
, 

rur-I . " 
u' 

2Vu 
" -
" 

~Ij • " 

, 
, 

a","'·lna 
, 

cos U • Il 
, , 

-!iInU'U 

_-,::1_ ' ' u 
cos' u 

1 - -.:.... 
81n l FI 

, 
'u 

1 

-V~'" - II' 

1 

, 
' u 

- -:-r.===:­V1 - It' 

,,' 
'II 

, 

Domeniul de deri\'llbiHtatt 

'u > O) 

(u > O) 

(Il> O) 

(cos u .,. O) 

,sin" ... O) 

(,,' < Il 

(u' < 1) 

-
, 

I 
I 

\ 

I 

I 

Adi1uga.m ci daci" ti sunt funcţii derivab:le ~i u > O. atunci (unctiR w. - etil­

are dl!'rivata 

fu")' -= eli In " (,,' In " + ,,~ _ ,,- ("' In /1 + " ~) , 
l' l' 

lonnull c .... ",zultl aplicAnd teorema d. d.riv ..... lunc\lilor "ompUlO lunclloi .. Ia' , 
~i I inhd cont cA Iv In u\, _ .' In II + v ' ~ , 

u 
Inc.p6nd din ac .. t moment ar ltebul al ,U\1 al cakulall deriVAt •• rlolnl flIIIOIIl 

.lemenlA ... 1 
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(a~ 1 

~au. l'f'hi\'1 

~l- ll\t 

T _ d(\x 

tn ca, 
RezultA I 

(33) 

ForlT 
lui f apre 
relaţia ( 

134) 

c~ea. ce e 

Ez. 
aplicaţia 

2) 1 

dlx') -
ROI 

vabile 

In 



('1 .• ,) _ Iim f(r)- fI.r,), , 
..... , Jt - %110 

d"d "'" loc (ormula aproxim"lIy~ J{.r\ - (/x,1 "" ('lx.I, adicA 
x - :Co 

(S11 fir) "" "x,) + (x - .... 1 ' ('{.r,), 

sau, t'<'hi,,"I~nt. ~/~ ('(.r.} . Ar, 11\ v~ciltj\talE'n lui Xo. 

~~ Ill1meşttl d'f.r~'II"ala lui fîn Xo IIplil:apu l' : R -+ R, T(h) = ('Ixo) , It şi se noteazA 
T _ dflr,l; aşadar, V h e R, dflx.1 Ih) _ f'(r.) , h, 

tn C81Ul particular când flzl- %, avem ('(zo) .. 1. şi, ca atare. d.z(z.l (h) c;r A. VA e R. 
Re-IultA formula 

133) d"r,) _ ('(r,1 'd%(r,1 (egalitate de aplicatii R -+ It) 

Formula (S2) se mai scrie: tJ.( -.:::.!. {'(:r.) . Ax _ dflx.)ltJ.x}; SE'> spune ca. direrenţiala 

lui f aproximeazA ~creşterea lui f. Daca (este derivabililln orice punct din (a, bIt atunci 
",laţia 1331 se scne : 

134) df = (,(~I ' dz, 

e.ea ce explici uotcr;iu ('(x) _ :~ • amintrt6 la pat(ina 1.'3 

Ex~mple, t ) Diferen1iala functiei f : R -+ R, (11) _ x' + 2".' 1n punctul :ro - 1 esle 
aplicaţia T = df(1 1 dorini~A p,'ill T(h),. ('(II . h, adidi Tlhl _ 7h, Y h e R. 

2) Pt>nlrn f: R -+ R. {{:d .. xl + sin 3%, avem d{ - (2x + 3 cos 3 xl d.r; similar, 
d{z') __ 2x d.r; d(sin x) ~ cOS.:r: dx; d{eX) = e'lC dx. 

Regulilcr de derivare le corespund reguii d~ dift'ren~i(>re . DacA {şi g sunt funcţii deri­

vabile pe un intt'rval deschic;, alun('i: 

d(f + Kl = (f + ţl'dx = «(' + , 'Idx - ('d" + , 'd. - df + dg : 

d«(- ,) = d(- d,; V), E R, dllof1= lod(; 

Idf,1 = ({.rd ... = II,' + ('6ldr - fd. + ,df; 

( f) gef( - (dg 
111 punc.It>le unde rUIl('ţiH , este nl~nlllă, a\'em : d - = . 

. I " 
Daca. G _ ,(u) şi u.:::r {(.,;) cu r. , deriva bile (ca In teorema IV.S). atunci regula deri· 

vArii runr:ţlilor compuse se mai scrie : 

"(xl - '(/1.r)) , nx) - 6'1,.) , 
dG d" . dG dG du 

,,' {x} == - . - • adică - - - • - . 
d" dx dx d" dr 

25 Oeo
'. • 

... U.. II' .... :"" .. 

Fie' : E _ 8 o funcţie derivabilll pe mulţimea E c R, T n aceot ca. e.te 
definitA derivata (' : E -+ R, x t- ('(x) a funcţiei f, Funcţia f se numeşta 
dmvabild d, dowl ori Intr-un Jlunct x. E E dacA f .ota deriva bilA Intr-o veri-

141 

• 

, 



. '1' 1 " In .c •• ţ CIl' del-Îvat. I ' 
nătata a lui x ,i f' est. datlvabl A II .... " ~ . UI /' 1 o . d (Iau de ordlRul do,) a lUi ( In n 
punctul x • • e nume,te dm va/a a ou" . d . ti' • x, ,1 .. notează r(x ). DacI r e.te derivabill pe e, atu~cI .• ,.va a ,"1 f .e nU'"e,,,, 

o . 'r III mod .. mllar .e dehn.1IC f-
deriva/a" doua a lui f '1 .a noteazA ou'. 'In I - «")' 
fi" ... (f-)' ,i, prill inducţie, .e define,te derIvata de ordin n, , ... (fln'

l
)' 

2 U
· "e dAf In 100 de fl"1 (x). Prin convenţie le defl'n ' 

n > . neorl 8e mSI ler) dz" e,,,, 
. . d '. t de ordin 1 ' III. f ' (.e I . 

derlVata de ordin zero f lOI = f '1 erI' aa . ' erle U~.~ 
fiii In 100 de r ,i fI'l In loc de r). Dacă pentru orlc~ n E N .. funcţia, "It 
de nori derivabilA, aţunci .e .pune el f e.te ,ndeflnl/ derwablld. 

-
Exempl. 

1) Fio (: B _ R. fIri = r' + x' - 20", + ,. Avem ('(%) ~ ax' + 2% - 20. ("(0) ­

_ 6:r + 2. (-(r) = _. (1") 1%) = O. " " > '. " % e R . 
Se verifici imediat ci toale derivatele unor funcţii polinomiale sunt funcţii 

polinom ia le şi derivatele de ordin strict mai mare decât gradul polinomului lunl 
identic nule. De asemenA8, derivatele unor funcţii raţionale sunt funcţii raţionale. 

21 NotAnd cu D operaţia de derivare, prin care unei funcţii derivabile i se asocia1l 
derivat a el. se mai 10iOBesC uneori notatiile lui A. Cauchy (1789-1857); D(= r. D'f~ 
~ D(Dfl- D(' = r, D"( = ( 1"1. " n > 1. De exemplu. Dr' = 8%'. D(a,%" + •••• -. + 
+ ... + 0"-1'% + an) = tJ

o
,%n-1 + Gl(n - t )s"-I + .,. + "n .. " pentru orice constante realt 

alt, O ele*' n, Dls.:oI D(4s') = t2,%I, DneX -= e
X

• V n .. t. 

9) Ne propunem să rezolvAm ecuatia ('(r) ~ O pentru lunctia ( : R -+ R, (.)- ,-o', 
In ac .. t caz. ('(%) = -2""-". r(%)- -2·e-·' - 2%·.-0'.(-2%) = ('r' - 2)0-

0
', 

" s • R ,i .oluţiile .cuatiei date sun! ± ~2 .. 
~) AratAm. prin inductie dupA" >1 natural. cA D".in (w%+>;» = w" ·sin w% + >;> + ~l' 

unde w şi , sunt constante. Pentru n = t avem de probat cA D sin ((0)% + f} = 

= .w.ih (w", + >;> + ~l' adiră w COB (W% + >;» = w sin (W% + >;> + ;). reea ro "II 

eVident. 

Presupunem afirmaţia doveditA. pentru n şi avem de arA.tat dl on+1 sin ((o).t + ,1· 
2 • Dar D"" SIn Iw% + ",) - D(D' sin (W% + ,ll" _w1\+t a1n (w%+,+ (n+t}1t) . 

D n' nn ,.. w aIR wX + , + _ = wn+1. mt 

.Im ci lia W%+",+ (n-I)" "" 

ci Ila{_ + îl _ COlO. "o. R. 2 
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Avem (lO), 

" liriII illiil 
• • 

1n pilonul 

1)t>('1 fI 

lJ' ori" .. inl 

I fi 

1. bA 
de definiţi-

al fI' 

f) (1' 
e) (1 

R\ fi 

il (1: 

k) (1 

m) I 

o) 

q) 

t, 
lE 

ni 

b) 

rl 

.r_ 



,_ "., -l rt.J--

".., , I I • (- '1" -:-..:.::.:.1= 
II t ~ .. ti 

1. 

,," 

le ,..., ... 
'--.'-. 

)-(-1)'.' 
... ",n lI!a, .1,,' rilrnlC.," non •• tril •• unt d.,t".bll .. 
UlI\' ul In 401Nf1 ul m."un d. dflhlllU" 

flWllt. unuah .. ""I<)I' henC\1I f 1,' It ~lntJ,,'aftd dbfllMiul rul-JID 
\. mul,lm ... J> el' . • Ilunt hlor tind .. ("tit df"flubtlll, 

I -, 
t 

I 
hl I.z) - z, .. + -," + '. 

~ 

(i, -. •• ti ,.~, _ 3 ... + aUI ~ 

t' (II' _ Z rOi I~ 

hl (1') - z' + V. - V;, 

, 1. _(r _;1, J) nI) _.t' In r. 

• 

, 

6 

z , - . • 6 - • 

• • • • -Iz • - • , , 

• • z 

f.J - .... ch z. 

" 7 II ".) - + --'-
x+':! %-1 

111 {(r) _ Ain oi: co" z + 1, 

• 
• 

1. W ~laf' rA4 rin(hoo #"Cu.\itt rfl' - O pt'ntnl hmr\illoe urm.\loal"fo f. E • 
~ ptlDd,ktr IIndco ("It' d~hnltA li drrlv4bllA • 

,.1 (,.1') _ r In r, 
f· 

A - • • o' .. I 

• • {.1 • - , 
'o' h , 

fI ; .. ' - , 
" " · " 4 /t..r, - ..... hl (1-) - f·1 .... f' " 

.. 01 P,....pa • ..,.. (., R - H. ti c.l fi,) - Iz t 2)' .1.), V T .. R, un,l. I .. ,. 
In anain, ,; I O) _ '.l, I ~I) - -1 IW" l",klllI"H> f ,n, 

I 
•• JlItfA, ,,_. \ (11) - .·'-(11) -+ It' .. I V Z • R .. ,IIUA I MIr- d~ri,·.bll. In 

.. "'1 _ t.,', - 2 . .... c.!Q,1II,.,. ((II 
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I 
" 1 ( Iz - /1-:"; 

I " fi ( (r l 
• , 

r' 

c) ( (x)-VI + r; 

,:' t t 
g) ((r) 

, - V-;' 
, 

dl ( (x) (.r t :)': hl f ir) 

6. Se consideră funcţiile f. ţ : R -+ R defillile prin fIx) z. 1,% 1. g(z) 2: + :1 

(1 + V-;' + xl' 

Să se arate că' + B şi fI sunt deriva bile pe 8, deşi r. & nu Bun: deriva bile tn punctul x ~ n 

6. SA se arate că. deşi (uncţia ,: [O, (0) -+ R, B ~ Z ) ~ V x nu eate derivabilâ ln .t "'" 0, 

I I 
. f , . ([O ) R fix) - r-Ir ) .. le derlvab,ll In % ~ o. 

o UŞI UnC,.18 : • 00 - . - ti 

Xl sin..!.. • dacA :c i= O 
% 

7. Se consideră luncţia ( : R - R, ( Ix) = 
O • dacA x = O. 

sa. se arate ca. d~i ( este derivalJilă 10 punctul x = O. totuşi )imita lim f(x) nu eIilll " y x ... o 

8. SA se scrie ecuaţia tangentei la gta.ficde inJicale tn punctele respective: 
• 

al y =- xl , Xe = 1; d) Y = ln~; %0 = 1 i 

II) y :r + Vz. Xo = 4 ; 

(') !I =: _.:.x'-.. . ro = - 2 ; 
:r' + 1 

t! ) y =:o:. W . .r. = O; 

. ~ n 1/ - Sili 2:r, ro = - . 
R 

B. Se consideră funcţiile (, ţ : R _ R, f l%) = %',11%) = - r + h + e (e con,tanU). 
SA se ane c asHel tncAt graficele lui fşi , sA aibA o tangentA comunA tnlr-un punct comun, 

Id.m p.nlru (, l : [ - r, c]_ R, ( (r l = r, l (x) = 1 - V c' - r, e> O. 

10. Folosind regula de derivare a funcţiilor compuse, să se calculeze derivatele func­

ţiilor următoare (vezi enunţul exerciţiului 1. ) : 

a) ( Ixl ~ Ix' - I l '; 

c) ( \xl <in 12. + 5); 

~) f Ix) = sin' x + cos' x; 

gl (Ixl =V4 - z'; 

i) fix) 

kl ((x) - • , I 

cos % 

mi (Ixi _ In tg .x .. 
2 • 
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b ) (Iri = V'- h; 

d ). ( (x ) = sin' % + sin 2r ; 

1) ((z) = V %' - x; 

h) ((xl = (% + ~ r I 

j) fix) 

1) ((r) 

I -..:..- . 
sin' ~ . 

III 2x; 

I 
n) ((x) - ~ IR' z ~ 

~ 

I 
- t«' x. 
2 

q ) ((z ) 

1) ((zi 

Wlf(. 

Y) (" 

11. ! 
tE fimd 

al fi 

bl (1 

c) (1 

d., ( 

el ( 

1) ( 

g ) 

'Iz > 

şi cll ( 

(Ix) -

+ 

-



1. 
•• 
" 

t 
- -"a + "1.; 

1 - " 1) ((,,) - In • 
t + a ' 

u) fi") - In Iz + II Zi + 16); 

w) flz) _ .y.-i; 

Y) f(r) - ( .' + 1 )': 
...+ I 

t) fi") - III lin ,,); 

V) li"') = "-.'; 

x) f("') ~ ah", + eh .. ; 

.) fi"') = 8"+> ~t + 

tl. sa. ::iti calculeze derivatele urmAtoarelor funcţii (: E -+ • 1n punctele indicate 
(1':: fiind dom~niul maxim de definiUe); 

1 
a) ((x) .. areain t .r, = 1 ; 

.. +1 

b) "x) ~ aretg "', "'. = va; • , 
• 

",+1 ,,.-c) f("') = In II. + In V " "'. = 1 ; 

d) fi') ~ (1 + .. ) . arctll "', "'. = 1; 

• ) fi"') = 
alinz+b ft' 
;.,:;:::.;::...-". x. = - (unde a •. b lunt constanllj. a.". O); 
bcosx + a :l 

f) fi) ",cain", ° . .:r = ,/ . r. ~ , 
vi - .. 

~x + 1 
g) (1"') = .In , z, = - 1 . 

2% - 1 

li. sa se arate cA funcţiile ( : II, 00 ) - 10, 001, ţ: 10, 00) .... (1, 00) definite prin 

f (. ) - V"' - 1, ţ( Y)- V Y' + ,sunt inverse ( ţ=f-') şi 811 .. verifice cA ţ'(f("'1) • rl.) = 1, 
V • > 1 şi ('(,(yl) . , 'Iy) = " V Y > o. 

11. Fie ( : R _ R, ".) = .. + 2" + .. + 4. SA 8e arate că ('(z) > 0, V. E R 
'fi cA (esle bijectivA. SA se calculeze (( - 1)' (4) şi sA se arate tA I( Il' {V) > O, Vy e R , 

u. sa se atlcule1.e: a) direrenţialt:'le df(x,l p(>ntru fum'pile (: R - R indkaLE" 

flxJ .r' t 5.1:, X. _ 1; ( (x) """ Vt +,xs + l.,x, -To - Oi ((x) -= ('2:( - .r, Xo = O. 

b) di'~renţiRleledfpentruf(x) = x' - x;f(x) -. x + In (Xl + tI; ((.:rI-C.082.x-r08'. 

16. 111 HA 1(' arate ("(\ (un('pa 'Y ; It -+ R. x 1- y(.:r) A cos (0)." + fi sili fUx(A, B, (oi 

fiind f'onllllllll6) veririr,\ relaţia .ll'(x) + (,)'jy(xl O, Y x &: R . 

In ~Ii !iI' firII- P. 9 tii: R ~Iiind l'll flllll'ţia y(x) e 2.\' sin 3.r \,print·" rt.'htliR y'(r) + . 
1-- /11/(") t- ly(;r} _ O. I}f'ntrll ori('e x Iii K. 

('\ P.'nlrll (.P. ron.tanlA N'Al« ti rUIlCţirl .v(r) C'4X v('ririrA r('I"ţIB y'(.rl + 2y'(.r) 
- :)'/1 II, V :r _ Rl lrit'm , y{.d - :r f>6X vt'rili('J' rrlRţia y"(r) + 4y'(.rl +- 'y(~, o. 
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. " ', .. o i (*(.t:) _ o pentru n6Cllt~ din functiile 
1 .. :sa u l'tll.olv8 :In R ~ 84,;uaţule ' (.;c I II 1 I runde ' est. de douA OI" derlvl . 

(: 1:: _ R urlO4tOQ~ (unde E este In u lţhnea VUlle 6 o 
bila): 

" 1 ( Izl- ...,...:r;.._ ; 
.,t" + 1 

b l (Ix) - xluz; 

c, ( (x ) _ ,el + in Xj 

d) ((x) _ sin x - cos X; 

el ( (x) = In sin Xj • 

1) ( Ix) = In Ix' + x ); 

hl (Ixl _ o x , lin r; 

x - yr. . , il ( Ix) 

il ( Iri -

kl fir) 

1) ( Ir) = 
r+ 1 

arctg 
%- 1 

1 . 3 
- stn x' 
3 

• 

• " 1 ( . E .... it 17. ::;<1 se calculeze deriva la de ordin ,~ ( n ;;r. 1 ) pent ru fun c"n e . 
{pretizctnd mulţimea Ea punclelor unde (t's le de nori deriva bila.) : 

• 
a) ( Ix l x' _ 3x + 2; o) ( Ix ) "'Ia e R constanl); 

b ) ( lx )=xn; 

el ( Ix) 
1 - . , 
x 

d ) fI%l = Sin r ; 

1 
I l ( Ix l = ; 

%+a 

~ ) ( Ix l 
1 --=-....,. ; 

Xl - a' 

2r 
h) ( lx)= ln • 

Xl - t 

urmatoare 

18. Fie at . al ' ... , an numere reale , dislincte doua. câle d ouA , P : R .... R, p .• ) _ 

1 + _..;:.1,--
a, ) ... Ix - ao l ş i ( : E .... R, ( Ix l = -'-- + .. ' + a, )(x 

1 --=-- , = Ix 
% - a, .:r - an 

u nde E R"{all alI> .. _, an} 

a) t:iă se luate că fun cţia r este inderinit dt'rivabilă p e E şi că (' (x ) < 0, 'ti x e E . 

bl i)i\ se arate că ( Ix) = P'l x) şi că Pix) . rlx ) < r lx )', pentru orice x eE. 
Plx l 

1U. Fie f. g : (a, b) -+ R , a < b două functii de n ori der ivabi le pe inlen'a lul (a, b). 
Să se ara le. prin inductie dupa tnlrt'gulu ~ 1, că V X E (n, b). 

o 

1(1),O)lxl }' d.:(,n-kllx) . 1'.)1%) ("gula lui u .bni.). 
C'o 

§ 3. Aplicaţii directe ale derivatelor 

a) Viteza şi acceleraţia unUL mobtl 

61 ' 
,.' .,. 

iar 

fi,'; 

li ' 
Iim 

-
OI 

,'" 

a 

Considerăm o axă Â . pe care au fost fixate o origine, un sells şi o unit"t~ a 
de măsură . FI. un mobIl (a.imiIAbil cu un P11'lct d A) • d (1) . . e pe .... nOI"n cu s 
abaclsa punctuluI unde se află mobilulla mom~ntull ( .••. ţ' I re numha '1 'PR IU parcu 
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de GIObU) ti )InIUpun6ruI ci , o fullO!oie .rivabilllot.r-uo pullOl. te. awJld 
... II-.te VillllG ""'·.""U V(Ie) 8 mobilului la momRlltul,.ca fiind deriftta 
peţiului 10 1.. adici 

V(I.) "" .'(1.). 

DacA functia s eate de duuA uri deriv.billl In 1., Rtun"i '"(1.) = v'(t.) le 

nume,te 'I<'rfl.,,,*,, rnobilului la momentul '. 

Reţinem ,' Il Intr-o mi,,'a,'~ r~"tiJinie , ' it.za e.t. d"ivRta de ordin IntAi. 
iar Rl't't\)t\rR\~t ti~I'I\"t\ln de ol'dinlll doi , ti spaţiului in raport eu timpul. 

_·\<'e.le definiţii con.titui~ o aplica .. firească • definiţiei 1.1 III modelul 
(i t il' l'onsidtlrnl. 

J-:rrmplu 
, 

Prt'suplln~m r ;'\ legea de mişcti re a un II i mobi l }lt: o u).11 ~Ie (·xprima IA prin relaţia 
S\" t>'1 nlS t. Yrl' m s.l d t> I<>rmill um .. H'l'rlt·ratia mohilului după:.! s(>cu ndp *i să ca lculăm 
!imi", vitt'lt'i când t tind.' rillrt> 00. 

Avem "itI ~'rn _~-l . cos 1 .- , si Il I -t' tlroS 1 + sin l ) şi a(lJ'" tl(t ) = 

:::::II :.:!t>-I • sin t, deci a(!!!1 2 sin ~ . 
:....;;"'-.:: ,1 Iim 1 r f I,'m C(IS 1 + sint. tă )' ' tă 

ŞI HCC'IIS Im i 
1-, li,. t J e' " 7 

COb' t- sin l I 1 ::Ei; •. • 
el tIt 

estt> uulJ.. d"Odl'N;P V l (!;t' IOHI !;J.lUIH' l'il lIli~care<t se amorti-
, 

IMl" p(,lllru t -+ 00), 

• 

h) lnlensitatr.a cure"tului e/alr ii' 
• 

""otAnd CU Q(I) sarc ina care trece printr-o .ecţiune a unui conductor In 

IOtervalul de timp rO. IJ, atunci pentru ori re momente distincte 1 •• t,. dife· 

renţa Q(t,) Q(t,) este sarcina care a trecut Intre momentele t lo It. iar 

ct\tul Q'/" Qllli este sarcina medie raportatA Ja intRrvalul de timp din-.. - " 
lre momenlf'le tI! '!" T n analogie cu modelul ffifocanir anterior, dacă fixăm 
un moment " şi presupunem cA funcţia Q este deriva bilă In '.. atunci 
d~rivata Q'(lo) este viteza de variaţie a sarcinii electrice, la momentul 

1.. Q'(I.) Iim OII) - QII.I. Ea primeşte denumi,'.a specifică de intensilal. 
t...".l, t t. 

a curentului electric la momentul t,. i(t,) = Q'(I,). 

DAcă.e considerA un circuit electric constând dintr·o inductan1,A L, ° capa. 
cifoJltr r: ,i o rpzigtenţâ R, tensiunea fiind constantă, atunci din legea a doua 
• lui Kirohholf rezultă oă intensitatea i(l) a curentului prin acel circuit va 
veri"". r"loţio (numitA ecuaţie diferenţială). 

L'"(I) + Ri'(I) +- e,(t) m O. V 1. 
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.. , ' . ;(1), "UlIO.('âlld 
s.. punt!! at unei problema delel'mil14rU lum;ţltU . 

l' nalii.lli rIlatemlit ll'6. 
ce necPBiU. dpzvolt4ri alti: apara tu UI ti. 

L , li, C, c •• , 

.) Drn,,,tat,a hniard df ma.'d 
usA ",,, ... tiz.tll p. o !Jad!., . I i,nil.ta 

Con~id~I'Am o masA Oltttf'l'ială J.l1't'8UP E: I bJ lIotăII1 tU m(,l') lJltl l h 

"
U Il h] P t 'u ol'il'e pund I a, JHJI . 
. u,n lnlprvQ a, .' eli J . xAnd un punct .ro C (a . bL "lt)JCJtlu 

IlUn" cuprinsă In ,"tervalul la, xj, FI I 
mlz~ ~ m (Zel I X :1: X

o 
reprezintă densitatea medie de mală Intre PUf1ctf' l~ :t, ;Ce. . 

•• 
a 

, t 

Xo 

L " , " .9 ,'1,1{. 

, , • 
x b 

Pe intervalE' " mici" putem presupune ('6 OUUHt e~te . r~partiz8 t ă orn(J ~f'1J " 

idealizarea acestui fapt o constituie considerarea IImltel 
. m (x ) - m l xa ) 

de 

.. te 
de 

p(xo) = hm 
.\ ~ .Y. .T .ro for 

(In Ipoteza că există), 1 Il acest caz se obţine o caracteristicA ImpOrla nt! , 

numită denSItatea liniară de masă In punctul xo' Aşadar , p(xo) = m'( x,), 

F.:umplll . Presupunem cA pt> inlf'rHtlutlO, 1.] esti' rt>parli1Rtă o masa malt-ridl;l, asUP\ 
ln(';\1 m (xl x 3 -r 3x ; atunri dellsilalt'lt In pUllc tul.ro '2 t>5te p(:l m'(:!;: 13z; Î 

+ 3) 1. _2 = 15. !(;neori In loc d. f (a ) se scrie f (z ) (.-al, 

In toate consideraţiile anlerio ... am omis unilA\ile de m AsurA 
, 

d) Aplicaţu ln ~CQ"omle. LJeşi III j'('Ollomie tipUl' d .. obitri func ţii t'lI \'alori di~l' rt' t t 

{costurile şi beneficiile fiind exprimate In unităţi monetare, de pildA 1n lei. se pot con· 

sidera funcţii l'on1iJlllţ\ sau rhiar derivabile C'u v~lori In R ('Rre le prE'lungt>SC' Aceasta ptr· 
mitt> uliliz ~u·t'a IllPlodrlor illlal i'lt'! !H,llrmalir{", 

l ' ~ol " 111 tU ~ f .r t bt>llt>fidul feulil."1 pen"'" o cheltuiala de .r lei . 

l"helluiah' suplimentari! de" lei, bt>!lf'ricilll suplimenhtr pe leII cheltuit 

Pen Iru orice 

t's lt> t')[i:ll cu 

~!x + hl - ~Ix) - -
h 

naci1 h t'ste "slIricienl de mic", alunci arpst raport ch\ o indir-.alll! 

dillamidl asupr. .. yariaţipi beneritiuilli corespllnzAtor sumpi .r. Dar~ există , limita 

Wlxl ~ Iim ~!x· hl - ~(xJ 
h ->0 It 

se numeţSte b~n~riciul marsinal t'orespundlor sumei cheltuit(' .r. 

2°, Fie y{p) costul lotal pentru producerea 8 p unitAţi dintr-un produs Pentru I 
putea controla creşterea sau descreşlerea producţiei, f'slf' ulii dt' ştiut cAt ('('I8IA produ('('rta 
I\lplimentara. 8 tncA h unităţi din acel produs; atunci costul pe unilntra suplirnf'ntară df' 

rodu t y(p ,+ h) - y(p) , , , 
p • .. e h ~I hmlta ac .. tul. ('lnd h _ O (daca ."iatAI, .dirA r'!pl, 

.te un indicator economic important II' ' III 
. . ' num co"ul mar,,"al al prnductif'j pt'ntru p unit 

ale produlu 1111 conliderat. 
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(35) 
for 

apli, 
f(8.J 

f(.,) 

fI ... J 

+ 2 

.. 
filei 
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Dlllpr .............. 'a .. lUat f..,.. .. Ula elia ....... 
111-1. ,III "'" 1\ .'_Iaale doar _plrlc. laba·.I. plia date II la .. 
- " •• It II II \1111 e:aat • III model ...... t.l" aleaWtll. 

Ot."..,s,ii. Ualari vite .. (au, cum _ mai .pune, rata) de aNftaN • unii l8In.t ..... 
... '_oml"" .. doved .. l. a II la Iei d. imporlaBI.l ca ti mlcUN a00'81 In. 
...... pIIa •• 18 ulU d. ,lIul ci al d. pa"'u .. 200 km, dar .. te Imponaal da ,Ullt" ca ... 
'li10l' 1. der'''.aI). lIullo leorii 111100 iaU prognoll 8COIlomlOO luni oxprlmale plia I0Il 
de ertIflere care uUU'8ul derivatele unor marimi alese convenabil. 

CooaiderAm utilA o aintelA a exemplelor anterioare, arAtind cum no~iuni din limbajul 
curent .. dovedt!8C a fi In fond derivate ale anumitor (unc~ii: viteza eale derivata .paţiuJui, 
act:eleralill - darivllia vHelei, denailalea liniară de maaA. - derivata ma.ei ca 'uacţ.ie 
de lungime, intensitatea unui curent electric - derivata cantitA~ii de electricitate In 
raport cu timpul, coeficientul uRghiular al tangentei la graficul unei tunc~ii II = ,,(zi 
eete Y'(.I:), costul marginal al produ'cţiei - dorivata costului total In raport cu cantitatea 
de produs~ ~l('. 

, 

~) A phca{i, la calcule aproximatiee 

Dacă f este o funcţie deriva bilă intr·un punct x., am văzut că are loc 
formula aproximativă 

(35) 

pentru orice x .. suficient de apropiat" de x •. In membrul drept al formulei 
(35) se află o funcţie de gradul 1 in x şi , de aceea, se mai spune că (35) este 
formula de aproximare liniari1. a lui f In jurul punctului x •. 

E:rtmple 

1) Pentru unghiuri 6 "mici" S~ acceptă aproximarea sin 6 Cot a, Aceasla re7.Ull,\ direct 
aplicind rormula (35) funcţiei f: R -+ R, ((a) = sin 61n jurul originii 60 = ej tntr-adevAr 
fi e.) = e, ('10,) = 1 şi, ca atare, sin e", O. 

:lJ Indicăm aproximaN".Q liniară a funcţiei (, R -+ R, ((xl _ e\: In jurul punctului 
X .r. = O Avem flxo) eO = 1 şi {'(xol = e-'t"jx. o 1, deci A 

.. '" 1 t (z - O), adică e" '" 1 + x (rig , lY 10) 
y=e 

3) I ndicălO aproximarea liniarc1 a [uncl iCI {. R -+ R, 

!{X! '.x' 1- x t cos % In jurul punctului XII ,ruci '0,1, 

('z, l r:' t- 1t • {'(XO) = 41t, deci 4x' +:r + cos x CI' 1t' + " " 
+ 1': t 'Ut (, ') 41t'X _ 1t" + ro . 

2 '1.' 1 • Fig. IV 10 

to genp.ral, dar,J. evoluţia unui proces fizic este descrisA printr-o funcţie derivtlbiJ~ f • 
• :\ lini8rilf1" aCf'Sl proces la un moment to, InseamnA a InJor,ui fU) ('-u aproximarea liniarcl 
(It,, ) + 1'11,)11 10 ). pentru orice t dintr-o vecinălllt<, It. Ini 'o' 

'.) f~Ir'lJlilm (~II Aproximape V9,t4 şi pellIru <ll'enstn {'onsideri\m rllllc.ţla f' (O, OOt-+R, 

(' r) v-; ,i punrt,,1 Xo 9. Avem ('(x) - 1 ~;. deci ('(x.) - ~ . Formula (S5) devine 

t ' ./- x+9 './ 9.14-+9 
In IV'f'!:.\t r.H7.V-;'Qtv'~ ~ ti (x 9), adica: v:r OI: 6 ,d{'rlv 9,14 OII. (l c:a.: Ş.02S, 
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, 
• 

• 

. .enta WikMldfirAIII ruuL:H ... f ,(O, "2) 
. " 0\,'"' ptU,tru MiC a ~) LttklllA.nt cu aproxlmtlpe Iull y , 

_ V} ,t, ("A alare. ain ~ Q( V1 "i-
fIs) _ lin .r ,i .1". _ i-. Avem ('(J.l - cOl·

f 
1- r 2 2 

v'2 ( 
K t K aV"ln oln 47' - V_l J 

2 1 '5' + 2' _. ' - , ' - ~ ~ '-o"' .r _ ~ . pentru :r _ 1",. -=- .. - 4 90 1 
2 4' 

+ Vi . 2: c..: O 7311 (subliniem cA tl1 analiza matematică uoghiurile.
e 

m ft.l,(liH& nUllllji 

2 90 ' 
to radiani) . 

[XFRCITII )1 lh IV § 

1. Legea de mişcare R unui mobil pe o axA este sIt.) .. ti - 2t -t- 1 , V t .... O. Sa ko 

calculeze "ife78 şi acceleraţia mobiJului la momentul t :=a 1 Cum se u_plică rezultatul 

obţinut? 

2. Legea de mişcare a unui mobil pe o axA este ,(ti =- e
ltt 

'. cos 21, V re R. SA It 
determine constanta k ştiind că ,"'(t) + 28' (t) + 5a(t) = O. 'ti t. ApOI sA se calculeu vitell. 

şi acceleraţia m-obilului la momentele t C ' O. t = ~ ş! pentru t -+ 00 . 

8. Legea dE' mişcare a unui mobil pe o axA esle ,(t) = rJ 
- 12t' + It La ce moment 

Rcceleraţia 88 esle nuIA? Care t'!oite valoarea minimA a vitezei acelui mobil? 

4. Presupunem că masa de repaus a unei particule este mo, Dacă vitf't.a particulei 

este v, atunci tn teoria relativităţii se aratA c~ masa particulpi este m = mi 

" i--
~ 

(unde c pste viteza luminii ). 
dm 

SA se determine 
dv 

pentru v=: 
i . 
- C Ş I 
3 

dm 
::..:: • daci 
dl 

1 . dv 
v,. C!;II - 16 V2 mls', 

3 d j 

6 P ,1 • resupunem cii la fiecare momenl t cantitatea de electricitate scursă pnnlr-uD 
condu.ctor este Qlt) = 2 cos Ttt, SA se determine intensilatM ti ' · I moment. 
d l

' , ' cu ren U \Il. rl ce 
e lmp mtenSltatea este maximă? Dar minimA? 

6. Sa. se determine aproximArile liniare ale funcţiilo 
punctelor indicate: r 

f: R - R urmăI"""" In junII 

a) f(z) - z' + 2z + 3, x. = O; 

e) fIx) = x' + 2 sin x, x. = o: 
e) fIx) = e!t%+t ..:. x - 3, x, = -1 ; 

b) fIx) _ r' + 2 .. + 3, x. _ t ; 

dl f(rl - 0'< + 2 .. + ros x, :ro _ O. 

f) fIr) - In (x' + r + II, r. - O. 

7. sa .. calculOle: a) Iim e" - '; b) Iim 1 + lIn 1< - rOI '" V s + .r -, 
x-o X X-+O : e) IIm I 

loluolnd aproxima ..... Ilniarll • func\iilor f(-) d. 1< .... , r - I • Ia numlrltor, 

... da .... Ieu.... cu.p I \ r;',...,." 
..:oxm.I': V4,". 'ii, Int,lI, lin .. •• r .. ~6·, 
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§ 4 Propri tăţile funcţiilor derivabale 

Oupă cum am studIat In capitolul 111 proprie tA ţi le generale ale funcţiilor 
contillu~" adIcA proprietAţil~ valabile pentru orice funcţie cantinuă, tot a,a 
vom anahza, III cele ce urmează, unele proprietăţi generale ale funcţiilor deri­
vabile, In partioular, vom da metode de determinare a punctelor de maxim 
'1 minim, a intervale lor de monotonie, a intervalelor de convexitate etc. ale 
un~i funcţii, In care rolu I derivatelor este esenţial. 

Unele din teoremele care urmeazA .unt intuitiv eviăente (folosind de 
regulA mterpretarea geometrică a derivatei) şi demonstraţiile lor pot fi la 
Inceput omi8~, insi.tand pe inţelegerea enun\Ul"Îlo,· . 

4 l Pun • • , , 
Fermat 

Intr-o serIe de probleme tehnice sau economiee, ŞI bineinţeles In matema­
titA, este important. de ştiut care sunt maxime le şi minimele anumitor mărimi 
variabile. După ce problemele capătă o formulare matematică, adeseori ele 
oe reduc la determinarea punctelor de extrem ale anumitor funcţii. Sunt nece­
sare in prealabIl câteva definiţii precise. 

IIl~I\1 1\ x. e r .A 1\ 1 (It l n pllnr 
ro I ~(' n1" Illesh~ l' u n l' t d ~ In li X i III r ~ 1 li tiV 

Il II reI B t v) III lui f dll<"ll exi,til O H ină a'r U 
in t I"nlrll G.··. r ( UnA Sl\ 8\'" 

36) f(r f( o 

(re"iIJl)C iv 
1)'II1('t • 

-

de IU 1 

L astrrl 

In aee.t caz, \'aloarea (x.) se numeşle un maxim (respectiv un minim) 
.... I.tiv al lui r. 

Punclelp de maxim sau de minim relativ se mai nume-se puncte de extrem 
"lat, •. Dacă inegalităţile (36) sunt stricte (pentru orice zEU n A, x oF x.), 
ee ISpllnp că .T

O 
este un punct de extrem strict, 

VHlof'ih~ funcţiei 1n punctele ei de extrem relativ se mai numesc extremele 
relAtive ole luncţiei. 

Ob,~rv(J''', 1; Faptul C{l (undia {'onsidE'ratA. estE" cu vnlori rpale est(' esential (folo­

Ilndu AI" rf'IHţia rI,' ot"dine '" PP K). 

,. 

A . ,,, 
• x 

• 

, 
, , 
~ • .. x 

b/mtJ1t1') jfv 

"ig, 1\ .11 

-

r 

, 
, , 

"" "" ... .... 
x 
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• 

• 
_1. dt': t':drtHII I~t, 

. .... •• ulllI(' I 
. - • UliU IIUIlI ....... r l II dUHll'1I1U 

l'undt>lt> dt' t'l\.lrt'nI rt>lall\ St euuAral 1'6 In re" 
.• '"'imle IIU II r 

lui' pe ..t de~r~ ilt~~il. 
dt1 dehlllţltl li 

Iilnt il,.' Ut' lipul .!~O: l)UUl.\CII , _ ului "rf'latlv" 
(unt,: tltc'l f CI numai Ul Jurul1ul .r., 1 tihzBrea adJectiv 

r I Urmeazl1 vom renuu~8 li. U - rke I)UO('I % aatftllllf:tl fl"'.I_ M II ce e Cl' 1 .,"11811 alun('IO 
, - ' V (Ixl ., • , 

;)! Dan' marglllt'el M - ~~.4. 't IntA-mpla ca r. sa. fl~ un pUllctdt 
Vlt li 1111 IHllld de maxim (!IU lH.>alHll'ul stI'iOl'l):I~u:lfe°:n: IOaga. (cu sEmtlul iUtY,alllalil klutn. 

, I V li b) SI • 'II 
IIluxim lii lolll:;i ((ro) < ~f (,fl~_ .' '11 '. enlru pun('lclc dlJ mUIlf -
baii are loc pentru marglllea mferwar ŞI P \' s' pe mulţim~ A, atulltl &EI poalf 

. ((x) nu este a 111 ti. 
Dacă marginea superIOară SU~ . r ( ( ) 

:CE • IV 13) ::iimilar pentru In % . 
· 1 de maxim {fig. . . x.A fa fUIH..' lia ~ă nu albă PUII" e 

y 
f 

, 
' x., , 

o • v • X • X o - • A - • 
A A 

• 

a b 
Fig . IV,lt F'g IV 13 

h'xpm pli' 

l! Pentru runcţia (: R _ R, ({xl· % 1, punctul x~ ~ .~ este punct de minim, deQll.· 
I'ece ((%) ~ ((ro), adic.l 1%1 ;;;. O In orice vecinătale R orig inII. 

~) Pe,llru fUllcţia (: R _ R, ((x) =- a(x) . Sl ll x, punctele xo" O, .lo, --
2 

+ Qkn 1* e NI sunl pl1ncte de minim, iar punctele %. <: O, %'0 _ 

punelf" de m"xim. 

~ + 2"" (k e li ) I JOI 
2 

Utilitatea derivatelor apare In mod evident In următorul rezultat: 

TE ORE".\ IV.7. (r',",'mn 111/ P Fermat, 1601 -lnti5 l, Fi~ 1 Inter­
val deschis şi .ro F J un punct de extrem (relativ) al unei IUDrlii f : 1 _ B 
DacA f .. te tlerivabilA in punctul xo' atunci f'(xo) = O. 

Demonstralia este simplă. Pentru a fixa ideile, să presupunem ci :le 8I1e 
un punct de maxim (cazul minimului se tratează similar sau le redu~ la 
cazul precedent eonsiderând funcţia - f). Atunci exil '" o vecinAtate U • lui 
z, (, i putem prelupune că Uel) altlel IncAt 

(37) f(z) ... f(z,) pentru orice z e u . 
112 

• 

• 

...... 



Cum f ..... derivabill In Ze, a\unoi f(z.> - rJ.z.> - Iim ... , 
o> .. 

f(%ol '" (;(:10) - Iim ((zI - flz.1 . Conform inegalit.l~ii (371 raponul 
X-NC. ~ - z, 
x <.x. 

este .. O (respectiv .. OI pentru % E' U, % > %0 (respectiv pent.ru 
x .... xol, .Jeei {'(.Eol .. O, {'(.Iol ;O O, de unde ('(xol = u. 

~. 

'" --­
sEU, 

ONdNtll", 1) [lacA J IlU ar fi fost intel'val deschis, de exemplu 1 <= [a, 6J ti zt '""" " 
\SI\u .ro . bl, ut URl', t ~orema nu ar fi fost adevărată pentru că f Ix) nu ar fi fost definitA. 
pentru .1.' < a, 1'\'Sp~chv pentru .f > b (f'ig. lV.H ). 

T 
I , , , , , 

I , 

Q b 

y 

Fig.1V. I '. Fig . IVI!) 
• • 

" f' 

o ~ • x 

I 
FIg. IV.lb 

1) Hl'ciprocu tcort>mei lui F t' I'HUll t'ste in gelll'rai falsi1.: dlll [aplul că foste derivabilă 
ln tr.un punct %0 ~i f"{xo) =- O nu l'ezu llă că .lo e!le puncl d~ ext rem. De exemplu, pentru 
funcţia {l.J.. ):;:1 .1 3 av(-m nU : = 0, dar pum:lul Xo = O nu este pun<:l de exll'em local pent ru 
ca f l'ste s t l'i~'l crl'sc..\loare (rig. 1".15 ). Se mai spune ca. lem'enu,l lui Fermat dă condi ţ ii 
ne(.'e~rt> de t'xtrl'lll. dar IlU ~i sufidl'ult'. 

Teorema lui Fermat are o interpretare geometrică evidentă: In condiţii le 
enunţului , intr-un punct de extrem, tangent.a la gJ'afIc este para lelă cu axa 

Ox (fig. 1,,".16). 
u., .• r . / ~ Il este o funcţie derivabilă pe un interval deschis 1, atunci 

/'erounl~ dr nvatei r pe 1 sunt numite şi puncte-le critt.cc: ale lui f pe J; teorema 
lui h 'rmat afirmă că punct.ele de extrem local sunt printre punctele critice. 
In praf"t it fi , ppntru determinarea punctelor de extrem ale unei funcţii f 
rierl vabllp pe un interval deschis sau pe o reuniune de intervale deschise, se 
romlvA mAI Întâi ecuaţia {'(x) = O. Vom vedea mai ta .. ziu cum putem decide 
car~ rim Bolotţiile acest.ei ecuaţii sunt puncte de ext.rem pentru f· 

• 

4.2 T .ol.ma lui lIolla 

(J """1'" t : lu, hJ • Il (a· h) se numeşl. funcţie HoUe dA"A e"te cun· 
tlnlJ<'I 1)fI 11Il~'rvHI1J 1 (,OOlJlRGt la, bl şi d{'l"IvabilH pe inlE"I'YRhll deRrhis (a, b). 

I f!oremo ( ~ Al"e tJrmNtZH. p8tp o COnKf'ClOţ'\ R rr7.ultatelor privind fun('ţiilt> 
f'Ont.inUA ,i A. t.N)rf'mf.j lui Ff~rm8l\ roart~ utilA in ttpliC'R\ii . 
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I • It 
I PUnti 

\pUI' I,'t,j e~H\ll'i: 

1 . .11 • ({u). E,,,tij un punct rEIa, bl •• tll-1 f/ll'At Z ,/((r) (M .hilld 
atinsil) .i. evid,>nt c " (/ r ", b (dacA c = a .au b, atuncI . ti In h -gol 

,. I I • fi C eKte fIlH X lI1i b"'al l 
cu ({a) c f(b), absurd); aşadar, c E (a, b) ŞI ('U , • unei 
el nful'l1l teol'emei lui Fermat, ('(e) = O. 

II. In ~ {(a). Se raţioneazil similar. 
III. /Il _ M. Atunci funcţia f este constantA pe la, bJ. !leCI {'(e )". IJ 

penll'u orice r E (a, b). 

e O R II 1 -\ R. Intre două zerouri 8,. unei 'unc:ii dl r \ I • p, UD 

Demon>lra/te. Fie f : J _ R derivabilă pe un interval J şi a. b r= 1, a < b, 
zerouri ale lUI f. Atunci ((a) = 0= f(b) şi putem aplica teorema lui Roll. 
pe intervalul [a, bJ. 

Teorema lui Rolle admite o interpretal'e geometrică evidentă: dacă .eg. 
mentul determmat de punctele (a, {(a», (b, {(h» este paralel cu axa Ox, atuDci 
e,istA cel puţin un punct Intre a şi b In oare tangenta la gl'a/icul lui { ei le 
paralelA cu axa Ox (fig. IV.t?). 

ObSerVU{IL. Tm~le cOlldiliill' dlll ('nunllli !f>ol'(l!1wi lui Holle sunt n('Cesa~. In sensul el 
dUt'Il S'(U' ft'IItIll!,t la V"('tlIlH din t>lt', HlulH.:1 t'Ollc-lUliu nil ar mai fi Intotdeauna ade\"lral1 : 

R) Dat'll far fi continuă Ilumli pp inlPt'V'llul desl'hi3 {a, b' , exemplul 'u nc~ie i 

{

X, daCi1 x e rO, 1') 
fIx) 1, dacă L:= O al'al" CI'" nu se Rnulccllă pe intervalul (O, 1 ) deşi ( tOl-!l'i I 

rti~. f" IHI 

y • y 
rO,') • 

/' 
flo)=ffb) '\ , ,-- ... - , , , , 

I 
;, . x o • 

7 o I r x 

Fig.IV.17 Fig. IV.IM Fig. 1\'.19 

') Dacii flo) ~ f161, ea,e luficlent IA ronlfderam 
.) Dacii 'nu ar fi deri.ablll p t , lunrlla f{"I- "p' (O, tI llIr. IV.I'~ 

... ""m arall ."emplulluneţlel f(;1 : ""II Ilntervl 0101 IA, 61, IlOIIclulla t.6'61i1.1 .r" 1 .... , 
" pe n'o" .. lul [-1, 1]. 

IIM . • 



43 Teorema lui lagrange ti teorema lui Cauch, 

r E O Il E '1 A 1\ .9. (ltorema lUt J. Lagrange. 1736 1813. a ereşterllor 
linlt~). }'I~ ( o IUlIt'ţie UoU. pe un Interval compact la. b]. Atunci exisUi 

- (.1. b' .. tM iucM 

(38) f(b) ((a) (b ~)(' I C). 

Demonslmţie. Vom considera funcţia auxiliară F(x) = ((x) + kx, xE [a. bl. 
cu k o constantă reală, pe care o vom determina din condiţia F(a) = F(b). 

Aşadar . ((a) + ka = f(b) + kb, deci k = (Ib) - ( Ia) . Pentru acest k, func· 
a b 

ţia F verifică co ndiţiile teoremei lui Rolle ~i, ca atare, există un punct 
, E (a, b) In care F'(e) = O. Pe de altă parte. F'(x) = {'(x) + k, '1 x E (a, b) 

deci {'(e) + k = O, ('(e) + (Ib) - ( Ia) = O şi se obţine relaţia (31\). 
a - b 

Obsuftlaţii.. 1) Relaţia (38) se mai numeşte formula 
crt'Şlerilor finilE' (sau fOl'mula de medie ppntru derh<\ · 

e-a 
bilitate). Notând e . rezulta O < 6 < 1 :;.' 

b - a 
t = a + 6(b - al şi fO I'mula (a~) se mai scrie: 
flb) fla) Ib a) , ('Ia + O(b al), cu O < O < 1 

:.!) ca şi In cawl teoremrj lui Rolle, punctul c nu 

este unie. interpretarea gpometri<,;1 a 1eoremf'i lui 

Laş!;range rezulta din interpretarea geometric;} it d(>-

y 

o e 

Fig IV 20 

• 

• • , , , 
1 

rivat ei ŞI ~te urm"toal~a: există cel puţin un puncL 
eE (a , b, pt'lllru carE' tangenla la !(raficul lui {in k. {Ic)l t'slt' pl\l',tleli'i. ~u ,,('oarda" del t'r-

minat a d. punctele (n. f(a)!, (b, ((bllifig 1\.20), 
31 Putem aplica teorema lui Lal(ran)l;e restricjiei lui ( la orice subintervalla, xl C 

ela, bl. unde a < r';; b. Atunci fir) - f(a) = Iz - a) ('le) cu cela, z) nu neapârat 
unic, dt>pindmd dE' Xj uneori SP scrie c - ~x ~Î. ca. atari" {frl flal = (.1" - al o ('(cx). Este . . . 

tmportanl ci,. r~lllarcal n1 da(oJ. x -. (1 alun" Cx -+ (1, 

lalii acum un corolar al teoremei lui Lagrange, care este util in 8 decide 

df!rtVAbilitatelt unf"l funcţii Într-un punct. 

(' O R fi L A It. Fie, .. luueli. delinitil t~tr·o v .... lnAtate L a punctuluI r. 
ier'vahilă 1'. ~ ,;TU ~I continuă in "O' nacn existA 1 mita j, - f'(~), atunei 

11( "l:. 
('IT.) rxl il şi ('II' ' A. II .. ! i l mit, i. este linltA. atu "Ci f .. le d,rivabilA in J . 

D"monRINlfip o 

1 r '01" V, r 

Aplieând teorema lui Lagrange funcţieI 

) fir) fIJ,) ( '( )' ro. rf'7,\1 t Il = r,'C (lI.r fţ 
.r TII 

(pe un interval 

I o' dec, (.(r.) 

), (cAft t~ - .To• dacă r - Io. I <... Io)' in mod 
li! +1', rT, .. • x. 
1'<1', ~'x. 

'ltmh\r, f,( T
O

} ,'xifl.t" '1 P'Itf' f'J1;R.IA ,'II )" flf'('; r ftrf' cif'ri\'RtA In .ro Şl (,<-Tol ~ ), 
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C'on", P't' I 'It-ti (:. _ )t, 

. 'ltbili,,,I.. uut: 4J :--tudit'Ul ('onliuuihttt'41 ,. dt'rl't' ... t 
t dIt(·. Z .. 

((.r) - {In r.L + .1": IDu'A r / t. _ 
tillU' ehi"r dttlvilJJlJI A~I . ( tt'l evident ('on I ... 

Ptt Întttnul~l~ ( ac l' (1, 00) (UII(,~I" el I _ t ApOI pentru orl<*.x t lve'D 
' , t 'o Itlnul Il Z • ((1. 01 _ ((1 + OI _ ((II, deci f .. • CI 

~r • dae!l x < t , _!l ,i Iim ('(.el _ tim f 1_ + 1)_l 
ded Iim ('(xl ,- IIm 2.s- ,J:--J't 7. ... 1 z 

"Ix) 1 • ' :\;-.,.1 :r-.I z>t %>1 + 1, dal'i1 ;1: ,,> , :.c<1 x<t 

x il f te derivabiU\ In ... 'f - _ 1 ·i ('(II - ~. 
Aplic4nd c:OI'OIUI'ul <lnterior, rezulta. c es .A .. O 

~) Exemplul (uncţit>i f : R - R, fix) = x + 1, dacA % > O { 
:t: - 1, dacu :r arată d"" ce 

. . I est caz Iim ('(r) - Iim ('(x) - 1 .' tOI"" tiaI să ct!rem in coroIar ca {sA fie contlOuA. Il ac x-o X~O 
x<o x>o 

fnu pste del'i\'ahil.l (dlci ,:io) = 1, f~(O) = 00). 

Ob8erval" 

. . It Dacă ( este continui! la "lnga 1) Demonstralia corolarulUi aratA ceva mal mu . . 
, . . '()' este egalA cu ~ (ŞI un multa. In x x. ~ i)' lim rIzI existA, atuncI eXIStA /. r. ŞI , 

% -+X, 
x<x, 

similar, .. la dreapta"). . '. 
IatA două exemple care ilustreazA această Situaţie. 

a) fie f: R _ R, ((x) ~ II Ix 1. In acesl caz, 

1 I dacA % < o. 
211-% 

.r: dacă x;o O 
v,--%~_' şi ('(x) _ 
11- .. , daca x<O 

1 
, dacă x> O 

fir) 

-

Deci Iim ('(r) = Iim (- I )= ~oo ~ Iim ('(x) = +00. 
x .... o % .... 0 2 V - Z % .... 0 
x<o x<o x>o 

Atunci, conform {'elor spuse- anterior, rezullil ca. {;(O) =- -co, {';(Ol ~ co, dKi.r _ O .tt 
punct de Intoarcere pentru graficul lui f. 

. {zI + 1, dacă x .. O ., { 2% , daca r" O 
b) F,. , : R_ R, g(x) = 3-', dacă x> O ' dec., (x)- -3-' In 3, daca r>O 

~dar, Iim 6'(x) = O şi Iim ,'(x) = -In 3 şi, conlorm oboerva~i.i ant.rioa .... , •. 01 _ O, , 
%--+-0 x......o 
%<0 x>o 

,,(0) = -In 3 şi punctul x = O eate punct unthiular pentru gralicul lut , 

2) Corolarul ne olerA o condiţie BuficientA ca (16 n. derivabilA In ... (an"m. foi 
ne continuA In z. Oi sA existe In R limita lirn ('(z)l, dar acelllA condlţifl nu _t. fi nl<ifl'rI. . 

, . ~ .. 
JteUeI, runc~1a f: B .... B, f( .. )-

t 
z' lin -. daca .,,, O ., 

derl\'abill In oriPt, 

.., ~'!'I(") au "'laii, 



, 

rr.l'~m acum l~. demonltrar ... unei lilte proprietăţi fundaml'ntale leerlite 
de der1Vablhtat~ . he douA funoţii (. g : La. bJ _ R veriricAnd condiţiile teore· 
mei lui Lagrange '1 presupunem cA g'(",) ,. O, V x E (a, b). Ne intereseazA 

( (bl ((al . 
raportul , (bl _ s (. 1 ' AphcAnd sepal'at funcţiilor { ti g teorema lui Lagrange, 

rezultă că existA puncte <', c' din (a, b) astfel IncAt ( (b) ((a) = Ib - a)[~ 
, (bl - s (al (b - al, ' (e' l 

" (rl N ' tii " == ~. u exlS nit) un motiv să consid(> rAm aici cA avem c = c'; totu,i 

.e poate de monstl'Q 

l' f li .10 't, ,rcma 1, ( ) h y J. Fie f,. două r 111",11 lIolle 

pe I Itrr, III l' cOIllPIl"1 " b!" n, usile Încât X, (V> ,li hl utl:!.' 
tXbl' ". Dunct. E (a ~I astfel Îndll 

(39) 1 

K 

, 

Demonstra!", Condiţia g'(x) oF O pentru orice :r E (a, b) implică faptu l 

cii g(a) oF g(b); Intr·adevăl', dacă g(a) = g(b), aplicand teOl'ema lUI Rolle, ar 

retulta că există c E (IL, b) astfel ca g'(e) ~ O, ceea ce contravine ipotezei . 

ConsiderAm funcţia ajutăto8 1 'e F(x) - ((x) + kg(x), k E: II şi delermi· 

năm constanta k astfe l ca F(IL) F(h) , de"i k ((1,1 {(al. Ipli('ând teo-
8("1 KI"I 

rema lui Rolle funcţiei F cu k astfel determonat, există c E (IL, b) astlel lncât 

P (e) = O. Dar F'(x) ('(x) + kg'(;z). V x E (IL. b), d,,('i ('(el t k~'(c) = O, 

-k ('1", de unde .e obţille 1 .. lalia F~!J)· 
ţ'1 r I 

{Jhll~"':f1th" . \m fi pili ti I demolls[ l'a mai lnl al 1r>Ml'IlHI Ini (:'1111'11.' ':1' "1'01, pari kulul'ifâull 

,rxi J. !<.;i obţlllem [l'OI't'lllil lui I.al-t"'illl).{l· 

:\P. pulpnl. inlrPba ('um Arată func\lilp caJ'p Rpar l'R rtel'j,'alp alt" unor 

fun(·tll dpI"I\'anllp (pr un interval). In elasa a XII-A Sf' ,'8 studia În mod sislf'­

mAti(' ,l rmltlOHrPR pl'oblpmii: dâJldu-~p o funcţie f, pslt" PR derinita UIlPl alt€' 

funrţil? CII alt .. (,\I\'lntp, p ,\il'it~ F derivnbili\ Rslff'1 ÎncÂt"" r' DAI·it () Astfrl 

lip rurll'ţw " f'XIstH, ('Il SP nUIllPştp Pl'illliti\'fl H lui f. U" p.\plllplu, (UII('\'8 

F : It ... R, F( r) r'h I (n int I'Pg, 'rL ~ O) ('"te o primitiVi' pe R a funcţiei 
n ... I 

{ Il • Il, {(.r) 
('(l~ ('II, (u #- O ('stI' () primiti"l) pr R .. , 

R 1", f(XI ,in (d)', IRI' F(J;) 
Sili (.J-l' {'oS (01,1: t~h'-1"'111,.,, {(x) 

Tn {'pl" CP. urmf'nl.i1 vom IOd ira o proprif't.alP 100portantH. fi, fun('ţlll11r rftr~ 

Admit prifl11f1 Vf', rll'l'i \'nrf' /oIlIn! df'l'i\'f~!(' ",1(' nll.ol' flllh'\il 
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, 

/' Darbuu t) D 1 fi. Il It. 
r E O Il EMA H'. 11 (leornll

4 ~ ,1 I II" ,1 f' Ilrt Ilroprletat'a l' I J .. 11111'" urr \1 ~ 
lun II. du vallU4 p. un IlIlrrvn. I r lu ultll tArA a trere prlu '" ~ 

tr de la " VII our ",.~ Darbol1x (adleA nu poate ec. 

valorii. Intermedlure), 1 1 "'t ('lai" ('(~ l' 
. . liCit' du) J astre 11(.4 r t'1I1ru li I 

D~molUtraI16. Fie a <, b dou~ /U Fiu). • (('(al, f'(bJJ. Trt'bulf" utatltl ca f:1I'ata 11.11 

Ideile, a' pre&upunem cA f (a) < f (), l' t 'I",'ub:la Vdlll ('OJlildt-r:t 'Iwttlll bU,,' .. 
"'( ('1) ). CII tU ' UUIlt punct c .. Ia, b). astfel In~ c . . O . P'lb) _ ('(b) ). .> O 

. F'() ('Ia)·). <" 
F(z) - ((z) - AX; endcllt. a .:>1, (' II. In inl('rvalul [a, "1 1)1, j'a 81ur '"0:I1'Ir, 

F ţ . F ( d 'vabjM de('1 ('on IIIU... .~ fiti 
une 18 es e eri '. '1 cela bJ. VOIII ;tr.ll J ",4'\ rl .. lill.1 . r· A . r "1) este atinsi\ intr-IIII ,.HI/Il. t' iii h'. In erlosr ni = III .1' X ' ~ 

Xe[a, bJ .. A" d e {a bJ ~i dlll t(~or~tnH IL .. F"llft;ll be oLr 
poate fi atinsă nici In a, IlICI In b. C198 ar, ,e ~ O adICă ('iri J. lCJc

r
n:ll ("(!fi!' Ir0e 

atunci FIle) = O, Dar aceasta. arată cu f (e), , .. tt 

trebuia probat. J • (bl pro ' d f' I 
Pentru a arăta că punctul e aparţine intervlllu u~ .(1, ',vo~. r. ~ CI H~ e itl~~ 

F'( ) 1 . F'(b) > E Din defiOlţla d('rlvul)Jhtaţll Itll} In Vunclt1. , > O astfel IncAt la> C ŞI . . ~ 
4 şi h, există el> O depinzAnd de c astfel IneAt dw (aptlll ('il I x a f < 8 Irf':Spel.1it 
I x - h 1 < 81 să rezulte că 

Fix) Fla) < I<"la) + < F' la) - < < "--""'---'--=-
x-a 

[
respectiv I<"(b) _ e < F(x) - Flb) < P'(bl + e] 

x-b , 

Fix) - F(a) .. r t 
Deoarece F'(a) + 1: < O, raportul v,," (1 strict nega IV , pen ro on~ .l > II. 

x-a 
~ - a < 3. Deci F(x) - F(a) < O, adiră F(x) < F (a) In mod analo,. 010 lOt'J!altta: .. 
F'(b) - e> O. rezultă cA F(x) < Flb) penlru x < b. x - b < ~. Ace, . ineg,li:J.li araU 
cA marginea inferioară a (um'tiei }' nu este atinsă nici tn a, nici In b. 

C O 1& a ~ R, fo'lt' f 1-+ Il o runrtl .. d .. rh1ablll Pf" un intrn' lUari d@rha .. I 
nu 8 •• n\llu I pe (.tund arf" ."flln ronltant IH' J 

Intr-adevăr, dacă f' nu ar avea semn constant pe J I atunci r ar lua "'"Iorl p01iti\'~ ' 
şi valori negative PE' 1, deci, conform teoremei lV,11 , ar lua şi nlloartl8 zero, ~a « 
contravine ipotezei cA f' nu se anulează pe 1. 

Eumplt 

i) , Funcţiile a, sgn pe R nu admit primitive (r'ci dICA tir ~l\'et p6m'~ ve, elt' •• n 
funcţii derivate şi, conform teoremei lV.it, ar HVea proprirtatC'J, Illi J)arbl)Ull. ' 

2) latA un exemplu de (uncţie derivală care nu este eonlillll;' : luâlll & R-+ R 
• . I d :r; sm -, acă %;1:. O 

'" ,1 .. ) = 

O I dacă x = O 
AceastA funcţi(' eslr derÎvRhil l.' pt' R ~i (S'" 

= 2x sin.!. - cos.!., dacA x ~ O şi ,(O) Iim g(x) RIO) 
.. x 

·\:-+-0 Z O lia f = ,.. adică ( : R ... R. 
Iim x $111 t _ O Fun\ 
x .. o X" 

(40) ((x) _ 
:.!xsin 1 

T 
• ('os 1 

, dll('" x'" O 

o • daM J' _ O 
este o derivlltA ,i nu este continuA (In PUlll't I 
prietatM lui Dorboux pc R , rArA (\ fi ("ont in::A O). In P~'rti('lllltr, 
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o , do",\ ..,.; ° 
I .~nl.la,,\ rl 111.\<"\1. (' It ... R, ({rl 1 nu adrnilt' primiHva.. Eltt'l 

, d.,'Q • > ° 
.r 

Il fl41t'ut '!'l'\ M.Hi\m l',\ I n\l lUt' propril'hllt>ll lui l>tu'boux, dHr _ti pouh' raţiona IIi direct 
, 

d '1 \ J,' R ..... K M 

~'Irl F ,OI 
.hm 

h 1,) primitiva t\ lui f. 
_ Iim Ix - O} . F'(ed 

atunci am an'il ((O) F'{OI - F.{OI -

~ _ Il .r 
,>" 

I XlIU" 1\ I 

. \-_0 r 
' >0 

• 

- Iim f (c,, 1 - 00 . r€'eR re fOsh' absurd . 
.\ .... 41 
_\>u 

1 • .\ p li l·~ tHt dt> lil\l\ t<\ 1 Y ", :oIJ. se dt' t~rmin~ I!xtremt'il! hllu,tiilor r: li. - li. urmatoart> : 

do (I.rl- r l t Ii 

bl flxl- t - l .r l ~ 

1'1 {\x I ~in :!.r • 1 " O rOIl:, lnnll. 

d l fl x l = x· - 4 ; 
t>1 flxl = -x' + 4.r + 7 : 
fi ft.tl ,cI 1.t t I 

~. ~ ul"termine punctele ('I'ilit'e ptmll'u IUlIl'P i11;' f: U - H. următoare, D tiind 
mu1tiffit'tl punctelo r :r e R u nd~ f fOste deri\'abilJ.: 

al {tX\- ZI - 3.r; dl f Lr', - l~.r -+- elg Xi 

b' (Izi 2.': - ~.r + 7 . t" r .rl - t·,\ .... _ ;!·\ ; 

C'I ((xl - x' - !'I In x, 

a 1111 Phmc\i , 

A> O liind o nlllst,U1I;-, n·,tI,-, ) 

~ ~;, ~ •• .trall' ",-, Iim fl;'1 ... o, .-u 
'->0 

Iim {'ti, _11,11111 {("AI = n. Iim ('1).1- () 
, __ II ,_'/ ;._7 

:'.>0 

bl ~,i 8t' .tralt' 1',', {,\I't' 1111 ~lllgllr l'unrL tl'ilie pl' ÎIII,'j'\',dul 11,001. 

I "'. '1' ([ 1 7] R (1,1- 1"1, - ~ 1-" \'erih"" (1-11= 1, :"Id ~, ,Ir.tl • ,',1 IIIU'tli' - • :t - ,,'J, u \jll 

-r(fl' ,1""('"",,, """1..;,,., pc ,,,t,,n.oIul [-.1 +] Cu re ,',IO"·'phralia·' 

!\. <t :-Oii. S~ lI\'itl!' ,';1 clt'I'1\'illt'lt' tUlll'tliltlr r.; n - n r·r - 1.1- 111. - 211x - 31. 
','.1 .1t I 1 r~ _" .11' Illllll"i j',id.kiui 1',,;111'_ 

bl r ,'JI It _ Il ti IIIIII'\U' l'0lilH11l1ialtl j\l'('\I,,~I .. tl;' S:, 'il' 1t1',ltt' !'il. intrt> oriC'{' dima 

r;i.rJ.Ît'1I1I It. IIIHSt"'lltl\l' ,,1,' lui {)" t"i..,l.-. l'l,1 mult () r,h(;kini\ I't,,,I<-, H lui P 

fi. F .. f H _ H. II 1'IJ!1I'ti., J. '!'i\'ahil;i ::-1 (II < Ilr < < (In :wrllurÎ Hle lui f S;1 se 
~r.ttl' I'ii I Iri' 1,,,1 ".lIin II _ t It'j,tll,Hi \plil';Uld ;1I',,~t 1'\'/lIltHt s,-, !W 111'''1." /',i o tunetie poli-

111'1111.11 li" 1o[I,Id II ,11'1' ,-..1 1111111 "Z"I'\IUr, ,1I..,lÎI1I'It>. 

1 '1 10,' , . _ R,f··r..:: { 
,r + 1, cfilf',\:r& [ 1,0\ 

1- ,T /1;\1'11 ,re 0,1] 7. I-'t: fu 11r'\ III f 

1',1 I..,.t" d"rl\ .tlt.t.i l 
rl'm," lUI nlll!.? 

1) ~I ,. 1111 ... r.. ;1111111',11:1 S .. ,nnlr.l\illl' ('orularului 1"0-

", h p It -+ n n tUIII'P" PllhIIOlni,":" ~''ii' ,tr,tt,' 1" 

. 1 ci t I 1
'·1 1,,·, P fltlllt rl',ll,' ~i dlortilll't" af Il Il 1"1 l' Ilrl' '(I'I't';I,;>1 prl,lprif'lalf' 

"f ()'\ It r ti ,1,'1111 l' ' 
111 tit, ~ tn 1'" r l",\lunli' lUI /, ~'Jlrt r"III,', Ittullt'i II' ,II'" tu,lt" r.',1.1"lIIi!t' r"'III" 
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. 2. Wltrel lucAt ptll~tru fUIH·'tht f (t t :t , • It 
». SJ H aNI" va e1'.lst' c • {J "(;) i IA JW (jtlttttluiut1 ef~tl v VQloarea lUI c ((:tI 

-z tlnz"'.vem((2) ((1)"( , 
, I i LIIK'ttlugtt, d »e takul~lt! d 4'rlvateltl li 

10. }o'ola;iod corolarul teoremei U . tt!,...~ 
't l~ illt,hctllt>, " functiilor f următoare In pune t' .efi 

2r + 1, dacii r - [ _ 1, :] 

, -. 
6r 1, ducă x el { ~ • t J 

{

X' 1, dacă 
b) (: R ... R, ((%) = In % ,dacA 

x" 1 .ro - i , 
r > t 

e) (: [-2, 00)'" R, ((x) = v' %' + 2%', x, -

2v'-;' 

- 2 şi x. - O; 

d) ( : [O, 00)'" R, (Ix) = .resin 1 + x' r, 1. 

" .1. _ t 
;i,:t-, I 

11. SIl-se aplice teorema lui Cauchy penlru funcpile f. 6 :[1, b1- R, f!x) c:.Jn 
6(x) ... 2% - 1, determinAnd punctul c corespunzător . Simila r. ponl ru fl1nc tiil~ ; 

8 : [: . ~] -+ R. fIx ) = sili x, ,Ixl = cos x-

t 

12. Si se arate că dacă m, .U sunt valorile extreme ale funcţi ei ( • R -+ R. f ix j =:: zi .. 
4 I + ax + b, (a, b e R , a < O). ahmci m . Al = bl + - al, 

:.!i ~ 

EXERCITII ŞI PROIIJ.nn: Rt:ZOL Hn: U ('.\PITOJ./ 1. n 

. 1. $4 se calculeu deri()atele la~rale alt funcţiilor ( • h : R ~ R .. , 
nd.cale: ' ". urm{, Qflrt , in PUlltIfIt 
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a) fix) = x + x I % 1, x, = O, 

b) 6(%) xa(x), r, = O, 

e) h(x) = 
{

ZI - :.Ix, x.Ej: 1 

Xl + 1, x> t • Xo """ 1. 

SOlul", a) (:(0) = Iim 
,~O 

,<o 

((x) - ((O) 

x-O 

(.(0) = Iim ((x) - ((O) 

1, :.:r_---.:~' = lffi 
%-+0 X 
,<o 

Iim x t- .tI 
% .... 0 X - O 
%>0 JC-+O 

• :c>0 

= Iim ti 
%~O 

%<0 

Iom (1 
% -o 
'>0 

b) 6(x) = {O, dacA x < O , ' 
x, dacA x;' O' avem 6.(0) Iim 6(r) -, !(O) 

.\ "'0 ,r 
;t<O 

-xl;;. ! ' , , 

+ xl - t 

1
, O 

- 1111 
\ ...o .2" 
_" <o 

,.(0) _ Iim ,Ix) - (10) 
hO r 

_ Iim ~ - O 

• -o 
-1 

'>0 ">0 

• 

o şi 

fieul 
_ (3, 

cu dr 

, 
, 

, 

= I~ 

deci 

, 
ŞI Rrt 



c) .;11) _ hm A(;r) - A( 1) _ IIm.c' - ~.c + I _ O 
J; .. , r - t Jr .... t z _ t " 
.I:<t ",<t 

, 
Ad(O) - iim 

J; .. t 
_1;> t 

AI.c) - AII) , 

.c - 1 
%' + 1 + 1 - - _ Iim zi + 2 - lim -.. % 1 ->. 

li. Sd $41 C'tllculttJ_, pornind de la defi""ie: 

.1 ('( II p<n'rll f : [3, 00 I - R, fix) = x V x + 3; 

b) 1'1-") p'.''''' 8 : It - R, 81x) = x sin x. 

% .. , % - t 
_>t 

Soll<ţ ... a) n 1) ~ Iim (Ix) - fii) = Iim xV x + 3 - 2 _ 
x .... t x -.1 :11: .... , x - 1 -

_00 

-Iim x'lx+3)-4 -1' ("-I)+19x'-3) 
H' Ix - 1) (xV ~ + 3 + ~) - ~~. Ix - 1) (xV x + 3 + 2) ~ 

= tim Xl + 4%+ 4 9 = ........ 
..... xVx+3+2 4 

b) ,'I-r.) = Iim ,Ix) - 81-,,) = Iim xsin x = Iim 
x-.. -ft x + 1t X--+-ft x + 1t X-+_ft 

-z sin (:t+1t) 
= 

• 

= Iim (- x) . lim 810 Y = n 
x-+-n v-+o 11 

a. Sd se arattl c4 dreapta 11 = 7% - 2 este tanlenfd la curba ti = x' +- 4.r. 

Soluţie. Fie fix) = x' + 4x, x E R. Pentru orice punct .r, ecuaţia tangentei la gra­

ficul lui f In punctul Ix" flxolI este y - flx.1 = ('Ix,lix - x,), adicA y - x3 - 4xo= 

= (3%~ + 4)tx - %0). deci 11 = (3x~ + 4)x - 2%3· Se observă că aceastll dreaptA coincide , 

cu dreap ta dată pentru .1'0::;:< 1. 

4.. Sd se determine punctele criti« ale (uneltilor (: R - R urm4toan: 

a) fir) ~ In Ix' + 2)lx' + 3); b) fix) = sin" 2x, 

r' 
d) fix) = , 

Ixl+ 1 

S 
4%' + 10% Oluţlf!. a Avem ('(x) = • y x e R 

Ix' + 211x' + 3) 

Eeuaţi. ('\x) _ O are ,.Iuţia '" = O. 
bl NDtAm u _ sin 2%, deci ((xl = u", {'(xl = 50 . u~·· u' - 50 . sin" 2%' (2 cos 2%)= 

= 100 ein4t 2r ('OII 2,%. Punctele critice sunt soluţiile ecuaţiilor sin 2% = O, cos 2% = O, 

d . h 
~CI - fir. Z) 

\ 

q {'fTI 31'-U, Y x Ei R . Ecuaţia {'(x) .... O se scrie 

1 
- (In 9 In 2). 

" 

2e1x = 3e-'x, f!/'x = !. 
2 
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" • -

.. 

.. 

• 
• 

J 

-

Sol., ... \,..", f( n ~ \ ) - n: I lin "In + \) - O ,1 f(-;) - O, deri 81i116 

t •• (. : l' : j •• "OI Inotl (,I~.) - o. Uar (,I~) lin!. "COl!. , ~ of' O, deci 
~ ~ ~ 

," n: lt O dl' 'It 1t. 110 - - - cOl -. tl (1\ tg - - - Şl, ca atare. ~ eate loluţie a ecuaţiei t.t. t. ~.~. ~ 

Ig x • • (II) " .z Cum .. n. I - , avem - Ea (nn (n + t )n) V n ... 1 ,.+t n ~n' 1 • 

8. SI tonsid~r,l (emclia f: (O, tO] -. R I defini'4 prin f(x) = Z lin x. S4 H araU c4 
fix ) - (IY)I .. \\ • ,.r - YI, V ~, Y e [O, 10]. G ... roliMll'O. 

Sol~l,e , Dacă r - y relaţia este evidentA. DacA x 'Î' y aplicAm formula lui Lagrange 
a cteŞt~rilor rinUl\ pe intervalul tochis de capete :r, y şi exislA ~ Intre z şi y astfel tDcAt 
(txl- (Iyl - f"I~lI.r y ), deci 1( (%) - (Iy )! = 1 f'(~)J . 1 ~ - y l. Dar ('( ~ I = ~ cos ~+ 
.,. ,in t d.ri 1 ('(~11 . 1 ~ cos ~ + sin ~ .. I ~ I + \ .. \1. 

Generalizarea este evidentă: dacă f: [a, b] -+ RI a < b este o funcţie derivabill şi 
dacA .,i.IA M > O astrel tncU (' (%)) .. M pentru orire.e e [a, b], Atunci 1( 1%) - ((y)) .. 
...11 I x .vl. V x. y ela. b]. 

• 

a. Sd se ,tudieu continuitatea ,i deri,-'ahilitatM (UJ\CJlllor urmdroan : 

a) (: [1. co) .... R, ( Ix) = V % + 2 V ~ - \ + V x - 2 V .% - \ ; 

b) ( : R .... R, fir) = .resin 2% 
1 + x' 

'1 d '1 . \ • adix=-şln> 

c) ( R _ R, firi = 
n n 

o . In rest 

Solu, ... al Dacă % .. t, alunri ('(%) = X + 2V % - \ + % - 2 V x:" \ + 
• 

+ 2Vr:C~';-'C4""1"'%-_--"\) = 2% + 2 V (% - ~ I '. deci ( (r) - V2r + 2( x ~I .. AdicA 

2 v' :r .. , dACa r .. ~ 
((si = 

2 • dHti't 1 <: :r < :! 

Pe interval ... lf> deschise (1, 2), (2, col funcţia f este ~lementară, ,deci ~te continuA şi deri­
vabilA.ln punctul % _ t, avem f(1 + O) = f(1l, deCI (eat~ contmuA: Iar In punctul % = 2, 
.vem(,~ QI (It + O) = ((21 = 2şi,dinnol,(estecont,,"A . Apo, V % e (1.21 U (2,col. 

('(r) = 

:r=1 , dacă % > 2 
V%-1 

O , dacA t < x < 2 

,i, aplkAntl .'orolarlll If'orernf'i IV.9, avem ('111 ~ Iim ('(r) - O; Apoi (;(2)-
olt --toi • x>! 

.. Iim ('{z) _ 0, f4i:l) .,. Iim 1 _ t, d('ci funcţia f nu {!Sta derivabiiA tn 
~ +t • .l'<~ x ..... 2.. x>2 II x - 1 

~llnrtll1 7: _ 2. Âtodar. funcţia ( osle continua tn [1, 00) fi drrivabilA In [t, oo)'{2} 

\ t J U 1_) 2% (pentru orice z • Il avem 
b) Conllid,.rl1m run('ţla u : R -+ [ I ... 1 .!- 3" 

Intr.ltdflvAr ( 2r )' .. t). ~tim 1'11 
t ~T' 

nrl'"in r - 1 , '1- R eHlo <,onlinuA şi atunci func!ia 
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• .'unt't lt! ( _ tlraln il httl dert" 1, 

II conllnui p. B . ,~~ II 
l'umpuaa. f u .... :,şln '" Vii O d· J. .l: 

2% l' < 1. II - .. ' )' ;> .' ,e •• ro t; Ilt '''-i, 
punctt'h' unt.lt" ,,1 < 1, adkA (1 t .,t' 

pun('t~ tH'em 2 
daca I 

I + 1· - ;tI .. "O 

1"1 .. ) -
2%)' 211 -. %'1 -

_-=~I~=rr' (1 + x; .11 + x')1 1 - x'( 
I _ ( 2x )' 

1+z' 

deci 

('Ix) = 

_ _ 2:.....,. dac4 x _1- 00. - 1 ) U (t. 00) 
1 + Xl 

2 .-::.-.. 
1 + Xl 

dacax e l- I • 1 ) 

• . ('1 ) - Iim ( _. 2 ) = - 1; '" ( - 1) Q 

Atunci fI (-1) = hm % - - 1 :<-1 t + %1 
%-+-1 :<-1 :-+. , 

_ Iim ('(xl =;; (~Il) = 1; (,(1) = - 1. Aşadar. (esle continua pe R li .. ~ 
:-+-1, :>-1 . 

derivabilă In R\'f - 1, 1}. Punctele + t , -t sunt puncte unghlUlare . 

c) Pe mulţimt>a A = R" {O, 1, +, .... .;, ... }. care este reuniune de iote"ilt 

deschise, funcţia este nulă şi, ca atare, continut şi derivabilă. In punctel~ % = .!. ,n> t 
o 

Intreg funcţia (este discontinuă deoarece limitele laterale sunt nule, iar valoarea (uncţiei 
1 

('sle Atunci (va fi nederÎvabiJA In aceste puncte. RAmAne să studiem cootinuitatr. 
n 

~i derivabiJitatea lui f In punctul % = O. Aşadar, ((O) = O şi pentru orice şir %" .... 0, 
Xn ,. ° avem (Ixn) - O. deci ( .. 1. continua In punclul x = O. Apoi (.10) = 

= Iim fix) - flO) - Iim O - O = O. AratAm. In (ine. eli. "'(O) nu .~istA; Intr .• d. 
:·~o. :<0 x - O % ... 0. x<O % 

vAr, dacă Xn ~ O, Xn > O este un şir de nume~ iraţionale, atunci f lxn} - tO) "<= O - O -tO 
Xn - O % 

ŞI pentru şirul Xn 

.!. - O 
= .!. avem (Ixn) - (10) __ .o~_ 

- = 1 _ t . In concluzie, (uncli., 
n Xn - O t 

-- O 
A 

este continuă pe mulţimea A U {O} şi deriva bilA pe A . 

1.~, Se consick,.4 un in~rval 1. Pent,.u o,.ice tn'rel n > t se no~.Jd ~u C7 mu4""" 
fUllc,ulor f : 1 ~ R care sune de n 01'( cUripobik ~ 1 tu fin) coII,inud ~ J (rlumi~ fUlt4ii it 
<!<ud cn p. J) . S. 00,,,,.4. d. ·Li ...... cu c'!, mu'.i ...... ( M •• ,__ • • Ce .. 1' ..... 
f .. / . .. '. • Of un .. ,Uwr corlhrl«U" cu I iri..." 
UIlcţU o,. tndef,"" de,.wabd~ pe 1. S4,~ arate 00 : 

a) OI' loc inclu:iunile ,'ricte Cj C C?+I C C'J NI . 
. . 1 ' C (.;i ' peru". 0I'1.OIt n jiIIt t; 

b) ap"C<J!14 d. de,wa .. O : C! -+ c'! O(() (' .. . 
. 1 1, """ IIU ~.~ '''1«1 .... 4. 8."" ... a) lncluziunile sunt evid te p . l n. J _ R; pentl'U orice Intreg ten. .ntl'U a .rlla ci .1. sunt, In ,.n.ral. sin' ~ 

_ { O • daell. z < O • ";' con,lderllm (IInc\la ",. : 8 -+ 8. Aft( .. 1 _ ... . 01')-
.... dac4z>O 

UM 

• 

• 

~I 

tlVld~ul. 

!'el01la 

NCJId 

ori('e 
asUf!l 

11. 
Sd ,e a,., 

Sol 

ipotezei. 
pentru ( 

+ +, 
devine 8 

11. 

Sol 

f : [O, ~ 

(10) = I 
('(c) = 

II. 

((x) = , 

Se 

dacă z 

:=; sup 
••• 

s 

detivi 

... 



• 

Se \'tlrifÎt:.\ II11Nhlt dl A" .. <:1- t 
I dar Itn E ~j pentru orice n > 1 Aathtl h1 .l~C}, 

As. CI <1 
bl Con-sidt'ri\m (unl'tia .\, • ej I)i (uncţla constftntA ,: 1 -+ R. ,(x) _ 1, Avem, 

.,,,I.nl, (A, f< Il' - h" .dlc~ I)(h, + ,) U(h,). UacA aplicalia U ar fi inJeclivA, ar 

1't'1Ulttl A, + , - A,. udicA I O, '!,bsurd . 

.VoM. t" l'ln&.\ Il \.ll -a se va demonstra că apli caţia O este surjectivA (adicA penlra 
orit'tI funcţie continuă f: 1 -+ R exislă o primitivA, deci o funcţie F : 1 ...... R derivabilA, 
aste,1 IncAt F' fi. 

11. Fu (Il > O, a. > O, "' , an> O şi af + ai + '" + a! ;;;. Il pentru orice % e R , 

ScJ H aNl~ ro ala,. 1l" :C 1 

Soluli~. Fie 1: R -+ R, fIx) = af + ai + ... + a:. Evident, ((OI = II şi, conform 
ipotezei. ((z) .. ((O) pentru orice x e R. Aşadar, punctul 2: = O este punct de minim 
pentru f. Conform teoremei lui Fermat, avem ('(O) = O. Dar ('(x) = af In al + ai )n aa + 
.,. ... .,. II! In .n= O, ,,% e R şi ('(O) = Jn .J + In ., + ... + In .n· Rela~ia ('(O) = O 

devine atunci ala, .. 0 an = 1. 

li. Se eonsiderd 2n numere reale alo al •...• lin, bit bl • .... bon , S(J se arau c4 ecuafia 

• L \a~ cos kx + bit sin kz) = O admite cel puţin o ,oluţte fn ink,.w~lul (O, 2n). ,-, 
n 

SolUl te. Dacă notăm cu '(xl = )' (~Ja cos kx + bit sin ""zI şi considerAm funcţia 
t='t 

• 
n I 

f [O, 2n) _ R, f(z) = L: - (., .in k:r: - b,cOl k:r:l, constatAm cA f'(%) - , (zi. Deoarece 
'_1 k 

(\0) =:= f12n), putem aplica teorema lui Rolle şi, ca atare, existA C Ei (O, 2n) astfel tnc4t 
('Ic) ,;,., O c:: ,(e) şi c va Ci soluţie a ecuaţiei din enunţ. 

11. Fie fn : [-1,1) _ R, fn(z) = % (n .. O). SA .. calcule .. ,,% e [-1, Il, 
t + n'xl 

I (z) = Iim fnl%) şi ,(zi = Iim f~ (%) şi sA se arate cA (' .. , 

1 - R'X' 
SoIUl" Evident, ,,% e [-1,1), f (z) = O şi ,(z) = Iim , deci 6(%) = o. 

n-+oo (t + nlx')' 

dacă ... O ,i ,,01 = 1. ~dar, ('(0),.,(0). (Acest .x~rciliu aratA cA (Iim fn('))' ,.lim ro (.) 
ft.-+«l n-+oo 

14. Fie I [O t) Se considerA funcţiile u, v : J -+ R, u{x) = inC (z- y)', v/x) = . . .,.1 
" 1' !=:tA le studieze derivabiHtalea lui u, v şi sA se calculeze sup u(z), in! v{z). 
17 ••. %.1 %.1 

d~l'iVllhi1A " ~llP u(x) _ O iar li nu e1tr 
'.1 

.,,11 fA Iilf Inr ((', li) ~ Inr.IIP ((T, 
J'4 •• 1 . ~.I •• 1 

• 

1 
(t - X)I, dacA O .. r «it 

2 

1 
,daC'A < z < t 

4 

. Funcţia u pste 

derivtlbilA şi inf ,(zI - ~ (A(,t>St E''Xt'rciţiu 
x.l 4 

gl, .dirA ... up" şi inr" nu romutA IntrE' fllfl1. 
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Capitolul V RIVATElOR 
APLICATII ALE A~~ATIEI FUNCŢIILOR 
IN STUDIUL V 

f • ' . 

i de alte Ilimurlrl .Kupra conllnululu . I l' e .cute, eli b" I Denumirea cap.to u UI n 'odul cum rezu tate e o IlI\ule pa" 
ă i li.tematlc m ... aău. In esenţă, vom urm r, ' de probleme a căror formulare ell .. 

' x t d.em o .er.e 'b"l .... In prezent ne perm.t a ... u era Intot leauna POSt I li cu melod, zolvare nu ~ Inţelelul vOltru, dar a căror re 
elementare. 

§ 1 Rolul or '!leI d .. rivnlp '., studiul I"nrl, ~. 

" It t implu dar foarte important. a) Remarcăm mA. IntAI un rezu as, 

1. '1 : ere tOlire (re ptt-
T E O I ) " 1lterval 1 Dacă r r,t~ dPrh abll ă ,lc 1, atunci f' > t v d~s<r"('Atoare pe UII I 

tiv f' 
Derrwnstraţie, Presupunem f monoton crescătoare, Atunci, pentru orici 

x, Xo EI (x "xo) avem ((z) - ((:ro) > ° ,i, trecând la limită, rezultl 
z - %0 • 

('(xo) > 0, Se rAţionează similar dacă r este descrescătoare (sau se consIderi 
luncţia crescătoare -fI. 

l' COl _. , e r-r Il"''' 

II) Interealt de monotonie. Stabilim un criteriu important pentru demo~, 
Itrarea monotoD;ai unei funcţii derivabiJe pe un interval, caro constituie rtCI' 
proea teoremei V.t, 

T E O R ., 2. Fie r : 1 • R o lunrlle drrh ahllll pr un intmall 
Dacll r ~ 1) pe 1 !adică {'(x) > ('. 1( x r /). atund funclla f r tr nlOnotod 
....... Uo&repe' '" lft,,~(' " "re 1, .Innrire!, rnOllotolld~ '", p!I • 

Dmw1Ulr°lia e8te imediata, foJoaind teorema lui Lagrllngt'. SA P~IUPU" 
ne~ ci ~". Z, E 1. x. < Z, ,i cA (' > O pe 1. Aplic'nd funcţiei r teorema cret' 
\eriJor 'JIUle pe intarv.JuJ [x" z,1. relultl f(z,) -f(xl) _ (z, _ XI) . ((e) 
ou e E Ix" z,); .... d.r •. cEI. deci ('(c) > O. Deoarece Z, XI > 0, rellllIl 
oI/(Xal-((x,) ~ O. adlClflxl) 40 f(Xal. deolfe.", monoton orelClI~re pe 1. 
1. 

• 

pacA (' .. 
deoarece 
. f'<d .. 

cAtoar~ ,1 
(:R- R 
" (' eate 

" atunci f 
lOllre) Vf' 

2) 
doar ~ I 
chido că (. 
lAH\ un UI 

Ere-m J. 

1) Cor 
('(z) = 3r 
-2], 1, -
(' < O. d" 
care pe lin 

• 

Pe linia a 
este sim.b 

2) SI 
:== e-xI -t 

3\ F 

,i t ablo\ 

De< 

e) , 
tlte It 

T l 
tcr .. l 



DaeA f' .; o p~ 1, atun~i, raţionAnd CR mai 
d.o.rtl~e f'(e) .; O, rezultil (x.) -(x,) = (x. 
. «c) .; O, doci (x.) ;. ((x.). 

.us 
x.) • 

Vb>,,..·./i, t) $o poate IntAmpla ca ( s4 II. strict cres· 
cAtoare şi r să S~ anuleze tn unele puncte (de exemplu. 
f ; Il - R, ((z) . z') . narll ( •• t. d.rivabilll p. un int.rval 1 
şi r est~ strict pozitivA. (respectiv strict negativ!i) pe J 
atunci f este strld crpscăloare (respectiv strict descrescA· 

toare) pe 8l'(>} interval. 

, 

y 

f 

o 

Fig VI 

2) DacA o funcţie (nu este deriva bilă pe un tntreg interval 1 (de pildA este derivabill1 
doar pe "'.{Z,), ",EI) şi dacII (' > O pe mul\imea pe care este dotinitll, nu putem con· 
chide că (este monotonă (de pildă nu rezultA neapArat monotonA tn veciniUatea lui ro)' 

tall' un exemplu simplu: 

EXU1Iplt' 

(;[-1, 11-R, ((x) = { %+1, dacII %E[-I, Oiilig V.I) 
% - 1, dacii % E [O, 1) 

1) Considerăm runcţia f : R _ R. ((x ) = r 3 - t 2% şi studiem monotoniA. pe R. Avem, 
f'tz) = 3x' -.12 = 31% - 21\% + 21. V % E R . Se observA cii pe inlervalele 1, = {- 00, 

-2),1. = [2, co} avem f' .. O, deci (este crescAtoare, iar pe intervalul 1, """ (-2,2) avem 
r < O, deci ( este descrescătoare. Această discuţie poate fi prezentată tntr-un tablou, tn 
care pe linia tnlAi apar domeniul de definiţie al lui (şi punctele unde ('tşi schimbA. semnul: 

x -00 -2 2 +00 

('{%) + O - O + 
(Ix) _00 / 16 , IG / +00 

Pe linia a doua sunt indicate semnele lui (', pe intervalele respective, iar pe ultima linie 

este ,illlbolizatA creşterea (/) sau descreşte ... (,,) lui ( 
2) Studiem monolonia lunc\iei ( ; R - R, ((%) = %' e-" pe R. In acest caz, ('(%) = 

= e-x' + :c' e-x'{-2x) = {i - 2%I)e-XI, V x E R Tabloul respectiv este: 

('(%1 

((%) 

-00 

O 

-

-
-

\1'2 
2 

O 

t 

V2e 

+ 

V2 
2 

O 

1 

V2e 

00 

-
, O 

al Pentru funcţia f: (O, 00) -+ R, ({x) = Xl - X - In x avem 

,i labloul r:orespunzător este: 

x O 

('(%) -
I 

O 

O 
+ 
/ 

00 

+00 

• 

('1%) = 2% - 1 - ~ 
% 

((T) +00 
Opri f ~tp. dpvr..vAtoare pe intervalul (O, 1] şi crescAtoare pe [1. (0) 

t) Fun"ţi, aodnd aceea# derioată. Ştim cii d.~iva~a un.~i funcţii oonstante 
f!R~ runr:ţlR nuHL OemonltrAm reciproca ace.tel aflrmaţn. 

T E ORE A V. • n&(1 I • 1 • R es~ derlvablll pe On In. 
tervel ,1 r _ O pe I (adlcii ('(fi;/ , ~ E Il, atunel f es~ fOndant' pe 1 
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E: J Pentru orice '" C J , z ". • 
, F'" un punct a . . O f '( ) O' \,,~ 

Dt'monstraţie. lX~m . , Intre a '1 x. 6oaJ"ece e... , ""1 
fIx) -f(a) ... (% _a)/,(e)?u c c:::;n", E J, f ia valoaJ"ea (a ), adiel IUI~\~ 
că f(%) = f(a), deci In Orice p 
( eate conatantl pe 1. V 2 rezultă c/l (eate atAt crel<'6t<, 

Putem raţiona şi astfel: din teoremaaplrat constantă pe J. . ,~ 
1 deci (este ne I cAt şi descrescătoare pe , rtU der va l' U/I l t., .. 

tOR O L ~ R •• Ull~~ " 1' ... , ' p " COli tllllt e 1 ( • _", 
d i" l' , , , 

SI deci '1" = /' -g' = O pe 1 
Demonstraţie. Notăm '1' = ( - g, 1 

teorema V.3, rezultă că '1' eBte conltanti! pe ' 

. 
'1, aplictr~ 

E%4mple 

C 
'd Am I 1'. (-) = s'o, % +.!. cos 2% pe R , Avem (' (%) - 2 ai. z COl <-1 ) OOIl er uoc I • U' 2 ' 

1 , u R '.'dar ( 88te constantA pe It. D. alUel, ,. zi - ain' t O + _( _ 2 sm 2%) = O, • % e , """ ' , 
2 
I 1 R ... ~ __ li ;! sin' x} = :). V x E -

2 - x - 1 
2) Funcliile ( (%) = .rclg %. , (x) = arctg % + ; (z # - 1 ) au deri,'alele "'" 

pe 

('(z) = 6'(z ) = 1 ,deci ele direra printr,o conslanUI pe liecare din 101",u:. 
1 + x' 

1. = ( 00 , - 1), 1, = (-1,00 ). lot 

De alt/el, «z) - 6(z ) - ::; , V zel, şi «z) - 6(x ) = ~ , V z .. 1, ( penlru ci ,'( 

( '+ tI t' 3.. ") limitele diferenţei fIx ) - 6 xl spro - c:o ŞI spre 00 sun ega e, respec IV, cu - - ~ I - , 
\ I 

av 

Obs~rva#e. DacA f ar fi definită pe reuniunea a doua. interva l~ disjuncte J . J şi r-' 
pe J U J. nu am putea conchide că f este constanta. pe 1 U J . Teorema V.3 afirmi de 
doar cA f este constantă pe J şi pe J (dar cu valori eventual distincte). Dt exempbl 
Iuncţia (: (- 1, I)'.{O} _ R, 

(( .. ) = { -1, d.cn z e (-1, O) 
2, dacă re (0.1 ) 

are derivat. nulllin fiecare punct din A = 1-1, O) U (O, 1 ) dar (ulIc\,a ( nu .. t. 'OI' sA 
.tanta pe A. (A se ved.a şi exemplul 2) de mai SUI.) 

O,,, 
I~. c~pitolul II am dat definiţia, proprietăţile de batA ale limItelor dl 

funcţII '1 cAte~a procede? de calcul efectiv al unOr limite de funclii .. "'ctlll In 
proce~ee neC~8ltA o anumită IndemAnare ,i mult exerciliu pentru a fi '1Iplnil!, 
Foloalnd deTlvatele le poate ltabili o m t d" '" l mu)tI -
d' 't ,"1' e o a genera a cari' 8copt'r 

m II uarll e IntAlmte ,i face calculul lim't I ,. I 
I e o~ mal Ilmp u. 

a) Incepem cu examinarea cnului ~, mai preei, al limilelor d, 10fIIll 
, ~ O 

hm unde Iim fIx) "" O r () ,_.IlMI 
..... '(r) • '.. I .~rr:..' x ... 0, Se E R. In capi~olul 11 am ..... ~ 
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cAtev" litu"l;; limple In care, prelucrAnd connnabil raportul, f(z) ,i aplicAnd 
r ti, I(a) teoreme alupr" ImI e or, putem calcula hmila aceltuia, DAm acum 

T 1 O 11 f ,\ \., I \rt ·ul .. lui l' Ilospitul. '()h1 • 7 )4, }':xAm douA I~ ••• 
III rtlll" Mlullte Ile un Interval 'a, b un PUllct xo' ['%, b]. Presupunem 
,aII Iii, uit' ~ mlllourrie .'ondilii 

I f ~i IInt drrhab.le IIC ['", b] IrJ şi continue In x
o
• 

2 fi' .1, ,.r.) O; 
( ) llll ~e llllulrnZA Illtr·o vednAtute V ului "o (V .r l t 1 xo}); 

existA IImltn li'll l,xl " (i~ lt), 
r"", (x) 

• 

tn &te le ", 

Demonstraţie, A plicând teorema lui Cauchy rezultA cA pentru orice 

: E [a, b] n V, (\z) ~(~) - ((z.)) = ('(c) , cu c = c. situat Intre x. ,i x 
, z) ,z - ,(z. I'(c) 

DacA :t .... :t., atunci c ..... :t. ,i, fo losind ipoteza 4°, rezultA cA ((%) .... ). 
,Iz) 

pentru :t .... xO' 

Trebuie observat cA nu este nevoie ca f ,i g sA fie derivabile ,i In punctul 
%.; subliniem, de asemenea, includerea cazului când). = +00 sau ). = -00, 
• 

ExempZ. 

, 2 sin % + "'" % - I d (' I () i ) Calculăm). _ hm . LuA.n (zJ - 2 SIR It + cos It - "z =,s 
% .... 0 z 

Intr-un interval [-a, al, a > O şi Zo = O, In acest caz, ('(z) = 2 cos % - sin .r, 

t() 1 '1' ('(%) l' 2 C08 Z - sin % d' ( 1" 1 'I'H 'taI % =:1 ~I jrn _ Jm = 2; eel, con orm regu Il UI OSPI. 
x.o ,'(rl %-+-O 1 

avem ~ _ 2 ,((%) ('( ) 
21 Regula poate li scrisA succinl astfel: hm (),. lim Z (cAtul derivatelor ti nu 

x-x. , % x .. u:. ,.(%) 

derivata cA.tului!), In condiţiile teoremei V.4. Astfel, 

. AIR 7tZ l' (sin 7tz)' _ I',m 1't cos n z =- _ .!:.. 
hm = lfi -
x ... t 2% - 2 %-+t (2z - 2)' x-+t 2 2 

f'ls) 'bll' 't· '1 I l.fl!! OI! '1) S t t ntAmpla ca raporlul si nu., ImI. '1 o U, -' .. """n , , • poa • ,'(s) 1(., 

"aibă limită IatA un exemplu: luAm funcţiile (,1 definite prin 

((%) -

Xl sin ~ z yI:. O 
% ' , ,(%)= lin z 

o %=0 , 

tntr-o v~r:iniUQlp A. originii. In acest caz, Iim fJ.=l.. - Iim ( ,% ) (z. sin 1..) = 
x-+o ,(zi • ...o.m % % 

~i, pe de alti parte, ('(z) - 2 % ain -; - COl ;-- (IIm 
.~. 

.. ) (IIm uln I ) _ O 
.m II! x .. o r 

I I 
2.11: .in - - C08 -

penlnl 1!J:l Z % nu are limitA In punctul.c_O • 
z io O, ,'(.) - co' ., 1'(%) - COl. 
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, 

'(~%)I . .h % - ~ 

1 IA 
). _ lim .u.:;.:.. - hm • Avt:fn lirn 

punem ci vrem IA ca cu m x"'O Ilz) ,,-+o zi % .. o 

1
, ch % - t l' ah % I,'m ch ': _ !. eh O - 1... 

_ lm = 'fi = 6 

un,~ tul :1,. aVjjm liIn"(~J - ('(.a-,). liln " 
21 In ca&ull:&nd l' ,i ,'sunt continue In V . " .. x, • ?- • .' '"' 1 

. [J!l. _ ('1%,1 . ~I ac .. t cu, IiUl (1.) _ !'I •• I 
_ ,,-(z,) ,i dacA , 'Iz,) .,. O, atunci hm ,.(z) , '(z.) •• E, r(.) ,'1 "" . 

:It ~;c. 41inl Intr-o .ituaţi~ anuloagt ulai IHi\i<II ... .1.1 
DacA InsA r(.r.) _ "(2',) - 0, alun CI netl/, de ordin JUV4jtlQr ,1 durivattlle lUI , 'lId~' 11I1It. 
orI mai fAvorabilA. DacA' (şi, au deriva e r repetat rcgo1u loi l' Hospilel P Inf:1c 
condiţiile teoremei V.It, atunci ae poale ap ICll ~turH()t 
l
' (' R R ({;t) ah % ... :.c, '{,d -..t' ' 
,_ eto. IatA un exemplu: n. (,,: -+ , II ~ ...... 

" ," ah.t: ... ~ 

'-.. 
~o ar ~-+O 6% x-+tl 6 fi 

3) Fie Iim ,8in s •. Aici fis) = .ins, sis) _". AplicAnd mecenic regula IUlI'Ho'Piltl 

..... " . li sin % ('(0) _ 
gAs,m ('(%) = cos %, 6'(%) = 1, deci m = '(O) 

%-+0 % , 

cos o 
t -. t , Deşi rezulLatul es4 

• putea demonalra că (.in,'I" corect, aplicarea regulii este incorectâ, pentru cA pentru 
= cos x a rost necesarA tocmai limita de mai sus. 

4) Aplicarea mecanică (rără a verifica dacă sunt I~~oplini.te ipotezele necesare: poate 
conduce la rezultate eronate; nu putem aplica regula Imi Hospl tal, de pildă, dacă f\z; ...., o 

,1 ,( .. ) .... 1, cAnd" .... s,. D •• xemplu, luind ( (%) = ,, - 1, , Is i = (% + 11 '% + 2,. (1 ... 

O -+ _ = o când % -+ 1. Aplicarea (i ncorectă ) a regulii 
6 

IZ 

lui I'Hospital ar da: _1'- ... .!.. 
22+3 !. 

O situaţie des 1ntAlnită este următoarp,a, Se cere Iim (.%1 , ştiind 01 
. ' " .. .r, «(,zI 

hm ({x) = 0= hm g{x), fără ca funCliile { şi g să lie ambele derinite In 
,\:-+:1:0 x-+x" 
punctul X O' 

Are loc analogul teoremei Y.4 (pentru limite la stânga) şi 

') 1\' } 

toarele ,ondl\" 
1· (şi II derlvabile pe (a, .r.); 
2·. Iim (x) - Iim g(x) = O; 

x-Nt. X .Xt 

(1. Tol - R. Pre"uplolJ 111 a. 
• 

anume 

Irmi· 

')' g(.r) şi g'(x\ nu se anuleazillntr·o verlnlltate 
r (a, xo)); 

V a lui r. (V r E: i r 
('( , 

4 ExistA Iim ,z. = A(ln R), 
~ ... x~, j.z\ 

(1 tl('Ql.;tfl contlit'i. IIm !~T~ exi tA . t 
, " " 8 ŞI eS e ~gali1 ru A, 

Demonstraţia este imediatA d 
gl : la, xol _ R, ,,(x) = (x), dacA x e IndatA ce remarcAm rA funcţiile " . 
x E (a, Xc) ,i g,(x

o
) = O lunt C t' E (a, x.l, ,,(x.) ... O; g,(x) ~ g(:), d8~1 

continuitata In punctul x °lnl,~ue pe [a, x.l (ele Bunt prfilungirile Prl" 
"" Xo a e UI' re t" . "le teoremei Y.4. ' Ipec IV 1) '1 eli le nrificl condIţII 

170 

D 
valul 

II) 

de pi 

atun( 

altfe 

e 
finit 

a ... 

, 

At 



D~.igur are loc ,. l' tloremA aimilarA, Inloouind intervalul [a, r.1 eu inter. 
valul (:ro' bJ, pentru Junite la dreapta. 

') R'IIula lui l' Ho.pital ne permite al tratAm ,i alte cazuri exeeptate 

.... d. pildA cuul QO . Daci ne intereaeazll Iim M ,i daci f(x) ... 00, C(x)", 00, 

.... QO z.z, ' (z) 

..... t .,... 
• .. 

In 

,,' 

. t . lf& ' ("1 atuncI pu em 80r.e = ,i atunci 
. (,,) t 

t 

f(") 
... O, nlducAndu-na 

f (.,) 

astfel la cazul ~ , studiat anterior. o 

• 

c) Este interesant cA regula lui l' Hospital se aplici nu numai pentru Xo 
fini t, dar ,i In cazul când x. este .aruncat la inrinit~. Are loc atunci : 

ti '1 l.r. 

a > (\ 1'ff8upun~m cA 

t' f ,i ~ Bunt deriva bile pe [a (0); 

.. 1" (L) ::mg(r)-I,und~l (,008au -:00; 

3". "' w ,.. O pentru orice x suficient de mar. (r .. A, A .. a), 

4 e listA" li ~ O:L In ii. 
,x .... <J:) 8'(zl 

Alund existJl limita Iim f(z) , egalA cu ).. 
~ ~<J:) ,lor) 

Il IIIn+ S",U P PIA It1'" pput .. u .. .... 

Demonstratie. Presupunem I = O. Facem schimbarea de variabilA x = .!. . 
" 

Intervalul [a, 00) se transformA In (O, ;;.) In 8ensul el, daci x : [a , 00), atunci 

E 10 ']. . Notlm ~(u) - f(!.) "'(u) = c(.!.) . deoa_e 1 = O, U I - ' 1 reCIproc. T - U t .... 

avem li: <p(u) = Iim "' (u) = O. Derivatele lor vor fi <p'(u) = -..;.f' (:-). 
"--'0 u-+O 
u> o \1 >0 

TU !=: __ g -- , ue ~ ' ( ) 1, ( 1) P t m aplica funcţiilor <p , '" teorema V .4' ,i rezultă: 
o' u 

( 
1 ) - 1. f' (.!.) 

f - ~'"I •.•.. ~'(ul l' u' " = • % • U '.o=.L hm ~:II lm 

le .. ~ ,(:tI ";8 , (1. : >0 1'>0 .. >0 ". " 
u U 

f' ( I ) 
- "(z\ r "= lim,l...!.!;.{,. = A. 

-= ~~o '( I ) ~«) , ' (%) 
u )O' -; 
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• 

Iti din b) eto. . 
Cuul I _ (YJ ""u - (YJ ,..,.u . m utilizat etenţlal r .. ptul cl In '" 
Trebuie remarcat ci In dem~nttr~ţ~::ea In capetele intervalului COlltdo. 

rema lui Cauchy nu cerem de"vabl 1 I ~. 
tat. ci numai continuitatea. 

Ezemp14 ' "% + 2 II U 7 
~ 21'" + 2% •• - m - ~ • 

t) tim 'r + <110- .,.. lim - Iim 12~ " .... 80 1 :l ~ 
$-+00 2x' _ too % .... 00 6z' S-+IO 

'cA l' .recte a regulll lui I'Hoopilal n. to d 
2) Nu tntotdeauna p06Îbilitatea apb r I C % n I.ott 

De e
xemplu. calculul limitei ,- _IIm .. V3 +-1 cond • .,.., 

la .ituaţii mai favorabile, .. 

"buclA infinitA": % 

V~ % 
_ IIm '" - IIm V· -= el<:. 
~GO t x-+oo zi + t _..-:1,-- __ Iim V ,.. + I 

1 "'" Iim z 
X-+GO Z r lH-/I) 

V",'+I 
CU metode elementare. se obţine direct 

1 = Iim --;::==== _00 
= Iim 

I 

= Iim = 1 

...... I -'" I + ~ I % I 1+-
:z' z' 

la oal.ulul I I 

rorulalul 

%.( t+ -;.) 

"00 bl a '" .tem ... ,," ti • 

Cazurile conaiderate anterior acoperă multe din situaţiile care pot fi IntA!. 
nite. Reţinem că In condiţiile teoremelor V.4, V .4', V.4·, existenţa limitei 
cAtului derivatelor asigură existenţa limitei cAtului iniţial, limItele re'pective 

fiind egale. 

PAnă acum am considerat numai cazurile exceptate .Q. şi ~. tn cazurile 
O '" 

exceptate O . (YJ, (YJ - (YJ, 0°, (YJ0, 1", nu există reguli de tip l' Hospital carul 
rie direct aplicate ,i sunt necesare unele prelucrări ale funcliei de sub limili. 

De exemplu, dacă f' g corespunde cazului O· ce, atunci scriind f' g = L" 

obţine cazul %. Similar, In cazurile ()O, ce., 1", putem 

Exemplu 

I -
I 

scrie ro = ",lAI .t, 

CalculAm 1 = lim ""e-' (neN n;o 1) S % .... ao •. untem In raluloo . O 

ne reducem la ; şi atunri putem aplica rogula lui I lIosp.IRI : 

=- lim n(n - t )%".1 = l' nI 
:lC1>CI e:IC ... - Im - - O. 

" ... «1 e~ 

Trebuie remarcat cA regula lui l' H . iii 
unor limite de ,iruri, dar nu di t D o.pltal le polite rololi ,i pt'ntru C~\CU n 

rec. aci avem o funoţie , : [k, 00) _ B (kE ~ 
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l4'. 

• 

'

i dacA Iim ((x) ... >. (>' Ea), .... atu noi Iim ((n) -= >., adicA ,irul (((n» • .:._ .+ .. '_11 
converge cAtre >., De exemplu, pentru . I 3n' + • 

,irU a.... avem a. ~ ((n), 
nI + 2 

I (() 3z' + " n E N, un< e J: - z' + 2 ' 1( x E R. Deoarece Iim ((x) = 3, rezultA el 
Iim a. = 3. 

o ..... 

• f 1 pito!' V, ! 

1. SA se determine Intervalele de 
ID fUnd domeniul maxim de delinili. ): 

monotonie pentru funcţiile urmAtoare f D ..... R 

a) ((x ) - z' + 6x' ; 

I 
c) (1" ) - -'--:- ; 

z + i 
2-" e) ((,,) = ; 
2+x 

g) ((x) = z 
,::-c-
2+ " . 

i) ((x) = x In I-x); 

k) fi,,) = (x + 2).-'; 
i 

m) ((z) = - + In z; 
z 

, 

b) ( (z ) _ ,.a _ ~ z ; 
3 

d ) ( (x ) _ z + 2 ; 
z + i 
z' f ) ( (z) = ; 

Sl + t 

h) ( (z) = z ' ln z; 

j ) ( (x) = In 1 xl ; 
z 

1) ( (z) = (x' + z + i )e"; 

n) ((x)-lx+21 -12"+il. 

t -i. sa s. arat. cA (unelia f : (O, co) .... R, ((z) _ (2 + i)' est. monotonA. 
8. Fie f: (a, b) - R o funrţie şi Xo e (a, b) fixat. Să 88 arate ca. pentru orice nurnAr 

.... 1 « exista cel mult o lunclie F derivabilă pe (a, b) astlel IncAt F'(,,) = ((z), Y z .. (a, b) 
li F (z,)= « 

•• Să se a(le extremele locale ale funcţiilor elementare următoare pe domeniul lor 
maxim de definiţie: 

a) (Izi - ... - lOz'; 
bJ ((zI - % - aresin %; 

c) ( (x, - 2z + cos 2z; 

d} ('z) _ 

• 

i 
--:-'--:- ; 
Zi - 3z: 

o) ((z) - ,.aIn z; 
1) ((z) = z' .-'-'; 

z 
g) ((z) = ; 

In x 

h) f("') = 2 sh '" - ch .,. 

6. !;~ Sp calculeze. folosind regula lui I'Hoapital, următoarele limile: 

a) Iim x' - 1 ; b) lim V 1 + x - i ; 
%-+1 2% - 2 .%-+0 2.1; 

c) IIm x' - 4 . d) Iim In '" 
.:c ... , lin (1~ _ 2) • .x ... t 2.:1: - 2 

2% - sin 2.z o) I,'m ah.:c . r) lim ; 
. • % .... O · .zl 

%"0'10% 

• , 

{-., 
III Iim tg,. - ~ • h) Iim ; 

1''''0 Zi ' oS .... 1 ctg ~ 
2 
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-

il Iim -; - ctgl,r ); 
.li: -...0 Z 

k) lim %(1'( _ :l aretg.tl j 

•• 
( .",)"T m) IIm tg - ; 

x-+t 4 

1 - . , 
o) li m -:;;%e=-:-_ ' 

%-+0 tg' ~ 
.>0 

V- • , 
q) lIm ( .. + , /~) , 

% ..... 00 x-v % 

( 
I 1 t 

j) UlII Z - z' n ;z -.~ • --. - , 
li IIm • ' 

- .1 

'.-n) IIm '"in.) ; 
• ", 

(
r' + %+ I)Sxtt . 

p) IIm .' _ • + I ' ,...", . 
r) IIm r; 

•• 0 
_>0 

\ 

1 

t) lIm %' + 1 fi 
a) Jim (sin nx)%-l; x.......· 

• • , % 

-<' 
8. Pentru douA luncţii (, , delioit. şi derivabU. Intr·o v ecinAtate 1 onciAli, ..... 

.' ((%) 1 SA .. arat. cA 
( (%) '" , (r ), dacA ( (O) = ,(O) ŞI bm o( ) - . 

$-+0 e % 

a) sin %~ x ; 

%. 
b) cos % /!X t - - j 

2 
I 

r) x - arctg % CI( - Zi; 
3 

d) x - ain % CIII: ~ .'Z'; 
6 

1 t .) VI + % - I - 2' % ... - 8' r' ; 

1 I 
1) r \ + % - I - - % '" - - r' 

3 9' 

g) 2%-ln (\ + 2% ) " 2%', 

a 
h) ar - b" '" % In - (a > O, h > O ~ 

b 

7 o, - " d ' 1" l' % - ain % , t' la I . l' H " -1 • .,.,.. S6 arate \4, eşi Imita Im e'lll _, regu UI oap lt.a au pol:' 
JC ..... CI % + COl % 

ti apUcatA aici direct. 

8, Cum poate li utilizatA regula lui I' Hoopital pentru a calcula 

t -
Iim (e' + n) ' 1 
n ... ,.N 

, 

9. Să se determine 
maxim de definiţie): 

.simptotele urmlltoarelor luncţii ( : D _ R (D fiin d d ..... 

• ) ((z) = z' 
• , 

x' + 8 

h) ((z) z' + H = • 

z' 
, 

c) fIr) = r r 

r + \ 

d) fir) - x + 4 

.-1 
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h) ((.) _ In I - , • 
2+1< 
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nU 
• orI<" 

( 
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§ 2 olul derIvat i o doua In studiul funcţiilor 
Am vAr.ut ,' P informaţii S6 pot obţine osupra comportArii unei funcţii 

deri,..bile cunosl'Ilnd derivate. ei, mai preeil . erourile ,i semnul derivatei. 
\'om ". d, a acum cII derivata a doua (desigur In ipoteza cA existA) ne furni. 
leuil informaţii suplimentare asupra funcţiei, preci,And alura graficului. 

2 1 Con.elitat., conca.itate 

\1 }; }' 1 NI\, IAr. 1. (1 funclle ( . 1 • It, definitA pe un Inter"al 1 se 
nUl1\""te con ve x A pe 1 dacă, pentru orice douA puncte r,', l ŞI P ntru 
om" • (' 1 a, om 

(1 ) 

AceastA condiţie admite o interpretare geometricA sugestivă. Anume, 8A 
considerăm punctele A(x" ( (XI», B(x., ((x.», x, .. x. de pe graficul lui r­
Atunci punctul" = (1 - I)x, + I x" 1 E [O, 1] aparţine .egmentului de capete 
z" x.. Coarda A B are ecuaţia y = ((x,) + 
+ flz.1 - flz.1 (x _ x,) şi ordonata punctului d. 

x, - ZI 

abscisA " de pe această coardă va fi P = ( (x,) + 
+ (lz.1 - flz.l [(1 _ I)x, + Ix, - x,] = ((x.) + 

%, - %1 

+(1 -/)[((x,) -((x,)] = (1 -/)((X,) + I((x,). 
Condiţia (1) se mai scrie ((,,) .. P şi •• exprimă 
'punând că graficul lui (este situat sub oric. coardă 
dacA unim două puncte situate pe graficul funcţiei , 
cu abscisele aparţinând lui 1 (fig. V.2). 

Y • 
f 

A 

Fig. V.2 

8' 

• x 

Funcţia ( se numeşte conc8vă pe 1 dacA funcţia - (est. conv.xă p. 1, 
adică In (1) are loc inegalitatea inversă . Geometric, aceasta revine la faptul 
cA graficul funcţiei va fi situat deasupra coardei determinate de punctale 
(z, f (x,» ti (x" ( (x,» pe segmentul d. capete x" x, ; ~" x, E 1 . . 

Dacă inegalitatea (1) este strictă, se spune că funcţia {este slr~cI con.exă 
pe 1 (Iimile r se definelc funcţiile Itrict eoncave). Uneor, se ma' spune că 
funcţi ile convexe au "concavitatea in sus" (graficul lor "ţine apa"L iar Cunc· 
liile concave au .. eoneavitatea In jos" (sau, In limbaj familiar, erafieul lor , 
"nu ţine apa" fig. V.3) . 

f 

.ţ.I. • 
1), ,'<. ( nu Im ( , 

• 

• 
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. bile pe un interval, putem d"rn~, .' d do uA ori deriva IItr, 
Pentru funcţII e . Anume ar. loc 

, t'l d convexltate. , 
un erlter, u u, e '" b douA numere reale ~I {. ;0, b] "II 

TE ORE '1 A l.6. Fie:. f'. {" ul.tn pe InterValul des hb la, 6J I 
lunetle contin d. Presupune~ , .1 .. , f,r tOonlA ve In~l 
el {"(XJ ;. ° I . 
valul a,' . . x < x, " b. Pentru orice punct ~ E (z" ~ 1 

Demonstra,... F~e a", intervalele [Xli Otl ,i [Ot, x,l .xiată ~ (z '1' 
aplicAnd teorema lUI Lagrange pe "', 
~ E (Ot x,) astfel IncAt 

" ((«) - ((x,) = f'(~,), ((x;: = ~.) = f'(~.) . 
IX - %1 

I ă { '(" ) " {'(~) [deoarece funcţia f' eale rnonotoQ Deoarece ~, < ~., rezu t" • , 'O ( b)] 
cre.căloare pe (a, b); aici intervine ipoteza că ( .. pe a, . 

((«) ~ ((x, ) / (Ix,) - f(<<); Inlocuind aici ,,= (1 - 1)%, + 1 •. A,adar, .. _ « , 
«-ZI z, 

. (I«)-((x.)" ( (x,) - ((«) ,adicl!. {(,,) " (1-t)f(zJ .j. 
t E (O, 1), se obţme '1 .. , _ x, ) (1 _ I)(x, _ .. ,) 

+ t{(X,) , adică toc mai (1). . 
Observaţie. Se poate demonatra ,i afir~aţia reCIprocă , anume dacă f ea~ 

d două ori deriva bilă pe un interval 1 '1 este convexă, atuncI derlvata I 
e I .{' doua eate pozitivă. Dacă f' nu se anulează ~~ ,atuncI . are ae~n constant 

pe I (ceea ce rezultă din faptul că f' = (() are proprtetatea lUI Oarboux, 
conform teoremei IV.ti). 

Inlocuind pe {cu - ( rezultă următorul , 

1) ~ r, \ Il ) J le ntinuA { [a b 1 R de dO'1 'derlvabU' 
b: II '. e Ia.:A f' O pe (a b) 

Faptul. cA derivata a doua a unei funcţii este pozitivă (respectiv negativll 
pe un interval aratI!. că, de fapt, coeficientul unghiular al tangentei la gr.fk 
este crescător (reapectiv descrescător), deci că graficul are forma din figura V.3 

2.2 nte. 1. • con'.li . punct. d. in/leziun. 
Fie {: I - R o funcţie de două ori derivabilă pe un interval 1. Daci 

r .. O (reapectiv f' " O) pe 1, atunci am văzut că I eate un interval de con· 
vexitate (respectiv de concavitate) al lui {. Reţinem deci că semnul derivaW 
a. doua a unei funcţii permite determinarea intervale lor pe care funoţia relpet' 

tlvă este convexă aa~ concavă. De exemplu, dacă ,tim cA O funcţie esţe mollO' 
ton de~ .. acătoare '1 concavă, atunci graficul ei eale de forma din figtU' 
V.4, a '1 nu de forma din figura V.4, b, c. 

• 

o 
'it. V.4 b c 
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, . 

+ 

a 

S."'lJlul d~riyatei (" Intr"un punct critic ne furnizează un criteriu 
,ufielent, de extrem, Are loc 

'1' E O It E V.6. DacA Xo E (a, b) este un punct critic pentru o 
functie f: (a, o) • It, de douA ori derlvablIA şl dacA ("(xo) '> O (re peetlv 
r(;t~) O), IIt· ucl ·0 e t pUllct I\e minim 'OCII' (, ctlV de maxim local) 
pentru fUllcl 1 

DrmOllstraţif. Din faptul că ("(x.) > O, rezultă că 
există o vecinătate (x. - a, x. + a) a punctului x., 
pe care {' este crescătoare. 

Dar ('(xo) = O prin ipoteză. Atunci V x E (x.-8, xo) 
avem {'(x) .; {'(xo) = O, deci (In virtutea teoremei V.2) 
f este descrescătoare pe acest interval. Analog, pentru 
x E (x., x. + 3) avem O = {'(xo) .; {'(x), deci f este 

~ ; .. , ... 
, 

Xo 
Fig. V.S 

x 

crescătoare pe intervalul (xo, Xo + a); In concluzie; Xo este un punct de minim 
pentru f. Demonstraţia este similară In cazul ("(x.) < O. 

Dacă funcţia f este de două ori derivabiJă In vecinătatea unui punct x., 
a.tfel !ncAt ("(%.) = O şi dacă (' lşi scbimbă semnul de o parte şi alta a lui xo' 
atunci funcţia tşi schimbă concavitatea In acel punct. De exemplu. dacă 
r(x) > O pentru x < x. şi {'(x) < O pentru x > xo, atunci f este convexă 
la stânga lui x. şi concavă la dreapta lui (fig, V.5). Dăm acum o definiţie 
precisă. 

D li FIN 1 Ţ 1 A V. 2. Fie f : 1 - It o funcţie continuă definitii pe un 
Intervalle It. t"n punct x. ~ 1 distinct de eap~tele lui 1 se numeşte pun c t 
d e I n fie x I u n e pentru f dacA ex A puncte CI < • ~ m 1 astfel mcAt 
f sA fie ronv~,,~ JlP (:x. r 1 şi eonrnvA pe [1',. OI <ati Inv~r' II' T , " 

't J 

o t. o x 
-0-------.. 

a 
, 

- x, II 
h 

Fig. V.S 

c 

T E O It EMA V. 7. Fie x. un pu ~',I . O funcţie de douA ori derlvabUA 
Intr·o vecinAtate Valul xO' Dacă existA CI, ~ E: V astfel IncAt 

1, CI Xo ;3; 
2) f"'x 1 1) 

3, f' ) pe I~ "'ol ,1 f' > O pe (xo. ~) sau Inve" (adicA (" "> O pe (CI x,) 
f r IJ ) t I este punct de Inflex1une pentru I 
• D pc ( o,~) • 8 u~~ x~1l din definiţia V.2, folosind teorema V.5. 

'r·m~~slraţln •• t. evă• en] ţ'a f'(T ) .. O .ingură nu implioă faptul că x. 
rr~hlllP' remarcat c re al. o 

elite punrt ne ioflexiune. 
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l: . .cempu J _ z· - 6:t' +, AV~ID ('(zl-aoCa 

1) (. 'd rAm (unclla (: R'" R, (1'1 (' .. t. ludl""! In tabl"ul urll,ltor 
.ODIl ~ mnul derh'alt 

rlzl_6z- U ,Yz.B.Se ., I _ 00 ~ t(, 

y '"Izi - O + 

y:x't 

• 

• 

( t. Concavl P' In!.rvalul ( "-, ~ ) ,1 " 
Aşadar el ....... 'I)tll 

12 
'001 Iar punc!ul z - it .. te pune! d. Ion", 

~ , ' ~ 
21 Pentru (uncl,a (: R ... R, ( 1%1- '" .v.m rit). 

12z' deci ('101 .~ O; !otu,1 % - O IIU "lo Punel do 
inClexiuoe, deoarece ( est,' con~OI' ,1 la '!top ,I lo 

d t Punctului z - O I('g · V 71 · 
Fig V, reap' 

. . Aici punctul % - O eale punct de minim pentru 
( • _ h + 610' avem ('(% ) - 1%' - Iz I 

31 Pentru (unclia f: R ... R: ((zi = Zo Iulia % _ O. Punctul z _ O + 2", 
,1 r(zl ~ ",'OZ Y zEi R; ecu.I" ('(",1 = are 80 , • n ... ~ 
nici punct de e~trem pentru f şi nici PUDct de inrIexiune (deoarece ( (O, ,, O ti rzl .... O 

de o parte şi alta a originii). 

2 3 Formu' I I J' 

Am vbut că 10 jurul unul puncl o (unclie deriva bilA poate CI aproximlll PrtIIl .. 
lunelle de gradullntli (adică graficul (uncliei este aproxima! cu o linie d reapll ) ,i .. """ 
problema aproximArii "mei buneI! (cu eroare, mai micA) prin polinoame de grad IUpuior, 
A.trel, aproximarea pA!ratică va perml!e aproximarea graricului prin t r ·o paraboll., ~ 
vecinătatea unul punct fixat. 

Fie z, • R un punct fixat ~I (: V ... R o (unclie d. nori derivabilA pe o vecm.llalt Y 
a punctului z, •• Uellocăt fin) eA (le continull. In z,. In acest caz le poate considera poli. 
nomul Taylor asociat tunc~iei şi punctului :re 

To(zl = ((z,) + ('(zo) (z _ z,) + ('(z.) Iz - z,)' + ... + f(0 ) z,1 Iz - '.' 
11 21 n' 

Se obeervA cA T.(z,1 = ((z,), T;, (z,) = ('(r.), T~ (r,) ~ r (z, l , ... , To" (..,1- f''' .. 

Atunci, foloeind In mod repelRt I't'gula lui I'Hospital (pentru % . .,.em : 

(2) Iim (("')- T.lr) = Iim ('Ic) - r~(%1 _ Iim "Iz) - T~rzl 
~~. (z - z.l" z .... z. n(z _ %,)"-1 

o ... 

x-u. n(n - t ) (.r - .1',1"-' 
... = Iim fCO) (%) - T~O) Iri . 

... ,. 1 - o. • n 

NotAm 8(%) = ((.1- T.(",), Y %. V rll'Ci fi) T ( ) 
, F n I F " \ 'l ' , I Z - "z + 0(.1'1. V ~ ... 

ori dt'rha ilA intr-o ve~ln~t~~~""'I'!'1 '1.11'" {rylor, 1685 \ ltJ narA ( 
hrmula .proIlmatl" & PUIU'tului o ,1 fi"' 'Itf! ('onUnul In 

to • l.ar\l .... 
• Ilunrl , .. 1" 

(~I f' • • . --fxl ~ {(roi t ('(ro! ,r 
1 ' 

2' 
,.nlru ori •• ". V In oare • 

. rOlrea abtol u 14 , O "II 

J'711 • 

• • 
• 

•• 11 10'. oonfllio hm 

, .. 



])"""""'/'" formulll (S) revin. Ia 'I~) '" T nlz) V % '" l' Eroarea abaolutA .. te 
) &\»)_ ) (Ia) - T.I.II· Apll"'nd I~) re,ultA ' 

IIm . (Iz) - ~.I.,). 0, deci Iim 61.,) ° 
, ( ) - . x +X. .t ..- .1', fi x+x. {x _ %o)n 

C O BOL R U L 1 (Iormula d4 aproxlmar. pltratl'l) •• 'Ie ( o lunc\le d. 40u& ori 
•• rI,.bUl Inl",o, Inltat ... ' unul punct z, cu (' continUi În "' •• Atuntl 

1<) ((r) .. {'rol + (' "'.1 (. - .... ) • ('{"" 'z - .... )., 
2 

\lndt. eroare.l I 
, 

ac condiţia 1 .1 

• • • 
• 

• 
In ('alul functiilor polinomiale formula (3) este o formulă precisă . .Anume, are loc 

urmiltorul 

COR O L A K L L 2. D,,',· R -+ R •• t. Oluntll. pa" omlail •• gradw n ,\ z. e k 
.IUlleI 

fIZ)- (( .. : ... t{z) 
1 

• 

CI •• I 
21 

'z - Zel' .... t f R. 1 ... 1 (z 
ni 

Demon.tra(~. Cu alte cuvinte, Qvem de arătat ca. ( (xl"" Tn{z), V x e R . Dar r. T n 
61.,) 

sunl funcţii polinomiale de gradul nşi, conrorm teoremei V.14, avem: Iim _..::l;:;.i.._ = O; 
:t-+X. (x - %o)n 

cum 6 esle luncli. polinomialn de grad .. n, rezulln 6Iz),~V ., e R. 

E%~mpk 

1) Fie (: R -+ R, (1.,) = e' şi .,. = O. tn acest caz (10)- 1, {'IO) = i, "', (10 )10) = 1. 

Formula 13) devin. • 

% x' :en d J' 9(r) O e'. 1 ~ _ + _ + ... + - + 61.,), un e Im =. 
11 21 n! %~~.xn 

15) 

2) Pent", ( . R -+ R , ((.) = sin ." x. = 1 şi n = 5, avem (IO) - 0, ('10) = i, r{O) = 0, 
ţ"\O) = -1 (1') 10) = 0, (") 10) = 1 şi rormula (3) dev,"e 

Z3 x· J. Ot{x) ° ., + + 6,(.,), ,unde Im = . 
~in :r.g; - - - - "'-+0 ". 

11 31 5! -

Similar, 

171 
t" . O.(z) 

!3- + ~ + OI(X), unde hm -" 
21 (I! J:-tO .r 

= O. 
cos x ... t 

al Cakll1.1m limita 1- Iim 
%~O 

e-% - COSz + x . Fo1osind (5), (7) avem: 

.,' 

.' 
_ ljm 

%-0 

= 

- o . ..,' 
179 
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olin00l1a1. P(,t) - Il - :l;tl ... .L oi- t 
I 1 r"ylor luncl lol P + 1 r(r) - 6r - ~, l"" (~) _ 6 ~ ') AplicAm lormula u P'() _ a.' _ iz , , "" 

jurul punctului z. - 2. Ave~#(2)z_ 8. pili (~l- 6. p'(~) •• p.,!!!) 
rod4PI2J_S,P'(2)-5, P'(2)(r_ 2)+ 21 (r- 2)'" 81 (z- 21'. 

Vom avea deci Plz) = P(2) + ti 

S + 51 - 21 + '(x - 2)' + (z - 2)', 't IA consUtulUl un poUnom daca .. cun", 
- Z T lor ne pernll e 

Redproc formula Jui ay d t 
' . I t n punct a. derivatele sale succesive n r-u 

• URflŢII I.U \ !. 
'tate -j concavitate pentru . . t alele de conveXI y 

1. Să se determme 10. erv . de deliniţie): 
lunclille f: D .. , 

urmAtoare ID fiind domemul maxim e) ((zi" Zi In zi 

a) fIx) = .,. + 3x'; .,. 

b) fIx) - sin %; 

2% 
c) flz) = ; 

Zi + t 

d) flz) = r + V;; 

1. SA se determine punctele 

1 
a) f(z) - b - - z'; 

3 

b) fix) - r' - az'; , 
3r 

c) fi z) = -::"""'-:- ; 
Zi + 1 

z-9 
d) fir)' = ~I ""r:-\ +--'-:-1 ; 

1) fIr) = z' + 1 ; 

2z 
g) f (z) = -x-=-' ;:';-'-:-1 ' 

x' 
h) fir) = ... - -0-

2 
' 

de inUexiune pentru funcţiile f: R -+ R urmatoare: 
• 

1) fix) = fi z - 1 + fi % + 1; 

x 
g) fix) = x + 2 cos - ; 

2 

h) fix) = c,," z - co.' x; 

i) ((x) = sin % - sinI x; 

o) fix) = V z' + 1; il f(rl = .,. - 4:!:' + 5,,' - 2, 

8. Presupunem ca luoclia f: [a, 61-+ R eslo continuA pe [a, b1, de douil ori deriY8biU 
po (a, b) şi a.HellncAt (' > O po la, 6). SA se oral. ca penlru orice « .. (a, 61 lani"1" 
la graficul lui fin punctul (<<, fl«)) esle dedesubtul graficului lui f. 

, 
4. SA .. arato ca daca o luncţie f: 1 -+ R po un inlerval 1 oste o IUllclie conveXl ŞI 

a, b. 1, atunci f (a + b).. ((a) + f(6) • • 
2 2 

6. Fie a, b II! IJ constanle, ah> O, Se conlld,rA luncll. (: R'-{O) .... R, (1,1_ 
(r-a)(r-6) , , 

- :r + ~r, ~ .. R, SA s. Itud.ezo monolonia ,i convoxltatos lUI f pt 
Intervalelo (- 00, O), (O, 00); discuţie, 

.. SI .. dOle,:",ln. o fllnclie polinomlllA ,: It -+ R de Rl'lldut III I.tr.t Incil: 
a) f(O) - t, f (O) - t, ('(O) _ 2, f· (O) __ a' 
b) fiO) - t, ('(O) - O, r(O) _ o, f· (O) _ -t', 
c) fit) - O, ('(It- O, r(l) - O,,. (1) _., ;" O, .... 1 dat 

1. 
• 

\II 

.. 

... 
Da 

'ti 



ft 
Il 

• 

§ Rapr lentar Q 9 fi • 

In c~la ce urme8Z~, vQm sublnţelege fixat un sistem ortogonal de axe 
IOy, ,\m adus, 1" cap.tole,le, anterioare, mai multe motivaţii asupra utilitliţii 
graficelor d. luncţll, Subhmem din nou faptul că scopul nostru este studiul 
funcţiilor, trssal'ea graficului unei funcţii fiind un mijloc extrem de util pentru 
a ilustra proprietăţile ei locale şi globale, Acum ne ocupăm de trasarea grafi­
celor de funcţii reale, extinzAnd caz~l funcţiilor elementere, Ca aplicaţie 
a rezultatelor teoretice stabilite pAnă acum, uti1izAnd In mod esenţial noţiunea 
de derivată, ştim ,II indicăm deja anumite puncte importante ale graficelor 
(puncte de extrem, intersecţii cu axele etc,), intervalele de monotonie, anumite 
drepte remarcabile (aeimptote, semitangente etc,), Odatli determinate aceste 
elemente, ele pot să fie figurate pe sistemul fixat de axe şi permit redarea 
aproximativă a graficului funcţiei considerate, 

Pentru n prezenta mai sistematic modul de lucru In trasarea graficului 
unei funcţii (notată cu n, recomandăm parcurgerea următoarelor etape de 
determinare succesivă a unor elemente caracteristice ale funcţiei. 

) ţ, Acesta este fie indicat In mod expli-
cit de enunţ, fie este sublnţeles ca fiind domeniul maxim de definiţie (In cazul 
funcţiilor elementare), 

De pildă, pentru o funcţie de tipul V g(x) se pune condiţia g(x) .. O, pen­

tru In g(x) trebuie ca g(x) > O pentru un cAt ţ(") este necesar ca h(x) "O, 
, A( .. ) 

iar pentru arcsin 'I'(x) este necesar ca -1 .. 'I'(x) .. 1 etc, Dacă funcţia este 
periodică , atunci este suficient ca funcţia să fie studiată pe un interval de 
lungime cAt perioada principală; trebuie atunci făcută distincţia Intre dO,~eniul 
de studiu şi cel de definiţie , De asemenea, In probleme cu con,ţmut fIZIC , se 
poate InUmpla să apară restricţii suplimentare pentr~ , domen,lUl d,e stud~u: 

De Indată ce este indicat D se determină intersecţule grafICulU1 funcţ.e. 
r Cu axele de coordonate, Dacă O E D, atunci graficul intersectează axa Oy 
In punctul (O. «O)), iar eventualele intersecţii cu axa Ox sun~ ~unctele (a , O), 
a E D unde ( a) = O şi se obţin deci prin re,olvarea ecuaţ.e. (x) = O, 

11 IT' 

O ă ( () ( t ' (/ O) atunci graficul lui ( este situat deasupra ar ;. respec IV q, , .' • d 
(re• t J d b 1) 'O Este util de a determma mulţlm.le e puncte opec IV (f! pau tu Qxel x. " 
und. gra lieul •• te situat deasupra, respectiv dedesubt~1 a~el ~xf' DtC~ f es~e 
parA , atu nei graficul lui f este simetric faţă de axa Oy, Iar ac e,' e ImăPar , 

, ' f ţ' d origine (Pentru o funcţ.e par sau 
atunci grA"cul lui r ."te .,metrlC a a e 'd t d' It' ţ ' , 
irn l ' d' D o.te fi restrAns fAcAn u-se s u lU res rIC 'eI parA , (0mfl:n1ul dr atu lU P 0;0 I 

luncţiei f IA mllltimen D n [O, (0),) 
I I 1 nFi 1 ~lmpt()t . . .. 

~ "ti at.unei. este necel8r studlul hmltt"l 
, O.eA mulţimeA D .ste nem rglO' i~Andu . se totodată uimptotele ori,on­

II" ('p," + '" (aAu ap .... - (0), determ 
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t o reuniune de int~J'vaIHI ti.tUll(.j 
I . ( Dac4 D e. e . . .e i't) taI. (eventualo) ale u. . . I ""tele liecAruI m terv .. l. 
. ' t I lu. ( a car -

eule .. ' valorile sau !Jm. o e . I (eventuale) , adicA d'1:ptel. z 
Se . ă ' totale vertlca e .. , 

determm 88lrop , d' n limitele laterale ( (;r. - O) .ou f iL ., 
unde In punctul x. cel puţ.n una • • -;. 1)) 

.ste inlimlA. . 'm toti orizontală, de elHlIlplu 'Prt ". 
fn cazul când nu ex.stl 881 p . + r r, 

. t tei ob!Jce y = m x n, dacă li"'i"I.' se poata studia existenţa 88.mp o .. 
f ) 1 . t" .i sunt linite (Iimilar pentru _~ I. m = Iim Iz , 11 = Iim [((x) - mx ex's a , w 

%-+.110 Z. %-+00 t trei etape ne putem da seama Intr-o Oll"6ca. Deja dm parcurgerea aces ar b . " 
d I 1" graficului. De asemenea , tre UI" de~rrnin," misuri e 8 ura genera li a . \o'l 

lţ ' t I d' domeniul de definiţie In care ( esta c(mlmuA, P .. ,I mu Imea pune e or )fi 

urmlitor esta esenţial. . , 
La acest punct se stabileşta m a. IntAI mulţimea pun'. u"p lata . , . 

taIor In care luncţia (este derivabilli; se calc\llea~~ deflvata ('. Se rezolv, 
ecuaţia ('(x) = O ,i astlel se determin il punctele cflllce ale lUI (,. m~rvalel, 
pe care (' are semn conslant. Din studiul punctelor cfl t lce, combmal cu cel 
al intarvalelor de monotonie, putem decide care din acestea sunt puncte de 
maxim sau minim local pentru f. Mai precis, dacii x. este un punct critic li 
dacii Intr·o veciniltate a lui x. avem ('(x) ~ O, pentru x < z. ,i ('(z) ~ O 

pentru x > x. , atunci este evident cii x. este un punct de maxim local pentru 
( (deoarece ( cre,te pAnil In x. ,i descre,te dupli x.); similar, dacii Intr·o veci. 
nătata a lui x., ('(Xl " O pentru x < x. ,i ('(x) .. O pentru x > x.' alun~i z 
va fi un punct de minim local pentrO (, Nu trebuie uitat cii dacii (este dehniu 
pe un interval Inchis, se poate ca funcţia sil aibă extreme la capetele inle"'alu' 
lui , fără ca (' să se anuleze, după cum se poata Intâmpla ca { să admit! 
extrem In punctale unde (' nu există (de exemplu, { (x) = x are un minim 
In punctul x = O, de,i ( nu esta deriva bilă In x = O) . 1 n general, lrebuie ,tu. 
diatA, funcţia şi pe mulţimea punctalor In care nu esle deri"abIlA (puncte 
unghlUlare, puncta de Intoarcere, semitangenta etc.), 

.Dacă , funcţia (eata de două ori derivabilll., atunci , pentru trasarea CH ' 
mal precIsă a grafIcului lui {se adaugă etapa: 

, , den '~I" a Ioua, Calculul rădăcinilor reale ale ecu.ţ iei('(z) = l 
'1 aemnullul r permIt detarm' , ta '. 

" marea m rvalelor de COm eXlt a te Ş I 8 punc~lor 
e~e~tuale d~ m()exlune, In particular, semnul derivatei a doua In punctele 
critICe permIta a 8e decide c d' 
t . V 6 are Intre acestaa sunt puncte de e,trem, ci, eoremel " 

ahlolll de parla/ie, 
Rezultatale obţinu ta pot (' , tar . 

ori1.ontale sau patru (d li. r I s',n \Zata Intr-un tablou având treI rubriCI 
vatai lecunde permita dacta u~cţ.a esta de două Ofl Q<rivabilA ,. forma derl' 

e rmlnarea aemnul . , . , II ' 
prima esta pentru valorile ' UI, rtI'peCl.v a rldAcmtlor "e ' 

remarcabIle ale lu' 1 d I riie core.punzAtoare ale lui (' ,i aem II' ,. I r, n a oua sn lre va o 
lui ',limitale la capeta ,i .emneleni~di~1 ( , Iar In rubrica 1\ lrtlia Se trec valorile 

And cre,tarea Iau de cra,tarea funclJe.' 
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1 • 

.\Iimptotijle vertlc I~ le. ~narchead. prin linii verticale punctate in aceat 
\&blou, tra~,ndu.se In hma a treia limitele laterale ooreapunzAtoare. 1n a 
patra rubrlol se trece I~mnul I~i r. MenţionAm ci In practicA la aceaatA 
rubricA pot aplrea mllfl dlho~l~liţl de caloul ,i, In acelt caz, ea le poate omite. 

Trebuie remarcat el apaflţla unOr contradicţii In tabloul de variaţie (de 
exemplu ore,tere apre '00, desore,tere apre +00, cre,tere de la +00 Incolo 
,te.) indicA IIre,eli de calcul la determinarea limitelor funcţiei aau In expresia 
derivatei f', In rezolvarea ecuaţiei ('(x) = O, la intersecţii1e cu axele, aaimp­

tote etc. 
\ rru iI1 

Pe sistemul ortogonal de axe xOy fixat se figurează elementele determinate 
la etapele anterioare. Graficul funcţiei va fi o submulţime a mulţimii D x R 
(ha,urAndu-ae complementara mulţimii D x R din R'). Punctele remaroa­
bile sle graficului se unesc printr-o linie curM, ţinAndu-se cont de mono­
tonia funcţiei, de asimptote şi In general de. rezultatele sintetizate In tabloul 
de variaţie. Pentru a trasa cât mai corect graficul funcţiei ee recomandă 
a cuooa,te mai multe valori ale funcţiei ,i ale derivatei. 1 n fapt, cee.a ce facem 
.. te o .interpolare" ţinând seama de valorile remarcabile găsite. 

10 continuare vom da mai multe exemple de reprezentări grafice, cu 
parcurgerea sistematici a etapelor I-VI menţionate. 

EXEM PLE 

1) fIx) = xl + x' . 

1. Domeniul maxim de definiţie este D = R. lntersecţiile cu axele sunt 

(O, O), (-1, O). 
11. Funcţia nu eate pară, nici impară. Ea este pozitivă (f(x) > O) pentru 

zi + x' > O, adică pentru x > -1. . . 
III. Limitele la capete aunt Iim fIx) = Iim (x' + z') = -00 '1 ~~(x) = 

x ...... - oo % ..... _GO 

'" fim (x' + x') = 00. Nu existA asimptote. Funcţia (eate continuă pe R. 
z_ 

IV. Derivata Intâi eate ('(z) = 3x' + 2x, V x E R. Ecuaţia ('(x) = O 

ars loluţiile XI = _ ~, x. = O (punctele critice ale lui f). Evident 
a 

,(- î) = ~ ,i (O) = O. , • 

V. Tabloul de variaţie este 

z -00 
2 O 00 • - a • 

"(z) + O - O + 
'Iz) -00 

4 O l' 00 Fii, v.a ' . 
27 
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VI, Graficul (fig. V.S). r l e.te .ituat deaaupra axei Ol) 
(Se observA cA pentru" .. _1 gra ICU ' 

1 1 
2) {(,,) = .~ +-;; 

. . definiţie e.te D, R {O~ , = (- ~ O) u (0, 
1. Domeruul maxIm de x O ~ D) . Intersecţl1le cu ha Ox 'e ' 

G f· It' Oy (pentru Ca .. 
~a IOU nu ale axa, _ dică " + 1 = O; există o " "Kurllln\e 

mmli rezolvând ecuaţIa ((,,) - 0, a O) "'e. 
ţie cu axa Ox, anume punctul A( - 1, . 

II. Funcţia nu este pară şi nici impară; avem {(x) .. O, dacă li nu~: 

dacă z + 1 ;;. O adică" .. -1, " ,. O. . ' z 

III. Limitele la capete: Iim {(,,) = Iim (.!. + ~) = O, Iim f (z) ~ 
%-1>-" %-t>-OO % % %....(1 

x<. 
= Iim :r + 1 = 00' Iim {(x) = Iim % + 1 = 00 li Iim ((xl = Iim .!. +.!.) =0 

• 'o NO %1 JIC~CO % -,.ac. % %1 %~o % x_ 
%<0 x>o %>0 

Aşadar, dreapta y = '0 este asimptotă orizontală (spre -00 li spre +0» ; 
apoi x = O este asimptotă vertica lă, Funcţia (este continuă pe R {O}, 

, 1 2 -% - 2 E [) d b" IV, Avem((x)=----= ,'(x; eO lcelse~ 
Xl zi z' 

mandă ca numitorul să fie pozitiv, pentru a determina mai uşor semnul 

derivatei,deci ('(x) = - %(x + 2) , '( x" O. Ecuaţia ('(xl = O are O singuri 
%. 

soluţie, anume x = -2, dar derivata f' lşi schimbă semnul In puncle~ 
x = -2, x = O (chiar dacă In punctul x = O ea nu este definită ) . 

Y' 

Fig. 'V,9 

3) ((x) = I z I 
Xl + t 

V. Tabloul de variaţie: 

-00 -2 -1 

{'(xl - O + 1 
"f( xl O t '" -- O 

4 

VI. Graficul (fig. V.9), 

" 

O 

+ -
~ 

l' 00 
00 '" 

O 

I. Domeniul maxim de delin"ţ" , . 
leCţie cu axele, anume Originea

l
• le elte D ... Ri ar,firul II re o lingurl ln\l'l" 
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11 Funcl,a e.t~ pOZItivă pe Int .... !!' lt, deci graficul eate situat deasupra 
axe,Ox. Apoi funl'\ia e~te pară, deoar~ce f( ·x) _ f(x), V x E R. Eate aufi­
cient s1l fa"~1II .tudiul ro.tricţiei lui f la mullimea D, - [O, 00). 

11 I. Avem Iim ((.x) Iim ~ 
.("0 X .. O Xl + 1 

. ~>o x>o 
o ~i Iim fix) Iim 

%-"'00 Xl + 1 
= O 

(gradul numAriltol'tllui fiind mai mic decât gradul numitorului). A~adar, 
y ... O esto 8S'01 ptotă spre +00. Graficul nu admite asimptote verticale sau 
oblice. De asomenea, funcţia f este co ntinuă pe Intreg domeniul de de­
finiţi • . 

x 1 - %1 1\ Pentru.x .. O avem fix) = , deci ('(x) = , V x > O 
%' + 1 Ix'+I)' 

.' ecuaţia ('(.x) = O are rădăcinile x = ±1 (pentru x"> O se consideră numai 
l = 1). Apoi (.(O) = Iim ('(x) = 1, conform obs. 1, pag. 156, ~i 8emitangenta 

.~o 

'>0 

la grafic In origine face unghiul .! cu axa Ox. 4 . 

Y. Tabloul de ,-a riaţie: 

x O 1 00 

('(x) + + + O - - -
fix) O I -

2 
O 

VI. Graficul pe intervalul [O, 00) este indicat In figura V.10, a. Deoarece 
func\iaf e.te pară, ea are pe R graficul din figura V.t O, b. Punctul x = O este 
punct unghiuhlr. 

y+ y+ 

x x 
• 

a b 

Fig. V.IO 

v; 
4) fix) - 1. 1)' . 

, " ate D ... [O 00) (1) = [O, 1) U (1, (0) 
1, Domeniul maxim de def,~,ţ,e e l anu':". originea. 

Graficul are o singuri intersecţie cu axe e, d 'te simetrii (faţl de Oy 
II, ATem fix) ~ O, V X E D, GrafICul nu a m, 

14u faţl d. origine). 
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III LImitele la 
..,.ţ.V:;:='~:ii - o, 

{( ) _ Iim I~ _ 1)' 
Capete: Iim % ...... 0 

:.: .. 0 $>0 _>0 

Iim f i ' ) .. 
" .. t 00 I _<1 
Vz 

Z A' 

V% 
• - _ .. & 

Iim ((x) = hm ~, _ ~z + I Iim I(x) = 00, _~. 
Jr.j x ..... 

_>1 1 =0.1=0. 

x ...... 1) Z ~ .~ .... (J';o 1 _ -; + -;; = Iim 1 . Iim ( 2 1 ) 

Iii (spre + 00 ), . totii orizonta Axa Ox este aSlmp iar x = 1 elte 81impINt.t 

vertical il. 

1 Ix - 1)' - Vz' 2{% - 1) _ ..!1=%-=-::.!I;;) ';.-~4.=;r.:.:I,~_,,,,1 = 
2Vx - 2Vz {z -IJ' IV. (,(xl = Iz _ 1)' 

-lx- I I'13x+l ) I(xE (O, 1)U(1, 00). 
= 2 Vz lx-I )' ' O 

derivabilil In punctul x = Funcţia { nu este 
, ('%"1_ ( jOI 

.i '.(0) = hm '" ., x-o % 

%>0 

. 1 _ 00' de altfel {.(O) = Iim ('(x) = 00. = hm s - , :.: .... 0 %~o Vz (x - 1) %>0 
A tunci grafICul 

are %~: semitangentil In origine semiaxa pozitivă Oy. 

, 
Fig. VII 

6) ((x) = 3% - 3-% 

V. Tabloul de variaţie: 

x 0 ___________ 1 ______ ""_ 

('(x) 

{(x) 

00 

O 
+ 
~ 

VI. Graficul (fig. V.ii). 

-
00 O 

• 

I. Domeniul maxim de definiţie este R. Pentru x = O avem '(O) = 3" -30 '" 
= 1-1 = O ~i origine~ este unicul punct de inteflecţie al graficului cu axel.e. 

II. Avem fIx) .. O, dacă ~i numai dacA 3% .. 3-., adică x .. O: Fun~\I~ 
elte imparil, deoarece ((-x) = 3-% -3% = -{(x), 1( x E R, dPCl grallCU 

e.t. simetric faţă de origine ,i ar fi lulicient Itudiul pentru x .. O. 
III. Avem Iim {(x) = Iim 3% -Iim 3-' ". 0-00 _ -00 ,i Iim {(:tI .. 

%""-00 %~-oo x .... -eo ... ~. 
= 00 -o = 00. Graficul nu are alimptote Oi funcţia elte continuA pe 11. 

o IV. ('(x) = 3%. In 3 +3-', In 3 .. (3" + 3") • In 3. 
Deoarece ~cuaţia ('(z) = O nu are loluţii, derivata f' are semn oonlUnti 
d. altfel f (z) > O, 1( x E R, deci f eate strict crelcltoa .. pe Intretl R. St ob .. rv' cA ('(O) = 21n 3, 
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V. Tabloul de variaţie: 't 

r -00 O , 
(00 

\arctg (1:: 1 ) , 
('(x) + 21n 3 + )( 

J' O 
, 

fir) -00 J' 00 

VI. Graficul (fig. V.12). 
Fig. V.l2 

6) {(x) = x + V x' + 2x • 

. 1. Domeniul maxim de definiţie D eate definit prin x' + 2x > O, deci 
D = (-()O, -21 U [O, 00). Pentru x = O avem ((O) = O; apoi ecuaţia fIx) = O 

• + V x' + 2x = O are unica Boluţie x = O. A,adar, graficul lui (are o 
lingurA intersecţie cu axele. anume originea. 

11. DacA x > O, este evident oil fIx) > O, iar dacA x " -2. atunci fix) < O. 
Graficul nu admite Bimetrii. 

JC--z 
IIl. Avem Iim fIx) = Iim (-z + V zi - 2z) = Iim 

-2 
= Iim -,=:;--

,"'00 2 
I -- + I 

=-1. 

, . 
Apoi Iim fIx) = -2, Iim fIx) = O ,i Iim fIx) = ac + ()O = ()O. 

~-t %~o XI~ 
s( -'1 .x> o 

Graficul admite a.imptota orizontală y = -1 apre -()O ,i nu are asimptote 
verticsle. DeterminAm asimptota oblică (eventualA) ,i pentru aceasta, calculAm 

• • 

1· f i. ) l' " + V.' + 2. - Iim 1 + m = tm = 1ro -
X ..... CI % %-+00 Z X-+CI 

2 
1 +- = 2, 

% 

n= Iim (f (",) - mx] = Iim [(x + V x' + 2x) -2x] = Iim (V x'+2x-x) = 
z--+oo S-+OO % ... 00 

= Iim .zl + 2% - z' 
x .... oo V z' + 2.% + .t: 

• 

2 
== lim -r===::---

...... ao t + ~ + t 
" 

2. 
= Iim -;-;:==-, = 

...... ., t + !. + t 
% 

2 
;::::z- 1. 

2 

Atadar, dreapto y 2x + 1 e.te aoimptotA oblioA apte +()O~. -;-:;: 
%+1 z+1+Vz1 + 2% 

; IV. Derivata elta ('(x) - 1 + V.' + 2s - V.i + 2. . 
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, 
YJ ' Y 2x+' 
~ 

-

, ('(x) o devine V :;,. + 2" - -z-1 
Eouaţ,a . 
,i nu admite loluţh. 

d "'ata (' are lemn conatallt pe fieel~ A,adar er.. . '. 
d .. ternlele (_00, -2)" (O, 00) , SI! obaervlcl 
,n ,n . r. (O) r (' 

( ' (-2) _ Iim ('(x) - -00". - .~"i (:t) - <10, 
' ..... -1 .>0 

%(-1 

Punctele g; == -2, x - O lunt puncte de lIlinillI 
y.-, ---

pentru (. 

Fig. V.ta V. Tabloul de '1ariaţie elte: 

-00 -2 O 00 

('(x) - -00 00+ + -
O ~ ((x) -1 ~ -2 00 

VI. Graficul eate indicat In figura V.13. 

7) I ((x) = 1 - V I xl T 1 I 1· 
1. Domeniul maxim de definiţie eate D = R. 
II, Avem((x»0_1>lx'-11_-1"x'-1"1_xE [-V'2, Vi). 

Funcţia ( fiind pari, eate luficient de studiat comportarea ei pe intervalul 
[O, 00). 

III, Iim ((x) = O, Iim ((x) "" Iim (1 - V x' - 1) = -00. 
%"'0 .-+0 s ... ~ _>0 

Funcţia nu admite asimptote nrticale şi nici asimptotă oritOntală spre +00. 
Apoi, m == Iim f(#) = Iim !._ 

• • ..... IIO:te Z-+«I S 

1 1-- =-1 . ' # 

" == Iim [((x) + xl ... Iim [1 + x - V x' - 1] = Iim -'-':-':-'''--_ 
...... x ... ao x .... co 

--

:(2+~) 
= Iim -(-:--~-~/==;~ = 1, 

x-+«> t 
• -+1+' 1- I 

= Iim 2:+2 
...... I+:+V~-I 

# z' 

deci 11 = -x + 1 -este aaimptoti. oblică spre + 00. Funcţia ( este continui 
pe B. 

IV. Pentru orice xEB, ((x) = 1 - V 1 - xl , dacă x E [-1, 1) 
1 - V X'-1 , daci xE (-00, -1)U(1,00) • ~ , dacă x E (-1, 1) 

Deci, f(x)-
: 

-~ , daci :t E (-00, -1) U (1, (0) 
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I 
'. 

.. 

y (IP pupotele
l
. J:, -d:l:1 funoţia f nu eato deri. 

yaJIilii ap 10 n oorolarul teoremei IV.10, 
.. t. important de obllrvat 01 (~ (-1) _ 00, 

(,(-1) - -00, (.(1) ... 00, r. (1) .. ~·oo, deci 
pupctele -1, 1 lunt p~note de Intoaroere ,i --, ~1 O 
limultant punote de maxim). 

V. Tabloul de variaţie pe intervalul [0, 00) 

eate: 

x ° 
('(x) ° 
((x) ° 

VI. Grafioul (fig. V.14). 

+ 
". 

8) / ((x) = x.e-x.a(x) /. 

1 

00 

1 

1 A d (() _ xe-x , dacA x .. ° . ,a ar x- ° , dacA x < O. 

-00 -

00 

-00 

Fig. V.14 

Domeniul maxim de definiţie este D = R. Domeniul de studiu efectiv este 
D, = [O, 00), deoarece pentru x < ° avem ((x) = O. 

II. Dacă x .. O este evident cA ((x) = xe-X .. 0, deci graficul este situat 
deasupra axei Ox. 

III. Iim ( (x) = 0, Iim ((x) = Iim -=- = Iim ...!... = ° (aplicAnd regula lui 
z-+O X~«I x~co eZ :C-+CI el: 
'>0 

I'Hoapital) . Funcţia nu admite asimptote verticl\le ,i are y = O asimptotA ori· 
zontalA apre +00 (,i apre -00). De asemenea, funcţia ( este contmuă pe 
Intreg R ( căc, .ate continuă pentru x < 0, pentru x > 0, iar In origine ((O-O) = 

:, {(O + O) = fIO) = O) . 

IV, Pentru x < O avem ('(x) = O ,i pentru x > O avem ('(x) .= .e-x
_ 

-ze-' '= (1- x)'e-'. Funcţia ( nu este derivabiIă In x = O (cACI (.(0) = 

:, 0, (.(O) = 1). Apoi f' .e onuleazA pentru x = 1. Evident, ((1) = -;. . 

V Tebloul no variaţie . T 

• Z I -00 O 1 00 1 
(1, .) , 

('(z) O O + ° -
(Iz) O I O I 

O • 
VI. Grali r",1 (lig. V.l!'». 

Fig. V.tS 
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9) ((x) = %' In .r; • 

• definiţie e.te f) {.t E It I L -' O) . Gr'''eUI 
I Domemul maxIm de .A (1 O). 

inte .. ectează axa Ox In punctul '. daoA In x .. O, adică .t .. 1. Graril'1l1 
II Avem {(%) ;;. O, dacA ~I numaI 

nu admite simetrii. t 

- lim(_ "J. O 
% ... 0 ~ 
- > 0 

. Jn % _ Iim '" 
III. Limitele la capete: Iim ((%) = h~ t - .~O 2 

:.: ... 0 x""'> o - ,,>0 --. 
%>0 x Xl :t: 

. I'm{(x) = Iim x'ln x = 
(folosind regula lui I'Hospital); apOi .~.. p", 

Funcţia nu admite asimptote. 

1 (2 I + 1) V x > O. IV. {'(x) = 2x In x + x'· -; = x n x , 

Ecuaţia {'(x) = O devine 2 In x + 1 = O, 
. 1 

deCI x = Ve . 

V. Tabloul de variaţie: 

x O 
1 

Ve 
00 

('(x) - O + 
t --2. 

00 f(x) O 

cA f( 1 =) = _ ..!.. 
Ve 28 

S8 observA ,i cA Iim ('(x) = Iim x(2 In % + 1) = 
lC~O x ...... o 

= Iim 2 III % + 1 = Iim 
.~. 1 . ~ .>. - ->. z 

y -

Fii· V.ts 

180 

%>0 %>0 

2 -
% = Iim (-2x) = O • 1 . ... -- '>0 z' 

v1. Graficul (lig. V.16). 

(Săgeata semnifică faptul că funcţia f nu MII 
definită In x = O, dar are limită la dreapta ID 
punctul x = O). 

~b8tryalie. Pentru atudiul şi I'l'prelPn181t1 

graflC~. a funcţiilor exponenţialo ,i l(lg8ritm~e! 
8e utlh'eazll următoarele fapte. Pentru one! 
n .. 1 Intreg, avem 

1· .-am - _ 00 Iim 
...... 10 z" I ..... - 00 • 

• 

IL 
AaII 

IlL 

IV 



o 

• 

1'" IIld' pUlle că e pOl1el\ţi~la .. cre,te mui "evede" apre infinit decAt orice 
putere x", care la rândul el creşte mai repede decAt logantmul lui x). 

l' ti" 
DIn faptul cA .'~ ~ - 00, prin logaritmare rezultli Iim (x -In x) = 00. 

. .,;_ .. , <+~ 

Iim x eX E_ 

= O şi analog, lim (- -z e-') = -Iim • 
z."<10 X-+ao e-t 

t • , 
t x __ t :t--7 

= O. Apoi Iim 1 e" = ' !i~,l~' - Iim (-z e ') 
( .. o Z , ... .xl Iim .t el. = 00" , 

X-+O % 
,(O 

de asemenea, Iim (5x - In x) = Iim In 

tO) {(x) = sin x + ~ sin 2x 
2 

• 

<>0 

"'< = In lim "'< - 00 - . x 

1. Domeniul maxim de definiţie este D = R. Deoarece funcţia ( este 
periodică de perioadă principală 21t, este suficient de studiat comportarea 
funcţiei pe intervalul I = [-1t, 1t). Avem {(O) = O şi dacă {(x) = O, atunci 
.in x + sin x cos x = O, de unde x E (-1t, O, 1t1 (zerourile situate In I). 
Aşadar , intersecţii le graficului cu axele sunt A,(-1t, O), A,(O, O), A,(1t, O). 

II. Graficul este simetric faţă de origine (deoarece funcţia (este impară). 
Am fi putut reduce studiul funcţiei la intervalul [O, 1t). 

III. Deoarece Iim ((x) = f(-1t) = O, Iim {(x) = {(,,) = O, rezultă că 
x -.,- J't x-+n 
x)-n x<n 

funcţia { este continuă In punc~ele x = -", x = ", deci In I (şi chiar pe 
Intreg R). Funcţia nu admite asimptote (de altfel orice funcţie periodică 

necon.tentli nu admite asimptote orIzontale sau oblice). 

IV. Avem {'(x) = cos x + cos 2x = 2 cos T cos f ' V x E R. Soluţiile 
d' ~ 
In 1 ale ecuaţie, ('(x) = O sunt -n, -"3' ~ 

- , "It. 
3 

y 
V. Tabloul de variaţie: 

" O " " -" ---
3 3 - • )( 

f'(z) 0_ O + 2 + O -O I "-
3(3,><0 f(z) O '1. lVl l' O , 

4 4 

VI. Gre"eul (fig. V.t?). 
Fig. \' 17 
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11) ((xl _ In (1 + ain % + I ain % I l 

. > ° In (1 + 2 lin %l, docl lIn % . 
1. A",dar, (%l = ° . daci lin x .; O 

Domeniul maxim de definiţie e.te D = R. Avem ((O) O. iar "ou~\i a (z) .. O 

are ca Boluţii toate punctele unde lin % .; O,. . 
II. Funcţia e.te periodicA de perioadA princIpalA 2" ,i eJte suficient Il 

fie aturliatA pe intervalul 1 = [-1t. ,,). Avem 
O , dacA x E [-'" O) 

(%) = In (1 + 2 .in %l, daco!. % E (O, "), " x E 1 

III. Iim (%) = In 1 = O, Iim (x) = Iim (x) = O, Iim ( xl = In 1 = O. 
X-+ - ft z-+O %-+0 X~ 
%> - 11 %(0 %>0 %<1"1' 

Graficul nu admite 8Oimptote. 

IV. Avem ('(x) = 

O • dacA % E [-1t, O) 

2 COl z , dacA % E (O, 'It) 
1 + 2: ain z 

• 

In punctul % = O, (;(0) = O ,i (.(0) = 2, deci x = O este punct unghiul ... 

V. Tabloul de variaţie: • 

-1t O 

('(x) 

(%) 
O ° 2 + 
° ° ° l' 

VI. Graficul (fig. V.18) . 

12) • 

" -
2 

O 
In 3 

- -2 
O 

1. Domeniul maxim de definiţie eate D = (-:li>, 1). Apoi (O) = arctg 1 '" 
". . 

= .. ' Iar ecuaţIa «%) = ° are unica soluţie % = -1 . 

, , 

y 

• 

• 

, 
, 

Deci intersecţiil. • cu u@l. lunt 

A lO, ~), B(-I, O). 

II. Graficul nu Admit~ timetrii. 

• 

I 
.... , 

,.. V.tI 

Apoi ~~ eate .ituat deaaupra uei Ot, 
d~C!!, numai daci (x) .. O, adiel 

~ > O, -1 .. % < 1. 
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III. Iim f(~') - Iim arctg v
1 + ....... arotg l' I + z 

......... .. ... - t _ z lm I c;;: 
.'It ....... .:) V t - ,l: 

arctg (-00) ... 

.. _ ;!., Iim fix) - arctg 00 - ! . Dre~pta 
j ~~I ~ x = 1 nu este asimptotA .<, 

ticali, iar dreapta . " y""'- -
~ este asimptotA orizontalA spre -00. 

Vi-%+ 1+% 

ver-

IV.f(,r)= 1 • ~VI-~ 
I + ( t + x )' I _ % = _ % • 

VI - x 

pentru o~ice x .< 1. Ecuaţia ('(x) = O nu are soluţii (deoarece punctul x = 3 
IIU aparţme lUi D). Aşadar, (' are gemn constant pe D, anume (' > O, Se 
observă, de asemenea, cA (.(1) = Iim ('(x) = 00. 

V. Tabloul de variaţie: 

: -00 -1 

f(:) + + 

" f(z) o l' - -

O 

" -

"~, "<, 

+ 

J 

" -
2 

VI. Graficul este cel din ligura V.19. 

y 

A 

r' Il 
2 

.. 
x 

Ne oprim aici cu prezentarea exemplelor de reprezentări grafice. V/1 reco­
mandăm fiecAruia dintre voi nu numai Inţelegerea acestor exemple, ci ,i 
"wlvarea a cAt mai multor exerciţii cu reprezentAM gral,ce, pAnA la obţinerea 

• 
une' experienţe suliriente care sA vA permitA sA lolosiţi graficele ca un mijloo 
CU"nt de ilustrare a variaţiei unor mArimi sau a evoluţiei unor procese. 

In unele aplicaţii 8e uliJizeatA a~-numitele "grafic.e cu parametri" . Fie f ; D X P -+ R 
o funcţie realA de douA variabile reale; aşadar, pentru orice z e D. k e P este definit 
OUllllrul .... 1 (1 ... Ie i. Pentru fiecare le fixat, le e P 
:- do/.i"itl 041<1 o IUDcţie D -+ R. " 1- f(", k)~ 

".,., grafic are ecuaţia y = fix, k), Se ma' 
'pune ca avem o familie de funcţii pe D cu para-
1Il·1tu1 le. ' 

1) F' R 
II '"D _ 1t P - [O. col ti f:DX P-+ , 
" le) , ' I '1' de - :c - '" Ar~fl8t..a rrpl'PlinlA. o ami le 

tlO PRl'aoolfl Ippotru (j~Are k ctte o parabolA, 
, . V'OI 

2) Tr~~m gmfil"lJl (Amihri d8 
p .. a 

. (: 1) x P _. II, ((r, k) -

fllncţii D - R, 
.1'" t- k 

• 
,1:' + 1 

y 

--- .... x 
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Citul nu Inten.ett6ll14 axa 0"' , P4:nttu ori 
P • k ~ O Aluoel ara , .. 

1'IlIupUIlIm RUU ,,.1., , . , ro -00 "l 'V~ +00 fi. nu aVt1lQ aalrnlllot. 
Ir, LlNapla 1I:A11 1 .te 81implotl orllontaUl IP 

'ul'li..:ale. Apoi 

, bIr' + 1) - ~ .. I.' + k) _ 
211 - k) .. 
a, I V x. RI 

(I.)~ (z'+I)' (z' + 1)' 

, , 
de<;l derivata le anuleală In on.gme. 

Da'" O .. k < 1, alunci tabloul d. variaţie .. te 

, 
(.1 .. , k) 

(Ir, k) I 

O 

O 

k 

+ ,. 
şi graficul corespunzator este indicat In figura V.21., 4. 

• 

-

a 

• x 

."..-"'- + • --
-" -~. --:::-

X {-v:K,o} 

I 

y 1 

- . o f "O) X 

'o x/ 
C ' 

JIl.!!-
s .. • ... • 

DacA le .. 1, atunci, de la 'nceput, ((z, 1) - t, Y z, adiel graficul este dreapta y _ t. V 
Da'" l > t, atunci tabloul d. variaţi ... te 

, 
M", l) 

f(,., k) 

-00 

t 

+ 
.1' 

o 

o 
k 

00 

1 

,1 graficul are forma din figura V,21, b, 

FI,. V.22 

IN 

• x 

P,.'UpWMm 4C"", k < 0 , In AC81 cat gTRliCl11 

int.roect .... , axa O,. In puncte1<o ± V -k, Tabloul 
d. variaţie Olt. 

-00 -V-k O 

• 
f_(z, l) - _ O + ., 
f("" l) t.... O '" l" O l' I 

,1 ~CUI .. 1. tie forma din fi,ura V.:It, •. 
ni ..... dllcuţl. pooote Il r"'umfttl In cotltUl 

unui lin"" d-. (n,. V.II). 



, 'n uemplele precedente am omil Itudiul derivatei a doua. IatA acum 
două ex~mpl6 In care S8 fololc,le ,i derivata a doua. 

ta) 
8 

fIr) - Zi + 
.r 

1. Domeniul maxin: de definiţie este D = B"-{O}. Graficul nu int<luec­
tead axa Oy. Ecuaţia fIr) = O, adică x' = -8, are o unică Bolutie reală 

>l/- , , 
anume r= -V 8= -2. 

Il. Graficul nu are simetrii. Apoi fIx) ~ O dacă şi numai dar.! x E ( 00, 

-2] U [O, 00). 

111. Iim fIx) = 00, Iim fIx) = -00, Iim fIx) = 00, Iim fIx) = 00. Dreapta 
%"'-'11:1 .le-+O x +(1 ,I:-+-<IO 

%<0 %>0 

% = O eate o asimptotă verticală şi nu există alte aaimptote. 

IV. Pentru orice x + O, avem ('(x) = 2x - 8 =.!.. (xl - 4) şi r(x) = 
~j Zi 

= 2 + ~ = 2(%' + 8) = 2(:0:' - 2% + ~) (x + 2)x. 
z· z', x' 

&uaţia f(x) = O are unica soluţie x = (Y.r, iar ecuaţia r(x) = O are solu­
ţie x = -2. Semnul lui r este acelaşi cu semnul produsului xIx +2). 
Punctul x = -2 este punct de inflexiune. 

V. Tabloul de variaţie: 

x 00 -2 O (Yt 00 
• 

{'(x) -6 - O + - -
("(x) + O - + + 

6(Yi fIx) 00 ..,. O ..,. -00 00 ..,. ~ 00 
, • • • • • • • 

VI. Graficul (fig. V.2.1). 

14) fIx) ' e-" . 

1. Domeniul de definiţie este D = B; graficul interaeotead. axa Oy In 

Punctul A(O, 1). 

II . ,. 1 eote simetric faţă de axa 01/ . . FIJnr.ţi~ r •• 1.41 pară ,i ( ~ O, deCI gra .cu 
,. eal.. litu.t d.R8UPrR axei Ox. 

III. Iim ((~) _ e- . _ O; hm (x) - e-·'" O . 
.......... ... , r .... 10 

G f' O spre +00 ,i ap'" -00. ro ,oul are Mimptota orif.cntolA 1/-

1115 



• 

1/ .,tF - 2 

Fig. V.2S 

y 

Â 

o th" 
2 

Fig. V 24 

IV. fIx) = -2xe-", r(x) =* 2e-"(2~ -1), 'of x E R. 

V. Tabloul de variaţie: 
V2 v'2 O 00 

-00 - • ~ 2 --
2 O 

2 

fIx) + + - - -- - • • 
r(x) + O - - O + 

I 1 
I O 

(x) O ~ Ve Ve 
• • • • • • • • 

VI. Graficul corespunzător are forma celui din figura V.24. 
Ace8t grafic poartă numele de cwpotullui K.F. Gauss (1777 -1865). dYo-

1. SA .... p .. zinte grafic urmlil .. ,.I. funcţii polinomial. (folooind numai deri"t, 
InIAiI: 

o) f(xl- -x' + 300'; .1 (z) - z' - 3z + 2; 
b) f(z) = az' - 27; 1) (z) ~ z·(", + 1)'; 
ci (z) - «' - 800'; gl ("1 - (1 - «')(1 - 00'); 
d) /1"') = r.' - 5r.'; h) f(z) - z" - n .. (n .. I natural i. 

1. sa. se reprezinte grafic urmAtoarele runcţii raţionale: 

a) (z) = z ; g) ("'1 _ 7z' + 20", , 
'" + I z. + 2z - 8 

b) f'r) _ 2z 4 z. + 1 ; h) fir) - >: + - ; 
z -1 

c) f(zl - " ; 
",' 

z-I 
dl (rl -' . ... . 
e) ("'1 _ , z • 

(z - 1)' • 

1 .. 

II (r) _ z' - 16 ; 

'" 

z 

1) f(",) " ""':"'::"-'1 
4, - .c' 

il /1 .. 1- (r - 1)'. • • 
" _::."'-, .1 _ t k) (rl 

1) fItI _ ,1 + "i jll 

t _. .1 • 



.. SA .. ",p .. lln t. "ruli< '!tIl\Atoarele fun ctII : 

.!C!.-
.1 fl.l- ., + I I 

, z , • 
b! fl.1 - z + 1 • 

ci fir i -

dl fl.1 = 
.- 1 
J' + I 

• • 

V'" + 1 .) f,zl = '" ; 
x + 1, 

• - 1 
f) fix) = ,1 i ; 

V % - t 

.-1 
g' flz' = ..:;V z' + I ; 

I I ((z) _ z + I . 
Vx' + l' 

j I f lzl = P x' - 3z + 2; 

k ) f i",) =, 

1) fi"'l = 

x' 
....:~ , dacă. < 1; 
x - 1 

x • dacA r ... t; 

1 
'- dacll. x > O' zi ' • 

mi (Ix) = 2 + fIx - 1)', 

n) fix) = x + 2 V-x. 

1. Fie (: R .... R. flxl = P x' + 3x' - ~. Să se w.lcul .. e iim [((zi - xl. Bi\ ...... t • .... '" 
tIV . Ii R'\.I-2. II "vem xflx)f'lx) ~ O şi Bi\ se trasez<' gl"dlloullui (. 

6. Să se reprezinte grafic unn~toarel. lunclU: 

tu % .) fi.) = eX _ 1 , g) flxl = • ; 
x - I 

bl (1.1 = .. , - x; 

I --ci fl., = "" x, 

dl fi.) = -....,;1,-:-; 
!.. 

1 + e' 

I 

e' fi., _ z' , 
fi fl.) - In I !-:O:; 

1 - x 

i) fix) = ,In", + • ,; 
. In)'1 
1) fix 1= 1 + In , ., ; 

k) fix) = In I~ - z'l; 

II fi,.) - In VI + ;, - .rctg r. 

t. sa le reprezinte gTafic umlAloarele rUDc~ii: 

al fl.,_ hin (2r + f); c)flz) sinlf- 001.; 

bl fl'l _ 1 • 
2+lIn1' 

dl flrl- In I~ + alu -1; 
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t t 
b) ((s) _ 2 arcoIn ; - arceoo; I 

e) ((s) - z + lin SI 

1) ((z) _ b - COl bl 

il ((z) .~ z + In (COl z). 

AI'" (. f) ... B (D fiind domeniul mall" 
7. SA se reprezinte grafic urmAtoarele IIlnl' Il. • 

de delini\ie). loloaind şi derivala a doua: 

z' 
a) ((z) = ; 

ztl + 1 

Inz 
1) ((z) = ; 

z 

b) ((z) = ze-" ; 
,) '{xJ -= (lin % • COB' z; 

" e) ((z) = ; 
b) ((z) - (z- 1 )'(z + 2); 

z+1 

d) f(z) - ,,~; t I 

e) f(z) = sin.:lt' - f.08 s; 
j) ((z) = ~ z - x. 

%' + 1 8. Se collJlderă lunelia ((z; _ ....,;..:!:..!...-. a fiind un parametru real •• > o. 
%'+.%+" 

Să se determiue a .. tfel Inctt graficul lui (să aibl o singură .. imptol~ verticală şi sA le 

reprezlnte apoi gMlneul funeliei f pentru a .. trei gliait. 

9. Se cOD8ider~ funelia f: (O. 00)'" B, fIx) _ z ;:k , k fiind un parametru real. 

Să le detenuin. parametrul k .. tfel Inctt f'( t) - -1 şi apoi să.., reprezinte grafic runcţi. f. 

10. Să se reprezint. graficele luncţiilor urmatoare ce depind de parametri : 

a) f: B, (O) ... B, flz) = " + k , k > O; 
z 

-
b) f:(-k, kl'" B, ftz) = Vk' - ,,',1 .. k .. 2; 

• 

c) f: R ... B, fix) = (z + 2)~, k e B 

• 

§ 4, de maxim ,i • • minim; optimilări 

Acut peral' ef cuprinde apli ," d' ....... ...... d :_._, ca,1I uecte eltl I'e&ultetelor I.eOI'tILioe anU' 
...... D ............. n_ punctelor d --'--...... _,. I . . e utrem ale unor func~ii reale de o 

~.-... D 'CI~ t.iJnp ayem ici ............ lnalilel • • un prilej de • exemplil\lll 
la 1"1Om... pI'Obleml da .... 



m 

o. 

(. 

o 

a .... alitAţii lizi,·ij. CitAndu-1 pe matematicianul ,i pedagogul G. Polya )11,0 d ..... . , 
roblemele A Il\U Im '1 minim Ideahteazl o Inclina ţie a nftturii ,i a noastrA 

j:,in~ da 8 obţine efaule optime cu eforturi minimij". 

1) DIIIW Ir>al,.. num~ff" I'NU :t > O I Ma ,. dt1term ifle ~l pentru care d'(erefll4 z _ zi 

,.lI .... 1I.rulla. 
SOIIl'U, NotAm fir) - r .- .r. Tri\bult' s! tleterminAm maximu! lui ( pc intervalul 

10,00). ApUcAnd 100 ... 100 lui Fermat, rezolv IIm mai tII lAi ecuaţia ('{,,)= 0, .dicll 1 _ 3,,'=0. 
!Il 

Se oblin~ solulio x, - ""a':' 

('(x) 

((z) 

Din tahloul de variaţie 

o 

+ 

o 

Va 
3 

o 

2!1"ă 
9 

-

00 

-00 

rnultA că punctul %0 -= ~ă este un punct d~ maxim pt'nlru func)ia { ~i tolodatli 

iOlulia problemei pusc. 

(Se put .. observ. şi diroct cA ('(z) = -6", deci cII ('(x. )< O, adică z, este punct de 
maxim cf. leoremei V.6). 

t) S4 le ckrerm"M exlrl!m~k local,. ,i extremele globale ale f{~ndf'~l fiX) = 2,x + cos 2z~ 
P' in""'alull ~ [ - t, 1 J. 

Soillţ~. Avem r (x) = 2 - 2 sin 2%, % e R. Punclele cr,h~l' ale iui f sunt date de 

erua~ia ('Iz) =- O, dt"ri sin 2% = 1, 2x =- 2/rn + !:. (k Ei ZI . 
2 

Tabloul ele varip.ţie a lui f 

pe IOlprvaluJ I este 

x 

('(x) + 

((x) - 4 + r004 

" -

o 

" -., 
• 

1 

+ 

2 + C08 2 

P\'r\(;\ia f nu 

;~/I') - fi 
arp. f!xtremn 10(')\10 In 1, deoarece f esle monotun crescAtoare pe 1; rezultă 

t) _ " + roe', ,i eup ((x) f(l) 2 + cos 2 . 
•• 1 

1) Prtlllp Ilfl-'m ,.11 pu,,.,.,,,, P lt) mU11S la M.,rr1rcana unUi d"'POfittf: tl~'I'On.i(' la fiecaT'. 

"""'"~"II.;iI' O t~l.- 1'(1) _ ,' e O.'U (pf.l.~r,a fund m4luralll In wa,,,,, umpulln..~u.ndtt) 
$4 .. 'fl. 

IIJ 14 te 17lO')fn'-n' pUI,.'M "n. fi fflIlT,ml'1; ~ 
bllll'r' I p(t\ In 1f11,n'aINI d,. timp t • [10: 20) 

"('fi "nf'" (fnIl.r~In.IJ ,'1"'4,4 p"I,.,«J 
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, 
-,' r _"tl".tI 3 _ota 0:11'" ... - ~. ) ; l"<".\t~ "'11/ I 

SalM/u. Il) '(1) _.,s . e I - I 

1 d •• riolll •• 1 r .. II.li .. p .. t • 
.... --'ulille t ~ O t .... 15. Tablou , ..,.. 1(, 00 

~'~12~--~~----;,o~--_:-~~ 
P'I'} 

P('} O le~)' o 

,t'vă va li maltlrn:\ -
Afadar, dupA U secunde puterea re.poe , (1$ , 

b) Notllm 1=[10 20]. Atunci .up PI'I ~. P(15) ·· eJ şi i~; P (' I ... nli .. (PiIO , 
t ,.1 

10' 20*) = tO' • 
P(lIO)) _ mi" , 

el 6' el 

Afadar 10' .. P I'}" 1 o' pentn, orice' .. (10, 20]. 
.. e' 

ObuNJ4!' •. 10 toate problemele precedente 8~au cerul extremele unor funcţii datt 
Pentru neterminarea acestora '·8 Colosit teorema JUl Fermat, tmpreunA cu o patle dLll 
tabloul de variaţie (pentru precizarea 8:Jf'1melor). 

EXlltA. ailualii unde in enunţlll problemei nu apare eXIJlir-Îl o funcţi e ale cărei exttetnf 
le f.er dettn»inate. tn cele CtI urmeazA, tocmai astrel de probleme vor Ci ana lizate. Exialt 
alei o anumită. Jiberfate tn alegerea y.,/"bilci şi In exprimllrua ,,~pHci tA. a funcţiei carti 511 
cere extrematA i de aceea est" neceao.ră obPnerea unri oarecari lndemAnAri din pal'lel 
rezolvilonlJui . 

4) Putem da, In sfârşit, IiQluJia compltld la proo~ma pusd la Inc~pu'ul acului ma/luol 

(pagina 4). Anume, In condiţHle indicate, am vih.ut cA yolumul cisle.rnei era 

1 
!'(x) - - (3A7 - 41rx'), :t' > O, 

6 

A. fiind o constantA politivii. Trebuie aflat maximul funcţiei Y pe intervalul (O, co i, 

O.r !"(z) - f (3A - 12" .. '), deci ecuaţia JN(X) _ O, .dică 4nx' = A, .... soIulil 

-
... - A . !"( ,i'; ; apOI z.J = -4.1txt < 0, dfICi 2'. ~te punct de maxim. In acest C81InAIl!' 

m.. cilindrului .. t. h = 

A 

, , , 
, 

" 

A-hz: O'... . • =" , ..... rAspunsul la problema pulil : mi .... 
.6ft'Z'. 

d. roma cOII.id.rRtA (fig. 1. t) .... volum m.,im ID 
.ca.ul cind ea .. t •• roricA (fArA cilindrII). 

1) S. .. "'''''''i., p"".""'" ". ,rwfial ,...,. 
f( .. ) - 2 V; .f"" la II;',.,., .. mi.illl4 ti, I'M •• "J A(I, OI 
(n,. V.25). 

SoI.,U. 0ri0i punct d. pe Ifttlc a ... ooordaut­
"(', IVi), , ~ o. ClU ,('1 dilean", d .. 1It VI'" 

.... ti ", ... ti', .. V('-II.+bîl'-'~· -V, +'" ...... , lai ... a_ .. '" ,.t 

lui •• 

,-
oIn, 

- 3 

deci t 

In a 
, 

, , 

18+ 
C(.) , 

• 

A .. 



Q 

), 

O. 

IR 

In 

O) 

Il St NII"d,r4 o . ,milr,r4 d. unI,.", O ,i 
Il D,nIN con,,"''' clrcul4N dr.pl. cil"Cum,cr", 

'G~ ,,,,i ,i a4old1ld (,lItrul bau, tn 0, '4 le del.r~ "'"" -It"' rlfll ,-,olum minim (rig, V 2G) ".'If' I.V .. ............... 

\'ollll'" NolAm cu :!x m4luffl unghiului AY B. 
. R R A / 

Aiunci OY -. I OB şi volumul coou. 
:un x cos :t' 

n . OlJ' ·OV "li" I 
lui va fi W """ 3 =: a • sin ~ . cos'x • 

R 

. .-::_- -'-", 8 

Fig. V.26 

CoDdi~8 geometrirll impune O < % < f. DelerrninAm minimul func.ţiei W{z) = 1t~ • 

t penlru % e (o, ~J' Dar W'(.x) = ~R' . (_ COS):r - 2 sini z . cos z ) = 
. sin %' COlt ;r 2 3 sini % (;OS. z 

R' 2 sin' % - cos' Z . I " 

.' . ; ecuaţ,. If (x) = O are soluţul. daI. d. 2 sin' x - cos'" ~ O 
3 sini :c cos' x I 

V'2 (") V1 V'i deci tg % = ± :l . Se reţine soJuţia Za e O, '2 I tg.1'o = 2 I adică Zo = arclg 2 ' 

In acest caz W'" (zo) > O, deci r. este punct de minim. 

7) Un camioll Irfbui. $4 Po.rcUI"84 100 Icm tu o viteJd con,'oAt4 de ti kmlh (cu condiţia 

40' ti ~ 70l, con,umaM (8 + 3~) h'ri/ Ia de ben.lln4. Car. ,.tI Cli'el4 optimd dac4 ,of~rul 
utl nIFibui, cu 1 500 ki/h, iar btnzina COIUl 600 lei litrul? 

Soiuri,. Timpul total al parcursului este 100 ore şi consumul de belltÎnA. va fi 
v 

I V' ) 8 + . 
~OO 

100 
vi + 2400 1'1 ' A' I I I I 1 f' = I ti. tunci COSlu pen ru n rogu parcurs va l 

3v v 

CI, ) ~ 1500 , 100 + 600 . v' + 2400 = 200'" + 630000 • 
v 8v v 

ViteUl optimA eate cea pentru care arest cost este minim . 

Avem C' /v) = 200v' - G30 000 , deci v •• , .... = Va 150 = 15 V 'i4 ... 56.\25 (km/h). 
vi 

8) F .. o dr .. p'd (D) ClV, Impar', un plan In doud r<ţiuni Rlo R, (figura V.27). Fi< 
A UIl PUllC' (i%fd tn reliun.ea R1 ,i B r(n punct fizat tn R, . Ne propwwn ca dintre toale 

Ali! + MB PlOIdtlt M ,ihtate p, (D ) ,4 d~r~rmindm pe cel penrrtt care expr,.s,a ~Vh ti, 

~11td nu~"" , "ief po: ir",e date) 8t2 fit minim4 
Ieg:m axele ca In figura V.27 şi notAm cu x 

'bsciaa punclului M (am presupus b .. O) . Alunci 
.Tern OM I I . . dal4 . '" • MB, Ib - .< I Ş' .Xp .... II. 

eate de forma 

,I.} _ y~. 1 %Î 

+ V'b -_"L' + ci , '" • R 
v, v, 

Cond,ţla ...... rA 
(I~ I - Q, ~dirA rlf" minim pentru rllocţi1:4 ţ Mle 

• 

I') _. -, 7 

II, Va' + ,7i 
b - z -------,""', , , 

". V(b - r )' -I 

VI V, 

, , 

FIIJ V ~7 
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I "unei UOIU ,'(r) __ O. II 01 Ia a .. r de unde: Itt an& z. Un cak.'uJ U'iIJt aN 
<;""dlU. (') It 

Ierie, la mod echivalent, 
lin ~I ain., 
=~ - . 

v V, 

, d edttre iatork fi "re o [CiltrJJre~" 1 "mportant din punct e v A('eat exemplu a jucat un ro I 

li,iol ... marcabilA. . d A medii omogen. ,1 că lumi" • .., propaga "'lJJi. 
Presupunem cA Rl ti R, repte:llnlA ~u J au' Â un punct fixat to rtglunblt It " 

t'vtnR.FI8,cs ma I . 1 
niu cu vitelK III In Rl. respee IV, I IA delermln4m punctul M. 111uat pe /LIj 

. ea R Ne propunem A 1 
B un puncl fixat In Ngoun ,. d d' A -i care s. propagA pAn n punctul 8 

I . ti plecăn ,n v . , 
prin care trece o rază de umlO . d _x 1 conformitate cu pnnClpud lut F~ 

A 

I!)~J ____ _ 

8 

Fig. V.28 

,hin \iCI, n , I 

A de luminA se prnpag~ p. 0008 tralectori. pe o rQI . 

arcurge tn timpul cel mal acurl. Timpul care o p 
ecesar luminii pentru A. parcurge agm'!ntul AAI 

n AM ( . MB) 
I .... pecliv M B} va fi v, respecllv v, ' 

timpul minim neoesar pentru a ajunge dm Â 

In B se determinA ca mai sus. NotInd cu '. (respec.. 
tiv ~2) unghiurile făcute de razele de lumini AM. 

Ir .. pacliv M,B) cu normala la (D } In M, (fig . V.28i, 

relaţia sin e. =.!! demonstratA anttrior este tocmai legea 
sin '. v. 

relracţiei, demonstrst.t deci 

pe baza principiului lui Fermat. 

EXERCITII (capitolul V',, 

1. SA '" an. ,,> O astrol IncAt luma ., + .!.. oi fi. minima. 
1< 

.. S4 se d.termine .xtre",e1. abooluto alo luncţi.i f(",} _ 2"" _ h' p. fi"""", di. 
inlerv.lelol, = [-2,3],1, = [0,9; 1,1], I, = [1, "'}. 

a. COltul fabricArii pe zi a n unitA ţi dinlr-un produi .. t. C(n} _ 10000 + 30.­
- 0.001 n'. SI .. ane penlru c. n .... t COlt .. te maxim (preoupunAnd funcţia ni- C" 
prelungitl prin formula precedenltl la Intreg intervllul [1, "')} . 

•• Fi. g > O o c.onltanlA ,i m, n _ N. Dacă II: ,i 1/ .unt lirici pOliliv. ,i ., + r _ .. 
In ce C8~ prod.ulUl z"' . y" eate mu:im? 

.. Se conlidorl un oemice", d. diametru AB _ 21t. Dintre ' ... Ie coardele PQ pe .... 
cu dlamelrul AB si! oe delenoine cea penlru care aria trapelulul APQB .. t. mlllml . 

.. Un "'!În circular are rar. 100 m " n. A. B dOUI puncte dlam"t .. 1 opu .. O por­
•• Inl trebui ... ajunllA din punctul A In punctul., nu ooDdl~la IlullcI prinu.un puIet 
P sllual pe elrcumforiD!1, m ...... d Inol pe _!'da AP" apoi .... ,"'d pe a"",1 PB. "'" 
IllpUDAad oi In .. 11 cu 3 IIm/h ti ....... eli \1 IIm/h, al ... ,le tu're CI llIi" 
,all.1 In '*" ponoana poal. II .Ju"II din A In •. 

7 ... .,....,. UD - 1lI1'IIU1a. dNpt OU .... _MI It" InlJ\mIa 1. 91 .. '-". 
- - eiIIIdtIt: ., ."nd 'aIu .... 1 ma.ha; III .......... laltl'lll _ .... 



.. 
j. 

§ 5 Aplicatii 01 ono!ilei motemotic. Ia .tudiul ecuotillor 

1 Rezolvarea 
_ ..... .. 

DacA {, g : D - It 8unt două func. ţii, a rezolva grafic ecuaţia ((x) = g(x) 
,.vine la ft. det~rrnina ab8cis~le punctelor de intersecţie ale graficelor 
funcţiilor {ŞI g (fig. V:29). 

In aplicarea aceste, metode, 8e recomandA ca 
graficele să ~i? tra~ate CU cât mai mare pr~('izie 
;pe hArtie m,hmetrlril., alegând puncte 8uphm~n. 
\ . ) Iare pe grar,ce eto .. 

Să considerăm acum o ecuaţie de forma _ 
"= 9(x), unde m este un parametru real şi '? o 
funcţie având graficul (C). A rezolva grafic această 
!Cuaţie revine la n intersecta graficul (C) cu 

, , 9 
A .. _ .... ~-... .( 

. l' , ; , 
..,..-- .- ÎI , ~ 
O 

Fig. V 29 

• 
" 

drepte y = m, m E R, paralele cu axa Ox. Pentru valorile lui In, pentru care 
nu existA astfel de puncte ele intersecţie, ecuaţia <pIx) = In nu admite soluţii 

reale. 

Ertmplt 

IJ Rf'loh'~m grafie ecuaţia 3% - 3x = O. Ecuatia se scrie 8% == ax şi solutiile ei sunt 
!ocrnai abs('Îsf'le ~ şi ~' ale punt'lrJor de ililerserţi{) ~Ie gruficelor y ',.- 3'". y "'" 3,1' (fig. V.30). 

2) Dis('utam num;1rul de 801ujii reale ale ('(.'!la~ie-i xl - m:t' + 1 = O, ftupă valorile 
parametrului N'al m. D('(){\rer-e x ~= O nil esto solutie, ecuaţiu ~e scriE" echivalent 

0= r + I Tro,nm graficul runcţiei <pIx) = x' + t Domeniul de definiţie este a,,{O}, 
~. Xl 

x4 - 2% 
:. O este R.Simplo lâ verticală, iRr 1J -.= x rsle asimptola oblicA . Apoi "(ot') = 
_zl-2 , 
- ~ ŞI IRbloul df~ variaţie este 

~-~00~ _____ O~ __ ~V2~2 __ ~OO 
+ 

-00 00 

O"fl l Cu lUI, foSle trasat tn figura V .3 1. 

y 

O + 
3 

fii; 
00 

y 

Fig. V.8t 

= 
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al ...... rAdAcinA r .. 11 (,i nogaUvl) do.., 
Dori .. < 3 • atunci ..... \111 ... o • ....~ 

Pf ncu1 Intr-un alokur puntl dtl <:ti.tIU 
aC8t cal dreapta ~ _ m intsiaacttl8&i II'ra . . ,f, t, 

a Y- rldAclnA dublă ~I ocuaţl •• r. 1,,,,, u ra<llcin~ 
DacA '" _ Ff t atunci X.,1 - 2 ette _ '1 "'O 

8 . ,. d tA.",IN.irAdArinl rtIIIJ.(z, < o . o < z.<r~ ..... Vi) 
DacA m > }7f . alunc. ecURtlR R • 

5:1 Sirul lui RoII. 

O aplicaţie utilă a teoremelor lui R?lle (IV.9) ~i DII~oux (III.6) o. con.ti. 
tuie şirul lui Rolle asociat unei ecuaţII de forma {(x) - .0. cu { funcţ.e deri. 
vahilă, cu ajutorul căruia so poate decide numărul rădăc'Ollor real~ ale ecua. 
ţ. . . d' Il d - totodată intervalele unde se află aceste rădăCIn'. De lapt 
lCl,JnlCnllSe "d 1"'1 ' 

cu ajutorul şirului lui Rolle căpătăm in.formaţ.~ .espre .. Inn e de nivel" a. 
lui {, adică mulţimile d. punct.e und~ { la valori fIXate {.x {(x) = al, a El 
Studiul lui f poate fi restrâns la un Interval. .. 

Stabilim mai Intlli o consecinţă simplii a teoremei lut Rolle, anume: 

T E O R r I \ ~ 9. Fie fI· R o 'unr!ie d· : p un I (prva' J. 
lIaeA x" 1. 1, XI < ~, sunt douA rAdAelni r O n s p c u ( • V t ,'t 'u r 

(MclleA ('( 1,) f'(x,) O şi intre x, ~i .c, IlU HistA alt~ rMărinl a't lui ('1. 
atuuI'1 'U illwn"lulf. ',i' ·i,t6 efI mult o rlidă{·i"., '{' ((Xl O. 

Dpmonstra/le. R_ţionllm prin reducere la absurd. Oară In intervalul 
(Xl' .t,) 9r exista cel puţin două rădăcini ~ < "1 ale ecuaţiei {(x) = O. atunci 
aplicl\nd teorema lui Rolle pentru inlervalul [t T,], ar rezulta că eXlAU 
u E (~, "1) astfel lncât. {'(u) = O. Atunci X, < u < x" şi x,. l', nu ar mai fi 
rădăcini "onsecutive ale lui ('. 

Cu RcePR~i demonstraţie se arată că dacă x m (respecti v XM) ~ste cea mai 
micii (respettiv cea ,:,ai mare) riid5cină a lui {' In intervalu 1 1. atunci la 
stânga lu, Xm (respectlv la dreapta I\li XM) exislă cel mult o rădăcină a lUI f. 

O~s~r.atie. s.:. mai spune pe scurt cA zerouri1e deriyate, separă ,ercuri~ 
funcţiei (t,ermenll de rădăcină oi zerou .unt ". ..) 
~. ''t <:1 8lCI SlnOOlml . 

l'ac~m Ipoteza suplimentari! că rădăcinile lui {' nu se acumulesră In jUrIIl 
vreunuI punct din R. 

Elaptle (ormilrii şirului lui Rolle 

1. Se fixeazA intervalul de .tud' l ' . . J 
fiind PNlupu.A derivabilA. 'u II. ecuRţl~' f(rl = O, funcţiR': J -

II. Se rezolvi ecuaţia f(r) O 
-lii (Iitute In 1) I ~':' ,1 le eonlideri rAdAciniI. reale ale 

, n Or .. lne " •. 
III. Se ca""'_11 valorile ' r..,...I'. '" r .. < .. , 

..... fiii f . ........ ti .. 11 funcţiei' In IC.t.e punet.e, la CII", .. 
caPI"" din IUnp " ... pecl.iv din d ....... 



0. 

:0. 

) . 

• 

, 

iPtervalului 1. Se obţine un ,ir de valori alocist funcţieI {(Iau echh'elent, 
,II \' l' fIx) _ O), allume 
eeu' le 

Ot, ((X,.), ... ,f(XI), ((x,),. ,f(X,.),~. 

IV. Datele ~~terio~re pot fi orga~izate Intr-un tablou cu rubrici pontru 
S ((z), fIx). ŞIrul lUI Rolle e?te. f1tul semnelor acestor valori (putând 
,~a valoarea O) In ordmea mdlcatii la etapa a III -R. Concluzia rezultA. 

altfel : . ' 
a} DacA. In ,Irul lUI . Roll~ apar douA. 6~mne alăturate iden~ice , de exemplu 

((lI) . fII,) > O, atunCI In mtervalul (x" ~.) nu existI!. rAdAcini reale bie 
e<ualiei fIx) = O. Intr '~devAr, douA s.au mal multe as~!el de rAdAcini nu pot 
" iaU conform teoremeI V.9 (x" x. fIInd zerouri co nsecutive ale lui f') . Iar 
d.că ar exi.ta exact o rădAcină ~ E (x" x.), atunci, cum {(XI) . {(x,) > O, In 
iIlod necesar ~ esta punct de extrem pentru {, adică f' ( ~) = O, absUJ'd. 

b} Dacă In şirul lui Rolle apar douA semne alăturate diferite, d,e exemplu 
((x,) < O, f Ix,) > O, atunCI, confor m teoremei lui D~rboux şi respect iv teo, 
remei V.9, f are cel puţin (respectiv cel mult) o rAdăclnă In Intervalul (x" x , ), 
deCI ecuaţia fIx) = O are exact o rădAcină In intervalul (x" x.). 

c} Dacii In şirul lui Rolle apare O (de exemplu {(x~) = O, sau ((x~+l) = O), 
.tunci x~ sau X~ t l este o rădăci nă multiplA a pcuaţlei {(x) = O şi In inter, 
v.lul (x~, X~.I) nu va exista a ltii rlidlicină a aceslei ecuaţii. 

Prin rddăctnă mll.Ltiplă x. E R a unei funcţii del'ivabi le In x. Inţelegem 
un număr x. astfel Incat {(x.) = {'(.c.) = O. Dacă (este polinomială, aceaste 
.. vine la f Ix) : (x .- X.)'. 

In ace8~ mod, numărând schimbările de semn '1 zeroul'ile se determină 
num!rul de rădăcini reale (f/lră a determina ordinele de multiplicita ~e ale 
.ce.tora) ale ecuaţiei considorate şi, totodată, inwrvale In rare aceste rădăcim 
.unt ,iluate. 

E:r.tmple 

tI DpLermindm numârul r:ld"cinilor reale ale ecuaţiei x' + 3x' - 9 -,e O, Parcurgem 
Iialtm.1lîc elapele an tNioore. 

1. Interv. lul de studiu esle/ = (-00 , 00 ) : notăm fix) = x' + 3.,' - 9. 

II . El'uaţia {'Ir i _ O ~te 3x' 1- 6x -= O şi are rădăcinile %1 =--2 , x. = O. 
IIi. • = Iim ( IrI = Iim (x' + 3x' - 9) ~ -00, (( - tI = -8 + t2 - 9 = -5, 

1: ""_17: T+.OO 

(:0, - -9, ~ Iim ('r) _ 00 . 

~·+1 

IV. Con,jdPrilm Inbloul 

x 00 - 2 o 00 
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, 

- 00 

('Ix) 

fir! -00 

O 

((-11 = 34 :>0 

1 00 

o 
(II J 'l'J. .... O 

~. d r eClIIl\iK COlll1der"lA art> Irel r-AdBt-ifll 'tai 
iar ŞiJ'ld lui RoJif~ este -. +. -. + .. ~I tI(.1. 1) (t ro) . e, 
situate rt~pectiy in iotervu.lele (-00, --l)J' f-' m'~ O· lII\d6 m es tt- u n pararnol,. 

ţ' :J <l 1I:r " • rtell 
S) Considerăm acum ('{'ua, la ~ - .. I _. • _ ~ In x + m. Ecua. ţia {l r; - O d ' 

tn BCt'6t {\lZ,luăm 1 = {O, col ŞI lli.lHtm fir - x , • ICI 

2 ' 1 Deo'U't'ce ~ "'" hrn {lr} -=- hm I x l 
- ~ In z + m 

:1.z -- = O, are to 1 solu~la :E = .' % .. O % .. 0 :a 

Z :c>o %> 0 

( 

ni - 4! In X) 
2 In O + m 00 şi ~ IlO:" Iim f(xl =,. i~r: x' t -1- .1:' - oc. • t :u ~ _ 

,.~QO .. 
_ O 

tabloul usot.:ial esle 

O I 00 , 

('(x) O 

( Ix) m+ I 00 

f)f!rl\ ffI + 1 > O, aliille! şirul 1111 Kolle e!\h' (+. +. -1- l ŞI nu exis tA nici o schimbd.re de 
St'mn, (I('('j t"r.lHtlb JlI) al'c solutii rt>:ule nuc;.l m .... - ) şirul lui Rolle e.3le {+. 0, +'. deci 
~r. = 1 t'St~ r;'idârillă IntiHipIA. iar daca. "' < -1. lihmd şirul lui Roll t' es teo +. -. -+ ti. 
ca lll;I1~, eruaţia are două rădArini rt'ule, sl1uot!3 tn intervalelE' (1), 1 \ ~i res perli't' \1, 1;0 :. 

Obseryalie , Meloda şirului lui Rolle se bu_ază p~ p08ib.lital~a rl'1oh'lrii 
elective a ecuaţiei ('(x) = 0, ceea ce limiteaz/\ aplicarea OI. De a,em.nea, 
m.lod. g.'afici\ are şi ea anumita limite de aplicabilil8t..> ,. nu -e pol dt 
indicaţii genel'ale asupra utilizArii uneia sau alteia din cele douA ro.lod. 
Numai prin exerciţiu ve~i putea căpăta singuri priceperea de a decide _ 
metodă trebuie aplicată de la caz la caz. 

,,'\ l'Ibllnerea unor Inegalităli 

Rezultatele teoretice ale analizeI' perm't bţ' 
, " 01llN'eft 

cu ajutorul metodelor elementare a ,. , 
mai InUi un rezultat generlll. r I OAI grNl d~ 

TE O It E " V 10, Dar .. f I 
T c~ [ 'lO) a tiei Inclt fi Ş g Unt fun III d~rl 

xol g( t) ,1 ('! 
atuOOl.{ xj ~ g( xl, pentru wlcfl :li o j ~ 
tipuri d. Intfrvale). I (",Iultat 

.. 

\1I10r inegahlAli r.~ 
I'I'\>bat, D~nt"n8trllll 

p~ un Inl .ul 
Iru orice r 

-'" 

"' .... 

II 

;tI- • 



J)tIItDIIII'lIlit. ~ntuitiv ~itu aţia . ~Ite de.tul ~e olarA: grarioele lui f ,i 1 
JIOI- din ~cel.'1 p~not, lar coerlclentu! unghlular al tangentei In graficul 

pot f 81ta lIUll mare '1, ca atare , f .. 1· Eate Inl' neoeaar un raţionament. 
~~\1JII~ "' f-l' A .. dar,lt(%o) = O, h'~%) .. O pentru orice % .. ZO' Atunci 
. ~ ~ elte monoton cre8cAtoare pe mtervalul I (conrorm teoremei V.2) 
rUDCtn particular, h(z) .. h(z.) = O pentru orice z .. z., deci f(z) .. C(%) 
~, • ... % 
peoltll OrlOO % P' o' 

6_,Z. 

1.. 1) ArAtAm cA pentru orice z> O au loc inegalităţil. 

eal. z .. In ti + z) ..... 
icA l +z 

NolAm fl%) ~ Z. 'Iz) - In (1 + zi. h(z) = z • V zel. unde./ = [O. 00). Avem 
1+ z 

00, fIO)- O, ,10) = o. h(O) = O. f'tz) = 1. ,'Iz) = I • h'lz) = I • V zel fi 
l+z (1+ .. )' 

.te evident cA ('(z) > ,'Iz) ~ h'lz). V'" e 1. Atunci, conlonn teoremei V.IO, rezultă cA 
fl,1 ~ ,(.) ;. h(z), V zEiI. 

2) ArAtAm cA pentru orice :& > O x' 
avem z - - <: arctg z. 

3 
NotAm f(z) = aretg z, 

11'1 - % - ~. Atunci ('(z)~ I , ,'(z) = 1 - z'. Deoarece rlz) ~ ,'(",). V z ~ O 
d. 3 I + x' 

deci ,11'101 = g'(OI, re.ultA cA ('(,,) ~ ,.1 .. ); aplicind IncA o datA teorema V.IO, rezultl 
li, 'i fi,) ;. ,(zi, V .. ~ o. 

00). Demonstrăm acum o inegalitale importantA. 

TFORI \ 11 III a H61d" 1B59-193i. Dari 

b b O 1 t ·l+1 G" ,Q"" 0, 10 •••• "il' ; P ..> f";» ŞI t .tantl 
P f 

I - -[: ,.",rt·y··tt.bf • 181 

o.....""'r" SI! considerl1.m runcţia '1'1"') = z4 - ."', x> O, unde ... (O. 1) tlSte un 
parametru, Din tabloul de variaţie a lui, 

O 1 00 

,'(xl + O -

,Ix) O (' I -. '" -00 

~lIltA Cl\ ,Iz) Ci 1 - CI, adicâ .x<' _ CU" .. 1 _ el ponlru o1';('e % > O. Atunci pentru orice 

A:. O, B > O, punind ~ I !. = 1. , 
I 

A ; -R 

% - - ti IX - - I l'e1uJtI c. t - IX .,. t -
B, P 9 

d.f.i 

1 fA) 1 ; ii .; , ' d" und_ 

I I 
- - ... B "'·.B""-+-. 

P 9 
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Pun6nd 4id A 
.f ., 

";':!-'" 11 - • 

f:i.r ~., 
fi .dunbd In.w~lItl~il. ~1l.1 obllllut. 

' ... ~ 

şj il1t'gaJitatea (21 este probatll, 

P t - 2 q - 2 se obtine o inegalitate care joacă un rol im ... enrup-, - r , rut· 
tant In matematică (,i e.are de altlel se poate demonstra direct), 8nuIl\e 

t a,h
j 

2.; t al . th1 (inegalitalea Callchy·Bunialrow,k"SchWllftZj. 
'_1 ~-1 '-1 

EXf.BfI I 

1. 8a .. rezolve grafic (cu aproximalle) ecu'UHe: 
a) 2' +" - t _ O; d) .10 % + 2:t - t = O; 
b) 2' - 2% _ O; e) In .. + % - I = O; 
c) 2' - 3:t + 2 = O; f) sin r - % = O. 

1. SA se arate că ecuaţia % _ 2(t - CCI ,,) ar. 3 soluţii reale. 

a. Sit se discute, dupA vaJoriie pantmetrului real m numarul soluţiilor reale ale ecul. 
~llIor: 

" al m,- j 
~. + 1 

d) r'+:c-m'I"1 =0; 

z' 
b) m = :tI + t • el lin % + m cos z = O; 

e) m = 2:c - % In 2; f) m = .. _ %. 

. 4. Fol06ind metoda şiruJui lui Rolle IA se discute numArul de soluţii reale ale 9ClJa· 
ldJor urml\toare dupA. valorile p8rametrului real m: . , 

al ~.+2z+m=<O; dJ 2Inz+zl-4z+m==Oi 
b) % + 3r + m = O; .) ". _ ~%' + m ~ O' 
c) %. + 3,,' + m = O; fi ch r + m = O. • 

L SA se determine- numllru1lOJuţiilor reale ale ecuaţiei: 

.%~-x + a-X + ! Xl _ I _ O 
2 . 

~ ~i~ :-::,e:,;,;n. numArul d •• olu~ii reol. ale ecua~lIIor: 
b\ 5 sin .t = .1'; c) ~ .- t + Xi 
7" 84 d) In:t ' r· 1 

• al .. arIIle, lolooind ,Irul 1 . RoU • 
are cel mult douA soluţII reale darA u, u, cii ecuaţia :0:" + pA: + f - O (p, f· 

bl sa .. arat. că ecu.ll~ z'" n_ .. ~. par, ,1 cel mult lrei. dao& n .. 1. impar; 
rldlcinl ....... ,1 poalti •• dacA. • ("" - t) O (p, f • N Impare ..t;- O) ... d",1 

.. FI. o,. > O " "(/ . f9 . AP < (" + f)P.,. ' 

,(.o) .. O pontn, r > O li ~ ~ ~~::' ,(.,) - :o: + • + • - 8 r ~... SA .. 11'11. ~ 
,..Itl .. _ lUi ..... d",tt medl. lor .poI 0& mtdill .ritmollo& a t ... nu"' .... ,.. 

18OD\.trt~,. 0410 ... \1 .... - ' 

•• 

10 • . - (­
bl 

trolul 
U· 
a) 

b) 

el • 

d) • 

6.1 

Du 
(re1at iv 
curbA. 
diflcul 

Inc 
Si 

si + 1/1 
AŞI 

runcţii ,i ,,(r\ 
deflnill 

eraflce 

uphcil 
tric ,i • 
aunt n. 
mod d 

Si 
uÎllI. , 

dintre 

...... 
trio&, 
.....,h 

...... , 



_. 

.. sa .. • ... t • ~ 
t < 11~;r; < f pentru oriee II: • ( o. ;]. 

1" 1) sa le arate ~ ecuaţia .,. - GZ are cal puţin o ooIuţle. pentru orloo ._1-00, O) U [e. 00). . 
b) SA .. d...:ute nu mirul de .oluţii realo ale ecuaţlei ... - .~ dup~' valorile para.m •• 

ttulul real • 
Il. sa .. arate cA' 
a) r ~ ~. pentru orlca .. > O; 

I 
b) ... lin .. 1 <;.; IdacA O < '" < I şi • ~ O), 

e) r ~ I + In (1 + "'). pentru orica II: > -1; 

In '" 1 d) < V-.v .... (O.IIU (1. 00). 
%-t % 

§ 6 AplicatII al. onalilei • 
In 

Dupll eum am vbut. pentru orice funelie elementarl se poate reprezenta graficul ei 
lrelativ la un siatem ortogonal do axe). In vorbirea eurentl un astfel de grafle O8t.o numit 
curbă. Dar defilllţia riguroasA, Intr·un cadru mal general, o noţiunil dp ttlrbl ridici 

diflcultllţi . 
Incepem cu urroMorul exemplu: 
Si considerăm cercul (e) cu r..entrul 1n originea axelor cu mzt\. tI avAnd deci ecuaţla 

.' + y' = t lrig. V.32). 
Aşadar. (C) , (Ix. y) e R' I x' + y' - 1). Mulţimea IC) 11\\ est. gr.ficul vreunei 

funclii ... ale; ea poate li reprezentaUi ca .. uniunea graficelor funcţiilor f,("') - tlf- ",f 
li f,(x) _ - VI _ x', .... [-1, 1]. Aşadar, d",i cercul .. te o entilate geometricA bine 
definitA, pentnl 0.1 tncadra tn teoria anterioarA., trebuie cOMldorale douA funcţii ale c~ror 
grafice se racordcolft In punctele .x = - 1 şi %:a 1. Un aU dezavantaj al reprezenlârH 

expliCIte (y = ± V 1 _ x") a cercului este acela cA. iniţlR..1 vanabilele :c şi y au rol sime~ 
tric ,i acesta este deteriorat prin explicitarea uneia din variabile, mni ales rA funcţiile fII fI 
~unt nederivAbile tn pundele it := --t, % = 1 Se pune alunci tntrebarea: nu existi alt 
mod d •• reprezenta curbele (cercul In c .. ul de faţă)? 

Să colUliderllm intervalul 1 = [O, 2,,). Pentru orice punct 1II(r, y) situat pe cercul (C) 
existA ,i este unic IEI aaUellncA.l % = cos '. y ::1< sin' (1 este unghiul mAsurat tn radiani 

dintre vet'$Orul 7 al axei 0% şi vectorul OJ.ll; v. ng V,821· Se mai Icrie 

(C) { x = ~o.' , , e 1 
11 -. sm t 

ti le mai "punp câ fisie hlllicati o l'eprezentare parame· 
trică a cercului (C) 10 alt~ reprezentare parametric!\ a 

cerrulul (f:) e.t.: 
1 u' 

r - ,y 
1 + u· 

q 
~U .. R , u , 

1 + u' 

IlbţlnutA din ~eA ftn!orlOArA 
, 

punând tg 
2 

evident, _ u, 

.' + V' _ (1 - -.')' + ( .2U)' 1. V" .. R). 
t -r u· t -1 u· 

-} 

1 

• • y fJx, 

.oi<- ft 
O ' 

Fig. V.32 
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I ( > o b :;. O), .. 1'0&1. ludle& t.p ...... 
Si L _ I _ Oa , _~ 

POftIt. o elipoll (E) ;;; + ti 
parametricl : 

{ 
'" " a COl / , , • [O, ~nl 

(E) y _. bll ll ' 

deliR1~le : Ib nultl~ta drum pa"""'ftl"~ 
AceastA. discuţie sugereazA urml1toarea J.o!Q~ 

orICe aplicaţie r : 1 .... K', / • (z('), vi')) 
(9) r pe 1 Se IOsi .punu ca. drtJluul par"' rntsb 

astrel tncAl funcţiile x (I), !I{t) sA fie COD lOtle . lliit l 
are reprezentarea parametrică (,) 

{

X - % tel. 
r: V - V(')' 

. . foart.e enel'8.lA şi a condus la ewmple riudate dt 1~mu rl PUi 
_~ceastă defimţle esle.g 1858-1932, care l r..ce prlO t,..te, . 

metri .... (de exemplu, curba lUI Q . P .. no, . .. . t . .. p ...... 
. . t .... noastra .supra nO~1Unll de cu rbă n apn""\ult , ~, unui pătrat) care contrazIC 10 Ul,1 . d . -. 

. . ' _.< r ncţiile ,,(t) V(t ) sunt de dou~ on ."vaW. P' 1. "'''',a zel este util de presupus l4 ti , . p .0 r el 
. ro cel rellwal de curba lUI eano l:H.l lP HnartaLe lpoted (ace ca fenomene precu ( , 

Submulţimea (r ) alui R'. tuturor punctelor r it) - I lO t ), y ,t )} C<lnd 1 patturg. mI<! 
valul 1, se numeşte im4RiIUG drumului r. Aşadar, 

(r ) = {(z(I), y(I))l 1 eli· 

Trebuie tăcută distincţia tnlre un drum y şi imagin.ea (y ) 3 lui De ce? sa COnside~dI 
pentru oric.e Intreg n ;;a. 1 druuHlJ Yn : [O, 2:1:] -+ R', Yn (1 ) = (cos n'. sin n'. numit C8eal 
unim,., parcurs d_ nori tn IItlU po:i"v. Este .evident că (Yn) -+ {.x ' + yt ::& t } =- (e pEIlttu: 

oricen, dary,şi l i . de exemplu , Sltnl drumuri distincte. lată şi un a rgument P'Jrtstic. SI ~ 
tnchipuim un mobil CAre St' mişc<' Inlr·un plan rdporlalla un sistem orlo;condl de au "" 

Atunci, la liecHN moment t coordonate-le poziţiei mobilului x {I ). y llj depind de ,~: mo 
descrie o anumită IJ'8.ieclorie. El poale reveni acolo de unde a p lpc.:.\I. po.l..te :\ I'l'ptl ~ pi:_ 

cursul de mai lOuH .. ori t>tc. Putem să ne imagilH\m un al doilea mobîl care l~ pna. aef. 

leaşi puncte cu primul, dar având vitetil diferit" sau alt sens de P~l'\.."11~ Deşi mulţiu 
de puncte ocupate de c-ele două mobiJe sunl aceleaşi, nu puttlffi spu ne el dI"U mllnl" CQ!"e!_ 

punu'itoare sunt aceleaşi. Este tn.să natural să considertlm că dd..cJ tuiecloraÎle c.Qlocid a 
mulţimi de PllllC'tt>, sunt parcurse In 3Cf'lnşi sens. direrind doar prin \'ilE'tIt CU U''fI ~ Ilot pa~ 
CUI'Se'. atunci drumuri1c Cf>lor -douA mobil~ sunt rehivaltonte. l>t> rIlH ~IR Pr"\"CA ~ ss t .. urmt 
loarea : 

Doua. drumuri pl:lramelJil3.te 'Y : 1_ RI, ). : J ...... RI 

r : { % = %(1) , IEI ; ~ : { r - .r (u I , " .. J 
. y ~ 11111 11 Y!II ) 

BO, _~u'!'-18)( «)1 Âwol.n" dacA exi.tă o funcţia 8 : 1 -+ J bljN'ti'A ttlrt CI .. ,'~tOO", asir. 
n~l A 1 = ~(I), \fI e 1. ' . 

e) 

al 

af 
d 

I 

1 
I 
( 

I 

• 
Cu ."""te regAl"'..! 

identUieat cu to':te d~11 ',;umt>:şle e'lrb4 pumd prarGnUo''',Jdrd. I,lrwt! !irum ptU'At1If'lrilll, C 
mtln e eChivAlenlf\ cu .. 1. DfI n:flrnplu. tlf'i'mi('t"r(';ul !'tlperi('r uniti" • 

(ptorcun pozlti .. • d.tl) ""t. drumul p ... m.tri .. 1 1 .. - CII. / • / "[CI. ft) ~"u ... ,.'" ni<' 

W - ain r 

,. _ III. 2 ,... O. I " • 

lalC/ltnob bIIe"- COlt 2/ • 2. - VI ," 

Vllfltl, ....... cat. PI'IOIa\ll I r - ela l' ti 
au Olt laata ""'" • de/lili • lIIoţIun, timpii""'" 
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par· 
a'" 

fi 

f",lru .... ,uma dilwlia antorioarA, curbei. plan. pot fi r.prelentate: 
,1 ptID eculli. cartOlian' d. lonna F(~. II) - O; 
bl ro 8r,110 d. o<ua\i. II - f(z) l8u '" - ,(1/); 

{ 
z _ .(t) 

, partluolrie y : II _ lI(t) , I • 1 

In udrul 800mot ... 1 dll.renlial. se anaUzeazA mal .dAnc leglltura Int ... """t. moduri 
d. rap,.'.nl .... şi .... dmd. conceptul d~ curbA. (consld.rlndu-"" curbe In spaliul B', 

_.,."Iu B' Ş' , mal In general, "araeUII multidimensionale) 
~pnu t . 

6.2 C3 d. cin mat a 

CiJlemBtica esto ln .. 8n1A studiul matomatic al mişcArii In timp. mobil"'or. Studiem 

.ci m~cAn Inlr-un plan (raportat la un sistem orlogooal de ue ,.oy d. vo ... ri ~ li . 
Presupunem cA la fiecare m0n:a-ent t, dintr~un interval de studIU 1, un mobil M se 

. 1Il In punctul do coordonat . (x(I), I/(t)) astrellnc4t funcţiile x(I), 111' ) Să lio de douli ora 
don,.abile In 1 Eslo asUeI d.fimt In mod firesc un drum parametrizat. 

y : 1 -+ R', y(.) = (x(t), 11(')), '( I eI. 

Imagluea ei (y) se numeşte traiectoria mobiluJui . 

~ • il. Notând r(I) '= OM , vocloru l de pozilie al lui ,avem 
~ ~ 4 

r(.) = x(.)i + y(t)j, '( . e J . 

Se n umeşte (Jt(;lor·"ileJ4 (respectiv ,,~'or-G«.ctkraţul al mobilului la un moment f II Ei I 

~ ~ ~ 4 ,~ ~ 

r'( ',l = X'(I. )i + y' (I.)j (respectiv r'(I,) = x'(I,\, + 1I'(I,Ii). 

NumOrul real şi pozitiv v{to} Il ·; ' ('01 II = V~' ( 'II)J + y' (iJlse numeşto viteza la momen· 
lu1loa mobilului Ai pe traiectorid (v) . Dacă x' (lo ) =- O şi Y'( 'o) """ O, SE" mai spune că pu nctul 
coresPUI11rttor pr tt'aiedorie este singular; m llN"'Sl ('.81 VJtpZQ t'{to) t!stt! nulă, Inlr-un 

• 
punct nt'lingulor, vt'ctornl r '{lo) Are urmlHoarpa interprelRrc geometrică : deoarece 

x (t" = Iim _« 1) - xI', ) . y '( I,1 = lam g it) 1/ lt,) . 
'''''0 , -. 'II, ,~te t ·- .. , 

"'uiti r ll 

• 
"(~I 

..,. - l- ..... .""": ........ 

• ~ I [xl' Ii + g(lli] -, [zlt," + y(t,' Jl = lam r(t l - rl',1 = 
;r'f t,h + y'I, ,,. lj == JID . 

, "'0 f - to ,-..,.,. J - to 

• .. 
r'( t, ) e!\te coliniar cu limita veclorului M,M, 

aui ti ; ': 10; t,t,. /(Jn~r"t lA (yl tn punctul Jl.{o l fig . v ,:n l. 
Am d"finit df>jA noţlu nilt> de viteză , flc(,f"leraţie in 

raIul . . b'l I . 11n"1 ml~l 'nri rl'ftilioii (pe o axă) Il mo le or ŞI 
aC1lm ~m " , ..... , f!X In " A('f's le noţiulli la ('a zu I Jnniu,'"rll P ,HIt' 

E:rntlple 

'. ~) ,Prf'81lPllnpm (:.'1 un mobil arp. la fiecare moment 
U, }. I 4!J c-uordonatfllAT .. 2', " _ t' - f şi nf' proptln~m 
ruJ 19ur~m Iraier,lnriR mobilului, să calculăm v('('to-
1uI ·~lt"?A fi tietl"rminAm In re momtnt vitf'lA mobi -

", "" '. mmlm~ 

1"(1.1 --
, ~. 

1frY 
," 'foII) 

• o )( 
fig . V .33 
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• ~.l 

(
, ). ( r J - .J, . 'fntlectorhl. l'tohUlthd v, 

_"""dar, s e [U, o) ~i y - ~- - ~ ~ 

z' - 2%. Vedorul <la poti II. al pur.rtuiui M'" '00"'''''101, 
o porţiune din paroboJa y CI" 4 

bt~ • • 

rlt) ., ~i7 + (t' - t)j. dOCl 

• . lui ooto v('1 ~ II ;('1 II. vettorul vjh~%ă \o-a fi ;'(t) = 27+ (:lt - 1lj· Măr,mea. 1. 
t'nsll la momentul t • _ V.i:":+::t"(t",.c:_::ttii)" şi viteza minimA. este alt 

~) Mifcar~ clrcu/ard. Se 'pun", ca un mobil 8r-e 
. ircu14,-a dară tnliedoria sa este un tE:re {Ci .... ' nu,ca,.~ c .. . " ~ 
bmulţime a acestuia. Fu" O centrul ŞI R rftl/i t;Ptl1Jlui [e, 

;;xam un puneL A pe cerc ~i alegem liLslemul orlogorj~ 
de axe :rOy (lIg, V.3.) , La fiecare moment. moLilul ~ 

-+ --. 
.I11i intl'-un punct M: notând cu 6('1 = (OA (1MI Illâ>orat 

, ,. .. 
J 

A " In radiani, măsura arcului AM va ti egală cu ,ti : .. 
= R ' 0('1. Coordonatele lui M vor r. :t = R COl a.l., 

:;;-;~)I ... -+ i y = R sin 6(.) şi OM = .. i + yj, deci 

Fig. V.3. ;:(') = R C06 0('17 + R si" O(.)t 

In aceat ca., vectorul-vitelă ;('1 = [- R sin OiIJ7 + R COs O(.iJlO'(.) cstela"genl In .Il 
~ 

la (C),i mllrtmea vilezei eate.I'1 ~ II r'('111 - II R'si,,'O' O't + R'co.'O · O" = R· a'(III. 

"-I{IJ· f:V(t) =- ~~ ~ num~~t{'l "it~za Imghiulard It mobilului la momentul I 
d. 

~ ~ ~ ~ 

~e oblltlrvă Cil notind cu v {re~pC<'.h\' ('li 'tI v~rsorullui I' (e\ (respueliv "'I tll, avan 
• rIt) ... _ .. 

- ~ ('OF. A, + sin Oj, T 
II 

•• • . sin 0, + cos Oj 
, 

(numitp versoful·normală şi vt'rsoruJ-tangenta In \C) la mOffipntul t ) ~l . ~ 

r'i') - Revl')' T (fig. v,a. ), 

~ . 
rezu ltc\ r( ti = R v, 

) .. .. .. 
J)"'i r"I') = R'.(II· T(t) + Rw('IT'(lt ~ Rw'IIJ-;,') _ R..,t(,~(I) , dooa....,. ' II. ~ 

~ ~ 

r;o (- sin Or + cos Oj)'::-.; - r'os O • 6'7 _ sin O . 0'7 = __ (~ .:. 

Am d!?8Compus asUel vectorul.ac".t!;Jeraţie ;"{l) nI mi~cării In C'omponl'ula Sl1 langen. 
~ 

\iall ~a~'('iT~'1 şi cor~ponenta sa normalA __ R"'('~('I. 
,tanti cat matear;a CircularA conSideratA. este lmÎformd (adică vâtrUl nnghiulan.\ eştt ('.on· 
şi ca)' t" unc~i: 1'1 ~ "', conltant ( .. '(.) = 81, deci funcliile 0(.) ~i , •• au R<'<'t'IIji d.rinll 

, • .... erA printr-o con,tautA 0(.) _ • + 8 C ioI.t ..... 
',,'ui·8:"". Ofu ~ fn 4*, dG. Iluld; de'"ernton:' .' ompeHt(fAta fa",,,,,, a 

~ 

.;'; - R_f .... ~ &.)7 + Rain ( ... + ")"' 
• .. J 

" .. <*""'1 nI ..... tru ~Ite I aVIIa ;(11 ~ ( ~") , • 
. -, ,+ -; I adlol o mÎ,N'" CÎl'Clfh'" .,..,.,.. ,. .... • "ll.,.,. ... " ,as W4., 4. ~!! . 

• 

I 

, 
• .. -

.... 

.. 

, 



1 , 

.. 
o 
o 

1· 

1 I 

1. SI .. ropzoalole JlNnC irua.mea urmAtoarelor drulDurl paraDlelrlaate rl') _ [.oi 'I, 
, ,.1: 

tf.' I Y - t, 1 - [O, ~l; d) "' ... 2 001 " 1/" 2 oin I 1 _ [O ,,]. 
1) ,.., I' J [ - t tl' e) '. , 

_'.Y· , - • I %-eos,. Y-COS2' 1-[0 2]' 
bl s 1 [O t J' f) " ". ti 1" fi, Y - ', .- I I z ., I COl ' 1, Y - lin '. 1 _ [O. 2lf]. 
~ ConJIduArn dru~urlle paramelrizate r, r. : [O, t]-+ R', definite prin r(t) _ (t. 2.), 

I .. II' "', 8' - 81 ) • 
~I) II sueara l • cA el. au aoeee,1 Imagine, aDume aegmontul dedteaptt /1 _ b, O .. Z,," t. 

b) SA .. figure'. pUllctele r(l), r.(I), pentru valorile t = O, • = ~, • = .!.., • = 1_ , 
~ a 2 

• !, ,_ f ' ,= 1 şi apoi să s.) arat. cA drumurile r ,1 r, nu lunI echivalente. 
i 
~ Preeupunem c!lla liecare moment I ~ O un mobil se aflA In punctul de coordonate 

, +" Y - 1 . Să se arate că traiectoria lui apaMine curbei ,,= 1 , ', ,= Jo, - tt + 41 + S • f • Zi _ 1 y 

~ .. d'I"D1inela fiecare moment. vectorul-acceleraţie. 
~ SA se reprezinte traiectoria unui mobil care la fiecare moment ... [O, 21<] se aflA 

~punclul de coordonate z = oin t, y = -2 - cos 2. ,i sA se calcule.e Dorma (mArimea) 
S ,.torului-vile,d ,i • vectorului-acceleraţie la momentul. _ -. , 

OI' , l 

1. Fi. f: R .... R • funr,i. d"i.abiM. S4 .. ONII. 04: 
al dac4' estt pard (respecfiv impard). afunci r ~,tft unpar4 (~,ptJCtw pard) . D4I' reci~ 

p1Ot'J 

bl dgcd f t$~ ptrlodu:d df! perioada T, alunci f' t,t" p~rtod,c4 ,i an ac«"I' pftT'wad4. 
Dv 'ecipruc1 

Sol"i •. a) Deriv3m relaţia f( - x) = f(.t) . Oblinem - {'( -z) = f'(x) pentru Y '" e K. 
blDeri,am relaţia f(z + T) = f(z). Obţinem {'(z + T) = fir) pentru Y:r e R. Reci­
"'" DU .. 10 adevarată d. exemplu, funcţia f : It .... R, f(z) = z + sin z nu .. te peri­
~~, 4" deri.ata ei (' est. periodică. 

!. Să 10 celeul"e următoarele limite: 

'I ~ Iim _.....;z:..._ I 1, = tim _....;%=-_ I 1,... lim 
~o Z + lin :c x-+ao % + sin x ft 

%+1 

t 

tgz - 1), 
COl % 

HOl (tg % ) 'lIn x şi l~ - ~+('I~l~<O( 1 - 4xl~ · 
x .0. x>O :r 

S"'q" FO'OIInd r~u'a lui l' 1I00pl\a1 (pentru cazul 0_) •• obţine 1, - Iim -t-..:
l....;- ""' 

I ~~ O x .. o + COl :c 

• j" I,lmlla 1. nu .. p •• t. ",,10,,18 folOllnd regula lui I'HOIpltlll (deoarece !:'!. COl % 

-~ oin% ); lotu,1 1, _ IIm 1 1, deoarece Iim .:. :::. :..;;.. 
• rn x x +00 % • • 1 +.:::.::...::. 

o . 

.. 
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-

. I "'00 .;"::'~l ;Z;-;"..;... _ Hlu ~~ iZ: • _ O 
Limlta 1 • • te de UpuJ 00 - 00 . Av.,IU t. - li,! '* % ~...: -ain z- . 

-T • 

d 13 % ... \ ,1 . \ ... DO pentru .. -O j ..... _1., 
Limita ,. .te de tipul 1- loarece -'z ain z -~'CI 

\ 1 

1 In ti % 

% 

= bOl 
.~ 
Z>O 

lntgz .. 10% ... Jim Ig r 
_1 -• Um .ln,; :.c~O. x>o -. 

z-.in:ccOl% (deoarece IIm '.<li z _ II ~ 
%--.. 0 . p~. 

~z'..:-=.::.~in:.:.~C08:=%_ ~ 
• SJ'Q ..... ne' Z :.: ...... 0, %>0 X-+O. :c>O _ ... ..,...... 

Iiru IIm • z SUl % 

colnd IncA o datA regula lui I'H08pital, rezultâ In 1. -= Iim 
x .... o. x>o 

t - COlIi' % + lin' t 

8inz+ZCOlz ... -

2 ain % _....:=:..::.-- = O, deci 1. ~ t tim 
1+ % eoo% 

• 
SJn % 

In slArşit, " eat. d. tipul O' şi In 1. = tim z In (1 - lor ) ~ Iim 
%-+0. %<0 % .... 0. x<o 

-,1~ (-·4rln4) ' 1 

~ tim ~1.:-:..4:!:'=-___ = lin 4) tim % = (ln4)· Iim 
x-+O. %(0 t % .... 0. 21:<0 t - ~x %......0. %<0 -- . 

%. 

deci 1, - 1. 

loll-I' 

I -
• 

a. Fi. (; [O , al .... R, a ;.> O, o (uncl,e d<rioab,ld cu r conlinud l' cul(tl ca (10) = o. SI 
Sti arate c4 dac4 u"td M> O as'fel encdt "(xl ;il; M pentru orice % Ei [O, ai, alunei (IZ) 

.. ~a pentru. 0I'I.«:r e [;. a]. .. 

Sokq ... Considerăm luncţia'P(z) = ((x)- Mz. Avem 'P (O) = Oşi'!" (rl- ('( r ) - M~~ 
deci 'P eate crescătoare pe inlervalul [O, a]. Aşadar, 'P (r ) ~ 0, adică [(x) ~ !oJ.r peolll< 

orice z" [O, a]. Dacă x .. [_a_, ala.om :t: ;'~" deci [(xl ~ [(~l;. Ma • 
2 2 2 2 

•• DacA (: (-a, al .... R (a> O) .. 1. o (1UIe1i. d.rioabUd. cu ,. con"'w4. (\01 ~ \ 
" ((z) > O ~"t,." o,.ic~ % e (- 4, 4), .94 H CI/"'tlt. 04 

I -Iim ( (x)' ,~ .r<ol. 
r~O 

SO/.,;.. Avem de aratat col Iim In ((z) _ ('(O) .dl04 lol'~' d 
:':-.4) z t I '-'91n I't'IJUla lUI 11I0IP1ul. 

r(O) - IIm !l!!. -
..... ((s) , ce .. , ce OIte ."Ident, d.oaft1C6 ((OI _ 1. 

• t •• -tl 
oe......p.. PonIN ollll\ta lbn ... de U_I t- -"'1 d II;:"T 

.... , ....... 0 .. e_ (t+ .. -
NnIta caltll .. - ... I(a-I) daol .... ---.. 

~ 
• ft .... Umila de la '''JIOII .. t. In caaul .oMlul ___ o 

ti. I 
:':'/'- ... a ".1/(11)-1) "_ 

.... II .. .r't!. 

• t 
• " . 

-



.. S4""'" N el"H f"I'IClw ( J a.,,. (kuw_.zd p' "" i,,~r.,~l , C Il. 41""" JI"t"~ _.1 ,v .... ttiI' .11_ .. , .. ,. • 

( 

$, + ... + :ro ) t { f '. Oi -; (Ix,) + ... + (Iz. )) Iinepiitalea lui len_). 

Sul ... ,,,. pJ'(K'~l\m prin indurţio dupl R. Pentru n _ 1 afirmaţiH eate lwi· 
IIrllll , prelUrnlllt'1Jl ta;' ~ ~i aflrmllţia adevlr'cll4. pt.mtru orice",.." - 1 numE::re. 

I %, + .. + x.) (((1 1 ) z, + ... + Z._l t I ~Iunci ( . .. - - "- + - z. ,1 cum (_te convexa, 
'" II. n-t n 

(( %, + ... + r. ) .. ( 1 1) f ( "'" + ... -1- r o_,) L ' (1 ) ( t 1 J "'JUna - -. - . 'r znllli; - • 
n ta n-t n n 

I (fi .... ) + + (Iro_,n + l (Ir.), rolOlind ipote .. d. inducţi •. 
. I n .-

(( 
%, + .. + Zn ) ~ fl .. ,)+ ... + ((",) 

.~d .. , ~ . . 
• n 

Pentru funcţiilo concave avem inegalitatea inversA. 
Oblf/'VO/ie Se poale arăla, mai general, că daca (: 1 .... R, J fiind un inlerval din R. 

functia este convexă, atunci pentru orice .el. ...• Zn e 1 şi pentru oface 'li .. " '" > O astfel 
Ioell', + . + ... = 1, avem fi',", + ... + 'nzn)" ',[Iz,) + .. + '.fl"',). Pentru " = ... = 

~ ',: .!. se obţin. inogalilat ... din 
n 

8. Sd le ara" ro: 

enunt . • 

.a- b Il a-b 
Il d4C<l O < b < a, O'une, < 10 - < :....,..;;.. . 

a b b' 

Il docd O .. 0< b .. .':, o'".ei Ib - al cosi> .. sin b < sin o .. Ib - o) cosa. 
2 

SofU1~. 1) Considnrăm runcţia fl%) = In % pe inlerva1ul [h, a] şi aplicA.m formula CI'eş-

1 a 
terilorlinit.; atunci ((a) - flb) = (o - b) · (' (c), deci In = ('(e), unde b < c < a. 

a .- b b 
II 1 I 101 

Dar n.) ~ ~i deri _. < ('(e) < .,. ; "" a'are, - < - In - < -. 
t: 11 1. II a-b b b 

2) Dur.ă a = b, in~alitil1il(' sunt evidente ~i putem presupune (, <: h, inegahl:lţiie 
l'!zulta. aplicând teorema c~leri1or finite (lInl:ţiei sin : [a, b] _ R (ţinA.nd cont că pe inter~ 

valul [ 0I 7] funcţia CQIS ('1itf' de8crescăloa~J_ 

• 



PROBLEME RECAPITULATIVE 

I 

t, SA se arate că luncţia f: R -+ R, f(xl - /:</ nu .. to polinomiala 

.. Se coDJiderA şirurile 

2" ... (-1)" 'n 
4n= I 

2" + I 

2n + (_1)n+1 • n 
bn = • Il. N. 

2n + t 
81 .. arate cA / "" - b. I .. 1 penlru orice" .. 1 şi să se determin. valorile lui. IIUi 

t 
b'căt / "" + bn - 2/ < . 

101 

3', Se consideri mulţimea A = {.;/ O < m < n cu m, n lnlrtg. } . SA .. '''10 ~ 
A nu are un cel mai mic e1em(\'.nt şi nici un cel mai mare element şi sA se delermina mi A. 

lUp A . • 

• ', SA 8. t~ ... z. graficele lunclJiior '1', </-: R .... R delinite prin ",(x) - inr ~ ~ 0( •• 
'<"z l' , 

- _up (1' - t) 
f.C:t • .:c+t] 

... 
• 

O·. Fie f [O, 1J ~ R o funcţie mArginită. Să se araLe cA pentru orice tntreg 11 ~ I 
oxiat4 luncţii polinomial. P, Q do grad" ._llel Incăt P(x) .. ((x) .. QI.,) pentru o,,~ 
.r .. [O, 1]. giD 

1/ 

3, Fie an = ~(-n",::::,I"'I)-1 şi s. =., + .. + ... + •• (" .. 1). 

şi limsn = 1. 
"-~CIO 

SA se a",te CA tim ... , 
-~ 

7. Vacă ("n).;,O şi (Y')';'O s nt· . d 
pectiv b a:fa b ce se t U Şlfun e numere reale COI\\'elltMte ('.tIre o ~ !"(It 

, , poa e Opune d .. pre c " r 
Dar dacA a = b? onverg6n l-n flru1uI r" ",, .rl. ~" . ' 1 Z", 1,., ·" 

8. a) Fi ..... ,.= Sa. + 3 .. _1 
.. + 3 ," ;O 1,.. O. SA ........ te că ,Irul b. - t ' 

" ;O I .. te o P'_ie geometrică. .. + 
I " IA ae at"dle&e eonverr~n\A ,irurilor (4~), lbol. 

b) Fi. ft ___ • , 

- "-1 - ~ V" jjIII t 
_ _ ,3 ' " .. - a. tii .. arat. cA dlr •• onţa .. --
-,.. cP"tant ;.etru ori 
_ ..... U olt........ ce" fi ra fIrIIl ... - ... + 6, " ~ O .t. o P ............ lIrici 

II. 

ork 



.. al Sti. d.terminoconatanta" .. ttel Inett limita Iim n" ( V n+ II ,; - V n- V;;) ".0) 
IA .. ilt. ti IA 1,. linitA 

b) ~ k ' araI. că dacA a + b + 1 - 0', atunci Iim (a lin + 1 + b II n + ~ + ..... 
* V' + S) - O ş' Iim LII lu (3 + n) + b In (2 + r) + In (1 + ni l - O' 

" ·+00 

10. Un 8egm~nt A B de lungime a este tmpArţit In n segmente de lungimi egale AAl -
.:s AlA. :D ,. - Â n_l -8 şi pe riecare din aceste segmente se construieşte, de aceeaşi parte. 
cAle un triunghi echilateral cu vArrurile C1• C •• .. ', Cn respectiv. SA. se calculeze Iim (ACl + ...... 
+ C,A, + A,C, + ... + A._,C. + GnBr ,i să s. explice relultatul, aparent par.doul, 

oWnut 

11, Fi. (, , : R .... R , ( (%) = {O', o.că %';' O' şi , (zi = { 
t , dacă x = O 

1, dacă %* 1 Să . se 
o, dacă % = 1 

arat. c.!Ilim ((%) = 0, lim ,(xl = 1 şi să se calcul ••• lim 1(((%)). 
%-+(1 x -+-l %-+0 

11. Să se determine ii&im ptolele funcţiilor (; D -+ R urmAtoare (D fiind domeniu l 
maxim do definiţie): 

:z:' + 1 r ' , / - % 
a) ((x) = ; b) fIri = -=-- , c) f Iri = V r - II r - 1 ; d) fIr) = ; 

x' % + 5 (x - 1)' 

%+1 .) fIr) = In (r' + r); 1) fIx ) = arclg .:::....:....: 
%- 1 

, 

( 
t )'" (_ 1)n t8. Fie an -= 5 - -;; undar" = n • n ;;..1. Să se st1ldieze mouotonia, măr· 

ginirea şi convergenţa acestui şir. 

14. Să se arate ca. dacă (Xn)n>o este un şir convergent df'! numAre reale, alunci pentru 
orice .. > O existA. N nalurd.l Dstlel tncAt Y m, n .. N , 1 S", - Z n 1 < e. 

" 

III 

li. :-u se studieze continuitatea funcţiilor f ; R -+ R urm:Uoare: 

. ) ( I, i ~ { r ', dacă x E Q : b) f (%) = sin' x l, c) f ix) = r - [rJ; 
'x, dacă x S Q 

x'n 1. + xefl.X 
; . ) fix ) = Iim ; 1) fIri = ogn (sin "x) . 

n ... oo 1 + en % 

d) f ix) _ iim 
n -+1ItI xan + 1 

16 Să se arate c.'l ecuaţiile următoare au soluţii JlI'l intervalele indicate : 

Iti~a+:.! .. _o; I ( n) .. " o. -- t, ~ i 

t 
, I _ 10, 1); , 

f! ) t:f'lI' ., _ ain:., 1 .. (O, tr) . 

b) x' + 5r + 3 = 0, 1 = (-1, O); 

1 
d) x In r .. - - :J, 1 - (0, 1): , 

~1-~ I 



. utieul .. trei lacAt fii) B o tun!!!I. co 
17". al FI. f: [O, t><J ... nett ({c) _ ({e + ,,). 

ci u,.tt • • (O, "J .. tlol I 1 ( o alo ... O .. to o funcli. ""nli 
cAf·[- o,.'" " '" b) Să .. demousl ... ,e et da J 'tlel Inett ((u) _ ., flv) __ v. • 

., t U&[-G,G as 
atunel t!'xlal4 pune e Il. O dutlr.un ţluntl A ,1 la momArilul 

la momenhd' - l ' ( t" 2 18". Un automobil porneşte t B dupA ce a percu .. root hn u 160 km Pe,,,, 
Itimpul mleural In ore) ajungolnlr-un punc raft do automobil In Intervalul d. tirnp 10 n 

({ t) distaula pareu ti A o. te . . , orice, 4& (O, 2J notAm cu. un8m cA f este tuncţie con nu ' Ud se ara ea. eltatt 
(deci ({O) ~ O, ({2) = 160) ŞI preeuţ situate Intre A. şi B .n.te la o distanţa atu, v)_ 
cel puţin o poroche de puncte tu,. ) si! arcurgA di.otanţa d{ U, V) exact tntr .o ora, .. 
~ 80 km şi a.tloi IncAt auto~obIIU~'ar ~ infinitate de astlel d. perechi (U , V) . 
dacă mişcarea este uniformA 8X18fll C I 

_lr 

+" 

ti, f 
mai 

IV Si 

19. Să .. calculelo (,{O), (.{O) pentru (uncţiile f: R -+ R 

{
2%' + 2%. daca % < O 

a) ({%) = t%:: ::: : ; ~ ; b) flz) = J .,' - 2%1 ; c) fix) ~ 2% + 3, dacă z" O va 

jlO. Să se detonuine con.tantele realo a, b astfel IncAt (uocţla {: B -+ B definită p"n 

{ 
2z' + b " dacă z.; 2 sA lie: 

(i%) - 2ar + I la, dacii z > ~ 
1°. continua. pe R; 

20
• derivabiJA pe R. 

{

Xi + az I dacă % < O Aceeaşi problemă pentru funcţia f: R ... R, {{z} = b In Iz + 1}. dacii r .. O • 

Il. Să se ane constantele real. « şi ~ In, ~t funcţia (: R -+ R, definitA prin 

{(r) = { zo" - dacA %.; I 

«x +~, dacii % '> 1 

sA n. deriva bilA pe R. Ce interpretare geometrică .. poate da rezultatului obţinui I 
II. SA se indice doull (uncţii derivabile f, ,: (O, I) --+ R •• Uel In"'t {(s) < 11.1, ('(s) > I'{s) pentru orice '" OI (O, 1). 

n. Fie (: R ... B, {(z) = e-X 
• sin z. S/I.. 9rot. cA I f{.~)1 .; 1, 1 ({orll .. 1'1. 

I (,(zll .; 2; pentru orice % .. O. 

t 
24. Se consideri (uncţla f: B .. B, (1,,)- (." + V~I-+:--o"'-I"''T);;, unde ." O .,t. o tonttantA leall. 

a) 81 .. verifice el VI + ...... {'{II _ {(.) _ O, V •• R 

b} SI .. arate că {I + a"'),,{,,} + o.%('(~)_ ({,) _ O, v II: _ R. C. relaţii d. ro"'" 
P(%I . rlz) + Q(z)· ('{II + 1I{ .. ) , f(.<) - O au loc pootru OMoa _. unde P Q R .'Int funcţII pollnOlllialo realo? 1It. • • 
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v 
16. al S4 .. determin. p.rametrul real m .. tlel Incf.t lunclla (: R ... R, ((z) _ mz -

_ In {.' + li .a (i. mon"ton desc ..... cătoar. po R. 

b) 8& se .r"t. c4 prntru oric. parametru real m (unella (: R ... R, ((zi _ (z' + 
+ "'J'Je-.t a~ un maxim şi un minim local. 

I\t. SA se dotermln. intur.al.l. d. monotonie al. (une\lei ( : (O, 001 ... R, ((zi ~ In z 
V% 

~, folosind. rezultatul obţinut, să se decidă care din numerele a __ aYT'. b = srs eate 

mai mare. 
i? SA s. arate di existA o unică (uncţie (: R -+ R derivabiHI, .. tiei tucăI ('(z) = S((",), 

V. e Rşi ({O) ~ S. 

18-. presupunem că ( este de două ori derivabilA. Illlr-o vecinătate V a unui punct a· 
SA se ara le ('l pentru oria> Il suficient de mic există pUllcle p, q In V astfel tllclt 

.!..f:;:I • ....:+...;A:.:!)_-..,-'-'((cc._-...;.hc:....) f'()' fi· + A) + ((. - h) - 2(la) ('() 
= pŞI = q . 2. ~ 

19. SA se reprezint. grafic urmatoarei. (unelii (: D -+ R ((olosind .ventual şi deri· 
vata secundA), D fiind domeniul maxim de definiţie: 

al f(z) = V;o - tfxi ; 

e) (Iz) = I zi - 1 ; 
z-1 

z' 
o) (Iz) = ; 

Iz' - 1)' 

g) (Iz) = x + 

i) flz) = 
x-l 

• , 

k, (Ix) = V x' + 2 zi; 

m) (Ix) - tg x + cos Zi 

oi (Iz) 3 + sin.:t . , 
t + sin :1 

q} ((z) ~% + sin ,,~; 

I} (Iz) _ tg 3x • , 
IRa :r. 

u} (I.) _ , + In %' i 

\\O} fi.) _ l In I .1 t ,,1 ; 

b) ((z) = x' - 2x' + 1; 

:ti - t 
d) fix) = ; 

1., - 2)' 

z' - 31",- 21. , 1) (1.,) 
x -- 1 

I 

j) fl.,i = 2., - 1 + V., - 1 ; 

1) ((x) = 12 + .,)V l -., i 

x 
n) ((x) - COS x + cos - ; 

2 

) 
. 2., 

p) ((z = arc 810 ; 
1 + :zI 

f() 
.in x - cos .. . 

r) x =* , I 

cos b 

t.) ((z) sin' z - 2 sin' Xi 

x' t v) (lx) - - - In x; 
4 2 

,) ((z) - arclg, / ___ ... , 
V s' - t 
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aa ~d Qt'rt.' nuruarul de ~olu,"h 
- Ml'Ig.x - O; ,rI - '1rt l _ 1n l ",1 

rl'ulO ,tIu ~ul:l\U1vr ~ - 4 ... + 1 - li 1 • t < 

.1. Sit .se 8Nt~ do: 
d ! .r" aX _ I 4t "e,x V.c ti! R' - . . 

1r b J In ,1' i· 1) ;. ., , dacă.z: ;iIJ 1) i 
% + 1 

CI O .. .c"el-X:IIi;; 1 pentru orice ~ li! lO, 1) şi pentru orice". N· , 

-

..... 
to 
Olt ... 
flii 

luI 

• 



NOTA ISTORICA 

Considerentele de nalurQ istorică tn evoluţia unei discipline pl'ozintA un dublu int~re3: 
unul ,trict informativ şi altul legat d. rellecţiil,' inevitabile In legătură cu rAdAcinilo, moti. 
nţiiJe şi caractenll sinu~ al ~escoperirti ştiinţirice. tn ceea ce priveşte matematica, opri­
" .. In trecut este poate ŞI mal oportună, pent", că deşi .. te ştiinţă (und"mentalii, ca el •. 
Ilent direct de cunoaştere sau ca instrument indispensabil pentru alte discipline, există 
totuşi <lpinia cA matematica ar avea un caracter static, că .,Iolul este cunoscut", Realitatea 
este cA matematica a avut şi are o evoluţie continuă, progresele ei datorându.se atAt hopul. 
surilor venite din afară lin mod constant din fizicA şi din tp.hnică, iar tn ultimul timp din 
ştiinţele economice), cAt şi structurii ei intt'rne, nevoii de cunOAştere şi tntelegere, de 
annonie şi aspiraţie spre claritate maximă, frumusete şi economie de eforl. 

In aceastA scurtA prE'zentare vom tncerea sll examinăm apArilia şi delvoltarea con. 
ceptelor fundamentale pe care le-aţi tn t!Jnit tn aces t manual - numl1rull"Ml, funcţia, limila, 
continuitatea şi derivatn, marc.1nd momentele .semnificnlive, O bunA cu noaştere a manua .. 
lului vA va permite sA fiţi to mdsură să apreciaţi singuri progrAScle t'lfectuate, • 

Numerele raţionale pozitive au fost cunoscute Incă din anlichilalA şi Lol ulunci gou· 
melrii greci au evidenţiat şi insuficienta acestora, dovedind că diagonala unu.!.t>,Urat nu estt) 
~comcnsurabilă" cu latura pălratului (adică, ln limbajul nostru , num<'irul t/2 nu osle raţio· 
nal), O primă tentativă logic coerentă de a construi o teorie a numerelor reale, (:el teorie ax.io­
malica Il mArimilor, se datoreşte lui Eudox (e lev al lu, Platon) şi se găseşte In ci~rlCH a V-a 
aElemeotelor lui EllClidj tn particulAr este explicilat" ac.olo şi proprietatea lui Arhimede. 
Teoria lui Eudox era greoaie, puţin favorabilă calculului numeric sau algebric, OI) alUet, tn 
a~ea epocă Intreaga mnteffiaHcA era 1nvAIuiiA lotr·o hainA. g(~offielrică , operaţiile se f;'1.(:eau 

CII mArimi şi nu <'u numere asociate convenabil. t ~ncle reminiscenţe!W ob3erva şi âstăzi tn 
terminologia curentă (al SE' citeşte .. a pătrat" iar aS _ .,a cub" etc.). Nevoia de a face calcule 
fU aproxima'ii .,din ce tn re mai bune" prerigurand tnsAşi trecerea la limită, J·a condus pe 
Arhimede IA in\"entt"ze metoda cltw.ttelu'i şi să calculeze ru extraordinara. ingeniozitate aria 
Uou -, f'd r ' 
1n ,'aub~lic de parabolă, aria eJipsei şi volumele unor corpuri de rO~8'i~, ~n ~~ 1 a I.p~el 

el teori1aislematice, tncă din antichitate au rost evidenţiate unele şiruri mfmlte deruule 
Ptlo l'eturenţa, iar progresillo se tntAlnese tn papirusuri egiptene, 

~d Evenlmentele islorke (cucerirea Greciei de către romani, năvlUirile barbare ~tc.) au 
ţI uila Un profund rPgres şi datorăm culturii arabe lran:;rniterea ,uno.r te~~ anll~e Vre· 
~: ra ,llialemul pm:iţionaJ de nolare a numeri!lor, pe care ti (olo!um?1 nOI, tncepc\n~ cu 
lIIate:Jl81 XIV.)..n fe l~menlelfl lui Eudid fuseserA. tnlre Ump traduse d,n araba. tn, latinii), 

mallea InlA,l cunl)tI,te o adevAral" rrnRşlere . Francezul s. OrcsmB ~nlrodur.e Id~a .d~ 
~I~tentare Jifl'afi(;â ,1 lff'mOn"trMt.1t c.'i seria armoniC'.fi. ~t~ di"ergont~. I~r Gahleo ?~bl~~ 
I te6t.A. Aiatf>mRf'r, I licA A drpendt'nţri fntre m~rlll1l . '\fahmlA.bclonu 
I'\nl"" 1 R. ,. rpprplf'n Arrlt "ro , V [J • 1 1 
d" .7. . Dp.:\rJ:lrt,. ~I P. Fermat introduc spre mijlocul BN'.olull11 al X I,'~' conCf~ u 

rOOl'tlonai ll • 'm tr·c.oJi R mArlmllor (olo$lRd notall fi ,,·1 utllizNI7.1\ IIlft'f'lIlUIH' In ropr("u~ntRI'('Il Kt'o " , ,.' . t 1 
ta al"ebrl '1 d studia rOtlaţule cu aJu oru tlIrbt» " r.ă pn (',.llre n,!.om trutl1şlt ·o '1 nOi Jrll"M or ~ a . 

Of' ,i I"verl Il evit1P-Tl ţiA t hnportfin ţn '" vArin hi )f'lor C,(In tin un", 1\ OCJfld III la dE'<S(".Q pl'rll'8l. 
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. rogl't.Wli8 IOtal 'Ubstantlalt', leK~te, nu tr,U. 
y:oometrlt'1 anahhce, prttgAtulIJ terenul pl\.n~ru " 'Il 

ph\tor, de nevoile aBtronomi~.i ş~ navigaţ~61'i matematice, Cel domeniu ft&tllţull d~ lludl 
Puu) hotAr4tor tn constJtuu'ea anahze 211 'de germanul OotUrlt~d Wilh" lrn Le u, a 

r t IA t d I II c Newton 116_2 11 Ş' 'bnll os aCU e eng ezu saa bl ' t prlllClpalol" lal6 ooolrtLutii 1 . E' . t 1 că Newton şi·a pu 1C8 CI rner .... 
11646 - t716). :)1810 ere58n . t brcatAlnlnlregimeabla 1n 1967 
nică şi In optica, dar opera sa matemahc' fi (us pu I , .. . , rdll.ll 
tateJe sale matematice circulând ca stlrÎsori stIU manuscrise. puse la dLBPOllţl8. unor prlijltui 
La 5lArşîlul anului 1.666 Newton descoperise ralculul cu denvat.e (pe.care le nUUl 1&6. tlUx.iun lj 

R I 't I bA fi 1 O Newton avea, o viziune pur dmaml(~ă. ca loc de In lera&c\" e an or a o cur x, y = , . < _ 

a două drepte mobile, una paralelă cu axa Ox ŞI cealaltA. paralolă cu axa Oy, vlle18 fiind 
orientata. pe tangenta la curbă, obţinutA compunAnd dupA legea paraieiogramului Vltu.ele 

, t 1" rt ' IA Nota';,·I. IIilj modul de calcul propuse de Newton erau gr •• , ,', pe onzon a el ŞI pe ve lea el. i"'"f • • _ _. 

dar ei a descoperit cu aceastA ocazie rezulta 'te esenţiale In anahza matematicA, ce 16 conflr, 
mau tn rezolvArile unor probleme coDc~te ~i acest f~pt. nU-l. Indemna spre o ex:minare 
critică a conceptelor folosite. tn aceeaşI pfrlOadă, Lelbmz, tria!!, ca dlplofuat la f arll (In 
1613) a inlraltn cent act cu olandezul Cr. Huygens (1629 - 16951. de la care a aflat de rez "I. 
tatele lui B. Pascal 11623-16621 In Iăm 'Jrirea conceptului de limitA. Le,bniz a defin.t 
(foarte restrictiv) noţiunea de funcţie şi a descoperit, IOdependent de Newton, noţIUnea de 
diferenţială, reguJile de derivare şi integl1l.l't', introducând tot.odatA. notaţii potnvite. apro. 
piate de cele folosite astAzi. Newton a conlest3t meritele lui Leibniz, cerând inl lituirea unet 
comisii care sa. atabileas~ prioritatea f.a tn descoperirea Calculului diferenţia! Acum. 
privind cu detaşarea celor aproape 300 ani scurşi de atunci, a devenit clar cA descoperuile 
lui Leibniz au fost meritul exclusiv al acestuia şi, ca o ironie a soartei , matematicienii 
englezi, ncadoptAnd notaţia şi metodele (-le calcul ale lui Leibn.iz, au rlimas mult timp izolaţ i 

de realizările majore ale celorlalţi matonaticieui europeni. Se poate afirma că Leibniz a 
avut ca StOP elnhorarea unor metode ş :( algoritmi cAt mai generaJi. tn timp ~ Newton era 
intert.-snt In a rezolva tndeosebi probleme fizice A~te douA moduri de a privi mA tematiCi 
au coexistat dinl ol(lr.lluna, au ambele juslificări serioase şi corespund unor temperament\! 
ştiinţifico di(~rite , dar la reI de necesa re progresului. 

Entuziasmul provo('at de ff'zlIHatele calculului dirprcnţial creat dp NE"wlon ţii Leibniz 
a lntArziat rUJldamentarea riguroasă a. conceptelor. Marele matematician elvet ian L. }o;uler 
(~'O'-1783) 11 introdus numArul~, Il precizat noţiunea de runcţie, a CC'c plAnd ideel .,runC'. 
ţuJor cu acolada:' (date prin expresii analitice direrite pe wtervale diferite \. Studiul malerna. 
0,(' al mi.şcArii corzii vibrante şi, mai tArziu, studiul propagării c.ăldurii (datora t lUI J .8. FOII. 
rler, 1768-1830) au c?ndus la considerarea Itrunc~ii1or arbitrare". P Lejeune· Otrichlet 
(~80S-.1859 ) a c~nstrUlt In 1829 exemplul silu celebru, dat şi In acest manual, de runc",e 
dlSCO?tm~.ă In.orlce fur.et, care JIU este definită printr-o expresie analiticA Toatt aceste 
c:n:rlbuţu au Impus: cu necesitrde, analizarea şi sistematiza:rea conceptelor şi re&ultalelor 
o ţlOut., Franc.,ulu, A L. Cauchy (1789 - 18571 ~i cehului D. Bohano (1781-1848110 dato. 
rămt definIrea modernA ~ c~nceJ..ltuIUl de continuitate (In limbajul, _ &) iar lui K_ Weit.r. 
, raM conceptul de fontmultate uniformA r ' 
n'1len'ă ca ... li poar'lA ni' f . n anul 1821 Cauchy a enunţat criteriul d. con· 

t • ume. ŞI a undamentat ,. d'" •. 
,tandardcnoi de rig08re. Abia du Il .. ntl.~lunea el limitA Introduc&nd In AnAllP 

G. Cantor ,i francezul Ch. M';I'8~ a~ :::~~:~atlClenll germani K. W"' ... t ...... R ONl.k,nd, 
... ,.t teoria mulţimilor (condus de ce tA'l conceptul d. numAr real ,i dupA,," Cantor 1 

hotii_ • lBIiilor trigollomebicel .. ro. n o oalo .sup .. mulţimII". d. ronv ..... nţA pune' 
-.tematlce, • poate vorbi d. lundamenta_ ri(fUroali o o •• U .. 1 

lIotoch' _L_~ 
080_ .... matemati"" s·au dovedit d 

.... 8 .leflllaţel. Altfel marele matematldo 010 Inceput extrem d. ptlt~mioo ,i 1 •• ltI 

..... t .. &UIt.tal. IIIOIlUi la ItuclluI n rwman KUI Frie4r\eh 0.l1li (17"-U~1 

.... I.L. Lopuce (1716-18181 fi P ;''::1 .. ,1 II'ProteţelOl' ....... cI ,'Mat>l.rIo etil ... •• 

.... JIfIIIaJ .... ct o_tr\huţle'- . ti ",Place (174'-UI711U _t __ ni ...... ti· 
na lIIulla .It, d0i60111U. FoIolinct mttod. d. aII' 

1\" • d ...... 
cl!J!d 
",Ilel 
,'-'JU 

I 
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"",,111111<.\. Ch .. lI",U~lt. (l~t2 1901, şi F Lllldum.nl\ (t85t '1939) au teu~lt al 
li" ons tteJlf, In "'rşllut ~,olulu~ ttocul, c;l nUlllt'rd~ e şi rtlip6cliv ft sunt lran,cendente 
dtDl

J ' Ue1 tASpU". IH'~t\hv unfl vroblemtl care ti piUlioual oJlumirea l,'mp d. t d : 
",nul> d' '. . pel. ou. 

,1 11 - prubltlllH\ i.'UB ta urI' C~I"\:UlUl (a collstruirii, eli tigla ,i compasul, a unui pi'UraL 
~ Ct't'1l~i ari" ('lll'l'â Il U(llU (;erc dat). 

,Ivi
n 
O:tOfillllui Herulu\rd Hi4lTntmU (18~6-1ij6G). David Hilbert (ltl6!! -t9~3: ŞI lui Henri 

ue ( U17~ 19U) rt'Z"ullatl'Je IundanentalE.'l (eo nu poL fi pr·-'·,.ntate a' '1 
Le~ . .' '-' , , lCI • care au 

hli' pt»ibilitllţl unenst'l de Rphcare a analizei matematice conducând la crearea ,.. 
'''' d .. l' ' I ana'IZ81 
funcţiollBI6 ~i nlart'4nd " eCISLV 1mbaJul lnt.r~ii ştiinţe actuale. Rt.·]nHv recent, bov-ieticlli 
. L Sabolov (n.1908) ~llrancezul L. Scll""I!z (n. 19151 au dat o generalizare naturalA a 
:;'r~~ii da derivalA In cadl'ul teol'iei dislribuţiilor. AnaHza malematica are aplicaţii pra. 
DO ~e In studiul ecuaţiilor diferenţiale, tl'1 teoria controlului optimal, studiul fenomenelor 
fun t'l' '. t hn' .. Illeetoare , ca ~i tn U I l1area superlo..'lr~, aa leu moderne de caleul, iar aventura ('.unoa,terii 

t.Ontinua.. o
• ••••• 

fn privinţa comumcAm largl a rezu .taletor analizei matematice merită sA. fie, de ase. 
ene8,amintile câteva momente importante. Primul manual de analiză scris vreodata. a fost 

~a1lui l' HObpital. tipărit pullD Inainte d., 1700. Printr. manualel.larg diruzat. şi cuno.cute 
menţionAm p. cel. datorate lui L, Euler A.L. Cauchy, C. Jordan \ 1838 -1922 1, E. Goursat 
,1858 -1936), ŞI. Banach (1892-19451, J. Dieudolln. In. 19061, G,E. Şilov, L. Schwartz, 

In ţara noastrA o serie de proresori de valoare recunoscuU\. au pus bazele unui Invăţă­
mint serios al analizei matematice. Mcni,ionăm aici numele lui Spiru Hare' (1851- 1912l _ 
Intemeletorullnvăţământului românesc modE-ro, autor al unor siudii tn mecanica cerească 
fAcute cu metode de analiză matematk:ă, Da('id Emmanuel (1854-19U) - autorul unui 
excelent traiat de teoria func!iilor şi '-:lnton Davidoglu (1816-19581 .. avAnd contribuţii 
notabile tn teoria ecuaţii lor diferenţiale. 

Printre matematiciellii noştri care .1U obţinut rezultate originale de mare insemnJHale, 
recunoscute ca atare pe plan mondial în analîza matematicA, In analiza funcţională, teoria 
funcţiilor şi teoria potenţialului, subliniem fn primul rând numole lui D,mi,trte Pompeiu 
(1873-19541 care, prin're altole, a inh'odus noţiunea de derivată ar"olară şi a demonstrat 
o leoremd celebră de repre.entare integrală şi numel. lui Traia. Laz"scu (1882-t9291, 
autor al uJlor contribuţii de mare imp'JrtanţA tn teoria ecuaţiilor integrale. 

In anii de dupa. al doilea război mondial, matf"matica romlnească a continuat sa. se 
df'zvolle atât pp lilli9 cerceta.rii originale. cât şi ca disciplinA de invăţămAnt sau prin legă· 
turile ei cu alte discipline. Lui Simion Swilow (1887 -t!J61) i se datorează lucrJ.ri runda­
menta1e cu rezultate derinili ve, tn teoria topologică a funcţiilor, iar Ali-ro/l. N icolucu (1993-
1"~) a iniţiat şi dezvoJtat leoria ftncţiilor policalorice. S. Sloilov este creatorul şcolii 
rumtneşti de teoria funcţiilor (anaUz.l complexă), iar M. Nicolescu este proresoTIJI unei 
Intregi pleiade de tineri c~rcetAtori, care se afirmă viguros tn domeniul analizei funcţio­
nale, teoriei potenţialnlui şi teol'iei o~eratorilor. 
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RASPUNSURI S INDICATII 

• ~ 11. <IL 

1. § 1 (pagin. ti). l • .x e {-a, a}; x ,.,. ai :t e {-a, a} . 2. Exisl~ n e N asUt! 1[J~t 

y • -3 ~ ~ 5 .-3 .. y .. 7 .. -6" % + y . .. 12 6. a) x .. It , hJ fi -- < n.~. ... .E.... , I 

:) x e [O. ~J; d) x e [1, 00); e) x "' ( - 00, - 3) U (1 ,00); 1),. e R ; g) J x - 1 + z - 1 

_ J" _ ~I > O ~ x - \ 1 > O "" x e R'.( I }. 6. 1%- YI > O; x Y. <...t.... 
10 

n fi n 
1. )' t,a; Ci:)' Iii . I tli I .:!Iii ~ ! aj 1, tleoarecti t:f!" 1 penlru orice, COptin! Intr-e 

t:i f:) 1_1 

1 C; a*' n. 8. b) tJeneralizare: dacă %1 .s;; y" ''' , %11 < Yn şi x. + o •• + x,,= Y. + .. + y". 
alulld .rl "'" y,. " Xn = )fII' 10. Dacă bl = br, «lunci ( (x) = 4! • I x + b, este evident 
neinjectivA; pulem presupune b, < h, etc. 111 toale eazurile exista. o llar.llelă la 
axa Ox care intersecte8t.."l graficul lui f tn puncte distinde. 18. Se obţin mulţimi 
linlle de valori In ca,,"ril. b, " r, g. 14_ {O}; 0; n. [0,1). 16_ Uaca. 1 este UD 

interval mărginit de lulIgime 1, atunci In I se fiOă cel mull ll] + 1 numere 1nlf\'gi. 

17. b) n'.z = U (k, k + 1). 18_ Considerăm qx şi exist., un Intreg p unic astfel 
>.z 

IncAt p" Ip < p + \. 20. A, = (O, 2], A, •• (-00, -1) U (3, 00), A. = R, 

A • • ( 00, - 4]U [4, 00). A, = (-4, 4). 2t. a) I 3n + t - 31 <.!. , deci n > 10; 
n \0 

hl n > 10-1; ci • - 1 < -. < _ şi inegalitatea nu ~te nrificall 
1

9n -1- tit 2n + I 1 
n 10 n 10 

pentru n Ei N. In. a) Nici lina, b) cinci; c) 'ma; d) 40. 24. a) Luăm fi, = 10 

( dacII n .. 10, atunci n < .t.. .. ....!..) . b) ,V = 2 26. a) M = 2, bl s. obsml 
II' + n + 1 n 10' , . 

n' -1- 1 
cA n" n' -1- 1 . 26. a = O, b = 3. 27. In .pro,imllrile "'" 9,14, Vi" '" 1,;\ erori~ 

absolule sunt " < 0.16 < ....!.. < 11 ,U 1 C ( . 
i02 10" respectiv CI - < -- . on orm teort'm~1 1.S.t~, 

IOS t OS 

'vem ,,+ II!/' '" 4,55 cu eroarea absolulA cel m It 0,59 I u <.. _ -. ApOI luAm f'[ 3, tU 
10' 10' 

,1 Vi'"" CIt 1,414 ('Il erorile el < o~ < 1 , O ~:.! I 
10a ."01 I I"('8pect", cit <.. t " .... h~ H('Cft C.ltl 

n V'2 a. 3,141 )( 1/tU CIt 4 4, cu tir 10' tOt ' 
.' t 1 _ l' t 08 .... 8\JeolulA ",,1 mult ',', + S,H\c, -1- 1,4 \4<, .: 
- - + " - + II 2 - _. < _ 

loe .. t. "". len",1 ".el al .'P ... I I P + 9 9 
fi I,mal bun."); notAm" _ l!a ., ""flim d9 MUlt 
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l,f2 I 11 -( ~ O. "llulei II l- t ~ 2 <, U V 2 It "oIj/'A /1 - V 21 1 
C",~I4W. u + 1 

, . 1::I"'ip~nlrU .Ht·IU,III.t" ... t~tiutkh'nl U~owr\"at ca V"i l' 
f-' "., .. 1,19. e b .. I, 

80. PfriUpllllrJlI. prin ltbsurd, d\ ,,> b!:,i hu\m &: z=. u ..!.!-.. Hplultil b + , 
I I 2 

It Cl~h !, --_o _ ::.._ - ') 

2 - . 
I unt ravine ipolez.,·j ('i.l a < II -+- t, 82. Pentru 

O It ~ I illtl~alitt:dnl ,"si .. ,'vlul'nIJ PI'I.~SllpUllem incA"alilntea udevAratfi pentru Il 

; o d~mollstr,'1II ~lt'nll·tJ .n -f 1; av~m .cnH x· ::r:n > r(1 -!- n(.r - 1U .... x + llr _ 'lx . 
.J- n.r' - nI :> I -t- (n + 1 \ tx t) IH'nlfU r~ aceasta revint) la n(x _. 1)' , C V'" •. 'lorrtl+I~1 (II 1)I J . II \-at.l , .. ... 

•. 1. § t (pUlllR ~~). 1. NoLlm ('II IJf d(HlH~llilil maxim de df!tiniţi~ al unei runcţii reale f. 
"n, R'-II); Il) Il, 11,00). e) Il, = Il, oo}; JI Il, ~ (-00. -I)U Il, 00); e) D, 

-:x:, _;j UP, col, q} D, R'\, fi. - 1, V:rr. - Vai! , r} D, = [-1,1); si Dr= R; 
ni '1. ",1, 111 0, It; vi /), Ix E R sin x., O} U [iim, ,,+ 2Ar.J: wJ Il, 

O. dtlCI' .r e I 

-f 0, daM :c .. O ; 
r, da.'u x> O 

00, OI U r> 00) 

II .. Z 

bl ('(x) = {i, dacă x < O ; 
O. daC<1 x;;' O 

'1 fizi 6,Nohlmx + \ u,dt'dfl«I='u I}'Ţ 

4- 31" 

TI, dac.' .e e [o. ,t,) 
I} - 1 ,,+v 3; apoi. nofAnd v = 2J- - " , avem {(t') = cos. 

2 

• sint :. şi, in lJllimuJ cat, ((u):- t it 1, i. a) (;rarkul Gg este tJbpnut din (;, prin 
t 2 

10"lali, !X, ylll ..... (x, a. yl, adiel II, y) e G, _ (r" a, y) E G.; h) Graficul lui «.,te 
~htinllt din gl"dficulllli {tJl'in lI'all"laţia {r, yi 1-+ {r, y +- k}, iar gftlficl\lllli ti prin tramsfOf­
Rlart'a Le, Y)I_ (x, hyl, adi(';) .lI ((x) _ J.'y- 1'(,r)_ 8. Oraficullui - f E'Ste simt"frkullui 
e,in Ntport fU Ox; grafinJl lui I fi t~oincide cu C, 1n punctele unde f jia: O şi f'St(> simetricul 

" 1', I " . {o. dacii fir) <O elr 
I:'S UI,I Il rapttrl fU (j.r In v"ndelc unde f < O ApOI f(Jf\.r1) =-

. t. dac,l f lxl;' O 
• 

1 \ d' ă .- - re\'ifll' la 2r ~- i 9 < - , a le 1% 
Itt. al COndilllt {Iri < 

t 
t 

, 

100 
I 

bl Condilia gIr} < -100 o , 
:tOU 

• r:,:~, 1) Lu,i", ~ 1 ~ij 
1, I j (11 •• i". t7). 1. "1'. 1 I 

, 
5 • 

• , 
\ 

7 
, 

I 

9 
, 

100 
t 

revine IA < 
2x -- 2 

1 25 
; b} 9, 8. -3' 

11 

200 

100, adicA 

32 

1 I I I " I , , 
t. 1 

, 1,02, n 100 st' obţin. t ,02'" ~ t + 
li f,ti 

IIM) f),fl~ 

" III Il;u ;i 
1 _.:..- , 

t + r 
fII ,. > O, deri an = 

" - 1 "t'Inri " " .... (1«; , 

:_:-...:1_ I 1 t rHulll .', >!. ,i alegem 
1 + r"- -- )'III1And fond lţia - .. -,. 10 t .,. 

[:]'.'1, I,,~ ;:'''''''''"''10 " > 1 '1,'rll~,~r_ [1 f la I}I" > t t ni. , '. J'u nf'TD 
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"" 1 

q" ... t n 

'. , , [ v ,v _ 
" 1 

t .. , Itll 11111"111 aV~a Il" ~ t I rt',ulld Il" ~ 'W 

10 
., "1 " ... b 10..1 Ac 1,1.,1/1 111 tI,H,t Ne ., .. IIJ alun" 1-'''' Y _.' 

ll •. 1 )),11'.11111111,111\';\ I 1~1~ ma/ltlll . r .1;.1 I~ hlllli wultllIIl flhH'oCillill' C'i 
6 " Il e 1ll,}I'~"II"': III 1, t. t" " I ' ; I 

"tund Hc la. 1. ue," t!j _ b . I U1 (' 1 JUiI' (It /1 ) /(, 1I1.t1 1/1, ~I ti 
1 II ', •• ,' "Il' lui -1, t'll' .... 1 jl;ll-;\ /j ~, • ,1 I l ' 1, b "b " 

:>11 111111 I a + b ..,.. lu ~. b .. r __ ' fii hunI 
relaţiile de <'flllonstl';lt dl'vÎn (t 2' ~ 

. . II sau JJ ~ ti. ~i. fn H/"'hl 1'011 IIlal( u\ III ". 
1) ,lt -'- h "II ti lin 11\"1'111 a <... . '1 

".,'ith·llip .. It :... ,H.1 It r " 1 .... 1 i-,r lllilJor.wll ti"1I1 -f ~ 1 
, lE" .. ," I i A sunt IIUnlt'I'1' t> X ... .' .' _ :, : oF miII III, b). 5 . •• \ ;IHH rHJl 11 li . . r:.70U~' sin -} ~ !'1II11'. .iI. blll 1 !:It 

J ,',i~P'! ('1 ~LtI I ~ SJlI . 1 " ~ • 

""
,,1,1 1, d,lI' 1l1HX. nu .' , . 1 '1 "a< A 

.' ,'1 < "in:l miII i !'Ill . • I - 5111 ~I 1.' • '"I)f' (1"('1 <,, 113 !'III .. 
Q(sinl71.)5t sin!" 1,. . tii Irt'''11E'rl iv majoran!1I ~HlnlllUmf'r('le:t~_2 
d min A -2 011\ A 4. InlnOr;1I1 ' 

{ 
1:! n - 1 } min A 

f~spf'l'liV :r ~ 'i J el A\"(''l1 A 0, i • :; .. I '. It' , 
0, filaJ( A nl\ 

I 
e\istă; apoi Jnmorantii lui A sunt numert-Ie ~ ~ n de.:; (J Jllllt A - • mnx A nu 

3 

C'XIst!l , MinorallţH (rl~spediv majoranţîi l lul A sunt numerele .E";;;; 
1 

I X ~ 1 
3 

6. FiI" a • 

, ,. (' h P (' A,'IlHi.m că :sup n o Pt'u\1'II ('Irir.l' re- f'. tl\"~m :r e r . 
In .• SI' . 1 ., rAI 1 

1 , - a " ,'"" ~ " fi!'t 'i 'u t's/~ UII !Hiqoranl Hol nlll tunll - , pOl 'fi ~ r ce ( fO(:1 :r,. cr. u ,..... • , 

mai mir mRjoraRI allni r (in /r -ad,·,,',1 .,. dac,' c ('sit> lin IlldJo"'lnl oarpC',U'l' p,'nlrn - C, 

a~lIn4'1 c ('si" 1111 llIinnr'ln/ pt"'1I1ru (', drd c '" (', a<lil',l a.:s;; d. ASilClal' n SliP ~ ·Cl 

pl(' 7. inl MI 117, sup MI tI~, înr Ma ~/t. sup .1/ 2 V~i inr 'U l - 2, 
,> 

sup Ma 2. 8. II) inr (In O.SUpfI" __ 1 ; b\ Ave'll O~n".:s; Vn ~:!, pentru ori('('n~ t 

1 
şi înf an rl inf 0,1 - 0, O, sup ati d) Înf ((ti 1 ; SII P aII -,> -
8upan=2: . e) inran ,=ao=O, ~upan = 10 ; r} inran ('ost, SUpan t 9. a,A= 
\,;JL{f/3. 00), drriinrA -V3,su~;l OO,t:l Avem illf t 0, slIpA 00; d,jinrA'=" 

00. sup A = 00. 10. a l, cl 11. D~\, nu, dA 12. al şi cI sunt "ce in;,\l;1.t i alt' lui ce, iar 
bl, cI sunt ,,'('cini\l:'J1i penlru -00. J8. tn orice vt:ciniUnle ( ·r, r l. r > O A oriRinii se Află 

1( 1 ,1)\ , ., infinitate de numere de forma - ppnlrll eă aVf'm - <,,., pentl'u or\f'(' n > _ . pOl 
n' · nI ~Ir 

• tn orice infpl'val fa, 001 se află o infinitatt' dt' pillratr de IIl1m('re nnlurnlf' . 14. In orirl" 
vpcin:'Uate a pIIJlduJui (X = 8 se arii\. o infinitate rlf' E"lt'ml~nt(' alt. ril'e.j1N'j multimi J). 

-16. I'lIllctt>ll'o dt' acumulare: al [ - 1,11; h) [-'Xl, 1] U [5.001. t ) 00; d\ n , ('1 orij.!il1N 
II n - [O, 1] U (- q, In exempMe <1 şi e) punl'1plo sunt izolato, 16. Fi. A _ {o. 1" ;. P} 
şi n - sup A. Avrln an ~ hn, V n ~ 0, circi a Cii b inf bn P~' nt fII orirt' (' e [a, /Il. IlHIlI 
an <: a ~ c" b Cii bn• adiel ce In, pl'nlru tlrÎee n jj!J O. 

1. IA (JN\8lna 86). J. Funcţiile a, r, h, i. j SUrIt. llHre. inr d, t', r, k sunt imp:lr(l 

t. Perioadtole principale llunt ri'8pcf'liv 1l', ni ,27'( 8. nI rn At't'St. t'RI, (r, yl e G, ... 
1 '" 1 

.. (1a .:r, y) Ei. G,_ ndif':\ y f{r) .. y _ (('l'A .1'1 şi "r('Mll\ rt'vin(' I ~\ (''\.isl('l1ţA 
relatiei ((r\ - f(~(1 - r) pentru oriep .T fii R. () fUllrtifl , . R R t1~ tz;rafil'ul ~il1ll'trif 
,.ţA ,Ip punctul (a, O), darJ\ li numai darA ((2a ,") _ ((zi, V" 11, h ) \~.d", 
(Izi (12n Z' (126 ,T\ pl'nlr" orire .r _ R (o < hl; Inlor1l,"\" ~a V şi ... ,,,\fA 
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C -1 

E 

.~I 

t 

rAP,,,tr. uri<. y .. R a"'Il' (\Y) - f(2b - 2a of V), doci ( .. to perlodldl cu perioada ~b - 24 

l, 1)0,1 J', x" .tunri .. 1 <: ':' r~ < x: şi "lUlI~ imediat (Ix,) < ((.,) ,1 ,(x,) < (Iz,). 
&. It' f nu t'Jlte mOlwlunj\ pe lt.; b) ('sta strict crt.'acăloarej e) (eate Itrid dESCresc410tiNl 

.! x' "" 10. n:L d; PJ't.'SUPUllf>1ll .TI < Xt· IJifert>uţa ((:ta) - ((CI) _ • _ 1 _ 
y- t+~ l+x~ 

t .. TI 
.r~ . t, !I 11\1 Ctl'{' un semn constant, deci f nu o~te monotonA pe R 

It txl)(t + r,) 
l{l'5te monolon d:'S(,"('S(~ăIO:lre ()e (-00, O] şi mOlloton crescAloare pe intervalul [O, (0). 

.. f reLUltt' iaJ{'rl!v,' (d;~Ci\ Xl :f:. X" dt3 exemplu, dacă Xl < Xi. rezultA f(xtl < ((%t). 
ad"~ (Ir,) .,. (Ir,)). Apo" dacă y, < y" rezultă (-'Iy,) < (-'(y,); In caz contrar, ave.n 
,I(ysl .< rl/YI) şi aplicAnd f, ar rewlta Y't c;: YJt ceea ce estc ab:-.urd. 8. o) an = 
A 1-1 In !. In"> 1 ; lJ) an -= n1

, Il ;;,: O. 9. Se arată cA dire-renţa an+1 - an e1;le pozitivă 
/1 

1 p,"tr" orir< n .. 1 In E N). 10. al '(Ix) ,.; 3, V x e R; b) ) (Ix) ,.; -, V X E R; 
2 

O, fix) < 1 V, E Il; d) O.; ((x) .. 1, Vre Il ; e) ! fir) 1 .. 2, Vre R; f) O .. 
'fi.')' 1, v .. E Il 11. F\'ncţiilc b, f sunt m~rgini·e. 12. Vom nota m = inf (1",), 

'<in 
.11 = SliP ((x), Răspunsurile sunl: a) '" = -1, M = 1; b) m = O, M = 1; cI m = O, 

xsl> 

M . 1 ; d) m O, M 1. 

-

r\PITOI.t II 

II, I 1 (pagin. 48), 1_ al Ppntru , 
orIce 1: > O, condiţia..!. < lE este tndeplinitA. 

n' 

pentru erice n '=' v\ ~i. 10 particular, pentru orice n ';l;N, unde N = r v\ J + 1. Aşadar, 
r 1 
IIli - ... O. Putem, U!! ACjpmenea, folosi urmAlorul rezultAt general : daca. (tln)n>k este 

ft.\lDn' 

un şir rrt'5râtor şi npmlrginit, atunci Iim :-- =- O, aplicat pentru an = ni, n ;;;. 1. i b) Pentru 
n.ao an 

oru'(' t > 0, ronditia __ ",,-_ < t, adică cn' _ n + 6: > O este IndeplinitA pentru orice n tn 
"2 "" 1. 

lulnd N(t) ~ [ 1 + V; -- ~ .• ] + 1, C'atul când lE > ~. j dac' 0< c '" ~. I alunci, 

Condiţia anl.erioMA. are lof': pt>ntru orit":e n ~ N{c:) De asemenp:8, se poate npUca rezultatul 

~enp.ral amintit mai 8U8 pcntrll (In .."... cnc:.'--,+-'..l n + 1.. care este un şir eresdifor şi 
" n 

ncmA'1in1t . S~ poatf> raţiona similar pentru toale celE'lalte excrf;iţii . t. AVflm dfO arA.lat cA 

lilll 2 3 p n "d 1 ,. O Iim _ O Iim - _ O (p j;IJ 1 fiXAt) Jim - =- t. ceea ce este eVI en . 
ft1o'7': It ' I • 

, n -'11': n "" ... «. n n ...... ce n 

.. Fi .. Q" It"' 1, n )o. t ~i Y o vecinAtate oarecare Il punctului o _ 4. Aşadar existA 

• 
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) V PUlltI'Ul ~ond lţl" a 

I 'fa - t ,<,. dtff.'1 n > 1 

- It I <. ", aJicA ~, ,. 

fi . 1\. ' III tr tII t".;uull,·Xt· r<"JţIllJ ,1I »erll flll t. Şlrl '1 
1 I . V St.' rtlţlOIH'l.lllJ 11111 < Iri II pentru n ~> aparpn UJ .'- . 

, ) este C'onvergent c.lt:ourfH; j, bre tt~ 1 *lJ~ i r . nle. Şirul a nu· . • O, Uri 
b, c. e, t. g, h sunt converge.. . pentru !;tIrul d ) ""l - + :.!. "Ul tl • . d~ţj ~ Ir u l 
rare converg cdtre limite dlslUlcle, Uir tI II rAt pentru orlto N Uitlurltl.fIA ~ x i fl lf~ n nat 

t 6. E istA c> O 8S e n , II . 
(a",ln>O este divergen . x / a 1 ~ c. 6. Avem O *' a'l .. t ţII a"11 a" 1# O 
raI n;;" N cu proprietatea că an -

, . . 1 esle monoton şi mArginit AV ('ffI "o 0, al t 
pt:ntru orICe Il ;II; O, deCI şirul (an. ,1;;,:0 5 ' 

1 9 Q _ ~ a . ...:.~ ~ t a, 9 plt', \;ii nt! t'st c 8UgI'ru i (·(t "II -. 1 In lr.iI • 
as = . a, "'" . 4 - r;''> ~9 tO 

j 13 ,1 

/ 

n' 1 I " -+0. 7. a ) al 1,OOi; a, O,1St,fJ1:::r.tO tt3_ 
devAr l an - 1 = II ' _+- 4 - = 11.' t 4 . ' . 

004.1 ." .su ! (avem lim I'n :::: O,OO:.! ) ; b) A vem Utn -+ :l ŞI aal .. 1 ...... O. dl>f'i B., 0 ,0645 ; a5' n ... «' 

. . 8 } Ş ' 1 este mărgini l· b) Şirul E"si e constan t, an O," n ); O: şmd este dlvergent. • a • Iru ' / 2 1 1 411. + 1 
COSi li. 1, I 2n 

- 1 _ 1 =-= < : 4 :;;: 
c ) Dn-O. 9.a ) 0'; II. ~ ; , 211 + 1 2" +· 1 n n ....... 1 

3 ; /1 Sin !!.,.Tt I < 1_; el 11. 2 + 1 > II. 11. a l AVI"JlI anu - Of! an ,., a .. 
,, + 1 II 3 n 

L _ / a +. a - a l' V('oarer e Un -+ a , rezull il an - o -+ O. 0. ..... ,_ r a an... UIl+ J - n . , . . . 
I O de,·· ,( - a_O ' b) 011 ('.<'\ an- o a lunci tn Afara OTll'fi r el vI"rmc':iU1tl a lui a Sp a -+ , _ I " ,1 " , , 

atl/lun numi\r finil de tprmeni ai şirului fl1n l ,,:> o,dt~r i lin numi\r finit de tE"rmeni ai şi ru l ui 
1 . a 1 

( A d 13 ._1 III 1rn Il ~ - . 14. P~lll ru orice "p(n»)n,>o ' şa ttr, ape,,) -+ a. • a T ;; -+ a; i " n ' 11 II. 

r ...... O ('onrliţia V;; > r estE' IndeplinitA PPlltru oriel' II ~ li, deci pt'n t rll ori("(' n ?- S , unde 
11.1 + 4 . 

JV rrJl 4- J, Apoi :.!tI -1 ~ II. şi "" II pt' lIlru c,.rWt'/1 ii) 1 ş i apli cam If'or.:-ma 11 ~ f. 
n 

15. 1)e- l"empil.l , Rn II. + (_ l In, " ~ 1. lU. J)llr-d tlil ~ir (an 1n ;;"'0 e:sh' nem"rginit , 
alltn('1 ('1 nil poate li convtll1Cent. ('onform t~orl?m('i 11.3 . :o>irurile (2n '11;"0 . H ~ ,tI;in~I.\ slint 
nt:rn<1rginife. dt'ci dive'1(ente; primul ue limita 00 :;;. i al doilea JIU a re limit,l. 

n. Ş 2 \pRr(Îna !)7). 1. Il ) Dac." In -+ 11, .1'n:F!l, Htunr i ,rn .. 5 -+ !X + 5. dt',~i ft~,.l ~ 
-+ {(a..

l
. :\~fll'ar. Iim ( I.c l :::.. ((«1, arlif'ă Iim Ix + 51 (l ~ 5; OI ])ac·t I II _ ~. XIt :l.a, 

.\: .~a. ' ... 
afund :r.

2 
-+ 'l~ . der- j Iim .TI 2 2 ., 01 Iim ( ... 1 -4 f" =- ... 1 + 5. B. T ti · t" I 

.. .... J; • ( l r 1 III - ,.T'n r , 

1 
1111 art.> ti mii il . în eazlIl 5('('''11(1, runcti ll r n il " f'\' limi l,\ III 2x" - 2 

o, x -= ~. 3. a ) Fil' l-' o \'eriniltalt" Oilri'l'ilrt' II 
JllIllt ' llIJui I 

.;>0 BOirel in,·lil (} - ,. ~ -+- ,)e 1'. NOLlm {'.' I 

( 
.) 2 ) 

1 
---.-". "1' z ~ ~ 

dllia <n fix) E ::- <, ... +, . adirA /! CI ~ 2 
3 3 r+2 3 < t ~IHJ, 

., 

... , drn C\ i~tl 
3 

AI...,m ~ .. trei IncAt 0<3 < 2 ,i 3 < 3. ~i nOIA'm U ~ Il 

41 • U, Z " t, avem .r + ;':'> 3 ---o 3 :.> 1, ,Ieei 1 
~.t+~I . Afund. dElcA 

/ .. t ~, 
- ... tat el d""A z. li z" 1 .v .... fI 

' , zi • .. ", In conol.lli., IIm f( .. ) 

I III , ..{ , 

., 
• si fa "11Ir8. , . 

2 : hl ~imll.r 
8 

bl COlI 
..... at 
lII"c, A. 
~ ..... 
dar (, 
__ 1 -
ti ((7 
nici o 
r) (Ii · 

IL 

I b.: ~ 

remit 

part 

'" -

= -
5 

ld 
....... 

.. -



-• 

4 "';,' H.,lid\ loort'lHlt II' ~Î ltH'fIt IlO li) \Xl ((U t 0\ 00, «(O O oe, 

(
'!)' ... O) .. 00 ,1. l'a titlU.,. f ţ;i , nu uu limita 111 orj~iflH. Apoi' f - ,I(z) _ 3z, 

I 5'10\ ( 

r
')" ,. şi lilll If ')(J) - 0, lilll f),.) 1 1 6 f" li , 1 ,.. ee. It I~ o vorin"talt! 
" :!J." x .. o .\.n ţ 

Odrt'C,U'ţ> pt'ntru 00; nleg,,'m c'> o 8Stral totAt (1,001 C Y fi punem C'ondiţia t > c, 
(z· 1)' 

I 1 ) V-;. 1 + -v-; retultl ca 
I 

11< v-; , T.u~nd , 
• 

nlru orit't'r _ l r 'tvell\ 1 E:i: V, df:ld Iim ..,---=.1 __ 
1" (.1' II' x-.t (x - II' 

OC,t (olosind definitia 1 J.4; 

bl Condiţia \4) nu poate fi tndepJinifA v.entrl1 nici o valQnr~ 1 Ei ii, deoarece orice 
\'l'\'in,\Ia.tll (\ punctului z . t conţine puncte unde f(%) este oricât de lRare sau oricât de 
miC .• m.l, (It O) - - 00, fiI + O) ~ 00.6. Funcţiile (, g au limil~ In oric. punct, iar 
~ al't' limită tu (ltire punct x:F 1. 7. Funcţhlf' g şi h 1111 9U limită In punctul x = O 
dar'. ţ, h 8" limit " in onee punct x ! o. 8. a) (iO OI flO t- O) ,= O; b) ((O - O) = 
=-1; r iU t Ol - l ; e) flO - OI=O, (10+01 = 2; dl fll - 0) = I, (II tO)=2; 
,) fi' - OI = 9 ; f(1 -t- O) = 9; ( (2 - O) = f (2 + OI = ' .. 9. Pelltru k =. -2; pentru 
nici o valoare a lui k. 10. al Sr,. = O; bl f(~ + O) = 8. fl2 - O) = 3, deci Sr,. = 5, 
r l f ll + O) . k+ 2. ( i l - O) - --1, deci Sr •• ~' k +- 3 

II. ! 8 <rogln. 63), 1_ S. aplicA teoremaI1.8 . 2.Aşadar.xi •• AM>08.tr.l IncAt 
bn *' M pentru orice n ~ O Atunci, I anb" - O ..;; M · an şi, aplieAnd t.eorema ][.~.to. 

l'nuIU\ Onbn --+ O, 8. Fieofl -. a , a i= O. Atunci Iim • 
an 

lam 0.1+1 
n . o< 

Iim an 

a 
= 

a 

partt'!t sl'cundli luăm Un 
c( -,-ILI' ~i an+l 

H"I'm IIm I:S' 1 t. 

~ , 
-, 
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t 
5 t 

n' 

tO 

n' 
~ I i uăm ati 

,. n.ao an 

i 10 
:.! !- - - • bn T"" ,. ,.' 

1 ,+ 
,.' 

I';videnl Iim en 
"->~ 

= 1 Pentru 

Iim an 

2 
. 6. 

5 
1> 1 1 ; ('1 o. d ) 8. 6. Avem 

t <; 1>';-1 P~-,"'.:-:-+----'t-n--:;p .. IY n . nP = <IY;;-)' " şi t etc. 7. 1° Dacă 1 e tind . 

l uăm an _ 1 • 1 _ ; penlr\l 1 
n n 

'n 1 
, b, 

1 , 1'), Pl'ntru 1 E R, 
n' n 
n pt r 

II. It (pagina 73). 1.0 1 0; h ) 1; ci O; 

1 tn = -~ ; uenlru 1 = 
n ' n* ' 

- 00, 

luăm a n + 1, bn = n, pentru 1 = 00, 

d14; . 100 ; ilO, g) O; hlO; ill; j ) oo;kl00; 
n(n + 1) n . 

II 00 mi 00; n ) O; 01 2; PI 
2 !... ; q 1 O; r) Iim ----,,-!'---, 

S •• oo n(n + l }( 2n + 11 

an ,. hm _.:0::'- = 
2n + 1 

• • 2 

S 

. , 1 

~ 

1 , Il 
2 

OI ) 100 , v I 00; YJ Iim 
n · +'() 

6 
I d.r! a 1 ~ I 

0, d8C.A, a. - 1 

O, darA (1 ..... 1 

• 
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.... Il _ t 
II Iim 

"",z) oin + I 

t. dRn' I "J 

1 dlled 1. , 

1 J' 
> t II. JlllcA /1 , 

O, dacA a - .11 
Fu,) Q{II + 11 ...... 1. 

pp".Q{n-rll_ ..... t.deoarec13 t1) ..... 1 1 Q{II J 
(P (1 

Qlnl' Pin + II 2 ' P~~ 5 1" 21 , " 1" 
t . 3 . Of .::....::_ ' 

polinomiaJel 8. I'n = i . 3: . 41 (,. t J' 

l' lntll 
,,' 

1 

(In tI t' " d ' < q pru rll orice '1 $!I ". PCI a V a • • , 
" 

(UIIIJ 

" 1 1 -...:... ­
:l I. , , 

0 < taX+1t < git , aN' Pentru h -. 00 relultă Hm a.,_ = O, Notăm an = ~ ; avem Iim an.1 ::. 
" .... 00 2"" .. «, Rn 

l' n+1 1 d' I = Im =:;-, ~I, con orm c~lorspuse mai su.s. lim an ~ O ~tl" . 11. a) Pentru once 
n~oo 2n ~ 

n~., 

1 1) ." I n t 
- !!k + 1 ' deCI L t = lim L: -"--

n - t 4n - 1 n-+oz:, 1\ .. 1 lAI - I 

- ~~': ~ (: - 2n ~ 1 ) = ~; b) {; -, 1 = Iim t _-,1,-:- ~ 
n 2 ni + " n ..... oz:, • 1<' + k 

n ( 1 I (- _2 
= Iim E - - , 1 = Iim I - 1 1 I 1 1 
"''''-2 k k+l .~ .. 2 n t l ~ 2; c) - s; d)~; 01 ii' 

i%,I 2 ta + t 110 t i%,I 

1)&1 ni -2~(n_I)I+E~=2(1+1·IJ+t..+.,.)+(.!..+.!..+!.+ ... ) .. 
- n_ t 2 J I I 2 I 8 I 

- 2. + (o - 1) - a. - t. 11. Sumele pAr'ial. ,le _1 ~ I 
t r"ng ,. sunt .tn · t - ",'"=0:;0 -rn + I 

k ;Jo t, 
41<' - I 

ti roopectlv .. - rn+ 1- t .... 00. 

-

II, '1( ...... ").1 .• )(( - 5 _ 0) _ - 00'(( 
t t ' - 5 + O) - 00; bl dncA zo .... S ..... <. S. 

atand .... _ 00 ,1 2 ".-1 
... - • .... n. dl'Cl ((8 - O) ~ 1; slmnRr. d.ri z .... S. I'.;;- S. 
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dl f I ~ 

In 

il.! JiUl • .. 

_ JiUl 

\1 
spre ~ 
şi spre 
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.. 1 

t 
.1 ' 
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l' 

I 
1 o,,\:" 3 o', -t 00, .. -to ClO ,,1\llh. - ., 

Zn o 
ş. fI3 10) - 0, c, fiU - 01_ fO . o' 00, 

dJ ( 1 O) f( I ~ OI 
turii,," ~' :;>I ti :!. a 00 II I 

~ pl't"5UpUIlt'1Il ('.\ t· \.isL\ I 

X' Ut> rt'lII.u'('ui cA lIlIIita ,'xis" tt'1rl a fi fmitA doar tn 
:L (" . 0, II O; (o) XI 1 3, KI ;.o, '1 IX) I ce. JI ti. 

lilll [ Lr) . Arjl.hllll al 1111('1 t ~ t>:-..i;)ttl 1I"11Î' U Iim f\ .1') !;Ii c;1 t'" 18 
.\: ~ CItI :c • ~ 

,gala cu 1. tnlr-.,dl·v l'r. ri 6 1111 -;;ir Oilr~l('iH'e .fn -- 00 , atun t":1 rn, _ -~ ti , conform 
iVlJtt'Z(.'I, fi - .rIl J ~ 1" l:t·~'lpro\ ·.t st.' . dt'lllonsl f'l' i\li\ 6imiJ.lI' H,(';..\'uL.l. sll;:l.bililA ,"wa n fi foI • 

• nuia\;' ~i ilsth'l hniliil iim .f(.rl l':\I~IJ. dJci'1 (J.)l1I160'.1 I - zi exista. limita lirn (1 ZI~' 
.\ ~ QC O:~ n 

, '('rit· tlOlli\ hmil~ sunt l'Kdk ', IH' SCUI't , Iim ".-1 In ,H't>:S l'a ", <-
x... IX' 

tl l lil,t (,tt J.I Iim (.:; t 'r zI = OO i bl Hm tr tII ,f :' Ti 
s ~ . ~ ~ ..,.<O .\' - ~ -?:'J 

I Iim "1 o' , ~ Iim ._" - -
.. ,iI;' 1- 1 t ' 

42'= ...;... 1 

Î x l + 3 

1 
" ., , 

~ Iim 
:.~.o 

7 
3 

~ 

" • , 

_ liui 
; • f. I 

• 1 • -, , 

~~ ~l: (4 T 

,-
Iim (; , 

T 
: - )0"1) • 

- -Iim , ... , 

,1, ) 
" • 

,: ) 7 
, 

• -:==_:-= - 1 

, , 1 _. 
• 

1 

7 '. --- , 3 

r 

V:r~-r l 

Iim fi zI . Aplicatie 

Iim (V.' t , 

Iim 

li III 

"(4 + :, ) 

"(7+ ~:) 

--
:. -. Xl t/"T I 

II. i 6 (pttglllil HO). 1.11 1 FUI\I'ti.l "dlllilt' do{\)' alSimplultt Ol'iZtl ll la lit y t l,.;. pl'I' 00 ';> l 
!)pre +(0); b) x t. .r 1 asimplule verticale ; y O lt~itH p lol;\ ori..-:o n la Li. ~p rll 00 
şi spre +00; el:r O, !T 2. y = O; d) x _ O ilsimplu!:) VNIll'd,\ la d l'f'1\ p la 7i y O 
Asimvlol ii orill.onlaM !;I)I't' OO ~ p) J 1; .li t lr("',pt-div Y . 1 \ IlSiollpt Ol il orizon t;lIi' 
!lpl'(' 00 trt'spt'I'li" " 00 1; I'l Y 1 tr('spedi\' y 11 H<;irnplol;\ OriZtH1LlH ~Vrl'- 00 
(Wlpec!i\, co ), ,or .... :l n~imptotJ. verlieaMj g) r = 1 1 x -= 5 vcrlil'illt· y = f) orj ~ on t il Iă, 

h) x'"= O vt!rlicHIă . y x t- t oblic;'\ (spre - 00 'jj +(0 ) ; il n I Xl. O) ::-i "xl =, O, 
V X E D_ In ih'psl ra7. y O (", le asimplol" ori1.Onlnl;i !Sprl> Xl; J ) J" O \'f>";îr:-lh1; 
11 t srrt> (Xl:;-i 00 ~ k \ I t \'('rti r ala; y r t t oblid sprt> - Xl ~i y - x t 
oblidl ~prt' 00; 1) f) R Funcţia nn are asimptolp . 2. al fi, = 5, b nedrle rm inR I ; 
111 

. b , Ci a 8, b 2 3. ( .r l -"--. 
:.! ', sin r. :r 

II. 1; (p.~I .. U~).I.al 1 ; b I O,c' O, ii i O;. , 91, r, te, ~ I "', hi 00; il 

uI1:,") 1 jliVS; II - 00 ; m I O: n l oo ; p l -1; q' co; r j 00; s J 1; II - 1 ; 

i. ~\~_ h\ 1, dar" m 
') '2 

n , O, dac" m < Il : 00, da('~ m ~ n 3. (ti .:.-; 1/1 • r) oc. , 

dlO"1 rl " 00, ' , ~ I 1. 6. P ir i' (axtbIQlxl+r, ~rr ~ 
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I 1, _ 
7 •• 1 ,b) ,<J 

~ 
I ; f) I , g) 00, h) , ' 
~ . II 1; 1) t.. ',) 

~ ,. ! 
3 2 

tOl. _ olO; b) 1 • .. D. Id - 00; 
110. 111 10; nlO; o) , S.a)I,- ; ... 

c) I. -Id 00. d) 1, ~. 
, 

P _, 9. a) _00, b) 00, c) 0, d) x; .10 
O, d /, - Id ..... ) 

XIl fao +- t;'1~ + + ;: 
P~.r) := Iim _~ ___ ~r-:-:: __ -,:-:. 
In ;r. x __ ~:.Q In :r 

II 00, KI 00; h)O 

10. Iim 
Iim .::X:.."_. hlll (00 -t- a: f_ 

In:z. A: ,.0'. ... .\ H() 

Z .~ OZ 
(.;\ li 11\ - ce , 

;t-~CiO .c "o . Iim 
htptu I 

III X I - .' 
'. , 1· d- ' Irt'I'I' Iim .r' t' 

( 

. .( ..=1 Iim 
asimplul:. "t'l"lWOiIa 1i dreap ,1 1.0, .~ ... 0. x>tl l~OO :; 

Y = :r+teste 

-00 ',oi ~lIrl' .J-:x>; bl Y 1 E>bte asilTIplota a,simplul.) uhlk.l spre t' 1 
asimploLă 

3 

orizontală sprt: _~ 

orizouLaLl spre _Q';) , -
:'1 SJoI'" OC. i 1.:) ..t 

3 
I Il r 1 , x - t sunt asimptote verti~1e. Itl'imploli\ nril.Ontali\ sprt' 00; ./ 

,~. <I! l' -"; III 1'; l'/ l~' dJ 1 

1, In a. . tII Ut • + III at, 
lUI 

">< " 

l'/ 1; (, t>. 13. LOiarilmând, avem de> aratat ca 

In a, C()t';t ce ft>ZUItU din faplul cii, daCi' Cn -+ a (In RI, 

allul"i ... Cii) -+ o H. k 1 

" 
( \ l'lf 

1II. § 1 (IJIIgllill 107).1. a) Dacll,rn ~ 1. XII ~ 0, atunci f(xn l "" .!. -+1, adicâf(xn) '" 
.r 
" 1 

- fPJ, ~ifllilur, Ui.ll:;'1 ..fn _ --5, «lunci - _ - I ,adică ( (Xn ) -+ fi _.;,) ; b! dacă •• ~', 
5 

1
1 , 

- 1 < SI l'u m 
10 • 

"" { IOI, 2. Cond'ti" ! { (x) - 1 I ' ~ < - Sl' scrie I .z- -
10 

.c+t ~ 4. (deoart'te O __ x=< 3/. conditia tllltt'l'i()arJ. esle indeplinitA 

1 < ! . adică pentru ~ = .!.. E~te adl'vilral că ( cs1e conlin \lilln punclul 
~O ~O 

« 1, dar ln'buil' verifkal că pentru orke c>O (Şi 1111 0I1mnÎ pentru It = i~) etish1. 3 > 0 

".HI,I InrăI,' l ' < 8 .. ( [x l ( Ii ) ) '" t , 3, ., b, d, h . ~, Ori,'. pun<'1 r,. O 
d. Avem (13 ,- O) = 6, fl3 +- O) = 3a, {(3) ~ 6 .i ronlim"lol •• lui {in I"",,"nl x ~ i 
81'(> IOl' p~lItr~ a ~.2. 6.. Funcţia f esle ('onlinU:l pll inlf"I'vRlelt.> (-00, :l I, (i, 001, fiill~ 
elcmellhll'iI. (.(lndltUl de continllilHt~ in PHllI'1 11 I :r 2 l'ste 4 + a 11l + 6; apoI 

~imilelt" la stânga ';Ii la dl-eapla ale raportului l'ow;idt'ral sunl ('gAIt. ('II It şi II, dt<i 
11 + a 'II :w ..... b, a == li, Alunci a--~ 4, b- U, 7 • . r! ~J' c:; ft.d ~ x' -f 'lx. V X eR 
Pell~ru .r, -= O ,,:~.~~lti\ {(OJ ": O. Apoi PCul"ll (JI'H"~' :;'11' ,r,~ _ .... O 1'I'l.ull.,.r~ :.l.rn Ci {I.ml' 
.. r. +- 2 .. ", de"l {'xnl- O, 8, (10 .. o, ,.,. (Iti + ti) ~\O O) O" ţ[O + OI _ ... 
10 •• 1 In puorl.l. z ,.,. O fin'" r I . .. ' . O 

. 1 I)IR t~ (, C'OIIIII\llil, Illnd ('II'nh'nIHrl'. iur fn punctul $-

""fim ~i~/Lt") - "OI; fntr·ndniu·, .t' flin 1 _ O I < 1.1" /. "din' hOl r tiin l _ Oi li' In orice \'uhullate J' I .... "r r .. O z 
d I drM ' I ·"KIOII, fll"I'\'. { ... [" IIPnlllA, dar \le anul" ... A d. o lolloll.i. 
• or. nu poale f, mOflolonă p. V, It. Ili r O I!IIlo ronJinuA' , 
U2 
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• 
o, daca z < o 

t 
~ , dacă .< - O ,1 (IlHI. conUnuA b) (IJl) - , 

1, d_că r> O 

!II 1,(0): d) f It(II ~i eal. conll,,"~ In R (O). Ja. FI. z •• I ,i ([z) ~ 

{ 
1, daca"· '''-{·o) O, darA z a J (rol 

, «[z) - F '''1 ".. o. dl\rA .1 . .r. 1, dacA % = za . UOC'"II (Il " ,sunt dia-
coallnue In "o' dar' +, t, (<< O. 

\li. I il (p",loa116).J. Func\i. (eslecontinuă;laplulcâ(nueslemlirginiIA pe[t "') 
",.1l1 obeervAnd cA penlru orlc. !ti .xislA r e [1, 00) astlallneAt ((z) > .orI. 2, Margl'nile 
lui (.unl -1 ,10, dar nu coincid cu vreo valoa .. ((",), '" e (1. 2), deci nu ounl alinse etc. 
~ Deoarece Iim ((,,)- O, exislA 3> O asUel IncAt pentru orice", > 8 ."em /{("'lI < 1. ...... 
Pt inl ..... 1ul compacl [O, 3] lunclia f esle mArginilA (fiind continuI), doci exista M> 0, 
"UtII.cAl flz)l" M .lOnlru orice z e [O, 3]. Aşadar, I ((z) 1 .. max (M, 1) penlru orice 
,e [O, oe), deci f .. te mărginitll. 5, Nu, pontru r.ă (nu este continua 10 x = O. 6. Aşadar, 

elulA M> O a.Uel IncAt I ([z) 1 .. M penlru orice re R. Considerlm fuocţia continuA 
I R ... R, ,(r)- [(x) - r. Avem «[-M) = ( (- MI + M .. O şi I(M) = ([M) - M .. 0, 
ded, con/Otni lemei (Ieorema m .6), exislA ~ef -M, M]asICellnc41 «I~)=O adicA (\~,=t. 
7. a) (10).((1) < O; b) (( - 1)·((0) < O; c) presupunem 4> 0, avem Iim ((x) = -Xl şi 

%-+-00 

Iim fi.) = ro, deci axistA puncte 4, < b, din R lllItlel tncAt ((a,) . (Ib,) < 0, deci luncţia ... 
OO<Itinul(sevaanulapo(4Io b.l;d)fl1\ = O. 8.a)r e (0,I)U(2, 001; b)xe (-00, -51 U 

U (1 2)' c) reA U A unde A = U (Im (k + 1)"), k impar şi A, = U (k7t, (k + 1),,). 
I I 1 I I A~-I I k,O 

1 par. 9 .• = liS. 

\PITOU L J\ 

IV. I 1 (partna liS). 1. g) Nu este derivabiiA In x = o, ('10) = +CX>; It) Nu ... t. 
d';"bilă In r _ O, (; 10 ) = O. (.1(0) = 1. 2. c) Nu .. te derivabilll In x = O. 8. ((x) - (1°) = 

_ . 1 ((x) - f(O) = sin 1. nu ara limitA penlru ,. - O. 
Z lin - -+ O, c4nd ~ -+ O. Dar z 

• x 
1. f ... .I."'I_-.!.f.!.:(O:!.1 . I O 'mplici1 ",o-t .... ° pentru x .... 0, deci ('(O) = O 

__ %_-1 Itn _ şi Ci - 1. > 1 

• X .' ('(O) 1. N 9 1(-1) = -"'. (.(-11="'. (.\0)=. =0, 
u, CA<\ ('(O) CX> 8 fi _ -1 b=l. • f' d t' . • ' . t de 1ntoo1'<'.ere; b) :r; = 1 punel e 

,,1+ t) e _ 00, (~\ + 1) _ + 00. 12. a) x ~ 2 p~nc:.. 1 puncte unghiu"'''' 18. derivabila 
nlolrr.ertj r.).:r: 1. punc1 unghtular; d) % - O Şl % t 

In l' /"21 14. Tangenta In "o - ± 1; .r.,- .r.: . 
II {O}. Punol"l.cerule.unt~ _ (-00, O)U v . v 2 

E R, F - R; b) ('(o) - 100r" + 2%", 
IV·II!p~naI41),I •• )('(x)-8"'-I, 1 I F.-[O X'l 

P R ' h) ('I7)-2r+ ,/- - 1 .. ," , , 
""'E ai~) f'(r) _ f~08 T _ .in Z, F-E- • 1 v.l' a., 02 
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\0, ~ 1. •• d l .c _ 1;t') ;, .. 1 I I J. _ 10, 0..(.. ), /. 
-.i> i . nI T(.c;- 1) , 

n k" Z, 1I ) .l O. 8. II ) O, Il ) t . 6. lf 1«11, ) 
()z . ~hlt t !.k.Z~g) .x - hTt t '4' . . . 

(O, IX, ~ 0 \ {'( ,r l , , 

" 2 t d rivoblle pe R N.d""v.blil tale' / U""\i il • o d . ' f+' f' oun e o, r ,i f(, j(z ) _ z2 - lx J - ,('CI e' 8 xl / x o 
şi , In r _ O SI' datorează. prt>ztmţei lui r 6 V--; ·· o fj fO U1ru .x~. o d . 

• .t: ' fot, 

I 1 limită rând x .... 0, 
('(O) _ O. 7. ('(:e) = 2:< sin -;; - cos -;; IIU .r. 

cos ~ nu are limitll. ; apoi ('(O) O 8. a l y I 1 ), d ) y o 1 Ix - 1 

% 1 1 

( r.)( n) 18. (( . ' )'(4) - ( '(O) - 4 (1 Y - sin -;- = 2 l'OS i r - 8" etc. 
14. ul1';oUm dfl. I_ 

I ~ . 

d · I 1 - ( '( ) x 'f:r; e R. In primul r.a7. <p (T ) ~ 7:r, 
eCl ' ,,:t - .r. ' t 

bl d( = {'(% )dx. deci df = (3z' - 1)dx el e 15. el a , a - - 3, 
iz ele 

a 1; - 2 

16. bl ('(xl = O t 1 f~ nu se anulealJ ; c\ f' nil se anuleat-', ('Ix l .;a O Pf"olru penrHY =-•. 
r 

v:! . ) f' ( ) - O P lliru I = 2kn + 2:. , k e Z, (' nu se anuleazA; il ('(xl O p.nl,,, - _ .. - e x- t' " ... l ' ... 

;r -= 1 .• r nu se anllleazll ; 1) r nu se 8l1ulealll , (,(xl O pentrll I-O . 17. al fC n' XI==O 
4 

pentru n;.4, b) f(n)( %l~, n ! , e) ( 1" (x ) = (- I I" ;:~" xeR"/{O );d l ('lx) =c,~ x, 

sin I ~ + x) , r(x) = cos (f + x) sin (ne + .c I, ("' (x ) = cos In + :r)=.in 17 ~ xl 
şi prin indurtie tn :(x) 

) 

n 1 
sin (~ + x ele. 18. ti i (,(xl = - E ---'--

2 i - t (x a,\! 
re EI. dl't'i 

('(x) < O; b) Din P Ir ) = Ix - ati .. · (x - an ) r.lllJtă P'{I ) (x - .. ) .. Ix - "ni ~ 

+ 1.. - •• )(x - .. 1 ... (x - an ) + ... + {x - ati ... {x - .n-. I de uode re.ulta tul . Ie 

19. Demonstraţia se face prin inducţie; pentnl Il = t relaţia e~te verificatA . DacI ea ~.5t t 

v.rificat~ p.ntru R, sA arătAm că este veri/icată pentru n + 1. Avem {f8 )l n+tJ( x l (I (ţ ll n"~ 
n ; n " 

- ~ c!(,n-')(xl«l'I(x; =)' c!{(,n-')81' I)'{x) = ~ c!((I' + ' - ' )ţi" -1- ( , n - ' ., ";" I{, ': 
A-O f::b .It - O 

"+. 
= J: c!-l(f\n+' - 'I«l'»)(xl. In ultima egalilat. am rolosit raplul fA C! • •• r! .. r!·' .-=. 

IV. t • (,,,,,1 ... 166). 1. vI') = .'(,) = 2' .- 2, v(11 _ O; n('1 _ ,'(I) _ ~. a ii I ~ 1. 

m~ ... eate uniform acceleratA; pentru, < t vitelQ este nt.'~tlli",'. 80 tlllUINIA pentn1 

r - t ~Î .poi devine pozitivi. Dar ,(O) .. 1, ,,(tI _ O. Int('\rpN't ... rtm ll1t'o:'-"nicl ~If' . 
lDolIIlul le d",,,,,,za Intr·un len. oi .. ei iH'nlru O , . 1, iAr OpOI In ... ,,1 

OPUI, 18 .... ' •• fiind uni/ono acceleratA .•• k _ _ 1 ,,(,) _ ,('I, a,II - .• "iI' cI' 

.. 0(1)- ;{'I - IP - 2", deci. ..t. minim P ... t~. _ 4 fi ~ ... _ "~I " '1 

A,aI a(.) - " - 24. ,,~. _ ~ . ~ Vi .11 
u. • It' 1. '(') - 2""n ",; maxim,,1 

Il'. 

apoi. 

CII IU 

IlI84io 

1(1)" 

s .--
I 

-pc ... 
-.t ... 

• ... 
aM 



It 

,il" In puncl.l. ulld. 1n "t .. - t ,1 mlnimul In lin nI _ 1 7. b , ((r) '" r. 

I + III" ,,- <OI z - tlln 
• -o 

r 
,. t; el Aproximarea lIularA a runcţiei { !z -

~ III 

r - I 

" tl ... lnMate.u lui r . .. t ~te :x:...._I:. • 
~ 

d.eci lhu -
x .1 

~ Iim 4 _.!.. 8. UacA (iz) ~ V;' atunci ((x) .,.( ( ~ ) + ( '(I. Jlr \ ! ~i decI V ~ . 1 7 '" 
$-+1 r - 1 4 

",((I I + .!. (1.I7 - 4). docl V 4.17'" 2,042; luând fI~) ~~ Vi avem V~.,. 3,074 . • 
lulnd ( {s) _ ln .1:, gdsim )n t .11 ~ O . l1 ~ gllsim, In mod 

~ CIt 0,5452. ros 56~ ~.!. + 
2 

Va ~ n '60 2 '.{5 ~ ".> ' 

analog, • sm 

IV. I • (paglu 169). 3. A.em Iim ((~) = 0, 
>'_0, ),>0 

I 
((~) = 0, punând ~ = -; 

• 
• 

t t 

apoi avem 1im ('p.):;:;"'" O, iar ('tA) = O este echivalent cu el. - SAei + 5), = O iaU, 
>~o 
»0 

cu substituţia 
I I 

% c:o _. eX - 5ez . - + 
~ % 

5 
-- O • :r 

adicA (5 - x).' - 5 = O. Dar 

luncli, ,(x) ~ (fi - xie' - 5 ar. propriol,t.a lui Darboux şi cum g(4) - e' - 5 > O 

,15) = -5 < O, rezultA cA exislA x, e (1. 5) cu 1(%,) - O, >-o _.!. va li singurul 
%, 

punct critic cu ~ < ~ < .!... 4. Funcţia % 1-+ 13% - ~ I - 5 nu cste derivtibilă in 
5 4 

• = f e ( -- 1, f] , deci nu sunt Indeplinite condiliiJe teoremei luI Rolle. 6. a) f' este 

un polinom de gradul 2, conform teoremei lui Rolle, f' are o rădAdnA tn inter· 

valul (1. ~l li alta In (2. 3); analog pentru S'; bJ DacA Intre două rădăcini COII­

secutive z', z# ale lui P' ar exista doua. rAdăcini ale lui p. atunci, aplielnd teorema 

lui Rolle, tntre aceate rAdAcini ar exista o rAdacioA z'" a Jui p'. ceea CA contralice faplul 

ca. rAdAcinile x' 4i z# a.r fi consecutlve. 6. ApJic4nd teorema lui Rolle funcţiei r. rezultA cA 

pe intervalul (al. CIi ... d existA cel puţin o rAdAcinA. c~ a lui f'. Dacă ( esle un polinom 

de gradul n, ,1 dacâ ar avea mai mult de II rAdAcini reale, atunci, apUcând lucc6Siv ruul­

laf.ul PI'ff.e(jeRl lui f', f·, J ((1I- t ), ar rezulta cA (11) ar avea cel puţin o rilda.clnA. ceea ce 

e.te ahlmrd, rAri (eate o constMtA. 7. Nu 6e contravine teoremei lui RoUe clei funcţia 

(nu .. 1. d.llnitl In o. [-1. 1), 8. Raţionament analog cu cel d. la problpma 6 

9. , 1 

In 2 
11. c) _ e t prntnl primul CAZ, c _ 1t~ fn al doilt'a ('.1\1. 

4 
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/ 4). LOt 00) (t"att' tH·.s~GtO""tllf'.il! 
1) 'ntl'n'l1lel~ _00, ,v, v. 11 (pAI' •• 113). '·lI.f t>', O . 01 ) pe (O, 1] rl\ltl dEh'"rt'II('!lloRI'o ~1 p~ l1,lJC} tt,t, 

,"~( ~ OJ~j·"lIescr,uc.·AlOilt'8(f" J,. b' l pe {a bIU:ltrtll tH.Fl~.t:)-jt.I.lj ,:.~ , 
r· • r- F dtlrtvi:l Iti· ... ,' .1 

crtJ.S(:AtOIl~. 1. Dacii ar exista FI., ( b) drci J't _ F. tir fi o ('onhlantl 
. F F - O Pf' a, • , /r'l lr. ) F,/Jol _ CIt, alunl'l 1 - t 4 ~. 

1 .,' ~ . d / I ; "1 1; II. ; KI O; 1., ; II ~ 
,1IlU,"" coush.nl" ualil. 6. al t, b ) 10' )' :t 3 It ~ I 

il 1 ; k) 2.1).! .ml.!;.)I;.) O; p) e'; ,,) 00; r) 1; 1) 
'1 e l* 

1 - cos Z c«ra nu are 
rE'gulii lui l'Hospit.al condll(,~ la cAtul 1 _ sin x 

, 
sin ::r: 

1-.. 
dar 81n Z Ea __ -=-z_ -+ 1 pentru x -+ QO. 

..c + ('os Z ros Z 
1 + -

1; 1) 1; 7. Aplic ..... 

limlt ă pentru.t -. <rJ , 

v. I 2 (,..,10.180). 1. a/ Pe {- 00. - I I ( .steronrav.~; ~i pe (-1. eo) convex~; dl Pe 
( _ 00, O) funcţia ~te convexă şi pe (O.~) con~~vA; h, p~ (:-00, Ol f es~e (·o~('a'·l 
fi pe (O, «1) convexA S. Se pune mai tntAl condiţia nece~râ '. (xl ~ o, apoI se discuta 
semnul lui r In jllrul punctelor găsite. 1. f" > O pe (a, b) '~phCA f cr~ătofe pe (o,b l 

Ecunlia tani"nt., la gralic In punctul (4 . ( (4)) es'e y - ({ ~I ,~ ( \~I. (z- «). ad.c~ y = {(o) + 
+ ('(4) (z - 4), Aplirând teorema lui Lagrallge lunc\lel ( pe .. tp~\"alul ( •• z) • • > o. 
oblinem fis) = ((.1 + ('{e) (z - _1. cu • < e < z şi cum ( {e) > ((o), rezultă ((z) > y. 

1 
RA.~ionRmel1t amtlog pentru rRZU) ;r < (1.. 4. Djrect din de:· Îlliţia V.1 pentru t = -. 

2 

~. ... ( h ( )' 6. a) f{sl ~ 1 + z + zi - - ; bl ({xl = , - - ; e) {XI = - x - I . 
• ~ 6 -

V. §6 (,..,1 .. 008).7. al Daci n .,te par. atunci n - I e.le impar şi ecuaţia .. "+1 + 
+ p = O are o singură radAcinA rElatA; ,irul lui Holle va avea dOllr trei termeni, dE'Ci pol 
apăre:\ cel mult douA achimbAri de semn. Raţionament analog pen tru cazul n impar. 

•• Oacd I(x) =. d.rm,tA p" O. - • atunci {'(x) = , -> O. deci :f' • , (" ] • sin z. - % ('os X • 

s'n z 2 sml z 

1_. - ((e!. = !!.). deci ((s) .. !!. 11. a) RemarcAm mai IntAi cA pentru O<z<I .... '. 
2 2 2 

şi cum avem &l'>z rezultil inegalitatea cerută In 8cnl caz. Este 811ricienl de arAtat cA es >~ 
pentru %>1. InegRlitat~a cerută se m9.i poate ICrie eX .. e. In:t (r > 1) şi din mOllotonia 

luncli,i .. relullA cA ultima inegalitate est. eeh ivalenll< u x ... In .T. ad icA x .... pontru 
In x 

x> 1. Funclhl ((x) = Inxx aM' un aingur punct de minim penlru x _ e. deci ({r ) .. (mi ... 

1. t' 

~O as 
• sloi. 
ar' 
ee 0.,\10' 

""" tra
cli

' 

: .. -.~-,..+ 
, 

atunC1 -
• 

nu e:riat 

""atru ( 

int Â-
k{1 

"' >. 

aup Â • 

margin 
flsl C ' 
poate 

AC. 

- ((e) - -i b) notlod .; = 1. 1> I pentru s. (O. 1). in_gelita'.. d. demon"rll fi. +1 
~ p ~ 
.... vln.: In 1 C .. - pentru 1 > 1. r·_c• 1(1) _ '" " - • I "" • ~. - In 1. ('(1) = se .nul •• al n 

me " 

-1- .-



.. ,,,nol,",A O"'" In ~ - O, In, - O ~'Il"" UII minim ~I PIO) _ flO) _ .(0) _ O, deci FI",) ;,. 
~ O V.Il Iru, (t 00), lIoln\ In"llalitllt,,, corut31l'Kulitatua avand 10<' dOllr v<nlru % _ O). 

TU ATIH 

t. Prt.'liupUl\t'Ul, prin absurd, că fU 6xi8ta o (unc,i~ polinomialA rcalJ: P de gradul 
" ;J O t\sHf'l InrAt loI I P(x), V Z G R. Atunc.i x' ~ pJ(z) şi ar rezulla n I:U 1, deci 
ar eli.\sln a, bea, (1.,.0 asltel Incât Ix I = ax + b pontru orice .x e R. Pentru z:u O 
SCl obţil\t! b.:;8 O şi pentru x - 1, a = 1; ar rezulta 1%1 = z pentru orice % e R, 

contradicţie. 2. l an - b ll I = 2n < 1 pentru orice n ... 1; apoi t an + hn - 2 I =-
2n + 1 

= 2 şi condiPn din enunţ are 100 p,ntru n > 100. a. DacA 0< m < n sunt Intregi, 
2" + I 

m 2m 201 - 1 O m 2m 2m + 1 . I I I . , 
atunci - = - > > • - = - < < 1 ŞI, ca a oJ'e, n mu t1mea .... 

n 2n 2n n 2n ~n 

nu există min A, max A. AratAm apoi că in! A = O, sup-A = 1. Pentru orice ~ > O Ş. 

penlru orice m natural există un Intreg n > m aslfellncU n > ~ I deCI ~ < (. Aşadar 
• n 

Înt A. =>1 O. Apoi pentru orice (>0 şi pentru orice k nalural existA m naturill astfel incAt 

m> ,,"(1- c), deci m > 1 _ e şi notând n = k + m BYem i>!!!. >1 - e, <leci 
c It + m n 

1 %', dacA % < O I 6 F' , ( ro. d r' t . (' M sup A = 1. 4. ,(x) = ee. le m, = In J:n, un IXa. ŞI le m, 
0, dacă x;;.: O .x_ro. ti 

marginile lui f pe [O, lJ. Luăm QI%) = %n + .4, cu .4 ale •• strellncAt lIJ .; m, + A. Atunci 
flz)" M .. m. + .4 .; ",x + .4 = QI%) pontr" orice x e [O, 1] ele, Intervalul [O. lJ 
poate fi Inlocuit ('u [a, b]. 7. Diverp(ent; converttent. 10. Suma. lungimi lor segmentE'ilor 

ACt + eiA, + A ,C, + ... + A n_1Cn + CnO esle egala cu 2,. . !.. == 2« şi limita respec-

" liva. este 2a (deşi linia poligonală "converge" 1n pozilie către segmentul AH de 
lungime al. Noţiunea de "convergenţă" folositA aici difera. de cea din cazul şirurilor 
de numere reale.l4. Dacă.1"1\ _ a, atund exislA N natural astfel IncA.1 Y m, n ~ N, să avem 

Iz", - a! < C • de unde I Xm - In < c: 16. al DiscontiliuA pe R"dO}, continuA in 
2 

z = O; bl este con1inuă pe R; f) dac.ă x e Z, atunci sin 1t% = O şi tn vecinătatea unui 
astfel de punct sin Xft ia atât valori pozitive cAt s! negative, deci ({zI va Jua valorile +t 
~i -1 oricât de aproape de z. deci (nu poate fi continud. In celelalt~ punctt\ f este local 
constant~, deci continuă, căci sin 1tZ are semn constant 17. a) Din condiţia {(OI = 
= H2nl retulta că putem prelungi funcţia f la o funcţie periodicd pe R, de perioadA 
21:, rarI' va fi continuă şi pe care o nolăm, de asemenea, cu f. Fir I(x) = (fx + r.) _ 

:- fi.); gl% + n) = fl% + 2n) - fl% + n) = fir) - f(% + n) = - g(",), deci p. orice 
mterval [z, z + 1t], , (care este conl inuă), se va anula, adică existA. e e [O, n] pentru care 
fi. 1-.) fi.) = o; b) lie gl%) = fir) - x şi hl%) = fir) + %; esl. uşor d. vA",t că 
,(al . ,(-a) «ii; O şi h(a.) . h(--- al ~ O, de und!:', aplic4.nd teorema valorilor intermediare, 
aplicabila. deoarece II Oi h s\lnt continue, rcwltA concluzia doritA. . 18. DiatingE"Jn douA 
'~'U'i nar.ll fii) < flO .• tunri considerAm runcli. g(.) .• f(l + 1) - fi'); ,10) = fii). 
~I\) - M) flt) - 160· fii) > 80, de<i ~ lcare .. te conlinuA) va lua, cAnd • parcu'1!" 
Intervalul (1,2), toate VAlorile cuprinse 1ntre ((t) şi 160 _ ((t), ded la un moment '., 
'1',) - RO. UacA fii) > RO, cono.derAm (unclia hl') _ fi') . fl"- 1) definitA pe II, ~) şi 
l'iIţlonllm IMloK. It.« _ 2e, ~ _ -e. DreAptA Y _ IlX + ~ est~ atunci tangonlA In :r ... 1 
l~ fllrh.'!1 J1''l' ISI. foif' ))ol da numt'rOR~e cXf'mple. Un ~xemplu simplu fOSte 

237 
• 



urmAtorul: {(zl- ~,,(zl- + (. 1- 1). 116. _1 '" O; 1 te. 1'0 (O, .'jluncli ... t. """. 

c:Atoa~, şi ((3) <;. f(~}. deci a <' b. 28. Primtl reJi'Iie n'wIH\ uplit'Aud teorema Jui Ltigra.n 
lunt'li,'i {po illt~rv~llul \a- h a ~t hl, a doua t(.·z.ult3 llplJl'Aud d~ douA tld t.... kt • ""r~'rllil I . 

Lagnloge Iunt.:~ici «Le) _ f{:r+ It). ((xL dt.finită P(' [a li,") III 

NOTĂ. Indicăm numele autorilor de drept ai IInor" dintre exe ". . I rClI"I, 
" problemele din acest manual, adresAndu· e totodată mulţumirile n( 
N. Boboc. Gr. Arsene, Gh. Sireţchi, M. Rădulbt:II, S. RAd,:~tr. 
L. PanaitoJlol, )1.1':. Panaitopol, C. Ottescu, C. Nicul"" ·II. D.M . BAti .eu, 
D. Bu~neag, A. Ghio,;a, P. Dragoş. Suntem recunoscători (';"wtei mate nelu, 

. t t f'l . b "1 I mat'e. '1 u uror pro esorlor care ne-au transmis o serVil \11 e Ul'. 
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