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1. 
Primitive 

§ 1. PRIMITIVE 

Fiind datI! o funcţie { : J _ B (J un interval c R), se pun următoarele 
probleme : 

(A) Există (,i In ce condiţii) o funcţie F : J _ R a cărei derivată să fie 
funcţia datA f? 

(B) Cum se poate determina o asemenea funcţie F, pornind de la f ? 
In acest capitol vom studia citeva metode de obţinere a funcţiilor F care 

verificI! relaţia F' = (. 
Răspunsul la problema (A) este afirmativ pentru o clasă destul de largă 

d. funcţii, In particular pentru funcţiile continue. Acest lucru va fi arătat in 
capitolul II. 

1.1. De lin iti e. Fie J un iolenal _ It li • _ .1 II. SIHlIJem ră r 
admite primitivii pe J darii exislil o lun"lie f' . J ~ It .,tI.-1 i, ... nl: 

1) F este derivabilil pe J 
2) F'(x) {(x), (V)I E J. 

FUM/ia F se nu"",şte primitivii a funcţiei (. 
DacI intervalul J este inchis la stinga şi a este extremitatea S8 slângă, 

atunci prin derivat. lui F in punctul a se sub Inţelege derivata la dreapta a 
lui F In a. O convenţie analoagă se far. răII" J este Inchis la dreapta. 

1.2. Exemple 

1) Fie n E N şi { : R _ R funcţia definită prin relaţia 

{(x) = x", (V)x E R. 

A!.wnCÎ pentru orice număr real fixat c, funcţia 

F,(x) = 1 x'+1 + c, 
o + 1 

.te o primitivi> a lui f. 
2) Funcţia 

F(",) = (lin x)', 

IIM o primiţi"" a funcţiei 
• 

fis) - 21in % COl x, 

• 

(V)x E R 

• 
(V) x E R 

(V).t E: R . 



• 

3) Dac' a > O, G .;. t , atunci funaJ. 

) ... (V)x E R F(x - " 
In a 

este (1 primitivă a funcţiei 

((x) = aX, (V) x ER. 

I.~. P r o p o zi! i~. Fi. JiUl into"al C It şi r : J .... n. lIatA 1',: F, : J 
. .. ţ' . f t .' .xl~t/\ o ("(m~tantA r . /1 .. Înl fi ouă prJmlhYe< ale IUDe let , 8 uun -

illrrlt 

F,(.r) F,(x) r r, ('II) .r E l 

Demonstraţie . F, şi F, fiind primitive ale lui ( , ele , un t derivabile pe 
verifică re laţiile 

F ;(x) = ( (x ) = F ,(x), ( V) xE I , ) 

deci 

(F, _ F,)'(x) = F;(x) - F;(x) = O, (V)x E l. 

Funcţia F, - F"avind der ivat a nu lă r~ In tervalul l , e,te conshn'" " 
acest interval, adică există cE R astfel În(';i! 

F,(x) - F,(x) = c, (\f)xE J . 

1.4. Observatii : 

a) Dată fiind o primitivă Fo a unei fun el·ii ( : J .... R, atunci orice al'" 
primitivă F a lui {esle de forma 

F = Fo + C, 

unde c esle o funcţie constantă pe J. Aceasta Inseamnă că dacA o funoţie f 
admite primitivă , atunci r admite o infinitate de primitive. DatoritA aCI&' 
tui fapt vom spune adeseori : 

,,f admite prim itive\< 
in loc d. 

• 
,,( admite pri mitivă" 

. b) Definiţia pr.imitivei , d~tă la punctul 1.1 , s-ar putea extin de şi la functii 
deflmte pe reuntum ftmte de Intervale di.juncte, deoarece condiţiile din de'" 
mţ,a 1. t au sens ŞI In acest caz mai general. Insă nu mai es te adevărat al 
două astfel de primitive diferă printr·o constantA. 

De exemplu , fie {: R " {O} .... R funcţia defin i tă prin 

((x) x'. 1 

Alunci funrţiile F, G : R " {O } .... R definit. prin 

F(x) 
s 

, (V):r E R '\.., {O}, 

4 

...... 

daei 
c u p 

Se ,t 
oricA 
tatea 
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In 
<edent) 
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Contra, 
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admite 
"eder 

'JIUl 
.. •• 1111111" 

Mer 
deci piri 

In , 
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1 J • H 
.. stl.1 

pe J ,i 

alU 

f 
aeeo-

la funcţii 
clefi

el 

.... pectiv 

" l +- 1 da,'A x < 0, 

G(x) = 

" 
3 

+ 2 dacă x > O 

' 11111 ,Ierivabile pe R 's {O} , i verirică relaţii le 

F '(x) = ( x) = G'(x), (\1) x E R 's {O } . 

Totu,i, dilerenţa G - F nu este o constantă. 

1
1 dacă x < O, 

G(x) - F(x) = 2 dacă x > O. 

e ) O funcţie care admite primiti~e are proprietatea lui Darboux. lntr+adevăr, 
dacA ( : J .... R admite primitive , atunci exi stă o funcţie derivabilA F : J .... R 
cu proprietatea 

F' = f. 
Se ,tie In8A (vezi, Elemente de analiză matemati că, el. a X l -a) , că derivata 
oricArei lunc ţ ii der ivabile are proprietatea lui Darboux. Aşadar,f are proprie

tatea lu i Darboux . 

d) Dacd J interoal c: R şi f : J ~ R este o (unc ţLe astfel !IIcat mulţimea 

r(J)~ {( x) I x E J l (imaginea lui J prin f) 

nu este interf,lal , atunci funcţia f nu admite primit i~e. 
lntr+adevAr, dacă f ar admite primitive, atun ci (in baza punctului pre

cedent) ( ar avea proprietatea lui Darboux , adică o dată cu douA valori ar 
lua orice valoare intermediară , deci imaginea lui J prin f ar ri un interval. 

Contradicţie ou ipoteza făcută asupra lui f. 
e) Orice funcţie continuă f : [a , b) .... R admite primitive. 

Demonstraţi a acestu i rezultat va fi dată In capitolul II , teorema 4.8 

1:" D r ! I nit i r, Fie f 1 ~ Il (1 inlenal din R) o hme!ie ca .. 
adlllitf:' primitiyfo. ']llltiIll~a tuturor primith:'lor lui fst numrştt" in t e g rai a 
Il p li.! i nil i\ .. ! u 1\ r tie i f şi '" nolează prin .imholul 

.If(.r)"· .. 

UIH'rnt iM dr ('arC'lllar(' a prilllitiH'lor Illu'i tlllH'fii (c'lIrr admitf' primi1i\f'I 

t' IIl1l1tf·~tl· illh'$lrarf'. 
MenţionAm că eimbolul lf(x)dx trebuie privit ca o notaţie indivizibilă , 

cleei pArtilor 1 Iau dx, luate eeparat, nu li se atribuie aici nici o semnilicaţie, 
1. cele ce urmeazA vom delini operaţiile de "adunare" ti "In~ulţire cu 

~" ... pArti (.ubmulţimi) ale mulţimii funcţiilor q> ; J .... Il Vom 
f_,~ lucru In scopul de a da un sens preeie no taţiilor Irecvent utilizate 

la c_al.1 de primitive : ' 

, 



jf(z)dz + jg(z)dz, 

>.jll<x)dx, 

unde f((x)dx (respec.tiv jg(x)dx) Inseamnl rnul\ill,OIl tuturor 

(respectiv ţ{). 

1.6. Notaţii. Fie J un Jllterv~1 .d in R fi 1 

a'(J) ~ { ( : J - R} 
mulţimea funcţiilor. definite pe J ("u valori reale. Reaminti'" ea 
'(1) se introduc operaţiile 
"adunarea funcţiilor": 

'd. ( ) ( ~) E 1 ((+g)(.r) = (x) +!!(r, • x , 

'1 l1tnmuLţirea funcţiilor fU scalari
ll

: 

." 
()f)(x) = I.((x). 

II 

('!)xEl,AER. 

Deci ( + g este funcţia x .... fix) + g(x) care asociază fieclrui x E J l'Iu ...... 
real fIx) + g(x), iar funrţia ).,( este funcţia .r .... Af(x) care asociati. fiee8'li 
x E J numărul real ,,((x). 

Dacă IJ şi <Ş sint părţi n.vid. ale lui a'(J) şi)., E R. atunri punem pria 
defimţie 

(Dt) 

(Dt) 

.au 

vom 

(D,) 

Dacă a' este 

• simplu seTle 

Deci 

'0' s + 'i .~ {( ~ K I f E fji şi g E 'il, 
I! {'!. 

'.Il' fiI f E Il'}. 

formată drntr-lIn smgur element 'o, atuncI in loc de 
• 

Il'+q 

If.: + ~ 

f. + '1. 

ţ + iO "OI. 
/o '1 {f.+!! I !!E~l. 

• 

lJUJl 

RO<' 

1.7. Observalir. Notind cu e mulţimea fun clii lor 
pe J cu valori real. constante defini\e ori", 



numărul 

ap.e ... e (\1». E R, 1"" O; 

b) (,! + (l - td 

c) 'dacA { : J - R .ste o funcţie ca,'e admite pl'Îm,t\ve li dacă F. este 
o primitivA 8 lui f, atunci 

~ {( x)d:r = F. + e 
sau 

~ F~( x)dx = F. + (2. 

t ntr-adevăr, produsul ,,{, dintre o funcţie constantă {: J _ R şi un 
numAr real A tiind tot o funcţie constantă , rezu ltă incluziunea 

,,(2 c (2. 

Reciproc, dacă { este o funcţie constantă şi " E R, " .. O, atunci funcţia 
der. 

g = ,,-'{ 

'ieelrui este constantă , deci 

prin 

de 
• 

{=)o.g E ,,(2. 

A,adar, are loc ~i incluziunea 

şi deci egalitatea (2 = M!. 
Suma a două funcţii constante fiind tot O funcţie constantă, rezultă inclu-

• zlUnea 

R""iproc, dacă r este 

(2 + (2 c (2 . 

constantă, atunci ~ { este 
2 

r = ~ {+ ~ r E (2 + (2. 
2 2 

constantă, deci 

Atad.r, are loc şi incluziunea f2 ce + (2 şi deci egalitatea 

e + (2 = (2 . 

Am vbut (observaţia 1.4 a)) că dacii F este o primitivii a lui r, atunci 

orice alti primitivA F a lui r este de lorma 
• F = F. + c, 

_. t eet. o funcţie constantA pe J. Deci 

~f(:r)dx =' 1F E I'1i(J) 'F 1= primitivă a lui f} = 

= {F. + ele E (l} ". F, + f2 



I.S. 'J' ~ o r _ III A. I)ad\ f. # 
~I" R.";o o. aluIIl'i luul'ţlilf f 
lu ... Iaţiile: 

(o) 
(t.f(x)d.r 1.Jf(')"X. 

({(.f)II:r f{(f)u.r t f. 

. D ă F t O 'primitivă a lui f iar G o primitivA a 
Demonstratte. ac es e 

atunci F şi G sînt derivabile p. J şi 
F' = (. G' = g. 

De aici deducem că F + G şi "F sînt derivabile pe J ,i 

(F + Gl' = F' + G' = { -+ g. 

(,Fl' = ,F' = ,{, 

.di.ă F + G este" primitivă a lui { + g şi I.F este O primitivă a lui 

Funcţiile F, (;, F + G, ,1' fiind primitive ale lui {, g, { +. g, >.f 
,pzult :' (observaţia 1.7c)) 

(1 ) 

(2) 

(3) 

( 4) 

I {(x)dx = F + 12, 

I g(x)dX = G + 12, 

I ({(x) + g(x))dx = F + G -r- (2, 

I l.f(x)dx = I.F + e. 
Din egalităţile (1). (2) . (3) şi observaţia 1.7. b) obţinem 

I {(x)d.r -'- I g(x)dx = F -t- e + G +" e = F + G + (2 + (2 = 

= F +G+(!= 

~ ~ ({(:tI + g(x)) ,Ix. 

folosind egalitAlile (1) (4) . I , ŞI o )s(,I,\·/t,ia J.8a}, '" oblin~ 

'1 f (x) rl .t ~ )(F j el ~ ," + ,(J ~ ,}-' 12 

1.9. Obst'rva(if. 1n d('mon~lrar('a f 
I R) 

, aptuhlll'A>-{ d '\ t'-
rf'ma . nu S· Q folosIt IPOtf'7A ). .;. n T '. A. mi (\ prun

l 
1\'0;' 

dt>monsfraufl fJ.!alififr ii : . ut\lŞI , 'polrza ). " O r.'It' . 

SI,f(r)clr I,Jf( .r)d .r. 

8 

).f, 

Viei. 

1. 

a) 

nu ad 
1 

format 
rezulte: 

b) 

([x] = 
In 

numer 
primit 

el 

nu ad 

Se ah, 

definit. 

admit , 



lUI >{. 

, 

, .... 
" 

fa""aeIt.Ir, daci. ). _ O. atunei 

'f(~) -O, (V) •• J, 

... ~.~ luDeUI.coDatantll esle primitivA. Il lui ).r. In particular funcţia ('oRatanla. O eate 
o pnautivl • lUI A( - O. Aşadar (observaţia 1.7) 

f Af(~)d~ = O + e - e, 
fii de alti parte, datA), _ 0, atunci 

1i(.)d~ - '(F I F = primitivă a lui fi = (AF I F _ , primitivă a lui fi = (O), 

Deci, tn general. are loc incluziunea 

.Jf(.)d. c f),f(' )d" 
incluJ.iune care este strictă eănd " = O. 

1.10. Exemple deJuncţii care nu admit primitive 

a) Funcţia { : R _ R definită prin 

{(x) = 

nu admite primitive. 

-1 , d.că " < O 
1, d."H x ;. O 

Intr-adevilr, imaginea {(R), a lui R prin {, esle egală "u mul\imea {- 1, 1} 
rormalA din punctele -1 şi 1. Cum această mulţim I:' nu estp un intpl'val, 
rezultă (observaţia 1.4 d)) că funcţia ( nu admite primitive, 

b) Funcţia {: R _ R definită prin 
der. 

{(x) = [xl = OIax {IO E Z I n " x i 

([x] = partea intreagil a lui x) nu admite primitive, 
Intr-adevăr , imaginea fiR) a lui R prin r, fiind e~ală "u mul\imea Z a 

numerelor intregi, nu poate fi un interval. Deci ouservaţia 1.4 d)) r nu admite 

primitive. 

c) Funcţia r : R - R definită prin 

O, dacă x " ° 
fix) == . 11 1 

Slfi- - - cos -, dacă x >0 
x x 

nu admite primitive. 

Se ob'ervil că funcţiile 

',: (-00,0]_ R, fi: (0,00) _ R 
definite prin 

!,(x) = 0, '() ,1 1 1 fiX =sm-- -cos- , 
r ~ x 

edmit, rwpectiv, 08. primitive funcţiile: 

F.f.;l = ~>- ,F,j,z) - :&lin.!. . 
r 

I 

I 

• t 



Daci luncI ia ( al' admite II primitivA: F : M ..... 
oerva\ia 1.4. al) cA 

FI - F + c' ... .Ii ti FI (o •• );=; F.,f- D., 
(- • . 01 - 1 1 

. . b' Jă deci cont..inul, prin 
Orice primitivă este funcţie derIva I I 

• • 

F est,e continuă 111 OJ'lgme, 

deci 

• 

de unde 

Aşadar, funcţia F va fi 

F(I) = 

ObservInd că 

F(O) '" Iim F(",) = k, ..... 
• <0 

F(O) = Iim F(",) = c" 
.~o 
• >0 

de forma 

k, <l'acă '" " O 

k+x 
1 dacă x > O. Sin • 
Ţ 

FIŢ) - F IIII 
= sin ~ (V)x> O 

" I Ţ 

, 

• 
şi ţÎnaw\ sl.!amii dt' faptul \'ă funcţ ia .1' -+ sin -'

x 
nu are limită in O, 

că funcţia ,.. nu f'sle dpl'Î\'a bilă in O. 

Cnnlradieţ,ie cu del'lvabilitatea lui F pe toată mulţimea R . 

1.11 Tabel de integrale nedefinite 

f'este tol în acest labei J este un interval C R 

1. I f,R-' R 
f(x) = xn ; n E N ~ d -" _'" .1'11 X __ 

,. + I 
+€ 

2. f,J_ R ; Jc IO,«>} 

fix} = xa ; • e R". (-I) ~ ad X"" :r r _ . , + €, 
a + 1 

3 I f'R-R 

fix} a' , 'ER~".{I} ~ x.... .,1: 
(J \I.r _ + t:. 

In a 

10 

•• 

7 . 

8 . 

9. 

10. 

11 . 

12 . 

13. 

• 14 . 

15. 

I 
I 

I 

I 

I 

f 

f 

f 



deducem 

• 

4. ':J-+K,Jcll* 
I 

flz) - -
Il 

s. rJ-+R ; Jcll,,-( -a , li} 

(Iz) I 
{o* OI - • x" - a' 

6. , :R-+II 

({x) = I 
a 2 j U,:;f=.O 

% + o 

7. 1 .. {:II-+II 
({x) _ sin % 

8. I {II -+ Il. 

( {x) = cos % 

9. 
{ : J .... II , JCR"-{ (2k + 1); I 
({x) -

1 

cos2z 

10. { : J .... R ; J cll"-(h k E Z} 

({x) = 
1 

sin2x 

11. n 
(:J .... R ; JCR,{{2k + 1) -

I ({x) = Ig % 

--
12. {: J .... 11.; J c Il. "- (kn I k "Z) 

({x) = clg % 

13. (:R_II 
1 

({x) = ; "*0 liz' + a' • 

H . 
J 

(:J .... R!J c{-oo,-o) 
sau 

o > O J c (a, 'O) 

1 , 
((x) - __ 

Vx· - a' 

15. f:J-R, J c( - a,al,a > 0, 
1 

({x) = " -Val _. x' f' • 

2 

\ 
I d.r _ lu I z r , 
x 

\ 
I 1 " a d", _ - In , + r 

x' a' 2a • x+a 

\ 
1 1 % 

o,; --- dx= - arctg - +e. 
x w + 0

2 a a 

~ liin x dx = - cos x + e. 

~ cos x dx = sin x + €. 

• 

/te z } 

\ 1 

costz 
dx = tg x + e. 

\ 
1 

sinlz 
dx = -ctg x + e. 

ItEZ} tg x dx = - In I cos x l+- e. 

~ ctg x dx -= In I sin x J + e, 

\ , 1 _ d% = In(% + V %' + o') + e. 
Vxl + al 

• 

\ 1 d% = In I % + li z' - 0'1 + e. 
V x' - a' 

\ 
1 d . % e. 

Vai "'=-xl 
x - arcsm -+ 

r o 

Ihemplele 13 ,i 14 nu 811nt evidentf': ~i ~unt mai putin utilizatl' d~.A.t celelalt .. 
....... Dlm In .. ..ontinuare Ju.tificarea nemplului 1lf texemplul 14 M jUIUfici tI' ........ ). 



Ilt·,h·"ltl (UDI'tia 

,(x) ~ x + Vza + '.i, 
oblinem 

x x + V ... - +.ii _ ,(z)f"'), 
(.) - 1 + ~- = V",-+- a' 

deci 
VZI + a' 

(.) = I'(x) _ (In ,(zll', 
, (z) 

adica. funcţia x -+ In ;(x) = In (x + li x' + al) este o 
1 

( . x -+ -;:~:=:i . V"' + o' 

, 

1.12. E:J:</'ciţii 

1. SA se calculeze primitivele urm Atoare lor funcţii : 

1.( .)=.'+ 2.+3, z eR; 

1 
2. ( x) = x + 

• 
, z e (0, 00); 

8. ( x) 1 x + , x e (-00, O) ; 

4. ((x) a sin x + b cos x, .x e R ' , 
1 6. (x ) ~ ~_. 

11' - 4'" -'-) , 
2 ' 

1 6. (x ) 
X E (- 2,2) ; 

7. fix ) ~ 
2 

+ f 
x e (O. ~ ) ; 

, 

sin!.r ros!x • 

1 
8. f ix) 

z EfO. sin 2x cos2x 
, 

~) ; 
• • fix) 

1 

x2 + 4 
• 

:r e R : 

10. fix ) 1 

4%2 + 1 
, 

::c e R· • 
II . f ix ) 2% + eX , 

:r E R· 
1 

, 
12. fix ) .' , , 

.z fiE ( - 1, 1) ; 

13. (x) _ 1 , 
" 1 ~ . ( - .)O, 1); 

12 

L (1-1 

L "Ir) 

.. ((:o) 

1. (z) • 

•. (z) • 

7. (z) _ 

8. (z) -

., f(r) -
10. (z) -

lU_ TUI.Î I 

ti,·., il 



1 
1~. (I') - -V, 
16. {(.) 

1 

+ Y-Zi' ;ro a (O, <>..», 

:r ti! (O, 'XlI _ 

II. SA ~ arate cA urmAtoarele funcţii nu posedă primitive pe R : 

1. (Iz) = [z) _ z, Z fi a, 
unde [x] InseamnA partea intreagă din x . 

Jlldit:a#u : Se va folosi acelaşi procedeu ca la exemplul 1.tO. 

II. fix) = 

a. fix) -

f. f(z) _ 

1, dacă x > O. 

O, dacă x = O, 

-1. dacă x < o. 

Xl dacă % '" O, 

. 1 I Id.a SJn - - - cos _ , căx > O . 
• % • 

2 . I I 
:t 810 - - C08 -, 

• • dacA. e R " (O), 

1 
- , 
2 

dacA z """ o. 

6. f(.) = { %, 

.' , 
dacă :t e Q. 

dacA • e R " Q. 

•• {(x) _ {I' I, dacll .eQ, 
xl, dacA x e R " Q. 

7. fix) -

8. fIx) -

I cos _ • 
• 
I , 
2 

. 1 
sin -. 

% 

1 - -, 
2 

linx , 

dacă x = o. 

dacă % e R (O), 

dacă z= O. 

•• fIx) - % 

O - = o. , 4 

u ( -i' -il {OI, 

-1 , :t _ o. 

II. 

I 

I 

• 

T,nA,lf' IlS .... d. .......... cA ori('", runcţie ronUnul pe un inte"11 1 .re o primi. 
fan,ţll .u prllIIIlI" pe R: 

II 



L ((a) -

.. ((%) -

•• fIx) -

li. f{%) -

6. ((%)-

7. ((o) -

IV. 

• 

t, 
t 

%110.-, 
% 

O 

• t 
118 -, 

% 

O , 

t 
COli - , 

% 

O , 

, 

I 

,,'t .. •• (O), 

decI' z - O. 

dacA %. B'-{O), 

daci % - O. 

daci % e B '- (O), 

dacA :r = O. 

daci % e a,-{o), 

dacă x = o. 

t - x' dacă % e a,-{o), -e , 
z' 

O , dac~ x = o. 
I - -

t - . .. .. • dac' % e a,-{o). 

O • dacA. x = o. 
I 

e - ;. sin ~. dacA x e R". {O}, 
% 

O • dacA. x = o. 

• 

1. Fie f: fa, b] -+ R şi CE (a, bJ .. Se, ~resupune că ( admite primi li ve pe 
[e, b). SI se arate ci ( admite primitive pe (a, b]. 

[a, tI ti 

i. Fie '1 : [4, b] -+ R, (2: [a, b] -. R două funcţii caft' admit primitive. PrEJup"
existi o mulţime finilă A. de puncte din [a, b] astfel lIu;11 

(V) % e [a, bl'-A - (.(%) = f.{.). 
Să se arate că f1(x) = f2(X) pentru orice x e [a, 6"1. 

1: Si 88 arate ci daci f : .R .... :& eale bUei flu'iil ('(xl _ ~ pentru orice a, 
o primitivA dacA şi numai dacl (-. 1 sau f _ t. 

of. Se considerA. o funcţie f : ( - 1, 1] -+ R care COincide Cu runCţla Sin .!.. 

" Si le arate cA pentru ca f să pt·:-.·Ut' o primitivA ('ale necesar ,i suCicien" 0Il 

.. .. 
.. !!I" 

nu adm.i 
primiti 

7. Fie [ 

S. 

r· [C, 

.) si 
ii) III. 

In 
iii)sI 
iv) si 

Fie [a, 
o 

j I s~ 

ii I sA 
iii) &1 
ivl .... 

8. Fie f 
mi tivi 

In 

haz ••• , 

"Orict 

obţinem 

2.1. 
.in\ funtl 
primith' 



.. Se ooa...i4w' func,,, , ·[-t, 1] _ .R detiniUl prin 

1 
t + biu , 

da .. '''' ,.(0,11, , 
((.) - O , dacă .r , 

1 
-1 + sin , dacA %4iI[ 

z 

SI\ lie arate cA. I nu admite primitivu. 

8. Să se arate dl. functia 1: [ - 1,1) _ R definitA prin 

cost 1, x =1:0, 
((z) ~ x 

O , E-=-O 

0, 

1 , OI. 

nu admite primitive. ~ă se deducă de aici că dacA o funcţiE.' 1: [a, b] -+ B admite 
primitive ou ret.ultă, In general, că funcţia 'z admite primitive. 

,. Fie [a, b] un interval din R. Să se construiască o func ţie 

f : [a, b] _ R care să posede următoarele propri e tăţi : 

i) să rie milrginitA, 

ii) sA tie continuA tn orice punct din intervalul deschis (a, b) şi să ri e discontinuă 
In punctele a şi b. 

iii) sA posede o primitivă, 
iv) să fie egală cu zero In punetele a şi b. 

8. Fie [a, b] un intervlli ŞI A o mulţime finita. conţlllută In (a. b]. ba se arate cA exiBtă 
o funcţir 1: [a, bl_ R cu proprietăţile: 

i l sli. fit' mArKinită, 

iil sA fie continuă pe [a, bJ" A ~i discontinuA In orice pund din A, 
iii) să admitA primttive, 
ivI să se tt.nulele pe A. 

t. Fie f : [a, b] _ R o funcţie strict crescAtoare care admite primitive şi rie F opri. 
mitivA a lui (. Să se arate că pentru orice te (a, b) există XI ' %2 E [a , b] astrel incit 

Fiz ,) - F(~.!! = (m-
x t - x! 

§ 2. INTEGRAREA PRIII; PÂRŢI 

~ In acest paragraf fi In urmiltorul admitem următorul rezultat (a cărui 
demonltraţie se va da In capitolul II, teorema 4.8; demonstraţie care nu se 
balea.A pe rezultatele din aceste paragrafe): 

"Orict flUlc/it continUI! f: J .... R admite primui.e". 

Folosind acest rezultat şi formula de derivare a produsului a două funcţii, 
obţinem urmUoarea: 

2.1. Te ore m Il. Formula de Int~grart prin părl1. Dacă r, ~ : J .... R 
811d laDqll derivablle cu dftl'lvale eORtihue. at~nel hmellile fI(, ('il şi r~' admit 
.... 1&1" ,1 mulllmlle lor de primltln sInt legate prin ~I.II.: 

~r(X)II'(X)d;t = fII .. ~101l')rIX)d:T' 

II 



DfIfllJ""'.'~' Se ,tie cA Qlioe .riJoWtill; • • • 
lpot.ed relultl cA luncliile tg ,i fI' sint contlnu., prm 

(t) (fg)' "" tg + ft' 

e.te continuA. Atunci, p~ baza rez\l1t atului menlionat mai lUi, 

fg' ,i (fg)' admit primitive. AplicAJld t~orema 1.8 (a) .galitlţii (tI, 
(2) ~ (fg)'(x)dx = ~ ('(x)g(x) dx + ~f(x)g'(z)dZ. 

InsA (observaţia 1.7) 

(3) ~ (fg)'(x)dx = fg + e. 

Din (2), (3) şi teorema 1.8 (e) rezultă 

~f(x)g'(x)dX = fg + e - ~g(x)t(x)dX = fg - ~g(X)f'(Z)4z. 

2.2. "xemple 

1) (x cos :t dx =- ( xls,'" xl' d ' ) ) x = x sin x - ~ (sinx)x' dx =- x sinz -

=- x sin x + cos :r + e. 

2) ~ cos2x dx = ~ cos X ros xdx = ~ ros x (s in x)'dx = 

(OS x sin x ~ sin x (('os 3')' dx "'" 

SUl J 1'05 :r ~ sin 2
I d". 

=Sill:rt.os:r ....... ( 11 o . ) - !'OS~ .r)dx = 

sin I 1'05 I ..... ( 1 d \ J :r - f·OS2.r dx 

= Sin .r ('os x "':r ( 
) l:OS2.r d.r, 

deci 

Analog se arată tii ~ <'05
2

% dx ~ + (x + sin :r • <'os x) + €. 

SIn X dx = - (x ' 2'1 1 ' . 1 
2 - Sin x COS xl + e. 

3) (x2 sin x dx = _ ( 2 1 ) J x ('os x)'dx 

= - %2 ('OS :r + ~ (ros l'J (:r')'d.r _ 
_ _ .:t2 rOSX+2( J :r ros x dx ... 

16 
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-.., do. 

h,IIo\· '"" 
" 

1IIe"ile ,. 
ObI· 1, 

'lIe", ' , 

- - ,%1 COS Z' 1- 2(x alll % ... COl :r .... e) _ 

- x' t'OS .z + 2,1' sin % + 2 cu. % + e. 
tn exemplele (4.) fi (5) funcţi ilt' SUllt l'onsidcrate pe intervale 1 C (O, "'1. 

') Pentru n - N, avem ~ xn In % dx - ~ (II, x) (n%:+l1 r dx 

x
n

+1 1 \ -= , In :t - ;tn+l (In x)'d.t _ 
n + 1 n+1 

1~ 1 .n+' 1~ In x - :tfl.+1 - dx = In x - - xfl. d% = 
0+1 • 0 + 1 "+1 

::::::1 Inx - +12= Inx- +€. xn+1 31n+1 %1I+l ( 1 ) 

n + 1 (n + 1)2 n + 1 n + 1 

5) ~ C08 (In .)d. = ~ cos (In .) . (.)'d. = 

= x cos {In xl - ~ %(cos (In %))'dx = 

= x cos (In x) + ~ x sin (In x) .; dx = 

= x cos (In xl + ~ sin {In x)dx. 

~ ain (In x)dx = x sin (In x) - ~ x (sin)ln %))'dx = 

= x sin (In x) - ~ cos (In ~)dJ: 

,i inlocuind In egalitatea de mai sus se obţine 

~ C08(lnz)dx = ; [ cos (Inx) + sin (ln X) ] + €. 

6) Se consideră un interval 1 din R astfel '10"'" 
sin x ". O, (V)x E 1 

,i "" cere să se calculeze primitivele funcţiei 

Scriind 
x_o I n ,. 2, n.E N. • 

sin"x 

1 _ ~in2 x + cos~ % 

al'am 

= 

" deci 

, 

In a doua f'ht,.,.11 din membrul drept aplicAm metoda int~grArii prin pArţi, obsfor· 

.11 .. 1 , ., 

17 
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Co. % ---- -
BÎIl"X 

t (- ~- J' - - -OWIZ ,, _ 1 II 

Ded 
t ' d (';0' Z % - , 

n - I ~ 1 sinnx 1. 
1 cos % '--:" _
-0--;- . -- - _ 1. sinn -,x 

•• in % dz _ 
= - . 1 .inw1x Il 

Il - 1. t 
1 cos x ~ d ... 

--'-:- . - n" - 1. sinn-·x = - - l' , inll -Ix n -

De aici deduce m 
1 n - 2 

( dz = 
)sinllx n-1 

Notând, ptnlru n> 1, 

1 = dx ~ 
I 

n sinl1 x 

re l aţia de mai sus devintl, pentru II ~ 2. 

1 1'05% II - 2
1 

__ _ 
In = I n_1 - n _ 1. • S iO Il-IX n-

('akul~m 111 ce(>a ('~ permile să 

impar la i'aleulul lui 

pent ru II par şi să redu('.em calculul lui J" ,ea •• 

II va fi rakulată 

Vom a"pa 

in paragraru I 

I I = ( ~x j 

) Sin x 

urmă lo r (rxemplul 3.3 (2)). 

I~ ~ "1~2:..r d.r 
tOS I + E, 

• 
Sin l' 

~ 
1 

1. = dx = 
sin" :c 

2 cos x - --
3 sin x 

I ( t d,r _ 1 

t J sin x 2 

cos x 

1 cos x 
• - "3 sin'x 

1 = ~ /3 - ~ ('os X = 3 ( 1 dor _ ! cos X _.!.. cos r 
~ 4 li si n

4
x il J si n x 8 sint%: 4. sintz 

7) Să 8e calculeze ~ V x· + el dx, unde runc~ia 

x 'Vx'+" 

+ €, 

se consideră definită pe un inberval 1 pe care xl + " > O; " .,. O. 
Avem 

( V:,,· + • dx _ ( z' + . d. _ ( 
J JVZI + . J 

Pf"nlru a ultula integrala 

18 
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• 

~ 
%. 

-.",;;,,~ d. Vz,+ « 
va. .phea. metoda inte,rlrii prin pA.rţi. Avem 

} v:::r-. dZ_} %'(Vz'+ .)' dz - .. Vz' + « - ~V" + .d%. 

Pr,n Urmare l-a obţinut relalia 

( V xl + CI d:t ~ XV,2;1 + CI - ( V x' + Cl dx + ( CI dx 
J J J VxJ + cx 

fi deci 

luI rurllt 

deducem 

( Vr + c:r;dx = _1. xV ",J + 2: + elin ( x + Vx' + eli + e. J 2 2 

8) Să "" calculeze ~ Va' - x' dx, a > 0, unde luncţia x -+-. Va' - x' 
eate delinită pe un interval 1 c (-a, a). 

Avem 

Pttnlnl a calcula integrala 

( Xl dz 
JVa' - z' 

"'om aplica metoda integrării prin pArţi. Avem 
• • 

[- % d% = - [ .. (V al - z')' d%= ~ %V o' - z' + (Va' - z'dz. 
JIi •• -....... J J 

Prin urmare a-a obţinut relaţia 

( Va' - z' d% = % Va' - z' - [v' a' - z' dz + a' [ t dz 
J J JVa'-z' 

NU 

V al - xl dx = - x ti al - zi + - arc sin - + e. ~
! t ". x 

2 2. 

1." E_cili.i. Să ee calculeze primitivele următoarelor luncţii: 

1 •. fi .. ) - In z, z > O. , fi) t O • x·= In x, % > . 
L n.) _ %' In x, % > O. % 

I 

.. II.) - Inl
., x > O. 1. ((x) ,. z4 In %, % > O unde CI este un 

... tea) - ,. In Z, • > o. numlr real ORrc('8rt>, 

r. 'Iz." In"x,.%' ~~" nu"" n'lUNI,_ ... 2. 



II. f(~) - ... In'z, 

10. f(z) - z r, 
11, f(z) - (z' - 2% - 1) r, 

z > O 

%d • . 

% 8' • . 

t . :a: & 1l. 14. ((z) _ :t SIn z, , Ei • 

16. f(z) _ (%. - % + 1) SIn %, % • 

17. ((z) _ eX sin :r, % e R, 
18. f(z) = .. ,in 2%, % E B. 

<1% • Ia. ... Ei K ', ., ~ Ei Il. U. f ix) =. '10 _z. . 
20. f ix) = e~ cos ţb:, % e B ; al, P Ei R. 
21. f ix) = % eX sin %, % e R. 
22. ({z ) = e% (sin % - cos z ), % e a. 
21. f ix) = sin.1z, % e B. 
24. f ix) = sin'x + 2 cos1z, % E B. 
26. ( (z I = 2 s in4,z + 3 C064

.ll, % e R . 

H. f(z ) = V z. - 4, z E (2. + 00) , 

. t7. f (z) = V z' + 1, z E B. 

•• f(z) - li" (Ia .)a, 

I d .Biu •• tell" un tl • 

ti. ((z) -1 ( ... - z + t) 
II. fix) - %" ... , 

unde n eate un numlr olturll 

1t. fl.a!) - zn .in &&, •• 

d •• te un numit naU,'" iar •• un e ta _ 

28. f(z) - N'" + 1, % ... . 

H,.f(%) - N". + t, z ... . 

8&. f(%) = N". '-.1 4, z lE (1, +co). 
81. f (%) - N". - 4, % E (2, +",). 

H. f (%) = 119 - ".. " lE (-1, I). 
... f (z) - z'l/9 -"', z E (-8. a). 

I 
• 

• I 
, fi 

, , ' 1'111,\1 \ II ElllfJ\ li.: ~(1i1111l,\IH IiE \ \kl ,iBIL\ 

In multe exemple, funcţia h : 1 _ R , pentru care căutăm o primitivi 
(funcţia C81'e vrem să o .,integrămIC) . poate fi pusă sub forma 

(1) hi t) = (('fi(t))· 'fi'( t ) (It)t E 1, 

unde 'fi : 1 - J este o funcţie derivabilă, iar r: J _ R. 
Dacă funcţia r admite o primitivă F, adică F' = r, atunci, \II"lrHI s .. ml 

dE' regula de derivare a funcţiilor compuse, putem scrie 

hit) = F'('fi(t)). 'fi'(t) = (F0'fi)'(t) 1 
deci F o 'fi este o primitivă a lui h. 

Aşadar, găSirea unei primitive a lui h s-a red us, tn condiţiiJf> de mai lUI. 

la găsire. unei primitive a lui r, problemă care (ades.ori ) est. mai simpli 
dec1t găsirea unei primi ' ive a lui h. 

Sp obse rvă deci că o pri mitivA a lui h se obţine co mpunAlIl1 ft primi. 
tivă F a lui r cu funcţia 'fi. 

SA considp-răm următorul E'xflmplu: 

(2) hit) (at + b)" (It)t E R 
un de a, b E R, a .;. 0, It numAr nalural .. 1. 

20 
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l'in'nd ~ .. ~nul ~'U tl~l"I\"td rUnt'~It'1 

"L <p(I) al + b ('1)1 E.. It 

I l. .. ~tt'; "I(alu. \.'u l·tlll~tantu "1 ., 
." -, 
. " 

<;>' (/) - , ,, ('1)/ E. II 

';1 1111\11.1 

fIx) = x" (V)x E It • 

,- '. (U\''' al' mal I inmulţită c u ie ubst>rvi\ din (2) di It a" aV"a 1'01"'1" ( '1) 1 ă ' C' 
l'onslanl a il. D~\.'i 

ah(l) = (al + b)' , a = ((<p (l )) , '1"(1) 

adică 

1 
h(l) = - f(<p(l)) , <p'(l), 

a 

;1.1. T t' II r PIII:i Ulrillltl IIIt'tutl:"! dt, .. c'hilllhMt' tit' \arlahih·l). 

I It' I J intt'nah' din II .,i 

I :-j -.1{ 

r\llu'ţ!i ('II Jlrnl)rit·t.llilt': 

(x\ f dt'ri\ahilil IH' I 
(3} f IIdmlfl' /1f'IJIIfIIVf' (fi(' 1- II prililiti\ ,·1 il .. a). 

\tuIH'i rUlu'ţia (/'0 fi) -/ adlIIitr Ilrilllithr. iar 

hlllt'tia'" fi (,,,it· n J)rimith., el hli (1 0 ,.;.). 'P" 

udil'it 

~r('f'(I)l' ,,'(1'"/ Fu. 

, DemonSkafie, Funcţia F Ciind o primitivll. a lui r, p.te derivabilll. pe J şi 
F = f. Insă <p este d~rJvabllă p. 1 (ipot .. a (<x)), deci 

, 

" 
F o'" este derivabilă pe 1 

, 

(Po <p)' (/) = F'(<p(l)) ' <p'(t) = r(<p(I)) ' ",'(1) ('1)1 E 1, 

""'dar, 
funcţia Fo 'fi este o primitivă a lui (fo ",), ",', 

1.2. Obllr"aţi,'. 111I;'llId ~f'arr'ta de faptul eă orice funcţie continuă admite 
primitive -(observaţia 1.4, e)), putem aplica teorema precedentă, pentru Cunc-

1iiIe , continue, 

.... otnr..-,u, In prima metodă de schimbare de variabilA distingem 

....... rele date ,i etape: 
a) • III o lunctJe A : 1 .... B care aro primitive (de onmplu o lune~ie 



.. / .~J~" II) Se cauti douA fllJlcti· ~ l' 
A(I) .. f(,(I) . '1,'(1) (~I E • , 

. himbl variabilt It 'llt 
le apune cA '" "ate funcţ.a care ac 

. •. x ... a lui f adicA c) Se caută o Prlmlt'Va r , 

~ (x)dx = F + f!. . 
. .. AHI i «(o '1').'1" 88 obţine d) In aceste condiţii o prIm,t,v a u 

rela\ia 

adică 

~ h(t)dt = 1 ('1'(1) • cp'(t)dt = F o 'P + e. 
Uneori se substituie (ormal 

<p(/) Pl'in x şi cp'(t)dt prin dx 

In 

şi se scrie lI€'galitateal~ 

1 (<p(l» • <p'(I)dt = 1 f(x)dx. 

Aceaslă "egalitate'l nu are sens, deoarece: 

membrul stAng reprezintă mulţimea primitivelor luncţiei (f o <p). <p' (care •• 
luncţii delinite pe intervalul Il. iar membrul drept reprezintA mulţimea poi
mitivelor funcţiei f (care 'unt luncţii detinite pe intervalul J). 
Cele două mulţimi pot fi dilerite chiar In oazul când 1 = J şi 'P nu 
funcţia identică . 

"Egalitatea" menţionată mai Inainte este O pl'eluare formală, fără aenl, 
formulei de schimbare de variabilă in integrala definită': 

(' ((<p(l» . <p'U)dt = ro(b) f(x)dx, 
) a JQlIQ) 

formulă eare va fi demonstrată in capitolul Il (teol'ema 4.1.2). 

3.4. Tabel de integrale nedefinite 

<p : T - R derivabilă cu derivata continuă. 
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-
1. 

It • 1'(. 

1. ( ",(,,).'(,,) d" _ ",,,_.+_1(,,,"'!.-) + e, 
J a + t 

• 
•• 

~. ( ,'(,,) d" _ . .! In ,,(,,) - a + e, 
J "(,,, - a' 2. ,Iz) + a 

,,(,,) * ± a, (V)z e 1, a * O. 

6. 

7. ~ oin,(,,) ,'(,,) d" _ -"",,(.) + e. 

•. ~ co,,(,,) ,'(.)d. _ sin,(.) + e. 

9. ( .,'(%) d" - Ii,(z) + e, ,(zi ~{(U + 1) ~2 k e z} (V) % EI. J coo'.,(z) 

tO. r ,'(,,) dz _ - cli.,(z) + e, . .,(z) ~ (k. I k. Z), (V) zel. 
J ,in',(,,) 

• 
prt tt. ! Ii(,(")),'(,,)d,, - -In \o.COl ,Iz) I + e, ,(,,) ~ { (2k + 1) -i- !ke Z}(V)% EI. 

n . ~ cli(.,(")),,'(z) el" ~ In I,in ,(,,) I + e, ,(,,) ~ {h I k e Z) (V)%e/. 
DU III' 

..... ' 
U. ~ .'(")d,, _ In [,(,,) + V.,'lz) + a'] + e, 

V,,(,,) +.' 
a *0. 

ti. ~ .'(,,) d" ~ In /.,(%) 1- V.,'(zl - a' + e, 
V,..I") - o' 

a>O 
.,(/) c (- 00, - a) 

•• u 
,(/) C (a, 00). 

ti ~ t'(-) d. _ ..., oin ~'" + e, a> O, ,(/) C (-a, a). 
V" - ,..(.) • . , . , • , 

.a 



•••• E:ump/t cart ulili"~!,'4; priMII "."o4i. 
de schimbare de .ariobll4 

1) SA se calculeze ~ (al + b)" dt, 
uode 

a, b E R, a i' 0, II E N, fi, .. 1. 

Am văzul la Inceputul fH:estui paragrctf <:11 funcţin ar.eaata pOl" li • I 

.!. fI~ (t)l . ~' I 'I - 1 (tU + hl" , 4, 
a Il 

lmdc 
te It, (~C!lt. dcrivabilăI 

~('I = a' + b, 
• 

ŞI 

x e R, (( 'admite primttive). 
fix) = "", 

() primitivă a lui f l'Ste funcţia 
• :tft+1 

F (x) = .. .::....
n+ 1 

dt·ci, In baza teoremei 

• 

::J.I fUlleţia 

F (~( . )I = (al + bl'''' 
Il + 1 

x e R • 

, t E R, 

l'sll' o pl'imitivi\ a funcţiri 

Aşadar 

f(~('11 . f:('1 = (a l + bl" • a. 

) (a. + bind. = (a. + bln+1 
a(n+ II + e. 

reni", 1 un l'a t'ul ra . d PI se procrde;:l.lll ftsltrl 

\ 

( (a' + .I"d' _ ~ 1 J - -a (af + hjn . u dt l' t = -;; ) (a. + bjn •• d' = 

_ ([ al + b)'''' ]' - -; J n + 1 dt = fu t + bJII+l 

(<<) 

(~) 

2) Fie u : 1 _ R o r' a(n + I I + e. 
unc'le C . y u proprIetăţile' 

uit) '" 0, ('t) lE J . , 

u drrivabilă. 
Se Ct>r'f' să !le ea leu lez€' 

~ "'(II 
~' (1, 

urwli;1 " ilvarul u(t) -
I " '1 I - proprtellllt'H I "~I (Ifliin.! sel-lrnfl . IIlltarbu 

t 

I 

I 

1:\ !'lemn t:onstanl I){' I ",1"_nll'll'nnIlIM7.A "' (V"li "~If'mentf' tit> l' 
, ""CI ' 1\1("A.It'rl (" ttntt "" Ipoll'"'' I II d ' 

{ 

SHIL u'lrl O CI • ('{lun'm 1'1\" 

!\<\!I It'(t) <: ( .... \, I 
O (VI I f! I 

24 

eIofiaiU 
IAU 
eIofiniU 

o primi 

rezult.'i. 

.. te o p 

PE' Scurt , 

3) S 

Lui! 

ddinite P' 

Atunci , el 



Ode.\ U· 0, Ittullt,;i U e:.te s t rict tret;l'iltOtU'\I , Inlt\. U '\llIlU anull'a t .l lIi cri /t: r i ti llol e l d 
t"JIo drol"l 

{
sau 
sau 

ul' ) '> O 

ul ' ) < O 
IV) ' . / 

IV) ' " J. 
Printr -un rlltionl:\ment .similar se a junge la ac('ea ~ i GOl\cl uzic şi tn (-a LU l ,-;l "d 1/ < o, 

Lu4nt1 I'lm(' ţia 

defin ită pe (O, (0) dacă u > 0, 
sau 

1 
f ix) = -

x 

definită pr (- 00 , O) dacă u < 0, rezultă ('ă 

u'II) 
~'!- = f (ul' l) . u'II ) 

uIt ) 

O primitivi' a fltnt ţi e i r fi ind (un/ ' ţia 

Fix) " In I x I 
rezult ;i. nl'lw.i nd teorema 3,1

1
ci func ţia 

, E 1_ 

(Fou)l l ) = In I ulI I I ' el 
u' es te o primitivă a funl;ţiei _. Aşadar, 
u 

, u'( t ) de = In u + ce . 
J ur') 

Pe scurt . se poate proced a astfel 

( ,U' (I) .dl _ ( (In I u (t) II' dt ~ In " + ~ . 
J u (I ) J 

3) Să se calculeze 
( si n 2~ds. 
J 1 +. sin" 

LuAm 

derinite prin 

1 = a, J -= [1,2] 

. , 
1~·J_ ... lt 

( ) •• r. I 
.' 1 + ainl, 

f Ix) g.!. " 
x 

Atancl f _te cOttUnul pe J, , este deriTabill, iar derivata sa 

.'(1) .. tiin., COl' _ lin 21 

Deci . .. ", Indeplinit. ""04111110 teoremol 8.1, 

• 

, 



• 
I 

• 
III" • pri.lt(vl • lui f. roaultl (In b... teo",mOl 

8.t) ci 

, lin 21 d, = In. + e _ In (1 + lin") + e. 
J, +.inlt 

4) SI 1. cl lculeze 

vIII. funeţla 

( d. 
) sin 1 

1 
hIt) = -.'--

Sit, t 

este consideratA pe un intenoal J c R astfel incit 

sin t::::k O ('0')1 E J 

(de exemplu 1 = (O. ,,)). 

• 

'unctiw. cOllsidt>raU. 1n at't!sl t!X:t'lOplli TIU r»lrt', la prim!! vedere. a ti de (orma 

(ro~I~· . 

Pa !Cu a o adnee lot aef'l'tstă formă (SRII la (,ol'llbinaţie liniară de (uncţii de act.tI 
........ Iim (~H:(, UIlQleo transrormari. De t'\t'm plu , scriind 

• ~( ! + tg'~) ! • I i 
• - = 

I ... i .. t , 
t 2 '1( - I~-2 2 

! - Ig'.!.. 
• -

şi oheerv4.n.d ci 

+ tg. _') • . , -
obţinem 

1 
= 

( tS+)' 
". (ti .- - • 

t &Il") tg-
o 

• 
SI Il / 

-
",dira' rUllfO\iij ele !'>uh integral!' este dE' lipul ('''!!siderat 

In ~J;el1l!lI,,1 prrl 't>d",ut, undt' 

ul.1 tg'_ • 
2 

28 

5) 

unde Cun 

An • 

Pual 

unde 

dedu~", el 

,i deci 

fnt ...... 



Oet:i, In balll. tllulnlplului PN'Ct'dMl, ivem 

(. 1 41 _ In \.tg -2' + e. J sili 't 

St mlli poatp race şi lransfol'rnarca 

Dt'<1 

I - SIR t 

sini, 
sint sin t - -I _ cos~ t (1 - cos tI (1 4- ('os tI 

-= I sin t + 
2 1 -c06t 

, 
Sin , 

+ ..!. sin t • 
2 1 + COS t 

( t _ dl ~ ..!. ( ,in 1 dl + .!.. ( sin / rlt = 
) sint 2JI -CO&1 2 )t +COSI 

::::1 .!. ( (1 - cos tI' dt- ~ \ 11 + cos 1)' dt 
2) 1 -cost 2 1 +<"061 

1 _ - In )1 -cost l 
1 _ _ In ( t + COSI' c= '1 11 -cos't n +€= 

2 I + ('Ob t 2 

= In 

2 

I -
1 - cost [' + e = In 
1 + (',08 t 

5) Să se calculeze integrala 

~ V 1 + tg'l dl, 

unde funcţia de sub integrală e.te definită pe intervalul ( - ;, %), 
Avem 

unde 

I ".lAm ci 

( VI + tg'I dl _ ( 1 + tg'I dl, 
J JVI + tg'I 

(_%' %)_.:.... R r. R, 

, 

~ (II = tg " 
1 

((z) = V'I + z' 

d. _ In ( .. +)11 + il) + e, 



• 

o." ... 
~ VI +' .... 4/ 

6) SA .e calculeze : 

unde funcţia 

( /' + I dl, 
J/V/' + I 

" + I 
1'-' ,V,' + I 

eate de fi nită pe un interval [c (O, 00 ), 

unde 

ş i 

avem 

, 
ŞI 

,t + 1 
= 

'V" + t 

Deoarece 

, 
1 ~ .. B .. _ , 

df'f. t 
'1'(') - ,- -;-

df'f . t 
((z) - V2 + '" 

'1" (, ) 

I 
'1"(,) = t + -

" 

= 
",' (, ) 

V t% + ~ 11''1''(' ) + 2 

" 

I 

I I ' 

, I , -

• 

= ( ('1'( ' )) ' '1' '(/ ), 

) ( (. )d. = In (. + 1"2 + ZI) + e 
deducem, :l P IId noi teorema 3.1, 

~ 
t2 + 1 

-:-;-;c;=~ d' = In ('1' (' ) + 1"2 + '1" (' 1 ) + e = tVt" + 1 

= In t - - + t2 + _ + e = In ( IV ') " - 1 ' t ,2 

i ) Să se cal cul eze) V al' + bt + c dt, a > 0, 
unde funcţia 

+ 1",' + t + e, , 

, 

, 

t • V ,,,, + bt + c' 

pste definită pe un interval/pe Care at' + bt + c .ste str ict pOlitivl, 

DarA ati + br + (' nu aN' rAdA C' in i N'alt-, Il\lnri 1 PORite fi .a, d.cI .,1 + .. 
aN' radi\r in ilf" N'alf": Cl , ~ ClI Cl <.. ~ , atunri aV f": m 

28 

...... 

D 

..... IU ci 

fi deci 

Din 

! 
, i deci dia 

8) Si 

unde 

eate 



1 c: (- 00, .) •• u 1 c: (~, + 00) . 
DeoatlCl a > O, avem 

ti deci 

t ~ ,t I al + •• + , = - [(2 .. + b) + ~ '" - b') 
h 

, tii J _ (2 al + 6)1 > 6' - ~ ac. 

Con.iderlm acum funcţia 

definiti prin 

~(.) = 2 al + b. 

Din cele de mai sus NtIUlta. ci 

PunInd 

cpz{t) > bl 
- " ac, 

~'(.) = 2., • e 1. 

f(z) = V zi + ~ 40 - b', 
ob.ervlm ci. f este definiti pe orice interval pentru care %1 > 61 - " ac. Deoarece 

, E 1 _ cp'{t) > 61 - " ac 

ruuItI. el f eate definitA. pe intervalul cp(l) ; avem 

f(<p(')) - V(2 •• + i)' + ~ 40 - b' - 2 V. V •• ' + b. + , 

f(~('))' <p'(.) - 1. V. Val' + •• + ,. 
Din exemplul 2.2 (7) deducem cA. 

((z)dz - - .z V zi + ~ ... - b' + In 1" + V zi + 40, - "' 1 + e ~ 
t hc-b' 

2 2 

ti deci din teOl.ma S.t, obţinem 

~Val' + •• + cd.= 4
1.[(24. + b) VOI' + b. +, + 

~oc-" I ,r,/ ] + 2 V. In 2 •• + b + 2 V • V OI' + i. + , + e. 

8) SA se calculeze 

~ V 41'+ bt + c dt, a < 0, 

UDde 'unc~i. 

t .... Vat' + bt + c 

.... deflni&l pe UD interval 1 pe eare at' + bt + c este strict po"itivl. 
__ ... _ opm'l d ... rldlci.ile Iri.omulul,,,"1 ~.i. ,1 dloUaele. 10 oetll 

............... unl • " fl. « < fi, atunci 

I lc!{a,1II 

II , 

• 



J..)eoareCe a < O, 

•• ...., ~ III ::' O. 

av.m 
I I~ _ 12 .. + .)'), tlJl + tl + t -- •• 

unde 
3 '1'" VP .. " ... 

ConsiderAm acum funcţia 

• 
definită prlfl 

'1'1') = 2 a' + b. 

Din ce le de mai sus rezult~ că 

Punind 

<pf(t) < S·. tel, 

<p 'I') = 2a. 

fix) = V 3' - x', 

observăm că f este definită pe orice interval pe care Xl < al. Deoarece 

• El=> '1" 1' ) < B' 

rezultă că f esle definită pe intervalul <p (l) şi avem 

. fl<pI')) = V a' -(2a. + b)' = 2 V - a Va. ' + b. + c 
şi deri 

fl<p I' ))' <p'(,) = ,aV - aVa" + b' + c. 

Din nempluH2.8l dedu rem că 

( f(x)dx = .!. x V 3' - x' + ! arc sin .= + e J 2 2 3 

şi doci, din lt>orema 3.1, obţinem 

(Va,' + b' + c d' = ~ [ (2a ' + b) V - a V a.' + b. + c + ) 4a -a 

+ b! - 4ac . ~at + b ] 
2 arc Sin 1/ -. + e J 

v bl 
- 4ac 

"ti 

( Vax' + bx + c dx _ .!. [ ( 
J - 4a 2a" + b) Vax' + b% + c + 
+ 4ac _ 62 

2V. In (2ax + b + 2VăVax' + b", + c)] + e. 

3.6. Exerciţii 

. I.. Să se calculeze, ulilizând . 
primItIVele următoarelor f \ .. prIma metodă de schimbare de 

unc II: 

30 

... 
'"fi 

.. (( 

7. (( 

8. f(z 

•• f(z 

1 •• f(",: 
11. ((x) 

11. fIx) 

II. 

14. 

15. fi"" 

1 •• fix) 

17. f(z) 

18. flz) 

ee. f(z) 

Il. fi .. ) -1 



1. ((z) _ 4z + 2 
,r1+zt3 

, 

!. 8'" + 6z - ~ ((z) _ - . 
2,z· + 3x' + 5. 

• 

•• ((z) _ sin x-

1 + cos2
;z: 

4. ((x) = 19 z, 

,. ((x) = 1 , 
cos x 

8. ( (z) = I + 19'% • 
19% 

, 

'1. ((x) = 2% sin(z' + 1 lec08 (J;I + 1) 

8. ( (%) = % •• x' , 

t. ( (%) = Ig x + tg'x, 

10. ((x) = sin % cos3x, 

11. ((x) = sin3:c;: cos·x, 

11. ( (x) = sin'x, 

li. ((z~ = s~n x + cos r. 
SlOx-COS:t 

U. ((X) = 19'% + 19'x, 

. , 
16. ((,.,) = sm % , 

COO X 

le. ((%) = 1 + 19'% , 
1 + 19 % 

i/~ 
11, ((%) ~ • 

VI :... r' 

"" It, ((x) - , 
1 +x' 

te. ((x) _ x , 
V'I- ... .. , 

l: e K. 

x e R. 

x E R. 

xe( _2:., 
2 

;-) . 
Xe(- -i' n 
x e (O, H 
x E R. 

x E R. 

xe(-~, 
2 

.; ) . 
x E R. 

x E B. 

x E R. 

xe( -~, ;, ) . 

xe{ -î ' H 
xe(-î' ; ). 

( r. ZE -"4' n 
xe(O,I). 

X E R. 

x e R. 

x e (-1, 1), 

x • (-00, O), 

•• (e, 00). 



(II 1 ••• · .".,-_ ...... ( ..... ,.- .. , 
II. b •• (O, Ir) • .... /1.)- - , 

VI - ..... 
1 .. ".) - . 

z(1 + In'.) 

.. flz) - V t + "'. 

17. flz) - V '" - 3z + 2. 

18. flz) =V"'+x+ 1. 

It. flz) = V - '" + 3. - 2. 

10. fi.) = V9 - 4"'. 
II. flz) = "V'" + 2. + 2. 

3!. fi.) = .V(. - 1)'. 

1 
II. fix) = x +V"'-I' 

arc sin % 
84. fix) = .' 

x 

z • (O, oe). 

z. R . 

"E (2, 00). 

% e B. 

xe (1, 2). 

ze (-f. f)· 
X E B. 

x e (1, 00). 

x e (1, 00). 

xe(O,I). 

86. fix) = - 1 .., x e (O, 00). 
xV'" -r '" + 1 

I 

* \ DOL \ \fET 'l \ Illl SrI/l\JB .\HE DE \ ARI.\BT L.\ 

Am văzut că In prima metodă d. schimbar. de variabilă 18 eluw Il 
s. pună (uncţia de integrat, h, sub forma 

hit) =((<p(t))'<p'(t), 

şi o primitivă H a lui h se obţinea l' ·trq"!! ,ir.d o primitivă F a lui ,. 
funcţia <p: 

• Există situaţii in care este mai uşor de găsit o primitivii a fWJGlill 
h = (f o <p)<p' decât o primitivă a funcţiei f. 

H =F o<p. 

In a doua metodă de schimbare de variabilă Se cunoaşte- o primit.id' 
a funcţiei h = (( o <p)<p' şi Se cere să se găsească o primitivă F a funapei 
F Se obţine din H astfel 

f"n('ţll ('II proprlPtAţf1f' ; 

4,1. T.o",mA (A doua mei"', d •• rhlmb ... d. ''''ablll), FI. 1, J 1 ..... 010 tii 
• r 

1 ..! II R 

J IJI tJIJerth", deriva"'''. f"11 drtlvlltll """IIIA Pfi " 

32 

=" = «o 
deci 

• ,. 

Aşadar, (un(" 

4.2. Ohsp 
mai restrictiv 

a') <p bijE 
b'l( 

Ipotezele" '). 
UP varialliJil 
Ilhil~: 

4.3. 
pentru n 

Cu alte- t'u ,-jn 
.J n ipote:ek • 

Implicali. 
de 

d. 
IIl(,"adl'\'ăr 

o \»:r' Ş' să 

'n ba.a 



tuftrtl. r .dm1t~ prlmith ... 

tURC'tl. H o '"\ "8te o prlmltlnl " lui r. "lUt" 

~ r(xldx II O q71"1 -+ ~ . 

~monSlraţie, Funcţi.a H fiind o primitivă a lui h este dprivabilă şi fi' = 

= " = (fo '1') . '1". 
Insă din ipoleza (a) rezultă că funcţia invP"să 'P' I eote de"ivabiIă pe J, 

uel' i 

• 
ŞI 

H o '1'-' este deri\'abilă pe J 

(fl o '? ')'. k) = fl'(?- I(.r»)(?' 'l'- (x) 

(f o ?)(? I(.e). «'(? '(.e»' (" 'n .. ) 
_ ((.e) . '1"('1' I(X» I = f (J ) ( \f ),1 E J . 

rp '1 9"1 1.c}) 

.\şadar, funcţia II o <p-I estf' (l I'ri'llitini alu. r 
4.2. Ohservaţie. Ipotezele (a) şi (b) 1'0' fi inlo!'uile ( ' U OI' mălol'ul grup 

mai restrictiv dp ipotf'ze: 
a') ~ biject i\'ă, derivabilă tU Jer'i"ala ('onlinuă ŞI npnlllă p(> /, 

b') f continuă pe J. 
• Ipoteze)p a'), h') irllpli "iÎ alât ipoll'zple a), b) din a doua mrlodă de schimbare 

Up variahil;" cAL şi 'plJll'zt'le (IX), (~) din prima metodă dp schimbare dr vari

abilă: 

f' 
((a'), (h')) /- ((a), (h» 

"'( (,), (~)). • 

4.3. Ohservaţie. Fie f şi '1' funcţii ca"e verifică ipotezele (a') şi (b'). Atunci 

pentru n funcţie F: J - R are loc echivalenţa: 

F esle primitivă a lui f _ F o <;> este o primitivă a lui (f o "')'P' 

Cu alte cuvinle: 
»/n ipotezele a'), b'), r"t" rinUll metode de schimbare de variahilrl sunt (!f'hivalenle". 

Implicaţia dp 1" stânga la dreapta reprezintă prima metodă de sehim· 

bare de variabilă. ia,' implicaţia de la dreapta la stinga rezultă din a doua 

metodA de .ehimbare de variabilă. 
Intr.adpvAr, .A pre.upunefll că funrţia F o '1' este () primitivII a lui 

(ro ,11>' ,i .A noLAm 
(j .. , 

H .' F o 'P. 

In ..... celei de-a doua metode de ,chimbare de variabil6.. funcţiA 

.. ... -



H o ,'" .. F o , o ,'" - 'F 

.. te o primitivA a lui f· 
•••• 06urOlGlie. In a doua metodA de Ichimb ..... de nriolll • 

urmAtoarele date ,i etape: 
a) Se dA o funcţie f: J ... B care are primitive (de ea ...... 

continuA); 
b) Se cauti o luncţie '1' : 1 ... J care OIte derivabill ti ou cI-"* 

In aCOlt caz,,' (avAnd proprietatea lui DarboUI) plltreul -
.tant, deci, OIte strict monoton', prin urmare exiatl • 
'" = '1'-1 : J .... 1 OIte luncţia care oehunb' variabila (z In 

c) Se caută o primitivă H a funclici 

«( o '1')'1", 

adicA 

~ f(q>(t)),'(t)dt = H + (d. 

d) In aceste condiţii o primitivA F a lui f se obţine din H prin 

F = H o '1'- ', 

adicA 

~ (x)dx = H o '1'-' + e. 

4.5. EXEMPLE CARE UTILIZEAZĂ A DOUA METODĂ 
DE SCHIMBARE DE VARIABILĂ 

1) SA se calculeze 

Funcţi<l r: R -+ R definit" prin 

f ix) 
I + ... ' 

esle continuA. Luăm funcţia, . (O ) R . ,00.... definitA prin 

~ (.) = In 1. 

Aceflsll'\ funcţie este biJ'ectivA i o. • nversa sa rllnd 

iHr derÎvala sa 

~te nenulA J)(' (II, (0). 

!p '( t ) _ ...!.. 
1 

f:AlltAm o ..... imltivA r ,lO II unl' ţÎri 

IY) .. e R, 

IY). 1 e (O, 00) 

Luă 

AvA 



~ fI,(111 ,,'(11<11 

NotInd ru 
~ ",~-' - [ dl 

+ I 

1 I - - ..... 
t 1 + t 

lIt _ t , 

Hftl t - 111 (1 + 11 

primitiva lui It - I{ 0111 . !p', I'\'/olllli\ in bala luOI't)II 1I.:i 4. 1 C,} tUllct ia 

(1/ o 9- t )!.rl= t,X -ln{l + eX) 

t'Stt~ o primitivIi Il fUIlt;ţiei ( Ih'r,i 

~ 
1'::'1' 

-- d..r p:\- - 111(1 -1- .... 1:) e 
1 . l"\' , 

2) Să se calculeze 

• r 
Luăm (1, ..o) • (O, 00) • It, undp 

fi xl 
xVI·x 

, 

Având 

In(' + 1) + e. 

,-~_. <1, ~ 
21 

(1' ' )1 ~ -('--'-'I~-' -+-'-, I dl = 

rezulta 

dl = In -- i e 
) 

f - 1 

I f + 1 

, 
_-:-'_- dx = hi 
xV, + x 

3) SI le calculeze 

( VI _ dx, 
Jx' 1+" 

Funelh ,: (0,00) .... (O,x) definiti prin 

fix) .rt. I 

"VI + .. 
ea.tIa ... Lalm J - J - (a, 00) ,i.: I ~ J definiti prin 

'It) - .!. • 
I 

... ~ .... dlilnl>Ul, 1 .. " .10 eGIIlln"1 ,i n,null .,. 1: 

9'(1)- -~, 

• 



,.i) .... ' 
t --
/' 

(f o ,)(/) . ,'(/) - -:--;=:;;,,;Cl.:::::. 
I I + ! 
" I' 

deci o primilivl a luncliei (f Of) .,' este lunclia / .... - VI + /', prin 

~ (fo f)(') . f'(.)d. = - VI + /' + e. 

AJllif' And teorema 4.1 şi ţinlnd seamă că q1-1 (Z) = .!-. obţinem 
z 

dz 

4) Să se calculeze 

~ Va' - x' dx, (a > O). 

Funcţia f: (-a, al -+ R+ detinitA. prin 

M' . , / 
(x) V a' - x' 

• 

esle continuă. Funcţia <p: ( - ; • ;) -+ (-a, al defi n ită 

,(.) = a sin • 

prin 

esle bijectivă, derivabilă, cu deriva la continuA. şi 

,'(,) = a cos '*0, (V), E (- ; , i )' 
Observăm cA. 

((11(')) . <p'(t) = Vai: - al Sint l • a cos r = a' COS!,, 

deci (vez.i exemplul 2.2 (2)) 

~ fI,(')) .,'( .) •• = ;' (. + • 
Sin ,. cost) + €= 

= ~t ( t + sin t V 1 _ sint, ) + e. 

"-plidinrl teorema 4.1 şi tinind seama ell 

,"(x) ~ . x 
arc Sin , 

a 

obţinf'm 

~ V'O." --',:;. dr _ :1 arc ~in : + 8in ( are sin : 1 

38 

.... 

,i deci 

deducelli 

6) ~ 

unde • 
Fa...,.. 



• 
I II\' 

' .... 
" 

,-

a' . z " V (")' -- aJ'C81ft + 1- +e _ 
2 (1" a 

5) SA Be calculezeC" Ia - % dx, a> 0, JVa +x 
unde funcţia 

x .... fIx) = .. I a - % 

Va +x 
eote definitII pe intervalul (-a, a). 

Func'ia 

definiti prin 

lfl{t) = a sin t 
este bijectivA, derivabill şi 

Avem 

a - a sin I 

a + a sin t 
"ocost= 

-o ..:1:...---.::.s:::i nc.:.t cos t 
1 +8in, 

COSI, 
= a . = a (t - sin 1), 

1 +SlRI 

,i deci 

~ f(.(t)) . • '( t)dt = a ~ (1 - sin t)dt = a (t + ce. t) + €. 

Deo.rece 

deducem. aplictnd teON'ma 4.. t 

((z)d .. _o 

1P·1(x) = arc sin'=' 
o 

. :li + arc.an -
o 

6) SI le calculeze ~ Vaz' + bz + c dx, 

..... >O'ib"-4M<O. ,.... 

• 

_.----: 
.,) + € . 
o' 

1 -



.10 ... ,18111 ti _l1li_1 pe a. 
C .... ,ld,zlJD urmltoarea zsohim ........ varlablll 

'1': ..... . 

detinitl prin 

'I'(x) = v .... + V.'" + bx + c· 

Avem 

'I"(x) = Vii' + 2.x + b • 
2 V.'" + bx + c 

!II ultim ci ~,(,,)., O(V)" .. B . Daci ar .xista "o e B •• tf.1 Incit oj.'("o) - o. 

2t!;; V a~ + br. + c + 2ax. + b = O, 

deci , 
4.a(axo + bXe + e) = (2ax. + 6)', 

şi 

rezulta. 

deci 

de unde ar rezulta egalitatea 

b' -4ac=O 

care contrazice ipoleza din enunţ . Avind 

~' ( xl ., O IV)x E R 

.,( /,).re 
y -2(1 =VlL > O 

~'I x) > o (V lx e R. 

{x} 1} este strict crescătoare . 

Pe de altA parte, pentru orice x =1= O avem 

ded 

(~) 

Evident 

_ ( x(- b - -:) 
~(x) = ax- - ar' + /,% + c) ____ ~-;~=~~== 

VOT - Vax: + bx + c = 
Var - I xl. + ~ + ..':. 

x zi 

c 
-11 --

=~~~r.= 
Vii'_ I~ b ,. 

x • +-+-
r r' 

• 
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fi , 
; 

( y ) Iim \jt(.r) = T 00 . 
.,~ 

Din ICl l, l ţ'i l , (Y) \'lllUIt.l l'll 

~(R) = ( _ 

iar funotia 

.•. " .( b 
't' • - 2v'ă . + OO)-+R, 

saliatace condiţiile teoremei 4.1 Punând 

gAsim 

şi deci 

Deoarece 

deducem 

Dar 

ded 

1 = '1'(.) 

(1 - Va.)' = a.' + b. + c 

f(~(l)) . ~'(l) = (1 - V;- ~(l)) . ~'(l) , 

~ ~ 
,Il _ c 1 ~ "atI - bl 

~(l)dl = V- d' = - . r d' + 
24t+b 402va'+b 

+ _ _ d' = - (2 Va' - b) d' + 1 ~ b' - 4.. 1 ~ -
44 2Va' + b 44 

+ .!. (b' - 4 .. ) 1 _ In (2 Va' + b) + e = 
4. 2Va 

= .!. (va',' - b') 
4. 

b2 -4ac -+ . r In (2 Va' + b) + e, 
8ava 

Ap".liid _. U ",p •• ,. 

11-," - - V; .' + • (V;;. tV"" + b + c)
I 

• 

• 



, 

adică 

+ , .. - ~1.[2V. (v;. + 
s.y. 

_zV;;;'-+6o+<-+·V"'+··+' + 

- cV;; . t 'ac ~ ~·I. (2 as + • + Iva, 
.. S.V· 

~ Vax' + bz +c .rd% - ~ [(2aZ + 6) 

+ 'ac .!' In (2.% + b + 2 • 
2V· 

4.6. Exerciţii 

Să se calculeze. UI,IIII\,"1 a doua melodl de lehi" ..... 
primitivele următoarelor luneli,: 

1. ( (x) ~ • Z E (O, (0) . 

X E (O, (0) . 
. 

3. ( (x) = SIn "- , 
eos.rVI 1'" sin 2,(, ( " .r E - • 

2 
ro) -- . ., 
• 

~. ( (x ) = 1 
(x'-,-I)V>' .2 ' ZEI B. 

•• ( IX) = 1 
1 -.- V x + VX +- i' r e \0, "" ). 

6. I(x ) = __ 1 
(x' T 2) V x' 

, x e (O. ''''1. 
t 1 

• 1. I(xl = :r ar'(' Ig :r ( -;. ~). , -
I + 22 

, 
XOi 

8. fix) 1 

x VI t r I ' ' r (O, ') . 
J 

, 
('lllLon 

0.1. Reamintim rll 
'. numo,l. raţional,l I o I"nrt'. r: I R, unde I .... 
r •• I., astfel I.oât '.rll .'''111 rlO\l!l ro1inoa",~ P fi Qo. 



• 
• 

·1 I 

• 

(V) .e E 1 ~ Q(x) .. o şi fIx) 1'«) 
. -- . 

~«) 

o run"li· rationald (Si! va numi simplă <l.('1! este <le una din următoar"'" 
forme: 

i) f(.e) 

ii) fIx) = A unde n E N*. 
(x aJu 1 1 

ii i) f ) Bx + C . 
(x = " , unde n E N* ŞI b' - 4ac < O. (ax- + bx + el" 

Se arată că orice funcţie raţionalA se scrie ca o sumă finită de 
funcţii raţionale simple şi prin aceasta calculul primitivelor unei funcţii 
raţionale se reduce la calculul primitivelor funcţiilor raţionale simple. 

Vom da In continuare metode de calcul al primitlvelor runcţiilor de tipul 
ii) şi iii) analizind pe rând diverse caZUI'1 parti cularE> 

5.2. Dacă runcţia raţională f : 1 _ R esLe de rorma 

f( x) = -----=-' -. - . 
• 

ŞI 

1 c (a, 00) sau 1 c (- 00, a) 
avem 

( , dx = In I '" - a 
) . -. 

adică 

~ z ~ a dx = In(x - a) + CE dacă 1 c (a, 00) 

• ,. 
( I dx = In(a - x) + CE dacă 1 C (-00, a). J x - a 

DacA runcţia raţională { : 1 _ R e8t. de rorma 

• 
fi 

{(x) = ' ," E N, n ;. 2 
(z - al" 

1 c (a, 00) sau 1 C (-00, a), 

'1 I , 
,. (. .)" dx - - ~ _ t (~_ .) ... 

.... DtIII I1Iac1ia "~ion.IA f: I .... R .Ite de tipul 

• 

• 



• ,. 
atunci se ,tie el 

( ",) __ ~t" CI .. O 
Zc

l + " 

1 c R, 

( I d", = .!. arc tg ~ + e. 
Jx"+a' " 

DacA funcţia raţionalA f: 1 .... R (1 c R) e.te de tipul 

1 nE N, n ~ 2 
fIx) = (x' + a')" ' 

vom da o formulă de recureniă pentru calculul lui 

. d â d i .elrAad zi lnmulţind ,i Implrţind mai IntAi cu a', apoI a un n , 
numlrAtor obţi,nem 

J = ~ ( a
Z 

dx =.!.., ( a: + ~t dx - ~ ( '(z':' 'I" d% = 
n a2J(x' + at)n aJ(z + a)" aJ a 

- - 1 - dx . 1[ ~ x' ] 
- a2 n - l (r 2 + at )" 

Primitiva din paranteză se va calcula prin părţi 

( .' dx = - 1 • 1 . X + ( (x)' 
J (.~I + 0 2) " 2(n - 1) (x' + at) n-, J 

1 . 1 d", = 
2{n - 1) (Xl + a2In-. 

1 x 1 
= - -''-"" . + - - '--- I n_ ,· 

2(n - 1) (x' + a')"" 2(n - 1) 

Deci J _ 1 [ 1 
,, - al 2(n - 1) 

__ x 2n - ~ 1 ]. 
(x' + a')n" + 2(n _ 1) ,,- , 

Inainte de a trece la calcularea primitivelor celorlalte funcţii de tipul.iqllllde 
vom face următoarele observaţii. 

Obse,oaţii : (<X) Funcţiile de tipul iii) pot fi considerate (dacii se dl a 
comun forţat la numitor) ca fiind de forma 

f ix) = • B'x t C' 
(x + px + q)" 

cu 

p' - 4q = (~ )' _ 4 ~ _ b'. - 4.c 
• , < O. a a 

(~) Dacă p' - 4q < 0, atunci x' + p,r + q S. poate 
două pătrate : 

42 
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-

Deei 

.... + p.r + 9 - (x' + 2! x + f') + 9 _ p' _ 
2 4 4 

unde 
- (J: + f r + 4, ~ P' ~ <p '(X) + 3', 

<p(x) = x+ f ,i 3 = V 4Q ~P'> O. 

6.4. Dacă funcţia (: 1 -+ R (1 c R) eBte de tipul 

I (x) = :i' • 

.~unci foloaind observaţia (~), avem 
+pz + 9 

r I r 'I"(z) 1 
J z' + pz + 9 dx = J 'P'(z) + 3' dx = -, arc tg 

DacA funcţia raţionalA (eBte de tipul 

2 2z + p 
~ arctg + e. 

';'9-1' V'9 - p' 

((x) = • I , n EN0, n .. 2, 
(z + pz + g)" 

cu p' - 49 < O, atunci In baza observaţiei (~), putem acrie 

I 
((x) = ['P'(z) + 3'J"' 

unde 

cp(x) = x + f ,i 3' = 41 : p'. 

C f(x)dx = r I dx = r , ' Iz) dx = F 0'1' + e 
J J ['P'(z) + 3'Jn J ["'(z) + 3'l" 

iii) UIld. F elte o primitivA a funcţiei 

.J clr.i caleul a fo.t deBcri. In 4.3. 
ha funcţia raţionalA (eate de tipul 

((x) = (x' + p: + g)" ' n EN°, 

....... InmUlţind ,i Impllrţind IntAi cu 2. apoi adunAnd ti lof'IM" obtinem 

t 2%+, P t 
((x) = 2". (z' + pz + ,)" -"2. (z' + p. + ,)A 

... A .... funcţie din membrul drept eate, ahat.r ... '~~I de ____ 

~ • ..... 1 



• • 

Pentru a calcula o primitivi' p'."'. 

aehirobarea de variabilă 
'I'(x) _ x' + px + f. 

,i obţineJll: 
( 2. + P . dx = ( ~"(') dx "" _. , . I 
J '(x' + P' + q)" J '\'"(.) (n - 1)""-'( .. ) + e_ 

=_ I ' . I +e. 
n - I (%' + P% + q)n-' 

D.5. Ec&emplu. Se consideră funcţia raţională 
x + I 

(x) = (x' + x + 1)' • 

Avem, aplicAM procedeul de mai sus 
I 

%+1 I (%' + :r + 1 )' + ~ . = - . 
(x' + % + 1)' 2 (%' + %+ 1)' (r + %+ 1)' 2 

şi deci 

~ (%)d% = - + . I + ~ ~ 
I 

(%. + % ~ 1) (%' + % + 1)' 2 

AplicA..nd il( um pro('edeul de 10. 5.~ funcţi e i 

vom avea 

şi deci 

% -+ -;-,-:--,1~_-;;" 
(%' + % + 1)' 

(2x + 1)(%' + % + 1)' = 4(%' + % + 1) - 3 

d%. 

[1 1 [ 41' J (x' + % + 1)' d% = '3 J % + % + 1) - (2% + I)(r + % + 1)' dx-
4 [1 (%' + % + 1)" 

= '3 J %' + % + 1 dx - ~ ~ (2% + 1)' 1%' + % + ti' d • . 

Aplicând lormula 't.. 3 (x" + .. + 1)" 
avem In egrăru prin pArţi la termenul al doilea din membrll 

~ ~ (2% + 1) 
(x'+%+I)' 

(x' + x + 1)' 
d% = _ ~ 2% + I + _23 ( 

B x' +x+ 1 J 
şi deci 

~ (x' + : + 1)' d% = 1 2% + I 
A l' S x' + p lcA.nd af'um % + 1 pro{'edeul do la 5 3 ' , obţinem : 

~ xl + ~ + 1 dx 

(! 

O 
AI 



2 - va 
In tlOal gAsim 

) 
z + I 

- dz 
(Zi + ;r + 1)' 

t t - -, 

I '.' 2 ' 1 + r ..... 1 %-1 1 2 
s· ·" ii arelg V-a +~= + 7 are tg 2z:+: t 

, a x' + x + ta' Va va 
Admitem fără demonstraţie următorul rezultat : 

;,ti . . ~' t' o r tI rn a I ))4'S('UlIlpullerea funetiilOi r (it _ It> Yn fUIU.t i ratlOuale 
-lruple.) f1~ fI. Il o lunt'fie rafionali 

P(x . 
«(l(x) 7' O 1I);r: 1) 

()I X 

lludE' f Ş' Qsunt pl'lino;uHt' prime intre tIe. Presupunem eA dt>srolupuuerea lui 
Q In fa,tori prim. are forma 

Qe l) ( ,r • "1 
( "1 (x' a" .. ~ a ) llJ % ~ ) .. '1 (",' MI \ r) 'T. 

Atunri r se descompunt', in mod unit, 

" n,d = L(x) ;. L.; 
l' I (z 

unde L ",te un polinom cu 
slInt constante real. şi .1/; 

" . I <1 

all)x,t 
t 

UJI)X rt I 
.. 

8'2l
x + r;' 

UruI "",ym_1 

('oftfif'ÎftJlt i r~aJi, iar an 
It" <....0. 

~ " ' t 
Z ~" 

m J ţ.. II,. z C, .. 

Zi + M n,t" + '\o' 'J1 

II 

0.7. Observatii, Practic, pentru a realiza o descompunere a unei funcţii 
' •• aIe ca sumă de funcţii raţionale simple se procedeaz~ a,tfel: 

Se lac. tmpărţirea cu rest a lui P la Q. Vom avea 

P=L'Q+R 

..... R elite un polinom de "rad strict mai mic decAt gradul lui Q şi deci 

Plz) _ L(x) + R(z) • 
Q(x) Qlx) 

• .ne lo,mula de descompunere ca In enunţul teoremei in care coefi· 
.... , B, ... , C, ... sunt n.determinaţi. 
.... Ia .cela,i numitor In membrul drept şi se pune condiţia ca 

ea,.. r •• ultl In meJllbrul drept să coincidă cu numărătorul 
...... , de I."t aceuta revine la a scrie că două polinoame 

• 



\.~i A..... B..... C ..... 
Deoi. niatenţa ti unioltatea IOluţiei aceatui .Î1tem .... 

niatenţa ,i unioitatea, coelicienţilor din teorema 5.6. 
Procedeul descria . mai SUI de guire a coelicienţilor A, ... , B,. 

nume,te _'oda coe(icimlilor netktermina(i. 

6.8. E~mple 

1) Să 8e calculeze 

( x' + 1 dx 
J x' + 1 

pe un interval 1 care nu conţine punctul x = -1, 

Vom avea 

f i) x' + 1 _-7X~+~1 x = = x+ 
x' + 1 "-+ 1 

şi din x' + 1 = (x + 1) Ix' - x + 1) deducem că are loc o desco mpunere d. 10I'I1II 

= A + Bx+ C 
%+1 x 2 _x+1 

• 

Aduc4nd la acelaşi numitor In membrul drept obţinem : 

-x+ 1 = A(x'- x+ 1) + (Bx+ C)(x+ 1). ( V)XE 1 
şi deci 

-x + 1 = x'(A + B ) + x(-A + B + C) + A + C, I V)x E 1, 

ceea ce conduce la si8temul 

Deci 

A + B = 0, 

-A+ B +C=-I, 

A+C=1. 

Un calcul simplu ne dă A = .! I 

3 
2 

B = - - , 
3 

1 c= -. 
3 

21 1 
f ix) = x + - . - -3 

3 x + 1 

Prin urmare 

2) Să 8e calculeze 

x' 1 
dx = - + - In 

2 3 
(x + 1)' + e. 

x l -%+1 

~ xl : x' dx 

pe un interval care nu conţine punctul x = O. 

DivizorII ireductibili ai lui xl + x' lunt J: şi ". + t. PrImal ........ 
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I 

liplieilalo .. iar al doilea.,. ordillul 1. Avem deci 

• 

-;...;I~ _ ~+ ~ + ~ + B .. +C 
z'+ .. ' .. ",' z' z'+I' 

.MucAnd la IceJqi numitol' In membrul drepl obţinem: 

1_ A,z'( .. ' + 1) + A,..(z' + 1) + A,(z' + 1) + "(B .. + C) ,i daei aialamul 

• cArui .olulie eale 

Deci 

A, + 11 = O, 
A. + e = O, 
Al +A._O, 
A. = O, 
Aa = 1, 

. (d.. II "" + I I 
PrmurmareJ",,+ ... =ln 1"'1 -jzi+e. 

3) Si 88 calculeze 

Divhorii ireductibili ai lui z" + x' + 1 sint ~'+:r + t ti ~ - x + 1. Fiecare dintre 

aceşti divilori are ordinul de mullipHcitate 1. Avem deci 

f( .. ) = B", + C + B' .. + C' • 
.. + .. +1 "-"+1 

Aducind la acel .. i numitor tn membrul drept obţinem: 

.. + I = (B .. + C) (z' - '" + 1) + (B' .. + C'l ( .. ' + .. + Il 
care conduce la aia temui 

eclaifthnt cu ."mui 

• cii •• IOluţ .... Ia 

A .... 

.,. .. ..!. . II 

t "+_+1 

B + B' = O 

-B+C+B'+C'=O 

B-C+8'+C'=1 
C+C'=I 

B+B'-O, 
-8 + B' = -1, 

e + c' =o t, 
-C + C' = I 

B _ .!, B' = - ..!.. te _ O, C' -= 1. 
2 2 • 



de unde 

-- . 
r4+~~.1 

• 

I +-. t).+ .... • (~- I • 

4) Să se calculeze 
1 dx 

~ 2 sin :r - cos x + 5 • 

luI (-1t, 1t). pe interva . 
Facem substituţla 

:t X E (-n,n) t =tg-. 
2 

obţinem 
x ~ qo(t) ~ 2 arctg t, te (-00, +00) 

II 

Punand 

obţinem 

• 

2 
qo'(t) ~ 1 + t" 

1 • X E (-1t,1t)) 
fix) = 2 sin x _ cos x + 5 

_ __ -2.-1 
--;:-;--' f (x) = ,.2 x 

2tg ~ 1 - t. -2 
2 ---~+ 5 2--':" x 

1 + tg' .=.. 1 + tI!" '2 
2 

1 
f(<p(t)J.qo'(t) = -4-t --'1=--~t';-+- 5 

- , 
1 + t' 1+t 

Deoarece 

1 1 re 3t ':.1 +e, ~ f(qo(t)) · qo' (t)dt = ~ 3t' + 2t + 2 dt ~ V5 a Il! V5 

obţinem 

" 3tg - +1 

~ 1 2 + e f(x)dx = 81'(' tg v- . 
V5 5 

.. 
r aci" 

5 9 E 
. .. . " I lt.oaftllor u . . ,zerctIt'· Să 8e calculele primItive e urm 

IItili'ân<i de8compunerea In funcţii raţionale simple: 
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1. ((6) _ I 
.1

1 + :l:Z+ S· 

1. ((6)'_ ~ + s· + ~ + I 
~-~+S-I' 

.. ({ ... , _ Zi + .% +. 1 

(s - 1)' (s' _ S"'--+-I"")" 

• 4. ((s) _ s + I 
(x + 1)' (s' + 3s + 2)' 

, 
6. fIs) _ s - I 

%4.+ z l +1· 

.. fIs) _ I + z' • 
.r

4 
- 2z' + azi - 2% + t , 

7. f(z) _ s + I • 
xl(X-1)' 

8. fIs) - 1 • 
sIs + 1) (z + 2) 

.. f(z) _ 1 • 
zIs + 1) (s + 2) (s + 3) 

10. ţ(s) _ z' + J 
~ + ~ (1 - V2) + z(1 - V!i) + 1 .. 

1 
11. f(z) - , 

I+~ 

z· 12. f(z) - , 
1+'-

II. f(z) _ ~ - 3 , 
~+b+5 

li, f(z) _ z , 
(~+ 3) (z + 1) 

1 
IL ((z) _ -:-...=--= . 

z(~ + 1)' 

,t: ••• 

z. (-00, O). 

se (-eo. 1) . 

z .. (-2. _1). 

ZER. 

ZER . 

z'" (0,1). 

Z E (O, (0). 

, z e (O, 00). 

z e (O, 00). 

z e (O, 00). 

zeR. 

z e K. 

Z Ei (O, 00). 

z e (O, (0). 

6.10. E .. ercilii. Să se calculeze primitivele următoarelor funcţii reducti. 
bile la funcţii raţionale: 

L • 
1 LII·)- , 

1 + V"" + 2z+2 
z e (-1,00). 

1 
L II·) - -(.-+-,.-, V....,.. =:+="=_=,,,,';' I +V5) 

2 . 

L,,",,_ • , 
• -V"+ b+4 

z" R . 
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.. 11·)- V(7. -~;. - ~" 
1 

, 

.. 11")- 1 -VI - .. - ",' 
., 

7. Il'" - (1 _ ")VI - ",' 

.... 

... (O, - 1 +111'1 . 
• %. (- 1, 1). 

8. 11%) = % +VI + %+'" , %. a. 
1+ %+VI +% + z' 

.. ((%)=z'V-z'+'%+5, %e (- t,S) . 

1 •• '(z) = 1+% , " V-z'+b+5 %e(- I,5). 

n. 
1. Il.,) = I , 

3+.,..z 

'.((z)= I 
t + sin'z' 

•• flz) = I , . 
slO z-2cosz+3 

4. flz) = 1 
sin x (2 + cos % - 2 si II 

6. flz) = sin z 
, ' 1+slOx 

• • 

ze(- r. ,1t) 

, rE (o, ·n zI 

xe (-~. i)' 
1. flz) = Sin z cos x 

• • 
Slfiz + COS X ze (_~,~). 

7. flz) = 2lgz + 3 . . -
Sin Z + 2 coslx • 

8. ((z) = I 
cos·z sin:!x • 

1. ((x) = 2 sin
2
z + 3 eos2z 

sin z - cos z- · 

ze B'-{k1r+i l 
z e (o, i ). 

10. ((z) = ~,_~..:a:..2 __ 
1 + a2 + 2a sin x' z e ( _ ~ • 

unde a este un num Ar real O < 2 
• < 1. 

k e z}. 

1 



II. 
Functii integrabile 

§ 1. DIVIZILi'i1 

1.1. De rin 1.1 e. Fie [a, b] un IntervallnebLs şI mArginit din R 8. nu
me~te d Ivi. 1 u nea Intervalului [a, bJ un oMem de puncte 

din ~a, bJ astfel inelt 

19neori vom nota thviziunile astfel' 

~ - (o Xo <'&1 <... < Z" O) 

Cea mai mare dintre lungimiie intervale lor 

LXO. xd, _.tI Xli: 1, •••• [r • XII 

8e numeşte nor m a diviziunii Â şi 8e noleazA. Â • 

Aşadar. 

n 

1.2. Exemple. Sistemele .de puncte 

Â, ~ (O, 1), 

Â2~(0,+.~.I). 

Â, ~ (O, ~. +, ~ . ~ , ~, 1) 
~unt diviziuni ale intervalului [O, 1J. Aceste diviziuni au respectiv normele: 

II Â, II ~ 1; II Â, II ~ f; II Â, II ~ +. 
1.3. Observalii: <X) Dacă [a,b] este un interval, atunci Â ~ (a, b) este sin

gura diviziune a lui [a, b] de normă egală cu b - a. Orice altă diviziune a 
intervalului [a, bJ va avea norma strict mai mică decât b - a. 

~) Pentru orice număr real r > O există diviziuni Â ale intervalului [a,bJ 
astfel IncAt 

II Â II < r. 
Intr-adevAr, BA notAm cu L lungimea intervalului [a, b]: 

L~b-a 

ti IIlu1m an numlr natural" astlel IncAt 

111 ,. 



,,~ . , 
Jmp".ind intervalul (a. b]1n " plrţi e,ale. obţinem diYili .... 

â = a. a + -, a + 2 -, .... a + (n - t) • ,) 
{ 

L L L 
n n 4 • 

L 
care are norma egală cu -. Deci 

n 

L II â II = . < r. 
Il 

1.4. Exerciţii. Determinaţi normele diviziunilor: 

L11 = 0, • - . , - , 1 I 

(
1112 ) 
5 3 2 3 

â =(0 2.. 1 1 1 1 
• • 13 ' 5 ' :1' V3'V2 

~ (1 ' ") 3 . e,p • .. . , e I 

~. ( 1 
1 1 ,f·t). O. . - . :! 10 2' 

• • • • 
2' 

I I Il. I O, , . F 

\ o • T. r " 
il 

Il .6 
I 1/ , decit , .cr ro. 

1.6. Exemplu. F iI;' 
\ .\, 

..1, =(0. , 1) . , 
2 

..1, = ( O, 1 1 a , 
a I . -

1 J • ., , - [, 

..1" ~ (o, 1 , 2 
'1 ' , ~ 1) 
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~. 
A,I i ,1 O 

Z 
AZI 

/ j I ,1 
i 2 

.d J I 
O l' l ' ' 

t'lg, lU. 

diviaiuni ale intervalului [0,1], Alunci 

Al CAt. 6 l cr. 6.3• 6.2 cr. aa· 
1.7. Observaţii. <X) Dacă â, â' sint diviziuni ale intervalului [a, b) asUel 

1111·A.1 

â c â', 

atunci 

lI â' II.;lI â ll · 
Deci, prin trecere la o diviziune mai fină, norma diviziunii se micşorează. 

~) Din II â' II < II â II nu rezultă, in general, că â c 6.'. De exemplu, 

dacă 

ti = â, = (0, 1 1) • 
2 

â' = â3 = (0, 
1 2 1). - . , 
3 3 

atunri 

II â' II = .!.. < 
1 II â II --

3 2 -
,i totuşi 

â rt; â'. 

1.R. II e 11 o i p.. Fie 

.l., * (1{" y, • .... y.,,) 

douA diviziuni 81e Intervalului [a. b]. IIiviziuoea formatii din mulţimea 

:/'1]' .LI"'· r,l} U Vlo, fi!! .... Ym}~ 
• 

• I~ rlrel f!\mileote "uot 11\8t.lo ordine striet r,.-ritoar., ~. IInm.şte r ~ \1 n I u· 
• •• • I y Isi unII ° r â" .l., şi .e ootu.l\ 



, 

.l, U 4..::. ____ _ 

U. E:a.,l". Daci 
ă,_(t.V2. f. 2). 

ăs-(t. f.V3. 2)' 
ăs - (1. va. 2) 

"'UI I diviziuni ale intervalului [1, 2J, atuRci 

ă U .l, = (1. V"2. !. Vă. 2)' ,. 2 

ă, U ăs = (1. V"2. f. Va. 2)' 

ă, U ă, = (1. f. Va. 2). 

1.10. Observaţii. Il) Reuniunea 6., U 6., a două diviziuni este mai rinl 
01 .. ·., fiecare din diviziunile 6." 6.,: 

~) Dacă 

• ,. 

6., C 6., U 6., şi 6., c 6., U 6.,. 

Âl = (x,), Xl' ... , Xft)' 

ÂI = (Yo, YI' .. " y"J 

A, U A = (z z - ) 2 J1 l""'-'"p, 

atunci 

(1) 

(2) 

p";n+m-1. 

1.11. Exerciţii. a) Determinaţi reuniunea 
perechilor de diviziuni 

.l' = (o ..2. 1 1 1 
• 24 ' :,!, I 2:':' t' 1)' 

.l' = (o. -'- . .!.. , .!.., 1)" 
lt a 1) -

~' == (0, C, c:!, 10). 

~' (O bIr' = , 1,2,3, ..• 10) 
lE: p, q dfJuii nllml'l'(' n t 

a urall' şi divi1.iunill' 

I 

• 



• ( t 2 k a - o, -. _ •••. , • 
p" p'l p" 

SA se arate eli: 
i) t!:/ C 6" _ p divide pe q; 

ii) 6: U 6." c !:1 unde 

. . . . -. 
q" 

k 

• o' • I!." 1., 1)' 
p" 

9
n 

- 1 ) . • . • , t . 
q" 

Ipq)' - t 
I • • • • • ~ _ (o. t , _ 2 , 

Ipq)' pq)' 
... , 

Ipq )' Ipq)n 

§ 2. FU:-iCŢII 1 TEGR ~BI' F 

2.1. De li n i ţie. Considerăm următoarele obiHte 

1) un Interval Inehis şi mărginit [a, bl; 
2).0 luneţie f [a, b] ~ R, 

-.; il! 3) O diviziune d = (x., X" ••.• X ) a intenalului r ~ 
4) un sistem d. II puncte ;, ~,. astM InrAl 

Xii " ~i "- X" {1 ". It} 

numit s ls t • m d ep u n c t. in t • r mod Iar e a.oelat d.,lzIl:lII 
:-Iumărul r.al 

n 
L; fi ~.l(Ii ~i.·) 
i - I 

RO numeşte 8 u m" R I • m a n n asorlată IUMllel f. di, IZ/unii d ,1 llUne· 
telor interm.dlare ~" ~.,. ... , ~ " . Acest număr va li notat prin ", (f ~) se, prin 

", (f. ~i)' 

1.1. Obser.a/u. Dacă funcţiafe.te pozitivă. atunci suma Riemann ",,(f. ~;) 
reprezintA suma uiilor dreptunghiurilor de bază Xi - ""-1 şi de inălţime 
f(~). (1 .. i .. II). Deci ",,(r. ~i) aproximează aria mulţimii din plan. denu
miU .. ..,.l1eal 'Iui f. 

r, = {Iz. y) E S' la .. X .. b. O .. y " fix) l . 

.. limitaU de ua Oz. gralicul funcţiei f ,i dreptele paralele la axa Oy care 

... ". paactele de eoordonate (a, O). respectiv (6. O) (fig. 11.2), 



--

I I 
I I 
I I • 

I I 

I 
1 I 
I I 1 I 1 I I I 1 1 

I I 1 I 
1 1 

1 I 

I 

L -
" '1 X, )(/-1 ., " 

, /(n· 11 n-I 

}'Ig. 11.2. 

Până acum nu ne-am pus problema ce tnsea.mnll cll o ~ulţime mlrJiIiq 
din plan are arie şi cum s-ar defini aceasLa. No! lunea de arl~ va fi la 
Capitolul III, paragraful 1, unde se va arl(La cI( dacI( funcţia f elte conu..a, 
atllnei mulţimea r, are arie şi 

aria(r,) = ~: f(x)dx. 

! . 1,.' ~ q i t O lunelte f 1(1, nI + R .~ numeşte i n t ~ g ra h III 
H ,. I I I<lll. _ plu, I II e ~ rol 1) i l ă) dac" f'xLtA UD Dumlr reali 

I .lr'lprlt"ta 
fi '1.r dr'l () "XI,IA , 

1 I[ t'n h:'l!i 
.. j'l 1 

I b (' J 

1. pelllrll orice dj"i1iUll' 
y •• i orice punete Inltrme-

11,1 r 

, Iri 
f t ,. I 

1 r 

1, 

1 

f' nUl f' I Il t (' ~ rai 8 

fi er'8JtJ tI 

( , n' , 

"au I n I ~ a rtd 1\ de II ni ti • 
toIf lIot~ază 

2.4. Observaţii.(~) Pentru" . . 
că", {"ncţii integrabile (: [a bun ... mterval h~at [a, b), numdru/ 1" asotl4ll fII" 
.. Intr-adevăr, dacă 1 1 ,] R esle unI, determinat de f. 

m!'a 2.3, atunci pent " .' ar fI două numere care verifică rondiţiil. din ",fi' 
ru Orice • > O . -..AI 

pentru orice d,' . . ar eXista "1). > O (k "" 1 2) ullel 1-
VIZiune .1 1 

<l - (x x 
O' " ... , xn) a lui [a b] . 

X, 1 .;; l:, .;; x (1 . ' r u II 6 II < "1). şi orice puncte intermedl
'" 

"' ~ l. ~ ) .• -..:: n să UVf\m 

'. I < '. . , (A- 1, 2) . -
56 



l.ulnd 

d1lf • 

l1e - mlO( 'It,,' "'2,.) 

.."ultă că pontru orice diviziune .:l a lui [a, b] cu II .:l II < ~. Ii orice .i.tem 
(~I) de punr te intermediare- asociat lui .6. , avem 

deci 

I l, - 1, 1 "- I l , - a,(( , ~) + 1 a,(f, ~) _ 1. 

Cu m t > O a fost arbitrar , rezultă 

1, = 1,. 

< t: + c = 1:. 
2 2 

(~) Orice (uncţie integrabilă (: [a, b] ~ R esle mărginită, adică fxislă ° con . 
stantă .Il ;. O aSI(f' ;",,1 

1((x)I "M (V)x E[a, bl. 

111 Intr-adevA r, să notAm ('u " integrala lui r pe interval ul Eu, b) ~ i sil lufim t; = t. Din 
( definiţia i ntegrabil ita.ţii lui ,. reZllIt.l di e xistă r. .. > O as trel l' 

(lI I a", I( , <il 1, I < I 

orieare a r Ci div iziunea u = (.ro. Xl' . " In. ), (' Il II 6 11 <: lh ş i orÎt'are ar ti punctele inter
mediarE" 

~i E [Xi-li xiJ (1 ~ , ~ It) . 

Cons iderind o diviziune fixati\. 

!J. = (xo• Xl> . . . • In) "'U /1 .l I! <' Tl 

est .. suridenl să arătăm dl f esle mărgi nită pe fiecare intrf"al rXA . I ' IA] al ar.eslei divi
liuni. In H"l"st scop, considerăm un elemen t arbitrar % li: (%.11-1' r"l şi hlAm următorul 

i • sislt-m de puncte intermediare 

21 ~i :- , {
Xi. dar" i =1= k 

x, dacă' = k . 

Alunf'i din It) şi (2) rezultă 

I ( Ix)lx. - X", ) + E ( IXillxi - x, . • 1 1, 1< 1 ...,. 

I fl') 1<;; M. 

unde ,·u _"It am notat numărul real pozitiv 

_ I (1 + I l, I + 5"' I f ('i ) I (.TI ", •• 1)' 
rit - TIt_1 tn 

(r) 1,.,. •• d.(inild a ,,",i ("""ţii ( r.,/, 1111 lIumd~ ual, .'p" dto ... hirc ti, 
",*,,1Il4 MIk(initd a lui ( rar< r .• I, mlllfim,a /III,uor prtm'/II,tlor ,," f· 



.... Ezemple. 

t) Fie (: [a, b] ... B o fupo'. 
((s) _ e, (V) /1 ehi. 

Vom arlta el (e.te integrabill ,i 
~: ((s)dz - e(b - al. 

Se observA. că, oricare ar ti diviziunea 
il - (%01 ZI' ... , ~) 

a lui [a, b] şi oricare ar ti punctele intermediare 

Xi.' " t!" Xi, (1 " i" It), 
avem 

" ."If.tl = [; fi tii IZ! - zi_,1 = c(z. - ro) - c(b - a). 
1 - 1 

Deci, ],,;i ,ul J = c(b - al. avem 
I ."If. ti - I I = O < t 

oricare ar fi t > O. Prin urmare r esle integrabilJ şi 

~: ((rldx = r(b - a l· 

2) Fie /X E R şi f: [a, b] .... R definită prin 

{(x) = /xx , ('V) x E [a , b] 

\om arăta că {este integrabilă şi 

~: f(x)dx = ; (b' - a'). 

Pentru orice diviziune !l. = (x . . 
ca 11 > O şi orice pun l . ,0' xl> .. " xn ) a intervaluluI [. b) cu nOfWY. 

ce mlermedlare I 
• 

avem 

I I ) " GA (f, ~) = k r(~il (.Ti - rj.tl'= t ( (Xi ~, XI:I) Ix, - 1,.,1 + 
, 1 -

+ ~ [md r (r, ' 2 J'.,)] IJ, . J,.,I . 
Deoarece f( I :c = Ol% pentru o ' 

ti ce r e (a, b], dt'du('(>m 

• 

fitil - '('; +. _,;.,) ( 
2 .... Clt., .Ti +1 .'.1). 

Observ:h'd că Zi + Xi_l 

2 "le mijlo I r u Inlf"tvalului [I"_h rt),---

&8 



I~) I m,) - ((ZI +2 Z'-'J/ <! 1- 1 ~. 

Pe de alti parlft avem 

IS) 

.... ~ (bz _ al) . 
2 ' 

deci din .. Ia\iil. It), 12) li 13) deducem 

/'AI(, ~) - i (b' - a') " 1. 1 ~Ib - a). 

Fie Al'UIn 1: > O şi 

• O < ''le < -----' -- , 
1· 1 · l b - a l 

obţinem • 
<16, (1. ; ) - - (b' - al) < ', 

; 

pentru orice diviziune 6 cu II 6 n < 1) şi orice sistem de puncte intermediare asociat 
diTiaiunii .d. De aici rezultă că f esle inlegrahilă şi că 

(Iz) d~ - - Ibl - al). ~
. . 
• 2 

3) Să se arate el funcţia 

fIx) = COB x 

eate integrabill pe orice interval [a, b) c B ,i 

~: COB :e d.z = sin " - sin a. 

Fie â _ (a _ :te < %1 < 0.0 < z" = b) o diviziune a intervalului [4, b] fi fie 
~ • [~.h z(] (t <: i <" n) puncte intennediare arbitrare. 

,\,.Iirind teorema c""tarilor finite funcţiei ((z) = sin % pe fiecare interval [Z'.ll xtl 
~t -< i -< It). obţinem punctele c, e (Zi.lI Si) asUel Indt 

lin z, - .ia Zi_1 - (ZI - $i ... ) COl Ci, (1 , i <" lat· 

ItI 

• • 
~- .... " ~I -ZI_,)-~ ( ..... - ...... al+ ~ (- ~-""d("-",,,I-

II 



r. - '- .. JIIII,-I(-. - ..... _ ala • .... ,io. .... f::f .""""'T 

te,ilO, IInite luntl ... 1 /1-, - .. 
Aplicind acU. teo",·a c:"'o • (~".iI .. Uel II ... '. 

bţinem un pune.. , 
aau (e .. t.J. o , .... , .. (t!- .1) ,laI;. 

cOl~ -

deci I cos ~i - cos ., IC;I ~, - ., I • I.inllj 1'" II 411. 

prin urmate n 

• ) (x' _ Xi_.) C; II A II}' (Zj - '"'-.) - II 4 M " - -1. 
(2) ~ (cos t. - cos.. • f='I 

Din (1) şi (2) rezultă: 
I a/l(f. ~" - (sin b - sin a) I C; II A II (b - -). 

(3) 
. O I It asUrl IlIlăt Pen tru orice It > I u .. m l]~ 

< 
O < ~. < . 

b-a 

Atunci din (3) rezultă că pentru orice divii:iune A. cu II A II <~. ,i pentru orice ~ 
intermediare ~i are loc inegalitatea 

la/l(f. ~i) - (sin b - sin a) I < <. 

Ace .. ta arată că 'unclia fix) = cos x este integrabilă pe (_. bj 

• 
ŞI 

~: c08zdx = sin b - sin 4 . 

2.6. Exemple de funclii neintegrabile. 1) Vom arlta el func~ia lui Diritblet 
g : [O, 1] _ R definitil prin 

g(x) = 1, dacă x este raţional, 
O, dacil x este iraţional 

nu este integrabilil. 

Fie A - (~- Z ) dl " - -v' l' .. " Xn o VIZiune a intervalului [O, t] ,i [ia 
, . 

~i. ~i e [Xi_h xd, 1 < i ~ II 
două sisteme de t· t . 

. pune ~ In ermedlare alese astfel lru"AI 

• Iar 

deci 

(1 ) 

'"ecare <1 (\ .;: i';: n) este raţional • 

fiecare -~, (\ .;;: i.;: n) est. iraţional. 
Atunci 

(\ C; i C; ~), 

Dac! g ar fi integrabilA "Ig, ~') 1 • • ,(,. ~.) - O • 
• alun('l ar ('xi~ta I R 

Ci fan' ar 
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1.1. 1. parti~u.lar, pt'utru o <- E 1 , 
..... It ar ~xu5ta 'l. » O aHUI') jlll'ii.I Jll'lItru orie .. divitiunt 

~ - (~. z" .. .• Z'I) a lui [O, 1J. ('U II II Il < 11 •• av~JU 
(i) 10~11, ~'I - I I < < ,i 106(1,.,'1 _ I I < <. 

Din (1) " 12) re'ult4 

II - 11 = 10611, ,'1 - 1 I < •. 
Il I = 10 - 1 I = 10611, ,'1 _ 1 I < " 

ceea ce conduce la contradic~ia 

1 = I 1 - 1 + 1 I <;;; I I _ 1 I + I I I < 2. < 2 . 1 
~ 

Atadar, (unc~ia I nu e81l! inll!srabild. 

2) FunctiI! 8:IC:[U, 1] _ It derinitJ. prin 

J ~ . dH t'J. .r e 10, lJ 
I. lx) ~ 1 X' 

O ,dată x=- U 

1 
= - . 

2 

fiind nemărginită pentru « > O, rezultt1 din ohst"rvaţia 2.4 \~~ ta nu este wtegrablld. 

2,7, O b ser" aţi •. Dacd f , g:( a, b]-+ R "", dOuă (uncţii Cu proprietăţile: 
(IZ) f este integrabild pe [a, b]; 
(~) e:sistd o parte finitd A c [a, b] astfel ;"·(iI 

g(x) = fix), (V) x E [a, b) , A, 
• atuncI. 

(1) g este integrabilă pe (a, b 1 
• 

ş' 

(2) ~: g(x)dx = ~:f(x)dx. 

.&8 luficient ca demonstraţia 81 fie dată pentru cazul cfnd mulţimea finitA A este 
r ..... tI dintr-un slngur punct c, deoarece cazul general se poate obţine din acesta prin 
i"nctlo. P .... upun.m deci A = {e}. 

Funr\ia r fiind int.Pgrabilll, est(~ mărginită (observaţia 2,4'~'II, deci exis tă MI:? li 
astlel lonit 

luind 

,,,.'tI 

ti 

I fix) 1<;;; .11, (Y)x e [a, b] 

M~ maxiM" I Rlc) I ) 

I flxl 1<;;; M IYlx ela, b] 

I ,(zi 1'; M IY)z • (a, bJ 

~""""".>O",,,">.O""'II""l 



(II 

ar 1,' divilÎU,.ta 
urii-are 
'1 1,tIi'·,. '. e (ri.l' 
Ifl ,'rll .. "" 

Luind 

, 

" 

1 r .,.). ('U "â II < 'lt. 
A - %01 l' .'" 

z,)l' <: j <: OII· 

de!, (' • ) l'j, -;..... mi" 1),' 8M 

121 ... -~ 
1 n

' l al diviziunii 6, Hlunt'1 t')o.Ista. O ~ J - n 
Dacă c es e un pu .. . ' d , I ,1" 'Inlermediare ~arf' ar pulra comel f." f'U 
acest caz smgure e pUfiI: .. 

-S<tU ::"+1 de laplul cA {(zi = 8(%1 (VI % *' c. obţine,m 
Deci tlnând seama 

n 

al> ({ . 1'.,) - al> (8. tii = ~lf (1'.11 - AHi)I('" - %l-,) " 

I 
~ r' ; j) g \ ~) I\ f.rJ 'J.') + I fi <J+1 1 

1 

c 
<;;: 4M II D. II <. 4M To. <. - . 

2 

Dară c nu este un pUI1I'l ~l divi.dunii 6, atunci c es te conţinut intr-un interval desrlii 
(.rlt_t. XII )' Oeri singurul pun"l inl<,rmedial' Carl' ar putea coil\ride ('U c este punctul Q. 

prm urmarr 
I n 

a, I ~.l'.d l= 
I 

E (fI,,) - 81 1'.,1 /1 x, - x, . .) = 
, 1 

• 
= \ H.I- gl l'..I\lx, II ~ II <. 2.1!n. <. -;" -

Di~ analiza făcut;, pâR'\ ,u-um rezultă CII ol,"ca r. 
gahtatt:>a n, < ar fi 

poti\ia punctului r. ar< loc il> 

nin inl'galilăţil e 

\ a, lf. 1'.,1 

11 \ şi 13) oblinrm 

1'.,) \ <. .!." 
2 

ndiră ~ f'sti;' inle~rabilA şi 
\'" (g. tii ~>Ir)dr \ <. c. 

2.!OI. Obser"aţ,e. 
p' (a. b) ş i dacA .. 

~: Klx)dx ~: flr )dx, 

()hSl'rVH.ţllt 
mOdihtA. var~~'.';rd('nti\ aratA nI dacA' eate • 

1. Illnrţiri , Inlr·o mu""'" ... , .. 

82 
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• ;, 

- Ie, ........... } cr·. ·1. 'lunci Iuncll, nou-oblinull .1, In'" In\ea,ablll ,lln\earaiel. 
n'. douI functii buni elale. 

Daci modificarea valorilor functiei f se tace Intr-o multime inlinlti de puncle, 
.'uei functia nou-obtinutA poate si nu mai tie integrabilA. tnlr~adeYI', tuncţia con
.tanll 

'.(z) - o. (V)z. rO. Il 

.Ie in\earabill (exemplul 2.5 (1)). TOlu,i lunclia lui Oi,ichlel (exemplul 2.6 (1)) 

6(z) = { 1. dacA Z Ei rO. 1] n Q. 

O. dacA Z Ei [O. I)'Q. 

care se poate obţine prin modificarea funcţiei (o pe mulţimea intinitA 

[o.l]nQ 
II. .&. inhRi abili. 

2.9. T e ore m a. Pentru o Juneţie f [a, b • R urmlito .... le afirmaţii 
... ,: It t't'hh:alentt: 

(at) f este int~l(rabilă; 

(Il) există UII număr realI a,t'el indII 
orit'are ar fi şirul dt di\'izillui 

'1") 

al~ intpr,.alului [a b J eu 

Iim .l" O .. ~ 
şi orieare ar fi punrtele intermediare 

.fi' I ~ ~i' -: 1" (l.s: l ~ Il , It 

şirul ,umalor Riemllnn 

r.OD\'erge 1,. 1 

:\'} , 

Detho,..".",~ (CI) - (fi). Presupunem ci funcţia f este integ.abill ,i vom uita 
;.. '" are loc afirmalia (~). 

Fie deci 

aR ,i. de diviaiuni ale 

(I} 

fi n. 

intervalului [a, b] astrel Incal 

Iim II ~.II- O 
.~" 

~7 OI ["'7-1, "'71 (1 .. j .. k.) 

.... ...::.~:n.:.i I nlo" abili, ullll /,. Il cu proprielltea: pentru ori.. • > O 

....... lIIIeI orica'" ar n dl,.lllun.. <1 cu II <1 II < '10 ,1 ~Cart ar n ...... 

• 



1 ... .....- ..... ...,1 ...... ..., 
I-"CI. U - ,,~~ ... 

:. ,.ţll (tI ... ulll el 111111 ua rla. a ... 11( ... ) 
II 4. II .:: ~., (~I II > a .. ; 

deci, ţiuADCI seaml do (2) obţiao .. 
I _ ". (f, ~n - 1, 1 < 0, (V) " , " •• 

adicA Iim _" (f, ~7) exiltl - 1,. n...... Pl 

(~ ) "" (o). Să p .... upunem cA f verificA condi\i~ ~~) ti '" arllI- el , .. 
bilA, mai preeis, numArul I care figureazA In condl\la (~) .. te ehi •• ia"PIII .... 

DacA numArul I n.ar fi integrala lui f, atunci ar exilta .. > O lItfII ... iii t 
01 fi ~ > o existA o div.iziune ... 

.l13 = (%:' Z~, .. " %11/) 

• lui [a, b] cu 1I .l. 1: < n şi există punctele intermediare 

%~-1 .;; ~? .;; z? (t ';; i';; k.) 

1 .... (f, ~n - II :P ... 

Luind ro particular II _ ~- ( 1 2 " "n = . . o • • ) , obţinem o diviziune 

j,1I = (XII x" - ) O' l' ' ''1 ;l..it n 

a lui [0,61 ru 

(1 ) 
I 116,,11<-
Il 

• 
ŞI un sistem (n tie puncle intermediare 

xi_l ~ ~i' ~ X? (i ~ i~ k") 

astfel III' ;\1 

(2) 

Din inegalitatea 

1 .~" (f, ~n) - I I :P " 

(1) re zul tă că 

(Il = 1,2, .. . ). 

. Ii m lI .ln '1 = O 
Iar din (2) rezultă li . n ..... lIO ' I 

C şirul sumelor Ri emann 

nu converge I { . ~n (f, ~n ) } 
a 1 ceea ne N • ce cont . ! ratleo ipoleza (~) . 

• 10. Obse,."aţ -
urmilloare ( ... Condiţia (~ ) d' 

(W) or::;.arent mai slabA) ID e"nnlui t~o .... m.i J.t •• 
re ar h şirul de diviziuni 

~ • .• " .1''' ) •• ' 

• 

.. 



• 

'--", 
~ ,. 
ot;"" 

al" intervahllui [. , ' ) t· U Iim .-. .l" I - 0, ,i orit-ar~ ar ti puncteh' intermediare 

~II L" X" 
1 """ l' 

'Iflll Immt'lor Hit- mann flste l'OnVt'rgellt. 
~; nol "n' I~) - IW) . 

'1 E N), 

Pt'lIwnstra tia irn pl kaţil~ i (~ ' ) ... (~) revine la a demonstra că 

{ tt.l.'l (f. ~fl)}IIE .V' cu Iim II ~" II _ :J ° 
II + 00 

au o limil.) I'omun it . 
Pn.'suplI nem l'li (W) are loc ; tie 

.l ' = (a = X i i -" .. " b) 
/1 O' O&'f' •.. , "'ltn = . In e NI ; 

:,.' ~ (a ~ y" y' Y" b) II o' 1·· ··' Pn = , In e N) 

două ş i ruri de d iviziuni ale intervalului [a, b] cu 

Iim ~. 

" 
~ Iim I) ~' 1) ~ O 

F\ + 00 /1 

f i fie pun"tele intermediare 

xL1 , ~i , xi, (1 , i ~ *n. ne N), 

Y?_l4( lli 4( Yi, (t 4( i ::;;;; Pn: ne N). 

toate sumele Riemann 

ConsiderAm şi rul de diviziun i ( ~fl ) I1E \ detinit In telul urmAtor 

( ' 1 ·"(' " . '-'n nEN = 1..1.0' 60, 6 1, !li, ... . !l~. !l~, ... l, 
iar pu ndf'Je in termed iare le l uăm astfel 

~i', daeă n Impar, 

l1i dacă n '" par. 
at\ def , 

Cum Iim " Do", Il = 0, rezultă din ipoteza (Wl cA şi rurile de sume Riemann .--
sunb'l')nvrrgen le ; ti e 1', r , res pectiv / , limitele lor . t nsA pri mele douA şi rurI sunt sub-
,Iruri a le ('elu i de-al t reilea şir , deci (Obse rvaţi a A 15) au aceeaşi limi ta . Aşada r, 

/' = / = / " 

2.11. Observali •. In cursul demonstraţiei t,eoremei 2.9 şi a observaţiei 
precedent •• -a arătat că d~că este Indepllnită una din cele trei condiţii echiva, 
lente (Il). (~). (W). atunci integrala lui feste obţinută astfel : 

(' f(x)dx = lim a. (f. ~n). 
Ja n-+cc n 

iar limita nll df!pinde de ,irul de diviziuni ~11 1s: (xZ, x1, .. " xZ
It

) ale intervalului 
[_.6) cu IIm 11 â n 11 - O ,. nici de punctele intermediare ~~Erx:' ,. x:'l • . -. 
(1 C ; C k.; "E l'f). 
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f .[ bj'" B o fuetIe Fie a, ,(nd\lVl F • 
Uun i pentru orlr. P 

r C' I ) .. {(;r),l.r 
F(b) P{a). 

Demonstraţie. Fie 

un şir de diviziuni ale intervalului la, b) astfel Inolt 
Iim II An II ~ o. 

Aplicând teorema creşterllor linite luncţiei F pe ia\.en'elll 
obţmem ~i E: (XiI_lI xn cu proprietatea 

F(I,') - F(x,' ,) = F'( W (x7 - xL.)· 

In,ă, prin Ipoteză F'(I) = f(r), (V) r E [a, b], deci 

F(r;) F(r;' ,)= f( ~~) (x~ - xf_,)· 
prm urmare 

o,(f,~) , 
k,_ kn 
Ef(~n (x7 - x?,) = "'[F(xf ) - F(x7_.)) = 
1, I '-'., , 

- F(h) - F(a), (V) n E N. 

Atun('1 (observaţia 2. It) 

hm" ({ En) , , . 
11-+00 n 

F(b) - F(a). 

2.13. Xotaţle, In loc de F(h) F(a) se foloseşte Irecvent notatia 

F(r) I~ 
[F(r)):: 

ŞI 8e rlteşte: F( ) 1 . x ual ,nlre a şi b. 

2.U. E:rrm 1 
funcţia constant: ude, (uncţtl' tnlrKrabtltf f"gal,) ('U 1, ca,.e nu admtte priMiti~. Fi. I :(11 

şig:[a,bJ ... R· 
definilă prin 

(Ir) 

gir) 

1, (V).r e [a, b] 

1, dR,"" 1t:=F a t..b I 
2 

• 

.. 



Atunci ( ... mplul 2.5 (t» fUOl'li. f t . t . . 
t\s It III llgrablltl, Iar lUIIf.:ţia , le obţio{' din f. 

modifirlnd pe f In punctul a ; II. Prin urmarl\, tu baza obscrvaţil.j 2.' fi fuu('ţia K e,1t' 

;",.,,.i/4. 

. DacA I ar admite primitive, atunci '. a~ avea şi proprietatea lui Darboux (obser. 
valla 1. 1.4 (e)}. Cum I nu S6 anulează IllcăJeri, rezulta. că g nu are proprietatea lui Darboux . 

. 1.16. ,~I!JNlalil!J .. Oi,n exemplul de mai sus rezultă că clasa funcţiilo,. integrabile, care 
.. mII P""'''''''*. "" come,dtt cu clasa tuturor fURe/iilor integrabile. 

Funcţia (: [-1, 1] - R d.finită p"in 

((x) = 
. I 2 I 

sin - - - cos _ . 
x 2 .r: x:l 

2x 
dacă x E [-1. O) U (0, II, 

° , dacă.c ° fiind nemărginiM, nu este integrabilă (Observaţia 2.4(~». 
Se observă că funcţia 

F(x) = • r-

2 . I 
.c Sin • dală x E [-1. U) U (0,1], 

0, dad.r ° 
este derivabilă şi F' = (, adică ( adm,t. pI'imitiv •. 

Exi8t~ funcţii mArginite ca re au primitive, dar ('ar'l' nu ~unl intf'gr'abile. 
Prezentarea unui astfel de exemplu nf'cf'sită noţiuni şi rl.'zultatt' ca r'(> df'pă. 
,esc cadrul acestui manual. 

Vom vedea In paragrarele' ul'miHoare că mulţimea runcţiilor conLinu(' pp 
un interval [a, b] este conţinută Mt:il in mulţimea functiilor rnteg"abilp pela, bJ 
(teorema 3.12) cIt şi in mulţimea funcţiilor care admit pl'Imitivp pl' [a, b] 

mvlllintlQ 
IVnomllur 
ml,j!'obllt' 
1"7u,6] 

mvlllmM 
I'vnClii/ur 
ctln'/nul!' 
/MIa, 6.1 

2.JI;. Propti IIIP. DurA { J.. \V' 

Iar A II, aluurl 

este lolf'grabUlI ,1 
-b 
} (Ar( ) 

mv/lim4t7 
I'vnc!'<llur 

cur~ oo'm/Y 
jlril'fllllYl! 
/Mlu,o} 

.. ," I1t doull functii Integrabile, 

• 



Dt_If"'IU. Fie 
â. _ (ti. sf •...• .r.), (a 6! 

. ele 4iviai"ni ale lui [., bJ ou 
_fi' Iim lIâ. 11 - 0 .... '" 
,i lie punctele intermediare 

... .;" __ ~ (1" i " k.; Il E It). 
"'l - I" " .. j. 

Avem 

Funcţiile f şi g fiind integrabile, rezultă (observaţia 2.11) el JIIIImMlII 

drept al e~alităţii (1) converge la 

A ~: f (x)dx + ,, ~ : g(x )dx. 

Prin urmare şirul {a"n (Af + "g. ~n)}nEN este convergent, ,i >.f + I'leole 

integrabilă. Trecind la limită In (t). obţinem 

~: (Af(x)+ "g(x)) dx = A ~: f(x)dx + " ~>(x)dX. 

1. 
1l0Zl11 • 

al. fi 

Propoz ţie. 

Demonstraţie. Fie 

llară I 

I ( 

\ fA f) • Il .. e" Juncjie IDlr~.hiY 

V, r a h 

I • 

An = (x' x" • ) N '. 0' h""Xk nE 
un şir de diviziuni al . " 

e Intervalului [a, b) astfel lncât 

Iim II A II = O 
n -.. oo n 

şi fie punctele intermediare 

xi 1 ~ ~i! .( x'J 
Atunci f f" • , (t" i " k.; n E N). 

• Hnd pozitivă , avem 
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2.IN. 
lun\r 

.. tuoti 

rb 

((x) dx _ Iim a" ((, ~') ,. O. Ja 1' ... « II 

t' O O 8 e , I n I ă. na,A { . [ bl 
I g a .. H "11"11 fUllrtii intt'grabHf' astfel 

((x) '" Ii("), (V) x ( 1'1 "1 • 

lNmonstr~li •. Din ipoteză rezultă că funcţia g - {este pozitivă. Deci a ii-
i" , propozIţIIle 2.16 şi 2.17, obţinem p 

rb 

g(x)dz - rb 
((z)dx = r" (g(x) _ ((x))dx ,.0 J(I Ja Ja ' 

adică 

~: {(x)dx .; ~: g(x)dx. 

2.19. (: o n , ., o I ă. Ilad\ f Il b _ II .ot. integrabilă şi 

111. .. {( ,) .... .Il, (V) r a J, 

atuo,i 

ni b a) \" { " 

D,monstral"· Aplicând ('onsecinţa 2.18 funcţiei f şi funcţiilor constante m, 
M şi I In';,,,1 sealila ue exemplul 2.5 (1), obţinem 

m(b - a) = ~: m dx.; ~: {(x)dx .; ~: Mdx = M(b _ a). 

1.J8. Oh6eNlGlre. Orice funcţie integrabilă fiind mărginiLA (observaţia 2.4 (~)). 
niilA M. M E R astrel fncA t 

'" " f(x) "M, (V)x e [a, bJ. 

2.21. P t O P o. II i e. Fie f • [a, b]_ II şi cE (a, b) a~tfellnrAt restrie
tllle lai ( la [a, eHi la 1 r, b 1 >11111 integrabile. Atund t ~.tt. integrabilA şi 

~: {(x)dx ~: t(x)U]' t \: {(r)d.T . 

......... , NoUm .. f. _trielia lui f la [a, el fi cu f • .... trieţl. lai , la le, tJ . 
......... ..... JIt ,. fi f.ounl inlepablle cleei (oble".II. U (~», mlrrlnlle. RenlU • '-1IIIIIIdII. .. 1 esl.U M > O utr.1 Inr"t 

It"') 1 < M, {Y)z. Ia, 1>1 • 

• 



Integrabllitatea lui f, ,1 fi cIecI __ ci ....... 
I , ,'\lt' I din nOU 

I'j. )o O astfel locAt 

11') 

\ ~: flzldz - G A' ((,. rl\ < ; • 

\~: (Izldz - 'A' If •• ~'I\ < ; 

pentru orice diviziuni 6' şi A· a1~ intervalelor (a" el ti rea,pectiv [e,61 cu II â' 
I Do" II < ~. şi orice sisteme ~. ş' ~' d. puncte lPt.rmed,are asociat. d' .. II < ... 

! 

' . 'VIIl.oilor •• 

l
i respec tiv A·, n plus, putem presupune Ca, mlCforlnd eventual pe ~ .. 

Fie acum 

c 
2111 ~. < 

3 
• 

6. = (ro, Xl' .,., x n) 

O diviziune a intervalului [a, b] cu II A ti < 1). ş i punctele intermediare 

~i E [Xi'l' Xl], (i ~ i ~ n). 

Vom arAta că 

l'Alf. ~) - 1 I < <. 

unde 

1 = ~: flzldx + ~: flzldz. 

Intr·adf'văr, dacă c este un punct al diviziunii ~, a tunci 

este o diviziune a lui [a ci , • Iar 

este o diviziun~ a lui [c, b] şi 

a\'tm 

~' -= (:ro. :r,. x I ., J,-lt C 

S" _ (e. x ) ,11-10 .... Xn 

avem 

II .l' II < n •• 1I.l' 1 < 

, 
• , 

, . , .' , " . "OI. "Ol' 
, 

" "0".,1, 

" ' ( ' , 
.~I" -.1'.,. ~ ) • ~ t, 

n.· 

. d "Alf. ~I =. If "1 ş, oei din 11 _ II' 4' h' + '"" If •• " 1 . \ rezultă .. 

,,&, avem 

I aA,f. 1;1 - 1 .;:: 
" a4 , If,. 1;1' - [' fi Id \ \ ~. I nacă, nu este la z x + 'A' If •• ~ 'I - flzld

• <: •. 
puncl al diviziunii .d' c , aluncl exislA p e {t, 2, .. " n} nstft'l IncAI 

DMucam CX %1>-t <: C < :r ti. ", 

eate o diviliune a lui ( . 
a, c), Iar 

6.' _ (% 
0, "x,..." c) 

.6," _ (c, 

70 
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• 
.... tIIY6ai ••• a lui [CI 6). 1~1'4I1d 

t· - ('..' , ) .. .. •• ''', "p..a, C J 

t" - (e. ' , ) "p+1t ..•• "n . 
"\lDe. 

p-I 

.", (f .. t') = i: (( ti)(X, - Xi_') + ((e) (e _ x ) 
t - I Vo-l, 

n 

.,,- (f,. t") = .i: (( t) (x, - x,_.) + ((e) (x" _ e) 
I_p+l 

ti cleei 

.,,(f. t) = .~ , (f •• t') + .,,- (f •• t") + (( t p )( .... - x"..,) _ ((e) (xp _ xp_.). 

De aici li din relaliile (t') - (t") deducem 

fi deci 

( ·,,(f. t) - 1 1"'/ .", (f •• t') - ~: f (x)dx / + 'a,. (fo. t") _ ~: ((x)dx / + 
+ 1 f( tp ) - f Ie) 1 (xp - x ,,_,) 

1 .,,(f. t) - 1 1 '" ~ + • + 2 M '~. < •. 
3 3 

,,:p., I nllle.lhr 
• • • t 

pu " P 1" r '1' 

• II 

L f ( ) 

E_cilii, 

Rum 

L 81 88 cak:ulue sumele Riemann asociate funcţiilor, diviziuniJor tJ. Oi sistemelor 
C do ...... intermediare lpecificate mai joo: 

~r..tJ""" <1 = (o. f· f· tJ-
M·". t=(.!.~,!); 

~ ~ 4 

n 



.. ,:[-1, IJ -+ a, 

((x) - r, 
" (: [O, 3J -+ a, 

((x) = x', 

6. (:[1, 2J -+ a, 

I 
((x) = -, 

z 

( 
t • 4--"-j'" 

l (III 2. O. III 2); 

A - (0,1,2,8), 

(1,3,':'). 
2 2 2 ' 

A_ (I,!.,2,':',.!, 2), 
8 6 4 2 

~ = ' - ' '' ,-,2. (
10 8 6 4 ) 
9 , 5 3 

II. . I ţ' (. [a bJ -+ R integrabilA, asUel Inett existA O co""~ti • '" 
1. Se considerA o un~ le, t~rv~l deschis (ZI z"') e[a, bJ, exislA cel puţin un PlDd roprietatea : pentru orice m • 1 
~ e (z', z·) fn ca're funcţia f ia valoarea CIt. Să se arate c 

) : ( (x)d% = alb - a). 

i. Sa. se arate că func ţia f : [O, 1] -+ R definită prin 

((x) = 

1 
O, dacă O ~ x < . 

2 

1 
1, ddCi'i < x < 1 

2 

I'~'" int('grabiIă. dar nu post'dă ni ('i o primitivă. Ră Sf' raku leze integrala lui f. 
8. ~e ronsidt>ră o funcţjp f! [a, b] -+ R Integrabilă , asl(p] III ('al pentru orice interni 

d.srhis (r', x') C[a, bJ. există <.1 pUlin un punct ~ e (z', r ') asllellncAi ((t) = 2\. 
~ă ~e arate că 

): {(,)d, b' - a' 

,. 

4. ". <onSid;ră o runcţie f: [0.1]_ R integrabi lă . aslrrl IIw!1 pentru orice inl.rval 
d .. <h'l

s 
(x. x') C [a, b], există cel pulin un punct ~ e (x' , z') aslrellne.t (( ~J = .... 

• Să se arate c}< 
lf.~ d. 

f' (I,)d, In 2. 
J" 

o. 8(' consideră o funcţie f ' [ . 
C(a bl există d)[ . a, b] - R fiS tr!'1 , Iru 'Il! in ori<'f' intervAl tlt'!'(.'hlS 

' , OUd. puncte ~' e Ix' ') " 
,:r ... e (.r ' , .rOI) astfe l Iru.'t 

rit') t',rw) _ 2t'. Să ~e arate că f 
" nu este integrabilA. 

8. Se ('on~ideră o fun ('lie f . [ 
. a, b] - R P t 

('n ru ('QI't' ("Ixi~tA O divi&iufte 

• lui [o. b1 "'tfel In"" f t 
('~ e 

.l. - (.1"0, rit " -t'n) 

('gaIA ('11 o ('on~tQntA 
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." .... 

.... ...t. Il .. anle ci ( .. 1. inlog,abilA ,i 

r. Il ..... Ie ci lunclla 

doIIalli prin 

~: ((z)dz f-., (z, _ z,.,). 
t="i 

((z) _ I sin z I 

sA se calculeze integrala sa. 
, Se con.iderl o funcţie 

f:[O,2]_R 

(("') = {Z, dacă", e [O, 1J, 
",' + 1, dacă z e (1,2]. 

81 18 arate cA. f este integrabilA. ~i să se calculele integrala sa. 

t. Se considerI.. funcţia 

f:[O,1]_R 

definiti prin 

f(",) = [2'zJ. 

unde [_1 toaeamDA partea IntreagA. din 'II (adicA cel mai mare numAr tntreg mai mic 
hai ,. iaU ap. cu ,). SA se arate cli , 8ate integrabilA fi să 8e calculeze integrala sa. 

lt. Se con.ideri funcţia 

f : [0,2 Va] .... R 

definitA prin 

fIx) = x - [zI· 

81 ...... te cA această funcţie esle integrabilă şi sA. se calculeze integrala 58. 

§ 3. 1 TEI,R. il· 'ŢL - . 
'1 A FI'NCŢlJ1 0 R eo. 'TINl E 

.-

•• 1. De' I n I ţie. Fi~ f . [a. bJ .... R o 'nnrlle mirglulii ,i 
â = (:ro. :r" .... r.) o diviziune" Iniervalnlul [a. b]. NotAm 

"" ~ inl ((x) (o, marginea inferioaril a mull'm" f[x...." x,]); 
%E[:Cf~l' ~j J 

M ~ lUp fIx) '~mIlrginea 8upmoaril a mul/imi, flX'-1' Xi]}; 
t xar-!_rt "',1 

.~~(f) -·1 L.,"I,; F, fI)· 

. ' 

• 



I 

~r IIUJlH' t 

1\ p 'Har 1. lUt 

II tII .. 

r"""1i 
II rhIJu 

I I ~I\iz 

3.2. Observaţie .. Dacă func~ia feste pozitivA, alunci 'A«() (.... . 
reprezintă suma arulor dreplUnglllurllor de bazl1 [x, - x'-Il fi)llCtjy 

(respectiv 111,). 
Deci aria figurii plane mArginile de axa Ox, graricullui ( ti cir 

lele la axa Oy, care trec prin punctPle de coordonate (a, O) r81 e~)IIra. 
•• te aproximată dp SA(f) prin lipsA, iar de SA(f) prin adaoa: pectlV (6, 0), 

y 

ru 

x , x' , . , x. , 
. 'Ig. 1I.a. 

r 

x x. o n·, n 

I , 

.. PropoZl\i, 
Ul~I~ lIarhuux .1. un 
11 • 'Ulitf' f t It 
toarel., prol,r • tAI' 

I 

l' \ 

< " 
, ,f ) 

r } ... 

darl 
\ , 

'l. ~ te r. i' 
( ~ 1. at .. 

, ) 11 

\ (fi I 

\ II], 

[)l'1n()n~tra1' (' t I . ,/1'. 1) nmultind Î . n JIlegalităţih' evidente 

r m; « f( <;1 < M" (VI < E [ 
1_ <;1 inSllmântl ti ". I Xi-It Tril, 

Up<l 1, obţlnE'm: 
.. 

L:m;lx,-z I';;:~ , \ ,.\ "L . .Jt<;1 Ir, - r. I ~ ~ 'f ( li 'l~ L.J J'i:ri 
; \ 

. "~lfI < a.:.lf < I 

, 

. \iitFie~c 
dm diviziunea 

~ şi să eonsid ' i ~ S.l,(f). 
, E'răm raZll) ('('1 mai ~implu: diviziunt'& ~' este obţinuti 

prin adă j, {.r ugarf'3 unui ~( o. x lt '''. x, .l' ,Ingur punrl d' ., . ", . J. ". , In) 
{ dlVl7.iunf> (" t 

'nlanf1 6. (x J ntr!\ Zj·l şi z-
0' x, ) • . ., r '}-\.(',. I ·" .. ··'J"n· 
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1O • .a" 

dO< , 

.. 
mJ(rJ - xJ il .L III. (J"I , , 

i;ţ:. i 
", II'· J "J 

E fii, (.r, 

'''' J 
LaIUI guneral Stl reduce la aplicarea Sllc('c!-iivii il tazului 
In mod analog SI' dt~mOr1!'itrl'az,l ill1'galilalpa par'titular studiat mai sus. 

(iii) Fit> .lI' .l;! două diviziuni ale illtl~rvalului fa. bJ /;ii 
Alund (observaţia t 10 Ix)) 

, ,it' 

fat' o = ..lI U .l~, !'l'Ulliuul'<l, lor 

.1,c .1, (V; k 

der/, aplîe4nd punctul (ii), obţinem 

1 ., , -, 

fii S~lfI" S~ Ifl., V) k • I ., -. 
!ns.! Ipundul (i)) 

prin urmare 

s~, (f) <;; s~[f) '" S,(fI';: S,,(fI. 

1.". Ob6ef'f.laţje. Proprietatea 3.3 (ii) SI." poat.· pxprima astrf'1 
Priit t"~~"e tk la o di"i:.iunt: la alta ma i (ind, suml'/~ V(ll'bour in {(',.lOaN· rf'esc. ia,. lJunu'lf' 

Duhour IJupl'f'ioarl' dt8cre,{', 

De alf'menea, proprietatea 3.3 (iii) mai poal!' fi r"rmul;dă ~I in modul următor' 
{J,iN: IJumd Darboux in{erioarrl esle mOI IIIlni decd'('r/"" ,,/III/ii f)orlmu.L _'1uperl.fJOrii . 

. \(·este rf'zultatf> pot ti rl'rorllllJlah' a~trj'l: 

..... P r O p O Il $1 t. Dac' {: [a, b] -+ R fOste o fun('tle mAr,rinlti, .tunci: 
(2) .""Be. {.9j,({) b • tuturor sumf'lor Darboux loferioart' alt fuoctlel f este majoratA 

(. Izke lumi Oarboux 8upf'rioarA 8 lui f), 
~) ......... {S.lIf)}Ii. tuturor sumelor Darboux su.ptrloar,. este mlnorati (dp orJI'f' sumA 

....... Inl.rloarA). 

U.t'.1furrvatil: (2:). Mulţimf>a {"o{(JJ fiind majorati1 , <ldmitc (v('~d A~J o margine supe
ri ..... ), notAm !fI} acPMtll margint' sllpprioar)'\ .. , 

l(f)='''p ",(fi. 
- A 

IS41()} mnd min"rHI.,. arc (vI'1.i A.) (1 marl{irl<' illti'rloar&!;; notăm ni 

Inl.l'Io.rA 

7' 



j" ('ltI bl 3.i. T fi Uri' III Il. . U' . " 
.. 1111\ ,,·llInueute. 

1 &irUIlI!'" . . loart' a '.. II "xl,ln ~ . 
i) p .. ntru ur JI t' .. 

/1 .. ,trl·1 IorAI 

'~I{) E . 

• 

I
.d· .·. 'unra ~"jllt~JI,lIuIJljl" , h/('JI 

ori"arr ar J 1\ 11.1 • 
(Ii ) luneI ia r pst~ inlrl(r:lhlli\' 

11 ) 

Demonstraţie. (i):=o (ii) Avem inel.{alităţilt' 
s~(f)';: I (f) .;: Î (f)';: S~((), (V).l, 

O.;: ilf) - I(f)';: S~(f) "~I(). 1 VI 6 . 

11I8J prin 'pott'ză, fJtwlru oricl' t > O t'xislă 'i, astft'1 J!lcât 

I~I S~lfI ·,~I() < ', IV) .l," JI .lJl< ~ .. 

O.;: ÎlfI LlfI '" S~lfI - Sd IfI··', IV).l ,." 11611 < .". 

Cum, O a rost arbitrar, ",uită că numerele rra 1. !lf) şi l(f) sunt .. gale; fie llf) "1 ..... 
lor comună. Atunci din {l} obţmt>m 

/:11 ';(fI .;: lin <: .I;(f), (V) 6. 

tns~ (propoziţia 33 fi pentru orif'f dl\'il.luJll' 6. ::a:: (XO• Xl' ... , xnJ a lui [d, bJ fi orict 
pundr lutl'rmediaN" Xi_1 ~ ~t < Xi. (1 ~ i ·<' nI, au JOt inegaHtAfile. 

1.) "~ (fI ';: adlr, ~d';: S.>If). 
Ihn \n_gahtăţtle 12) - ('.1 obţinem 

. 0,1{, <il l lr ),.: S, (n - s~(f) < " 
oru-an> a.r fi diviziunea ...l al' [ bJ" . r .' 
n;'\ r" r t· . UI a. şlOrl('arrarrl pUl1rtdl'infermediare ~i . A('fI&lta'$fl es e mtegrabllă şi r.ă. 

s.s. Obsef'Qaţie. Demonstraţia i . . .. 
pf' următoarele relaţii d· , mphcaţlel InVrrR(' ('sIr relativ simpli 

In re sumei€' R" 
, kmann şi fiumrll' Oarboux: 

'AlfI = inr {oAlr, ~I I ~. e ,. . . 
Sir) [.,-\, ... l. ''''';: n), 
a = Slip {OA(r, ~I I <. 

te. [.rj.1t .rd. t ... i < n}. 
a. '1. T. o r • m x 

... Orlr' ',. t 
nr IP 1Il0notnn~ I la, Il) ...... R 
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... 

-r • 

o., I eate conatant4 at . 
aCum cazul cind {~ U~"I (uelOpluI2.5 (1)) (eolt· inle· 

u ea e constantA; fn ace8t caz 
I{(a)-{(b) I >0. 

Pre.UpUIl~1ll l'l { P!odH cr '1 
()8(.: u oare §i )}t'ntl'lI 

OI'H ' 4' t..,,; O să notăm 
Ih'r 

"1') , = 1: • 

ftb) - fl"1 
Fie 

o diviliune a lui [a, b 1 
(2) 

.1. = (Xo • .TI' .. " .cII) 

astfel incal 

II ~ II < ~,. 
Funcţia { fiind crescătoare, avem 

(3) 
{(Xi 1) = m, = inf ((x) . 

. \ E[:t'i.r Xd 

Din (3), (2) şi (1) obţinem 

• 
~ II A Ill)f(xd - f(xi-I)] = Il II (f(b) - ((a)) < 

.- I 

< f(b) ~ fi a) ({(b) - {(a)) = <, 

tleci I eate integrabilă. 

Observa/i.: In demonstrarea unor rezultate importante ca: 
- intell"abiJitatea funcţiilor continue, 
- calculul ariilor (tespectiv volumelor) unor mulţimi asociate funcţiilor 

continue pozitive, 
• o condiţie mai puternică d.câl ('ondiţia de continuitate. Această 
COIIdiţie eate Indeplinită de funcţiile "ontmue pe interval. inchis. şi mărginit •. 
Vom admite, deci, fArA demonstraţie următorul rezultat: 

3.l~. Ori~ fun(',i~ flHltiTlUa df'riujl.i. (W III, -" ' a~ Îorhl ' t ~ JIlorţ.;iuit, 

r [a, b I ~ R, \"erilleil rondlţia. 

ar fi < . II. uislll .. , (, .stlellneal pentru orire 
h. WJ 'fiii ' x· '< t, ar. lor Inegalitatea 

fi,') It,-) <. 

tari! Ind~plin~.t' rOlldljia I ( ) se nume.r uni r o r m ro n· 



b'iait.l d fun{·~ie continui, 
a.U. t:1Jtfllplu 'fs,cA condiţia (U). 

. are lUI ~~rl . 
neinchl~, C R definit/l prlll 

Fie f: (O, 1) ..... ,1"( 1 
((;t)' COl;, 

ţ ' f este continuă pe (0, Fune la 
11, deoare<'c elte compunerea ,~ 

continue 
1 şi t ..... (1081, ;t ..... 
x 

ă , ţ 'a {nu verifie/l condiţia (U). 
Să ă1ăm acum c unc I 

ar , I ( 1 ) converge la zero, re&ultl 
Fie O < • < 1. Deoarere ŞIrU 2n{2fl + 11" nEN 

că există n, E !' astfel (u! ciI 

, 

Lulnd un n ~ n, ŞI 

rezultă 

x - y I 

Insă 

I 
--'---.-< " 
:!,.t2n + 1)'tt 

1 

(\1) n ~ n,. 

1 
x- .y= -- o 

~Ii 1t (1n f- t )7t 

1 1 I _-,-:_1,---:-:-
2n " - {2/1 + 11" - 2n{2n + 11" 

< •. 

{(I) - ({y) = ros 2n7t - C08 (2n + 1)7t I = 1 - (-1) I = 2, 

L 

eera re arată că funcţIa ( nu verifică condiţia (U). L 

Demonstraţie, In baza teoremei precedente f este uniform continui, deci 
pentru orice t > O există '1, > O a,lf," ill('a\ l, 

(1) (\1) x', x· E [a, b). 
Cu 

Fie 

(2) 

x' - x· I < '1. "" ' {(x') - {(x.) I < • . 
b-a 

A = (a = xo, xh ... , xn = b) o diviziune a lui [a, b) R,tf .. 1 

, II A II <. '1" 

IncA' 

Cum Orice funcţie c t'·, ' " , 1 iaili 
şi lşi atinge , 'Ion mu" pe un mterval InchIS ŞI milrgmlt este Dl rg 
~) margInI e, rezultă că existi( 

U" 1', E [Xi 10 Xi] 
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16» 

Dia (21 ti (3) "',ultn 

((u,) III, inf f(,'j, • 
a-t::PI1' .x" 

((",) - M, - sup f(.t:), 
.l; -l"l-t, x-I 

, 

dlei aplic'n.l(l) pentru x' = It; şi x" , 1', şi 1"';"1\01 ",'amă de (4), obţinem 

M, - m, = 1( (1', ) - {(u,) I < ' , (1 ~ L " n), 
O-a 

de unde J'tIlultA 

• 
= ' (b - a) E. 

O-a 

.\t · (IoH~til. in~alitate avalld loc pentru orice divlzlune ..1 a lui [a, b] de normă 
6.111 < ~" InseamnA (teorema 3.7) că funcţia (este integrabilă. 

3.13. Exerci ţ ii. 

1. Să se calculeze sumele Darboux asocIate următoarelor funcţII şi divi-
• • 

ZIUDI: 

1_ (:[O, 1]-> B, 

"z) _ %', 

f(z) ..". ain z, 

L (:[1, 2J- .. 

11.)- % , 

1+% 

.. (:[0.3]_ B, 

11-1 - zi , 
t- • 

L ':1-1, 11_., 

.li - 0, f'" It. ( 
1 '1 ) 

3 :! 

d, = O, , , , 
[ 

1 1 1 

4 3 2 

d = [1 2.,.:!., 2)' 
2 I 6 2 

d, = (O, 1, 2, 3), 

6, = (O, 2, 3). 

2 , 1). 
3 

• _ (_1 - .!., O, .!., 1). 
'""1 - , 2 2 

..... oM d, _ (- I,O,I) . .... - ..... 
. . A alculese integnlele lor: a • .... 1 ... ttoerel. 'upclii ,unI inl"ll"abJle.'. .. c 



• 
1. 11-1 - V" - t, 

•• IIzl - Vi, 
1. IIzl - "c, 

1
0. dacA z - O, 

f( 1 (l)daClz . IO,2). 
•• Z - Imi. z, In ; 

. . w unor sume cu ajutorul integraklor . 
•• U. Calculul limite r 

1 Să se arate că 
. )' [1 + 1 + ... + 1] = In 2. 

,ro + 1 .+2 2. 
1l .... OO n 

f I 'e trebuie consideratA, transformAm suma de Ulai IUlIlUeI Pentru a vedea ce unc 1 

1 1 1 + 1 I 1+ 1 + ... + _ = + ... + . 
• ... 1 • + 2 2.. 1 + !. 1 + .! 1 + ~ 

• n • 

Vom considera deci funtţia f : [O, 1] -+ R definită prin 
det 1 

f(xl 1 + x 

,i, pentru fiecare Il;;;" 1, formăm diviziunea echidistantA 

( 
1 2 .) 8 n = %0 = O < %1 = < X2 = < ... < xn = - = 1 
•• • 

1 
de normă 116." II = ,iar tn fiecare interval [Xi." Xi] alegem punctul intermediar 

• 
dcr i 

~Î :=-:: .. Xi = . 
• 

:w observa. cA termenul general al şirului din enunţ esle chiar suma Riemann UOClatl 
(uncţiei r. diviziunii ~n şi punctelor intermediare (i: 

1 . (~_i- l)~t_I_ = 
_' n n 1 1,- 11 

n 

• • • + 1 • 
2. 

Iim[I+1 
It .... ao n'l + ... r n+2 + ...!...] 

2. 
1, ~' dz - 'm '" (r, ~i l = -

n4'l':' n 01 +z 

2. Să se arate că 
- In (1 + x) /; _ In 1. 

Iim r - I 1 
n .. oo LV4n' t + V- - -

- 4nl 2' + 1] " ... + - . 
lI4'ni - ni 6 

80 

,0-
I 

I .... -
• 

I 

, ' -
la 

• '1 

• 

..... , 
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ScriuuJ luma Ua mai lua tiub I Orina 
I I - ----'+ -, - (~)' 

I 

+ . " + t 
, -

II Ob'dfVA el\. actluta. _urnă etile J;uma Hie . 
ma mi bOt:lala tUllc'~itti ( [0,1] _ R, dtltillită prin 

{(~, ~It'r 1 

V"-,,,' 
Jiviliunii ~" ~I pundelor inttlrmt:diaJ'tj ~, d r . 

l ti lIull:: ('a lu exemplul prectJdcnl. Del'i 

" r 1 , am ~-- - + _ .. ,...-'~ + t] 
,. ... .&J. V4/1.· - t V~. _ '1 ••• +- ;-;--, 

2 V t",,1 nI 

~
I d..l' I 

:::1:1 / 4. - --= are bin = =- arc !WI 1 = 1t 
1I.,..r~ 20 2 6° 

3.16, Exerciţii . Folosind metoJa de calcul de la punctul precedent. sit ,. 
calculeze limita şlrurtlor de termen general. 

--. • 
1 • .,. -

.; 
1+ 10 - + n n t 3 10 .. 6 

t . t '\ / 

V" 
" 

2. 'It = 
I V t + '+ 
" " 

V, t 
1 t- +" 

10 

• " [." .;" In 'II"] • In - - SIIl - + IHn - Î ... + sin - • 
II. 11." II 

" ( 7t' 21t 4 •• ,,=-- 1 +- cos· +cos -+ o •• 

211. 211. 2n 
In II"] -t- ('OS -- - • 

tn 

i" n - n[ In 
J ; 1 ] 
.. 1;; + (10 + 2)' + .. , + (210)' • 

" -- • 
:J(n - iJ 

" • 
10 

~ '. I TH,RUIF:\ H \(Pi. (lll I )~" 1, 

• 4.1. Ob8U"a{Le. tn paragraful preceden~ s-a arătal ~il orJ"e funcţIe 
continuă f: [a, b] - R este integrabIlă. 

Deci, tnalp rezultatele, relatiye la funt:ţiilp integrabile, obtinu~,:> in para· 
graful 1, IUIII valabile şi pentru funcţii continue. 

t Hele rezultate Jin acest paragraf sunt adevărate numai pentru funcţII 
continue, iar .. Itele se pot demonstra şi in cazul general al funcţiilor integra 
bile. Totu,i, pentru simplitate, peste tot in acest paragraf vom lucra cu funcţii 

continue. 

1.. 'r .•• f'!orema dAm e d i e. IIs"lI ( [a, b] • R •• te o funr'li~ eon

tinui, alunrl exl.tll r, ~,astfel Inclt 
1 ' . \ tT,)d-

& a Ja 
(( ~). 

DemolUlraţi" Funcl,a r.riincl ront,nuă pe [a, bl, este lIlărglllltii ŞI işI atinge 
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• 
inl (z) II 
r [d t] 

[8 bJ a.tlel IncAt 
existA II, vE, {( u) ", • '1 

Cum pentru 
2.\" obţinem 

rC[a, b] avem m .. (x) .. Ji', 

/II(b a) .. ~: {(J)dr " M(b - a), 

de unde 
f( ) =- III '; I (" {(r)dx ~ M = ((v). 

U b alt 
ă . [a bJ f ar~ proprietatea lui Darboux . . {este contmu pc I , Cu~ IIlsa pe [a, '1 

tă de"i ~ efa bJ .'Ifel l/lcât 
<xIS ,~~, I (" f(r)dr. 

f( ~) b _ n J., 

" 
, 

b 

Il •. Il. 4. 

4.3. Observai it. Scriind It
oremQ de medie sub forma 

m)(b - a) -- ~: {(x) dx, 

punem in eVidenţă următoaret 
interpretare geometrică: 

Dacă f este o funcţie ca., 
tmuă şi pozitivă pe [a, b], 
există un pund ~E[a,blasUel 
lncât subgraficul lui {(r,: ve,i 
obsen'aţla 2.2) are aceeaşi arie 
cu dreptunghiul de bazăb-G 
ŞI inălţime (( E). 

4 I 1'. ou,. '1' e )1 A, 7 1 _ It ,.,t~ o funrti~ tonHnuA, alum', 
,.~ 10(' lUe~llita. !\ 

\ fi r ti \ (I r) <4r 

Demon.,',al" Intrucât(csle ""ntinu;, rezultă că I ( este continuă. Tiloiod 
eama de lfle~ahtăţile 

(\f) .r E: [a, b] 



I r. ((zldz I " ~: I ((:tI I dz. 

'R'lultatul precedent elte adevllrat ,i pentru luoelii iote-

1\,0. J).\tilt:: ", bJ • H este o lunclie continuă ~i pozi. 

~~teo un inten al iJl('lus [n "l. () l, atunt'l are loC'! inegalitatea 
("' J iÎ .),l, 

......."..'ir. A plicAlld propoziţiile 2.21 şi 2.17, obţinem 

r (' (d r' d ,.((zldz = J/(Z)dz + J.'(x)dx + Jdf(x)dx ;. )J(X)dx. 

-1.7 (t_ j I ., f L ULl.t';L ( 

~i Jloljtha, Ot'itlt'lItl , ' oi pe (l "1 •• tur." 

, . . . , .. -- •• l·~ 
v J .. 1. el'iU." o lunetle tochen! 

I IJ l 

~a,~. Prin ipoteză există un punct Io E (a , b) asll.1 incât 

{(xo) > O. 

' .... eţia f fiind continuă, rezultă (propoziţia A12(~)) că există un mterval 
dIIoIlia J utlellnclt Xo E J c [a, b] şi 

{(x) > 0, (\1) x E J. 

Fie [e, d] C J, e < d şi 

m~ inC {(x). 

xE[e, d] 

IncAt 

m = {(z.) . 

.... .. e (e, d] C J, deci ((z.) > 0, prin urmare 

m >0. 
propo.iţia precedentă, obţinem 

O < m(tl - el " ~: ((zI d:t " ~: ((:tldz . 

• a d . e x » en.ă a primltlvelor ~ 
• a e pen\Yjl rDD~ continai (: [a, b] - B, r ........ 



... ,n.iU~' • luI ( ~.,. .., 

..,&1;'" Fie ~.e 11'1 tl 

1'(z) . F(z.) -' ): {(I) cit - • (I)dI .. 

• die integralei (% {(I)dt, ob\iae. 
ApOOAnd teorema de me J •. 

< x sau x > x.) IUtlel IncAt 
~x E [x, "'.1, (după cum "'o 

~:. {(I)dt = f( ~.)(x - xo)' 

Din (1) şi (2) rezultă 
F (z) - F (zo) = f( ~%), 

X - %0 

deci 

Iim F(z) - F(zo) = Iim f( ~.) = f(x,,) 

(deoarece ~x esle cuprins între", şi "'., iar (~ste continuă). 
Dacă "'o = a (respectiv "'o = b), atunCI 

Iim Fix) - F (a) = f(a) 
_\~a x-a 
.>u 

respectiv Iim F(x ) - F(b) = f(b) • 
:t-}oU .:c - b 
x</) 

In concluz.e F este derivabilă pe [a, bl şi F' = f, adică F este o primilill 
a funcţiei f. In baza definiţie. 2.22(<<), avem 

F(a) = ): (It)dt = O. 

Teorema următoare determmă toate primitivele 
date, prlm.t.ve care se anulează în acelaşi punct. 

funcţii conlil • • 

uneI 

tq Te r , 1 .. , i ..... ~ 
[)ntjlln~ ŞJ I 

1\ 1 intr I II n" ,( r ,. " a b. \(unri r arp'orm 

) , d • < 1· 

(t) 
Demonstraţie. Am văzut (teorema 4.8) că funcţia 

F(x) ~ ., {U)dt 

este o primitivă a lui f. C.· . . 
este o constantă (prOPoziţi~7 d.ferenţa a două primitive ale aoeleilfl 
(2) . 1.3), rezultă că există k E R •• tl ..... 

F(x) - C(x) + k, 
(V):r E [a, b]. 

• 



f~ 1"0 

g( "u) II, 
lIt'l! 

t,,) k F(.ru)' 

"IIII'ola\lIlo· (~), P), (1) şi pl'opozipa 2,21, 1'"'UItă I'ă pentru ori ee .rE.. [a, bJ 
altOi 

g(.r) • F(,,) • - k 

1.io. '1' e ore 111 ă (forlll'lia de ttl<>J:rurt prJn part, 1. Ua al 
.in! două lunclii derinlbile, cu der;""te ronli" .. aburi 

• 

\ f(. )g".dl :r I,I.,} JI I, J .. t ~ 1)1 I,dx 

" t. {(t)dl. 

Dellwl~traţtt!. l'urmula de derivare a protlu.sulw a ..iuuă funcţII derivabile 

(f g)'(.r) n.e) . t(.e) f(J') . g'(.c), (Y) .c E.. la, bJ 

arată rii fuueţia Pl'oJus, f· g, este u primitiva a fuurţlt>i'" g f. g' Uecl. 
apli,'ând furlllUla lUI Leibniz-~ewtoJl (teurema :2.12) " prupuzlţia :2.10, obţI
nem 

(f' g)(b) - (f' g)(a) r (f' g)'(J')d.c f(X)(J)Jd.r , 

r' ., 
~ J. f'(.r)g(.c)d.e t t {(x)g'(X)dI, 

~ : f(x)g'(.c)dx 

·t.11. r:umpl,' 

(f' ~)(.r) /: - r g(.t)f'(.c)d:r 

1) Să oe ('alo-uleze Integrala 

Anm 

.,.'11 

,. (1 +2e:c/1=_e+2e_2=e_2. + l. "(2z)'dz - • - 20 + 2 Jo e"dz = - e o 

:1) SI 18 r.aleule,e integral .. 

~: X'c08 .cdx, 



- a.. , te.,. 
aIoule" III . 

3) 56" e ~:Vz'_9d~. 

, (exemplul U (7). cap 1) 
toda iotegrAri. prin pArI' 

I " &nd roo 
Utal.~ '/1_'9 

a functi
e1 s "V s . 

fi funcţia 
pe intervalul ['o 51. va _ ~ In I " + V". _ g I 

1 V,,'-9 2 ,(,,) = 2" " 

fi deci 

4) Să se calculeze 

Avem 

~: z' In.ld 
.' = - In x 
3 

5) Să se calculeze 

Avem 

tg', ~ (tg' x + 1) - 1 = (1{ ,,)' - 1 

, 
"'t ~ ..:: ~ t.1 • 

• ' .. .. " Igxdx-- x 

1t Ţ t 7t
2 1t_~+ lnV2. 

= 4 +lnros% o -2°1S==- 4 32 2 

I I~ re o. emil I F n"{,, d se/"", "1 , d, , rw",/li) '!e' 

Fie ~a. b .. J '. R :J mtennl din II) douA run~lii cu proprteIIII 
1) (este eoohnnA pe J, 

2) p este deri\'abilll, eu dp,ri\'ata cootinnA pe [a, II). A tumd 
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• 
) J ,.1'») i' .,} ( ') 

I Ilzld-

o.-wal;', Funcţia {fiind continuA, admite primitive Da A F 
prÎJIIÎUd a lui ( pe J, atunci ' c e.te o 

(1) F'(x) = ((z), (V) x E J 

o ~ ti (formula lui Leibniz-Newton) 

t ' --r , 

.. 

~
0<01 

(2) {(z)dz = F('P(b» - F('P(a» , 
o(al 

Fololind formul .. de derivare a funcţiilor compuse şi relaţia (1) deducem 
el F· ,eate o primitivA a funcţiei ({o '1') , '1" 

(F. ,)'(1) = F'(.(I» ' .'(1) = «(o '1')(1) , . '(1), ( V) / E [a ,b], 

AplicAnd formula lui Leibniz,Newton şi ţinând . eama de (2) obtinem 

ro ({o .)(/) , 'P'(/)d/ = (F o 'P)(b) _ (F . cp)(a) = ( 0<01 (x)dx, , 
~ J.I 

4.1& o b •• ,. 114 1 i e. Dacd [a, b] Q .. [c ,d] ' .. R sint dQud {unelll cu proprietăfile: 
(2. ) f tS~ continud pe [c , d], 

{f3l q> tate bijectiva, " şi ,,·1 derivabile cu deriva te continue, 
aJunci 

(0 f(~ ( ') ) d' ~ ("(OI f(x)(~" )'(x)dx, 
Ja J~(a) 

fntr-adevăr, funcţiile q> şi f tiind continue, rezu ltă că f o tp f'Sle contin u ă, deci admi te 
primitive. Fie P : [a, b] ~ R o funcţie derivabilă 'lstr,,1 !Uqi.t 

II) P' = f o • . 

AttlJl('i (formula lui Leibniz-Newton) 

12) ~: ((~ (I})d' = P (b) - P (a). 

Pe de .1\4 parte, tinind seama că (t) avem 

(Po ,")'(x) _ P'(,"(Z)) , (~")'(x) = ((, (," (x))) , (, ")lx) ~ f(xH~" )'(x) 
deci 

(3) rO) f(z)(,")'(x)dx ~ (Po,"H,(b)) - (Po." H.(a)) = P (b) - P lai· 

~ . .. . 
. ai numeştI' ŞI a twua ,or-DIa (1)" (1) II obline egalitatea din enunl. egabtate. car. se m 

.... • nlimh • tU vOI'iobilif. 

'7 



A.lm 

.. 
T ' ...... _ IID __ 

, 
.. .. ... T 

116Z Z - • . -
! 'Ţ ~ • 

{:onsiderAnd aplica,ia 

[" b] •• ,''4 ' 

obţintlm 

.. 
~ ~ -
~~ sin'xdz= - ~~ (1 - <p'(z))"<p'(x)dx = - ~; [1 - 2<p'(x) + ,'(.,)] ,'(z)da 

4 44 

y. 
(1 - 2 u' + u') du = ( • _ 

) y. - • 

, 
2) Să se calculeze 

• -2 1 
dx, 

• 
'It Sin X -3 

Avem, ca tn exemplul 3.3 (2J. cap. J, 

• -2 
I 

:-:-'--dz = 
sin x 

" I ( ''21+ tg>f) 
d' = , 

tg _ 
2 

• -3 " -a 

• -2 

(1 - 2,.' + u') d. = 

2 tg-!!.( ')' 
"-_=-<..2 d' = 

• -3 

tg.!. 
2 

= In tg-.!.. 
2 • = In tg f - In tg ~ = In Ils, 

., 6 

3) Să se calculeze 

Avem ca r 
, n exemplul 8.3 

• 
2 SIO 23' ~
- . 

O I + . • dx. sin :r 
(1) cap. 1 , 

88 



N 

d .. _ ( r (t + . in ' .. )' 
Jo 1 + . in ' .. ' dz .. In (t 1 " i

' I 'i • n z) o - IfI 2 

6) SI • oaJolllel8 

(' >: 
Jo 1 + x' dx. 

te' ("')' d ' l' 2" Jo 1 + (>:')' >: = "2 arc tg x' O = ; • 

S) Fie ., ~ E R, II < ~ şi ( : [II , [3] .... R definită prin 

Se cere si le calculeze 
(x) d. r V(x - 11)([3 _ x). 

): {(x)dx. 

II ... , ICOp deCinim func ţia /fi : [o, -;] ....... [el, {3] prin 

d., 
'<p (r) • + (~ _ . ) sin',. 

Al'e1D df'Ci situaţia urmAtoare 

[o. i l -":... ["~] _r:..,.. R, 

... f _te continuA, iar, este derivab iJă cu derivata ('ootiou:'\ dt-ti Suollndeplinite 

. eetdiţiile teoremei ' .12(Cormu1a de schimbare de variabiJă) . AplicAnd a('eas t~ teoremA , 

") " . [' (·(I ~ ['i 
J,.11.,..., -~O) {(z)d>: = Jo {(<p(' ))· <p'(. ) d. = Jo V(<p(') - .)f~ - 'l'1')}, '1"(1 ) d, _ 

" -i' v[(~ - .) sin"] . [ (~ - . ) It - sin't}] 2(~ - .)sin 'cos, d' _ 

• - - , '. (~ - .) , " . ' )-
- (11- ol"i: I(ain. c" .)' d. - (~ 2 . ) 1" (Sili 2. )' d. = --4 .. o It 

........ 
• 

_ (~ - .)' (. _ sin 4') l' = I~ _ . )' c: . 
4 4 O 8 

• i: V Iz - .) I~ - z)dz - I~ - .)' 8 . . . 
t "az particular al funcţiei V--- • ) os e un , 

el Iane, •• z ~ (z - .) (", - ~ T I Asite acolo nu sunt d t>finite 
'.1 (6). capitolul 1. In.A proml Ive e g 

le, JJ el do •• p" 10, ~) . 

intPjfr.la 

• 



A ,'t'1U '0+ ti Z 
(V)z _ 

((Z) 

" [1 9)" [1, 4) derinita 
ŞI luăm q>. 1-

prin 

'1' (1) - 1', 

• 
AtunCI 

şi 

deci 

'1"(1) - 21 

( ('1' (1)) ''1''(1) .. )11 + 1,21 

f' VI + V x dx = (0(2) ((x)dx = (' ( ('1' (1)) ' q>' (l ldl = 2 (l 1 V 1 + 141 
J1 J~(I) )1 li' 

Facem o nouă schimbare de variabilă. 

In ace:;l caz notăm 

gll) = 1)11 t / 

ŞI derinim u: [2,3) -+ [1,2) prin 

(V) t E [1, 2) 

u(s) = s - 1. 

A lunci 
/t'(S) 1 

ş' 

clull'))"'(S) (s - 1) V S = ;1, - si. 

~
n(3) 

2 Bllidl 
n('2) 

(' (3 2), slull))u'(/)d/ = 2), (;1. - s'1.)d.r c 

.] 3 8 (V- )1'-) 'l';' =- 6 3- 2. 
~ t 5 

2 [ ~ . ,1. _ 2 
;) 3 

il Să se '1 I . ca cu eze mlegl'ala 

-

~
'I sin:r 

. dx ' 
fi Sln.T + (·OS.T 

• 
SlO .r _ It( x 

sin.r I (·OS.r - tg.T' + t 

~ :[0, /1_[0, :] d('rinitn. prin 
':Oi luăm 

\tund ~r/, \rr I~ /. , 

1 -1 ~ ,t 

90 



• 

-

1 

1 
. , -

tK .1: 

-- -!lr 
tK .l: 

/ 

/ 

• 
/ 1 

1 - ~ /' 

1 1 / 
2 / 

+ 1 
1 . , 

1 ... I 

I;>J IJ ( 

1 

1 
., 

+ H/ , 1. 
1 

• 

) 't - 1 1 1 I 1) 
" " • ( 1 +. (lt 
~ - :!1~"'1 

1 I "lI I + . 
I 4 l~ 1 r 1 ) ({. 

~t"+-r 

= [ - ~ In 1 1"" 1) 1 In .~ 11 ..a.. l;j , -
II 1 1 ~ 1'-

= - .} II 2 ţ In 2 .~ = (. III 2) 
- '1 4 ','2 

1 

4.l6. 06so,oo,,,. Fie o > O ŞI f . [ ) R . 
. -a, a -+ o (uHt'ţle rontinuă .\t1ln"1 

(a f(x)dx = ra 
[(x) ( I) IliI J fi Ju 

Intr-ade\'ăr, apli"ând propoziţia 2.21, avem 

f'/(X)dx - r /(x)dx + ~: fI .. )d". 

In baza definiţieI 2.22 (~), are lor relaţIa 

r /(x)dx = ~o" ( .. )tI ... 

LuAnd funcţia",: R .... R definită prin 

",(1) = -t 

(1 ) 

12 ) 

ti aplic'nd formula tie schimbare de \'ariabdă (teorema (,.12), oblm./J' 

( - o (x)dx ~. (0(0) (x)dx = (O (",(t)h'(t)dl = _ (' f( -I)d/. (3) 
J. J,,(O) Jo )0 

Dia .. IeţiiJe (1), (2) ,i (3), rezultă 

f /(x)dx = j:[(x) + f( -x)]dx . 

• 1. De lin i li.. Fie.l lll' inl"'\'I.1 .imelrie (adiell J t'Ste d. lorma 
... a, al) ,1 f . .1 • II. Spunem rA f estll CI In net 1. P B' A ( ... s. 
-,aU) daeA 

( .... peet h fi 1) (Cr». (V) r J. 



. F' f' [-a a)'" B o 
1.17. ObserfI/Jlr.t· ,e· • 

2 ~: {(:r)d:r. daei fel'" 

o, darA f eate imparl. 
• 

Intr· adevăr, dacă f e.te pară, atunc, 
{( -x) . {(x). (\f) x -= [-a, al. 

deci (ob,en'aţia •. 15) 

~~J(x)dX ~ ~~[{(X) t {(-xlldx = ~:2{(x)dx'- 2~:f(x). 

Dară (este impară, atuncI 

((x) ~ f( -x) O, (\f) x E [-n, al, 

decI (observa'" 4.15) 

4.l~. Exerciţii , 

la {(f)dI 
• 

{(-:r)]dxr O . 

1. FII' , [a,/I}- R ) fUrlrtlP rontill'1,-t ~i ~trirl crt'scăloarc. Să se arate ('A. e1lstl UI 
singur pllnd re:- r", hl ~~lfel 10(,ill 

( " l" (I.r)dT (n a)·(lr) . 

( .r • ,.. ,. t= 1,1}. 

s " tlel,.''':ninp (1' tr l' '1 € , :JS P. 'n('CI 

-
~, (.r),IT 

'l_ 1 II , r (1 l .. R n flln t" ) 1 d n :'lu., IH'I ,1111 nI •• astr.'i in,'A' 

\" f" n 
•• 
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IU. SA 

1. }: "ilS· 
se ralculele integralele: 
1 

4z - .xl 
, -

a. fo' In (1 + Ig zldz. 

, 
i. ~ Ig'z dx. 

" 
7. jo:l sÎn'~ cos'z dz . 

t. ); ,%2 arc tg z d'%. 

n.f: .,. eXdz. 

la. dz. 
)

' L 

0%4+ 1 

li. [' 2z + 1 dr. 
JeV2 - z' 

dz. 

" ~: .r sin J, d.r _ 7t, 

~' 1 • _. 
, > 

.. ) 'IX~ l-- 4.2' 

" 4. [-.-
J, 

~ al'c tg e _ 

2 - It In 3 • 
2 

dx. 
t 5 

H. ~: sin~x ('os 2.2' dx. 

10. ); eU sin :lx d .. 

[' 12. Jo x In (1 + 'Id. 

H ( 2 2% + 1 d.2' 

·J,i/X'+I 



111 

I t paragrar vom derini clasa mulţimilor din planul B' CUI naces r' . 
şi vom arăta că dacă f : [a, bJ .... R+ este o uncţle contmuă, atunci 

r,~ {(x, y E R' la.;; x .;; b, O .;; y .. f(xl), 

numită $ubgraficullui f, are arie şi aria sa este egală cu integrala lui fpe ia ... 
valul [a. bJ: 

aria (r,) = (b f(x) dx. 
)" 

1 1. De li n III • "muiii 
1" r il. daei 

• ( ... ).lanul u' Re numeşte tlt!D ti. 

E U ['. 

unde D 8110\ drept hiurl cu laturile paralp!e cu axele de coordon8t~ •• 8r t';' 

rare dOIl~ ~ .ptungh1ari dif"r;t~ J)i' D, nu c'l mult o laturii comJlnl. P\ll1!11 
prm defini • 

la (',l. 

t.2. ObservaţLl. a) Reprezentarea unei 
mulţimi elementare E sub forma 

n 
E U Di. 

1\11 f'ste unică. 
i t 

elt:'m{'~:a~~uniunea, intersecţia şi diferenţa a două mulţimi eJemenlaN' sunt tol mulţi81 
n e) Aria unei mulţimi elementare E nu E" 

depinde de scrierea lui E sub (orma 
~ U Di ca In d r' 'ţ' 

I I e mi 18 1.1, adirA, daC'A. 

~Ilnt do a 
u reprezen lări ale 

" U Di ~i E 
i 't 

m 

U Ci. 
) t 

lui E ca tn d r' .. e Iniţia 1.1, atunci 
n h aria (D,) 

... 
[""(aria (CI). 

94 
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• 

.I ••• nta,. di*J' und. 
'-., • MIlU I " t e III 1 
C08iPOlMnl8. atund I n l'OOllm ,t'l mult 

ari. (Il' U FI - ari. (/,) I "ti. ' f' ) 

MUltim. fJttmunlarl' li.-I/.I 1'" li 
/;' e F, aluuq 

.ria (f.') "tia I FI 

.ri. (~"'f.') aria (P ) -
U /' /a (H). 

F,'" 1 
A are ari.'. II.II'l\ 
.. reI Îllra! 

" - " lIIull'!lJe lIIi1rl'iuilll 
p\i stil d"'11\ şiruri (1. d", }llall. ~1'.Jllem eă 

), (S, 1.,) .. , do multimI 

t , v, 't 

"j"'1-

I l '" :l la (fII) 
~I . Ie 

l lr / . 
la aeest eaz punem 

• 
arIa ( I IIIl "le /. 1 f , , ~ 

••• . ,~ 
" BIcI A. ,i B au arif', atunci AU n, .ti n H şi. t /J aII ar'" 
IrlIIItoI .4, B au arie Ş' A n 8 - fj, a lunn 

aria (A U B) . aria (A ) of. aWi H ' 

..... .4, B au arie ,i BeA. atund 

aria (A 8) ' aria (A) ari' ( 11 )

aici acest .. J'f'zultah'. 

-• f •• :,. al r.dni .ubgra{tr. nu ar" artl". 

{ 
1, da"d r e [O, 1] n Q, 
O, dacA Z E [O, 11'-.Q 

Fit· g: [O , Il _ R. funcţia 



--
c.a ....................... eri 

-". -"_.,,. (.). 1-& ,,,-
- ... -..- (O Il ..... cea mal m "" ma .-

pl.~tul D1 = F[O, ~] ;ent~ră ::> rit. alunci F:::J Da. -,Id'p, 
r . adlcl dacă e e 

pe " aria (F) ;;. aria (D.) - 1. 

(F ) e N 'IIouA ,Iruri d. mul~lm1 
Fie acum (En}ne N, n n . 

,irurile ariilor 101' lunt eonvergente ŞI 
EnCr,CFn, (V)neN. 

Atunci din (1) rf'zuJt~ 

aria (En) = O. (V) " E N, 

,ar din (~) se obţine 

aria (F,,);;. 1, (V) ne N, 

dt'(· i 

Iim Aria (E,,) o ~ 1 ~ Iim aria (F n). 
n+~ n· .. ac 

Aşadar. mulţimea rR' nit arI' arir , 

Din rp). arăta!p mai sus se wde că: darii A este o mulţime care are ... 
nu rf'zllltd n"apărat că orice submlllţinte B a lui A are arie . 

1.6 reo.emA. DacA r la, b 
stunri 

• It ~"tll O flloct i~ Notinni p~ 

l • 
(r ,) r l( rl 1". Ilna 

• 
Demonstraţie Fie 

.l, (a n .TII <" ri'" ... <x~n = b) (n E N) 
1lO ~lr de fhvi'l.iun fI.!"'ff>1 • !11(' l-it 

:1) 
hm I j." O 
Il " 00 

şi s:'i nN:'im eu mI! (,e"p t" " 
ţ t • ee IV n") mn' . r " . 
unctleI i p. intervalul' h: '. rglUf'a In . rlOari!. (,espcrhv 

S · . mr. IR ŞI măr~init, [:r" "] 
,"ştJe(vezlEle t ,.,."J\. 

"Qntmuă pe un mter::':ti e d
t 
e analiză matematiril, el. a XI-a) 01 

in I ne IlR ŞI mA "\ J . " r.azu no~tru exi~ti'i rglnl I i~1 ahnge 

II~ E" [.r.> ") 
I " X, 

" 

ŞI ,;' Ei; [xL •• ~ 



1 astlel Incit 

----.- r( ul') mA, ,i f 
(t1) = M? 

Fie (fig. III.!) 
I --- I 

I 
I an , 

lYt ." 
, [Xi'_l> Xi'l X [0, mn 

Gn d~1 
, [Xi'" X/'l x [0, M,'l 

dreptunghiurile de bază x? _ x? . 

Fir. nu 

nn , .n , 
• Inăl'·. "-1 ŞI 

. yJme mi t respectiv Mi. Mulţi
mIle elementare 

milică incluziunile 

(2) 

iar ariile lor sunt 

(3) 

• respectiv 

(4) 

• . de! 11 
respectiv Fn- U G7 

• I 

En c r, U F. , 

aria (p.) = a~. (r, v?). 

Funcţia r fiind continuă, e.te integrabilă (cap. II, teorema 3.12), deci 
(cap. II, observaţia 2.11),linl\nd seama de relaţiile (1), (3) şi (4), obţinem: 

(5) f' {(x)dx = ]jm a"n ((,ul) = ]jm aria(E.) = Iim a". ({. "1) = Iim aria (F.). 
Ja ?h~:lO n-J-IIII:I n-+oo n-+-., 

Şirurile de m.ulţimi elementare (E.) şi (F.) '· ... Ii ... "./ relaţiile (2) şi (5), 
1'O.ultl el mulţimea r, are arie şi (definiţia 1.3) 

aria (r,) = J: fix) dx. 

1.1. Con se e I DIA. Oară f, g' [a, b} • II snnUuDrljj rontinoe astfel InrAt 

((x) .. /1(x ), 

"aei malţlmea (fig. III 2) 

( "')xc[a bl 

r, .. {(Z'lIJER~a r.;;b;f(r) <: y .;g(r )}, 

............ ~'~~I~ functillor r, g şi dreptele 
"It au Ox In punctele a ............... ,. 

;;;. ~: lţ(x~ - fix)] dx. 

" .... -

• 

l'Ir.m.t 



.... Ilx) > (x) > O. (V) x e [ •. 6] ....... 

aria (fr.,) - aria (f,) - ari. (1",). 

(1) 

(2) 

1.8. Eumpl~ 
1) SI se calculeze aria mulţimii cuprinse lnt,. parabolele ele 

y' = ax. 

Xl == ay, 

unde a > O (fig. JII.3). 

I 
~ 
I 

~-a'-----

}'Ig. lIU 

H"l(llvâlld J('{'st 
parahol(> 

sistem dE' 1·' erua 11 , obţinem punctele de int('rse4"1ie ale acestor 

aria 11', .• 1 . C: Iglx) _ (Ix)) dx ca ( , J.. Jo li ax - :) dx = 

., 

~a 

x' 
Va 

~ 
-

2 

y 

r--
Fig. nu 

.) 1+3 
= .. a'l 2 _ 1 ! a Z 

... a = ., 3 3 • 

" 
2) Să 

(fig. 111.4) 
se calculeze 

• arIa 
. .. 

mulţimII 

A {(x, Y) E R' I X' + y' "r'. y ~ OI. 
(r > O), 

ObsrrvAm {'ti: . li!'i ( [ mul\.m •• A oste .ubgrllnc1ll ... 
r, r] -+ R+ definite prin 

(r) dor V',.. _ z'. 
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ale .. 

AII .... 1 In capilolu l 1, exemplul S 6 (2) • 
. , c. lunC\I. 

'(.) .:. [~ are . in .!. + zV ,. - '"'] 
2 ,. I (-"~.r"" ,.) 

.... o primitivi a lui , . OCt'i 

oria (A) - aria (fI) ( ' V,. zi dx 1 [,o ar< sin _x + V ] l' J·r 2 x rI _ x" ,.. , -, 1 [1 . Il 2[ 
- 2" ' arc SIO I -, are sin (-1)] = i f - ( - ;)] = + n,'. 

3) Să 8e găsească aria mulţimii A (fig. II1.5) cuprinse intre cercul de 
8Cua~& 

(1) 

fi parabola de ecuaţie 

(II) 

Scriind ecualia (f) sub lorma 

(1 ) 

x' + y' = 4px 

y' = 2px. 

(x - 2p)',.. y' = (2p)', 

se observA că cercul considerat are centrul tn punctul (2p, O), iar raza sa este 2p. 

Pentru a determina punctele 1n care parabola intersectează cercul, vom rer.olv8 
sistemul format din ecuaţiile (I) şi (II). Dacă se inlocuieşte y2 din (II) in (1), atunci 

Z2 = 2 px, 

deci se obţin soluţiile 

x = O şi x 2p. 

tnlocuind pe % = O (respectiv x = 2p) tn ecuaţia (lI), obţinem soluţiile 

y = ° şi y = ± 2p. 

A.fadar , parabola de ecuaţie (II) şi cercul de ecuaţie (1) se intersectează tn punctele 

O (0, O), P (2p, 2p), Q (2p, -2p). 

Eate suricient să calcu lăm aria mulţimii Al cuprinse intre arcul .. de parabolă OP 
fi artuJ de cerc OP, adică a r ia mulţimii cuprinse Intre graficele funcţIIlor 

der ) 
fix) V2px , (O ... z'" 2p , 

4(z) der V 4px - zi, (O ... x ... 2p). 

Funcţiile f fi " fiind pozitive, avem 

(1) aria (A.) _ aria (f',h) = aria (fA) - aria (T,), 

• 
(J) . .... IT,) - r f(x)dz - V2P~~ x · dx = 

. .. 
zi 

- V2P' ~ 
3 
2 • 

8 , 
--p. 

3 

• 

y 

""o r---~c (lp,oJ 

• 
PI,_ lUA 



................ .., 
.... ~r.w _ .!. arie ..,.-t ", ,. 

6 

\o&IIfI _ fa' OIi ia\ejlrlla ptlltru a ealoula ula (r.). 

Sa ijpd II yz - ii aub forma 
"rz (6p - z), 

.. vede el avem de inleerat o ruDcli. d. forma 

V(% -~T (~ =zf 
Pentru a pulea aplica re,ullalul obţinuI In exemplul 4.18 (6), dia 

t.:ollliderAm funcţia "1 definită pe [O, 4p] (,i nu numai· pe [O, 2p) cu. era 
aceeqi relaţie 

(3) • (V) '" e [O, 4p). 

Atunci are loc relaţia 

(4) aria (rh) = ..!.. aria (rh.). 
2 

In exemplul 4.1315) s·a obţinut egalitatea 

(5) C~ V ('" - «) (~ - .) d", = (~ - «)' ~ . J. 8 

Din 13). 14) oi 15) 1 t v pen ru «= O ,i ~ = 4p), obţinem: 

(6) . r 1 C'P 1 
arPa 1 h) = 2" Jo V"'14p - "') dx = 2" 14p)' . ; = ",'. 

In sn"il din ",Ialiile II). (2) şi 16) rezultă 

aria lAt = aria (A,) + aria (A,) = 2 aria IA,) = 

= 2 [aria IPh) - aria Irr)] _ 2 ' 16, - 7tp- - p. 
3 

1.9. Exerciţii 

1. Să se calculeze aria mulţimii r . 
1 f( ) - r, .. · 
• x = - V", 1) - V· 2 • IZ - .:r. xe[O,4]. 
• fix) = r'. l(x) - x' [O - ,XE ,1] . 

3. fix) = ~ 
x' • ţ(x) = x. x e [1. 3]. 

4. fix) = V'X - zi 1) V· ... -., .gx='"s_1 
6 fi ) _ x • x e [o. ,]. 

• x = V x. llx) = VI _ x' [1 
,Xe O. (V5- 1)]. 

3. fi x' 2 
x) = _. llx) = 1 

2 r'+i.xer-I.l]. 
7. fix) = .. + 1. llx) = 3 
8. fix) = e'X ( - "'. x .. ( - 2 1] "x)_eX ,. 

, X '" (O. 1]. 
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1-1, Il. 

, ". [O, al. 

" • [-2., 2.J. 

ralll\imii cuprind Int ... parabola de .• 
t.. ecuaţie y = 4x şi dreapta 

rautllmii din semiplanul ((x y) I > O) . 
= I . ' Y Cuprinsă intre hiperbola 

:q 4 • axa Ox ŞI dreptele de ecuaţit. _ . 
x-aşlx=2a. 

d r' , 
8 acua 18 x + y = 16 este despărţit de parabola de ecuaţie 

81. se gAsească aria fiecăreia din ele. 

de ecualie x' 
~ + y2 = 1 este despărţit de hiperbola de ecuaţie 

a. trei regiuni. Să se calculeze aria tiecArt'ia din ele 

aria figurii cuprinsă intre parabolele de e('uaţil 

,. = 8(2 - x) şi y'.~ 24(2 + x). 

de f'Cuaţie x
2 + y2 = 8 esle despărţit de parabola de ecuaţie 

SA se calculeze aria fiecăreia din ele. 

de ecuaţie x' - yl = al ~i dreapta de ecuaţie y '= 

1). 81. 18 calculeze aria mulţimii cuprin.ă fnlre semidreapta 
de laip,.boIA x· - y' = .' (y> O) şi dreapta 1 = b. 

""--
cuprinsă Intre pa1abola de ecuaţie 1l = z ,i dreapta 

In!re parabolele d. ee.'lie II' = z. z' = 8,. 

CORPURILOR:-J).J? ROTAŢIE 

lII'itiM al el&e 



-r~----''''''- .:...--- .... 

Flr- nu 

Cel mai simplu corp de rotaţie se obţine rotind Bubgraficul UDli 

constante pozitive: 
(x) = r, (\1) x E [a, b] 

In jurul axei Ox (fig. II 1.6). Aceastli mulţime (care este un cilindru de 
r ,i tnlilţime b - a) poate fi scrisli sub forma 

e, ={(x, y, z) E R"Vy'+z'';; r, a,;; x,;; b}. 
Volumul acestui cilindru e, este 

voi (e,) = 7tr'(b - a). 

2.1 De!. Il il . e. .'. 

1, f {Il 1 •• ) 

I.4-t .') _ IL ,~ . _ b 

{(xl , Il < 

• fi . ~I ultimea 

x ~ b} 

• 

• 
1 

•• numeşte e ~ r pul d p ro t 8 ti,' d e t e r m • n a t de fu net i a (sau 
rorplU ohllout prin rotirea 8uhgralicului fUllcţiei {In jurul ani Ox (fig 111.7. ,./ 

III 
y 

,~ 
I 
I / \ ......... _ 
1 / \ -

~ ---~--T---
/ 1° 

/ I 
I 

FIg. 1II.7 ' 

2.2. Obserpaţie Dacă f ' 
adică dacă existi! o' d,' , , uncţ.a g : [a, b) ..... R+ este con..da"rli pt 

f VlZlune t. ( . 
as! el IncA! g este constantă f' - a, Xo <.. X, < .. , < xn = b) • Iu' 

pe lecare Interval (x' )' 
1--\1 .ft . 

g(x) ',. (It) l' C'" ( 
'- 1' .. " x,), 
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de l'IIi 

a f 
111' 

--------_. 
I ' , 
~ , \ 

I I .A \ 

tf .J...!· 
,. I ' 1 ' J .' , . I 

I I 

" 

I " 
I \ -t, \ 

I • \ , 

" I } \ I • / \ I 
_I-_~ \ I I ~ -"'T-T- .... __ 

\"'''',, \ I I J 
, I I I 

.. ..t..... I 
I , 

I " , 
XI_, 

Fig. m.8 

, 
l' \ 
\ ... "\ \ - _.JL_, I ...,.--- ,... .,.. - -

... I I I 

I " I "'-<-, - ,-' ""':..v 

,IIIIICi corpul de rotaţie determinat de f are forma ă . 
. f ' d ' . urm toare (hg 1118)' adiel elle o reUD1une nută e clhndr i. Volumul unui ase 11 ' .. ' 

, enea corp de rotaţ,e 811e 

" 
voI (Cu ) = 1t [; c7(x, - x,,). 

• I 

Prin analogie cu noţiunea de .mulţime elementară introdusă in paragraful 
precedent, vom numI mulţl.me cl.ll.ndncă elementara, orice mulţime care se 
ob\iDe ptin rotirea subgraficului une; funcţii constante pe porţ'unl in Jurul 
uei Ox. 

Cel mai mic (respectiv cel mai mare) dint re numerele pozItive c" e" ... , e" 
VI li numit raza minimă (resp. raza maximd) a mu lţumi cilindrICe elemen. 
tll8 C(f). 

AflI cum am lolosit mulţimile e le men tare pentru a defini aria un .. mul. 
ţimi din plan, vom folosi mulţimile cilindrice elementare pentru a defmi volu. 
mul corpurilor de rotaţie . 

2.3. De fin i' 'I~ r ['l, b' • II. şi (' rorp II de rolle MI.rminal 
.~ luntţia f. Spunem că (, are voI u m dară uis i două Siru' ,(, N 

i H,J.€~ de mull1mi cilindrice elementare (fiecare ( şi H 'iind del- fi" 

~ de lun,pUe eonstante pe porţiuni g., h. : la, b • II) ast'rllneAt 

'1 
2 

O~ t: (It c R ., (V) fi ~. 'i 

lun voi (Gp ) ,- Iim voi (H.I. 
11 _'" , ..... :0 

vol\lRlUllul r, se d~lineşt~ prin 

v',. Vf) d,·r Iim VQI (G.) li~ "01 [H.I· 
• • 

IlIIflnl,l. voln .. ,lui 
..-Id ... 'e. 

corpului d .. rotaţie C, nu depinde de ,irurile 



"
IM/' "1" II., ,r, NI .... 

I ,-.., •• 1'0'1/" u.E-P»- r . 

DltdItl {t, daci " ra~o ... I, 
,( .. ) - O, dacA " Irational, 

i Iwâ' 

II) 

(2) 

Se obo ... A cA .. d 'cA elementarA G C C, aro rau ... 1 ...... III _ ... 
. mulţime elim r. ~ 

(<<) o/'lCO voi (C) _ O, 

. . 'cA 1 menlară H =:J C, are rua minimA> t, doeJ 'ce mulţime cIlindri ee 
(~) OrI voi (H) >" 1'· (1 - O) _ ". 

(H) N douA şiruri de mulţimi cilindrice elellle • .." _ Fie acum (GnJI'IEN. n nE 

Cn C C, c Hn. (V) n e N, 

. . d ere pozilive (voi (Cn»nEN şi (voi (H.»ne, SUII' '.on ........ şirurile e Dum . 
Atunci din (1). (<<) şi (~) rezullă 

voi (C.) - O şi voi (Hn);;' ". (V) II E N. 

deci 12) 

Iim voi (G.) - O < "",Iim voi (Hn), 
n~~ 

de unde rezulU cA Cg nu are volum. 

2... ,. 6 r • 'Il a. IIatll f' o. il ... II .,I~ O fun<1ie r.ontinui, alUIII; 1 
,) ."rplii de rotap" d,·,.,,,,in81 dP Iar. \olum şi 

• 1(' \ ~ \ I ' -'" r 

Demonstra/ie. (Modelată după demonstraţia teoremei 1.6). Fie 

An = (a = :r;; < xî < ... < x;:" h). (nEN) 

un Şir de d,vlZiuni ale intervalului [a , b] astfrl încât 

(1) Iim An = 0 

Ş' să notăm Cu m? (respectiv M'{') marginea inlerioară (respectiv superioarA) lI. 
a luncţ'e. ( pe intervalul inchis şi mărginit [z' x?]. Atunci eI"tf 
ull. t'1t E[· ~] r . . 1-1' I i' i Xi _II J.j ast el 111('8 1 

((un = mi şi f(1 'i') = A!;'. 
Pentru fiecare 

gn, hn ora. b]_ R+ n E N delinim lunrţiile constante pe 

dor 
gn(x) = mF = (un, darI!. x E (x," ") 

" XI , 
{(Xi), (farl!. X X 

M? = r{fJ:'), 

(x,), 

" 
daCiI z E (z" 

I-lt 

darA :r :e- Xi, 
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atunti 

• Iri .. -

01---+ 

Fir. m.1 

I ...... 
II' 
I I ' 

Iii A 
• 

I " r I ' 
, I : 
, I , 
>t, 

" x, 

• ....,; ---'IA de rotaţie Gn ,i H n determinate d . 
~..,..- e gn '1 hn, respectiv, Sunt ........... elementare cu proprietăţile: 

III GncC,CHnl (V) nE N, 
Pn 

"fiiI (G~) = "f-i r(uf) (x? - x?-I) = a4" ("r, u~), 
i3I Pn 

"fiiI (H~) =" r; r(!It) (x? - x?-I) = aA
n 
("f', vf) . 

• -1 

..... f fiind continuă, rezultă că ,i funcţia "r e.te continuă, deci 
IIIfiIeW II, teorema 3.12) "r este integrabilă, prin urmare, ţinAnd .eamă 
il II) ti (3), obPnem: 

.. (. f'(x)dx = Iim a"'n ("r, uf) = Iim voI (Gn) = 
li) J. 'R_fX) n ...... OXI 

= Iim a", ("r, !It) = Iim voI (Hn)' n 
n-+IID n-+ao 

.... de mulţimi cilindrice elementare (Gn)nel! ,i (Hn)nEN \"enfirân,1 
.. (2) ti (.), relUltl că C(f> are volum ,i 

voI (C,)=,,~: r(x)dx. 

. ' determinat de funcţia volumul corpului de rota,le 

prlof(x)= V2ax 

j fig. 111.10). 

-
...... 

1. 

y 

, , 
I ' ..... 1<-
II' v , -". , II, 

'-

PIr. DLI • 

• 



) Să se găsească volumul elipeoidului de rot,ţJe, adiel 
y . .. 

obţinut prin rotirea mulţimII 

E = {(X, y) E R' 
x' y' } -, + i ~ 1 • (a, b > O) 
a b 

In jurul axei Ox (fig. 111.12) 

Datorită simetriei elipsoidului faţă de planul yOr., este luficieaL II ClI.IcIa. 
volumul jumătălii situate In partea dreaptă (x > O) a planului yO •. Fie cleei -• 

Atunci 

de! b. /-;0--::; 
( : [O. al .... R+. ((x) - v'a' - r. 

a 

voi (C, ) = ~ ('(x)dx = ~-- (a' - ",')d", = ~a b' ~a 
o a' O 

= I a x - - c:z al _ ~ = 2n bta ~b' ( , :r') la ~b' ( ') 
a 3 O 0.

2 9 s' 

volumul elipsoidului = 41t 'ab2. 
3 

Dacă a = b = r, atunci regâsim 

I 
• 

volumul sferei de rază a = 4r. a'. 
3 

--- -i, / I 
a b x 

I 
I 

Fig. I1I.1I 
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... 
:. o ti utroida d .. 

• • +,T _ .r. (a> O). 

• ....... volumul aatro-
-' ....... (oorpul obţinut prin 
...... Jnltimii mlrginite de 88-

...... Ia jwul uei Ox; fig. III.13). 

)lallll1l1i_triol oot. lulicient 8A 
....... .....umul corpului d. rotaţie 
...,..uoa& do tuDelia 

( I ')' lIal- 'i ,t 
• - z • 

ze[O.aJ. 

.l_ 

-o 

Fir· m.l' 

.01 (e,l_ "ca {'(xl dx = " ca (! ')' d. = Jo Jo a 3 _ % S 

f.[ · 2 2 ' ) 
=: n O 4 2 _ 3a S z 3 + 3a S x ' _ z2 dx_ 

4 6 2 7 

2 9 95 91a xl -n aZ- - a z + - 4 z_ 
5 , 3 

a 
18 

- na' 
105 o 

DeoI ....... u1 utroldului de rotaţie .8te 

32 -
105 

U. Ewreifii 

• • c'lculeae volumele corpurilor de rotaţie determinate de funcţiile : 
• -

1./IoI-t(';Y, ".[.,6J. a.6>0. 

• ""' ... - zi, a • [O, 2J . 

• ,.. •• Il. Il. (O, "J . 
....... Il. (O, JI . 

•••. u[ ... H . 
•• (1. II· 

o x 



. v~. z.(o. -1· 
.. /(s) • 

(.r V %'1. % .. [O, al. 
ie. ((sI - v·-
u. f(z) _ 1 V~u'-o":'·-::;"'" r Oi [O, oI · 

a 

11. f(zl = Vi - rz., x EI! [O, Il · 

V!x - oI (b - xl, x El [a, 6), b > a> O. 
11. ((z) = x 

14. fIx) = V x~ ~ ,3) , x E [O, 3] . 

§ ~. L~ !'\GIMEA GRU ICI LLI l/'\EI FI'NeŢII 
CI llFHIV ,\T\ CO:\Tl"lI'Ă 

DhRIVAllIl.E 

In acest paragral vom delini lungimea graliculu. unei luncţii CODtn.. 
f : [a , b) .... R şi vom arăta că dacă f este derivabilă Cu derivata cODtinu~ 
atunci gralicul lui f are lungime linită şi 

lungimea gralicului lUi f •• L V 1 + (f'(x))'dx. 

1.1 Il . ' i b 'l i~. Pfll irn or;". fUlII'lif ( [a, b) .... R şi oritt diviziunI 

~ (7 ro J 1 <: .T,,- b) 

a Ilerulc··.i [" ~ dffinllll IUIII·tia {, . Il "1 + II prin 
I 

{I I r 
f , • I • n 

f:r (IT, 
x d dal'ii r ( [.T 1. rd, (1.; " "1, r, X 

IiI( " 0'0";aI1l lui şi lui .l (Ii~. III "1 

• 

3.2. Observaţie. Funcţia fa Sf obţine , pe liecare interval [.Ti_1' .T,]. smind 
ecuaţIa drepteI care t rece pr in pu nctelf dm plan U. 

• 
ŞI 

y 

o 

A , I ~ X , " {(x, 1)) 

t ,(I,. {(I,)) . 

9r-,r':ul 'fi 
g'of, :UI ' f~J 

, 
, 
, 

. • , , , , 
L"-_ , 

• I 
0 "'0 !f I - • 

" I . , l l'l · 1 

.'1«. 111.14 
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, , , , , 
'4] , , , , 

• 
bUl,,! • ''-t 

"tu 



RI \81 

zI' , 

~ Ig 

. ' umlrUI p' 

A'I' ,1 

fi nnmptlt I U Il i Ul fi' a'" . cuilii flUuou ","..,.. I , 

• 
• tun01 

s .•. Olm,..alie. Dacă .:\" .:\,' Slilll diviziuni ale intervalului [a, bJ fi .:\, c .:\,', 

Tin"nd seama el orice diviziune .:\,' mai fină ca .:\, se obţine prin adăuga. 
rea la .:\, a noi puncte de diviziune, e8te 8uficient 8ă con8iderăm cazul In care 
t:.' .. obţine din .:\, prin adăugarea unui 8ingur punct e E (x>-1' Xj): 

.:1. = (a = x. < '" < X;_1 < x, < ... < x" = b), 
• Iar 

.:\,' = (a = X. < '" < Xj_1 < e < Xj < ... < x. = b). 

Notind cu B punctul de coordonate (e, {(e)) avem (fig. 111.15): 

d(A;"'I ' AJ) .; d(A;"'I' B) + d(B, A,), 

deci 

n 

1({A) = f.;t d(Ac.1> AI) + d(A;...., A,) .; 
1:;f.:i 

.. ttd(A ... 1> A i ) + d(AJ--1> B ) + d(B, A,) = 1({A')' 

i* i 
3.5. IJ r e. Sput1em e f5fhm: UI unei unctu rODunU1.' 

•• n it li darii ni_tii o constantii M ~ I ",' el are I u n 

I(h' " M. 

\H!ntru orice diviziune .:\, a jnt~rvahllui [a, 

In aeest caz marginea snperioarl a multimii y 8 

{I({A) .:\, diviziune 8 lui [a, b } 

00. NumArul rpal pozitiv 

.:\, diviziune 8 lui [a. bJ 

Ai-I 
I 
I 
I 
I 
1 

Ai 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

le nDme,te I ung I m e 8 

r· •• l\el r 
11; r 8 rit. u lUI O X;-I It; 

PIr. 18..1 

lot 

" 



..... Dac.I .,./icullui f .. 
d d· .. . (A) _.- intervalului [., .J .. VeI • IVIIIUBI ...... It .... 

(1) 

• '1 
(2) 

Iim II 4n II - O 

Iim 1 (f"'n) '" l(f). 
n~. 

Intr-adevăr. pentru orice n ~ 1 avem 

I(f) - !. < I(f) = cel mai mic majorant al mulllmii (I(,,,,)},,,, 
n 

deci l(f) - ..!.. nu este majorant pentru această mulţime, adicA exis tA o diviliune &,. • 
n 

lui [a, b] astfel 1n(";\1 

(3) I(f) - ~ < , (, "'n)" l(f) ,l 

(a doua inegalitate rezultind din faptul că l(f) este majorant pentru multimea (1((.1 )).1 1. " ... 
Din (3) rezul tA. 

14) 'If) = Ii m I (f~ ). 
II 'P" " 

Luând pentru fiecare n.> 1, o diviziune j," C'u proprietă ţile 

~n C ..).n 
• 

Ş I 

1 11 ';. 11< , 
" I'f'zulUl (observaţia 3.4) că: 

15) 

ŞI 

(t) 
Iim A O II z: . 

Din 14) şi (5) rezultă cA şirul {' (f)} P l 
.1" 'IES se ('onvergt>nl 

ŞI 

12) 
Iim I (f ) n ~.. Jo,. l(fI · 

3.7. Feorfmil D ă funclia' [ h 
eontinuă, at IDei q • R •• tt- dcrlvabiJA. ru d~ri\"lta 

1, grafic II lui f .. r. "ng'". 1i~lg 
,i 

2) ,. f) 
} l 1 ~ 'r' I x) dx 
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Dia .,I.tel' re.ultA el functia 

.. - VI, (f'(J)ji 
..... ~ <*l "'ArginilA, adică există M .... O 
... ., asltel tnl'lt 

VI + (['(x))' " Ar, (V) Z E [a, bj . 

.... A - (. - .ro -< ZI < '" <. %/1 = b) o d' , . 
'1 1> >1 l ' f IVIZlune oarecare l' 

....... CNtter. or 1111 tI 111 • pe fiecare int. I [ il UI [a. bl-Aphrând 
rva :r' :r] (1~ l.ar-.,.,ar&1 I.UP) IUI 'AI H, 1, ~ t, n) obţmem UII 

f(r,] f(x, .,] - f'( ~,)(z, _ x ) 
1-1 , 

" 
I(f.>.) = B V (x, - x,.,], + (f(x;) _ f (x 11'-

1 - 1 1_1 _ 

• 
= )' V 1 + (['( ~')Ii . (z, - x,.:1 ... It t (z, _ z, . .J 
ti I 1 Mlb _ al, 

oriWe ar fi diviziunea 
Iioilf. 

.l a intervalului [a bJ 1,1 O l ' > 

, (' ne UZle, grafll"lil 1111 f aN' lungllnt' 

Fip. arum 

..\ ( 
n n " = a = .ro < X1 < " < J p 

" b), nE ' 

!li tir de diviziuni ale intervalului [a, b1 cu proprietatile (vt'li ohservaţia 3.6) 

Iim AII O 
Il ~ ... 

• 

~ 

111 Iim 1 (f.>. ) - l(fI 
n-+_ n 

, 

Aph4"ud, ca mei SUI, teorema creşteri lor rinite lui (pe Cit'caN' interval [3':'_
1

• xn, 
~.8" un (i' E [z~ t. xrJ astrel illtâ! 

(2/ 
, 

~Ol'nd ~" ., (~~, ~q . .... ~~II) şi til1ând st'ama de (2), obţinf'm 
n 

I {(4,) = ~ V{z7 - xi' .l'+ (fIx?) - f{x?_I»' = 
'-1 

"1"1100 t V f + (f' W»', (",7 - xr_l) = a". (V1 + 1f'I', ~"). 

Vi + (r)' fiind rontinuA, este integrabilă (teorema 11.3.121, deci (o"",,r-

It). (1) " (41 obţinem 

'!ti ... j: VI + tt1.H' d.t. 



~ , "~ 
D&toHli li ..... _ 

O.leul .... lu~ ~ 
lui , '- [O, n A\'_ "" 

~--, I(f) - 21(1,) - 1 ~ 

PII. ID.lt - 2 ~: V t + (2",1' d",. 

. . I ) din capi lolul 1. ob,i nom deci aplicind exerCiţIUl 2.2 7 1 _ 

Ilf) = 2 - 2x t + 2 • 
2 

~) Si se calculeze lungi mea graficului funcţie i 

f ix) =(f)' - In V:X, x E [1 . el. 

Avem 

deci 
, 

11f) = 
1 

1 

(,(xl = - - - • - = - x - - , xii I( 1) 
2 2 % 2 x 

, 
1 + - x - - dx= I ( 1)' I + ~ (x' - 2 + ~) dx = 

4 x' 

(:r + 

4 x 1 

e 2 I! 

~ + (~)' dx = (X + 1) dx = ~ (~ + In x) = 
2 2% 1 2 2x 2 2 1 

1 le' + 1). 
4 

y) Si se calculeze lungimea aslroidei (fig. IlI.17) de ecuaţie 
, 2 2 

;c ! + yS = aS , (a > O). 

Prima bisectoare (y = xl intersectează (tn primul cadran) astroida fn punctul 

. '} 
i a,22a. 

Datorită simetriei avem egalităţile : 

lungimea arcului (A~M) - 1 lungl·m. I . IA' MB') I - - a arcu UI ""= _ 

decit f' 2 8 
es e su ICient să calculăm lungimea graficului funcţiei 

lungimea utroidei , 

( 
, ') 3 

((z) = a' ..:. x", , 
• z • L.z 
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.. 

2 +~)dz= 

f HU), = 

de ecu.~ie 

derl 

, 

-o 

, , , 

DerivAnd funcţia f. obţin f> ffi 

('(z) _ 3 
2 

, , 
a 

v' t + (('(x))' = 

o 8 

--' 
, 

, 

.' 

, , , , , 
" o , 

}'Ig. IlU? 

1 + 
())' 

1 , () 
1 

, 

r' 

prin urmare 

A,adart 

I(f) = 

1 -
= a' 

" , 
2 '. 

, • 
x3 

1 

v' 1 + (f'(x))'dr ~ a' 

1 , 
-

3 
-, , 

a a -
2 2 

-
2 

, • 
langimea astroidei este 

81(f) = Sa. 

" • 
, r ! d,r ~ 

)2 ! a 

, 
3 a , - •• , 

- . 4 
2' 

• 

U. •• reirii. RA se calculeze lungi milE' grafirr10r urmAtoarelor runrţîi: 

-"., z .[v'3.V81. 

~It u[o,~l 

U' 
............. ,1. A." 



I r + ."', z. [O, IJ. Lfl-'-,' 
4.((z) _Vz, za[I, 21· 

I ~_~Inz, z.[I,.J 
L ((z) - -; 2 

.. (Iz) _In cos z, :r e [o, 7-] 
1 e O - • [ 2] 

7. fIx) = In I _ •• ' % '3 

8. f(., _ e", • e [O ,1). 

§ 4 ARIA ~U )1l>\FEŢBLOR DE ROT\Ţ/E 

4.1. De li n It le. Dacă f 'a b, • R, l'ISte o funeţie eontlnuA, aiaael 
muljimea 

S, .e! {'X, y z) ţ R' ~'y2 f(.!;) , (V) x ( [ţl, bJ} 

s& numeşte a u p r a f a ţ Il d e ro t " t • e d 1\ t 1\ r m i n a tA d II fu D t j i 1 

f fflg II1lll) aau ~prafata tbjinută prin rotirt"d graficului funtli~l f In jurul 
uel 1) 

Am văzut in paragraful precedent cum se asociază lui f şi fiecArei divi. 
Z'UfiI C. (a = x. < x, < ... < X n = b) a intervalului [a, b) o funcţie poligo. 
nalli f,. ConSIderăm acum suprafaţa de rotaţie S(h) determinată de funcţiaf •. 

4.2. Observaţie. PresupunAnd cunoscut faptul că aria laterală a uuui 
t"lO"''' de ron de ra'e ro. " şi generatoare g (fig. IlI.19) este dată de relaţia 

1'[(r, + r,)g, i 

putem cakula aria laterală a suprafeţei de rotaţie S(f",) determinată de funcţia • 
p"h~onală f,. 

y 

'v'-""' 
fo, ' Î\ 

I \ 
~ 

III I 

H+- - '-/--t--~ 

Fig. 1\[.18 

IH 

9 _1_-
.- - 1 - ..... ...- , 

1 
_ !:,2_-..J 

• 

FI~. III." 

I 
• 
I 



~J} 

. !Uoelil 
11'1 f 10 Jurul 

div> 
poligo. 

funcţia',. 

a unui 
de relalil 

1 

I \ 
k 11-

/10 I 

/ 

\ 
I \ T, 

I > 
1 / I 

/ t,./ t 
I 1 

/ 

}'Ig. 111.20 

., 
\ 
\ 

-1 ~ 
/1 

1/ 
)., j , 

b I I 
, , 

I I 
1 / 

J 

lolr-adevAr, aria laterală a truochiului de Con T (f ' 1112 
. dIA . ,'g.. O) d. raze 

••. ) '(si) fi generatoare , " A,) (dIStanţa dintre A . A ) f" 1'- I l' 11 ŞI i llnd 

n(f(x,,) + fIx,)) . dIA, " A,), 

" 
A(/.) = n E (f(xi _') + fIx,)) V (x, . 7, lI' + (((x,) Nx; ,Il'. 

, 1 

"-'" acealtil observaţie putem de fin, ce InseamnA l'A n .uprafaţă de rata 
!It .. arie, precum şi aria laterală a unei astfel de suprafeţe. 

4.3. Ih fi n i ţ ie. Fie,: a Q I • It, o 'uneţl~ ronlinu'. Spunem tA 
il'" fa I ad e ro t a ţi e S(n ar P, • r I e. dat' orltart ar ' 1 , Irul 41. 
iMllul (d')'E~ ale intervalului [a, bj astfellne&t 

Iim l,l, O. 
, t~ 

(A(f~.)).n 

""'laterale ale suprafeţelor dt ro!alle S(rA.) (M_ 'il este .onvergent In R. 
aumaral real pOlitiv 

A(t) ~d ,r Iim A(fA.) 
( n + aII 

• r la I a te rai li a S u p r a 'e • e i ti e r o ta ţi e sef). 
t definit adică nu depinde de 

r4!al pozitiv A(f) ... te corec • 

(4,.}n." couiderat. .' divll1uni ile iiilt!l.aldtfti 
... (~)ftE" ,i (~~)'El< două ... un 4e 

Iim li ~ n - w- !~.,II ~; II . 
n"· 



AtURCi firul d" diviziuni 

( ilo).e. 
, ' , 

(tiei, ~, Ah AI, .... 
, 
~, 

verificA condi~ja 
11111 II ~" II - O 
I I ~ .. 

1 I'e Sin .vAnd arie, ..... ulll ,,' ,lru,lI. 
deri supra'aţa de ro a I Â 

' (A (f".)).eN ,(A("".)).eN' ( ('A'.))"". 

, ' / l' r limitele 10', DIII modul cum al .. , con.trult ,1'" CA' t convergente Iie I I • "" •• , 

Bun ':1 (o') N.i (A~).eN aunl aub,lrUrI 81. lui (~) ... , deci ",-" se vede cA ~lrUrJ e II nE ,. ~ "..... 

I(A (' " '.)).eN ,i (A (f "'.)).EN 

, 1 1u,' (A (('.» . e " şi prin urmare 8untsubşirurl ae .... " 

I ' = 1 şi r - 1, 

adi că 

4,0. T e o r e ro A. 
l' 

DarA r: [a, bl 
/' , 

+ R eHte (1 runctie ieri 'abili. cu derj. 
vata continuA, atunri 

.) .uprafala de rotalie determinatA de f are arie şi 

(~) A(n 2"r fir) ~ t ~ ({'(r)'dr. 

DtJmo""t,a/~: Funcţi a f tiind continu ă. pe intervalul lochis fi mirginil[G, bl, l'trild 
(vezi , cap. II , 3. 10) cond i ţia (V) , adică pentru ori ce c: > O e xistA l)c > O utili tlldl 

( I ) (V) x', x' E [a, bJ cu I x' - x' I < ~ .... I ( (x') _ ( (x' ) I < c , 
o "'I(f) 

unde I(f) este lu ngimea graficului lui f. 
Fi(' af'um 

~ ( , , 
11 = a = Xo < X1 < ... < x~" = b) 

un şir de diviziuni ale intervalului [a, hJ astfel IncAt 

~~OI) .ln = O. Atunci E'xistă un Il, e X astfE"l IncAl 

(n E N) 

Il. II < ~" (Vi .;;.." 
Aplicând teorema c reşteriJor rinit" lui 

un "n e ( n ') 
"'1 Xi - 1, Xi cu proprietatea 

( pr fiecare 

(2) 

Atunri ( (xn - (rj') ( ' (") (n n ) 
1 - ". x, - x, _ 1 • 

limo,,,{fVI I ((')', ;;i) 

deci existA n: E N astfel înţ'lil 
~: fIr) V 1 + ("(~) )' dz, 

( ~ I ( a. (VI + ((')- ''') i" 
, n ," - ( (r ) V I + ("(~))' d~1 < -'1_ nrlraN' ar ri n ....... ~ fi 

-:::::- ". . 
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~I 
-Il00; 

• 

l1li 
'lIIIilo 

, 

............. 14 • lui S ((.',) 

p. 

ti (' .... ) - " ~ ('(x7 - 1) + ((X?)} V 1 t (t' ( ~ill' (,:' 
... reprelinllllUma Riemann 

" .~ (2,,(Vl+(f')', ~:') = t,,~ ((~?) V 1 ( ,-(-;,-
n +.-J ", ( 'li' (" ") l 1 ", X, - X' 1-1 , 

TOm arAta totuşi eli diferenţa lor tn modul este . . mat miCa decit t 

d" ( " Fie n :> n.. max n .. , fi,) . Atunci 

1 " '''1 1 " , 2" _ 1 - "t . Xi - ~i :s;:::: ti 11 '<1::: Xi - 2i_1 <.. 

" -
, 

.)." < '1u 

deci, tinAnd seamă de (t ), obţinem 

, 
~"I((I 

• 

l' 

((<?) < , , 
~"I(fI 

de unde 

I~) 1((x,'_I) + r( x,' ) - 2 ( (<?) I < 
-2"llfI 

, 
(V} "~fI ... 

Folosind inegalitatea (~), obţinem 

I A(r~n) - '~n (t"r V l " ((')', ~n I 
·n 

= ,,~(f (X?_I) + ((x,') - 2 (( ~?» v;-:-+ ((' W»' (x? - xL I) .. 
,-1 

Pn 

.;;" ~ I ((X?-I) + fIx?} -2 ((<f) I VI + (f' W» ' (x? .7_,) < 
,-1 

c Pn c 
< ~-2-"1::"'((-) t.; V I + ((' (~?»' (x? - x?_t) - 21ir1 l ((·n) .. 

, , .;; -=c.. 'l(f) = -, (V) n;;' n,. 
2/(f) 2 

Din aceută inegalitate 'Ii inegalitatea (3) rezultA că, pentru orice n>- n" 

A ((â
n

) - 2,,): ((x) VI + (('(x»' dx .;; 

"IA ((â
n

) - 'ân (2"Wt+ (f')', W I + 
, 

+ I G ... (~1<rv 1+ (fl', a) - 21<~: ((s) VI ... (('(x))' ds I < 

< ..!. +!- _ c, ('t)It :> It't 

t I 



1 ....... 
• La 2F 

0.1.11 ,1 .. le ...... 

- l ________ -_ 1( 2 .. ~: (z) ,...,. 

Fir. HUl 

Cum .""ula .re loc pali'" ..... 
d ' iliuni (<1n)ne" .Ie lui Ca, ') .. __ 
ti~V&4Jld la .. ro, re.ulll (d~iaJ~ 4.Ij _ 
pralala de rotalie determ ... 11 da (-ilie 

, 

l' 

Alf) = 2 .. 1: fix) V! + 1f'lx))' dr, 

, Consider4nd parabola de ecuaţi e 4.8. Ob6er"aţte. 

yl = 2ax, (a > O) 

se observă cA panta tangentei la parabolă In origine es te infinitA (fig. II 1.2t ,. adiel. funCţii 

fix) = V "20; , x e [O, (0) 

nu este derivabilă fn O. Tinind seamA de aceastA observaţie şi de faptul cA iaa.pu. 

1: Ilx) dr 

a lost definita pentru funcţii I Mfwai,," pe tnt,.elul inu,."al [a, b], relultA cA,'n alul con. 
siderat, nu se poate vorbi de 

1: fir) V1 + Irlx))' dr, 

Totuşi, 8e observA (intuitiv) cA 8ct>a.slA SuprafaţA de rotaţie are arie . fn observatii 
care urmeazA vom In('errQ sA. aratAm c,li au arie şi suprafeţele de rotaţie determinate de 
funcţii f ('are nu Sunt neapărat derivabiJe la capetele intervalului [a, b], dar penlnl care 
Cuncpa rV t + (ni are limită finitA fn pun('tt'le a şi b. 

".7. Ob8u(ltl#t~. SA consldt'rAm funcţia r :la, b] _ R. cu proprietăţile: 
(CI) r fOste derivabilA, cu derivata continuA pe (o, b), 

(('2) funcţia IVI + "'II are limite finite fn punctele a şi b. 

In ar .. t raz (unrţia (V 1 + (('), poate li prelungită la o luncţie continuA A : la, t] -+ a. 
Intr:adevAr, dacA Ya,lo:espectiv Ybl este limita lunrliei ( V j + I/')' In punctul a (ros' 
pectlv bl, atuncI deflmm funcţia It; ra, bl_ R. prin egalitatea 

Ya. dacA :r = a, 
h(>1 d!t (1 I V1 f 

> + ('1>1)', dacA x ela, b), 

Yb' dacA % = b 

Funcţi;, h ,"1'" U' '1 I 
' ,m .. oar(· e 'IroprirUiţi 

lui h 10:1 (fT, b) ro inf'it1" ru r VI l ((')Î 
.II" h(a); . 

'x, rr"lrirţia 

~! I j In M:rl . " 
'Ib lI(h), 

Iv' I r III II I.r) 
,1, 
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.... 

.... . ,. 

II (r) NIUlla cl h •• t. contmul In pUnctel.. • 
(al IIIUIti oolltlnultal •• lui A pe 1. b)' d " b, Iar din ipol". 1') . 

1 rin ,. " oei h oate co 1· • , • ........... Ia,. ,p. U ......... . 1 . .... " .. iI4 pe 10, b). n IRul pe Inlrea.1 
O..,rvIRll·I, In llirsui UfOIHonstratH'1 h,-ort'mt'j !. " 

" 1 , ;,) , nu a-a utilizat . ă ' 
oIOifl.~ cI .... al riU), unde ~~ .Iz~_ •• z~) c 10 b) III(' ""i IIi,·, ('I", 

ti S' .......... finU.. • au lo.t obţinuţi aplif'lnd 180: 

Il Pt d, alll pari., lin4nd ••• ma d. proprietat •• 1«) • lu, r 
, rezulta. că pentru ac~t" !f, ... m I 

o4.I21ff V1 + 1(')', ~~) _ o4nI2"h, ~7), 
,_. II oblin. in.galil.t •• Ieu notaliil. din demonltrali. te . 
~ oremel 1i .5) 

1 A(fân) - 04.(2"h, ~7) 1<;: f' IV). ;;. n,. 

1 ... 

deCi 

lim A(fân) _xiltl! = b rb 
hlz)dz. 

n-+<XI JQ. 

AfIelar, putem formula unnAlorul rezultat: 

4.8. T. O r • m l. Daei {; ['" b -. R .. 88&. o faMţi, d'rlvabnl, tU 

derlvala eon'lnuA pe (a, b) astfellnellt funeţla { vr + (f')' ... Uml&. fini&. In 
puneiele a ,1 b, .'unel suprafaţa d. rolatl. de&.rmlnati 'e f are arie " 

A(f) = 2"'): h(z)dx, 

unde h elte prelungIrea (prm continUItate) a lui ( Vi -+ ((')' la IDtervalul 
Inchll [a, bj. 

4. •• E:rtImp/e 

.) Si ee calculeze aria 8uprafeţei de rotaţie determinată de funcţia 

((z) ~ lin x, x E [O, 1t), (fig. II1.22) . 

y 

x 

.. r-ro-

, 



QII_ .... _&1~ 
.... -, luI'" 'awnao- " "CNIII~II'''''' t81N"" '.1. .. ---a....f. _ . 
IUpNlejoi determinate de ... trlel'a f •• 

Dul 

" ro, II t + cqJiid.,. A(f) ~ 2A(fo) - b Jo • n ., 

u = ~(%) ~ cos %, % EI O, 2' . 

obţinem 

~(O) - 1. ~(fJ = O 

• 
ŞI 

" 
(1) A(f) = -.r.~: Vt + ~·(x)·~'(x)dx = 

= - 41'C f V 1 + u'du = 47t ~; ti 1 + ul du. 

o primitivii. a funcţiei u _ V 1 + u' este funcţia (vezi cap. 

(2) 
F(u) = ~ [uVI + .' + In(. + Vt + .')J. 

2 

Din relaţiile (t), (2) şi formula Leibniz-Newton, obţinem: 

A(f) = 2. [ • V, + .' + In ( u + VI + u' J]; = 

= 2r. [Vf + In (1 + V2)]. 

1, exemplul 2.2 (7)): 

~) Să se calculeze aria suprafeţei de rotaţie determinatli de funcţia 
{(x) ~ V2ax, x E [O, bJ (a > O) 

(paraholoid de rotaţie). 

Funcţia x .... V; nefiind derivabilă In origine, nu putem aplica teorema '.5 (ve.i observaţia •. 6). Totuşi (este derivabilă. Cu derivata continuA pe (O, b], iar luncli
a 

((x) V
I + (('(x)), = Va V2x + •. (V) x .. (O, b] 

arc limitA finită In punctul O 
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........... : [O, tI ..... definitA prin 

A(z) ~, G, dacA ~ _ 0, 

f( zl V I + ({'(xII', dacA z .. (O, 6 I 
.... lillu.l ,... [0,6) . 

...., .. liolad &IJONma 4.8, Nlultll cA Suprafa ţa d~ rota~i6 det ' 
,.,p ermmatl de funcţia 

{(zi V2az, rE [0,61 

" b - _ b 

(2x + al t (2x + al 'dz ~. Va 12. + al ' = 
.. 3 .. 

. , -
- J I 

2, Va [ -.eJ = 3 (a + 26) t _ a t , 

y) SA se ca/culeze aria suprafeţei (fig,IIL23) obţInute prm rotirea In 
jurul axei O", a elipsei de ecuaţie 

%' y~ 

~ + 6'= 1, (a > b > 0) 

12 Dec:i se cere sA se calculeze aria suprafe ţei de rotaţie determinatA de funcţia 

f Ix ) ... r !. V a' - x', Z E [-a, al . 
a 

DerivAnd In egalitatea 

b
2

'/, ~ 2 b"t f (x) = - (a -,,-) = 6 - - x , 
aII al 

.--
6' 

fIx ) {'(x ) = - - x, 
a' 

AIII_ 2 .. i~.'(X) VI + ({'(xII' dx = 

- 2It i~. V fi(z) + (f(xlf'(x))' dx = 

• 
-. ... ....... 

• -e 

ti .' ti - - xl + - x' dx = 
a' ... 

" ." ,,-"- xldz-,," 

,----
-o / - -

111 

--

y 

b , 
I ' , 
I " , 

--~-*-----I / I ........ 
I / 1 ' 

-12ţ--j-------- ~o---:x 
/ I I 

' 1 I 

/ 

f , 
-b 

.... DIM 



...arul poaillY 

11"', V ~ - ;t _ .! 
' 1 • • 

se numetle UCfll"icitaka ,'ip'ti. (-II .. p 11 ob .. " ...... 
- d ari avem "" . • "'otll. % .... V .. - (e%)' IIm p , 

1-:-:-::--
a 41tbe CI ( 4.)1 _ z:' dz. 

A(n = bb ti o' - ( .. )' d% - ~4 O 
o O 

( - 1 exemplul 3.5 (2)) d\ o primitivA " funcţi e i Se ştie vezI cap. , 
('sle funcţia 

1 [ _.e F (x) = - :x2 arr Sin -t 
:! :x: 

Deci 

A(n = hbe 
o 

- % + arcsm - % 
o 

• 
(a)' - - z' 
• 

= 

-
• 

2nbe 
= = (: r arc sin e + a V (~r - al 

o 

2Xb'[(o' O'V ] ... a -;) arc sin e + -; 1 - el SI 

= 27tab [ arc :in e + V 1 _ e~]. 

Observăm că dacă b tinde către a, alunci excentricitatea eJipsei tinde la lero fi 
elipsa devine un cerc de rază a. fn arest Cal 

-

" 
1, aITSIn e 
Im = 1 

.-+(J • 

Aria sferei de rază a este 47taz. 

4.10. Exercijii. Să se găsească ariile suprafeţelor de rotaţie determinale de funcţiile: 

"" 1. fix) = - . x e [O, 1]-
3 

1 
2. fix) = '2 (eX + .-X), x .. [O. 1]. 

8. ((z) = cos x, z e [o, ;]. 
•• fix) - 0-, x", [0.1]. 

-
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-
al d~ • 

-

HV~'::;t, "·[-f' H 
- t Vt - "", ~. [O _ t _] . Vă' . 

'.lIal-: Vt - r', xe[O,tl. 
t 

L"zl -SV;Vz(au '1'. ,e[0,3a). 

§ b. C \LCl l.l I 
F 1 )R .) 

• 

~. vAzut In capitolul II (teorema 2.121 că dacă (: [a, b] _ R este o 
lunclle IIltegrabllă , care admIte prImItIve, atUJ\ci integrala def- ită I - ( 

' 11tă - I In aUI po"te fI ca cu a cu aJutoru formulei lui LeibnIz-Newton 

):f(X)dx = F(b) - F(a), 

unde F eate o primitivă a lui f. 
In cazul funcţiilor integrabile Care nu au primitive (astfel de funcţii 

UiIU, vezi exemplul ".2.13), sau al funcţiilor care au primitive, dar acestea 
IlIIt greu de calculat (de exemplu: nu se pot exprima cu ajutorul unor funcţii 
elementare cuno8cute), nu putem utiliza formula Leibniz-Newton. In ase. 
menea aituaţii trebuie recurs la alte metode. De obicei se folosesc- metode de 
aproximare a integralei prin anumite Sllme a(f, 6) asociate unor diviziuni 
particulare 6 ale intervalului [a, b]. 

Atunci cAnd fol08im o anumită metodă de aproxImare a integralei l: f(x)dx, 

'Î"SI 10.. Irobuie să cunoa,tem, In funcţie de diviziunea aleasă 6, cAl de mare poate fi 

diferenţa (In valoare absolută) dintre integrala ):f(x)dx ,i suma a«(, 6) 880-

eiaU diviziunii 6. 
Daci se lucrează cu diviziuni echidistante, adică diviziuni: 

t.,. = (a = Xo < x, < 00' < x. = b) 

la eue diatanţa dintre oricare două puncte consecutive este aceea,i 

b - a 1 . / n) 
Xj-;l:j-, = • ( '" q • 

" 
lIaei problema de mai IU8 poate fi reformuIată astfel: 

"D" fiind un • > O cAt de mare trebuie să fie n pentru ca eroarea care o 

• (b '(x)dx să fi. mai mică decât .1" atunci oAn,lluăm a(r. 6.) In loc d. l." , 

. b J -+ R o funcţie integrabill, 
......... tlt'eptu"IhiUl'ilor. F,. r: .[~, hidiatantl a intervalului 

- b) o dlvlZ,une ee acI' I In - .. < ZI < -". < z. -do • lulm punctele Xj, X" _00' x", JC 
.... pali • • Jllterme ,are 
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O, Oi O. 

".xn • xi·' 'i O •• 1(. ., 
.". III.'. 

t iatermediaJ'" Ivi" lie.·re interval [z,_,. zll. drept pune " 
dreApta A _.tui iaterval. Atuci 

(1) a. (t. Xi) = t f(x.) (x, - x, .,) = b : a [(iz,) + ... + (z.)]. 
A I~ 1 

TntrucAt acea,tă ,urnă depi,,;de numai de t fi de II, o vom 110" 

prin Dn({)· • u ."':3-

In cazul particular. când (e,te pozitivă. 'uma D.(f) reprezm .... uma ... _ 
dreptun~hiurilor D .. D, • ...• Dn. unde (Iig. 111.24) 

D, d" [x._1• z,) X [O. (z.)] = {(z. y) E R' 1 Zf.-' " x "z,; O",,, ,(-.11. 
Aladar. cAnd (e,te pozitivă. 

n 

Dn (f) = Earia (D,). 
' -1 

Din ace,t motiv. metoda de aproximare a integralei delinite a unei '''M~ 
integrllhile prin suma Dn(f) 'e numelte metoda dreptunghiuriJor. 

6.2. Est i ro 8 r • 8 • r ori i I n m. t o d a d r • p tun « b Iv r II u. 
D.r' ( : [a. b 1 - R .ste o funcii. d.rivabilA, eu derivat. continui, .... 

i~: (x)dx - Dn (f) 1 .. rb ~ al' M(f'), 
unde 

M(f') ~ oup 1 {'(x) 1. 
%~ [a, b} 

D~mo"lIt"alie. Fie ca mai sus 

An=(a=x<z< < o 1 t't %n-6), 

b -- a 

,1 
• (V)i_f • 

II • • .. I 

6_.~ 
• t::! 1'1 .. ,. 
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". de'. t 
i In {((z) I x ti {X«" .t.]J, 

M de' 
, • < i Sup {{(xJ I x e (Xi.1o xa]} 

,1 ţl~n~ seamA c~ ~nt'ţla { este continuA. (tiind d. , 
fi iti atinge marglnrl t> IIt' intervalul lnchis i mA erIV~bIIă). rezultA el ( este mlrgiojll 
• (.1'1_10 .1';] asU~1 !o('At Ş rglRlt [xi_h xd. Deci existA U(. IIi. 

II) 
AplioAnd toorema 

IIj astlt'l fn('4t 

II) 

\vind 

rtIUJl1l. 

m; = flo;), M; = flv;). 
creşterilol' finite lui f obţ ' • mem un 

flv;) - flo;) = ('1 <.)lv. _ ".) . 

m; <; fi <;) <; M; 

punct ~I cuprins 10tJ'e Uj " 

• • 
13) >' m;lz; - x._.) <; E fi <;)lz; - z;_.) .. ~ Mii. _. ) 

t::f 1- 1 t...J 1 1-1 • 
• 1 

,dici Ive.i cap. ", propoziţia 3.3 li)) . 

14) '''. Ifl <; D.lfl .. s" Ifl . • 
TinInd seamA de relaţiile (1) - (4) şi de inegalitatea 

, J I Vi - "i I < Xi _ xi _1 = b - a • 

III III ,. 

• obţinem 

• 
15) S".lfl - 'An Ifl = E IM; - ... )Iz; - .,_,) = ._1 

• n 

~ b - a >' [flv;) _ flo;)] = b - a )' ('1 t,)lv, - 0;)" 
11 f={ 11 f=( 

b " I t 
.. - a >' 1('1 t,) 1 'Iv, - 0;) <; Ib - o -) n MIf') = fb - a) MIf'). 

II t={ 11 " 

p, de aiIA parte IVOIi cap. II, reJaţia 13) din demon_tralia teo ... "",i 3.71 

16) 'An In .. r flz)" s".ln. 

Dia 14), 15) fi 161 obţinem 

'b I (b - al' J. "zid", - D.ln .. SA. In - ,,,.In .. n M(f1. 

.... Metoda trape:elor, AceastA metodA conltA In aproximarea ÎIl ...... 

~ ((.)d. prin luma 

'.lfI - it [(IZt-o) + (Izt)) , (zt - .~I) = 6;,.. (a) + ((t) 
zt - Z~I _ .!. (t - II), (i " i " II), 

" 1. 



------_.------- --------

XI 

Fig. lIU6 

Dacă funcţia ( este pozitivă (((x) .. O, ('II) x E [a, b), atunei __ 

problemă revine la aproximarea ariei mulţimii 
f( = {(x, y) E R' 1 a " x " b, O ~ y ~ ((xl) 

(cuprinse Intre axa ax, graficul lui (şi dreptele paralele la 011, care taie la 
AX in punctele a şi b respectiv) prin suma ariilor trapezelor Ti (fig. III.25) 

. 1 ( ) b-a ( aria T(,) = 2 [((Xi ,) + (x,n (x, - Xi_, = 2n [(",,-.) + (:to)]. 

Deci, dacă (este pozitivă, atunci 

,-. 
.-. 

((a) + ((b) + 2 E (Xj) -
• 

T. (f) = Earia (T,) - b - a 
1 1 2n 

5.4. Est i mar e aer ori i I n m e t o dat rap e zel o r 
DacII ( : [a, b 1 .... R este o lunclie de douA ori derivabilil eu derivat. a ... 

f' continuA, atunci ' 

r' ((x)dx _ T.(f) ,,(b -a)' M(f') Ja Un!' 
unde 

M(f') ~ sup 1 ('(x) 1. 
:tEla, b) 

. DemonstrtJIie. Pentru orice IX ~ E [a . . . egalitatea . . b], cu IX < (3. definim funcţia, : B -+ • pnI 

( I ) 

Atunci 

(2) 

(3) 

(4) 

1 
g(l) = "2 (1 - «)(1 - ~). 

g(<<) = 8(~) = O , 

"(1) = .~ [2' - (<< + ~)J. 

B'(<<) - ~ (<< _ ~I, 

,'(~) _ .1 (~_ 1 
2 « , 

,-(II _ 1. 
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I 

• 
• t.uaCI 

..... 
40 - (. - '" < ". < ... < "" - t) ti III - "1-1 

• .' 
D .. (f) - : f.f (1"'), 

b-4 
Tn(f) =. 2n 

In cazul consid~rat avem 

. 

" 

6.=(0 <f< l<f < 2) şi b-4 
4 

1 
= - , 

2 

T.(.') = Hm) + 2 (r( f) + rll) + r{ : JJ] = +[4 + 2 (+ + 1 + f)] - ~= 2,75. 

Abateri l sunt 

D.lx' ) 

rl'Spf'dlV 

r 11 
8 1 T. lx' ) x2dx = _ = _ . . 

O 4 3 12 
~) FII'Icţla 

{ (x ) x' - e , X E [O, 1] 

liin<l continuă, admIte prImItive. Totuşi primitivele aC~8tei funcţii nu pot li 
e~primate prin funcţiI elementare, deci nu putem calcula exact valoarea int.· 
gralei 

~: eX'dx. 

tn acest caz, aproximArea numerică a acestei integrale devine o necesitate. Da{ '- luăm 

atunci 

- 4 1 
3 - . 

8 
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,....u.d 
---

t 711S118; . - , 

un calculator. obţinem valori 

• 
• a _ 1,1175191; 

aproxlmaUv. ale le . 
I'IDemlor dia luma. d. 

• .. 
• - 1,559623~ ' , 

T, ( .") - ~ [8,7182818 + 5,35~285] c 9,0725668 
6 6 = 1,51209.5. 

Daci ae ia diviliunea 

At = (o < ~ < ~ < .!!. < 1) 
424 ' 

b-a 1 - , 

• atuDCI 

IS 
- -~3 " lui 

~ .", 

II 
- -- 2'1 ,,- ,,~. 

• • - • - -,1',. 1,06U945; o' = 1,28.025.; o" = 1,7550547, 

deci 

T,( ."') = .!. [3,7182818 + 8,2071492] = 11,925431 = 1 4906789 
8 8 I • 

Luind acum diviziunea 

<1. •• = (O < O, 1 < O, 2 < ... < O, 9 < 1), 
b-a - - , 

10 

1 

10 

uem 

1l1li 

.. 

T •• ( .") = ~ [1 + • + 2( .(0,.)' + .(O ,2~ + ... + o(O,'V)]. 

I + • _ 3,7182818, 

01°,., - 1 0100502 , , 
,(O,t' _ 1,0.08108, 

0I',3~ _ 1,091017.3, 

"",'P - 1,1785109, 

.(O,SV = 1,2840254, 

.(O,IV = 1,.833294, 

0(0,7' = 1,6323162, 

e(O,81' = f,896i809, 

6(0,')' _ 2,247908, 

I 29,"",9. _ 1,"717"7 
TIt ("') - jO[8,71822818 + 25,6251676]- 20 

., ~eo erorilor. Funcţia pozitivi 

rIs) _ "t + 2s")e"", fi E [O, il 
Ya nea mnimul In punctul t, deci 

lI(rl" ee 

1JI 
• xII'" 



det'i 
, 

I M(r') 6e • I • ___ o .6.0f I ie ox' dz - T,( 0") .. t2 .• ' - 12 . • it ' , 

I fI '" ( "') I M(r) _ 6e ,-~. - o,ot ... , 
Jo o dz - T. o .. 12. ,. 12 ·16 82 

l..$ jI;' -== _ _ O Of859. I~ I I M(r) 6e • 
O' dz- T IO(· ) "1"10' 12·100 200 ' 

Aşadar, avem evaluarea 

1,'5358~ T IO( ."') - 0.01359 .. ~: oZ' dz" T .. ( o"') + 0,01359 _ l,nO". 

Ob.eNlOlie. Calculele numerice de mai 8U8 au lost efectuate cu un calculator • 
buzunar. t 

• 

• ~') Iklerminarea numdru/ui minim, n, de punae de diviziune, astftl. Incat: 

ID,,(o") - fI 0" dx l < 1 . 
Ju I 1 000 

Funcţia ('(z) = 2zez' (O <" z <" 1) tiind strict crescAtoare, va •• ea maximw II 
punctul t, deci 

M(r) = 20. 
Se l'ere, deci, sA determinAm n:>. I astfel IncAt 

adică, in cazul nostru 
• 

• ou 

(b )' - a M(f') < 1 , 
n 1 000 

1 1 - 2. < ~:-:-' 
n 1000 

n > 2 000 o '" 5'36. 
Afadar, pentru a calcula, prin t d 

me o a dreptunghiuriJor, integrala 

~ I z' d o z, 
o 

1 cu o eroare mai micA decit 
este nevoie , 

1000 diviziune. sA .0 i. eel PMlin 5687 punete .. 

~~) Determinarea numArului '. 
mlDIm n de puncte de diviziune .It reI InrAt 

I T. (f) - fi e"dx I < 1 • 
Se cere sA detenninAm Jo t 000 

n ~ I 9:8"01 tn('.Al 

(b a)' 
l2n' M «(') < 1 . 

1000 
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-

• - • - t, Iar Mir) - 60. Deci 

6e < 1 
12.' 1 000' 

• > (/5006 = 10 (/r.;"" 36,86 . 

Atadar, pentru a calcula, prin metoda trapezelor , integrala 

\1 ex2 dx 

"' 
cU o eroare mai mil' ~ decât t 

1 
000' sint 8u'icien~ 37 puncte de diviziune . 

In exemplele prezentate mai sus se arati! că metoda dreptunghiurilor 
apare mai puţin "economică" decât metoda t rapezelor, in sensul că pentIU a 
obţine O evaluare dată a intel/ralei, numărul de operaţii necesare in prima 
metodă este mult mai mare decât cel din a doua metodă . 

0.6, Exerciţii. Să se calculeze suma 

respectiv 

Dnlf) ~ b - a t ((xii 
n , - 1 

Tnl!) ~ b - a 
2. 

n 1 

f la ) + f lb) + 2 L f ix, ) , 
, - I 

prin metoda dreplunghiurilor (respectiv metoda trapez.elor) de aproximare a integralei 

~: f lx )d", 

ti II se nalueze eroarea pentru funcţiile: 

L fI%) _ ",. + 3x, x E (O, 4J; • = 4; • = 8. 

L fi.) _ ",. + 1, li: e (O, 2J; • = 4; • = 6. 

1 Lflz) - " ",e(O,IJ; 
",. + 1 

n = 3;1'I = 5. 

i.flz)_.!., ",&(1,2J ; n=-3;1'I-5. 

'" 
§ tJ. CENTRE DE GREUTATE 

.' mai plIci plane atât de subţiri 
CIt ur ... uzl VOI' fi ~oJl8lde~ate ~ur sI poatA fi neglijatA. In ace~te 

de Tedere practic, grosimea .0 i din lan, Dec."C8 In pr.etl~1 
fdeaţific. pJlcile pl ..... eu .IDdlţlltl t c>Om ide1IIifiea p/4cde 
lIIIeIIori III It calcule ... ari. plACilor p ane, 

CllrI 1111 IUti, 



I 

. raţii fiJice privind daf.illi'ia lIIIIei 
Nu vom mtra in. cono'dey apune totu,i el mua e.te o ..... 

particular a u~e, ~UiCI plane. ~ identificarea de mai 'UI, m ............. 
tAţii de materie dmtr·un cor~. ă fiecărei plj(ci plana (pe care o identifiela .. 
funcţie A .... mIA), car~ asoclaz măr real pozitiv m(A), numit mp'R .... i. 
o mulţime care are a~le) A, ~? ,n~ă In cadrul mecanicii cluice, urmlltoa..Ja 
Această funcţie trebUie 8ă 8a 18 a , 

condiţii: . I d·· te A A 
(MI) dacă placa A 8e de8compune In n plăCI p ane lajunc "1, ... A., 

atunci 

mIA) = m(A 1 ) + mIA,) + ... + m(A.), 

(M) (A) a unei plăci plane A rămlne constantă In timpul mifCării. 
O ;la:t~a::: numeşte omogenă dacă exi8tă O constantA k > O,llJtlellncAt 

m( B) = k . aria( B), 

pentru orice parte B (care are arie) a lui A. 

Dacă D = (a, bJ X [e, dJeste o pleră dreptunghiulară omogenă (fig. I1J.26), 
atunci există o constantă k ;. O,astfel incAt 

m(D) = k aria(D) = k(b - a)(d - e). 

Pentru o astlel de placă de masă nenulă, centrul de greutate se defineşte ca 
fiind punctul (:r, fl) E R' de coordonate 

del 1 b + :r= - ( a). 
2 

fl ~ 2.. (d + e). 
2 

Să considerăm acum o placă E formată dintr·un număr finit de plăci 
dreptunghiulare D" D" ... , D. Cu laturile paralele cu axele de coordonate fi 
astlellncAtfiecare două plăci Di , Dj (i "" j) au In comun cel mult o latură. 
Aceasta inseamnă că mulţimea din R' cu care se identifică E eote elementarl 
(vezi cap. 1)), definiţia 1.1). Pentru comoditate, astlel de plăci vor fi numite Fie 
elementare. 1 E 

Fie E o placă elementară formată din plăcile dreptunghiulare 

Di' Dt , .. " Dn 

d ____ , __ _ 

7fd+C! ----
, 

----, 

o, 

I 

I 
, 

I , 
I I , , , 

I 

o 
JrbtOI b • • 

c ___ _ 
Oz 

o, 
Os 

FI,. IlL26 

FI,. mn 
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meDII. m(D,) • .... m(D.) 

;. III aIrOI' centre de greutate sunt respectiv punctele 

(:Ii" U,). (Z,. U,) • ...• (z .. Un)' 
A'UJloi oentrul d. greutate al lui E va fi prin delinitie t I ( 

te 
., • punc u z. U) de coot-

doDa 
TI II E m(D;)~, E m(DM, 

%~ ~,_--,-, ____ 1 _ 1 
• ...!..:~(-=-) - • 

Em(D,) m E 
,- , 
• • 
}' m(D;)y, E m(D,)y, 

U!!!! ..:t::-I __ ..:., _ __ = ' c.' ---'...' --:-__ • 
• m(E) E m(D,) ,-, 

Dati placa E este omogenă. atunci exiotă o conotantă k > O •• ollel 

m( B) = k .ria( B). 

oricare ar fi partea B (care are arie) • lui E; In particular. 

m(D,) = k aria(D,). (\1) i = 1. 2 ..... n. 

incAt 

Deci putem exprima coordonatele centrului de greutate numai In funoţie de 
ariile ,i centrele de greutate ale dreptunghiurilor D, 

n 

!= 

~aria (DdJi 

"~-:!'----U= - . 
• 

E aria (Dt! 
,- , 

• 
• 

Earia (D;) 
,-, 

Fie f. ţ : [a. b] --+ R două funcţii 
(V) % E [a. b]. Să considerăm mulţimea 

oontinue astlel incăI (%) .. ţ(%). 

r, .• ~ {(x. y) E R' la':; % .; b; f(%)'; Y .. g(%)} 

"Gri"'1 Intre graficele funcţiilor f. g ,i dreptele paralele la Oy care taie axa 

Os In punctele a ,i b respectiv. . 
In cele ce urme azi vom defini centrele de greutate ale pllcJ!or plane care 

• identifici cu mulţimi din plan de forma r ,.,. 
Fie deci 

â _ (a = :to < %1 < .. , < %. = b) 

....... iatenalului [a. b). ~, mijlocul intervalului [4." St] 

~ .. ! (St + .,. ,). (1 .. i " II) , 
133 



o a=1Co x1 xi_1 ~, X, 

Fig. I1I.28 

şi dreptunghiul (fig. 111.28) 

Di = [x,-" x;] X [fI ~i)' g( ~.)] 
a cărui arie este 

aria(Di) = (Xi - x,-,) . (g( ~.) - f( ~.). 

Dacă norma diviziunii .<l. este suficient de mică, atunci mulţ.imea 

f. = {(x, y) E R' I Xi-, " x " x;; fIx) " y " g(x)} 

(delimitată de graficele lui r, g şi de dreptele paralele la Oy care taie axa 0% In 
punctele x,-, şi Xi, respectiv) se aproximează cu dreptunghiul D •• deci centrul 
de greutate al lui fi se aproximează cu centrul de greutate al lui D.; prin 
urmare centrul de greutate al lui 

n 
f, .• = U fi 

se aproximează cu centrul de greutate al mulţimii elementare 

der n 
El> = U Di' 

Coordonatele centrului de greutate al lui D. fiind 

Xi = ~i ' !Ii = ~ [g( ~i) + rO;,)], 
2 

rezultă că centrul de gre t te aiI . E 
u a U1 '" va avea coordonatele: 

n 
n 

Earia (Di).!'i &. <'(f«.) - m.)). (~ - ~.,) Xl> = .- , -, 
n 

n Earia (Dd &. [f«.) - r«,)).("" - "".,) .-, -, 
n 

, 

&. aria (D.)9. 1 n 

2' &. [f'( <.) - f'( <,)) . ( ... - .... ,) !Il> = - , - -, n 

Earia (D,) n 

~ [,( <il - mi)) . ('" - t,.,) .-, 

• 

• 

. 

" " 



AlIN" couidera\ii conduc la urm"l 
G Oarea: 

tJ. D. n n III e. Daci A este o plac' I , _ .... _ ....... r,., "",de { g . [a b] Il P an care 8e IdentificA eli O 
....-- ' l ' I -. '11111 lun III . 
..... .. ..... al lui A e.te, prin definilie c contlDue, atunci 
iii eAnI ~ ... te '"11"1 ' punctul (.'I!A' UA) E: R' 

doI î ~: [rIzI - f(zlldz îl' [g'(z) - ('(z)]dz 
9..'- • = ...:.c.",a_,--;::;--,-_. L [,Iz) - ((z)]dz aria (r/ .• ) 

Daei {(:SI = O ,1 g(:s) .. O (V) z E [a, b), atunci 

~: zg(z)dz 1 ~: g'(z)dz 
%A= 'UA= - • 

aria rr.) 2 aria (r.) 

"1. Ezempl •. IX) Fie a > O şi o placă plană omogenli de forma 

A = {IZ, y) E R'IO,. x,. a; y',. azI 

(porţÎuDft din plan cuprinsă Intre parabola de ecuaţie 

y' = ax 

ti dreapta paraleli la Oy care taie axa Ox in punctul a; fig. 111.29). 
Pentru a calcula centrul de greutate al lui A considerăm funcţiile 

(, ,: [O, al ... B+definite prin 
def ,/-

((x)=- V ax, 
de( ,/

g(z) = V ax. 

Allalei coordonatele centrului de greutate al lui 1 sunt 

0..--__ = 

3 

2 ~: x Vaz dx = _. -,~~:_z_2_d_%_ = .{Va - (- VIi%»)d% 

5 -.. 

- (_ V'U)']dz 

III 

3 =- - a, 
5 

I 
(a -
Jo %2 dx 



..... ___ f(x}=-vax 

Fig. I1U9 Fir. I1IM • 

Deci centrul de greutate 8e află pe axa Ox, care este ,i axă de limeLrie a mul. 
ţimii A. 

~) Să se determine centrul de greutate al unei plăci plane omogene de 
forma 

A = {(x, Y) E R' 10 .. x .. 1; x' .. y " ax}, 
unde a ;. 1 (fig. 1/1.30). 

1.111111" f. K :(0, i] -+ R definite prin 

f( ) "!! , ." x - z • '(.t') = az, 
rezultă 

ari. (A) = ~: [,(x) - f(x)]dx = ); (ax _ x')dx 

a t 34-2 == - --== , 
2 3 

deci 
6 

.fA. = 
f' x(ax - z2)dx 
)0 6 (' 

.ro. (A) = '3a _ 2 . Jo (ax' - x')dx = 

= 6 (~ _..!.) _ 6(4a _ 3) 
3a - 2 3 4 - (3a-2). 12 = 

6 [r' X'] l' _ 
3a-2 a 3 -. O 

4a - 3 
• 2(3a - 2) 

y 

------------_._- ..!. (' (a'x' - .z:')d.z: 
9A = 2 Jo 

aria (A) 

f 1--.---, 
= 6 ..!. (~ _..!.) ~ 3(5a' _ 3) _ Se' - J • 

(3a-2)23 5 15(3a-2) 5(,.-1) 

, -

tn cazul particular ~·Iillct el _ t (Ii,. 111 .• 1), 

centrul de t. (1 ') greu ate va Il situat In punctul i '1 . 
2 

Fir. m.al . y) Sd s. tUtermin. ee-'-ul de -- " un.. ld . "".'-::--..-a.:. 
p e, plan. t>1I\(/gene tU (t>rma "....... 

13~ 

, CI , 

IIC 

.. 



I&.plit .. t~ \lom ' "Ollsidt:lra l"azul 
triun,hlUhln' tn t"nfe două din 

• ti fi ain' l:iltuate pe axa OJ, Iar 
'"'~ A t'litt' SllImt pl' llXlI. V!J 

,.. 111.32)" .",~lhu. ,"om i.:\"l'1I 

.~(U •• I. H(b,OI, (k.0l 

Vom prtlSUPUllt\ li.' UM'lIlt ' Il"i.l b " O ~ ' "_ 

t:fI1a\ill dn'plt'I 1'1' 1 n'l'tl 1U'III I ~I /1 \' a fi 

• 

y 

A 

, Y -: (J' oi . -~B'------+O:-- c~-~x 

r \it fi I'ig. 1lI.32 

" (./" el ,. 

li cu f:{b.d - K hllH"ţia Idl'nli," II U 1,-. \I1111i1llt'd 1"/ "'1 \"il fi 111 11-1"101"111 Ir"iunghiului 
.UC ŞI ded aria sa va ri t'galii ' "11 

I 
a(c - b)_ ., -

. .\bscisa H'lItruhll dl" grl'utah' al mulţimii I" f. u \'iI fi 

ce Jg (.r) d..c 

) " =-c-~--:- . 
aria (f', fl l 

Avem 

~: ~.)d.- (0 ;,(zldz + (' .g(rldx = _ o (ti x(x _ bldx _ " ( ' x(x - 'Idx = 
)b Ju b )" (" )0 

__ ~ (~ _ br) 10 _ a (i:.. _ O') , =, _ ~ (~ - ~) -
b3 2.,3 20 b_ 3 . ., 

_ a (~ _ ~ . ) = _ ob- + "~- =.! (e' - b'l 
r:J:l 6 6 

... 
.!!. (e' - b'l 
li 1 I . .. _ ,= _ (b + c . 

I o(r .... bl 
2 

... 'rului d.· "rentatt" 
II lIIut~imii r,./J YiI CI 



.\ \'t~m 

~: "(zld, _ ~: ,'(zldx + ~: "(zldz -

,,' (z ~ 6 + -e' 3 < 
1'10 a" (x - el'/e _ 

- b2 3 b U 

ş~ deci , 
~ (e - 61 

a Yo=~6c-__ = 3' 
1 a(e _ bl 
2 

Aşadar, centrul de greutate va fi punctul de coordonate 

(~ (H el, ; ) . 

ceea {:€ reprezintă punctul de inlersec~ie al medianelor triunghiului ABC. 

• 

omogene: 
(',ol"""le de greutate ale următoarelor plăci plane 6.8. EXtl'Ctţll. Să se găseasca .... 

1. A {(z, Y) 0< y-(:v't - x2, - 1 ';; x';; I}. 
:!. A {(x, y) O~y~V1 - x2 , O';; x';; I}. 
3. ,1 {(x. y) O<y< 2111 - x2 , - 1';; x';; Il. 
4. I (Ix. y) 0< y -< sin x, O < x, 1t}. 
,i, .-1 {{x, .. 1 - x,y<:r, O<:r<4}. 

*. LI CIII ~II-LA,\J( 

~ , II·" II 

• I Dtl 

Considerăm o particulă P care se mişcă pe un inten'al J c R sub acţiun •• 
unei forţe F, de direcţie Ox, Forţa F a,'ind In fiecare punct t E J o "aloar. 
F(t) I'are ae(ionează in direcţia axei Ox, Vom identifica F(t) cu un număr real; "'ctpta 
a .. e,t număr va fi considerat pozitiv -dacă forţa F (t) acţionează de la slâ/l~" la 
dl'('Op'!! şi negatiI' dacă acţionează de la dreapta la stdnl!lI In această situ8ţle. 
forţa F poate fi conSIderată ca o funcţie F : J .... R , 

In ('azul când furta F este t ~onstantă 
F(t) j .' o, ('1) t E J , 

luerul lIIot'ani .. efe"tuat de forla F prntru a drplasa particula P din punrtul 
a E J in punclul b E J, ('ste, prin definiţie, numi'i.rul rrQ) 

l)ao,1 forla F nu O"to eonSLant/i aLun"; un raţionamont similar CII ",,1 fol"'11 in definil ' " 1 " , lUI 
,Ia In",cgrn ('1 va ('ond uce la tlefinitio. hH'rului m~{'8nrr In r.a gf'nf'f<lll. 

FII' (b - fi), 
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• 
~ F"iI,bEJ,iI<bşl.l (U.r .c 

'[ hl 1) t' I P "'" < X b) d - h'r\'oluhtl c', . nr 1('11 U _ I miş('Andu -s' d I li O I\'iziunf> a 
In d " . I ' • a u la b trec' r ,"" I'I 11 Ot 1, tun urm o ceea el) 8t' ud 't I '. c prin puncteh' 
11' . li IlU e n hZl('ă 

L,,/. (F) 1_ .• ""./ (F) f L""" (F) f ... + L ' , 
X" l'x" (r). 

Dacă /1 ~ /1 (nol'In" <li, iziunii ~) este suf" t . 
"aproximează. pe lipcare interval [x xl Plt~n ţde mică, atunci lorţa F 
, H. •• n ar a (constantă pe [x ]) 

F, (x) ~F(~,). (V) xE [x ' xJ '-1> X, 
111 II 

unde ~, E [x", ~',l este un punct fixat. Deci lucrul meca' I 
_ I mc e ectuat df' 

forta F pe.ntru a deplasa particula P din punctul x,' 1 
1 n punctul x," se aproxi mează prin 

F(~,)(x - x . ) 1 1-1 . 

lşadar. lucrul mecanic efectuat de lorţa F penlru a deplasa arti I P 
tie la a la b se aproXi mează cu p cu a 

• L F( l;,)(x, - x,_,). 
, I 

Aceste consideraţi i sugerează următoarea 

i.1. [) eli II iti e. Fie J un interval, U, r I • It II 10rţă "are ,,,,t,. 
ronsiderată ('a o fUlH'ţit'l continu.\ ~) P n I)artit'ull ('arf' 8~ miş"1. tu illt(~rnllul 
J 'uh acţiunea 10rt"1 /- .\tunci lurrul IIwranie .I."luat dl' furt" F pentru 
deplaxarea particulei P din pUlle!ul (/ E.. J in l'unelul h J exte, prlll definiti", 
uU/ll,\rlll real 

Ln .(1-) , • r f l<l r 

7.2. Exemple. <X) Fie p •• P două partinrle de mase m., respectiv m, situate 
pe axa Ox In punctele x" respectiv x. 
Conaiderăm particula P fixă ,i situată la si ';ng. faţă de particula P (fig. 111.33). 
Atunci, conform legii a~racţiei universale, forţa care acţionează asupra lui P 
(de la dreapta spre stinga) este 

Gir" k eate 
~ .... 

o constanta. 

F(x) = - k Ix :"';,)' ' _ 

In acest caz. lucrul mecanic electuat de lorţa F 
P dintr-nn punct xlI > Xo) in alt punct x,( > Xl) 

, 'F) = _,, __ (" dx = kmm., [X2( ~ )' dx = 
-".11\ """"""0 JZI (z _ %0)1 JXl X Xo 

t ~ [t 1] kmmolxl :- x,) • . - '''''"o ... - :r -:r, ::=II (Xl - .ro) (xa - %'0) 
~ • %1- I 

.... 
1. 

P 



• 

,) Se ~ie (dlq 
rimentale) ci 111114 
Intinde un re",ri de 
1"\" " la lungimea 1 + z 
este proporţionall cu 

I---+-x--~x F(z) =- kz 

(constanta k > O depinde de 1'eIOrt). 

Fig. 111.84 

Deci, lucrul mecanIc Dece .... 
pentru a Intinde resortul "A,," la lua. 
gimea 1 + ito (2:0 > O) este 

z' '" k..!J. 
L - ) '" kitdit = k - ~ - :<ij. 
"'- 20 2 o 

k t f· determinată din relaţia F(x) = k it, dacă 8e cuno" Constanta poa e I 'd t A tf l d ă t'., 
1" t d spre resortul conSI era. se, ac se Ş le "" 

uoele date ,.uP
d Imen atrel c~ 1 cm este nevoie de o forţă de 5N, atunci pentru a IntlO e resor u 

cl pci 

k. 1 
100 

5, 

k = 500 
,\ şadar1 1n cazul considerat 

7.3. E .urei Iii 

500 2 250 2' Lxo = X"o = :to Jn 
2 

J ou li . 

1. ~" se calculeze lucrul m~anic efectuat p(>nlru intinderea u nui resort elastic cu 2 m, 
":lUind că pentru a·) intinde cu 1 m este lI(>cpsară o rorl ă de 100 1\. 

:!. ~i\ se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru intinderea un ui resort elastic cu 5 em, 
~Iiind că pentru a·) intinde cu 1 m f'ste necesară o fort .. ' de t O X . 

3. ~;, se calculeze lucrul mccani(' efectuat pf'lllru a ridica Ull corp ru masa de 5 kg la Înal. 
ţimea dE" 100 m 

4. O ~icăturăde apă avi~d masa iniţială M cade sub acţiunea greutăţii sale şi se evaporl 
ulllrorr:n, plt'rzal'\d prin aceasta In fiecare secundă o masA m. SA se gAseasci IU~ 
mecamc erectuat de forţa de greutate a picătu ri i , din momentul Inceperii cldem l 
sale pinA in momentul evaporArii totale. Se va neglija re zistenţa aerului. 

lo~ .......... 
i -..uJ ... -
•• • 



A 'E X \ 

In acuatA Rne-<iI su nt dall' u nele derin .ţ' -,' < I 
I II ţOl rt'zu !.ltl.' '·"'re II I f I '1 ' 

(Ddnual Toale al't'slt".1 ~1'iIr .cl.hl mal bine 10 I I • .. Il tJ OSI t' III alesi 
cu Il manualul dt> EI t d ' 

malematicl de dil';,1 il Xl -d, \:l I .dat mai mult ( 'I I ," , ,em~n t' e anala,;'l 
utili1ale tn clasa a XI -a la Urit-ii· 1I0\1lI111 au rosl deJOI 

A" lHfilu, .. , 
p.ii E daci 

Fie Ee R, E =1= 0 . Un număr real 

(V) X E E=> IX, J-

!;l M~ numeşte minorant al mul. 

Un numAr real t3 se numeşte majora"t al mulţimii E dacA 

(V)zEE ... z";~, 

O mulţime Ee R. E * 0 se zice minorald (respectiv majoratd) dacA existA mino
l'Ullţi (reepectiy majoranţi) ai lui E . Dacă E este minoralA. ,i majoratA, atunci E se 
.~t.e ".."inild. 

As. O6ltrWJI&4· Un minorant (respectiv majorant) al unei mulţimi E nu aptU1i"~ 
... ,1: « mulţimii E . 

Ao. E,""'pk: (1). DacA E = (0,1), atunci: 
- orice numAr real« <: O este un minoranl al mulţimii E, In particular O este minorant 

01 mulţimii E; 
- orice DUm " uel fl ~ t este un majorant al mulţimii E ; 
- aici UD majorant al mulţimii lui E nu aparţine lui E. 

(1) Mullime. (- 00, O) nu are minoranli. 
(1) Mulţimea lf a numerelor naturale nu are majoranţi. 

.A.,. J),(iIt;,i.. Fie Ee R, E '# S. Un numAr real CI. se num~te cel mai mic element 
.,,... dscl 

1) •• te minorant al lui E, 

1/ •• B. 
U. namlr real ~ H nume,te cel mai mare element al lui E daci 

1) , .. te majoran! al lui E 
U) , • II. 

.... OtJdJ. liN. (a) Daci CI _te cel mai, mit element al lui 

......... _ti proprietate. 
1.........." dlcl .' nte un ,It numAr cu proprietAţile: t, ~ _ .Inonn\ al luI E, 

~ ••. t, .. 1') iil.ltI 
.< .', 
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iAr dia 1'1 ti II ",.ulll 

deci 
ca' - IX. 

arall unici latea celui mal mara eleme.1 (deci ""'1 II (bl In mod analog se 
unei mulţimi. A' 

(el In ••• mplul (tI din (A.I. am vAzul c . 

_ mulţimea minoranţilor lui [0,1] este i~tervalul (- 00, O]. 
_ mulţimea majoranţiJor lui [O, 1) este lDterva)ul [1, 00), 

deci 
O = cel mai mare element al mulţimii (- 0:>, O] 

• 

l' 
1 = cel mai mic element al mulţimii [1, 00), 

.cu alte cuvinte 
O = cel mai mare minorant al lui [O, 1) 

• ,. 
1 = cel mai mic majorant al lui [0,1). 

Aceste observaţii sugereazA. urmAtoarea 

A,. IH(inilu. Fie Ee B, mulţime nevidA minorală. Un număr real m. se numetLe 
ma,«inea inferwar4 a lui E dac' ni. este cel mai mare minorant al lui E, adiel: 

1) m este minorant al lui E 
• ,. 

2) m este cel mai mare element al mulţimii rninoranţilol' lui E. 
Fie E c R o mulţime nevidA majora tA. Un număr real M se numeşte 17UU'(iMc 

suptriQard a lui E dacă 

M este cel mai mic majorant al lui E, adicA 
il M este un majorant al lui E, 

ii) M este cel mai mic element al mulţimii majoranţilor lui E. 
Marginea inferioarA (respectiv superioarA) a unei mulţimi E se noteazA in( E 

(respectiv sup El . 

A,: Obul'VaJ~, Marginea inferioarA (respectiv superioarA), a unei mulţimi, atunci 
nilldexlst~1 este unicA, Aceasta rezultA din definiţia (A.) şi observaţia (As). 

Admitem, (ArA demonstratie, următorul rezultat: 

A,I: Orice p'ar~ ne"idd minoratd rre'pecti" Tn4jorald) a lui R are 17UU'IiM ÎIt("i, ... (f't'pectav '"perU/ard). 

A.. Exemple. (1) Marginea interioară (respectiv Superioară) a mulţimii [O, t) _te numărul real O (respectiv 1). 

(2) Marginea inferioară a mulţimii 

este 3. 
2 

(3) Marginea inferioarA 

2 1 I + l' .. " 11 + - I 

2 2" ... } 

(respectiv superioarA) a mulţimii 
E _ {z •••• lo~z~.1 
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· .... 

iol' 

.. J)I{IAiIw. o m\UII\lme A din plan .. 

~ .... al o con ni. adiel daci. I num .. to mlrg' ' tI x IU. douA punc' A mi daci. tx,', tI ~ un 
(o,. o,i • It' fi (6 6 I 

(VI (z. y) eA ... 

1. 1 • R' , 

al " x <Ei; 61 
şi 

a"Y <;; 6, 

" 

_ ...... al .... derine.c mulţimile mă ' . IJIVU rglOlle tn spaţiu . 

deci 

Au' Propo>ili<· Fi< A c It. A :1= r;l o m"J· i",. , ...,. mmorat4 ( , re'pech" majol'4Cd ) ,i .ţ,'~ 

m = in! A (resp t ' JK ee IV M = sup Al . 

.A"u.ui ,%,,14 Ull ,ir (an )nEN C A (respectiv (bn) nEN C A) astfel i/qjf 

m = 2~~ an (respect i v M = Iim bn). 
n->~ 

o-.. lMji< 

DacA. M = 8UP A, atunci 

(V) ~:;. 1. 
1 

M -- < M = cel 
n 

, 
ma, mic majorant al lui A • 

1 
M - - nu esle 

n 
majorant al lui A, 

_ce fa_moi cA. există bn e A as trf' 1 in i' :.l ! 

do unde ... ultă că 

t 
M - - < bn <;; M. 

n 

Iim bn existA = M . 

la INd analog ee aratA existenţa unui ,ir (On) c A care COIIve .... Ia III. 
1. )N'OpOIiţia care urmează stnt demonstrate douA proprietlti ale W.U •• I~ 
A ... Propo>ili<. Fi< 1 lUI i~"",a/ c It,i f : 1 ... It o frut4" ",~.iJII14 ,/111' .... ,-

'.,. A"'-<i 
(01 ,...,.. .,", • > O ."i<1i! 3, > O as'( , lIne'" 

(V) " e 1 cu , " - • , < 3, .. I ((z) - f(o) I < c; 

" ... I(a) > O •• ",uli! lUI in"",.l daclti< J .. a. ,.,tI.1 /AUi 

(V) "e J nI_/1sl:>O. 

(al. P,..upun.m. prin abi ....... A-) ........ ..
.. >, Mllel Inell p"n Iru ori.. 3 > O ""1otI It. I .. 

, .. - -,<, 



II) 

• 

fi 

121 

iar 

(3) 

Din III relultA cA 

• Iz.--I<-
A 

1 (Iz.) - ((a) 1 > .., 

n~. 

din III .. vede cA firul I((Z.))nEN "" converge la flo). 
Contradicţie cu continuitatea lui ,tn a. 
I~). Presupunem cA ((a) > O, atunci existA <, astlel i,,,,il O < ". < (1.), IIoci 

((a) - <. > O. 

Funcţia f tiind continuă In a, are proprietatea (el), deci pentru '1 > O de DW 
31 > Oastei lncâ I 

(V) zel cu 1 z - a 1 < 3. ~ 1 ((z) - ((a) I < < •. 

AceutA. proprietate mai poate ti scrisA şi astlel 

(V) zel n (a - 3., a + ~,l = {(a) - <. < ((z) < ((a) + " •. 
Punând J = (a - 311 a + al ) ŞI !1 1l;i rHI seamă de (31, avem 

(V) zel n J = ((x) > ((a) - <. > O. 

A'3 ' ObservaI ii. (i) Orice func ţie care are proprietatea (Cl) este continuA In a. Oeci o 1 
funcţie r esle continuă In punctul a dacă şi numai dacA arf> proprietatea (IZ) din pro. 
poziţia Alt. 

(ii) Proprietatea ((3) din propoziţia Au s-a folosit la demonstrarea consecinţei '.7 
din capitolul II , care afirmă că dacă f esle o funcţie continuă, pozitivă şi neidentic null, atunci 

~: ((z)dz > O. 

Alt· Dqi"ilie. Fie {ZnhtEN un şir de numere reale. Pentru orice ,ir Cl'8lCltor 
de numere naturale 

,irul de numere reale 
"o < "1 < nz < ... < n" < noll:+1 < ...• 

Xn • Xn x x o l' "2' ... . nil' .1"1'\+1' ''' , notat prin (z ) 
noii: .tEN, se numeşte sub,i,. al şirului (xn)nEN. 

• 
A". 06. __ ... Dacă (z ) . 

orice subşir al sA n nEN este un şIr convergent de numere 
U (xI'I,,).tEN este convergent şi 

• 
... a1e atuncI , 

0-;, 



deci 

sus existi 

CI. Deci o 
din pro-

4.7 
nuli. 

I 'DlCAŢII ŞI HĂ~PUNSURI 

rAl'rrOLl'L 1 

1 12. 1 

1. t.. + z'+ s% + e; z' . z' 3 !. 2' + In% + e. •• '2 + In(- %) + e; 4. - 4 C<lO '" + 

+. lin % + e; 6. i arc sin 2z Te; 8. arc sin f + e; 7. - 2 ctg z + tg z + e; 

L 2ctg2+e.t tg% t 2' - z ;. 2 arc 2 + e; . 10. 2 arctg 2", + e; 11. In 2 + fi' + e; 

t t-% t * t 1L-In +e·tl I~- .r 2 2 t + % • '2 n z+ t + e; 14. 2v '" + ay; + e; 16'5 "'V;; + 

+! z'Y';; + e. 
8 

1. 12. Il 

1. DacA f ar avea primltlve, atunci şi funcţia 

f(z) + '" = [x) 

ar avea primitive. Contradicţie cu exemplul 1.10 (b) . 
2. Se observă că f(R) = 1-1 , O.I} adicA ((R) nu este interval. Deci (obS<lrvaţia 

l.4(d}) ( nu admite primitive . 
a. o primitivii a lui II (-00. o) (respectiv fi (o. 00) este luncţia 

(l(X) = i + CI (resp '.(x) = % Sin~ + CI)' 
Deci o primitivA a lui f, dacA. ar exista. ar fi de forma 

runcţla 

F(x} = 

"I~) ... 1"/0) -

x' _ + C, aBeA x < O 
2 

x sin.!., dacă x > Q. 
x 

• darA x" O 
2 

x-o . I -OC' %-0 11n,U"' 
% 

la ..... relUllA ci F nu .. t. d •• lvAbIlA In ... o .. ))eel F nu poate 1\ o prlmlll" 
• • 

--'.1 I XIII 



t 
4. CoDlidor6nd rUDC~ H(") - ,.o. -; . 

, '1' A alu,' (1 I o) ( ... p, fi 10, .)). t,..p. H 1(1 •• ») este o primi IV •• ' 

ItvA F : It ... It a lui f. atunci 
p 1 ( ••• ,) - H 1(-•• ,) + CI 

, 
'1' 

F I (o •• ) - H I (o •• ) + c. 

F este continuA (tiind derivabilA) pe R. deci 

F IO) = Iim FI%) = C, 
~O 
x<o = c 

= Iim F I%) = C, 
<-+0 
%>0 

Atunci: 

, 

, FI .. ) - FIO) 
F 'IO) = IIm 

H I") + c - F IO) l ' Hlz ) 
=lim =z lm --

~ x-o 

= Iim % sin 
".0 

:t-+O x %_0 X 

deci F nu poate fi primitivă a lui f. 

o. Imaginea intervalului (Va, Vs) prin funcţia f nu este un interval, deo8.iect 

3 3 - -
((Va) = 32 < 8 < 5 2 = r(V"5) 

, 
'ar 

8 ~ fix) IV) % e (Va, V"5) 
Deci lobservaţia U ld)) ( nu admite primitive, 

, 6, Analog cu 5), imaginea intervalului (VIS, V17) prin funcţia (nu este un interval, 
deCI f nu admite primitive. 

, 
ŞI (' II 

7 • .\"oUnd ('II G o primitivă a funcţiei continue 

1 
x sin • dacă x * O 

glx ) = x 

o, darA x = O 

1 

H (x ) = - Xl sin ~ + 2G{x ), datA x '* O, 

2G(O) o 
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F(O ). Iim f' (.) 
"-'0 c, + 2 C(O) 
"<o 

- Iim F (z) _ c + 2 C 
%-.0 I o 
,<o 

prin urmare t Ilr ti de formu 

şi 

F (z) = 
, . 1 

- X Sili - + 2G x) + .:J \ C, dacă x =f;:. 0, 

2C(0) + c , dacă x = O 

F 
-xlsin 1 + 2C 

F'(O) = Iim (z) - F(O). - (x) + c - 2C(0) - c 
= Iim x 

%-+0 X - O %"-+0 x -o 

__ Iim x sin ~ + 2 Iim C(x) - alO) 
<-+0 x ,,->0 x _ O = 20'(0) = 2g(O) = O 

tI . nsă ( (O) = "2' dem F'(O) '* ((O), adiră F nu este primitivă ali ( u . 

8. Se raţionează ca fn exerciţiul precedent 

1 
x cos-

s(x) = x 

O 

luând 

• dară x =1= O 

, 'dacA x = O 

Xl cos - - 2G{x), II dacă x *" O 
J 

I 

H (x) = x 1 -2C(0) , dară x ~ O. 

= 

9. Cum 1 im ( (xl = 1, rezul,lă că pentru orice O < E < 1 există o vecinătate V,a lui 
x .0 

.. ro .. tiei IncAt 
(V)x E V, n (O, 00) , < ((x) < 1 

Y. fiind vecinAtate a lui O, există aeR astfel fncU IO, al C VI n {O, col· Atunci 

((O) = O < • < ((a) şi ((x) >. (V)x E (O, a). 

Atadar, imaginea in6ervalului (O, al prin f nu este un interval. 

Deci f nu admite primitive. 
10. Se tezo\vA un mod analog cu 9), utilizind raptul că 

Iim 
... 0 

tg x _ 1. 

• 
1, 12, III 



,(a) _ 

t 
li c.-,z-::/=O, 

a 
• 

O, % _ O . 

t .. --• 
-1fI4II ••• , 

... o primitiva coali ... a a funcliei dale; 4. AnalOf cu ePld$luJ .; ..... f.,_ 
COIIIiDuI. 

1 le IV 

1. DacA F ( .... p. G) este o primitivă a lui fila, el (resp. file, OI ) .. tiAI In"'l '(e)_ 
= G(e), atunci funelia 

{ 
F(%}, dacA % e [a, e] 

H(%} -
- G(%}, dacA % e [e, b] 

este o primitivă a lui f pe (a, b). 

2. Fllllcţia g = fI - fI are proprietatea lui Darboux şi ,(z) == O (V )ze[a,b]),A. DM·. 
g'I) = O (V)% e [a,b], adică f. = f.· 

3. No,,"d cu N. = 1% E R I fIx) = ± 1), rezultA A+ U A. = R şi A+ n A. = • . Daci 
A+ =1= Il> şi A. =1= c». atunci f nu ar avea proprietatea lui Darboux, deci f nu ar admite 
primitive. Aşadar, 

sau A+ = Il> sau A. = ~. 
adică 

sau f= - 1 sau f= + 1 . 

4. DacA !(O) = O, alunci In baza exerciţiului 1.12. 1II(3) rezultA cA f admite primitive. 
R!ciproc, dacă f(O) =F O. atunci, analog cu exerciţiul 1 .12. 11 (8), se aratA că In acest 
caz f nu admite primitive. 

6. Se observă că r se poale scrie sub forma f = g + h, unde 

şi 

s(%1 = 

. I 
SID - . 

• % 
dacA % e [- 1, O) U (O, 1)] 

o • dacă x = O 

- 1, d<lcA %e[-I, O} 

h(%) = O, dacă % = O 

" dacă 7' e (0,1 ] 
DacA. (ar admite primitive cum, ad 't ' .. 
funcţia" (care nu are pro;rietatea 1 ~IDC p~mltlve (exer~iţiuJ t .12.111(3)), ar relulta d 

. U1 ar ux) ar admite primitive. Contradicţie. 
8. DacA ar eXista o primitivA F a lui f at . 

• unci aceasta ar ti de forma 
% 1 2 

-2 - -4 'fI sin -: + O(z), dacA [ F(%I_ ~ .xe - t,I]"-{O) 

G(O), 

unde G eate o primitivA a funcţiei continut 
dacA z = O 

sl%) = 
2 

% sin 

o. dArA .t' ~ O. 
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F'(O) - ~ oF {(O), 

,. "mlto prlmlliv •. 

• ..... vl rA IUnl'\i. ronsiderală ( 
. • • este pAtratul fun r' . r. tit,: .... B tune\Ul defiuill\ prin C Iei din exerciţiul t.12.111(\). 

g(x) 
. I 

811} -;. tlaeă r::l= O 

. • O, dat'li x = O 
" G o primitivă a sa (există t'onform f'x 'r J • 
A:[ ••• 1 ..... R, definita. prin I:'rCl111 UI 1.12.111 (3)). Se observă cA funcţia 

h(x ) = (x - allx _ b) 

• aDulealA, iar a şi b, t>5le deriva bilă pe [ b]' d . 
• ~ •. Funcţia C· It este deriva bila. ",ar da., . Şta' erlvala sa este diferitA tn punctele 

• flva sa 

(G 'l)'(x) = g(lo (x ))Io' (x ) -
(2% - a _ b) sin -:-__ t~ __ 

(x a)(x 
dară x E (a , b) 

b) 

o dacă x = a sau x = b 
lltislace condiţiile din enunţ . 

&. Se con5iderA funcţia G din exemplul precedent şi funcţia It : (a , b) .... R definitA prin 

h(x) = (x - a,)(x - a.) ... (x - an) . 

Atunci funcţia IG' h)' satisface condiţiile din enunţ . 

.. Fuftr\ia 

St (x ) = F(x ) - { ( ~ )x 

_te dt>rivabilA, iar derivata sa 

g~ = F' - {(~) = {- {( ~ ) 

eRe strict negativA (respectiv strict pozitivă) la stAnga lrespectiv la dreapta lui t I Prin 
W'IIIre, functia It este strict descrescătoare la sUlng,l lui ~ şi strkt crescAtoare la dreapta. 

tiei le DU eate injectivA. pe [a, bJ, adicA exista Xl E ln, ~ şi XI E ( ~, b astfel IncAt 

.. audo rezulta cA 
F(x,) - F(x.) = f( ~), 

Xl - Xt 

2, 3, 

L '" 1) + e· .. s(1n 's - ,In s + S) + e; 
... - tI + '; .... (' In " - , 

In'.. • .... [10 + 1) In s - 1 J + f, • =f. 
, , 

• .J. il of'.; •• . + '; . ia + 1)' 

I + + I-tl ......... - ti ........ + 1-""1)+ ; 
;-., • ..:"". _ ",Iafl";la ... 

, 



.-A • z-~ [Innz _ " 10,,-1. + "1 

8. ~. (8 In'. - i In ~ + t) + e,', • + t • + 1 

32 ,,1 ] 10".'6 
•• ,'lo-t) ... 2 In %+(_t)0 .• +(,.#-t; +1, ___ ., 

+(-t) (.+1)0" (.+t)" ";-1 

10. "(z _ t) + e; 11 ... (z' - 4% + 8) + e, U ... (z' - 8% + b - ') +', 
II. ~[%. _ • z'" + .(n -; t) z.·' ... + ( _ I).·,n(n:.~: ... 2 z + (_I"~'1+ .. 

" CI Qt aJ 
14. _z'c08z+2zsinz+2cOoz+ €; 16. (- x'+x+t) COl "'+(2%-t)1I06+,; 

1 •. n(n - 2) . ... 
18 1 - - _,xncos ot% + _zn" Sln z- tIn ••• 17. - (IlO Z-COI.)+ •. 

• 11 -« «1 IX 2 ~t 

.. ~ . ~ 
18. _ (sin 2", - 2 cos 2",) + e: It. (. Sin ~x - ~ coo ~x) + e; 10. . 

5 ~+~. ~+, 

(. cos ~z + ~ sin ~z) + €; 21. ze" (oin x - coo x) + ~ coo x + e; 
. 2 2 

H. - eXcos % + e ; 28. -= - ~ sin 2% + €; 
2 4 

cos'z 
24. - cos % + -- + 2 sin z-

3 
2 ., 0< t5 sin 2z + 5 . o. x, /=<--, 

_ -- SIn % + e; _. - % + - SIO 4.% + e; ~ . - V zi - It -
3 8 4 32 2 

- 21n (z + V z' - 4) + e; 27. -=- V z' + 1 +..!. In ('" + V z' + 1) + e· 
2 2 ' 

5 
1, 1 1 1 -

28. - "" V z' + 1 + - z V z' + 1 - - In (z+ V z' + 1) + e· 29 _ (1 + z') 2 
4 8 8 ' '5 -

3 

; (1 + z')' + €; IlO. ~ V z' - 4 (z' - z' - 6x) - 4 In (x + V z' - 4) + e; 

3 5 7 16 . 8 -
81. (z' - 4) 2 + _ (z' _ 4) 2 + ..!.. (z' _ 4)' + e. 

3 5 7 I 

82. fVa - z' + : arcsin: + €; 88. ~Va - z'- ~ z Va _ z' + 81 arcsin -=- +e. 
4 8 8 3 

3. 6. J 

1. 21n (%. + z + 3) + €; 2. In (2%' + 3%' + 5) + e· 8 I ( ) e 
, • -arcg cos.t: + ; 

4. - In (cos x) + €: 6. -.!. In (1 + sin ZJ 
2 1 _ sin % + e; 6. In (Ig x) + C; 7. _ .COS(x' + 1) + E; 

8. ~ + €; 9. tg2x + €. 10 cos3z coo'.. 
3 2' • - 3 + e,' 11. .... cos % e U. - c ... + 

+ 3 + e; 18. In sin ~ - x) + €; 14. trx C08'~ 
• 3 + e; 16. - In (cos .. ) + , + 

+ €; 18. In (t + Ig z) + e· 17 2 . V- t 
' • - arcsm x e , 

1 3 %+ ; 18. -2 arclgz + e; 
18. - arctg z' + € 20 1 

~ ; • - aresin Zi + e. 
2 ' 21. aresin "" + C, H. In(1 + 10 .) + .: 

ta. _ eost(sin x) 

2 + E: 24. - aresjn(co.'z) + E: 26. arctg(ln :cI + e. II.!." II" + i + 
, , 
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• 

• 

t 

+ .!~(a+v''-+''') re; 17. (2~_ 8) V"' - 9~+ 2 11 (2% - 8 
t ~ - '8' n 2 + 

+ V"'-S"+2)+e . 18 (2%+ I)V"'+%+I+ 8 1 
" ~ "8 In ('" + "2 + 

+ V'" + % + 1) + E; H. 2% - 9 V - z' + 3", _ 2 +..1.. a"",in V ~ _ 1 + e. 
~ 4 ' 

z V + 9 . 2% 5 ~ ... i 9 - .... 4" arca .. s+e; 81. -12(;>+1)(",'+2", + 2)' + 

+ ! (% + 1) II zi + 2~ + 2 + ! In (x + I + V;" + 2x + 2) + "; 
8 R , 

D. 2('" - 1)" (% - I + ..1..) + e; 83. ~ _ ~ V z' _ 1 + ..1.. In(", + V %' - Il + e; 
'5 2 2 2 

• arc 510 % X 
U. - + In V + e; 

z 1 + 1-r 
Vzt+.r+'l + %2 _ 1 

In + e. 
V"'+z'+1 + ""+1 

-l.1i 

1. In (e" + V ea - 1) +arc sin e- x + e; 

r. ~ + 1I;.in 2 11:'- + 00. 2V-", + e; 
2 2 4 

• 

1. ----,1,-- In 112 + VI + sin'" + e; 4 • ..1.. arc tg V '" + 2'" + €j 

~1I7 V2 - Vi + sin'x ~ 

V
- x xV % + 1 In(V'Z + v"-::%~+LI) + e; 

i. %+ 2'- 2 - - 2 

r' arctg z V2 In 112(z' +1) - ~ + e; 7.arctg .. -- %+ 
1. - 3 , V2 ( ... + 1) + ~ 

+ ~ In II 1 + ... + e ; 8. In 
a 

Vz'+%+I+",-1 +e. 
V",+x+I+% + 1 

ii. 9. 

2 
'" --+ 
6 

3 
1 ) + e· a - 2 In(1 - %) + -

1 '" + + e; 1. ~ + 21n(1 - ~ . .' '" - 1 
1. _ ....... '''2 2 

v SI" 28 2% - 1 + .!.. % - + e; 
_!. 1 + In('" - % + 1) + a 8 arc'" V8 8 '" - % + 1 

t ,.-t)" VI 1 e.,..1..ln",+%+I+ e ; 
• + 2 5 + 2 - - .-.. i)' + • • 2 ,.. - % + 1 

4 , .. _ • _ 1 -; ~ + 1 (% + 1)' 8 (t +.. 1 

ts - I . 7. ~ + !- + 6.c - lin % + -; + 
t • - t + • ...... - + e, It . 
.... _.+1 1v'1 VI • 

lin 



t 18ln(1 _ a) _ ,a ! _ 1 + .; 
a-I (a - 1)' 

t-
I. .!. 1. " _In(. + tI + t .... , 

O. ! In a- .!.Io (a + 1) +.!.In (" + 1) - -i In(" + 8) + e; 
6 2 2 

V; - 1 1 (' 0/2 + 1) + (V2 - 1) .,.,1,(1/2" - 1) + '; le.. z + _ n ~ -" % 
2 

1 1 1 2" - 1 + e· 
11. SIn (" + 1) - 6 10(z' - ,,+ 1) + Vs ""tg V8 . 

11. 1_ ln ",-V2,,+I+ 1 aretg[arctg (V2,,+I)+arctg (1/2"-1)]+'; 
~ V 2 '" + V2" + 1 2 V2 

11. ,,_ 2In("s + 4z + 5) + e. a. - + 10(" + 1) + ~ lo(z' + 3) + 

... Va areta ;_ + e; 
' 4 • 3 

16. 10" - .!. In(1 + "s) + ~ 
2 2 

6. ltI.l 

1 + €; 
I+z' 

1. In (" + 1 + V '" + 2z + 2) + 2 + €; 
" + 2 + V'" + 2" + 2 

VI + z - '" - " - 1 (. /::;-Tn=-:---; II. - 2 arelg + e; 8. 2 In v zi + 2" + 4 - ,,) -
" 

_! In (V,,' + 2" + 4 _ % _ 1) _ !. 1 + e; 
2 ,2 V"' + 2z + 4-,,-1 

4.210(" + VzI - %+ 1)_ ! 10(2" - 1 + 2V"' - %+ 1)-
2 

3 1 2 (_ Y z _ 2 - - + e; i - " - 2 
2 2 (V zi - z + 1+ %) - 1 • 9 5 _ % 

8 1 In VI - 2% - zi + % - 1 VI - 2% - zi - 1 . - + arclg + e. 
2 Vt-2x-r' - t :t I 

5-" + e; 
%-2 

1 + " _ 1 10 2 1 19 V2(1 _ "') 
1 - x 2Vi 2- - arc +E; 

V2 - 2" 

1 
7. '3 

8. % - 2 In( 1 + % + VI + % + %.) + ! 1 
21 + 2% + 2Vl+% + ",+ 

+ ! In (1 + 2% + 2 II 1 + % + zi) + e. 9 3% + 20. 1-
2 . • - (- " + ~ ,,+ 5)' + 

12 
25 

+ '8 (% - 2) II - zi + 4z + 5 + ~ arc ,in % ~ 2 + e . 10 
8 3 • ·-V-c'+h:+S-

,,/5 - % 
Sare.,ln V 6 + e. 
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6. \11.11 

" !. 
1. 1 .... , 2+ e, •• I 5Ig.!+t Vi tf2 ' V-2 a", tg <V2 Ig %) + e', I 2 , a", tg + e; 

" .!.In tg.! -ln(1 _1 %) 5( %) 2 
3 t g 2' - '3 3 - tg i + €; 6. % + 2 + e' . ' 

tg- + 1 

.. _.!. COl % (COl % + sin .) + I 2 
4 4' In (sin • + cos .) + e; 7, In (Ig'. + 2) + 

+ s tg% I 
V'i arc tg tf2 + e, 8. - tg % + 2 tg % + Ig'% + e; 
5 ,3 

.. t V'i In tg ( f -"i ) + :'2 sin (i - + 
(1 + .')tg!. + 2. 

1 .. t arc tg ___ :----;2 __ 
t -al +€. 

rIPITOLU, II 

\ 1 

)) 60 II = 2 - V'2 , 
2 ' 

116, II = elO(. - 1); 

1. lI, 

(1) A' U A' _ 1,:., -, -, -, II 
( 

I I I I 

.' 2' 3 2 

I 
))~II=-

2 

(2) 4' U 6,. _ (O, i, 2, e. 8, 4, 5, 6,', el, 8,9, tOl 
.) 1) daci A' cA', atl .. ci p divide g, 2) dacA p divid. g, atunci 6' C 6', 

P divid. 19" 6' c 6l 
Conforili primului punct .. â,' U Il' C 6. 

9 divide 19" 6' c 6 

, "3 1 -, . . 

11113 



2.23.11 

1 ( r d
' t rabi 'Il ~ntru orice ,Ir d. divi&iuni cu II â" II • O ,1 oriCII aIIiIN.-

• un 10 ea I YY " •• .--

tolor in\enaodi'" t7. ,1",. sumelor RlealaD • .onve ..... AI .... In JIUI6eaIIr ..... 
i.\ermodiare t7 .. Uel Incât (t1) - «. Atunci 

.. .. 
a".«(. t~) = [; «(r,' - -:,_,) - «~t (-:' - -:,-,) -« (6 - o). 

l-t ~ 
Iim a".«(. tr) _ «(6 _ a) _ (b (z)dz. 

n-il'_ J(l 
deci: 

!. CalculAm a".«(, t~): Iim a".«(. t~) = +. oricare ar li (6.)lncA! II 6. II ~ O ,1 ori .... 

ar li t7 e (-:'-1' -:'l (nu paaedA primitivA. deoarece (nu are proprietate. Darboax. 
([o. Il) _ (o. 1) nu este interval. a. Dacâ ( integrabilA atunci pentru (V) şir de di.ili .. i 
(6.).EN .. tiei Incât II 6. II ~ O ,i orice tf e (-:'_ .. -:'l. Iim a".((. (7) existA_ 

=~: (z)dz. Se aleg punctele t7 astlel .ncât ((t7) = 2 t7· a" «(. til = 2 E (zf-zr.,)(. ,-. 
Funclia , : [a, 6l _ R. ,Iz) = 2z este integrabilA . .. b 

a". (" (7) = 2 [;, (Zi - %j.,) t7' Iim a". (1, ti') = Iim a".«(, (7) = ,(z)dz = .- a 

- b1
_ 4

2 
_ ~: !(x)dx = bl - al ; 

4. Se aleg punctele intermediare t7 asUelln rât f( 1;;") = ""-~'-:'';; o,. «(. 
i + ; 7 ~ 

.in 1 Itn .2 
= [; (z. - z •. ,) · .' Iim B (z. _ %j.,) ( , = --.:',--- dz = in 2. 

I - t 1 + ;i I - t 1 + r" , 1 + _ 
6 DOcA f f" te . ,,-

/

0 ar . 1 ~n grabllA, atunci pentru orice alegere a şirului de diviziuni (.6.,,) cu 
I d n 11 - O " orice alegere a punctelor t'n I,' rul I R ' 11-+00 "j, sume or lemann are Jimitl = 

= 'b (z)dz. Alegem In particular r ' ," II I I _. ),1 <Oi as e nLa l fi;;'") = ft" ,i ~j ' ", aUei 
tncât (( t; ',n) = 2~i · ,n . Avem 

An 

o'" (/; <,") = ?_; (%j - z •. ,) I;i'" şi 0".«(, ti'·") = f (%j - %j.,)2tj·," 
l-t ' 

deci Iim o «( r . ,")~' S n .... oo .6n • 'oi = xdx = - şi Iim a (f~" It) (' 2 d 
t 2 An,r.,.'·~Jzz=3 

~adar ( nu esle integrabilă; I 

6. Fie ( " [z 1 R • . "10 Zi - ,(.(z) = (z)(Y)z ( 
e (Xi_h xd.li sUnt integrabile (ca r r~ .:t(_1t .:ti), li : (Xi_It xtJ -+ R, ,((s) :II cq(V)s. 
de Si In punctele Zi_1 şi zj) Dar (, u~c Il c~n8!-&nte), deci fi stnt integrabile (direrl 
re~ult4. cA ( este integrabilĂ şi ,es restricţia lui ( la [.:ti_II %il . Din propoliţia S.Si 

r
b 

((z)dz _ r-' (,(z)dz + -', (z)d b Ja Ja II Z + ... + -, 
7. (.Iz) - - .in z {V)z Ei [_ 2!. o]. 

2 • • 

• 
(.(z)da:. >'_ 1Ii('" - "oU, 

~_I t:i 
,.(.,) - .In z(V)a:. [O, f]. (,. (. ahtl 1 ...... 
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W!t: ..... I .... lriclii al. luncliei (Ia inlervalele [ _ ;, O], 
respectiv [o. i]. 

caarOl'W propoai'iei 2.21. , este integrabilA. şi ~ : f(x )dx 

--• ~ 
O 

- - sin xd% + 
• 

+ (' sin z d.r - 2. 8. Funcliile (,(X) = x penlru x e [0, 1], g(x) _ x' + 1 penlru )., 

•• [t,2], 8unl inlegrabile pe [O, 1], reepecliv pe [1, 2] . (.(x) _ x' + 1 penlru x e (1, 2] 
fi I.ft) - t esle integrabilA pe [1, 2] (deoarece diferă ,de 110 punclulx = 1), prin urmare 

f .10 inlegnbill fi r' ( (x)dx = ~; 9. Explicillm luncl ia ( (x) = [2'x] = [32 x] asUel Jo 6 

0, x e [0, M 
1 , x e [~ . 

3
2
2 ) 32 

( (x ) = 2, xe [~ , ~J 32 
• 
• 

· [k - 1 kJ 
k - 1, xe 32 ' 32 

31 x e [~. t] . 
32 

. (1 2 3 k ~) a intervalului [0,1] astrel Deci există. o diviZIUne L\ = O, 32' ă2' 32' ... 32 ' ...• 32 

I 't ( eate constanti pe fiecare interval deschiS (Xi_" Xi • '"""" . . ) (1 .... i " 32) Conlorm exer· 
Of.- 32 32 

<l1,ului 6 ( .. te integraMă şi 32 ( (x )dx = E (x. - x •. , )( «<1 = ~ (x. - Xi., ) Oi = 
• o 1- 1 I 

1 
_ - (t + 2 + 

32 

31 ... + 32) = '2; 10. Se scrie explicit funcţia 

x, x e [O, i] 

:r-1 , xe[1,2) 
((x) = [2 3) x - 2,:r e • 

x - 3, x e [3, 2 Vi]. 

. b'lA şi ~ .y, ((x)dx = 12 - 6V3. mtegra 1 
O 

r..'o,w propoziţiei 2.21, f 8ste 

, 
S,13.1. 

7 n • --, 8,(n - -, 
S1 

H8 
'I(t) - 57&' S,(f) • - - , 

16 

U9 
.. 'I(f)--, 

780 
I 13 

34 
6,(fI --; 'im - 2, S,(fI - 18; 

.!. (," + • -i + 
t • 

III 



S,(() - I +', 0,1/) - ro + t. t -
+t+ot),S,(fl 

t -+ .2 + • + t), 

3.13.1/ 

.VL 
1. 3 ' 

3.16. 

1 o.! 2 (2 V2 - 1). • 2· 4 1 · li. !.2 • • "",. 3 ,.,., 

t.l".' 

1. In baza teoremei de medie e.i,tă ce [a, b] cu f( c) • (b - a) ~ ~: f( .. )d... Daci ar 

exista şi un c' =1= c cu aceeaşi proprietate, atunci ar rezulta I(c') = ((e) . Aceasta nu 
poale avea Joc, deoarece f. fiind strict crescătoare, este injectivA; 

!. c= yl:i 
1. DacA, prin absurd, (nu lfi schimbA semnul pe nici un interval [z', z'] c [a, 6], atunci 

f> O 8au -f> O pe [a, b]. Aplicind propoziţia Ului f ,au -r, se Ob\ineI: (( .. )d .. >O 

sau - ~: ((x)d,z > O. Contradicţie; 

4. Dacă ar exisla CE [a, b] cu fie ) 'T' O, să admitem fie) > O; atunci (AII(~)) ar exista 
,. > astfel tn('At fix) > O. "Ix E (e - '. c + 1'), prin urmare (propoziţia 4.1) 

( c+r (tx)dx > U. Contradicţie. 
le r 

• • ~ , J 

1. i; 2. {( arclg : + arctg {); 8. ~ 1; 2 ; 4. Ţ; 6. In V2 + .!.; 6. • - ~ ; 
2 ~ 1 (7t 2 2 2 

7. 15; 8. -"4; 9'"6 2"- 1 + In2) 10. ~[e'(2Sin3 _ 3 COS 3) + 3]; 

11. 2(.' + 3); 12.2. In 3· 18 . .!.. In 2. (0/- __ 
2' 1, ,H.2v5-V2)- rn(i/2+I)+ln(J+v'~; 

li.2V2 -. +:':.. 
4 
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III 

1. a.t, LI, • 10 
3 • 12'· 8': , 

1 (V- .. - 1IV2' ~ - 1) , 

.' ( 1) 10. J • - .. I U. 

~,. 

4. -. 6 
8' • 

1. A 
1 

- 3'; 1. A - a' In 2; 1..04, = î (Va + 4~), A, = î (Sn _ Va); 

a' 
c:::l _ In 

2 

7 7 
ti i' i' 3 
• (t -a )',; 1. 
I 

1 • 

• 

1 + k 9 S 
t - k ; 8. A = 16' t. A = "'3. 

.) ~ 

16 'It 1'1:1 

15 i 1. "2 ; 
~ 

4. - (I-e") ; 6. 
2 

5f1 2 4' 1C' 'It,,' 11:4' 
.. -,., 7. - (e' + 4 - O"); 8. - (o' - 1):'. -; 10. -' 

27' 8 4 4 6' 

... 2
5
,,; 11. ,,[ 2a - U + (a + b) In ~]o 14. n ri - 8 In 2]' 

3.9 • 

~a' 11. -', 
20 

1. 1 + In .!.". -.!+In 8;" ._0" ;4..!(aV'2 -V'S)-
2 2 2 2 

1 (3 - 2 V'i) (V'S + 2) 
--In ; 

8 (3+ 2V'2) (116 - 2) 
2 

1.~("+1);" In(V2+1); 7.ln 5-3" 

_ 1 (Vl+e' -1)" 
.. Vl+ .. -V 2 +- ln (,r. )1' 2 0',,2-1 

1117 



4.10. 

1. (2 Vi - 1) f; •. f (e' - •• , + i); •• " [V1 + la (Vi + 1)] I 

.. " • VI + .. - V2 + In • + V ~~.. ; "s.r.( 7 + e}; 
t + ~ , 

.. ;i[V2+1n(t+i!2)]; 7. Ţ{5I/~-a+ln5 -t!Z); ......... 
6.6. 

1. D.ln - 60, T.ln - 46. D,lf) - 52,5, T,In = 45,5, 
ED.lf) _ 14,6667, ET.lf) - 0,6667, ED.(f) = 7,1667, ET.ln - 0,1667; 

1. D.(f) - 6,25, T.lf) - 6,25, D,ln - M44, T,lf) - 6,111, 
1 ED.lf) - 8' ,ET.ln - 0,25 . ED.lf) = O,HH, Er.(f) = 0,111; 

.. D,ln - 0,6973, T,In - 0,7807, D,(f) - 0,7877, T,In - 0,7867, 
ED.lf) - 0,088, ETI(f) - 0,0046, E D.ln - O,OU6, ET.ln - 0,0014; 

4. D,lf) - 0,6166, Tllf) - 0,7054, D,ln - 0,6455, T,In - 0,6956; 
Enolf) - 0,0765 ; Erl(f) = 0,0065, Enalf) - 0,0"5, ET.ln - 0,0025. 

t.3, 

1. :z """ 0, % = 0, 8 "" Y= jf.s=-.y:::a_ o 

Sn 2 8 ' 
8 

6. x = - . 
3 

11 = O. 

7 • 

1. L = 20J ; t. L=O,U5J ; a. L= 49OOJ; .. L=.!.. r M'. 
6 mi 

I 
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I 
II 
I I 
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