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Functia exponentlală , $1 fllnctla 
logarltmlcă- • 

• 

§ 1. Funql a .exponenţială 
• 

1 .1 Puteri cu exponent ril\ional (recap;fu!"r"') 
• 

î n clasa d r X\f1 5-a d l f:ni t Pllt('IC; ' lI! l:\ iHI! H!i' ]<1\:(111,,1 

.lceas,. l\ dcttlliJit. , 

• 

-
." 
• 

• 

• 

• 

.. 
- . l' ' ," ~ "(' d ." 1, No" 

1. Puteri cu ftpont:n! rlli.,.." [>"!.Tlw. lJit(:~ tJ ;:;., O " , te 11.1. I lUi' ~ . 

m 
b c:nt:g,tti \.', IftlHJ!lrtl P01,l tl\ , aIU!!'"1 1 <i I - U!l • 

It 

• 
• ( rl 

• • .. , 
pOl\ h \'. • , . • 

al u li'''! -
" • 

• • 
1 

• 

-

• .1 -
• 

(2i . 
• · -

• • 

• - este P0l.lt !\ , a 
" 

:\. 1 r . • I . 
'" ;j r 7; " ' ,U I I 

• ;> U i~tT -

,1" .., I 
• 

• - -• " .. 
• 

• >l I ~ , 

• 

, . I 
~ . 

(:1; 
R,I"\II I,' (1. Cl) ~,. (:l) (kr i , 1('·(~P"1<f('" 1/11\11 Illllllâ l J)(~/,! t!\ ., l> j 

. m I p·'"lrt : 'lIie(' rxponcut , raţional - . 11 c l ~s.1. 
It 

dc' prr){I td:iţi -,Il, PlltC',!1oT ('u expo !l C' lIt r;tţu)!1 ,d {la H.'('ar(',In n·h u' 

vom ffll(J~1 iti ~i)1"d~ 1 proprietAţi l e date de 11II11 ttl0Rll'"" l('t., c :'l i , 
• 

, 

UI tII ('a .~ 

• 

, 

, 

• 

• 

, 

• 

-
• 

• 

- • 

• 

• 

• , 

• • 
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• 

f" Daci II > 1 .. ce un 
, •• re •• 1.1.t. . cu exponent rasion.-J pOli,", 

lIIar. aceea al cire' .lIpoM" 

• 

Vtmonst .... ţie, 
, 

24, Dacă O < /1 < 1 este un nUllllr 
uteri cu exponent rasional IIG'iciv 

P I - ' mai mare aceea a are. exponent 
-

1°, intr-adevăr, fie 
"~ p ->->Odoul 

q , 
• t .. . 

" A n"; = .• / 'a- şi a f = '.Jf.ii, Aducem aceşti 
pOZ lt lYC vern ~ . V .... 
Cilli d. acelaşi ordin. 

I ' V" ,,- = ~H".q . !Ja' = ':Q«"', 

CtllII !! .. t.. , rezultă că mq > np, D ar, cum a > 1 re1.ultă 
e 9 

I tl>fi ' .. , 
tinde ~ a!llll' > "" li ~u 

• 
2(1, lJUllfJll~hJ:ţj-

() f)1I1 J1v III 

i'''''fk 1) Anm 

I 

- , 
- -

a - > a 9. , 

, 
de la t ... t~ analo3gă cu cca 

.. 
1,2 1 <1 1,22. De aceea 

(-:-,1, )' ,2 ' 2J ,21 < 21,21; L ( 
1 ),,22 > ~ , 
" -

( 1 )"'' (1 
,1;1 > .J'j 

, 
12, Puteri cu exponenţ real oarecare 

, 

• 

, 

punct ul lO 

-

0'0 
, , 

, 

• , 1 

• 
• 

. In,accst paragl al "om ddini pu!u ~a cu e:>:pon ~nt real oarec,are 
POlltlva, astfel Încât aceasta să coincidă p enll u .exponent raţIOnal 
in.trodusă mai inaintt. .. .c.. 

1bi pr~cis, dacă a> O ~ste lin n \lJll "r rea l pozitiv, iar % UD 
'-

Il'll oarecare, ne propunem să dăm sens expresiei a', 
Amintim, lIlai În! âi, dtc\'a fapte p rivind aproximările 

'\l.Jm~r('lor Il·ale. . 

_Fie .XlIl1 11111"01' IC31 ,>nl{'care r~ llIe~e ntat sub fOl'lllă de 
maLl IlIII III! ", adid, x =;\' ;\' 'l'" x' l)~lltru ' nullliinll le. 

• CII • 1 2"':1'" .. ... . '--

zrl'l1lJal" cu o (-roare Iilai lIli(' ;i d('câ t 10- . SUllt 1 

i~ prin lipc;;'"t j x; ~ xg , x\YlI.Ya ... x •. 
li) pfln ad,I<" I;\,' X 'l' ~ ~ ,. + 10- . \ A • 1I'·1·"'2'".1·· · • • 

~d,1f 1I\1I11~1I11i1" x 1,1111 ",o,'in t npl (\ximill ilc !'lI1~ 
prlJl lIP~~ j x' ~., x' x' 

. " l' l' a, ... , -
PTlD adaos I ,," x· x· %" 

v' 1 . 1, """ 

4 
I • 

• , 

• 



• 

• 

• 

• 

• 

• • 

• 

< " r< s;, 
.; .; ~ < s;, 
.; • x" . . . . . . ~ . . . . . 

• , 

• 
• 

Observllm cii aproximArile Eecimale $>rin lipsA şi pnn 
numJr real '" sunt totdeauna Il1lmer.e. raţionale. 

1. Puleri CII exponenl real poziliv 

• 
I 

I 

Pentru definirea puterii de bază a ţ> 0, cu expouent real, di6ti~ 
• 

dour\ cazuri, după cum 'baza este S@lJrauJlitară sat:! sobunitară 1 

IOa ţ> 1. Fie '" > 0_ un Oluriăr real şi să ~L1siderăro Jlproxi.mliJ ile 
.' "'droaIe prin lipsă şi prin adaos cu o eroaremaillill.ădeeâtlO-... At·une; 

• • • 

" 

pentru orice n, ,ayem • 

x; ~ x < x: . 
• 

După cum am oL!:Ien-at nUllJt'r",1e z~, x: 511l1t raţiOllale poziti\'e şi. d~ci 
. .--

conform definiţit:i putuilor cu expuntnt raţional, ali sens putc:rile iJ'", pi 
'" . 

a'" IU pentru OHef '1. 

. Mai mult, după punctul 10 al tcon noei 
• • 

1 . 1. 1, Tez ultă că ',J'. < fi-· . 

, 

D e (i r. i l i. 1.2.1. Fie Q> 1 si x un număr • real pozitiv. Se numeste 
• • • 

puterea '-
• 10 lui CJ un număr real y, care pentru orice număr n.tural 

fi s-atisface i negalitătile : 
• • • 

a' II ~ y < (/'., , 
~ poate d~11ollstra că 1111 a,,>tff:1 d<.: tllllll:11 rcal y exist ă ~i, mai 

~·..,tt· LllllC. DemoDstraţia rigt1rua~ă a ac«:st \Ii hq>t deprlŞC7te programa 
a X -a. Ea Df'cesită rtoţiunea dt llmită şi 6~ ya studia la Ana1îz~ 

• mult, 

clasei _. _'o 
mat t.;~ 

.... -lllatic:l in clasa.. a XI-a. 
• Numărul y dat de 

;.1 IiI pUlfre{, l' . 

definiţia . pr~ctdul ta se uotea",ă 

• B:ftmf1a. Să uFlidhn C~ trebuie tIlţt=h:5 

~'lnl unn:'::oarele: 

prin Iip'!i !!. : 1; l.~; 1."1; 1,414; ... , 

prin ada",: 2; 1,5; 1,~2 ; 1,415; ... ; 
asU.,i) lod,t: 

I 
• 

,
J'TiD 3 ,2 . 

I,~ ~ ,,'2 < I,Ci, 

Aptoxim~rîJe t.ecimale a lt. lui";2 

- -

\ 

\ . 

1 41 ~.J'2 < 1,4~, 
), 4 14 ~ .JT ~ l,41:;. 

-

• 

• • 

-

........... , ...... . 

r.4 ~ li < :i '·~. 
:t l •4J C; Y '"', .i1 ,4<t, 

:i' ·f'. ~ ,'II • • ;\1, 4111, 

. . . . . . . . . . . . . , . . 

, 

• 

-

• 

-
• 

, 
• 

, 
• 

i 
• • 

• 
• 

-

• 
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• • 

l' O <: /1 « 1. Vadi 
• 

1& ~ O este UD Dumlt 

1&',1&< " It • . 

lJuPă' punct ul 
• . " A'. < a·· 

• • • o.',n"'" 
• 

1.2.2. 

• 

• 
iIIal tl'or~UlCi dlll paragraful 

• • • 

• 

Fie O < a < 1 li x un numir rNi 
• 

puterea x a luI a un număr re.1 y. _ • 
număr natural n, satisface inegahtilile: 

• • • / 
• - t11stl .,; · ~ . • 

'Se poate demonstra ca un ast fel d e numlr 
• 

,,:al Y 
• 

este untc. • • • 

( 
I ),r E~o"plu. Să explic4m c~ tre bu ie lnţdes prin "3 'l . 

,'\ .. lnd lu veuere cde de mai Ina in te rr~cuw şi tabel ul a!m{,:cimlriior 7.eciuaalf' 

( 
I l,r . 

Jlo eltew plll i precedent, nuwl'l.rul C&r<!' ne Itttcre,sealli y - '3 _1 Indl'plll1cşt(. iu. .. 
• 

( 
t ) '.' 

<z y " 3' . 
• • 

, 
• I 

• • 

'" y .. ( + tu . • • 
• 

• 
( I ) "'" <!V~ _. • 

. 3 

. . .. ...... ... .. '.' . . . . . . 
• I 

Vom ad ,htgOl • ca pl.· t1~ru . -Urle..; n UlU,H real ~, 

l' = L 
• 

• 

• 

• 
• 

• 

t n rllal Uel'II," nttllţiollatii o Pl op, il'la tc imPoltaut l a p~terilor 
expOlltnt poziti\" şi anume I 

• 

Oricare ar fi a > O şi :t > O aFon a' > O. 
[ lltr-adl'\-ăr re ' . • ' .. . , ,'. . ' , X. ) I x. apro ","ua nle ~eci ",ale.JI.ie lui. pria 

r~::,p«tl\ pnn adall.o. Al ll'ICI' . . ~ , 1/(:ul J ti (tl lce n, a\"(~m I 
1

0 

lhcă" > 1, alunci . 
• 

{i '" ~' (1 ' < 
• u. 'e. 

2 o Vad O < a <l 1 
• a t uuci 

• • 

• • o"· < u" " a··. N UlIl Cfl: l t- x' " • 
(1'; > O .. . ŞI t .. sunt 1 ; lţ IP ll a h: ~I pOlitive. 
. . pent ru 0'10(' a " O A . 
IlI t re d" u\ . - . I line •• ,'vidcut. /1" > O dco~rec:e ~te 

, nl1rn~t e 4I>oziti vt.' . 

• 

• , , 
• 



, 
• 

, 

• • 

• 

I 

• 

, 

, 

, 
, 

• • 
2, P"lrri ,ti uE"''' III rţal tltc-aliv 

Darii "1> O şi li< •• le uu număr rcal , 

, 1 
CI ' = --=- . , , • 

• ulgatl\', 
I 

, 

• at unCI 

-
• 

4diuiţie • prlD 

• (1) 

-• f)t.>tmrecc numărul - x este poziti\", (j - . a fo~t ddinit la punctul 
, 

1 • 

Mai mult, am demonstrat c:r a- O .. O, peulru -x> O. 
, 

, 
1 Ct''' '1 • 

-.ti " 
De uemplu, ~ - • • -

3./1 
• (-; J~r - , 

I 
• , -

• 

demonstr at că dacă %),.0 
1 

Am at uuci cJ- · > U. CUlll (1- ' = -, rez. ultă 
u' • 

• 

cA ~ . /,."Iru " < 0, Q~{'" Q' > O. 
Amintim că p(!lhu li <F 0, am 1..'t.Hl\·l-l},jt !-j, .pUllllll (l 0 = 1. 

Ast ft:l, am ddinit putt.:Tea 111lui !Hl111~1f lX.zit j\" ClI ofic\.: (:XPOI1Lllt rea l. 
Puterea \lllui nU!l;ăr [l(ogatÎ\' Cli l.:q,(.TH Jlt !l.:l, 111 glll<':la l . 1I11 este ddini t!i :-

3. Proprietăţi al • . pUlo fior' efo 1 xfu' ;/I'I rfa/ • 

Fie a» O şi b 1> li (ulImlle Hale }l('7itin). Atunci 

numere r cn )e, avtm 1 

pcutru x Ş1 ? 
• 

1. CI' • a' c= {I '+" a. (ah I' .' 11 ' 1,' , , 
• 

a' Q • , .,' 
2 - = a·-· 4. 'b) =-, 

II ' J (1' • 

• 

PT01'rll'tăţ\le cor{'~puJ.,-~tO.l y{· alt l'tlttrii cu 

fI·a a,~l'~I ' H,l .~(: ta Lt~ i :(l.l 1' . kll lţat f' L â<;m ca 

• -
dată l1 ~a i inainte ~i folosj~ d 

eXp01lCll t raţional, n .lif,ca

cxucipu d(:TllOIl~t T<lTta lor. 

--

2·li ~)"' r"7 - ( ~r'" -( ~J' ~ (2")" ' " ' ~ 512 
• 

-
3) 

7" _ 
7'" - '" 2../1- '" _.r, _7 _ 7"' • • 

1] .Funq ;a expone nţ ;.aIă 

F ij~ a > () 11 :1 ll!Jln~L; It·a l l>O/.ltl v. Am 
1 şi 2) eri OriC.I(l: ,.tI fi Il\Im ~ITn l n'a} x, 3,·tm 

funq ia l1rm:l.t OrlH' 1 

• 

• 

• , 

• • 

ut În paragraful 1.2 (pct , 
O. A Ş.ld.lT. -pullJll. dcfini 

• 

fIII - (O, ,). f( T) - n'. 

7 

• • J , 
• , 

• 

, 
• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 



, 

• -

• 

• 

, 

, 

• 

1 

. . I 
• . Pentru" - 1 le obţloe o 

ObSl~I. . ti · d aceea aeest caz; ou prez;\D UD 
f[" '"' 1, •. e! B (O (0) Ils) "" Il", unde ci >0 o jWlcţt1 • - , ' . 

. Mpot/en/iIllă (de hatil Il). '."'l"l e. , . el 1" ţX În continuare, o sene c • Euun _1Il, • 
• eJ:pou~!ltiale. . 

1. O,ted a> 1, alllnCl pmlm x > ~ avem Il" > 1: 

• 

, 

D • < 1 allwci p'lltru lD >-0 ave", 
UV<III u' < 1. aea · a. . , 
II < O tw.em u' > 1. 

• 

-

• Demonstraţ ie : Fie a > l ş i x > O. Dacă x esle raţional, 

• -
a t Ullel 

• 

a' = d' =-\1 u-: Cum (/ > l r ezultă că şi a- > 
1 ~ D .... cd. :r ţ:.;tt un llulti:lf l eal pozitiv o a lccare, he x~ şi 
aproximă rile zecimale prin Iip,ă şi prin a<L1oa ale lui _, 

x~ ~ x < x:: 
• • 

elite. a > 1, rt:inltă 
- . . . 

ca pt'lltru OIIce 1:' i \'cm 

- • • • 
.. I ,rr. ~ a ' < a r ,. :- , 

, 

• 
l j.' r x' r«ţiUllal 

• -
t:~h: pOli t 1\' d " [':1 obsen'at • 

)'; cum am Ola! • , . 
• 

a" .:~ 1 , d ulld: ,,' .> 1. , 

U lC~~ • < O, 
• • 

atunCI a \"l'm 

• 
• 

• 

U~r - x . O ; ~. d l 'C l a- I > 1: }'I iu urma r ~ 
. I • 

4 ' = 
1 " 

< 1. 
• , 

CJ.lUl it.! care O < a < t Se t Iltc<,ză a ua log: îl lăsA.m ca 
2'D • Ac~ '" ,,:a x, = O, ut1{nei-. iltdepe n~tIlt de el}> O avem a' - l. 
•. relulLl d.n defllllţla putcrll pu le. 

-. 3 P01!ru a> 1, !lInc/ia n/)(ll'o'ţn,Iă !(:t) ... a' eSle st,ia 
11r pel/lru O < a < 1 esle slric! d"$Cffscă!oare.· . 

l>c.ltnns!m/ie. Fie CI > 1 şi x, < x , . Să arlltă_ el 
, a r. < a'., 

x, <.. x, 1l'l\lltă "" ('Xi,t 'l " > O astfel indt î"lr-ade\"1 d ' .... lIn 

~ XI + u, At lllţci 
• 

a" -- fI 'o - a"). 
De'nl ·C·.· u > O d -
(1' 1 ,liP" P ,p,;d ;,'tea t a functiei 

.' A',leI.I' " " O t 
v • ".... SI 1 .. (1 ") ... O v, '. ' , a',.. () , fi <~ ,de tll!de a ', (l -. .... • 

f Ul\c ţ l~ !(?I : "111 </ " ." fi' , t l"n din x, < II, rezultA ." <1 
"" U Cs te ~ t • n ct· crt', clloare. 

8 • 
• 

• , 

• 



• 

• 

• 

• 

• 
• 

• • 

-

• , - • , 

• 
le dtmon.htBlA cA pentru O < .. <t 1 ' nnclia l(tI) .. (I/t' 

.mct dţll'fe~'C1ltoa,c. 

4. Fu"cţia ,8poII'''liaI4 l' R-' (O. oo), I(%} -.' (a > O. Q + 1) du ---
6ij.ctivil. ' 

D,mo"slralie. Să arătăm mai întâi că I tite in l ec~i\'ă. Fie, p<ntlU 

aceasta, %" "'. G R a.tlel încât %, oF x,. Atunci avem "', < x, san...%, l> :r •. 
Sii presupunem, de t>:tmp)u, că x, < x, . Alunci după monoţonia {lll;cţici 

• 

o:poncn)iale (proprietatea 3) rezultă, • 

1. dacă a;> 1, atunci f (x,} <fIx,} şi deci fIx,} 1# f(x,}; 

2. dacă O « a < 1, atunci fIx,} > fIx,} şi deci f Ix, } oF fIx,} . 
An alog, rezultă pentru x, ;> x,. Deci f este inj·ecti\'ă . Demonstraţia 

faptuluI' că funcţia e"p~nenţiaIă f (sl'c sUIjectivă depăşc~tc programa 
clasei a. -X-a. Ea necesită noţiunea de continuitate şi . se va face J",AnaJiză 

matematică În clasa a XI-a. Cu alte cuvinte, se poate demonstra că 
oricare ar fi Yo > O. un număr rta] poz.iti\", (:xistă U11 număr real ' 0 astfel 
încât u" = Yo ' (Conform injecti"itfqii funcţiei f lezultă că X o e,le ,nie.) 

5. Funcţia exp0fle"ţiaIă f(.~} = a' esle i"versabiIă. 
, 

Această pro,prittate este t:Yldcnt:i, dt.eart·('(' orice funcţie bi j (:ctiyă 

inn:TSlbi!ă . 
\ 

In § 2 De vom Dlllpa de 
• 

st~diul in\'usti funclic:i 

1.01 . Graricul funcţiei exponenţiale 
• 

• 

C:XPOli LI] ţiale. 

• 

-

n-te 

• 

• 

p(: ace-ca ,i figură "om rlŢHzulta grafx.ul funcţiilor f{x) =:2' ~i ,(1) = 

c= 5", iar pc alta al funcţiilor b(x) = ~ " ;i k(x} = (~ '. Trasa". fi,· 
2 ~. 

• 

c:jn~i grafic s( facI' •. prill puncte;". Asocjtm tahtkle d~ xalori U11r~i;('~ircl .. 

• 

fIx) - 2' 

• • I -oc 

I 

- 3 

. 1 
-
8 

-2 

1 

4 

, 
o ? - 3 . 1 -J 

1 
8 I -., • -__ ------ --------"''-', .. ,.----------,-----_._''-

_1 ' \ l ' 1 1 8 4 2 1 - -= -
2 ~ 4 8 

iI(.v} _ 

()h~('rvăm că !J(1l11U X = ±2, ± 3 şi, în general, }1lutru x întrq; dife-
1 ' 

nI. d" ± 1, valorile {,1Ilqiilor g!x) = 5' şi A-I>'l = - sunl. ori foarte Ula';, 
5 

OT r(Jnrh~ mlc-i , (kci punrtt:lc core5I'tll1l,ătoarc suut gn:ll de figurat pc glafic 
De.: 1(1('~, in au'st caz, vom lu~ pc'otnt % vak)ri fructiouat e CllPl111SC intre 

_1 oi ,n' LUOI!,lu , '" _ -1 _:1 _. _1 _ 1 O 1 1 · 3 1 
.. .' 4' ~ 2' ''' 4' '4' 2' ",, ' . 

• 

• • 
-

• 

• 9 
• 

• 

• 

, 

• 

• • , 

• 

-

• 

-.. 
, 

-

-

• 



/ 

• • 

• , 

• 

, 
• 

• 

• 

, 
• 

• 

I 

• 

• 

Valgrile' fuocţiilor vor fi 
5' = 1: 

.!. .41 - 11 ',S- ./2,2' :wv. .. I 
5' ''''' v5 <~ '1/ ~ • -

1 I • 
~i =.J5 :::: ~,~4 ; 
' - -

5" = {lS"J = ({l5)' :::: 3,:U 
• • 51 == 5; • 

-.!. 1 1 
5 • = -. -:::: - ~ 0,66 

I 1,5 
Ş .',In d . • 

-5 4 I , , 
I • -1 • I -00 

• 

1 I I I 3 __ -- -- O - - _ 
-t 2 4 .. II •• 

3 

- -. • 
---::-;------,..-,-----:,..-,---:::-- - --,...---~ - -_. --..,-

0,2' 0:1 0,4! 0,0.; I 1 5 2,2{ 3,S. ... - :, J;(' 
--- -------_._----,---- .. _ .. . _-_.--.; 

, , 
- I k( " ! 1 
\ 5 I 

5 3 \4 224 , 

Prt'lcutăm într-un SlStt:l!l d ~> "x· 
"-10' valorile din tabelde do' 10 t i w. 
L{li~ coulilluă. 

1 I I (1 fJ6 U.41 0,3 O,, 
-• 

tOy puuctt'k- a .. e (l~nr t'\,..ff 

P~:"c1d(· obţţn!lte lt' Ulilul .11 11 t 

fu figura 1. 1 sunt repH·l~ntdh • .' f",-t- fllneţ.il". I(\} ~ 'l ' ~1 Ah. 
= 5' , iar in figu ra I~ 2 SU!1t l!'prCZPll' J.!, ~ '" f , , 1. fU:1('ţidl>1 10( .. , - i) 

1 • 
-'it) = -:- • 

;J • 

y 

, 9'yJ ·S ' /''(1'"'" 
~ 

/ • 
J 

I - , 

• • 
2 

• 
• 

• 

. / " O , , • -} , 

Fig. 1. 1 Fig. 1. Z 
10 

• 

• .. 



• 

• 

. -

• 

• 

, 
• 

Analizind IIlatltul funcţiei txpeoulJltial}.peutru di"ene bah. 
cA el ale UIII,At"",dc proprictllti 1 

• • 

Il '1's<·~. pnll punctul de coordonate (0, 1) de pc au Oy. 
2) Gnficul fUJlcţiei exponentiale "~t( constituit dintr-o singurII ,amu,' 

..:are "urcă" pcutru ba,.,a u!> 1 ,i "coboară" pentru baza O < II 1== L 
3) Graficul Illncţiei cxpoucuţi.le "5te diu ce Îu ce mai "apmpUlt" 
• 

de axele U", ŞI Uy cu cAt • tste mai mare, '.că a> 1, sau cu cAt .. 
este mai mic, dacă 0-< a <). 

• 

' . -• 

Ellerclţll • • -I • 
1. ~ t.e at1e cele D"măI din pt:tt:chile de numele urwlltow"t. t::olc mai mare: 

, I • 

.~ 3" ,1 3 i I d ; (O.5)-IS şi 218 ; g) 5../1 şi 5.12 ,5; 

• 
\ 

,... 
6 5 

el (, ':3)- ' ~i 
I 7)" ( H' '. • h ) (8' şi ,- , 

v J • - •• 

11{- 18{-
b) ,\,6' şi .. 6' ; 

• 

- • 
1) 2 - ro ~ I -" ., • - , 

, 
e) (~ )' II ( ~ r : 

l. SA se aducA la form~ m rd Sirul-la ex prcJ.iilt:; - J 

12"'" 2i7,r; .;, • 1 
• - ,-

b) • • d) ((Ja ) 'J " , 
• .turA 6~ 

• 

J . SI .. IIofle mulţ ime a ,.aloril"r loi • lkntru Cll.!t: este ade v ăr atA inegalit8U:>:8 : 
, 1 • -

o) 3' i> 72P : d } ;,i· <3; .) l- I 81 I 
1'\ > , . 1 . • 

• 

• 

( 'r' I 
\ 

h) 
V O, 5 .. --. 

• 
_ 1 

bl 2- ~ 0, 25 ) . ) (./2)' . 2.,. - : 
8 , • 

J) 32(-?'2' )' ,, ' 0. 25. 
~ I 

t ) tO.O J}' (./Wt « e) 2' l>- I J 
128 

• 

• . SA se compare ". şi " dacA t"~f.(' Ild(. '\ ă.r atA Inegalitate8 : 
• 

l • 

f [5"). (5")' 't,) - <: - I 
. 16 16 

1. ~A se tl t:ducA CIUf' d in DUnl('H"le nn:nOton rl! C'~tt "tU81 kOP..rt d"eAt 1, Oi cart' mat Ulii: 
ded \ 1 : • 

0\ H-t n' • --• el "5 I e' 145 - <12) • I , -, 
• 

1) (e: l'. -• - I • b) Ib) I d ) (.fi - 1)- • • 
\ •• , , 

• • 11 
• 

• 

• 
, 

• 

-
• 

• 

, 
\ 

-

• 

• 

• 

• 

, 



• 

• 

: , 

} • • 

I • 

, 

• 

• 

• , 

-

II. sa le afl.-' ...... dia ~ ... 
. -.JI !. -.JI , ' .J 

o) • ti , ~ 

" • , • 
6 

, , d) (J',,"! -(K}'+"I . b) - f' 
6. 

- -
• I • 

ecMv>leut. inegalitilUe 

a) a· > a",[ şi ,% > .. ; 
• e) (;r ~ (i 

b) 6-' <3 6- ~i ~. 4 . .% ; • d)' 8" :.. 4 " S ..... 

1Ul4e ; ,. 9. S~ Se t raseze graficul f uncţiilo r j :.R_ R, -
• 

? .t'-2 
· )f(·)= - ; 

• 

e) fIx) = 21<1 ; 

d) f (x) = 2- 1<1 ; 

10. Si se traseze gra.f.icul funcţiilor r,n - R , Wlde, 

a)/;.' = (~r-'; el/I,)= ~rl, 

-- (-21 
) <+ ', . .!.2 -10', bl/,. d'/(./= 

• 

§ 2, Logaritm I 

e)/(s)_ ·. 

1) f ix) = 2" + 
~ 

• 
• 

• 

• 
• • 

21 . Defini,i. logacitmului unui număr pozitiv 

FIe, > O L111 1IL111':', f",,1 [",ziti\', a i' 1. COllsiderăm_€cuaţia 
ţ",: 't 

(1) Il ' = S, ~. >0. 
-

• Dill proprietatea 4 (§ [. pc'. 1.3) rczultă că tCl!aţia (1) Are • 

• CHe este , ullic determinatâ. AC(;.l~tă solu ţic se uoteatli 
(2 x = 10" N . 

, ", 
Ş ' Se ~1\ItI1cştc. lo~arittnul 'I/III/limllli poziliv N in bata ' a, 

IU (1) 'il (~) obţlnelll ('g t1il,lt<a 
(3) a'O'.N = N 

• 
• 

• 

-:,11'(' nr arruu. c'" I '/' .." .. 
U (//!,an Ujul tintit numar real poztiw este 

l'd, 'Il.' rii, ,. b • rd Ul 
-, ,CIIU aZil 1/ (fi -..,. 0, ai' 1) i'CII/fiI a obţ;/te ",,,,,ar • 

n.le,l 'n (1) f . 
• lC( m x ,., 1 ohl 1t1CIll a' = a şi deci 

(4) log.a, 1. 

J. 'U"m farl' 
!lV,'1t1 1!I~1 :I'.! .. '). 

12 , 

'.) S:1. c:1.I"\II,',\\ 1 "". , • 
:l \lI:" t UUl ..! 

• 

1 
log ~--

• 16 ' 

\ 

, 

Ilţuncl din 

I 
_ ..:.... 01 

Id • 

• • 

• 

-

-



• 

, 

• 

-

, 

, 

, 

• • , 
• 

, -• - , 
4) CtltU 4' _ 256 nllUlci dIn definiţia logarit1Uului obţiaem. log, 258 _ 4. 

Oburva/u. lu loate exemplel~ pe cuc le-"m dat am putut li calea""! IOI&Cţtmul 
.tllll~r da.te . In general, determinarea logarltmului u.nu..i numit otU'ccue DO. le poate face 
cu. e~acUtQ,te. t~hd vom studia tabelele d~ ~ga.ritm.i vom uita el logaritmul G..D.Il' Dum'r .e 
p.ute ludica cu o anumită aproxiJJ.laţie. ~ • 

• 

• -2.2. Funqia logaritmică 
• 

F i-e " > O, 4..t 1 un număr real. Iu par~aful precedeat defini .. no~iu
n~.l de logaritm În baza a, fiecărui tlumăr pozitiv N i s-a asociat un ~umăr 
rcal bine d<.:tcrminat. Acest luct'ou ne pc.:rmitc să definim o funcţie 

I! (O, +00) -11, j(x) = log ... 
iltW.lită jutle/t'C Logaritmică. 

Iată câteva proprietăţi ale funcl iei log.nitlllice, 
1'/( 1)=0, 

, 

!ntr.adc\'ăr, plin aO = 1, rezult ă că log. I = O şi deci 1(1) = O. -Z:'IFtmc!ia logarirmicii este mOftOlonă. ,'lai exact , dacd a> 1, atunci 
jUHcţia togarittm:că este strict cresc.ăIoa re, 1'ar dacă O <! a -< 1, juncţia lcga--rilmică este strict dcscrrscă(o-a re. 

într-adevăr, să cOllsi'derăm ca'zul a> 1 şi Lie "" ", .. (O, +oo)-astfd 
, , t 
H ica XL < x~. 

Cum :el z:::::I alOia $, şi x:! = alof:' l1 $" rezult ă că ak>c, .... <:! a ktc .. .... 

1),1( funcţia exponenţială fiind c, escăloare (a 6e vedea § 1) obI incJIl 
cl 1, Z, x, < log, x" adică Ilx,) <'I(x,). • 

în c.lzul O < el < 1. din iltegaHtatca a.log, $, <! aloc, l". şi diu faptul eli 
bl1c~ia cxpoucuţială 'Cu baza un număr real O < a < 1 este strict delcl~:--

C;;"Jd' e, rezult'l că log, x, > log,x" adică I I x,) > I(x,), 
3:) Fllfl (fia to~aritmtcă este bijl..'clivă. ..... 

Intr-ade,',,,, dacă x" x, E 10, +00) astfcl Încât 1(",) = I(x,) , atLuci 
log, x, = log. x" Dar din egalitatea (3) (§ 2) obtinem ' ''' ~ a...... şi 
f 1 n 1og, "'. ~\dică XL --:? X:!, Deci j cste O fuucţic injectivă. 

F:l"Y € It , un llumăr rcal oarecare. );OUll1\ x = «'.;;'& \'ede că 
x '" (O, + 'Xl ) şi log. t = log, "' = y , Deci f(.~) = y ceea ee ne arată că l ' esto 
" ,Uljecticij, A'iadar I este bijcctil:ă , 

4 ' Im'eY'<ia junc{iei lO~rlrilmi(e este funcţia cxpo nenţiaL4 . • 

FU!1Lţi<l tOgi-Uitl1lică. . 
, I! (O, +00)- n, II~) = l og,~ 

, 

f,,,,rI hijr'c li"ă, n'7.IIItă di" § 3,7, cap r" Algebră el,,, n 'IX' a că ea •• ~ 
11I'·,'riabiJ;\. Inversa sa estc funcţia ('xpolIC'l1ţia 1 ă 

1: : 11- (O, -100), /:(x) - a', , 

, , 
• , • 13 - , • 

, 
, . 

.. , , 

• 

, 
• 

, 

• 
• 

-
• 

• 

• 

--
\ 

• 



• 

• - , 
, 

, 
I 

• 

daci J: (O. ~l (1 
R. al unei (j o 11(Y) -' .. ti dacA Y 

Gr8fi, .. //tI",ţirl /t'R,m/fiI/fi I( It) ,.. 10". ;ffIIrfI 

CooiidcrAm t .lll. Iti.· d. · valutÎ 
• 

I 1 1 • 1 I -• - 2 • 16 ~ .. • • ... • -1----
-- 4 3 - 2 - 1 () I 

• ... --- •• • 

4 1 2 I O -- 1 -Ii! log I x , J • -I • 
• • I 1 r I I I . - 1 6 25 

• • 
125 -• , -

25 -e:r 125 :l • ~ , 

• • -
-·1 -3 ') ... 1 J I 2 3 ;"g,x - -

• .-
log; xI 4 :l 'J I • () - I -2 -3 

• 

Rl:P1CL('lIC'illi 'IHr- UIl SlstllU d l' dxt. 1.0)' pl!I1C!t:lt: alt: căror 
Iill1lt \';jJorilt, li 1 t dw kh.: <1" "lai ~l:S . Ptl"('f<:h' cJLţinf!te le unim 
I;n:t CCllltlllll;l. C'.. ~ 

-Il. figura J :i ~lillt' Il 1'1 Li' tlt.·: t' g :tficde 
'(X j -= h)~.xJ i~l! "1 ligU'~' r 4 ,"\li)' Il:'-At •• I:t;:ltc: 

(, '''';;:!r,r flJ:) ~ log, 

• lf g, t 'jl I~(rl 

• 

, 

• 

• 

_ ~. ----,r.'~·I;.~;. >\ ' 
. 

I -• 

"1 I , • 
I I 

.I, .. hcde fW1cţiik.r 
7 , 

• 

, • 

-
• 

• 

• , 
• 

• 

• 

.. 
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• 
• 

• 

I I 
/ .-

gl'I'5' 

I • 
I 

• I 
I 

I 

I 
I 
I 

I 
I 

• 

• 

, 

• 
• -

• 
• 

, 

I • 

PC" od" • '5 I 
1 • 
I 
I 
I 

, 

. \ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

• 
• 

, 
• 

, 

• 

---" 

<:ele 
1.5 

1.5 
-

• , 
• 

-
• r ' 

Fig. 1. 5 • 

Deoarece funcţia logaritmică este il1v(>r ... ~ fUI!\. pl'l c:xp('t'.-T,pa} I gl~Cl' 
Celor două funcţii sunt simetrice faţă dt- Plll1 J .. bil.Ot'\.\f,J.tJc ! n f :g .. " 

am n :ptezc.ntat graiic fUllcliilc !{ t} '=. l()~,x ŞI ţ(l.J =. 5- , iaf în ii~uţa. 

am repr(i;!zclltat grafic f uncţiile / (; ) = l,.g J r. ::1 ~\l.j = l' ~ r 
~ ~ J , 

Graficul funcţiei logaritruicc arc UfJl"HOd J(·k p'(ll'Jl e1~ţl: -
lJ r[ece prin punct ul de coordollat(' (1,0 , ".il' !Il axa O • 
2) Graficul fUll cţ.iei logarit~t..'(' c:-.tc.: _(fll\:--li!U1t dil Jl r-o SiJ'j?ur:, '." a'. 

C~He .,urcă" dadi uaza (.l > 1 şi "caboa!;\' da\':~ U < (l ~< i . 

3) Graficul fUllcţi e i lognrillllf(.c t:~t( din ce În ce n,a i "aj'i'Jp1.' 

· ::l:tdi! Ox şi Oy cu cât a este mai mare, d ,lC '\ (J:> 1, . au cu \ t: (J .... !f f>," lL l.., 

d"c.i. [) < a < l. • 
.~ ) Graficul fUtlcţiei l o~aritrllic(' u-tt :-.-rlld!kt:l glafic.uJu: 

n o..oţla le (aţă de biSl'ctoail'a Ilughiuilu y {j. 
• 

• , 
23 , Proprietăţi le logaritmi lor 

• 
Fol0,illrl prnpllct;,ţi1c plltrrilm clT . :\'j>( ,1J( 11\1 rl fi! (,l ·p :,";;, 

propri ·: t:tţ\ 1>"lItru log,Hitml: 
\ ~ /)ara A ŞI B su.nt d~~~-,-"rWt l't'f UTIl t t.lI, ,,.u..: ~ 

(1, .'
n" 1 • 

! (, -g. I.' Ii) = I,,~ •. ·I + l"g,/J I 
~- - _.-._-_ .. --_ .. ' 

'1:lhl"lf'J. 

lrolr ,k\';'lI , d H:, i, g.l .- l' Ş :' g,J? ... ", al"p( 

. " "1 · oi)\;,,,n, 1: ·~· ,"r7 ,,1 f' ~ dt-,o, 

I " I .,~ . ~I'~. ' 

• 

• 
• 

• 

u ' - '.d 
Iq:' _ ,/' . ', , 

t 1M 
• 

, 

• 

• 

, 

• ", - /1 , 
- • -+ I -

15 

• 

• 

• 

• 

I 

• 

-

, 



• 
, 

• 

, 

• , 
, 

.... .. 

, 
• 

-

• -

I 

• 

• , 

, 
• 

otfIrI",u. Proprietatea • P9M' 
•• a, Â. a mei 

1og.(A,A •. ', ' A.) ... 10S.A, + 1o,.A, + 
2' VIUl A şi 

:--
B sunt două numere pozitiile. iUutICi 

-

-
~ A 

• log, = 10g,A, - log. B 
B 

• 

, 
• 

(lo&aritmul câtului a două numere este egal cu 
numărătorului şi al Jl1lm1toruIUJ), , 

• 

• 
Intr-adevăr. ţinâud cbnt de propl ietatea avem 

A, 1 A l' B d d It' . • 1 fi ' = log -~B = log,-+ og, • e un e rezu a ca olt, = 
'lJ B , B , . , 

• 

Observaţie, Dacă punem A = I şi ţinem -cont că 
obţ Dem tgalitatea I 

• • , 
• 

, 

• , 

(<:.Ie un t1umăr pozitiv şi tu U11 tlumăt l ,eÎil arLitrar, 
• 

• !log.A- = !Il log.A I . I , 

• 

(log.ri(11IlI1 ruteni unui ll'uUlil,. ",te "gal cu produsul' dintre 
puterii şi logaritmul numărulUI). ' I 

îlltradc\':or. dac:llog.A ~ x. atullci a· ,='A. Dar atullc~·A. = 
a-' ~i dl ci log, 1- = tii X = .11 log. A . 

4°/hl(il A {"'te 14" tluJluir }lazi,rit, ~i Il un număr ltatllral (n ~ 2), 
, 

1 -'/-1 log. A og.v I = . 

" 
('st e 

• 

• 
, 

• 

• • 
"gal cu câtul dintre 

, 

(lo.;aritmlll ll1!ui radIcal dintr-un Il1111l:::ir 

lIud lHlt:::hului şi (J:-dîn111 r'ioiC'alllh7i). 
într ,adc\';tr, propridathl 4 ('sie UI1 eaz p:1rticular 

. I 
al proprietăţii 

jlllnalld m = _ 
• 

• 

11 , , 

, 

• 

, 

• 

• 

• 

, 
, 

• 
d 

2 



• 

• 

D. 
• 

• 

1 

• • 

• 

, 

• 

• 

Av.m 

I 
1010-

" 
') Si\' calC'uUhM. loe.~i 

• 
. I 
+ 1010 -. 

12 •• 

• • •• _ 1 l .:r. 3 
.It '\em !t.)ga ... 81 - ... 1°1:.8 -., log.2' - f 1014.2 - -; 

ti) g! clllcuH\U1 Ice.V 81. 
• 1 . 

.o\VeOl log. V8.1 - '7 log~al = , 
-

1 
- log 3' _ 
5 • 

• 

• 2A. Schim barea bazei logaritrnului aceluiaşi 

• 

• 

• 
• numar 

. Dac.'ă a )i b ~Ullt 
- POl.ltlV uan'care, are 

duuă 01Jlllt:re poziti\'e 
loc egalitat~a, 

diferite 
• 

de l. iar A UD DJ1rnr,. 

-, 
• 

i log," = log,A . log,/I t 
• • , 

• 

Il1tr-'lo(·yăr. dacă 
- -

şi logbA =)', atullci a\'em as = A şi 

, -= A, ·dt, ul10e obţiuem a" = u'. - - Dar at unei log.a s = log.~1 sau x log.a = 

~ J lo~.b. . 
Cum lilgllil = 1, a\l:m x = y 10g.b, adic{l log..-I = ]()g"A . log/;. 

Olt:-.c fiHt!If.. lJ:lcă in {·g,lHtah.:a de mai StI:; .-l = a, o1JliUt '1ll log.a 0;= 

00::; !('r.a . :ov. &. C\lm Jog.a = 1, rezultrl că I '. • 
• 

• • 
• 1 

log. b =-~ 
log" a 

f ·vI,./:,. . 1) ~d "c "rie loglf In fUllcţie dt! lOV. T. 

A,.:1) :ll!s T - kt: . T . log,"' = 21o~1 ~-. 

• 

-

n , ... _ .. că el.presin. l:U ut.:pilldt· de "'" 

, 

, 

, 

3' ~;.j. ,,~ ~r;tt.e {"oi. Inf:16 + log,2!> 2' .. 
• • 

. -

• 

1 1 
A'f'f"trl lq!ii + 11 ~.'2 - \ngz6 + , ' Deci tTt.:bll ie .,;i ar:'itiim c.1 log.6 + . l> 2. 

lo[!:.o Jq:,.b 

.~u (I( fz( jZ :! 1. 1"1fi + I :,:. 0, ~:\U ind (lf!gz6-1 1 > <', illq~;J.lil:l.te t;\-idcuU deoarl'{"t! J"gr{\~ 1 : 
• 

2 S. Opera\;a de logaritmare a unei expresii 
• " , 

I)f· 11.1111 l' rrri in pract ic5. SUlltlttl pllşi 111 ~itua1in !'-ă (h .. t":lllUll;-Hn ... ~:.alt'u:l(>a 
aprr)):.l1n,.ti', ;\ a l111iU t1i.1Jnăr ' dat printr-o (',.-pr<:sie it) care apur rad!caJi • • 
dp oTd IJ ffl,lrlt 1Jl~II(' Jk c:x(_'mplu, Srl cOllsidurlllt llumilTull 

2 " l' ,1"ot, 1 .. ) .. , 

173 ţ!131 . {I92 

~3i .9R . 23 

• 

( 1) 

• 
• 17 

• 

-

• 

• 

r 

• • -

-

-

• 

-

• 

• 



/" 

, 

• 
• , 

I 
, 

, 

\ 

, 

, 

• 

, 

t 

IA determiDltn o valoare 
P '/1) iutr-o aDJIU1it' bazA esprdla 

ţ ' I ţile logaritwilOr ob ID~~ , 

• Iog.x ~ log.(17' Vl31 ~9' .. t) - log. 

J /9'2 log.(37 , 98 ' 23' = 3 log.l'7 + .!. Ioa. 
• +Iog.v - 5 . 4 

, 
, 

1.
1 

'1 '1 
_ ,_ 10tt.;37 - AYlog.98 - - 10gll3, 
555 , 

Deci am obţinut egalit-atea I 
, 

I 
- log x = 3 log 17 + - log. 131 

:J • 4 ' 
1 1 + - log.92 - - log 37 _ .,,;-
35. • 

• • 

1 I 
- - log 9S - -log.23. 
5· 5 

.. 

r 
Utilizind tabelele de logaritmi (a se vedea § 3) din egalitatea (21 
rlct ern in~m o valoare aproxiluativă PGntru x. ~ 

î n general, daeă E este o espresie algebrică in care apar 
puteri şi radicali, putem să-i asociem, exact ca in exemplul (1), o 
unt.ti Ing E, in care apar "Sull1e (difereIlţe) de logaritmi ,.iu~ul}ite 
cu ~tJU .l"e numere raţioIlale. Operaţia prin care> expresi~i E i-se 
!"prr,;;a log E se uUIl1eşte "operaţie de logaritmare", • 

Exempla. 1) Fie E..,. a l -0' ab-

rrin operaţia de'logaritmnre oLţinrm: 
, 

1, -J. . ;' IOg.((,I~) 

, ., 
: ...,' I 

• 

--

I " 6 ') ICII" li -L - log a + -Io"-~ 
-ro"7 ' 7 M 

3 • 
lur. f, I )..;,=o - 1f)0'.~ - - lo~ .. ? . 

~. "' -~ A 

<' 
Observaţie. Ades~a in calcule este nevoie să se (dcA şi 

raţia IllverSl, .1dică unei expresii Î Iil ca re ic tcrvin logaritmi aă-.I 
\) ex:prei <a tiră logdritmi. 

t. ~',t 

, 

cIt- und: obtttll"m eri 
, 

• 
IR 

• , 

• 

" I '"'''''''1 " 

• 

.. 1"0:. 

, 

• 

• 

• 

, 

, 

, , 

, 

.. 

-

, 



• 

• 

de 

, 
• 

• 

, 

• • 

1. 81 .. 6e\enllia.c 

a) 1°1,(1 - 1); 

.a1orilc lui •• pta.lnl~ ca umlt.ortllOillrl\mi " ai" ." 
b) 10,,(1 - .. ); ~) 1011 (1 + ,',;' •• -• 

d) 10"(" + , - 2) ; 
g) 10,.(1°1,-') ; 

.) 101.(- " + 5. - 6); 
h) log I (Iog,x\ ; 

f ) log, ()" - r + J); 

1) log I (hJ& 1 xJ. -_. -• • 
2. Care din UIlUihoarele J;luwere este mai mare 1 

.) log," 511U lOG.S; , b) 2 sau 10&.10; 

1 1 
c) log, 2" SIlU log,,. ; 

• 
d } 3 sau 10&.7 . 

• 

s~ Pentru ce valori ale 1 ui x au loc iuegaHtliţile : , 

-• 

e) ll'g •. t > log,4 ; b) log 1 (2x) ~ log 1 5; 
- -, , 

-, , 

• 

e) log,.\ ' ;:;:=:. log,s; d) log,(l.' - 1) ~ log,(h + 4). 

, 

, 

• 

• 

4. Pornind de la gr .... Lcul fll iH~ \i\:l loharitmict: sA 5e.- coustrn.ia5Cl'i graficele utmAtoan· 

, 

lur itlJlcţ ii: 

.) 1: (-1, +(0 ) - 11 , I(xl log,(1 + , ); 
b ) J: \0 , +(0)- n, jt ... ) = lq::j\oI. 
ci f; (1, ";"'(0)'- H, f(.l} = log, t "": 1): 
d ) 1; 11"'-.10) - II I Xj ~ Ivg,'" 
I: )J: (2, îo::.)-II !tA)=kg 1 {x -:.!I; 

-, 
t ) f' H'-{.i} -.1\ J' 1} ----' 1\,,;, . - :~ 

• 

• 

• Să se ca1culue : -
• al ~'~I'i + IO ~ 1 :- • ., 

t" ) 1< i:! u 'iO - kI..CC.lll.';: 

· , 
, d / l<-g.' - log, - ; 

36 
f i h,)!,ti + I q~,B - l u&.3 ; 

• 
!ţ' 1"& IJ -Il'!-! } !:.! - iug } ':!, bt .1 'K . ,,5 + log,}4 - !<.>g Iol2. 

- -, , , 
e Ştiind ci1. 10l!u7 :: O.8-t51O şi !ORu'; ~ O.{i~1-:i97 5:1 -.e eslcu.leu: 

a) )pg\J1,7 log •• ~' 7: c) Iq~1O:~5; d ) lc'g,',I7:=.; el lng1l7J.~ 
7. SA "c n:a~t" c.'\ l:':Pfl,.,ii!f" : 

• Iq:~x ..!.. i" ~1.J; 
; e} 1: = ou t1t"Pllld de • 

• 

--
:'Y(-H (Vi ~ ') /. I ) /. 

'!.b 
• 

-'ltu 
, • /, , , , /. - • V I - , .-

':S'o , , ' ,. b , 

• • 

(" ) 1: 

, 

) ~ \ le 
'.'1 0/ ---_ \ J~" , 

• 

• 

V "V -"j<=" ' " .- - - . 

JI.{I;, -: 

, 

\ 

h , 

, 

, 

I 

Il ' , b 
• 

• 

• 

• 

• 

• 

, . 

-

• 

• 
, 

t 
, 



, 

• 

, 

• 

• 
, 

• 

1 

-• 

-

, , • 

• 

'§ 3. Logaritmi ze.clmall 

• 

3.1. Logaritmi 
• 

zecimali fi 

.. 
O.fi .. ilia 3.'1.1 . 

, . 

Dacă (J este 

a lui a. cel 

egal cu a. 

, 

proprietăţile lor 

• 
un numă.} real, se 

. -mal mar·e numar 
-

• 

• 
• 

-

Partea Îlltrcagii a lui a se notează cu [a]. Conform 

ta 1 E 2J şi [ai .. a; dacă [u] .. " .. (1 , " E Z, atul1.\:i f. ,=' 

spu" partea Îutreagii a lui a este Iln nUII!:lI' Îlltreg 1/, :u proprietatea 
< " + 1. Deoarece oncare ar II IIlllll a rul real (1, tn lllten'alui 
exl.it'i un număr întreg şi l1~lTllai~ ul111l. rezultă că a-l < \,[a] .;; •• 

!Jecxm,p' ,,: [3,2 J~ 3; [O,2~5 ]= O; [6 ]-= 6; partea 

uu mirului '-~ ,7 cote -5, d"oarl'CC - 5 < - 4,7 < '-4. Analog se 
~ -5.Î911 = -6; :-O,2:1I ] - r, r- 7': ] = [-3.141 , .. J = -4. 

S~ observă că da-c 'l fi bLe ullnulIl:ir rea l oareca re şi ti este Întreg, 
(J + n; = [ul + !I. 

• • o • fin i I i a 3. 1. 2. 
• 

Dlferen\a d intre numărul a fi partea sa Intrup 

numefte partea {racţionară a lui a fi se notd 
• 

ra]. ])coal('ce [aJ .. a <i [a J+1, rezultăcăO" Deci (a} = a -
-

, 
D· H''''P:''' r~4f ~~.4 - ~ n I ; {O.2nl} ~ O.~ I _ O ~ 0.261; {-6.81}. 

- ~I;'I-( 7 O.I~; {O.c.H} O.2.!I-(- I )~ 0.769, 

. Orice llumăr real a estc sUlIla ditrc partea sa Întreagă şi partea 
ţlm'1~J.1 a = r,i] + ta}. . 

~" olJsC"'ă că daci, lIumărul 1('0.11 a a, e scrierea ca 'ffli.cţie 
- l, "a a cu ." , . le 
" • l ~ 3 .•• , _ ao- EL--' ŞI 1Q'j, aZ I a

3 
• • " sunt numere natura 

111tle O ŞJ 9 atunci . " 
• 

• 
['1 J = f il o 

lI/o - 1, d"c;, a 

, d,lCrt fl ~ O sa u a E ~, • 

<;t O şi '1 '" Z, 
, 

, 
• 

Jar (,,} ~, 

• . J - ( 1 .• 11 ~ ( . ,;1) _ , 
~ + 0.7 -5,7. 

• , 
20 

, • -
• 

ur 

le 

• 
\'1 

pCI 

/1. 

• 
< 
• 
III 

o. 

lui 
P' 
Llr 

J .. .. . 



.-

a 

se 

c-

= 
se 

D 

• 

la p'r~cticl se I4garitwii In bul zece care IMI lPi 
Joiolrituli' zL'Chnali. Aceştia se ootejd cu Ig, la loc de log: de _ 
mai este nevoie sii >c specifice I>~za. Astlcl, vow scrie Ig 101 in loc de 1oc .. 10l 
şi Ig 5 în loc de log,.5 ş .•. m.d. , • 

Logaritmii zecimali au to,'te 'Proprietăţile pe care le au logaritmii"'a 
bul supruunitară. Astfel, IQg'Uritlllul zecimal al unui uUI1~ăr ",ai mare decit 
I e.tc politÎ\', iar logaritmnl zecimal al unui număr mai mic aecât 1 este 
n,egalÎ\·. Dac1l două ' numere pozitive 'W1tl'iutr.o anuwitiiordine, atunci 
l~gMit lÎlii lor zecimali sunt in aceeaşi ordine. Dac~ " ~te un ou61ăr rr~1 
&arecare şi a este pozitiv, at/mci Ig a""" .. Ig ... Dacă li şi b sunt ,pozitive, 
atunci Ig ab = Ig a + 19 b. tti partica1ar dacii .. - 100, atunci ' Ig 10°= fi 
şi Ig 100 • b = II + 19 b. 

• • ,_ ! , 3 
De t.\tIHpJU: Ig tOv 10 = 19 10 = - ; Ig 1O-DOO =- Ig 10' = 4; Ig 100 = 19 101 ~ 2; 

2 
• 

tg O,OOl ;- 'g. 10 - ' = -3; 19 56.81 = Ig 568l . 10 -11 """ -'2 + 19 S68l. 

])11' aceste proprietăţi ge11erale, deducem urll1ătoarele proprietăţi al~' 

laţ;,,,it,,, ului zecimal: 
• 

1" Log~lfitmul unui număr care scrii îu baza -zcce este de forma 1 
urmat de " zerouri, e,te egal cu ,,; adică, dacă a ~ 100 ... O, atunci 

• 
o 

• 

19 .l =!; H. 

~ ) Log lritluul'u!lui uum;u suuunitar eare ieri. îu baza zece 'are după 
\'i:-,jul;l It cifre de zero urma te de cifra 1, este egal c-u - n - 1 ~ adică 

p"nt Ţu a = 0,00 ... OI, avelll Ig a = Ig 10-0
-' = -11- 1. 

• • , 
o 

, 3 ' IlolCd 10" < a < 100 +' . atullci 19 100 < 19 a < 19 \O~+1 şi deci 

" < Ig a < 1/ + 1. > 

De (x"IIIPI,,: d.lcă Il = 87,~3, atunci \O < 87 ,23 <i 100 şi deci I < 
< Ig a < 2. 

))cnuccill (':l log~uit!:lUl oricărui Tlil1l1ăr care nu este t'gal cu~ o putere 
1I:':l ':;-;;\ a h; 10, este un uU1uă.r zecimal (nu c . ...,tc număr Întreg). • 

""-' --
3. 1. 3. Dacă o eSte un numir pozitiv vom numi caracteristica 

logoritmului său z:ccimal. numărul intreg [Ig aJ ; vom numi 

montisa logoritmuliJl lui o numărul (Ig a). . -
• 

/ 
P rl1 ' llllllM" a"':tn Ig" = (Ig al -+ {Ig al. Caract.riStica logaritmului 

lUI ,;1 {;:itf' (;(·1 1'II ;li mare lIumăr tlltr~g n cu propriet atC'll că 10" a. Mai 
pr 'CI" t;ll,tcl('ri-;tlca lUi Ig Il C6tC un 1l1lIHăr illL.ftg ". cu prop,ric atea că 
Li)" <' a '" 10"+1. , • 

IJP": '-xl!mplu, (':ut\Cvrl,Uca lui 18 87,2.1 este ,1 ; dt\C' II - 4573, .tund 1000 < 41 ... 10000 • 
1 .... Ii( H7, "1 l , ptln urmA-re C"lt\d.erl~liea lull~ 4573 f!:~te 3: dn,cI 41 - 0,0123, _lunel \0-1. 

~ , <: It) I li d,'(-ţ r.;~nL('lrri"ll{'(l IO~ ,HillUlIlui "\u {' ... lt' - 2. 

• 21 
• 

, 

• 
I 

, 

• • 

• 

• 

, 

I 

• 

-

• 

, 

- • 

-

• 



• -• 

-
, 

• 
• 

!le auS rctllltl 'vrm~toar~le douA r~ !le 
kiprit81ului &tj:iOlat al uoui numlr &.1 • 

1) (Jolf/f u •• »miU s»P'"»"'I,,' scris '" f(l,m~ ze"III~' ,'" 
1IMf<l .ir,,.Jei (Uied s.. pa,/ca sa ''''reagi), lIIun" ra,a'/"'UIC/J 

,. l.Je " - 1. 
ii) C .'lI clrrisl i~a. ,mui tIU"'~" subunitar ~s~'is ".în form.4 , 

ob/ille ill f elul /I,,,,ă/or I se ia mlmarul ;'e zerou,. sl/uale la s~4nga primei 
;'iferile de zero ( inclusiv urolll, drn stânga v"gule, ) , l1umarul "alu,al 
obli /l'" fiind IUIII cI!. Se11mul ".~nus , · , . 

Uc/u,mpltt, dacă a o::::: .0 ,57, a t UJl ci [lg 0,57) = - 1 ; d acA a = 0,0012, [lg a]_ 

4° Dacă Îumulţim uu număr îutreg ,II cu o puter e îutreagă a lui 

atu.lei caracteristica logaritmului numărului astfel ubl inut se o411'n~ chil 
ca ractell"it'a logaritmului lui a, 'Ia care Se adaugă exponentul lui lQ, 
lntr.adc\'ă , . ,\\'em [lg 10· , a~ = [,. + 19 II ] = ".:t [Ig a ~, De exemPlU, (\~că 
lnm ll lţi, ;J r" a cu 10, 100, 1000 etc" atunci ca racteristica numărului oblic 
nut crqt c cu o uuitate: cu do u ă, cu'trei el c,; dacă i rupărţLru pe a cu 10, 
100, IIJIJO de" caracteristica scade cu 1, cu :!, cu 3 ele, • 

5° Mauti,a log3ritmului unui lluJllăr II IlU se lltodifică, dacă ipmuJj-im 
• • pe " Cii ( 1 PlltUt llll rt.:ag .. l a lui 10-. îlltr-ade)'~lr, an.: lll 

{lg IO' ''} = 19 10" , 1/ - [Ig 10" , "J = fi + Ig {/ - [n + Ig a~ = 

= fl + 19 " - .. - [Ig al = Ig a - [Ig al = <Ig q}, , -

, 

Cu " j u\ol"ul fl~ultl()r enUlltcralc pâlld acult! , dcd ucem că di fi cult a~ ea 
afEi ii l<t~i.;,J itllluhll unui llulllJ,r constă il1 calcu larea Dl:J.uti6ei, A.ce3.51 a 
oe <tilă cu ajutorul lauLlelor de logaritmi, 

• 
3,2, Tabele de logaritmi cu 5 zecimale , 

, -- . 
Cu ajutorul .aCL~1(lr taue:je se po.t afla ll1antisde logaritwiloI nqmerd01 

de la 1 la 9999 " d O 000 " , cu o "proxtmalle t , 01. Această aplOximaţle est e In 
g,ţ'lJeral suficient de bună pentru calculde d in ]Jlactită, Pe prima pa gin ă a 
tabelelor 'unt "-r'" 1" t' '1 ' " l 1" I 100' 1 a ' , ,'- ,-"."" 1.11 btlt.: (Ig~iliil :,or (: la pana a ; III cOlJo a u 

cu IIldlcatofl'l \ '-UI'\ 'CI;' . . I l ' 1 I~ I 
v ' . , I '-' .~~ liU!1i(:l{lI', .tf 111 (1("I)1t<l .or, 11) cooana .. , 

le, afla l1J:l,nţ'.\\-lc- rl~l't.:LtJ\"(:. .. . 

C( )t'l.dte I;a '111; l.; lltlt ,.;,,', . fii .' 'A' , ,~ ". <-\ldtlJ~lt~ 11.1 l' 11 llflLI;,tor ! Hi/lJn'lIla Int 1 c u 
1 nd t;:!oTtll X sunt " - 1 1 ' • ' 

, ,',' :- 1:--( llUll,el(- e (t,:' la 100 J~\ 9999 şi lIIt'aza 31lOl lt'rt 
co lrMU' l11 ;!J(lH OI: i\'ul O 1 ., '! .t - , - ', • . ," 
10'.1 ' ' ,-,', "t, ~, b, /, R, 9 l il Gll (' SUllt Sl'J lse mant.!-ut 
~ d lr)! UUIIlUI(']or LI! patllJ eiftf 

P"fltJ Lt fi . ' a ~ a malt\""'l 1 "1 .' 'f .--~< U~"'l, n.l1 tiI llllllHilU]tIl ('U patllJ Cl Te I 

-== a,a.,i(la '-(: l,rt c. 'dra' .. t 1 -
l' .. , .' ".. '(,"' I d <l!:i; j l"' : ~{ <"*,-\\t rl 11\ co]ml1H\ N 1 1 1111 1ăr ul r'1 0 , 1I", 

o )~lHUI prlO l,qql"l l:1f' "", " 
• ,Ttl Ul1lt;~,ţ:l(n in 111trl1~h t l l" (<iadi "aJr- t r ei clia. tol , 

l~,~ţ;-\ '11 l O:f'rll:a N" 1 ' 
1 J (' lJ;lr 1l1!111' ~t II ), (-Il'oi fixăm cldofinn tU indlc.i:l t i\"\ll " . r 

Ud 1!l }JlltllC"ll' 00l1:"i '" {. 1 ' " 
, "f'.l (~U,fi Ult .:-', ( ! k-gr.l ll1 l1.lUJu i lui tl,tf

lil U
3 din ('Q!r'f.lro U' 

22 
• I 

• 
• 

, 

, 

, 

3 1! 
31 
3 " , . 
" .. ,.-} .. 
3, 

3. 
31 
31 
3; 
3 

gbl 

este 

t tii 

• 
tt ... 

<:u il 



din 
10. 

a 
j:.. 

10. 
• 

, 
. , 

• 

o 

• 

• 

apoi la iDtersec~ia Iini~'?ri'ontaJe a Jui "./1." cu coJoanD a, 5t __ 
de trei cilre ale mQul1sel 'dacl II are doar trci cifre VOUl căuta 

ilău lu toloaua O}. 
• -,---_. -'-._-----;-'-••.. ------_._---"---

N I () I 2 :1 4 I 
" 

300 
:JOI 
3()2 I 

:IOfl' 
30~ 

311.' 
3!1tl 
3 1";' 
3>1:1 
3-, ") 

• • 
3: (I I 
311 
3. ~ I 
'i .. .' .l 

3 , ~ 

47 - 11) 
1 -

t-57 
.. ~ I~) I 

141 
'-'R-_, I 

4:JO --,) 
:> ' -
71 -1 
~55 , 996 

--
-19 ::16 

" -6 - , , 
-115 
:)5-' 
"')3 n. 

• 
• • -.)-1_1 

H71 
OIS 
159 
3(]'2 

14·1 
5S6 
- ' )f) 1 _, 

869 
'111 C) 

15C1 
2~) 

-1'29 
5GR 
70i 

• 

741 
&~ 
029 
17:1 
316 

• 
• 

45~ 
601 
- l ''> ,. -
&'l:1 

' 0'2-1 

756 
900 
O-l j 
187 
3:30 

473 
615 
i5G 
897 

om.., 

1; '> 
3lK 
lS7 
59G 
734 

770 
914 
05." 
20'2 
344 

487 
6:.!9 
,"'O 
911 

*(J52 

1 :)'2 
3~i2 
-I ~I 
61() 
7-18 

--

I 
I , __ o 

• 

ti 7 
. 

7f14 799 
9'29 94:~ 
073 087 
216 230 
359, 373 

SOI 
643 
785 
9'26 

' 066 
. 

2u6 
34G 
48.1 
s-n 
-G" , )~ 

515 
657 
799 

• 

94() 
"080 

2'20 
360 
-I~19 
G:IS 
766 

• 

813 82R 
958 972 
tOl 116 
244 259 
38'/ 401 
• 

530 544 
671 686 
813 •. 827 
95·1 968 

"09-1 "108 

?'-~ AI -". 
3i4 
513 
(iS I 
790 

2-18 
31'\8 
527 
665 
803 

9 
• 

84a 
986 
13U 
273 
416 

• • 

5'l8 
700 
841 
9S2 . 

"122 
• 

262 
402 
541 
679 
817 

-

-

-

--1 ----------- ------.. -.---.--.-

31 I 
3 i "/ 
3:~ 

3." I 
31 ~ I 

8:11 
!:lI,!) 

SI) lOii 
~·I:~ 
:JÎ9 

8 15 
9S'~ 

12' ) 
~ 5() 

393 

859 
99G 
13'\ 
~ Jl) 
4()G 

8- ·' ,-
' 010 

14, 
"..:. , 
_' 1 t 

~,)G 

+024 
16 I 
'2Q7 
4:l:l 

1. 

I 

JI)() 

·o:n 
I I , 

3 i 1 44, 

LV>
"~1 

' 065 
2U:! 
338 
474 _.- _. _. __ ._-

941 
' 079 
'215 
3.'>'2 
4&3 

955 
'(fl2 
229. 

SOI 
._-----

F\... " ! O,~('\ " <lm c iub In tat)(,'I!. l Jo! 31':;'1, pr , c<:~l\m In (luI urm:ito: 1'! e. 

r03r";:-cl!; I ,< I .~dr,' , C. Lf Ict,·r;<:.tlc;l ".1. e. .. teS .• IT p"nt:u " .dh n!1.n ti.~a, c, i.u'am 1. co

bltn, ,V nu a\:LJ' :,1:;, La inlefsec:ti<\ liDlf'i eore"puo,t.H,e r .. &C<"_I ,I I nuro "- Cu c"lolln .. :J V()d: 

g1. ... i oum î~ui "'J.1Î',.!, dt'cI 

• 
2 l S1 al;.\n1 lo...; ar l l..Itlu . \;.:.1 I,L'l ')e<'Q.J ..... ;.e l.~~ . 1 4 U /O\h,,·uG CI:ld ' :'~l l!li\ 1", .taDj; . 

" [ Clţ'! .\ cIr ~,,'·".~\:c,1. !.l~i\!i\mu ! u i "iu c.,· " r Il le. n(olrn :.1.\11 r ' ! II , ·~i · ~t1.ll li' '..~) HlloU,. 

~!lte I\c,'I"i' 'J,' lIumlrll', 1'.,!.1 d ,n c.,lu'ln:"l N ~, talwld ,·r : d ·,'eI 'lb\ 'n'"'f,tJ 

, 
• 

1) r"1~lrit11l 11IlLJIll:\rU '~ l l gl.IJ aT' .. C1LractcfI1tl (' Q 1, {.u rn .. r.t l ,,,, a~f!":l1 CD .. lluruJ.rQ-

1111 8\13 l)f' C.\I" Il ~'\.';1lI In t.th,,·Je. Ohţinl'm ll'dh·1 

• 

ti ... , 
4) r.I'1( IfI~tllll\ Olll n\r u l'l \ 

luI In flrt'pt.nl IlU tl , 'rulul 

• 

1 ~ R I . \:\ .:;, 1 ,!-l091~ . 

0,00'):\1 1, 1\1(' t.: l\1.clcttlri.I "4 .. 4. l-.t In tal,eh. VCJtb gAsi 1:Jl&ll4 
• 

31 ' In 0011 fLn. S. ('.h\l rr_ ",--th t 
• 

• 

Lni.,·l1it" III unu; numdr cu ci nct (.-ri mal, ::' ~ aflăm dt r'Clmpl" 19 . 3~-t37 
Cu ;qJl( X:!t~.q" (â' m.\! iJUI1:l. l 'j()(.:l.ct:UlI astfel I C,lIi.\ClCII:..tICtl' c~tc ~. iat , 

• 

• 
• , 

-

• 

• -

• , 

\ 

• 

• 

• 



-

elite .u:eeaşi ca ptotru 19 . O~Il:(~·i1Dl.el .~.1 
8k3 ,i 3244 deci 19 3'2-43,i tst~ CUPI1J'S jUlr" le 3248 9\ 

cii 1'" porjiunta dintrţ 3243. şi 3244 loi!llflltu.ul "ht~ 
cr~e(ea uulll<rllor. Vin tabele obl!U~m 1 • 

, 19 3243. ~ 3.51095, 
Ig3z)4 ~ 3,51108 • 

. 1 - ă tru o creştere ~ uUlnărului cu 1, ioga.itOiul se mărtşte, , rflU ta c pe" , 
000013 = i3 . 10-'. Deci, dacă numllruJ Cf(;~tt de la 3243 la 3243,i; 
c:, 07 Joaaritmul său ,'a creşte cu.l3 . 10 - ' x 0,7 = 9,1 • 10-0 = .. 
Deo;r~ce "'lucrăm numai cu 5 zeci!J1alt, rotulI~ll pe Q,000091 la 0/Jo009 

• 
vom an'a 

Ig 3243,7 ~ 4,5109,) + 0>00009 =. 4 .51104. 
• 

• 

• tn pract;c.:;t c-ste c()Jll()d ~ă fi(; aşC7o.te c~dcuk!t: de lHai sus . ...1uJ<.:lu l urruătof 1 

• 
Jg 3243 = ~,5 1 095 

19 3244 =.3,51 Wi) 
• 

13 ' 

1'. . . , . . 13 

0,7 ... . . 13xU,7 9,1 ~ 9 
• 

Ig324:1'1 ;::; 4,SW!)5 + U,UUUU!! ~ 4,511(;4. ' 

, 
• 

• , 
, 

• 
Opaa!iff pn1J care am :.IJiai lcoQUimul dr mal sus U lIU111t.;şte i11ter.po/are. 

Ea oferă posibilitatt-a ullui calcul aproxIII;a/It', cu eroare destul de D·ică, 
• 

p<."'ntru aflarea m<lllt"iq·j hlgaritlJlulU1 ullui l'umăr ("U cinci sau mai multe 
cifre.> III f('<\litJ,te crtşlai/t IC~(1I1tm:l(1r 1114 _' uJ/I /,ropor!1.()1m-le cu crc: ştclt'le 
n U"' ''dor. deo<lr('cr, de <".\/111 f iII , 1 g 10= 1 ; 'Ig IOU 2 şi , pl in urmare, logaritu,ul 
s-a l1l[nit de ~ OIi, in timp ce lllH! [uul !'<-a 111;lIit de 10 ori. Când. ~nsă CHŞ
ttnlt "unt mici, l'utllll ~j con~id(!'r~llll {" t ,;t(-lea II garitmilor aproximatj\' 
Vroporţionnl:1 ('11 crt-:ş+erla l,tlU.t· t dor. , 

Ajlayru ul/ui H(IHJ(!y Cllrll tt Z S( (U110a 'e l"r>arÎ.'11l ul. • - . ,:-. 

Cotl"idr!':im d~ cHmt:u 1.oloLlu;;J. tlt;'lhiO;in j :-;8, s(: afle numărul % 

ştiindrtl 19 -\ ~J.499t4~. ~;\ c7utill1 1l"li in!âi 1111 I U ll1ăf a cărui mantisă a 
legatilmtllll1o,:ăfil'LJ,499H~. Pllltru ,1C(·., .... t~ll:,tllt:ll:-.. in C01Nl.Ilâ O a ta..belelor de 
lOg.lÎtllli plill 111 Tllll1lăr (011(' ÎI.!;.:! l~' ("\1 Clrlt·],. -i9, rt l,oi J.1fmărim 'J,n JOS pe ... 
această c .' • - •. 4no~ 

. OI(Mll;.l 1,all<1 JJUllt.:ll'l 1.1 el'! 1l..Ii Jllall"llllTll;\l, mni mic dccat v;;A 
A"esta (', t" 49!:1h'J c;' " . . - ' .' ă 

- ... . '. Illld1)11i 1)1 JI~ 1,llJa (·OH.:!'-]) lll1zatoare accstuta }-!lll 
ga<,;lIl1 ilHi] ,lrul 49<):-\') 'III "I!' . d ! c •• ul .... , .111 J1t1111af 1.';1' JL,lI ,lprOp lat c nccst n ~ • 

uost~\l g:h;1I1 rt:UI1l~1I1l1 4~JS:2 in {( 10clll,1 1, ekl...'i Il tlllllU111 căutat -<:!:'te U1i 
num ar dr Jnrll la.. . ~1 in 

. 101 ( 2ai(~, ill LI!( IlLITI"llJl ,1
1
a.l' 1 lStt 111 <'olo31la l'. 

a.1.r'('a~1 11111' r tI III Iltl' \ 1")(') . • , . ~ nre 
.. ' '~, l"'_, li.1 l ti l 1( lllClllatl\ nI C'oloaut'l 111 c 

, .. ŞI_ ~ 4!)82 11\ (",111 <' " 6 
.. ". f1{" fu (J~ J ('blll1('lll l1\1111;IIUl 31 1. 

numarul Ig x ~If' <.:.1r t . . 
.. .1- ' 1(' 11"i111" .~. Tj ·Z4.it.1 (:, x nll~" I.'I!F(' 1n ~tâll&a urc. x ~ 3161 , 

2l • 

• 
• • 

• 

• 

, 

• 

a 

( 

, 

[le r 
• • uup_ 

• o In 
Uk3 

u IIO.r 

w . 

b.l 1 C 

Il fd 

]lO . • 

tu l \ 

V'bw 

• 



\ 
• 

I'roecdcul llc~cris nc a) ul 1 la codcu1ar~' 10. 
talta 19 II ... I este cchî"all'ull CU" '" 10. Prin ur m aree&1culul ti 

.f\Jrca lui 10 , unue " estc nUlUlrul dat. Ca ,i sfrarea lQpritmului CU ~ 
to,ul t •• bclclur, acesta. este l1U calcul apftJ"imaliu. Uacl numlrul dat ia .. 

u se ~rn in tabele, sc procedează. Ia întcrpolarc, ca În cazul operatiei D ., . r 
iIIvee;c, d~ allarc a mantlSL't IIIl Ig x clud lie cunoaşte •. • 
, 

• 
3.3 . Operalii cu logaritmi . .-

• 
• 

• 

'P"bclde d l! lug.1rit mi zecimali se pot intrebuinţa la efectuarea mai rapidă. 
a unor calcule n llulclicc cOIlll!licate. Astfel propri"tăţile brmătoarel 

IOla XI" = Ig X + Ig \" ; o· _ . 
• 

x . --<) ' I~- = Jg X - Ig y; - , • 

\. 

• 

• 

• 
• • • -. -• 

3' Ig x" = 11 :g x, , 
• 

,- 1" r 
4' 19 \" X 

' ~ 

• , 
I • 

• 

" • • 

I ' , X 
5 lllg;a 'l;; = " , 

1 g: ~l 

, , 
, , 

, . ' 
ne [I..;rlllit C~ în loc d t. n imllulţire Sd efcctu3.m o adunare, in loc de o 
Îmr:!rţin> ~rl (·fl:ciu;Ull o d lfu ~!lr., 111 loc de ridicare la putere să efcctuăn'l 

• 

, o î nmulţire, în loc d t,; extrag!".;l\.: d t: 'rad ical să dcctuăm o Îlllpărţire. Propr ;c- r "
t l t.:~ 5 :1 reducI...: calc u la rl': l IOl.:!aritmi lor într-o ba7.ă oarecare l,a calcuwH'a 
unar l(lgHÎtll\i I.f cilllttf4. , 

l'ract iC , 

s.1 iL.p;llIIOl 
lrl'iHIll' ~;t ~i;n. d "ci ~:l [,dulI'iim, să sC:id l:lll , , 

IlUI1l\ .. fC SCl i::ic :, ~IU îorwa -
11 + ", cu " E Z şi O < , < 1, 

să Îlllllţllţim , !,au 

, 
• 

/ 

u !d~ p r cpn:zintă caractcri.,tica iar e: 'mantisa unui anumit logaritm. 

Altm .tre, i. Pent ru a efectua ad'uuarea mai multor logg,ritmi procedălu 
la fd ca la adunarea llumerelor zecimale, ţinlnd cont Însă de unităţile car~ 
p1 d.p{uca la (lehlllaH.:a mallt i ~d()r: ac<:~tea se ad:.tugă la caracferislică.. 

/ 

, 

• 

1~,ffll1 N. , I ~ i eff'cl u \m Adunarea: , 

• 

, 

• 
• • 

Ig '1 t,'~ + 1~ '2.':;'\ + 19 1 " I:N, 

1" \ -q - ' \ - ', a07 . '"" , 1 ,", _ ..... "".,{'1 • 

\ " " 0;; '\ ...... -. ,10'\1" ... - ',, --,'- ' 
I~ 1, U\\ ::::; O,I,;RU\\ 

:\,i:,WI; + 
'2 , lh.\ 12 

• 1 ':'8014 - .. 

• 

• 

, 

, 

, 

• 
• , 

• • 
• 

• 

. 
• 

• 

, • 

• 

\ 

• 

• 

• , 

• 

, 



• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

un 

~ha4lia k4uUllita 
, 

Ig 'h ..,. I~ 0.98 + 1,7'.43 + 1,0.029. 

c.-nud 1. Lob~l~ . Juult.) urmMoafta ' adu.uare: 
, 2 5:l78~ + • • 

• - . • 1,9flJ2:i 

• ~87754 
-

• - I , ., 46240 - , \ 
_ ' • 2,86~99 " 

• 

Scădara. f:c:,dlrla se ['oate I educe-la o ad W1al'e, ţjnA!'d cont c~ 
1H1In rl r ~clis sub iornl;~ 11+ e: eli 11 E Z şi O < E < 1, :l\'(~J11 -{tI + 

• (11 1) -+- (1 - 'i. . r 

, 
• 

J.j:î 
Hltlllj,/lf. :-;.1 abllll I g ~'~.

.'; :n3 

:! ·1 ; 
,\\('111 19 -

:i ~U:i 
• 

• 

--

• 

Inmul(i1r<1 c~,,· nI/mă, :nt?t[;. Pentul a ÎnmulJj un logaritm cu un
nu mrlr iutn'g, ir.mulJilIl itpar~t manti~a şi Slparat caracteristica cu acel 
UUIlI;t }" , ad{lugâl!d lr. C . .:.fdctf f1~,llLd Ul1ltfililt }Xlziti,'c ce Tt'zultă de la 
Înm Il1rlll":l Il/a1l1 i.'-{·J . • • 

• 

-

~.I 

26 

• 

J:'rtlllplr 1) SJ Ig {3 12.5 ~ . • 

~ 2,49499 = J9 ,f!,:;~:;2. 

-21 19 , O,f!jJ71 1 1' "i! \).Ph7~ ::::;: ti ;i HG92J 

1mliir/irt CH il '1 ~I.W: (f 1I,I/1/{,1/ 1Ul1itl . • \ cc;1stă opera ţie apare în cal-

1.,,,, I 

,li. n, III ~ ~ :;;'':'0 

ca 1., 

"O' , ' 

~' ;..',. ..',ilhUO 

., 
• 

• 

1\'1 

-
19 1/ 

Vom da tIei exemple· din - -
'" 

în "'tit! de ~it llalij __ 
- -

-

• 
avut ntci • 

• 

- " 
caral teri~tJ('a lt.garibuu1ui lui 

lmp.;: ţlTt:a t:f4::I_t u~ndn,"t • 
" ~r.- -

·.AII " t' 'g'\..UI'{1'i8i. 

, ... ~ 'tJ (;,-.. 19O.OOÎfI" 'I' ~ "" 1..,"- _ ._. ,... 

, 
... ;i FH,"'7 

~ -
.1 

• 

:i '"'-

- :::: , 
, 

.1 
f 

• 
., " '1 -\" • ('1 •• " _ 

3 
-

5 

:i,fl(,OR7 
1.7.\217. • - I 1 0.7:'217 . 

~ , 

, 

• 

• 

• 
t6t 

• 

-111 1 

-

, 
Folo 

în tO( 

ţ·t."I. 

eelt" o 

I~ %, 

1·'J;.tti 

C t.Ul.'{ 

Jiu [)( 

la ~U t 

.. 0.111 

, ,) , 



I'n 

• 

" 
\ 

, , • 
• 

otl,;.n'- el aua rMu,," lu .c~"t ey. pr,)bt ... 1, o .I_ţ •• Ilall •• '* .,.. 
., ~"Qtru *-'f'. ta ~ .. '4Ci/ul ,i 11.. aduaat. 3, .. tiei Inl"l ('a'6Cteti'4iCâ al .. 

".' .• ~ aunliltlftll 5, ",ti ... ob~l?lndu.~ prin Implrţiru lui :\ 00017 t. &. Dlti f. _-a 
.... ~ ., t " I t d' b r_ 

rllf.t('rhtica~.. U('N"" 1" • au u e [vid 111 Ll Iml'\rUtor Ilie "'-"'e ..... ---.. ,_ re ' • ... .... _-,..... 
.... ~Lllt.\ţi p'"'~ &:I! ea d"'o'i ue D,ultiplu al IUlptlrlil<KulltÎ 'Ii loC: t'r,..t.·tl.lr .... /.~ hUJlltţir .. ,.. -il ) 
(iU c.l<ul de nuli MI'i S .• . I . t~1 ncellt)i UlUI> M' illbll~\ IlceLl'jl l1U1alr d(" '" hll 

.lUIti~i. nllltll nit ll"tfeL..obţlltut ItUpilrţlDdl~ separat la uUlltitoru l coman (ta lCUU , .OIU. 

S). !lU\ priJl\~ Impletire re/ull~ c(l,r;,u:terls~lca.. iar d iu . a. doua, 1I1.1nli.a~ nulDirului cerat.. 

lmprir(irra l(}:arrtnlt~lu,. In cazul eClllţii l or de ua ti = b, "(l, i, > 0, 
,'.;. 1, ap.>re pJOhlclI1u Împărţirii a doi loga rit1l1i, (lcoarcc~ egalitatea d _ b 

e,t" cchinllclltă po ,âlld cu egalitătile " ' ,.. 

IJ. · = I~b, • 
, x Tg " = Ig b, 

,= I ~ h 
--'-~, 

1(1' U 
b 

, 

, 
, 

, 
, 

• 
, 

III a,} rei ~c ,i lu.qi i _ ""te' pref crabi I 
f\lfllHl zcc,ullala oUlşnmta. (d~<'::1 cu semn 

S:l. se ~cri(: atât Ig a . ' ca t ŞI l~ ? st: b 

iti l\I(1d ohişlluit. 

!/tr'H/lI!( 

h: n 1",'1 
• ;::; ,----

I g Il':; 

I ...!.. O,ht,tHn 

I . Rl ·.!~1 

~fl!ctucze impJ! ţ. te. 

? - (),IR7rl7. 
lH!'.!'-l\ ' 

~ 

I Ejal ltlfc'cl UHn r cit/Cltl,- t'l/tlJluiu com/ll/olle cu ll)ut f/ fullnţ;wlH/!IOT 

Folo~;lId pr()p,iL·trqi l ~ logalitlllilor şi utili/for el Lilll'hlt.· d t: log:<uitllli , :"Il' }Jol 
)1I!nC:Jt e.tlcl1ltlc llingi ~i dif ic ile, cu ca lcule :-- i lllJllc d l..! tipul SlIlllt,j şi âdt' ('It· 

ţl' l, Slll dt· lI\ultiplicate şi i11lp;lf\.irc cu .. tHII1 I ~ rt' 1l~lt urale. .. 
1. "1I,t,',.. [ ~'I -..t" c. ,luli(," /t" ~/ I ·.! ; ' -''i ' IJ. \' III r~,'cl'lh in IH· ... sl Cl~, C,I I [Il 

oel~ce arm 'lfJ, in fel u l U'-lUllor : "ol.iru ~u x num-' ru! coue tr °~ hule af l:lt, Cd.ku:jm ;r; Uol 

I~ 'r , cu aJuf o.ru l t.llJo~iclr)r şi C l lc u tdor inv~ţa.~, Ap';Î a(lJ.m din tlbP.k llulll1.nll .t: !.: c:i;"U1 

l 't;: ,rl lol il {'un(,n~t('m 

,\,1(,,1 aV(Om in "'°H'lIljl'ul de 

Ig 12:; + 1:: 4:;q:1 

, 
lUa L :!IU"~ : 

2.096~11 + :1 o f't o;:!I U 

3 

, 

• , 
, , 

l.: \u t.111\ "~W) i III la!)"I,. nnm."i.rul al cinti In~o\fitm MI.' mU,A O QIQ:;7 0 Qhţll,em 1101:11 rul 

IItI patru ci fre fi ~ II ~I -ţinlud cunt el. Ig x are caract.dl .... t!u 1, d ... -duerm el S" .. r~ ,d .. ua ufu 

1., dllll;"' • . r ~lI ll'i. rl, o, i o 

v . ~-'"" 011 '111 "1", 1'111'>''', .~\ ' •• v 'O ~ w ~ . , ,1 _ • . o 

,II \u ll In 

It: :10 

- " . "" v, .... _""._ 

- .' I 1" l ('lift Llflnnr(:':;:; 7 \ \o.!) 

, 

• 

/' • <,- . _1 

, • 

• 

, 

, , 

• 

, 

-

\. 

• 

• • 

- .• 

•• 



... -=-;.; t,82M3 - 1+ 
5 . 5 5 

tp~ la taMle ti lia.ud ooDt ci r are o .inau" cafr' de urc" la 
rIa~ hai Il. lIi.d -1) ,ualli oi •• 0,9228, 

Logilritmi naturali ';. 
• 

• , 

-
In mnh:Dloticn MlIX'rioar:1.)o apar fo:trtc: des ~garitmi core fiU ca ~az1 numitul 

nntat CU e, e __ 2.,718281~ .... Folosirea acestor logaritmi permite simplificarea 
{or.ule m.atematice. Loga/itmi In baJa e apar in r~Lohana UDor probletpe fj·,.ice ti 
n mod natural In.. descrierea matematicA '. UDOt procese chimice, biologice 4,a. 

natural al numarului a Se;: Dotea /.ii In -a . 

• 

E~erclţil , 

1. Să se Clllculel.e caract('Iistic3 logaritmilor :tC:Clluali ai %l u Jlh: rt: ior: ~; ~7,38; 632,7; 5237,81 
0,024; 0,99: O,OOOt3 ; 54 ; 2.:71 ,002. • 

. Ştiind cti 19 2. ::::: 0,301 şi Ig3 """ 0,477, .s~ se eah..-ult'le: 
• 1 

Ig6 ; Ig 15; 1~32; Ig 30 ; Ig-, 
Il 

• 

, 

:t. Sl5e caJcult:ze cu ajutorul ta~lrJor d~ log&titmi , l"garitDlij l.C'Cimali ai urmAtoarelor " .... 
• - • mea: ; 

37 '9"0; 235; 99; 301; 1457; 1,231; SoI ,36; 1032.1 ; 2oTlfl ; 21'3 ,S6; 3S,074; 0,002863 11 
1) "- • - '1' .... 1-... {" "' ''' '' .- ") . 

1. Să se efec1\1e/e o pt:r~ ţii le : 

, 

- --
a) 1,4792 + 2,4,106 + 3 , OO~S; b) 7,0032 + 3,8265 + J,8.;02; c) O , ~J29 - 1.,2.\43 - 5,06} 

- -
d ) 1,4fi 4; --"'11 4 .:~7:52 + 5,210-4 - 8.3714. 

:"i, Să se dectuc:ze urmAtoarele operaţ ii, rotuniindu -~e cu 'o eT(,nre mai micA decAt 0,00001 . , -
a ) 22 14", 0.36 ; b) '4 ' 51203 ' 9,8; CI 1 ,0 2.\61 ' ( - ~) ; d ) 6 ,4\4 :17 ( - 0,2), 

H. Fol o< ind ta.~lele de logaritmi, si se calculue: 

a 19t' :! I.)1 ; L, Ig :;:i,:! 4 ' ; el Ig ' 21 ,4)1 . lr~,,"'5::;-lcl ; d ) lc'l'!a; ; e) h 'g:l7; 1) 1(~.0240,3J2. 
j'. ~ă '<.f' \',I]C'ulrle ::r CUll(lo.,ctllld logar itDlul 5~U 7~cimal : _ 

Il ) Ig x _ O,3ti253; b) Ig Jt _ .,00021; c) 19 x - -0,39285; dl Ig • - 2,54401 ; 

e ) Ig:r - - 1,O:!.'li ... \. 

ti. 5i ~e t" f~due /t' , ~1I 

1'l , 41PV~ , 7 ti 

ajllt. ,rnl L\h~ l ekr d e h"gar itmi , ufm:'ihJan:l e calcule: 

a) , b) 
1/07:1 ~ , 1.842 ' 

d ) {I 'VI.\ 1/. 

• _",.' ". 1 ' {lo 0 0 "", ) . ,--------'" "~" 1:1,89'(- 0 , 1":16) , ; c , , 
0 ,924 ' 1, 1471 

• 
, . , 

§ "", Ecuaţii exponenţiale şi ecuaţii logarltmlce 
, 

'. 

, 

, 
• 

~ 1, Ecuaţii exponenţiale 

J:rtUlfÎff (xj> (; t/ol /i a/ii t ·~tr () ( '(: lL,q i t . 

Iau o tC\lalit in rart' t~\t' {::xpont'nt o 

Altftl ecuaţiile I 3' = 2'-' , 5"-0 _ 

ÎIl C~Tt" 11CC\11l0Scuta l'stc cxpoJll'tll, 
rot]>" ,ie CMC COllţine nl'CUJl()~ut .. -

lunt tcuaţii t"l'Oncnliale. ' -
I < CI şi 2'+1 + • '~. ~ 320 , , 

28 , • 
, 

; , 
, 

• 

.. 

, 

l 

• 

• 

-

• 

v 

, 

• 
a 1 
COL 

, 

Di, 
ded 

ObI; 

ObIl 

fOf[ 

, 

• 



• 

,. 
I ' 

ta'pract~cl, cbel avem de .rt~lvlt o ~\I&tje 
~fell fl/laslud dl\"tl se SUbbt It UlII PJtC\lDI ti propridlţ.ile 
_Iwle, vom du~a ~-o r~ducem la rtz~,:aru llnor _ţii li •• 
r~ulă de b'Tadul IIlt AI F?U gradw~1 doilea. ' -
\ Uele mIIi multe ecuaţII expoueQţlaJe 5UDt-redul'tibile la forma ""~-J. 
cllu:>O,b>O,u,4 , l. . • -
DatoriI ii iu1ecti,,~t ă ţji fuucliei logaritmice, aceast ă ecua lie este: eţhivale!d. cu 

, 1 '0 • -
, fix) = log b = g 

Q . 19(1r' 
• 

• 
~ 

în RplÎC<1liile prac\ice, in acesle.lecuaţii b se poale de obicei explim8 ca 

pl1tCfl' el l11i"'tI, " - b = u" • , --
• • . -de unde' relnlt" ecuali a 

• 

fix) - 0:. - .. • 
, . , 

r l',mjl'u. !'l ... e ft' /.uh'C'_ ~cu J.ţ iile ~~ = Il " ; J Il.. 81; 5 l1 '-2-2 = 625. 

Vom aHa 22" 2' , de uude re,mlt.ă 2x = 6. adie:1 x = J. 
• 

Din t'lll"\l:J aZ" ... - RI, :~:(I' = ;l ~ . dld ll"lUi :!lI ,- ,, ::,! lI ~ 21 ~i deci ,i' = 2. 

Pentru ultllll;\ t- t'll .. qi e IJbţ ilH fii :; 1> - .. - 2 _ 54, dt-Ci,11 .1' - 2 = 4 , tic unde rCl.ulUi 

• ,l, I _ x -\:i O . 

. A't'em In {inal x} """ 3 ~i ,1 . - -2. 
• 

Dac:} llltr*o er\l~ţlt' de 'forllla (l S = b, /; 11U ~c pqate exprima _ca -PU1.f'Jf 

.. Illl a, "11111l'i eellaJia >e rl'zoly" folo,illd 1.beil-le de logaritDli, lmlnd , 
cout c~ , 

• 

x = 19. b = 

SA r V(lI,, ~m, de t Mm/lll, ecuaţi a IS' 

1!a t' ... t("" tI:lJi, .II ('1l1~ t:ll: 

, , --

J, 1. 

II( b 

Ig a 
• -

( 
\ 

1 

, 
aduc la [(Jfllla Jllai gel)eraHi al{s) = nd -1. 

• 

1~ 3. 1 

'11- 18 

l'Ll']e f-\.\):.lţii foA )1011<:.nţ i n le 5t: 
Din ace~ .... l;, f"\,:lIdţJt: ţîn ând cout 
dedu"'lJl: fix) g( x), cate apoi 

de illjecti\'itatea fUllcJiti e"pcnenjiâle, 

J nll,!I, il 
(J\li in. tii ;r - ti ~ 1') 

~t rezol\'ă, 

. ", .-' S" !'e le/ O l\'1:' e l' lI;l \la ., s::" 

:.!.T, dt-Ci 3% = 21, % = 7, • 

- , 
• 

I I O '. - -2~ 'l,T ~t , de tltu]( (C"( unUl.1'1 ' 

EX :"'l d «'iI.qll I XpOll(l1!iaJ(' calC 1111 H' pot ndllce 
for mf·l,. d ;"QHtt1 r .• 

• -
• 

~ 

• -

]a uici lHl8 dill 

• 

, 

-, 

• 

-

• 

• 

-



I 

• 

, 

• 

I 

& ... ut't ,,!tIPl' 

:!J 5T' _ 

, 

taJoOU·I,"tn 

-

-
I ' , ) J:. 
• , '\ .r " _ ~ . 

(~K + II 1,:1 şi 4t-c1 
, 

- Ig ~I - - Ig :1, • 
- le 3 

---:3~1 -;:-" ' ;! Ig - g - l' 

, <, ('.d,·ulearl apoi cu aproximaţie, 
, 

uou o hţ iUe1.ll 

I 

ICi _1 g: ; 
• _ ~ _ I 
~ . -4 ' .. $ 

, 
'.'Ilfe ::.e C..lku\~;\Iă cu 

• 
'! ~ !~j 

(, - 1 Ig7 -t' ( x + .! Ig ~ pr t n 

i ,.. i ~ 

I ' 
-, , , • , , ,~ • , 

.:, t ~ , '.! II!:: 
. 

I~ , -

.! 

-• 

" 7 ...... • 

Ig ~ 

,--
Ig 

, 

i 11 f IIUtl li H:'l:ll 
, 

, 
3.0~7"J'l • --'.!:!; O;~{hn.: 

Ig 
:;~ 

• .c , •• li ~ \ i',n ... ,ler.illl in cele re Ilt\nl'az \ ("cu~\ll' 

l\'ulrll It fe/n!\'\ ~Clt.lţ ii de :'I.e, .. l tip .\" .1 11\ Hh .... ,!v,\ 

., ,- - = 
11I·1i inUi 

"7" - -
, • d ' '1' n' .... 27'! ZI Il ;1 de-ci t ,IC'I', _<:,u_hlt lIt~f\ _ 

jlt'jH I C'l'e .:. f .~ n 

din.! ' "lh .; ' 

, , , 
• 

\ I 

t Î tiU 

+ 

= 

", 0 \)ţ1l1('111 

" ' .-" fi , ':J_ 
, 

Iti , • " 1 7. 

• 

, 

, 

• • 

• 

• - ,3, ,1'\ 7. - , 

• 

• 

• • 
• 

t o "lIet~ "It'_uţil, ,u~titllţia ef('clu:ll-\ l:l e ..... -crcqnd p reced":I''.. II,U. ~ p'Jll~ f ... cc- iEI' 

tllat Î I! {onl I I Tliţ: , I1.l. a (':t,·rl'iţiului. S' IU~:I1. nI.! l"X(,llIl) ~l,-! ~Ul ~ ţ:.(: t; . + 4" = o',"" 

VO Ill Illtp'uţi I\mhii lt'rJlIC'nl o, ' 
(II ~I '" , 

{~J+(;r= 

[* r " [-J ' = 

1 

I L .; ,<: 
, , -

1 , 

1 , 

() 

, 

• , 

, 
• 

... 
.,i (1~· CI , .. 

-1 I~ n!':l);u(>ce __ --:...!V..:., 
, , - ectlJl\lei Il obtinem .. ,a. 

, 
• 

Ig .J; J 
( ~ . , .' 

~ ;-) - V ' - ~I (h' rl \ • • , , 
2 • 

1, -
,1 • 

, 

• 



, • 
4.2, Ecu.,U IOl.ritmica 

• 

Erija/tiu "'tIUt/mire sunt tcualii în eate txpre~ii~ ce ClODtIu 
cuta apM ca bazll ~u ca argunlcnt al unor logaritUIÎ. . 

J}c u",,~u: 

. lO~'''I ( \+2) · 1;IK("+· -2) 3:1og,t5.'+3)-lgt2x+3)_1. 

/' l' . t f 1" I'olosiud in cctl\' ltn ca unc ICI e>:pouc\lţiale avem că, rezol"att;' unei 
ecuaţOi de tipul log,~.J(x) = b e,te echivalentă c!;I rezolvarea ectiaţiei fIx) = 

"" g( ~) ', Vom '1\'ea Însă grijă ca soluţiile obFnute să satisfacă Ji!) > U, 
g(~) > 0, g(x) # 1, (eutru care expresia log'l.if(x) are seus, . ' 

La fel ca la ecualiile exponenţiale, .în practică cînd avem de rezolvat 
o eC\lalie lo~arit),llic5, \'om proceda astfel riolqsiud diverse substitulii pre
cum şi proprietăţile iogaritmilor, "om căuta 5-0 reducem la rezolvarea UDaI' 

_ fcuaţii .illlple, de regulă, de gradul Îutâi sau gradul al doilea. 

, Ftempl.1. S l ~e rt;l.oh:t! ecu.lţia: 

locs(x' - 3x + 9) =' 2. 

o ,,\ iaelll ~ .• - 3x + 9 -=. r' ~ i deci 3x c:: 9, x = 3. 

- -
I 

, 

Deoarece ~ntru .s -= 3 t> O. tl'pre:.ia Xl - 3x + 9 este pozitivA., rezultA cA x = 3 este eo, 
luţie a ecuaţieL . 

Rezoh'are:< altor ccu'llii se bazează pc inlcctivitatea funcţiei logarit
ru{e, şi anulll~ din lugJ(x) = lug,.g( x), d<d llcem f (x) = g(~) , îll5ă avâlld 
gr ijă .ă punem condiţia fI x ) > O, 1.'1 x ) > O. 

L ,,,,.!Jlt. 1) ~. \ Se fe/t/h 't tCLl;qia: 

I~ (, s _ li) ", , . 
'Pt dU(fIJl\ ' 1, ). :; (h,,'i.\ 1 _). l~ (, :,d!l:1 .\) 4 

Oeea[l!ce Vt'ntru x, _ - 3 obţint"m :t - 3 <= -3 - 3 =- -6 <: 0, 

htt' "!Jlu\lt' a t'l'u.\ţid. Deci nUIU:lÎ .\ l"tt' 'jVlu\ic. 

• 
2 lg(.1-IJ 

• 
TU -81Ia'-l;) '.I,;,'jc' 1111 1111 dt, ];1 ilH':<.jut unllli \il ~1: 

, 

/ 

l - I n, \' . O. l',I,I\U :, ~"t. 'II','" o.plt~i :l t' 1~ \_1.1~·) ~ 

• 

• I 
,,' - III x - - 19 

'/ • fI - - l' *i d CI 

• 

, 
, 

x. - -8 na 

• 

, 

, 
• 

de unue ()lIţ'L' 11) l 
I. lt ... 'uţi! 

'lI .., (x 

I '. 

1) _ 11~ x. hin UTJll;ue 19 (x - 1) ':" 19 x , 
~ ' re,ulta. C"â t:cullţl3 datA un _ I '" O t:g;lli trltt: ce Il .J are 5en . 

:1, .1'" trll'I\t" t'nl"ţi:l 

, Ilo: (1' +. 7) t 1):: p.t + l ' " .. 

2 ~I d~<i 

, 
, O, (\''''11 . 

(.1 + 7 ,\:h + 1) ,.. 10' - 100. 

• "i 

• 

I 
, 

,1 

1 31 
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• 

\ 

, 

J .-

• 

• 

• 

• • • 
• 1 • ecu"~'ei 4 •• ,. , 

, n,ou_ - :t < - r. 
3 

obţ inem că 3 e.st, s iugura ~ol uţie 

• 

-

• 

• 

pr~ed~f.l Li. nu esle echi\'a lcntti cu ecuaţ i a _ , 
, 

-
-

• • 
care are d uu.! soluţii X l -= 3, 

l ~ ( x + 7)(3« + 1) ~ 2, 
3 1 • 

x, "'" - . d-.:oarec. pentru am,ândr7Ul aCeIi\e 
:J. 

x, Ig (r +'7)px + 1) are ~eus .. , 
4} Si ~e rel.olve ecuaţi a 

-
• 

log; r - 3 log,.t' - 4 = O. 
• -

, 
, 

• 

~vem oonl{;ţla of ::;" O şi f:i.dnd sub ... ti luţia l(l ~,x '"" y, o uj.incfn yl - 3y -
y, ".. - 1. DlIl log,r = 4, obti nem x:," r =::II il , i tr d lu !oC3 .t' = - 1, 

1 • 

5) S \ 'I! rel.olve ecu::tţi a 

- .~ ~ -, 
\ " .. \" ',' i- - ,., , 

. ~ 
• 

t'l ~ 1 "~o felOl\" ('. li !ţ . l 

lJeo\f\·\.....: I .• ·ţ ., 
1 

\ 
(.hiilh'l:l \ 1- ~ 

U'lll ne x ;p r ~. 

'4-~ i. ~:!. rC/olve eI.:U~II,I~ 

1 S.lII ~ I 

• 

• 

. , 

a iI,I/ei , 

10 ' 1 1 .. "ţ 
I-o - ,..' 

\ ,."',., - .. 
• 

. , _. 

I 

\ (){)O.· 

• 

I l-: Zlg;.l 

1 ti ~ , 

• 

\ ' -= • o , dec: 

, 

, 
4 _ O n~_, 

. arq;l , 
, ,_, I 

obţil)em. ~ ~ 

, 

-

\ 
• 

• 
• , -

• 

• 

• 

• 
16g, .... t~ 

• 

{,(.g Irilmâ tH\ , obţinem. o ecu.ţie edd-
• 

:L :\o l.\nd 19: .r 7" Y. ueal)' + 

x ..:. 10', ~ - ... fi 1111 I , , 

~ ) , ~st eme de , 
• 

• 
ecuatii cxponcn lialc l i logaritmice 

• • 

ar"late llllf erior, la 

l 
:.! U .; \h ~' 

JRI1r < 
32 
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...... ., .... II.". MI-II .,...-. 
• 

• 

{i"~ _ i Ut', 

a-+' _ ." " 

{
6Y - 3 _ b + 7 • 

11+,_4*-3 

dl..'Cl 11 _ 2, )' - :) ~l 901a.ţla sIstemului este perechea (2, 3). 
2) Sl se rezolve slsumul: 

• 
• 

• 

{
X; + y'. 425, 

Ig. + Igy - 2 . 

Obţlne.m pe rbd sistemele echivalente , 

• 

.. + y' ~ 425. x' +)'. = 425, 

s. y !> O; 

xy = 100, 

Z , Y > O. 

• 

• 

• 

Acest sistem simetric t1 putem rezolva pe căile cunoscute din clasa a IX-a : punem r- x+1. 

p _ lIY şi vom avea 

{

SI - 2p = 425 <C> ls' = 625 :. {S = ± 25 

P = 100 1 p = 100 P = 100. 

SI.,tC1l1ul dll soluţiile (5,20) şi (20,5)" care satisfac şi l' - 25 . 

p = 100 

condiţiil e de existenţA 

{
' = -25 

Il sistemului i n i ţial x!> O, y»O; sistemul d~ soluţiile (-20, -5). (-5. - 20) 
p = 100 

• 
care ou convin . 

, 

04 .-4 . Inecua,ii logaritmice li exponenliale 

Rezolvarea ine<:uaţiilor exponenţiale şi logaritmice se bazează pe pro
pnetăţile de monotonie ale funcţiilor exponenţiale şi logaritmice. Am 
\'ăwt că atât funcţia exponenţială cât şi funcţia logaritmică sunt crescătoa
re dacă baza este supraunitară şi descrescătoare dacă baza este subunitară. 

Esemp", II Sil se rezolve inecuaţia: 

ll\"~ulţi~ se scrie 
(:.\ ... > 2, 

311 1> 3' şi deoarece 

8" .... 
funcţia f R- n , f(x) = 3- este cresci1toare, re7u1tă 

" 
2} Si se re;.ol ve Îuccuaţia: 

1 D, nrece __ 2-' {nceuaţia se scrie 2~-4. > 2-1 care este echivalentă cu Xl - 4.l > - 3. 

R 
, R~mlva.rea Inecul\ţl.l ;fi' _ -4;11''' 3 ~ O dii pentru" valorile posibile s Ei! (-00, 1) U (2. +00 ). 

]J !i:1 #" rc;.o!ve iuecuaţia: 
log I (2. - 1) > -3. 

-• • 1 

_ 3 _ log: 27 ,llnecua.ţla devine log 1 (2s - 1) > log I 27, Deoa.rece bau -:;. 10-
1 -- ~ . .' 

33 
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• 

, 

............ (IaolCIa ,: .... IW - l1li. , 
.. _ 1 < 'rI, adiel • < 14, ta .ceI,,1 timp, elia ~ .. 

1 
2 1 .. O adiel. 1> -. Deci, obţi.aem peat.ru. • 

....... -. 2 

Exerciţii 

b .. se rezolve ecuaţiile (ex-etciţii1e 1-11): 

1. a) 5- = 125; 

h) 4- = 1024; 
1 

e) ~. """ • , 
7'29 

d) 25- .." 0,2; 

e} '1!+\8 _ 32; 

1) 8"=16; 

, 

• 
g) 6-· - (2118. 
bl/ SO - re, 

• 

2, a l (H -(+r ; b)(:r(H = ~: ; 
e) 32.s-1 = 81; d) 2·'-"-1.1_ , 

e) a(s-2){s -3) = 1 (a> O, ~# 1). 

3. il ) 

d ) 

5- -+ 5. + 1 = 3750 ; b) 76 - 76
-

1 = 6 ; e} 3.-1 + 3,,-2 + 3 .-8 = 13; 

7.+ 2 + .. · 7.1 - 1 = 3 47 ; e) 3.+ 1 + 5_3,s-1 - 7 · 3. + 21 II::: O. 

4. al 4-/.1 + 1 =6 .t .~r/· + I ; b) ..JSS - l = ţi 42-. ; e) 16 V {O,25)"-: = 2"/*+1, 

li. Il ) Sh - 5" - '600 ::..: O; 

bl 9' 3' - 6 = O ; 

eJ 4- + 2"'+ 1 = 80 ; 

dl 3' + 9,- 1 - 810 = O; 

" - 3 el '. - -- 5 .. - 1 • ~ . - t 

I ) ( ~rl + r~r' _1,2; 
g) 32";;- - 4~3";;- + 3 = O; · 

h ) 2 . 25 ' z::II 10- + 4' : 

1) 3 . 4' + 2 . 9' - 5 . 6' ; 

IL a) J·2· = ?·3' ·, b) 7 · 2' -_ <. · 3' ·, ) Il ' 17' d ) • •• (a - O ... O .~ t)1 - ., c _ ; a-~ ~ ," ," 

7·'1 Ig' = lg2 ; b) Ig.- -lg2; e) 

2 Ig .; ,1, -:-:-,"-''-
·1( " - 1. g ::l% - 4) 

- 1) _ log.(.' - • - 16).1 
• 

• • Il ) 
10g' _ 1 (. ' - 5. + 7) = 1, b ) log, 2 _ log,3 _ 2 ; e) 1°1,(' + 3) _ log,(" + II, 

l I 1 . • 
- lu'x - 1 1 " 12 o ;\ - 4" g x ; b j 3 1g' (x' ) - Ig • - 1 _ O, e) 2 Ig'(.') - 3lC • - -

, . Il ) 

d } .. I()~ : :;% - 7 !og3};X + 7 -= O. 

34 
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• 

• -a.. II"'-Ie .. 

{"'+,-_Ml. 
al 211*+21Iy-2, 

el (O-Y-80. 
1.0+lly-31 

., - .a, 
e) 

;",_.f: 

13. SI se rezolve iDe<!uaţHle: 

al Ig (x' - 3) > Ig (. + 3) : 

u. SA se rezolve inecu.,ţUle: 

a ) log,(9 - 2-) > 3 - • r 

U. SA se reZolve ÎnţCuaţia 

b {9"+' - 7., 
) 3e-,-I_ 1: 

.) 
{ •• _,._O. 
2--4'-0; 

• .'" - ,. . • Il yr. .... %'1, 

• 

• 

b) 19l .. - 21g" - 8 .fi; O; e) (0.25)·-' =s; (~)' 
. 16 

b ) Ig2 + Ig (4'-2 + 9) .. 1 + Ig (2'-' + 1). 

• 

3'+4·<i5 . • 

U. Si se rezolve- ,i d. se discute dupl valorile parametrului Q, inecuaţiile' 

b ) l ogllx + lo g:ll (x + 5) .. log.O,02 <i O . 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

, 

• 

• 

, . 
• 
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Inductie matematici. 
• 

• 

§ 1. Inducţia matematldl 
• 

1.1. Noţi u nile de deduqie ji induqie 

Propoziţiile (în sensul logicii matematice) pot fi dalate în p,~ 
gellerale şi propoziţii partiwlare. Astfel, propoziţiile I "In orice triunflld 
. lItIla măsurilor unghiurilor sale este egală cu 180°", "Orice număr' a cărui 
ultim" cifră este O sau 5 este divizibil cu 5", cale a u un caracter gene\"al, 
suut propoziţii generale. î)'să propozil·iile I "Suma măsurilor unghiurilor 
triuu~uilliui ABC este egală cu 180°", " Numerele 1980 şi 1985 sunt diyj· 
.ibil t' cu 5" sunt propoziţii particulare, de fapt sunt, respectiv, cazuri par· 
ticuhtre ale propoziliilor generale de mai Înainte, 

I',ocedcul prin care din propoziţii generale se obţin propoziţii parti· 
clll."e se numeşte deduc!ie, 

Uua dintre trăsăturile caracteristice matematicii şi altor ştiinţe (cit 
exemplu, mecanicii teoretice, fizicii teoretice, lingvisticii matematice) eIIe 
' OIhlrt<cl,a ded"clivă a teoriei, prin care toate afirmaţiile decurg, ape!&04 
la d t'ducţie, din câten principii de bază numite axiome. 

Dar deducţia nu este singura metodă de raţionampnt ştiinţific. Ia 
aCl'I"Şl tImp cu aceasta, în matematică se trece adesea de la propoziţii par
t,clIlare la propoziţii generale, adică se fac raţionamente inductin,I 

Prin. i"ducţie se în (elege o metodă de ra ţ ionament care conduce de II 
propollţll particulare la o oarecare propoziţie general il. , 

Să d"m câte,'a exemPle I 

I Să calculăm SUl1lde succesi,'c de numere naturale impare I 1, 1 + s. 
1 11 3+5,1 + 3 + 5 + 7, 1 + 3 + 5 + 7+ 9. Obţinem, respectÎ\', 
re c 1 = l' 4 - 2' 9 3' 16 . d ' - , ~ , = 4', 25 = 5'. Obscrv ll.m cll. in toate 
COlhl erate S\lma ~st lă ..1 

d . . e cga cu păt rat!l l n\lmll.rului termenilor 6"m .... 
mo natural se poat _a 
1 ' C preSup\lne că ac~oBt1I. proprietate ar putea ... 
ac p"ntru onte astft'l d x ( • • • 

. e 5UI11" avâlld oncât de mulţi termem), 

36 
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• 

• 

, 
• 

}ipoteza) ooaatrlle poatelormula astfel: Pentru orice numAr uat .... l. 
ate ~ egalitat~1 -

I + 3 + 5 + ... + (2" - 1) _ ,,', (1) 

.stfel cele cinci cazarl particulare ne-ati sugerat o Ipoteză, care dupA 
nm vom arăta ill contineare la punctul 1.2, este adevărată . 

Il. Fie trioomul • 

I(x ) = x' + x + 41. 
• 

Inlocuind pe x cu numerele natura le n = O, 1,2,3,4 , 5, obţinem I 

1(0) = 41 , 1(1) = 43, 1(2) = 47, 1(3) = 53, 1(4) = 61,/(5) = 71. 

Obseryăm că 1oat -e "a lo rile trinomulu i obţinute m a i înaint e sunt numtre 
prime. Se poate emite ipot eza că valoarea trinoDlul\l i W) est e numă r prim 
pentru olÎce u umă r natura l x . 'l'otuşi, această ipoteză .c:ste falsă, d('o,Hece , 
de exemplu 

1(40) = 40' + 40 + 4 1 = 40(40 + 1) + 41 = 41 (40 + 1) = 4P, 

care nu este număr prim. De fapt, x = 40 <.:ste primul număr uatural pentru 
care I(x) nu "te prim. 

3. Matematiciallu l frallcez Pil·ne Ferlllat (1601 - 16(5) consider. nd 
numerele I 2"'+ I = 3, 2" + I = 5, 2"+ I = 17,2 ' + I = 257,2"'+ 
4-1 = 65 537, care su nt nUlIlt.:lt.: prime, a tras concluzia ca pentru orict.' 

număr nat ura l 11 numă r u l 22tt ~+ 1 este prim. E l DU a reuşit să v cnlJl.t: 
dacă pelltru II = 5. llUlllăru l 2·' + I = 4294967297 ",te sau uu esle pr im . 

însă, Illatemaliciauul şi fizicianul ehqiau Lconard Euler (1707-1 783) 
. a arrltat C.l acest rUll1ăr, DU (stc plllll, Jllai tJH:cis: 

2" + I = 641 X 6i00417. 

Ulterior s-au găsit şi alte 'Hlori ale lui ", " = 6,7 , 8,9, II , 12, 18, 23, . 

86.38,73, pentru care numărul 21 11 + 1 nu· este plim. 

4. Matelllaticianui polonez \Vacla\\ Sielpin5ki (1882-1969) a emis 
iPOh:Zil că 1l11IlJărui 991n2 + I IlU dă l,ătrate pcdcct<.: pc"utru n natural. 

ACt:a~t;l 5·:1 do\Oedit a fi fabă, Cl'l mai llIic număr natural 11 PL"tltrtl care 
le OtJţilll' p~llrat p{"fkct fiin d lin număr fOfmat din 29 de cifre. 

5 ))in mica teorelllă a lui Fermat (aplicaţie, pct. 3.2, § 3 d,u acest 
capilnl ) f('z,tlltă că dacă P ~ 3 t:5te llU număr prim , at unei 2!- 1 - J se 
divid," CII p. T ot uşi O I icar<: ar fi lltlJlIii.rul pri m p < ]000, 2J'- 1 - 1 nu se 
diVId, · ('11 p'J.. De aici ar putea 1lI 111:l eri, În genera l , pCI~tnl nici \111 I ll1111:1 1" 

prJtll jJ,lIlll11rlfll l ZI' 1 _ 1 11 11 Sl' di"i dc CU p2. Totuşi ~·a ;u:11011 că 

elot' , I ,e d,vidl' Cll 109:3'. 
l':xf'lIl)Jlt lc d e mal !-;us arată Cţl ac('(:aşi metodă de r~lio ll allltllt conduce 

tn Uf1t'h~ l'al\lri la pl opozi ţ i i adev~rat(' , ia r in a lt !'le la plopolil11 false. 
DeoarcTf' prlll accastă 1l1dod :i concl uzia se trage dupr\ COllsidcrar('Q cit orva 

• ""B7 

• 

, 

-
• 

• 



• 

• 

" nu a tutoror cazurilor posibile, aceutl 
numeşte i"d"'l" ."co",ptet4. 
luducţia illCOUlplctă, după.cum alli văzut, uu c~uduce 

." d ărate dar este folosltoal e, dl'()al ece pNIDlte Iiă le poztlll a c\" • . ... . 
presupunere, care după aceea poate f~ cOllflflllată sau JUflrmltl. 

Câteodată însă, o astfel de metoda de I aţlOllumcnt poate si 
studIind un număr finit de cazuri, la epuizarea tuturor 

două (xemPle în acest sens I 

1. Să se demonstreze că fieca re număr natural par n, unde 4 .. "" 
le poate scrie ca suma a două numere prime (care pot fi şi egale). 

Pentru demonstraţie să considerăm fi ecare din numerele pare CUPI 

Între 4 ~i 20, A\'clH~ 4 = 2 + 2, 6 = 3 + 3 , 8 = 3 + 5, 10 = 3 + 7, 12 
=5 +Î, 14 = Î+ Î :16 = 5 +l l , IH=Î +ll,20 = 7+13, 

2 , Să 'e demonstreze că pent ru o,ice l'oll cdJ u regulat este îndejlliuitJ. 
rdaţl,. l' - ,Il + F = 2, unde [' c;te Illlln,hul \' âr furilor, M este uumitul 
lllU("hi:lor, iar fi t'stc n umărul f\..'ţdu:-. 

1\ '111 fU dUllollst raţic, est<: SUf:Cll'ut ~~l cOllsid er:u lI numai cinci cazuri, 

ş, "!"l1Ile: tl'tral·dru, octoedru, cub, d"dl'cacd ru, icosa cdru, deoarece nu 
(,'Xhtd. alt(· poli<:drc.· H'gulate. P<:l1tltl :H.l':-.lC' ('i nci cG7 uri afirniaţia se veri. .. 
fid dlll'CI , deoarece pentru tetr aldru: l ' = 4 , fir = 6, F = 4; 2,t'ntra 
octol'dl": l' = G, !Il = 12, F ~ S; 1'1'lll1U cub : l ' = 8, M"", 12, F=8; 
pl'lItru elodl'caeelru: V = 20, M = 30; F = 12; p"lltru icosacdru : V = 12, 
AI :;0,1' - 20, într-ade\"lr, l'lutlu toale "de ci uci poliedre avem I 
l' - M + [. :!, . 

(l a ... tfcl dl' llll't(ld:l de laţioll ", mt'j. ~. ill ear(', ('l) l1 clttzia rezultă pc baza 
C\.':l\:t:Ull tntttlor cazurilor, ~(: nUtnl'~lt.' induc/ie cnmplclă . 

• 
12 Metoda inductiei matem.1tÎCe 

• 

IIH.ltll'ţi~l cOlllplttă are un d01llu'iu It~tlâJ1S de a plicabilitate În mate
ILa'. că Ill' Jcgul", propoziţiik l1Iaklllaliec oe I ciNă la o mulţime infinitl 
dt..: elt'l:u'ntl..' (ele l.:x<':lllplu, t1luJţiIllf...'a t111l1l('fclor Il a t ura le, mulţimea DUm,.. 

relor primI', mul\imea policdrelor ş.a.m,el,)· şi uu cste posibil de cousident. 
pl' r âll r1, tOd t t· aCl'ste.: e1C:1ll('l1t (.'. Ex i sl;\ j IlS:1 o tIl C' t ()(jlrl de a fa ţioua, care 
inlflcl1it,':;.tl' allalll.a, dl" altf<.:l imposibil dp !ca lizat in practică, a unei 11\oltiad 
int:lllh' cii cazuri (u dtllloTlstnu va fapt ului că , d acă o propoz.iţie eate 

- adt:v:11 Lt,l Intr lIll caz, atullci l'a se c]O\"l'Ol':;.t l' a fi ndc\'ărată şi in carGI 

care succed .. acc,t ni,l, O astf<'i de melodi. dl' l .l ţionamcnt le numeşte ,,,l'" 
mfitnnrltic Î. 

(i]'(,11 "1) 1.><\1111 in paragraf\ll 
~ I are lor r~tllilal l'a I • 

1 j. 3j· 5 j ... j. (:!/1 1) - II', 

• , 



, 

• • 
SA notAm u P(II) eg .. litatea (1), ptutru n"mlrul natural .. 

faptul eli P(I), P(Z), P(a), P(4), P(5) sunt ,adev.lIrate, Inseamnl 
tatea (1) ar~ loc rcşptdiv penllu ti .. 1, ti = 2, ;. = 3, ".- 4," s= 5. 
cum .il urllt"t În valO'b'fuflll I'rtcldll,ll. '. . 

lntrucât P(5) este adevărată, 1 + 3 + 5 + "7 + 9 = 5', awm 

1 ... 3 + 5 + 7 + 9 + 11 = 5' + 2 . 5 + 1= (5 + 1)' = 6', 

adică l"~te ade\ ilrată P(6). 
Astfd, am demoustrat că dacă P(5) este adevărată, rezultă că 

• 

este 

• adevărată 1'(6). 
Să elU )lbtrăm, îu acl!laşi mod, că pt.;ntru un număr natural oarecare 

k " 1, anII) P(k) = P(k + 1). 
• 

ACl'~l';t~l inscallll1ă că d in l:galitatea 

1 + 3 + 5 + ... + (2k - 1) = k' 

s:\ ftznltc t:galitatla 
1 + 3 + 5 + .. ' + 12k + 1) = (k + 1)'. 

lntr-ad<:\'ăr , 

1 + 3 + 5 ... ... + (2k - 1) + (2k + 1) = [ 1 + 3 + 5 + ." + 
+ (2k - 1) 1 + (Zi< + 1) = k' + 2k + 1 = (k + 1)'. 

Astkl, egalitatca 1'(11) (sto adl\,uată peutru " = 1, ;al d;1l faptul 
că ea l'stC' adeyăraH\ pt.:utru It ::. k, rtzultă că ea este adc:yăJată şi plntru 

lI ~k+ 1. 
At unc; P( 1) = 1'(2), deoarece 2 = 1 + 1 ; 1'(2) = 1'(3), deoal ccc 3 = 

= 2 + 1; P(3) = P(4), dwareco 4 = 3 + 1; P(4 ) = 1'(5), deoarece 

') 4 + I ş.a.m.d . . 
.. l'.\I"l' natural că iu modul aCt:sta se l'oate ajunge până la orice număr 
n, a lică PIn) este adL\ărată pcu! I li orice" " 1 ; deci raţi-onamcntul făcut 
parc ;,;onvingător. Acest raţionamlnt este riguros din punct de "edere 
matt:lIl"'lC, deoar~ce este un caz. particular al unui princlpiu de bază al 
malt'lL.1 lcii, numit PlitlctPiul illductici matcmatice (primul princiPi14 de 

l/Id"!/, ). 
AI't'~1a :->c formult:ază astfel I 

/)il'ii. o propoziţie P{ll), n jiltld un l1umâr natural, este adtt'ărală pentru 
Il O, şi, din aceea că ea este ad, "vărattlpcnlru n = k (uude k esle 1111 flumăr 
natural ourecare) rezu!lă că ca estc adfi.,ărată şi pentru 11um ărHl nutural 
tJ k.,... 1. atunci propoziţia p(n) eslc adl"'fJărată pentru orice Humăt un/m-al ". 

In arltmet idi ,e pune in evidenţă că principiul inducţie] I?att'ID.1tice 
(CJh~t 11 IIi.' una dit1 axiomt1c d( l)a,:1 ale arifmcf1·cii fl1murelor "alura/r , B \ and 
DUtIIHrl, (' aplicaţii. Ac<~t pJincipill ne dă metoda de d(lllOns11aţie nunlită 
mllodti 1uduc/id ma!rmalicc. 

1-7c / '( '1) O propozitie care dcpi'ldc de un număr , .. Iura/ II ;,. III, III 1ii'1/1 
-un număr t!alural fixat. ' 
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~lfIlr"/ill pri" metoda illducfiâ matematice /1 

IM •• , ,'ape: . 
1. S. veri/ică mai '"/4, că P(In) este adtt'ăraI4. 
2. S. presupu ... că P(k) esle atkvărată şi s. de,mlllst",", el 

•• 1, atJeuărală, k /iilld UII n", .. ă, nal",."': ~ m (ad,,4 P(k) 
Dacă ambele etape ale demonstraţ,e, SUllt veri/ten/e, atunci 

P(II) este adevărată p..,tru orice ",,,,,ă, flalur~l. n ~ m .. . 
Intuitiv,. această ;:netodă d e denlOnstra~le se justifică astfel. 
Din P(m) adevărată şi P(k) => P(k + 1), pentru Ollce k ~ m, 

P(m + 1) adevărată (k = trI ) ; ~po i luând k = In -: I se obţi?,e că P(_ ... 
este adevărată ş.a.m .d. RaţlOnand " dm aproape IU aproape deducem ci 
propoziţia P(II) este adevărată pentr u orice număr natural n ~ .... 

Metoda ,nducţiei matematice arată că egalitatea (1) esle adevărItl 
pentru oric<..: număr J)atur~l n ~ 1, d",;oarccc t-a est e adevărată pentrw 
m ~ 1, şi dlll P(k ) rezultă P(k + 1), pent ru k ~ 1. 

Observa/ ii • 

1) Il""" "'Cl're să demonstrăm d P' OIKJ7ijla P (Il) est e adevărată pent~ 

o rice II ~ '", m fiind UIl număr nat u ra l fixa t, p rima ela p~ a demonstraţiei 
pfln induqie matematică constă În \l'flfic'''l'a fapt ului că P(n) este ade
vărată p('lItru Il = ti! şi nu pentru alt lIu lll ăr na lura l. Este posibil ca 

pentru lIU lller{'!e tlaturak mai mici dl"cât 111 plopozi lia ~ă fie falsă, sau" 
DU aihrl St' ll 'i. 

2) Cele dtlll:' dape ale d emon,>t rallei prin molod a il1ducţiei matema

ţice suut la fel de itllport ante. în paragraful preced el1t , cOl1siderând exem'" 
plul/(x) t' + x + 41, ne-alll l'C!1l\'11" e" o propoziţie poate fi adevăratl 
pentru lIll tlllllLh de cal.uTi particulare, ndiind adevărată În general. Acu' 
exemplu alat" cât d c illlportallU, bte ctapa a d oua a demol1straţiei priIP 
mducţie lIlatl'lIlatică . 

.. Nu ill...;(!amn,'i că prima <:tap:" c: .... t(" mai IJllllU illl por~ntă decât a doua. 
Iata un eXClnplu care arată la ce conclu71e a bsurdă se poate ajunge, daei 
se omtte prima etapă a demonstraţlci prin in d uc ţ, ic mat ematică. .. 

S,o, :Olh:dll 'lin propoziţia P(II) I 

,:?ncl.! llumlr llatural 1Z este ('ga l cu succesorul său". 
k S.l [>rt"Ul)]lll(~lll cii P(k). este ade,",,,ată , h fii nd un număr natural adiel 

k + 1. Adullalld I la !ic'carc mOlii 1" u a l ('ga li tă ţii k = k + 1, rezultl 
k + 1 " + 2, adică P(h + 1) e,te a d (''''ilati\. E t apa a doua a demou
stlaţ"'1 a fo.t !'f('ct, t" t t'" • • 1 d lr ' la a, o UŞI propOZ1ţla IlU estc adevarata. utr-a eV • 
pentru ,,= () }'(,,) IlU ·t d • • . . . tapi , cs e a ('varat", d t'O" rccc O,,;, I SI d eCI pflllla e 
a d('lllolls{laţl(.j lri . d' . ' ') II 

I n III ucţ,,· n lat ('mat Il' ii llt. ' pnne că P(tI ) este fals, 
Mctrrd .l lll<llll\]('i t . . . ă Ba . , ma ('11latll'(~ arI' {) lalgi"'l II t il ll'a rc in luatl'luullC . 

poat " fi 1"1" ,,t~, h 1· I " __ 
I ;-. '. ra Cli :1I (a d(' SIlim' SI p rOd\l Sl' la d r lllouslrarea u~ 

ega Itall ŞI 1I1t·~',lit:'\i· I ' ... ' ti 
etlt' . . ' III pl<) ,k<11(' <l e olvlIl! ,,!tt Qt e n llumerelor, VaDI 

C"I,;,l (·Xt'u\ple 111 ('ilr ' 1" 
r C tlt l lzal11 11 It Ioda IlIdu(' \ ic m at ematice. 
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• 1) SI II' calculeze uma 

1 
+ 1 • 2 

1 

2·3 

~utru orice numar natural" ;;. 1. 

• 

1 1 
+ + '" + • 

3·4 lI{fI+l) 

501M/". NotAm .w:eBstil suma cu 5., Ca IA stabilim expresia lumt:l 5 •. calC'UI" _ 
tu c.tev .. Clu,url porticul(lr~: S1 . S,. S •• S •. 

CQfslderlnd aceste nUlS1ere formulAm ipoteza şi dupA aceea peutru dt DlOnstr., .... 
(Ol08Îm melodn Inducţiei mnteulUtice. t# 

1 1 , 
S, - -- • 

1 ' 2 2 • 

1 1 1 1 1 2 
5, = + = S I + =-+ =- • • • 1 · 2 2 · 3 2 ·3 ? 2·3 3 -

1 1 1 1 2 1 3 
5, = + + = 51 + --+ -- • , 

1 • 2 2·3 3·4 3 . 4 3 3 . 4 4 

1 1 1 1 1 3 1 4 
S. = + + + = s. + -- + -- . 

2·2 2,3 3 . 4 "' . 5 4 · 5 4 4· 5 5 

Cercetlnd aceste sume observAm cA numlirAtorul este indicele sumei căutate, I~ II ... 
ruitorul este succesorul sAu. tn acest mod, formulAm urmAtoarea lpoted I 

Pentru orice numar Dahual n ~ 1, are loc egalitatea: 

1 
--'-+ 
1·2 

1 • _.-:1_ + ... + 
n(n + 1) 3 . 4 

n 
= --"-

" + 1 

• 

• (2) 

811 notAm cu P(n) egalitatea (2) , pentru Dum1irul Datural n . Demonstrăm cA P(.)eete 

adevAra.ta prin metoda inducţiei matemati ce. 

1 • 1 
1" P(1) este adevArată, deoarece S. = - ,.,., 

2 1 <1> 1 
• 

2" Demonstrăm cA P(k) o:> P(k + 1): 

, 

-=1,-- 1 
SH I - 1. 2 + 2 . 3 

1 1 
+ 3·4 + ... + -~-(-k':'+-I) + 

1 i 1 

- S •• (A + I)(~ + 2) - + -
~ + 1 (A + I)(~ + 2) 

h + 1 k + 1 - ~ , 

~+2 (h + 1) + 1 

1 -(~ + l )(k + 2) 

k'+2A+l -(k + I )(A + 2) 

Ambele etape ale demonstr~ţ iei prin metoda inducţiei matematice sunt verificate. Prw 
armare egalitatea (2) este demonstratA şi deci 

1 
-=-+ 
1 . 2 

1 _~I _ __.:.1 _ " 
+ + ... + - n+l' 

2 ' 3 3 ' 4 ,,(n + 1) 

p«nlru orice numl\r natural ti jia! 1. 

2) SlI. se dcmollslH,' 7.e cA pentru ori('c ti ~ 1, Qvcm 

I I 1 1 1--+- __ + .. , +_':-
23" 2,, - 1 -

1 I 1 
---~- + + ... 

2" "+ 1 "+ 2 

-

1 +-, 
:Ia 

u 

• 

, 



1'(.0) : 

1'\ + 1): 

• 
, 

...... _ .p(.) eaa1ltlltc:1l (3), I:J<:nt..:u Du.mArul aat 
11 lUat ... 

I Clputehl (3) d viue 1 - '. - ;: ~I d,w! l'Pl t"!>..- d • ' *' '" "'C il. .. v .Ir aU 
cA P(l)" Pl' + 1). 

1 I 1 1 
1--+---+"'+ 2 3' 2. I 

I -
2. 

-
1 

- I 
~;-l1>'···+-

2. 
1 1 1 

1--+---+'" 
1 I 1 

+ --'~ - --+-~ 
2A: - 1 :lll l I/, + 1 

I 
-~-c'-

2(' + 1) -2 3 4 

1 - --=-'+2 
I 1 

2. + 1 + ·2-('-:'+-1)' . 

8 N.lDd Ilk'mbru cu m.embru, prima egalitate din a doua obţinem egillitatu 

1 1 1 1 1 
_:.- - - + 
2' + 1 2(' + 1) 2. + I 2. + 2 • + I ' 

(3' 

\3"\ 

.,. este evîdo:nl adevăratA. 
r.7pma' d d3C.l este adevărată egalitatea (3 ') atunci este ad~vAratA şi egalitatea (3'\ 
Cnwm IBI:todei inducţie! matematice rezultă cA egalitatea (3) eo:.te tndeplloita pentru (J r·ll.~ 
... it oatural " ~ 1. 

3) 84 se dotwonstTe.l.e c11 dacă 'X> - 1 iuegalitatea 

(1 + ' )' .. I .. "' (4) 

.. acteyltaU. oricare ar fi numlrul natural n.· 
Dmum.>J'tJ/". Să noUm cu P {n) InegaHtatea (4), pentlU nun.lrul 1J.atnrll ti. 

P Ptatru ,. = O, avem (1 + x)' _ 1 + O . , - 1, deci 1'(0) f.~te adevlratl • 
• 2° SA demons.trthn P(k) ... P(k + 1). • 

Iama1tim. ambJi membri ai inegalit4ţll (1 -It s ). > 1 .. h I"Q 1 + II . c.-.u.. 1 + K > 0, 

_al iDf'galităţi~ DU se scWm.b1, deci: 

(1 + .)0+1 ;;. (1 + kx )( 1 + x ) ~ I + h + r + k.' 

Deoarece h ll jaJ O. cu aUt mai mult avem: 

UleI 

(1 + 4+1 >- I + kx + • . " 1 + (k + 1},. 

\ 
(1 + .»+1 ;;. I + (k + 1) •. 

C01l.form metodei. inducţiei m,at.t!m.\lice rc /.ult.'\ Îo cg:\l.t."l.l a <-'\ pf.:tllru orice !!ll '~ r 
•• tural 

4) D" .. -o. dcm.>1l.Streze el n' - n se divld~ cu 3. {Xot.tn orI« nu~lt natutal II. 

DlmtMstrnli" Nou'm cu P{n) propoziţi:\: d,. _ ti' _ ti ~ di\'"id.! cu 3. 
uDe<unece ef, _ O - O _ O. atunci Pf11tra "_ 0, ~ ~f' ill b· ~ 3 ad,!." rl,11 este 

ode.lrotl 
\ 

SI delllOb,trllll P(k)=oP(k + 1), adie.\ din: dll se d ivid, CI 1.!\!l ll"Ult( el d,ttl ~~ 
• ..w. CU 3. 

tatr-adevat , • • 
da+! - (A + 1)' - (k + 1) _ k' + ~k' 1- :\k I 1 

- d. + ~ (;.' ti.) 

• 

11 t .\1),' + .Ii) 

\ 

• 

• 

\ 

, 



• 

o~ •• ,v .. el ".+, toate: o .wnii ~ d ,i tetllkul. Primul termeA al • 
cu S. Iar al doU.a tleJQkU ~t~ t'\'1du~t di\"Iz.1111l cu 3. Prlu urm"e-, liezere --
d. t I 'le djvl~ tu' 3. ae unde ti d"+l se w\lde cu 3. Propoziţia t'lte 4t"',-ut,rat&. 

6) Sl le ddnunstJ:l!/~ ctL numlrul ftwcţH10r d(>(inlle pe o mulţime cu " elc"".m" taU .. 
iunl Hme cu M t'lew f11te dtc 114-, 

DntlomS"jjlie. Pie A _ ta a a ) <\ B {b b b 1 duuă tUul\imi •• b4 , . " ...... ", 1"""''11 • 

" . respecth "1 clemtnlt. SA arlltilm că num1i.rul funcţiilor definite pe A. cu va}(Jri 10 B 'cate 
'u t. ~mon:olt.ră1lJ. prin metoda Inducţie! matun.a.tlce, dupA n. Fie P(n) afin,llaţia: Nnmlra) 

fUI1l'ţU1or ddmlte pe o mulţime cu tI eltmente 101r·o mulţime cu m elemente este ,.... 
1 01 P(I) este adevaratA, deoarece evident de la o mulţime cu un element inu.-c mut .. 

\illll! cu III elemente SlUlt m s:: mi fUllCţ ii. Fiecare astfel de funcţie duce uniculelemen \ al 
ululţimii A Illtr·unul din cele m elemente ale mulţimii B. 

2" S:l ardtlhn cA P(Ii) .. P(1i + l }. Fie m~lţimea A = {al' a" .. " a,+l) cu li + 1 elemeD

te. SI consideri1m ..4' _ ..4 -;" {a'+J} = {al' al' .' " a .. }. Cum P(k) este ndevăn:iU rezultA ci 

uUllli'lru) fUnCţiilor definite pe A' cu valori tn B este n:). DacA f: A'- B este o funcţie 
CAre aluuci definim f. : A _ B , 1 ~ i ~ "', prin f*'J) = f(aJ} pentru 1 ~ j ~ li şi 
!'(0;,t I)-b4, UDde 1 __ ;,.. m. Aşadar pentru orice funcţie de la A' la B se obtin m funcţii 
de 1.1 .. la B. Mai mult, toate funcţiile de la A la B sunt de acest tip . Deci numArul funcţiilor 

de 1.\ A ' la B est..:!: ~ . t1I = m'+I. Conform me u >dei inducţiei matematice afirmaţia este de

lIIullstratâ 
• 

1.3. O variantă i metodei induqiei matematice 

Fie A eNo submulţ l me ne\'i dă a mulţimii numerelor naturale. Spu
nem că a din A este un prim e1e,"wl (sau un cel mai mic elc,"ml) al mul-

ţimii A, dacă a" x pentru orice x din A. . 
D:im in continuare o proprietate import antă a mulţimii llumerelol 

naţuralel care se dt:monstrează cu a' utorul inducţltl matematice .. 
• 

Teorema 1. 3.1. (proprietatea de bună ordonare a mulţimii numerelor natu

rale). Orice submulţime nevidă a mul~imii numerelor natu

rale are un prim element. 
Dtmomlra/it. Fie A eNo submulţime nevid/l . Dar/l O EA, atunci O este 

p rimul element al s:\u. Dacă O ~ A, f ie M mulţimea numerelor naturale", astfel incAt 

" ;o;;:: x , oricare ar fi :x E A. Evident, O e M ~i dacA ~ EI A, atunci s + 1 ~ M . Deci 
.Jl rF N Vom aflta ci e::dsU UD nmu~r natural tJ EI J1I astfel tudt tJ" 1 ~ •. 

Intr -aflc,,:!r presupunem prin absurd d pentru oricp.rt: li E li4 a'\'"em Ă + 1 e M . 
Fie propoziţia P(n): Dacl! " e N, atU'nci ne M. _ 

Deoarece O E M, reLUlt! P(O ) adt!văratA , 
Mai mult, P(k) o:> F{k + 1), deoarece după presupunerea prin absurd , dacl1 li· }.f 

.tund Ă + 1 6 M. 
C'onform metodei inducţlsi Illatematice. reznltl1 M -= N, contradicţie. Deci exIsti 

Il ~ M a'il{('l tucAl a + t ~ M. Arl'it1\m eZi lJ este numllrul dutat. într-adevăr a ~ x. 

pf'nbu oricc X EI A. Mal mult, Il EI A ; l.n caz contrar, tJ <1 x pentru orice: e A şI dec.l 

ai i C;; 11, pentru orice Jt eA . A,adu lJ + 1 e M, c ontradlcţic . 

ProprÎttatt'a 11lulţimii numerelor naturale de a fi bine Oldonată stă ]a 
baz" cC'I"i de al doilca princi!i .. dc i/ldurţie matc,"a~ică. Acest principiu 

----
•. rf~dclc Ist'W:lu,nale cu o bard In m.uginc;l puglnil snut fncultative. 
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cu primul principiu do: inducţie, 

pu unele demonstraţii. 
El se formulează astfel: 

D~(ii o propotlJie P(II), nfimd, un ,număr natural, este aMeiI., 

O . ','11 'aptul că ea este adevarata pentru toate numerele .. < 6 
rI- 1'," l' • . • 
cd ea <sl< adtvăraţă şi pentru ti = k, aIU'I" P(,,) este adevă,tUi 
o,ice 1\,umăr natural n . 

Demonstraţie. Fie M submulţimea mulţimii N a numerelor 
pentru care Pin) este falsă. Dacă ace:stă submulţi,:,e este ncvidă, 
ea are uu prim clement k. Acest numar nu poat~ sa fIe O, deoarece 
este adevărată. Deci k > O. Cum k este cel 'Pal mIC număr pentru C81e 
P(k) este falsă, atunci pentru ori,ce ~ < k, PIn) este adevăr~tă, şi din 
ipoteză, rezult ă că Pin) este adevarata ŞI pentru n = k. Deci P(k) este 
in acelaşi timp şi falsă şi adevărată, contradicţie. Deci neapărat multimi • 
A este vidă. Aşadar nu cxistă numere uaturale pentru care'f; P(tI) este fatfli, 
adică P(,,) e"te a devărată pentru orice uumăr natural n .. 

Acest principiu stă la baza unei variante a m etoaei de demonstraţie prifl 
iIJducţie matematică. 2 

Fie PI") o propoziţie care depinde de un număr tlatural n ., "', '" 
, liind "" nu>năr nalural fixat. 

Demonstraţia pritl această variantă a metodci i"ducţiei matematice a 
propoz iţil'i P(II) co nstă din .. 

I O Se vailică >nai înlâi că P (m) este adevărată . 
• 

2° Se prl'Sltpulle că P(l) este adevărată pe"lr1/ orice l, unde m .. 1 4 k, 
şi se dt'tlln/lslrel1ză că P(k) esle adevărată . 

D"",1 ambrle elape ale demo1/straţiei sunt vCY1ficate, aiunci p,opo:iţ;« 
P(n) este ad"vciratci pwtm orice .",măr "aiural It '" tn. 

Eumplf( , ~'\ ~ demonstreze că orice număr oatural 11 ~ 2, ori este numlr prim, 
C)%{ se d,:sCHw.puue in pn>dusul unui număr finit de nnmere prime. • . 

(.\minlim c.l nUll1ărul natural p ~ 2 !\e uumejte prim d acA nu are alţi d.ivil;orj In .tad 
cU 1 şi p) 

D'IJIOlht",ţil'. F olosim metodJ. inducţie; nnlematice (varianta a doua). NoUm 
cu P(n) prop')/iţia' XUlI11rui - 2' . . . 

} , ' •• < n ~ , IITI este prllil, Ori este p rodus de numere pnme. 
I 1 {2J (:"tl,' '1dn 'ir'\U\ d· 2 " • . " I;:oarccc Il (·stc 11l1m!$.r prim. 

_x 2 5.1 prC'supUIlt:ln că P(l) CSll' adt:d.ral1 p\'nlru or ice 1, 2 ~ I <l k, şi s3 demollst:dlll 
""'" P{k) e~te adl'v:\rat:'\ t t d ă f ulU I ' .11 t-a t!V r, le nltlll~r\l1 nntural h. O ,leii. 11 este numAr prim. .... 
7. d I tii) r ,te :ld(·v1$.r t:t n 1\ 
" <:l It. O " n,. ;H', It nit l'c;lc 1l111ll?ir priit)" atunci. k = ab, unde 2 C ., 

, rl upă pr,'<;upun('T{':\ nO:1. .. tr1\ P(a) şi F(b) sunl ncl<,v1trtltc. ndica ~ şi b ~riSt1Dt ~ 
ori ~ f'JK:ompun in prodt1, l _ 

n se (e- nlll1l!'r(· prunc. Atullci <,.<;le dn.r cll şi 11 _ ah se de~ 
Pu e tn pr(.du, nI' ltIlnte-rl' . d-..... 
mn.tp.nt ~hu' . I \' _ pnm<" ad1el P(lt) ('"te nt1cvArnlll . C'onform lllctodei În aut-

, - rl/ll t. I'l /1(,,) csl 'I.'~ _ _ 
c ,1( 1.; .... Ir:\U pt'nhu ortC'c T11111l1h n a tUrAl n ;. 2. 

Ob~f'",alif' Am TMl)..'\t t • 
inducţie mau'IIl-'\l"~ Cll Jl\a! tn.'\inle cI'( i A. hRN' cehtl ife--Al dotlea prttaelpll 

H .l, (':\r(' <lr altfel l . ... _II ... 
('. (' crluv.11cnl ('II prim1ll, ,tll propriclatea Ulalţi,'" 

44 



___ .-... te • " ............. , AIIIoI, _ prlMlpI. poat.lloaU" ti la ... 
.. a",are bh,. 01'6.... . , 

De u_pl.: 
1) O _~ (h.ltI eat. 1>1 •• OI." •• U. • 
2) Daci _ .. te a.a. aaalr tatrea oarep' •• aulţi ... awurelor"latreaJ.6 . • ;. .. , •• te 

blae ordonati. 
Daci .c .. ta o .... ~ blao o._.~l, pa_ apUca .. toci. 1nducţlel __ ce pon

tru demonstrarea aael proprietati P(.) • •• .l.. 

ExerciţII 
• 

-
1. Foloslnd metoda laulQCţielllu,tematice, ,1 se demonsueze el pentru orice D,1IIII1r natural 

". sunt ade.lr.te egalltlţUe: 
• 

.(n + 1) 
a) 1 -V 2" 3" " •• " - I 

2 
, 

. .(. -V 1)(2" + 1) 
b) 1'" 2' .. 8''' ___ .. ,,' - • I 

4,,' - 1 
c) l' -1> 3' -!> 5' ...... (2.0 - 1)' - • 3 ; 

4.(2. - 1)(2n + 1) 
d ) 2' + 6' -1> ." .. (4n - 2)' - . 3 I • 

[ 
.(. -l> 1) ]' 

e)1·+2·.;,3· •...• "·- 2 ; 

f ) l' -1> 3 ' .. 5' .. ... .. (2" - 1)' - .'(2.' - 1)' I 
, 

n I. + 1)( . + 2) 
g) 1 . 2 + 2 . 3 -!> ...... (. -!> 1) - 3 I 

• 
. (n + 1)(» + 2)(n 1> 3) 

b) 1 . 2 . 3 -!> 2 . S • 4" ...... (" .. 1)( .. oi> 2) - =:"":"....::..!."'-4:-=="":""':":" I 

1) 1 . 4 + 2 • 7 .. 8 . 10 • • •••• (3 .... 1) - .. ( .... 1)'; 
n (n + 1) 

Il l' - 2' -j, a' - 4'" " ... (-1)0+1.' = (-1 ).+1 2 • 

l!. Să se demonstreze el' 

1 1 1 1 n 
a) 1 . 4 + 4. 7 .. 7. 10 ..... -1> (3n - 2)(3n ,. 1) - 3n + 1 I 

1 1 1 1 " 
b) 1. 5 -1> 5. 9 .. 9. ta ..... • (4n - 3)('" .. 1) - 4n ,. 1 I 

1 2' S' ni n(n + 1) 

• 

c) 1. 3 + 3 •. 6 .. 5. V···· .. (z.. - 1)(2. ,. 1) - (2n + 1) • 

1 2 • _ -=~.:l(7: • .:!-l>~II-:-:-:- • 
d ) 1 . 8 . 5 .. 8. 5 ., ..... • (2. - 1)(2." 1 )(2 ... 3) 2(2. -l> 1)(2n • 3) 

• 

7 7 7 __ -::-:7 + -:-1-:-;- _ 1 ; 
o) + .. + ... + 6)(7 + 1) 7n + 1 1 . 8 8 . 15 15 . 22 (7. - • 

1 1 1 _-:1,-:--:-: + =-,-:1 -::- .... ..:. . 
b) + -1> -1> ... -1> 4n(4. + 4) 16(. + 1) 16 4 . 8 8 . 12 ~2 . 16 

• 
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el: 

., .... ~ 5, ablpd.""; 
II ciad • ~ 10, ,",nnd • • .0, 

, 

.. 81 • cI-HoostrHe inegalitJ.ţUe UImitoare; 

, 

• 

1 1 13 

al 
1 ___ + + - ~ , _ntru fi ~ 2: 

.+ 1 + .+2 ". 2. 24 ~ 

1 1 1 
b) -.-+-1 + • + 2 

+ ... + ~ 1, pentru orice 
3. + 1 

aumlr natural .:/11; IJ 

• 
• t8 2"-1 1 

e) - . - •.•.. =::..,........:. • .J ~~, pentru orice ... I J 
l. 2,. 'V2n+ 1 

1 1 • 1 
d) J;; • 1 oi- J2 + J3 + ...... ~;; <l 2';;;' pentru .... 2. 

6. SA Je calculeze suma urm3toare şi apoi si se demonstreze prin tnducţJe .'te.atJal 
mula g1.sit4: 

.5. _ I . II + 2 . 21 + a ... 1 + ••. + .. . . 1, -
;'" nnde" I _ 1 • 2 . 3 .. . .. Pl . 

7. !Joi ~e demonstraze eli pintru ,. ~ 2 este adevlratl inegalitatea: 

la, + a.'" ........ 1 ... 1 • .1. 1 •• 1 + .. ... 10.1· 
B. SA se calculeze produsul urm!l.tor ,i apoi ,1 le demonstreze prin inducţie .. t ...... 

formula glbitA: 

p. ~ ( I - ~)( 1 - ~) •.. ( I - ~.), .. ~ 2. 

9. Sli se demonstreze prill metoda tndueţiel •• tematice iae,.litatea 
(lol"glllltitea lut Ca.('hy-OuolaKonkl-Seltw.rz)1 

(u~ 1- a~ +. + a!)(b~ + b: + ... + b!) ~ (alb1 + a.b. + ... + a"b,, )', 

. a". b1• b •• .. '. bIt sunt numere reale oarecare. 

10. Sl se demtlnslreu: cii pentru orice onmlr natural n • 
a\ .,' + l1n este d ivizibil cu 6; 

• v~m; 

• 

b) 1 ~ - 1 ~ste divi7.ibll cu 6 J 

C) .... -1 + 1 estfo. divizibil cu fi I 

u) In .. + l~>l 28 este d ivizibil CU 271 

e· ~" + 1 - 8n. - 9 este dlvi7.ihil cu 16; 
f n.. 1 estI" divi7.ibil cu 48. 

• 

§ 2, Elemente de corn blnatorlcll 

, 

In pf'l"tid, ad""'3, 5e ajunge la problema de a alege dintr-o 

. , 

oarec",e de "bil·~t' . I " 't • . ' e 511 lll1UţUllI de elemente care polCd~ anun" e 
taţl, de a rltsP'lOf I . . In:tr-'. . ' e l'ml'l1t,lc uneIa sau ale mai multor mulţlDl1 ~ 
m;ta ordInI' Ş,' m d 1) 

, '. e asemcm'a, poate apMca problema 
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Dumlrului tuturor lublDulţimilor UDe! mulţimi, coliltituite 
reguli. 

P~ntru că În astf~1 de probleme este vorba de auumite commusţii .. 
obiecte, ele se Qumesc probleme combinatorii.'Domeniul matt·maticlI'" 

• 
care se studia"ll. astfel de probleme se numeşte combinatoricl. Cowbinato-
ric:! poAte fi considerată ca o parte a teoriei mulţimilor, orice problemA 
de cOlubiuntorică putând fi red usll la o problemll despre mulţimi finite ti -
aplicaţii. . 

Această ramurll a matematicii are mare importanţă pentru teoria pro
babilităţilor, cibernetică, logica matematicll, teoria numerelor,~precum ti 
pentru alte ramuri ale ştiinţei şi tehuicii. In continuare, vom face CUDOf
tinţă cu unele probleme simple de combinatorică. 

In cuprinsul acestui capitol avem de-a face numai cu mulţimi finite . 
• , 

2.1. Mullimi ordonate 

Se consideră adesea mulţimi ale cllror elemente SUDt aranjate într-o 

ordine determinată. De exemplu, alfabetul este o mulţime ale cărei ele-
I mente (litere) sunt date într-o anumită ordine. Astfel cele 27 de litere ale . 

a lfabetnlui românesc sunt aranjate, de obicei, în următoarea ordine I a este 
prima (nu urmează după altă literă), ă este a doua (urmează după prima), 
b este a treia (urmează după a doua) ş.a.m.d. până la z care este ultima 
(după care nu mai urmează nici O literă). Elementele aceleiaşi mulţimi 
se pot da şi Într-o altă ordine. De exemplu, este posibil ca literele alfabe
tului să fie aranjate într-o ordine inversă celei dintâi, astfel I prima literă 
.1 fie socotită z, a doua 'iă fie x, ş.a.m.d, până la nltima, a 27-a litel ă, Q. 

Suut, evident, ş i al t e moduri de aranjare a literei oi alfabet ului. 
Spunem că o mulţime împreună cu o ordine bme determinată de dis pu

'Iere " elemwtelor sale este o mulţime ordonată. Mai precis I 
Fie A G mulţime (fiuită) care are n elemente. Mulţimea A se numeşte 

O .. d 'J lhltă dacă fiecărui element al său i se asociază un anumit număr de 
It I la n, n urnit rangul elementului, astfel Încît la elemente diferite ale 

h1l .ti corespund numere diferite. ' 
ACI!u:;tă asociere exprimă, mai exact, tocmai ordinea elementelor IDul

[1111 ,1 A. Ast fel, ordinea este următoarea I elementul căruia i se asociazA 
nlltn;'J.rul 1, cJCtncntul căruia i se asociază numărul 2, ., " elementul căruik 
I Se n'lOCmdl lIu lll ărul n. . 

OIJS(n'ăm că orice mulţime finită poate deveni o mulţime ord.nată, 
:\(li ,l S4' pf)at ( ~ ordona. Această ordine se poate da, p~r şi simplu, nume
fiI' lIlrl cll' lIll'ut tic 11lulţitnii Mulţi mea ordonată obţinută o notăm cu (al' 

• '" . .•. , a. ). und,' ordinea ekm.'ntclor . oste dată de indici. 
O mulţime ordollat" .str caractcrizatll prin choncnlelc din care este formatll 

ş ' I;"n ordinea hţ Cllre sunt considerate (lCt'sfrn . 
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IA ~tI, lIoul IIJu1ţimi -= fte prin elementele _din care luut fie ... 
Il exeillplul de mai sus am coDSiderat, ..,adar, 

eliferite. 
Un alt exemplu de mulţimi ordonate diferite ate w .... ltolal 

,; (2, 1,3). Mulţimile au ~celeaşi elemente,. ~ ordinea In ,:"re 
luot dIspuse este diferită 10 cele două mulţImI. Astfel, In prIm. 

este pe primul loc, 2 pe locul al doilea, iar 8 pe locul al treilţa, .. 
ce în a doua mulţime 2 este pe primul loc, 1 pe al doilea, iar • , 
treilea. ... 

• 
• , 

2.2. Perm utări 

Fie A o mulţime (finită) cu n elemente. Această mulţime se P«*e OI'" 
In mai multe moduri. Se obţin, astfel, mulţimi ordonate diferite, "(t le 

deosebesc Intre ele numai prin ordinea elementelor. Fiecare. Il,,. mfllliaiU 
ordollale care 5e formează cu cele ,. elemente ale mulţimii A, se -fie 
permutare a acestei mulţimi. ' 

Se mai spune că este o permutare a elementelor saj.e sau, încă, O Jw. 
mulare de .. elemente . -Numărul permutări lor de n elemente &e notează cu p. şi se cit_ 
"permutări de nil. Avem I 

1. O mulţime cu un singur element poate fi ordonată Într-un 1Îr.g1i 
mod, deci P I = 1. • 

:.! . O mulţime cu două elemente A = {a, b} poate fi ordonată In doal 
llIoduri. Se obţin două permutări I . 

(a, b) ~ (b, a), 
Deci P, - 2 ~ I . 2. 

J Fie o mulţime cu trei elemente A ~ {a, b, 4, Permutările aCe!tei 
muljlilll sunt I (a, b, c), (a, e, b), (b, a, e), (b, e, a), (e, a, b), (e, b, a). 

Rezultă P 3 = 6 = 1 ' 2 . 3. 
:'<r propunem, în continuare să găsim numărul permutărilor 

mulţimi date, adică uumărul mOdurilor in care poate 5ă fie ~rdonată o 
muljlll,e dată. -

Pc~ruprod l . I . -. . usu pnme or ,. numere naturale nenule se folose~e, .... 
obi 'el n t ţ' I ' o a la n care se citeşte lIn factorial" J 

1 . 2 . 3 . '" ' n = n (. 
t II .~ea ce priveşt _ 

, c numarul permutărilor, avem: 
T~orema221 O' 

. '. "care ar fi n .. 1, numlr natural, p. _ III (tI 
Demon"tr aţic Vo d . . _tii-

mat i ·e. 511. n ă . m <-mODsua teor emil. prin metoda iBducţiei -
ot m cu P(n) egalitatea (1) . 

• 
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1° F(l) ste adevArati, deoarece am observat mai 
_ 1 - 11. 

-20 SA arltAm ci P(k) _ P(k + 1), 
Să ordoulm In toate modurile posibile o mulţime cu k + I elemente. Ori· 
car dUl cele k + 1 elemente ale mulţimii poate ocupa ultimul loc, al 
(k + I)-Iea, Se obţiu astfel k + 1 moduri diferite de a ocupa ultimul loc. 
S1\ consider!\m unul din ele, în care 1\n element ales al mulţimii va avea 
rangul k + 1. Elementele rămase, care sunt în număr de k, trebuie sl 
ocupe primele k locuri, iar aceasta se poate face în p. moduri diferite, 
Se obţin, aşadar, (k <1- l)P. moduri de a ordona o mulţime care are k + 1 
elemente, Deci p.+1 = (k + l)P., Dar cum Plk) este adevărată, avem 
p. = k I de unde P.+l = (k + l)k 1 = (k + 1) 1, Conform metodei induc
jiei matematice teorema este demonstrată, 

Com-cnim să considerăm că mulţimea vidă poate fi ordonată într-un 
singur mod adică p. = 1. Deci, definim O! = 1. 

• 
Enmpl' 

1) SA dăm In tabelul urmMor valorile lui nI, pentru 1 E; ti C;; 10 
• 

n ni n n 1 

1 1 6 '20 

2 2 7 &040 

3 6 8 40320 

• 24 9 , 862880 

5 120 10 8628 800 
-

, 

, 

2) Clte numere d iferite se pot forma din cifrele: 
O, 1. 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

a ,Uel ca or ice număr ~ conţină toate ciforele şi doar o singurA daU. fiecare cifrA' 
Solulil". Din numărul mulţimilor ordonate care au ca elemente cele 10 cifre trebuie 

!I't. !lcAdem pe cele care au pe primul loc cifra O. 

U"'d obţinem 

101 _ 91 _ 9 ' 91 = 1 ' 2 ' 3 ' 4 ' 5 ' 6 ' 7 ' 8 ' 9' _'3 265 920 

nllm~rf!. . 
3) Tn dte moduri poate fi ordonnta mulţlm.eA {l, 2, 3, "', 2nl utfellncl.t fiecare ou· 

, 

măr p:\r ~:1. nlhl\ rnng pat? 
SQluti~. Pllnd n locuri de rang pl\f, re7.ultA cA numerele pare de la 11A 2n, care sct 

lot In nutn/\r de ts, le pot ~7.0. pe 10CUJ'1 de rang pn.r In ni moduri. Pieclrui astfel d.e lIiIUd 
1 m.od i de aranjare A numerelor bD.pIl.re pe 

de un.nJnrt. A numerelor p"re li C01esp"nd n ur 

Ir)("url d~ mnR Impac. De aceea .umAral total al pemlUtlVilor de tipul cerut este eaal ea 

ni· "' I _ (n 1)'. 

• 
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U' AtaJI~.nce 
1. Fie dati o mulţime A cu fi elemente, Daci -, " ., 

form l diferite mulţimi ordon~te cu cite m elemente fiecaR, 
t ai elemcnte ale tllUlţlmu A. De exemplu, din elem ....... 

~::, c, dl se pot constitui 12 mulţimi ordonate, avind cite doul 

fiec,rc : 

• 
(a, b), (a, e), (a, d), 

(b, a), (b, e), (b, d), 

(e, a), (e, b), (c, d), 

(d, a), (d, b): (d, e). , 

• 

~[ulţimile ordonate care se formează cu elementele unei 
oarecare a unei mulţimi finite A, se numesc submulţifr1i ordanate-ale 
A, sau aranjamente. Mai precis r 

Dacă A este o mulţime cu n elemente atunci submulţimile arda"",. 
lui A, avind fiecare eile k elemente, unde O " k " n, se numesc 
mente de " eleDl~nte luate eâte k. 
Ohservăm că două aranjamente de " elemente luate câte k se deosebetc 
prin natura l"Itmentelor ori prin ordlttea lor. Numărul aranjamen1ielor ele 
It clclIH'nte luate câte k se notează A! şi se citeşte "aranjamente de " lua • 

• t k" ca (. . 
,Oill exemplul de mai înainte rezultă 1 .. 

• 

A; = 12. 

Ne propUlltll1, in continuare, să găsim o formulă pentru calculul Duml. 

Tului A!, 

Ou:-;crv ăm că A! -= n . 

. ' îlltr-ade\-:ir, un element din cele" clemente poate fi ales î~ n moduri. 
Iar cu acest element ales se COl mează o singură mulţime ordonată . 

Formula care exprimă A: în funcţie de 
rea t ('oren1 ă. 

n şi k, este dată de următoa-, 

T e ore m a 2, 3 1 D - k aca şi n Sunt numere naturale astfel încât 0< k < • 
• atu nCi : • 

A~ = ,,(n - 1)(11 - 2) ... (11 - k + 1). 

Iinll', l1 lll'>/ţic S1 "( 'd -. . să A'tt .. . \' ... )J1~1 U;lm mat lIltâi 0< k < n ŞI 

I • (n - /',,\ •. înt rarlc\'ăr ca s;, rtjlartizăm oficare k + 1 
uatp (lin 11 (·1'·I1H'tltc d 1 k . 

element' . ., ',J'c + 1 locltt i, se pot lua mai Întii onc:ate 
e ~I ar \")" I'~ I'Tl' ,·1 k l' - •• t" el' " "1 C OCUlt. Acc'asta se poate face la A; 

1 care din acest,· (."- " ~ • d' 
elcl'lc.'tc se . - ,ZUI 1 1. Ill"n (It - k) dcmcnte. Oricare lU 

, poate punc 1>0 al (k + 1) I di • - ~ 10('. Astfel, în fiecare D 
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modlol~~i ~~ Ilf.anJafe a ~1~mel1t~lor pe ptim~le • locuri. obţiLem 
poSI ... '.l."I' pnu cUIe al (k + 1)·ka loc ""t~ ocupat de uuul din cele 
ell'lHl·JlJIr. rămilS~. Prin urmare, avem A:+1 -= (n - k)A', 

.. "d' d' • ,\" .. 11 IU ve cre c1\ A. - n, deducl'U1 succ",iv, , 

A: == tl(n - 1). A: = 11(11 - l)(n - 2), 

A! = n(n - 1)( .. -~) ... (n - k + 1). 
• 

S1 d:im o altă formă formulei 
se poate scrie sub forma, 

(1). Produsul .. ( .. - 1) .. . ( .. - k + 1) 

"rn - 1) ... (n - k + l)(n - k) ... 2 . 1 

(n - k) ... 2 . 1 

"1 . adică sub forma __ -'-o - • Dec, 

• 

(n - k) I 

nI A! - -_.:..!_- , 
(n - k) I 

Pentru k = O formula (2) dă - , 

A~ = 1. 

• 

, 
, 

(2) 

• 

Acest lucru este adevărat, deoarece orice mulţime 
despre care am convenit 5-0 considerăm ordonată 

l'entru k ~ " formula (2) dă 

• 
conţine mulţimea vidă, . '. mtr-un SlUgur mod. 

• 

- . A. = nI = p •. 
Aşadar formulele (1-) şi (2) sunt adevărate prutru orice k, astfel încât 

O .; k '" II. 

E\t:mplt. 

1) tu cAte moduri pot fi aşezaţi 4 elevi pe 25 de locuri I 

Solul ii:. Numărul c~utat este egal cu 

":' _ 25 . 24 . 23 . 22 - 303 600. 

2} Câte numere naturale nenule diferite se pot forma cu cifrele O. 1, 2. 3, 4, dacA 

In fieCllre astfel de număr, orice cifrl1 intr~ cel mult o daU. 
lobi/II. Cu 5 cifre se pot forma A: = 51 aranjamente diferite. Dar aranjamentele 

care inc"p cu O, tI:! Dumih de A:, dau numere de 4 cifre. Aşadar sunt 

A: _ A: .... 5 . 4 . :3 • 2 . 1 - 4 . 3 . 2 . 1 - 96 , 
numere cu .'; cifre. Numlirul numerelor cu 4 cifre care se pot forma cu cifrele O, 1, 2, 3. 
4) I'~t" ~Wd cu A:, din care scAdem num1irul aranjamentelor care Incep cu 0, carr esle 

e;pl fU At. Dcel bumere cu 4 dfre sunt In Dum1U de 

A: _ AI _ ~ . 4 . 3 . 2 - 4, 3 . 2 - 96 

Tu m .... l analog, num1irul numerelor dlfl'rite de 3 cifre, 2 cifre ,1 o dfrl •• fJ respecti.: 

AI - Al _ 48, AI - AI - 16 Il 4. 

1)("'1 e PfJt forma 260 tluuter ... • 

Jl1. 
• 



.• ,' 14 _l1'li.111 jN,.q'iJo, i_jem", li .. A;llt..,l# . 
uotAm N = {l, 2, ., " m}. 

SI ~ eli B este o mulţime cu II eJemeate (lIS " 

~ pres~~WleJective II N __ B ii corespunde o submulţime 
fiecărei func,lI 10 • f(l) b (2) 

. B este formată din elementele bl = 'J = ....• b. 
a lUi ,care . . • 1 dă' J . . 

t lemel1te sunt diferite Intre ee, up In ectJvltatea 
(toate aces f~ :re submulţime ordonată, având m element€!', a lui B, 
f)· Iuverfs, I:~ injectivă I de la N. la B, prin care I(k) = b •. 
neşte o unc,l . . 

Este clar că în loc de N • . se poate lua once mulţime A cu .IIS 

mellte. . . d , f,' . l' A 
Astfel, n"mărul f"ncţiilor i"Jectwe eJ""te pe o mu ţlme cu m 

mente CIt valori În/r-o mulţime B cu n elemente (m '" n), este egal cu 
s ubmulţimilor ordonate, având ~âte m elemente: ale l~i B, adicii cu A:. 

Dacă m = n, adică A ş> B au acelaşI numar n de elemente, atUIIIII 
orice Juncţie f; A -- B care este injectivă, este neapărat ~ijectivă. 

Rămâne de arătat că I este surjectivă . Să presupunem prin absurd el 
f nu este surj ectivă. Deoarec: I este injectivă, . adi~ă la el~mente diferite 
din m ul ţimea A corespund pnn I element e d ,fente din mulţimea B rezultl 
că mul ţimea f(A) = U(x) Ix EA} are n elemente. Deoarece I nu este sur. 
J ectivă. există un element b E B astfel încât lea) ;f b pentru orice a eA, 
Deci b rf; f(A) şi a,tfel f(A) arc mai puţin d e n elemente; contradicţie. 
Această contradicţie arată că I este neapărat surJectivă. Deci I este injec. 
t i vă ş i surjectivă, aolică biJectivă. 

Având În vedere cele de mai înainte, rezultă că numărul funcţiilor bije.. 
tive definite pe o "'''lţime A CZt n elemente CZt valori într-o mtllţime B to4 
CII .. elemente este egal CII A: = p., adică n r. • 

Iu particular, dacă A = 13 Iczultă că număru l funcţiilor Lijective 
defillite pe o lnulţime cu n elcmente cu valori în ea însăşi este egal cu 
numărul permutărilor mulţin ii A, adică p . = tiI. 

Din acest motiv, de obicei, o funcţie bijectivă definită pe o mulţime 
cu "alori îu ea însăşi se numeşte permutare a acestei mulţimi. 

24. Corn binări 

1. Fie mulţunea A = {a, b, c} şi să considerăm toate submulţimile sale. 
Ace:;tl'a sunt 1 • 

1) mulţimea vidă 1 0' 

~) submulţimi avand fiecare câte un elcmcnt 1 {a}, {b}, {c}; 
. ) sulJmlIlţU1H având [;ecare cât e două elc ment e 1 {a, b}, {a, c}. {b. c} I 
4) mulţim('" totală, {a, b, c}. 

Aşadar mulţimea A = {a, b c} are opt submul ţimi dintre care I trIi lubtnulţimi cu cat' • ""-
. e Un element, trci submuJţimi cu cAte douA eJemeD ... o SUbmUlţIme ClI t . 1 . 

. rCi e emente ŞI mu l ţimea vid il . 

52. 
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In cont1auare vom ~I 

• Fiind dată o mulţime finită cu fi elemente, II • ____ 
IUbmulţimilor sale avAnd fiecare eAte k elemente. 

Dacii A este o mulţime cu fi elemente, atund lai A ..., 
fi~car~ c41e k eltmenle ... "de O " k " ". se ""'/lese ........... 
luate dte k. Numărul combinărilor de " elemente luate eAte Il se noteazl 
C: şi se citeşte "combinări de n luate câte k" •. ' 

Din exemplul de mai înainte rezultă I 

CI = 1. q = 3. q = 3, C: = 1, 

iar G: + CI + q -1> C: = 8 = 2' (acesta.este numărul tuturor submulţimilor 
Ululţimii (a. b. c }). 

I Ne propunem în continuare să găsim O formulă pentru calculul Dumă-
I ·c· . cu Ul It · 

Observăm că C! = 1 deoarece fiecare mulţime A are numai o submul
ţime fără nici un element şi anume mulţimea vidă. Apoi, C~ =~ " deoarece 
o mulţime cu n elemente A = (al' a, • .... a~} are exact" submulţimi cu ta 

.iugur clement. adică submulţimile de forma (al}' {a,}, ... , (a} . Formula 
care exprimă C: in funcţie de " şi k. este dată de următoarea teoreml. 

'e ore m • 2 , 4, 1. Dacă k li n sunl numere n'lurale •• stfel IneSt O '" k " n, 
• 

atu nCI 

C• -. - ni -,.._'---c-,- _ 
kl(n-k)1 

• 
.. (n - 1) ... (n - k -1> 1) 

kl 
(i) 

Demonstraţie. Fie A o mulţime cu n elemente. Să considerăm toate 
Gubmulţimile mulţimii A care au k elemente. Ordonăm fiecare dintre ac&te 
sublllulţimi in toate modurile posibile. 'Obţinem astfel. toate submulţimile 
ordonate ale lui A. care au câte k elemente. Numărul lor. după cum ştim, 
."te A!, Dar Cum numărul tuturor submulţimilor lui A având k elemente 
este egal cU C:. iar fiecare d in acestea se pot "rdona in p. moduri. rezultă 
că A! =C: . p., Din această egalitate rezulta că 

C. A: ,, = p-' 
• 

"1 Inlocuind in această formnlă expresiile A! = -_."-::,.-:- • p. = k 1. obţinem 
(fi - k) 1 

• ni 
C. = k I(n - k) 1 

ceea ce se mai • poate scne I 

,,(n - 1) .. , (II - k + 1) 
C: = " 1 ~ , 

• 
• NumArul C~ !te mllt notee.dl (%). 
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ă .... pI. 

25·24·23·22 
du _ .::-=::.-=-...:::: - 25 . 23 • 22 - 12 650 • 

1·2·3·. 
• 

1) la "'te modul le poate alcAtui din 9 persoane o comi.l. forme" dia , 
5",.",. Pentru • ana toate CAZwile poaibile trl!buie să COB,ideflm VEte 

mlle formate din cite 5 elemente .. ale unei mulţimi formate din -9 eltID.e1lte . 
• 

..te • 

• .9 ,:...·..,:8::...-· 7:...-. 6=-· ::..5 
C' = - 0=. 126. 

• 1·2·3·4·5 
• 

• 
• 

2) La un turneu de ~ah au participat n şahişti, şi. fiecare 2 şahişti s·au tntAlnit o 

CAte partide a-au fucat tu turneu' 
S0h4Ji ... Numărul partidelor este egal cu numArul submulţimilor formate din 

elemente ale unei mo.lţimi cu ,. elemente, adicll 

n (n - 1) 
C' -• 2 

• 
• 

S) S4 se gAseascA Dum~ul diagonalelor UDul poligon convex cu n laturI. 

So'",,,. VWwlle poUgonului formeaz.ă o mulţime de n puncte tn plaD, Dec, 
câte 3. Numlrul diagonalelor ,i al laturilor poligonului este egal cu numlrul 
formate din eAte doul1 elem.ente ale unei mulţimi cu n elemente, adicA 

n (n - 1) 
C: - . • 2 

ScAd,nd cele t~ latur i d in acest număr, obţinem: 

n (n - 1) 

2 
- n= 

.(n - 3 ). 

2 • 

care reprezin tA nl1 m~ru1 diagonalelor unui poligon convex cu '1 laturi. 
-4 ) In cA-te pu.ncte 8e intersectead dîagonalele unui poJigon convex cu n laturi. daci 

oricare trei dintre ele nu sunt concurente 1 
o . S?Juţ,e. Fi~ărui punct de intersecţie a douA diagonale ti corespund -4 vârfurJ .. le poli .. 

g nunu, {ar la oncare 4 vArfuri ale poligonuluÎ le corespunde un PlWct de intersecţie (pUDetu! 
de tnter'lectie al diagonalelor patrulaterului cu vArfuriie in cele 4 puncte). De aceea DWD"aJ 

t uturor punctelor oe inter~cţie e8le egal cu numhul posibi1itlţilor de a alege 4 vlrfari df. 
cele " vâr{uri, adică: 

• n(,," _..:,1 )e..;:( n:.:::-:.:2,:!)-,(C'.~-:..:'.!.3) CIt = -
1·2·3·4 

" (,, - 1) (n - 2) (n - 3) 
= -"'-"--'--"':...,.....:'-''-'-'-~ . 

24 

2. C dteva proprietăţi ah numerelor C! 

, ~~mcrclc C! au o serie de propri'etăţi importante. Ele exprimă 
n·.afll Intre suhHlulţimilc unei mulţimi. Acest c proprietăţi se pot 
dln ct dll1 fOlll1\1la pc nI TU C! . Mai inst ruct i\'c SUUI Însă dcmonstraţiile 
1)(' raţ-lonanH.:ntc cu mulţimi. 

~ o For",ula cţ,mbinimlor complcmc11lare. Dacă O < k.o". aJfllICi 
adevarata eg"litdl,a I 

C - C·-· • •• 
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Cu ajutorul formulei pentru C! avea 
• 

.. 1 • _1 
k I(n - k) I ... (n - k) I[n _ '{n _ kH I - C:-t 

• 
C! =::II 

• 
• 

Seusul nccstc~ aţirmaţii este urm~torul. Fie A. o mulţime cu n elemente. 
Fieclrei submulţlllll X: cu k elemente a lui .A. li asociem It lubmulţime 
bine determinută. cu (n - k) elemente, a mulţiruii A, şi anume CX (com-
plementara lui X). Prin această asociere, unei submulţimi cu (n - k) ele- ' 
meute îi corespunde o singură submulţime cu k elemente. Aşadar, numărul 
submultimilor cu k elemente ale lui A este egal cu numărul liubmulţi-

milor sale cu (n - k) elemente. Această afirmaţie se exprimă, de astfel, 
prin ega litatea el) . 

2° Pentru orice "umăr "atUTal n ;. 0.,16 Iflkviratd eţttlitatea 

c: + c! + c: + ... + C: = 2·. (2) 

Demonstraţie . Suma din membrul stâng al egalităţii reprezintă 

tocmai numărul tuturor lubmulţiruilor un"; mulţimi cu It e1e"' .... te. Egali. 
tatea (2) rezultă din t eorema următojire 1 

. ,. ar. m a 2. 4. 2. Numărul tuturor submullimilor anei mul~mi f.rmate din 
n elemente est. egal cu 2". 

-
Demonstraţie. Vom apli ca met oda inducţici matematice. Să notăm 

cu P{,,) afirmaţia t eoremei. 
1) Afirmaţia P {n) est e adevărată pentru n = 

\'idJ arc o singură submulţime şi anume ea însăşi . 

, deoarece mulţimea 

2) Să dcmonst ră!" că P{k) ~ P{k + IL adică din aceea că o mulţiIlle 
formată din k elemente are 2' submulţimi rezultă că O mulţime formată 
din. k ~ I elemente are 2'+1 submulţimi. 

Fie o mulţime B formată din k + I elemente 1 

B = (b,. b" .. " b" bH1 } 
, 

şi fie următoarea submulţime a lui B 1 

• B' = (b" b" . . . , b,} . , 

GUIU P{k) este adevărată, rezultă că B' .... e 2" submulţims Din fiecare 
submalţimC' a lui 13' se obţine o nouă submulţime a lui B prin adăugarea 
"\"111 'nl III11i h .. .. deci se obţin astfel, încă 2' submulţimi ale lui 'B . !~ 
1 ',t,\1 '11111 rJr.ei 2' + 2' ,;, 2'+1 submulţimi ale mulţiruii B. Conform metodei 
1lIr!llCţlr.j Ilw1.('lllaticl.' tc'orema este demonstrată . 

:1' Formula de recurenţi! pentru calculul n",,,,lrul"': U ca ............. Pe,.".. , 
orlc4 k l' n fI,tlrl IncdL O .. k < ", , st, tukvlJ,r/lt4 .l1lilate. I 

c.' C' -! C'- 1 
. _ , ~ . - 1' 

, 

, (3) 
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Cu ajutorul formulei PlWtru 

(. - 1)1 , (. - 1)1(. - i) c. =:1 -= , 0-' 111(. - II - 1)1 111(11 - 11)1 

(II - 1)1 _ (II - 1)111 
C·-' - - . 0-' - (II - 1)1(11 - k)1 kl(1I - k) I 

ln10cuind aceste valori în partea din dreapta a form ulci (3), 

(II - 1)1(11 - k) 
"" + C·-' -'-'0-' 0-' .= kl(1I - k)1 

(n - 1)lk 
4- ~,----';-;-::- = 

kl(n - k)1 
- -li 

kl(n - 11)1 
nI 

= =c!· kl(n - k)1 

Egalitatea (3) este demonstrată . -
511 dAm o alU demonstraţie formulei (3) U.cA.nd lUl raţionament cu mulţJmJ. SI 

.iderlm u.n element oarecare a al unei mulţjmj A .. formaU din n elemente şi toate 
ţimile mulţimii ..4, formate din căte k elemente' Numărul acestor subm.ulţimi este 
C:. Submulţimile cu It elemente ale lui A le tmpArţim in doul clase (disjuncte): 

ţimt care conţin pe a ~i 3ubm.ulţimi care n1P conţin pe a. NumAruJ submulţim.ilor din ...... 
ol&al este egal cu <;:::'1. deoarece fiecare astfe l de submulţime se obţine prin ad ........ 
eleDlentului a la o submulţime oarecare cu (k - 1) elemente, a mulţimii A. Num.AruJ ... 
multlmilor din a doua clasA este egal cu eL., deoarece fiecare astfel de submUlţime ... 
• submulţime Cu It elemente, a mulţimii A - {a}. Deci: 

• 4 o fl'ri<lnghiul l<li Pascal •. Formula (3) a punct ului precedent permiti 
.ă calculăm C: ştiind C:_ I şi C!=:. Cu ajutorul ei se pot calcula -succealv 
numerele C!, mai întâi pentru n = O, apoi pentru 11 = 1, pentru II _. 

ş.a.m. d . Valorile numerelor C! le scriem sub forma unui tabel triunghiular 
care se numeşte triunghiul lui Pascal; 

1 
1 

1 6 

1 
1 

3 
4 

10 

1 
1 

2 
3 

6 
10 

1 

1 
4 1 

6 1 

tI=O 

11 = 1 
n=fl 
n=3 
n=4 
n=5 

• 

In linia a ( + 1) . • 
n -a a tabelului sunt aşezate în ordine n1lmerele c;. 

e' c' C· ~ , " , • , II Avem C~ = C" = 1. iar numerele rămase se 
ajutorul 10rl1\ul"; de rCC"f('nţă. 

Intrucât nUI1\('rol C'- I . C· . I 
cedentă -1" (. . - 1 ŞI .-. SUnt dispuse In acest tabel in br • 

ac ('1 In carc' se "". t C· 1 â . 
. ,,' '~Ş C ., a st Ilga şi la dreapta acestUia, 

• nlai~ PA.\cnl 
(162.1 1662) 

. rnnt('matlclab francu • 

• 

, 

• 

, 
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• 

-

poontru a obţine C: adunlm n\lmerele dln linia precEdentl .. ere _ 
Ia stloga şi la dreapta sa. De exemplu, numlrul 10 dln linia a .... 
obtme 'adunind Ilnmerclc ~ şi 6 dill linia precedentA. 

s. O '"',rprllar. ,.omelrk4 fHtu"' numer," CA. • 
Fie numerele nntu.rale li şi " astfel lucAt O " ." ,.;; n. 1n continuare le •• da o .. 

u.rpretllJ'c geometrici1 interesantă Il numllrului eA. • .. • 
Fie planul ;rO~ şi pu.nctul M(k, ti. - k). NaUm cu M' ,i M", punctele de oooe •• 

uate (". O), respectiv (O, ,,- k). Rea.1i,dhu reţeaua din figura lI.l, cu pAtrate de latad 
1 (adieil, un caroiaj al dreptunghiutui OM'MM" cu pl1trate de laturi 1). Acestea .... 
In Dum11r de k· (n - k). Yl\rfurile celor k· (n - k) pătrate se numesc nodurile reţel'" 
Numim drl",1 P' rl!lea o linie frântă care uneşte douii noduri oarecare ale reţelei ,i e.te 
{orlUatit din loturi succesi ve ale piltratelol reţelei. 

Se pU~le problema dcterminării numărului drumurilor pe reţea mintmale (ceu mal 
!>(ulte) care unesc punctul 0(0, O) cu punctul M{k, n - k). _ 

Se observă că uu drum pe reţea minimal, care uneşte CI cu M, -este format dl. 
k + (n - k) = " segmcnte (de lungime 1), dintre care k segmente orizontale şi (n _ .II) 
segmente verticale. Drumurile diferă intre ele doar prin ordinea de succesiune a \ee .. 
Ulentclor orizontale şi verticale. De aceea nUlUărul tuturor acestor drumuri este egal c-. 
numărul tuturor posibilităţilor prin care din n segmente se pot alege k segmente ori· 

zontale, adică C!. 
Remarcăm că n este suma coordonatelor punctului M. 
S·'lf putea cou~idera numărul posibilităţilor de alegere a (" - k) segmente vert( • 

cale dlU cele 'l segmente şi atunci Qbţinem numArul c:-It , 

Astfel, am slabdil geometric formula combinărilor ·complementare: c: = C:-1 . 

S1\ demonslr:uu In acelaşi fel formula de recu..renţA pentru calculul numArului d. 
com bi n Mi. 

Să considerăm reţcaua d in fi gura 1[.2, pe care figurăm punctele M1(k - 1, " - ~) 

şi M.(k. » - k - 1). 
Rezultă că l1unt6,rul tuturor drumurilor min imale care unesc 0(0, O), cu M{k, " - At 

e ... te C~. Toate act.'ste drumuri le împărţim In două clase (disjuncte): drumuri care teee 
. d . t . punctul M Cum suma coordonatelor fiecA-prin puuctul JJ ŞI rumufl care rec plin " 

ruta din puuctc1le MI şi M ~ este n - 1 rezultă că !lumărul drumurilor care trec prin 
• 1 drum"r·,lor care trec prin MI este C~:L de unde ret.ultl MI este C" _I' iar Humăru 

c! = C~_l + C~:~. 

1 

• 
M(O" ·kl NIk.n·k I y 

-' , M. 
M(k..n.ld 

M, 

J. 

O M(k.OI • O • 

F ig. n . I Fig. II. 2 

, 
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1. .a.-tele -plţilDJJ 
a) A _ /2); 

bl A - 14, Ş}; 
.. 81 .. .....pIIf{ce 

, 

• 

A oi .. for",.u toate 

el A - {" ~, y}; 
d) 4 ~ ., b, " d}. 

21:' nI 

permutArIl. 

• 

a) 61 + 71; b)9 1-81 ; c) vo ; d) (n _ 2) 1 
(n - S) 1 

; e)-
(n - S) 1 

3. Si se rezaJ ve ecuaţiile: -
• 

I ;f) __ _ 
.1 • 

( .. +2)1 nI 
a) = 72; b) ') 1 = -

1211 I 
• , 

1 
c)

ni 
1 .. ' 

- ...,.--,-::- = -..:=--,,1 (n- "I (n - 2) I (nT 1) 1 - ("+2)1 

-1. Sll se rezolve Jnecuaţiile: 

(n -1)1 . (n+2)1 < 1000. a ) < 72; b) 
(n-3)1 ("+I)(n+2) 

• 

5. tn eAte moduIi se pot aşeza pe un raft patru cărţi 1 

... Cu trea de per""anc are zece 'f'agoane. In eAte moduri pot fi aşezate vagoaa.ele 
formarea trenului 1 

• 

7. tu eAte moduri poate fi ordonatA mulţiruf'a P. 2, . . ", 11). asLfel ca numerele 1. 2 • 
.sl stea la rAnd Şi in ordine cresdi.toare? 

8. Pje daU o mulţime A cu m elemente şi o mu1ţime B cu tI elemente. SA sII gln",* 
humărul de permutări al muiţiWÎ1 A U B, astiel incât primul element al unei as1.feJ pe 
permut<1.ri să fie din A, iar ultimul ~ă fie din B , An B = 0 . 

9. CAle elt:lUcnte trebuie sA conţină o mulţime , astfel Im:ât numărul pcrmutărilor acestei 
mulţimi sA fie cuprins Intre 500 şi 1 Ooo? 

10. Din cifrele O, 1, 2, 3, .(, 5 se formeaz.ll toate numere!" cu şase cifre astfel Incit In .te. 
care uUllli\r sA nu fie cifre identice. eAte nUDlere se pot obţine? 

II. fn eAte moduri tx>t fi ~zate 11 persoane la o masa. circularA? 

AnuJ8U1eule 

J2. Să se scrie toate aranjamt:ntele de câte 4 elemente ale mulţimii {a, b, c, d, t}. 
13. CAte numere naturale nenule diferite se pot forma cu cifrele O, J, 2, 3, dacA ba 'teaN 

astfel de UlIDlăr, orice cifră in1ră Cel UlUlt o dat 

I f. O grup.' de '1tudcnţi trebuie să programeze patru examene In timp de opt zile. In dltt 

[])m}urj se poate face aceasta? Dar dacă ultimul examen se va. da in mod oblig.tori. 
tu ziua a opta? 

1:). Cei treizeci elevi ai unei clase au SChimbat fotografii Intre ei. CAte fotografii au fost. .... 
~T.1 \ 

1 G. Să se calculeze: 

A: + A: 
a) -~. b) 

A' ' • , 

AI. A' .} A: - IRA!_., . b) "" (,. + ~) I 
, -. .. .. 109; c) - - 132. 

A" .\~ . (II k) I 
18. Ştiind ,,1 bUtnArul ar J ti .... ort 

mirul an Atll('n ... CIt d(', " "!tUl(,lllt lunlc cfltC' " este egAl cu r 
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\ 

... ll .... 

It. ~.1 !le Krte lt.ul.l~ 

a) ,~ - {3, 4}: 

.ubwul\iluU, mulţimII A ,1 .1 .. ,1IOuel nm"" .... 
, 

b) A _{«, ~, y, I}, 

30, In cat< moduri, din 30 d. elevi, poate fi alea UI1 comitet lorm.\ elia 8 el"" 
:1. Fiinu dnte " pW\cte. astfel IncAt oricare trei dintre ele nu sunt roUniare al le 11 •••• cl 

ultlU!\ml drcptelor care se pot duce uulud pWlctele douA eAte două. • 
.... Cite numere de c~te patru cifre se pot forma astfel incAt in fiecare numAr o cltrl .. . -' 

fie Ulai rullfe decl'!.t precedenta? Dnr dacâ fiecare CifrA este mai micA declt prec~deDta1 
t!3. tn plan suut dute " pWlcte, dln care tn afarA de 11 puncte care sunt situate pe aceea, 

dreapta, oricare trei puncte nu sunt cohnnre. Se cere să se afle: 
a) Prin cl\.k drl.'pte se pot uni aceste puncte? 

b) C~te' triullr;hiuri diferite, cu vA.rfuril e in accste puncte, exisU 1 
~1. tn cAte moduri se pot forma ecbipe din cAte 4 elevi un profesor, daci sunt 20 de eleVi 

şi J profesMi? 
~;j. La 9 clase trebuie re partiz:lţi 3 profesori d e matematicA fiecăruia repartiz.tndu-l-lt cAte 

:t clase. tn c!t.te moduri se poate face repartizarea ~ 

:!G . :).\ se calcul ez\!: 

a) qo; 

bl Cl: . 

c) C.t+1 . 
1t+1 • 

.- S' _" •• 1 Se afle '1, dac.i.: 

l ' a It = 
511(11 - 3) 

6 

II(}! - ~) ; 

, 
, , 

f ) C:. + c:. ; - , 

, 

:!R. Se dă Q Illulţime A ca re are n elemente. tmp3.rţ:lm. toate lIubmu1ţtm,Ue lui A. tl3 clase 

(rlisjuucte). punând În aceeaş i clasă toate submulţim.ile lui A. care au acelSfi numAr de 

elemen te. Care din acc~te clase es te cea.. mai ltUllleroasl' 

!!~. Si\. se remlve ifH.'cuaţiile: 

R1C:<C~, 

bIC'>l7 • • 

, 

1'1, S,", I 1 I .. :,e H'It) ve .. blcntc e (c ccuaţll: 

, , 
, 

G( Y - 5C + x • 

11. S , se (k,lllt:1 ('1~,lIiUţile: 

• 

c) q;l < C~ 
d ) C~Î' > C~ •. 

xe.t-l + 0-' 
"- 1 Y= 
k- I 

b ) 
n- I 

xC.t-1 - Y= 0-' h , 

, 

a ) (' ~ 

h) ('~ C• + 3C·.t-1 + 3Co\-' + C"-- ; It_' . It-. '''-1 It-. 

, 

A 

"-1 

A- I 

n- I 

, 

• 
e) q + C:, +- C:, + ' .. + C:o q:. . 

1!. Din II p"r'v)~I1"'. ' l !nlrt' care 7 bltrbaţl ,1 4 feml't, le formeazA o del~g.ţle alcltultl dl. 
S .- ac! 1 poate fer" a:oeutl tel.-p..r'tt)lln" ,Iintr,. rut" cel puţlo douA femel. J.D cate m ur ee _ . 

gl\lit"? 

• 

, 

, 

, 



• 

• 

, 

U, lI.omul lui Newton 

Daci /1 ti b sunt numere, sunt bine cunoscute 

(a + b)I = a + o, 
(a 4- o)' = a' + 2ao + o', 
(a + o)' = a' + 3a'o + 3au' + 03

• 

De .. wculează fără dificultate . , 

_ ~+~'=(a+~2(a+b)'~(a+o)" = (a+o)'~+~ 

ti .. obţine 

(a + o)' = Q' + 4aso + 6a'o' + 4a03 + o', -
, 

(a + b)" = a" + 5a'o + lOa30' + IOa'03 + Sah' + bI. 

Observăm că, coeficienţii din membrii din dreapta ai acestor 
sunt egali cu numerele din linia corespunzătoare a triungbiului lui 
[vezi §2, pct, 2.4), ' 

Vom arăta că pentru orice număr natural n este adevărată formula 
(a + o), = C~a' + C!a.-J O + ' " + C::, 0'-"0" + '" + C:OO, (II 

care se numeşte /o"'1IIla lui Nell/on ', Membrul dr~pt al egalităţii (1) • 
, 

numeşte dezvoltarea oinomul-ai la putere, 

Vom demonstra formula (1) prin metoda inducJiei matematice, 
Notăm cu PIn) egalitatea (1). pentru un n dat, 
1) P(I) este adevărată, deoarece 

(a + b)' = a + o = qa + Clb, 
II), Rămâne să arătăm că pentru orice număr natural k 

"P(k+I ), ;;, 1, avem P(II). 

• Fie deci adevărată P(k), adică 

(a + b)'= qa' + [laH o + ' " + C"'a'-"u" + '" + C:o', 
Să arătăm că este ade\'ărată P(k + 1), într-adevăr avem 

(a + 0)'+1 = (a + b)'(a + b) = (qa' + qa'-I O· + '" + C'ţa'-"iI" + 
+- '" 4- qb')(a + b) = qa'+1 + qa'b + ", + Cr+la'-" 0 .. +1 + 
+- ' ;', + qab'+ qa'b + ' " + CZ'a'-" b"+1 + ,, ' + Cr-I ab' + 
+ C.b +1 = qa'+l+ (q + q) a'o + , , ' + (Cr + e,+I) 0'-"0 .. +1 + 

+ ' .. +- (q-I +- q )ab' +- qo'+ 1. lleoall't'C 

C' - 1 - ('. C' • - - '+1. ,+ e,l = ,,1+ ('" + ""+1 _ r " +1 
, 

obţinem I 
1,"" II "It - 1...+1 "" " "q-I + C,' - C' (' 1 (''+1 

Itil' It "+1. 

(a + 6)'+1 

o . 

• 
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, 
'o!oliud metd4a in(ucţfei urmeul el P(tt! _ 

Formula lui Newt.ou este ralA peutru orice uumilr uatura! " > 1. 
demonstrat A. • -

E .... pl •. (la + b)' - q.' + q"b + ee.'" + ea.'b' + CI .... + CIob' + cpo. 
AnUl : 

, 
6 $,5 6.5.4 c: - 1 - c~; Ci - -1 - 6; CI - _ IS.· CI _ _ ~. 

1.2 1 . 2.3 <u 

c: - CI - 15 (fHud comWnlri complementare). 

Oc!ci : 
C, - q - 6 (fiind c8DlbinlrJ complementare). 

\ 
• 

(o + b)' """ a' + 6a1b + lSa4b1 + 20a' bt + 15a'b' + 6ah' + b', 

Codicit.:llţii C~, C!. C! . .... C: d in formula lui Newton se DU :l1(;SC 

lOe/icifll!' bi/lomiali. Aceştia sunt, evident, în număr de n + 1. 
Asupra formnlei lui Newton facem câteva obsen·.ţii de bază. 
1. tu dezvo ltarea (a + b)", după formula lui Newt"n, sunt b + 1 ter

meni (nulIlărul tcrmeuilor fiind egal cu llumăru) coeficienţi lor binorulali 
C:. C!, C!, . .. , C: ). 

2 .. tn formula lui Newton expOnenţii puterilor lui- a descre,c de la 
II la 0, lOr exponenţii puterilor lui b cresc de la O la 11. Suma expone\lţi
lor putelilor lui a şi b iu orice termen al dezvo ltării este egală cu n, adică 
egală cu expouentul puterii binomului. 

3 . CorCicie\lţ ii binomiali din dezvoltare egal depăltaţi de tern lcnii 
ex tre:lJll ai d<::zyoltării , sunt egali între ci, deoart:ce C'" = C: - '" (fiind com

hin:iri complementare). 
4. Dacă n este un număr par (adică " = 2kl, atunci coefici<lItul 

binomial al termenului din mijloc al dez\'oltării (adică C!) oste cel 
mare. Dacii" este impar (adică ,,= 2k + 1). atllllci coeficienţii hino
miali ai l'llnf doi termeni d e la mojloc sunt egali Între ei (adică C: = C!+l) 

• 

. ŞI sunt ef'i J1lai mari. 

5. 'j" 'r!llOllul C:,,-- ' 6'. a di că al (k + l )-lea tCllllcn din egalitatea (1), 
s(' nUIlH ,tf' t<'rTlle:llU ! de rang k + 1 şi se notează cu rP.+ 1' Aşadar 

7· C' _-H' . +1 = .. (1 u , k=O, 1,2, ,." fi, 

Tn llif n\11 [/itI se \Ilai lluIJl eşte IU1JU'nul general al dezvoltării, deoan'ce 

dâr;d lUI k \',dori de la O la f', găsim toţi termenii de!voltării, 
lJr- "umjJl u m =::: C·' o,,"bo = C0(l " este primul termen, rp'l = C!a,,-lb 

, ·.L ·I" " 

('sIc' al r!"iif.;l tt'rllH'1J P, ~ (2a"- 2/P l'stc al treilea termeu etc. 
, - . . , '. . 

Sf' 1,,,:\1(' M;'lbili şi o t(: l~qi(' de l('Cllf('nţă mlre 1l'lnlCllll SllCCCg\Yl 

dtZ\'O!f ;'11I (1). 

• ., 
A';~lid in v('del(' că 

• 

, 

-

I 

• 

-



• 

n 

n-k . b It-' • '" CO+I a .... -J".+I = - - C! "'-. Ir' - ,.. ,. ,_o 
0+1· k+l a k .... l /1 

Deci 

• 
n -'k 

k + 1 

b 
, - • flI'HI • 

a 

Observatie. Să se facă distincţie Între coeficientul unui , 

dezvoltării după formula lui Newton şi coeficient"l binomial al 
termm. De e"empl". în dezvoltarea 

(a 2b) ' = a' + 8,,3b + 24a'b2 + 32ab3 + 16b' 

coeficientul celui de-al patrulea termen 
ciC:lIt tii său binolllial tste C: = 4. 

al dez\'oltării este 

Sit dăm fn continuare cUeva exemPle şi aplicaţii. 

1 S:l. se gibcasd. termenul al cincilea al dt:L.voltării 

(,r; + ~)'0. 
Soill/ie. Termenul dutat il găsim fo losind formula (2) 

32. 

T, ~ c:, t,r;ju .... (-?';» ' _ 210!,~. 
2) St\ se găseasc:1 rangu l termenu,lui care conţine pe x 7 din dezvoltarea 

[-?';> + +,r;)". 
Soluţii' Seri! III h'TUhllU\ glllual al dC7voltării 

l'u nt'~I] 

, 

T - l" '( _1/,) u-' fI,). 1+1 uV% - 'V.l . . , -
-

• 

Iar 

2(12 -- k) k 
de unde + - = 7 care dă k = 6. 

3 2' 
D~'ci ... 

• 
• 

:-:Oi l' I(..termlne al 1"2·:c :\ terukn al UC7:voltării ( % - ~r, dacă 
. \\ co:ll1i d\.'·~l treilea tl::nncll este egal cu 105. 

coeficicntul biti .. 

" 
2 

r 
" 

, 

•• -.:>' "al*, (,,~·rich·lltl;.l biuomial al termenul ui al trcil ea este C~ . Avem c: = 105, adi" 

4 

111.\ ,it; m.dt: II = 1,- "~o ,. __ 
1 ') ' s - - 14. Cum n cste pozitiv, rezultă că 11 = 15. J)td 

( 1)11( 1,,' Xli [ ~)' = -C ' ,. 11 I 15· 14· 13· 12 1 .2::.1:.3 
.J ~ 1! = - • - x' = - - ... 

'. "It iV.r1 }.2.3 .4 SI 5 
S \ ~c K;\'W:\Sd rangul celui ll\{Lj Illare t ermen In .dc7.Voltnrea (1 + 0,1)1". 

" 
1(1) 

Ifl(h+ 1) ~ I lI .w.'\ :,i IlIOlla! 

100 -- k 

k + I 

2 
cl.l('l k :s; S - . 

II 

• 
0, 1 

1 - 100 --'k 

10(k + 1) 
• 

1, in r T"+2 pc-lIlru k ;' 9 rt'lulHl - < L .'\'Şndar 
T"+ t 

dcscr('sc, adiel Tit el;tc cel mAi mare 

• 
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3.2. Aplica,U. Identlci,1 In calculul cu comWalrl 

• • 
Numerele C. & .. o .... 1. de proprietllţi 1Ja1u ... ule. lDdlclm mal joo c'lna 

II .tablllm o .. tie de ideutit411 pe care 1. verlficl coeficieulll bluomiali. 
Aml.DtiW mal ,lot'! w:mAtoarele formule: 

C" _ C"-. o o. 

c: + C~ + o,, + C: = 2", 

care au fost stabilite In paragraful 2.4 din acest capitol. 

• 

• 

. Obscrvihu cll egalitatea (3) se obţ!ue evidl'ut şi din fO\Ui.Ul a biuofnului lui 1'\(:wton, 

• 
• 

pentru a = b = 1. 

• 

Dacl in formula binomului lui Newton St! pltne a = 1, b = -1, se obţine egahtatea; 

C' - el + C· -• • • .. . + (- 1)"(': = O. (4) 

pe baza egalităţilC/r (3) şi (-1 ) rezultă 
• 

C! + C: + C! + ... = C~ + C~ + C~ + ... ~ 2f'-'. (5) 
Deci, ,wma c.oeficienţi/or binomiali ai termej ji!or de ralll imţar este egalil cu suma Cot/.

, ien/ilo, bOllomÎaIi ai termenilor de rallg par . 
• 

Vom stabili In continuare alte câteva formule combinatorii importante. Uneori , pentru 
demon straţia anumitor egalităţi este util să se aibă În vedere interpretarea geometrică a numă
rului C!. care a fost dată in paragraful 2.4 din aCt:~t capitol. 

• 

1, S<'I. se demonstreze că • 

CA - C. - l + CA- I + + cl-_ ', . " - n - I "-J .. , 
Dtmollsha{j~. Folosind egalitatea (2), SCri('1U şirul urmMor de eg a lităţ i 

C ~ = eLI + C~:l , 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

C• - l'A ...L CA:- l 
.\:+1 - le ' II' 

c~ = C~:H= 1). 

(6) 

Adun ând n:embru cu membru aceste egalităţi, după reducerea termenilor asemenea, obţi nem 
egalital{:;! ,n I 

2. Să ... (' dt:1Il0tlstre7e col 

C',~ II + Cl ,-A-l + 
n~ m "' m ... • + ,'.tr~. C. ....,. .... m = n+"" (7) 

Df /li 1)'1' fi ,,{,a 1. Toate submulţi mile cu k elemente ale mulţimii 

A = {alo .", a n , a"+I ' "', o.}, 

_1 caror ollnlAr e'itt- Cn+m, le impi\rţim in k + I clase T I, T., ... ' T.+1astft:l: T • . este formatA 
din toate !tubmulţÎlllile lui A cu k elemente, ;n componenţa cărora intră exact; elemente cu 
Ind Ic i t::: n. Fi!-(':tT{' "Iuhm,ulţime din c1a.'i{1 TI se poate obţ ine, reunind o submulţime ,oarecare 
eu I P'lClOt'ntr (\ mulţimii {a ., ... , a n} cu O submulţime oarecare ~ ll (k - i ) elemente a mul

ţimi {aUI' " (Ju }. l)u'i, TI {'sle fOTmat:1. din C! C!.- isuhmultimi. Cum T .. , TI_ ... ,111'+1 
lunt l1i,j1llu'l" dfU(.'\, (';Hc dou,\, iar rellniu!lca tuturor cste toto.lit'.I ko. submulţimilor, Cu li ele

mentt!, IlI,· mulţimii A, re7ultl 
• 

/)'JlliHf. ' tţ/l/frJ 2. S~ oOIl~I,krAm egnli tnt~A 

( 1. + x)"( I + .r)'" - (1 + xln+tlt 
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• 

• 

• 

, 

........ ~ h1.l No.""" • ..a_ 
II ..... ...ttItI ca fiI'. CI. • Iar Il] ,tJcJeJltuJ lui .. elia 

Cf.CL + clctI' + ... + c.tc:.. 
Dupl cwa II .0 argum.nta In CapJI<!J'" ]V al manualul .... 
_brJ ••• t esa.U. d ..... d. rezultA egaUtatta (7). , 

Daci ln (7), ,, - H - '" !şI ţinem seama de formuJa (1), rez"ltA 

(Cf.)' + (el)' + .. , + (C:)' - c:.. 
3. Si se demonstreze ci 

• 

C: + c: + q + ... = + (2" + 2 cos ~~) . 
Demonstra/id. Fie 

• 

• 

- 2" 2" - 1 + i.j3 - + i sin .= = cos 
2 3 3 

• 

o r:\dlcinA cubică complelCă a u.nit11ţii. Avem deci E' = 1 .ş i c' + c + 1 >= O. 

Ptuu\lId fo formula binomului lui Newton a = 1, b = 1, apoi a = 1, b = c ,i, IA 
a = r, b = ES, obplJem: 

• 

211 =C: +C~ + C:: +C: + C!+ .. .. 
(l + lE )" = C: + EC~ + elC: + C: + ce: + : .. 

(l + EI)" = C: + eiC ~ + ce: + C: + elC! + ... 

• 

Ad ulI.l III ( tl'l"lIl('lr CII t."rIlll:'Il, aceste trei e~alit;'lţi şi împărţind l a 
C' , + l ' + I 1 II + l " " "' , tU In IIlClll )r U stâng 

3, obţInem In membrul dtotIt 

O' '" ! Il 

I , 

1 

1 

I -
" -

I 

" -

j,( 1 t- . )" + ( 1 + .')" J. 

-.j] t , -,--,_ 
') - " " - cos - + i sin - şi 

3 3 

. ...J 1 __ _ 

" - = cos (- ~) + isin ( _ ~ ) 

r~1I -1-" (1... " 
'i . e +~ I + c.t}"]=: , 

de ulI'l·· rt'('\:t:t l'~ IlJf. ~.t'a (9,. 
• r, h \111 ca exercitiu dt'!11ollstrare:l 

următoarelor două egalitAti : 

l! ;. r~ + r~ + .. , 
= + r 2" + 2 cos (n ~ Z)" J . 

("1 "- ( I + C" " . . t ", 

• 

, 

..:. (2" + 2 cos (n - 4)n j, 
3 3 , 

• 
i "!){I, '1/'1' (\, 

, ,U-'I t'r)If'HlIl n (, " /' ) D A numar .atural \ I 'f'lmat. nc p e.,te un .. UQ 111/111 r II.t.tIU al (a . 
. 1. r\l .,re", alI-UIti li P "<1(': diVide C1\ p, 

, 

• 

nf'mf)/Ht,.fl/i,. r tr 1 ~ 
It' .. " fi ' 'b' l . n -fU cv, r, ~'fltrll ~I O, nfinuaţin cste adevAratiI. SA 

IVIII I Cu p.' 1 1 ~I • p""", . 'fI ~. r ('moll'itrl{m cII. flllru/lrul (~+ I )~ _ (~+ 1) este dinu-.u'f'tHln C"n,' 1 1 ' ", II fOr 111; diferel1 \A 

(4 + 1)' 
, 

(~ + 1) - W - k). 

, 

• 



• 

• 
• , 

• 
"opt lor 01. hal N._ l" + .~. "v .. : 

, . 
CA • 1)1 - (A + 1) - (., - 1) _ (A + .,._ ., _ • 

1- , 
• 

, - C!1I-1 + C!h~-',+ ", + C:-"1, , 

, 
• 

• oi, 

10,:1 pt!o llu. 1 C. • 
, • 

, 

, 

. ' • , , 

P(1)-I)'''(P-j+l) • 
, 

1,2, 'J' " , , 
tnt.ruF'l num4rai p este prlln. el uu se d(viue cu uicI W1ul~ din nUlllerele 1. 2 ....• , dl 

ta.l1utultllt De sC'ttE\ C~ se divJde ,cu p pent;u 1 ~ j <J'p. 'Da.t atlUlci toti wllleniî diu mt.~' • 

ttrul drept ,.i e1p:iti\ţil (1) se divid ~u p şi deci membrul s..ta.ng se divide ,cu p. Dar cum. am 
prdl1ptL~ cj It' - ) se divide cu p, atunci ~i (k + 1); - ~(k + I) se divide cu p.- t 

Con!tlltu m;. .. t.odel Inducţie! n.fatemalice rezult.ă col uJ - ~~ se divide c1;l p, pentru orJOI 

• , ouru.\r a,itur ... 1 ~ 
"l;un clpS. p est!! u.n ul1m<1r natural'prim, iar n uo număr oatural care nu 

• 
.. t ll.uci >-1 1 " - se divide cu p. Acest enunţ este o variantă sub care ~ 

-
, 

, 
• 

1) n 'drce' !1 ~tt L.1irt. .~1 prim, alunci 1979" - H179 :,e divide cu 17. 

2) ~ .," Ht. ("t; 

dIv ide c. .) i 

Il;; .'....! ltumJ.: pi m, ia r 72l IIIl l'')tc mulliplu. de 97, aluuci 721" - 1 se , 

, 
, 

3 j , SJ!"fl 1 puteri !or asemenea ale primelo r n numere naturale , 

PI .! " ;i) un nCIu1'Lr natu.ral şi s;.'\ nolilln cu 

" ' + ".II. 
, 

to t..~'~ ce t!';L!':<lI. ~ li..! proplUlem s~ c\'altdm această sumă. Mai IntAi V'l ru calcula citeva 

9ume pr' .~ul,\~~. c'tm SU:J,t SI' S •• S" care ne o fc ră'o "idee de calcul penlru calul gCllel'al. 

, 

1. ~ verifi..: :\ u~l)r prin iutlucţie matematică urmltoarea formulA. care elă sum8 primelor • 
, 

II numere !!Ill-.u'\',' 
, 

SI a:::o 1 + 2 + 3 + ." + II = 
11 (11 + 1) 

2 

I .-' • " - , ,"' \ C t,C "i-'II: aClI!O 

S I =' 11+21+ :~I+ ,., +111, 

arli'd ":ltln p'tratt:lor primelor n uumere natur ..... le. 

J 
, 

(a + 1)' = a~ + 3a: + 30 + 1. 
, 

Ct IV, fi" a ('gAl cu 1, 2. :-J, .,:, ' 1 - 1, '1 , obţinem 

2) '" 1" + :l . II + :~ , 1 '+ 1, 

:!I 2' + 3 ' 21 + :\ . 2 +- 1, 
4' 3 ' +3.3· +~'3+ 1 , 

, . , .. , . . , , .. . , ' , . , . , . 
, 

, n' (n ___ 1)' t- 3(11 1)' .1. ~(u 

(n + 1) ' _ u' + 3,,1 + 311 + 1. 

• 
• ., - \1 • 

". 1 , x , 

• 

, ( 1) 

, 
, 

, 

, 

• 
, • 

• 
, 

• 
• • 

, 
• 

1) + 1, , . , 
, 

65 

• , 
• 

, 

• 

• 

• 

, , 
, 

• 

• 

, 

• 

, 

• 

, 

• 



o 

, 

• • 

o 

o 

, 

• 

• 

o 

, 

• 

....... ~ nlaţU "",.,bra cu '!"'IUWu. dupa 

Ip+ 1)'- 1 + 3f'1 + 2'+3'+ 000'" 0')+8(1 + 2+8+ o. 
.. u / o 

(" -1- 1)' - I + 3o~, + 3S, t .0 
, 

, 

( J' o 

AC'ust/!. formdHl ne 

3S, ~ (" + 1)' - 3S. _ (" + 1), 

dă pe ~'I in funcţie <.le SI' Dar 
dupa, tfectua.rea calculelor, se obtine . 

~.<A inlocuim S. 

, 

" • 
3. Pentru a. afla pe 5 ... 

6 
o 

, 

Sa = 1 a + 2' + 3' + ... + il' , , 

(:-U IU:l cu LuriJor primel0T 1: numere nat urale) considerăm- !orruula 
o _ 

(a + 1)' = a" + 4a' + 601 + 40 + 1. 

F :'1dncl, succesiv, pe a egill cu J, =? 3, .. 0' 11 - J n ooţinem 

o 2' - ( ' -t 4 ' t' + 6 ' II + 4 ' 1 + 1, ' 
:1 ' => 2' + .J . 2 3 + 6 . 21 + 4 . 2 + 1, 

4' = 3' + '" . 3.' + 6 . 3' + 4 . 3 + 1, 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

-
, 

o 

, . , 
• -

, 

• 

\ 

, 

• 
• 

, 
• tncmhr:l. (lupă rt"<lu('crca t ermellilor a~111enea, se , 

• 

o 

o 

4.).='11+1 ' • ti."oi. • -ISI - III + J ~ . - o ·,,·('01 .... 1.1 furlJluLI ne eLi I"-' "3 in flll!cţie de "'1 ~i S2_ fnJo('ui ll d .<S ~i 
I ,1 (:!), '!{' {.hţinc dup,vt eÎel'tlJare-<.I cakulf'](.r • 

, 

>'lsen :'111 ('.1 S. , . 
. " 

4. I..:alea pr:1l c.are am g.'j"it ;'e "", 
lui S. In Io;ellt:ral, 

( :l -L J "~I , , 

. . . . . . .. . . . . 

'o 

-

• , 

S . - ( "rn : 1) r 
• 

u rnratll. 

, .. 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• 

• • , 
• 

-

-
• 

• 
• 

o 

• 

, 

•• 



• 

• 

, 

• , , 
~.st. "t. P IO'lUol4 d. «"oreall, eore d4 pO S.1a 1 ... 0\10 do toale 

S~ ..... \ ..... 1' t .' 

.. 'j th.·tt"unfuAUl: dto.u.elUplu, pe S,_ PeJitrU , _~ • • '-JID; . . , ., 
(n + 1)' 1 + qs, + CJS, + (fS, -+ c:s• + •. 

{Ud tu l0\,'uÎm pc S'o SI .... S ,. date de formulele (1), (2), ('3), pl"ţiuew dupl efectLtstfU 
calnllelor : • , 

• 

• 
• 

• 
• 

a ( ,t I 

• 

Exerciţii . 

• a , 

b • 

• 

s. -
• 

, 

• 

n(" +- 1)(1'.., + 1)(3,.'", 30 _ 1) , . • 
• 

~O 
, 

• 

• • • , 
• 

• 
• • 

, 

• 

la P4lere : binoamelc 
• • • 

, (ro - ,fb).; ei (,J3; '\-·.[il;' 
d ( x "' ~'; 1) (3~; - 2v'-1', 

• 

:!. SJ se determ:uc : 

. ' 

• 

• 
• • 

( ,-' f 1 .. 1. II II. • uÎ,lu ic 1 al dv.v~,! tirii (" .- ~ r • . , . , 
b, t<, . t.:!1 ii, h · 1,; 111\ ' 11(' :\ a! uel-voit.V ii (,j2. _ .[ăb)' ; • , 
,) te' n,l.::t ll l rI i Il rnij !lIL' al d C / . \' o lt <1 rii (,r; - .,fY)' ; , 

(,j;; - {Ib' )., ci oi It'r rtr ('nt d ' lI III i j I ot: • 
del:\'olt ~rii u,:: 1 ., 

• 

• 

:) . S..'i ~C ·d t: k rm ill t! 
. ' , 

• , 

u • 
bJ ter [(:'lul d in d e/.voltarea care 11 conţine pe G' : 

• 

el t:::tq"lIul in c. lre !\U ;l pa re " din de1. \" /Jl l are a. (V; + J~ )-, 
• 

04 . S,l se ..!dr· r ll:U C r,m gul 
• -- ,--o • 

;;) • + • In I.:ar e ter lIlen ului din dezvoltarea 
,jy 

• 

x ;" " au I,ut eri L!gale. • , 
U. ~ \ 'e tl eh:rmine' tt, dacă in deHoltarea ( 1 + .l/ ' roeficienţ!i lui AI 'ş i XII sunt (!Sa I i. 

( I - ,~-)'On S. CâV tUll.cu i r a ţi ouali c;ollţi uc d e1. volhrea '\1 2 + y3 ? 
-• 1 • 

1, 1,1 t!vvoltnrea (a"'; + Jâ) , suma cocfî cicnţil or 
• 

binol11;aJI de ratlg PiP' este- egalA cu • 
I.:ti. ~;'I t e l-; ;i ~cas('tL lC' rJllt!l1l1l care "Conţine pc a'. 

8. S 1 ~ (lelNrnillf' m , n, p a'ltfel {x'" + :,. r " termenII de raDg 12 şt 
, 

hlCAt 'n de7. \'oltate~ 
• 

, 
2 • • 1'i ( lII Pt1~L pc II , re.'1JXC'LÎv ,\1 şi, m:'li mu lt , Aceast ă dezvoltare 

" ~ 1 'e K~· "O\c:$. '\lIma ('1X'ficienţilor der ..... olti'lrii (7x' - 6y')', 

IQ , \ ţ> K ,"('il ';( i r Angul r etni m(li mare termen d in d("7\'oltRrca : 

• (~ + ~ 

I 

, 
• 

, 
, 

1 ) "' • ., ' 
• 

• -
, 

• 

(3 -.1)''', ,b) • '+ 
• • 

• 

•• 

sA. aib1 termeD Uber . 

, 

, 
• 

• • 

, 67 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 
• , 

• 

, 

, 

, 
• 

• 

, 

, 

• 

• 

, 

• 
• 

• 

• 
• 

.. 
• 

• 

" 

• 



, 

• 

, 

• 

, , 

, 

• 

2"+' - I 

,,'C' ~.~ 
blA+~"-+ . 

2 . :1 
. + {... .. ~I)"-' . e)(~+2t:+ ... 'J,. ... 

... +" ( l)H C· O,' d) C'~ ... 2<i:~ + . . . - " " , . , , 

tJ + 1 
• • 

(k + 1)"01 - J 

" + 1 

.. 

• • 

• 
• fi" 

• 

.. e) 1 + l~ co.') ce + (~cos 2a: + ... + C~ C()S 1Iet: 

• 
.,,, co,s" - cos -
.., 2 2 • 

c~ SIfi " + t~ sin 20: + + l " ' 0'0 ' ,. SOlll" 

• 

::.!" cos" 
, 

• n. 
sin :.:, :.: .• 

2 2 

, 

• 
• 

• 

, § 4. ~roi:resii aritmetice şi progresii geometrice 

~ , 1 , 5ir uri 
, , 

l1a1 linIe I 
1, Noţi"""" de şir , Alllintill1. <:ă am notat prin '" mu lţimea 

" -, 

o, 1, ~ , 3, ','. , 1Z, •• " 
, 

l'TJ ll \* lIJtl11il1Jl-;1 JlUIlIt rdor !lat urale ll('l)U!t.: I , 

, l ., ,> 
, .... ,v, . .. ,I/ . • • • • 

• 

t n mou obi'jlluit SI.. ~lHIlI(} l;t (1) ~i rl) lqlJf/;nUi şir'lflnumercl'fJ.r 
ll''''p ' ti,; ŞtI/(/ Jl;WI(ft!r,r Jlalurllle utllul/', 

, 

, 

" 

, 

, , 

, , 

nat'lroJc, 

Sl1 Il 'Il , a l C;"'l ror uum ăriitor t'itr l'~.d"ull 

l 

50 

, 
, 

• , 

1 l l • 
l l -1 • -

2' - • :3 
- - • • • • 

, 
• 

, 

1 , , 'lea ..:c. (r;ls(·~t t frac ţia - - I 1)(' al c1 9clZE~ ,~, 10 

alo sutdlloUrdLJ. :-.tă--I -. I II gU1ua l, p <: Jl1n, oric<;. ntllnăr de 
l()9 

flrdhe H , :-;~' 1 ()nt~ ilidie<l fracţia Cu lJt lJl lă r rl torul • 
(J;llt· aClstlll<l . 

-.. A-
( gal ('11 J. ('pr >'pm:z 

. Ast!t'~, Îutrt· T!l
ul1i!11C'<l tllllllc r<:lor T18 t UJ 3. 1t: la.'Hule şi D111Jlimra t:a.cţiikn 

, II Illimil' "tOI III ""'1 ('" l ' , t l '1 d j' . t ·UI 8c'''a.ti ~ .... ,.... , :-.(, S n l1 l'Ş t C o ('OI ('sIX)1l cu a. Sa 110 a ... o-

":~ 'sPolld,"ţ;( (Il li! '1 a f. ObI ill l1l1 ast f('1 n func ţie / defin it;,' pe O1ull:DI(6 

:'\ : :lun"'nlnr n:\t n,,,I,, ''' "ll lt- (' li ",lOI i În ,mulţim('" fru<'j,ilor care 
1l111l11fat oT\l 1 (''':1 1 ( '11 I 'r" 1 • 

• ,., .• \ .11 11111 t, n\' tllll 

/( 1) 1 
1 ; / (2) 

, 
, 1 I 
'2 ' /(3) ,. ~ '3' ., .• /(109) -

) 
, .... 

J()!} 
611 

, 

• 

• 

• 



, 

• 

• 

• 

, 

• 

D' fi ft' II' 4. f. 1. O fuft~lle definiti pe mullil .. ea ~ .a 
. ~ .nenule cu \Ia lor! Intr-o mul,ime E~ nume,te fir lIe 

meRte ale mulţimii E.· ' • 
• 

• • , • • 
Fi, j: N"- E un şir de eleillente nI!: plUlţimii E. Val<m'J6 junclui 1. 

(,IT, corespuud valorilflY argumentului {'ga/~. eli ]. 2, 3 fa.m.d. se numesc, 
de obicei; INmenii şirului de rang, re"p", tiv , (gal cu 1, 2, 3 ş.a.m.d. Scri.,m • 
te[ L\euii şjrului în ordhH:a crescătoare a tangurilor: . 
• 

• '/(1). j(2). f(3), .. . ,fill), .. . . 
• • 

L 

• 
Not5m primul t., mon al şir'l1lui cu ti" ~l duilea cu 

,'al fi-lea ctl a ş .a.m . d. şi atunci şiru l ::.c scrie 1 • 
• , 

In ac~a,Iă notaţie j( l1) = a •. Şirul şe va Ilota cu (a. ). Putem I;ota ~1111 1 
• • • 

fol"ind orice "ltă l itt'ră îu Jucul literei a. De l')<en 'l,lu (b. l. (r . ) .ş.a.m.<j. 
Remarcăm că Într-uD şh acda~i 1 ull~ăr po;-~tt· aprUl'C1 ~u raJ1s~r i d:ft p 

rite' Vt-'.f~. f"!!plu 

1, r, 2, 2. 3, 3, ... 
• ('"fi.: llll şIr. • • 

I ntre llluiţimL:.1 N* a DUl!iuduf şi mulţimea N a 
• 

mIm 'rdor ciltur;de l:xistă o j;i1ic/il' /.Jijal.:I.'tl, d,ltn • 
pllll 

• 

". • 

• 

• 

, 123 

1 1 1 
• 

• • • " • • • 

1 
01 '2 ... 11- 1 ... 

• 

a" (1::, . • . ,11", • • • • 

, . 
• el = al" al(l:.! ••• (1" •.• 

. ' Ull , :1.1 v;iclt,,'iiP HiJ;I~:toaJlll ~lJllrj: 
1 ) 

• 
şirul I a fl , â,. li:.!, , . . , il

ft
, , •• : 

2) şirul; Vf(Jx:măl InT ZtcÎIl::-dt: }ilil' 
, . . 
"1 'l • • "j • 

au; a t" oII ; 0 0 ,0,(/2 .. ; lip I/JtI~ • '. {I " , .,,'. 

e; jin:l ",-pH.ximăti lor z<-,clmn!t: prill 2dao..:.! 
• • 

1, -1 . .. 
1 

n. + -::-:':'::-
10' 

• 

-

• 

• • 

• 

• • 
• • •• • 

• f n ('f,I:'iTl·lI.\ff' \'(JII1 cOf1~in~'lî\ 11l1ll 1.:l ~Hl1Ii Ol Jl\ltllue lcale; aCt:~1ta. 
\'01 fi fltUllil,', n:al t-,i1l1J11t1, şirUli. • 

2. M r'diui tir J,jillirf' /1 1I1Iui ~jr 
Şi 11 f 'f' 1111 C;II. pattinll'lT c1( f.'l1l('l; (', (k .-:~'u.n 11lodulÎltt de ddnr'- f': 

• 
~ OIlf'J fllucţ I ~I' ~~J,J"ă ~i J '(111111 rldinill,l 1I1lui şir. 

1° Şirull arj,,"lr d(\(fil liv (fIiII d,<C/irrr) , • 

, 69 
• , 

• • • • • 
• • • , 

• • 

, 

• 

• 

• 

, -

, 

. ' 

• 

• 

• 

• 

, 



, 

• 

• 

• 

, 

, 

• • 

• 

-

• 

, .... /11 ... tilul (4.) defiuit priD. 
, • 

4,- 1. d.~ 11,4. "'" III, "" d. - 11 '" 1. 
, , ,,' . ... -

Ace.t ~ir o.e poate desctie n,;tfd: fic'calC Itnnen 1io1. 
afutorul c!frei I şi numărul cifrolor d;te egal 'cu ,au.gul , 

2" Şiruri dtjiflile cu ajll(oml it"", famlllie care permite fi • 
o,ice termen a'l său . , 

' .Fie, de exemplu, şirul (b.l a~tfel că pelltru fiecâre fi, b. elte 
, . 

formula: 
" 

, 
b = n' - Il + 1. • • 

, , . - , 
PUllilld ill fOTitlulă îll loc de n, SUC('!'!lI,' , v<tl", ilc LI, 2. 3, 4, , .. , 

. o, ~ 1,' b, ,= 3, b; = 7; b, = 13 ş . a,m.d. • 

Forlllţlla care exprim;l fi~t:ar\..! 'knl1111 al ş ir ylui 

S,lU n ~t.: IlUlllc~ţe furmu la h:rIll(,lltilui al It- lea (S cHI 

şirului. • • 

cu',aJutorul 

lc:rmcuul general) 

~p A-fodul recurent de d/,!lfl :'rrJ U WlUţ' ~ir ,- -, . 5,"1. cO llsall'făm ş;rlll (b"' ii::.tfd C:l b, - 1, b! = 2, b
fl
+

l 
p r!utru n ~ 1 • • 

- CUllo,;câu'l prilliii d oi tUlIH'!I1 

= b" + b,.+ 1, pute11l ~ă gJ.SlIll o: lh,: 

b I I + :2 :3, b, = 2 + :J 

-
b, ~1 I)'J ~i.1 ~ i lllJu.i şi f(jŢmuh! 
lUllll!l ·:tl ael::-,lui şir! 

• 

, 

Ci, & ~ :1 + 5 = 8 ş,a,m,d, 
o flJtlllul~î. calt.: explim;\ olice ttrlllt'rt elJ ~irtJ lu i , de.: la lin rang oare< 

prin pn,'I.:cll'lltii (ullul s<ln lIlaj Illulţi) ~(' , TlUIIIl:şte ,.ccurelltă. . 

Printl ·tlU mod rtC'Ufult de ddi,!in' al ullui ~ir.i ll dl(' ăII1 de obicei I , , 

• 

1 primul tc'rmCD al şirului 15,Il' câllva d :n pnmii ter meniJ;, 
~ fOll11 ula care p(,rtllite !j~l SL' dcfill('ască orice tcrmeu al şirului CU' 

ajt!toru! tl'fllll'lliloT prc-('cdLnţi C"llOSCUP. . , 

, 
Atuud 

'.' astfd lucât a, = 10 ", " 5 v ... , =a.-. 

, 

a, c,. 

j- 2 

70 

• , 

- -
• 

, 

• 

a, =al-:i _ ;, 

a, = as - :î c: 1'. 

04 2 Progresii aritmetice 

1. {h/IJlt'(t'l j1roţ;r('\ i('i ari'mdiri! 

[O,. )"\11 (".), a d ittt 

al' 

, , 

• 

-

, 

, 

-

• • '. I 
CI;!. ti,. ":" (1" . 

:1 ,,' , , , . " ., 1I,,+ 1 ::;: U,. + 2. lll'lIt 111 ti' 

5 +:2 • 7, a. ;; + ~ 9 l'l c, 

, 
• 
• • 

, 
• 

• 

l. Deci 

'. 
• 

, 

, 

, 

• 

• 

, 

, 

, • 
. 
" ,. . 

, 

, 

• • 

• • 

• 

• • 

-
• 

, 

• 
• 

• 

, 
• , 

, 

T 

• 
• 

• 

• 

• 

-



• 

• 
, 

• -
• 

• 

, 

• 
: Se obo;trvli c~ fiecare 4wnCD a( .aceIi1ui ,ir.einccplDc! cu ~ 

obliD~ prin ad5ngan·a la termonul pr edeot a unui ace1uiăti 
antum.' 2. ~ 

• • . . • 
• • 

o • I I " II I o 4. 2. 1. • Un şir de numere ,in . co,,,· fiecare termen. Incep6nd c.u 01 
doilea. se obţine din cel precedent prin \fJdougareo oc.luio,1 

~ - '. . 
numar, se numeşte p rogresi e aritmetică . . 

• • , 
• 

Cu alte cuvinte. 
. , 

un Ş ir de numere , , 
• 

• • • , 

• aJ' a2• a3, " •• 0' a, . , . , • 

progr"ic 
. " 

dacă pC>lfi li 
• k ~ rslc o an/mUlca, orIce l , avem 

I 
, , 

ai:+l = a. + r, , . • 
, 

• • 

utJdr , este U1J ul,mulr constant-' pOllru şirul dat. • , . 
Din defi niţi\.: H:z u ltfl, că lntr-o progresie ali t lllc1ică dife]'(:1T1a d inl re 

orice: termtTl şi predect'sorul său (:sl(; egală cu acelaşi numttf r. 

Numărul r !'il' 1l1lf1lt:~te rafiu IlfOgr<·O:;!l·j aritn1l"tiec. . -

PI ogrtsia , arill1lU il'ă (a ,, ) l'bh.: tompkt dd(:j Ul1ll<lt:l, dacă 

primul te::rUH:Jl (Il ;'1 raţia r . . . 
5e sPline efi !WiJlfftle al' (Iv UJ , ". ti N ~Ullţ i n progre~it 

JMd eli' sunt tn'nu/lli COIlSfC:llivi ai ulIei pn'{;n~ii Ulilmclice . , ,.,.. 

S(' cuno:3C 

ariTmetică . 
I 

-

, 

• 

Ob,nva/ie. Pl"otru. pune In eviden ţl1 faptul eli. şirul al , IJ " 0 • • 

o p rogre~ie arltmt"tic.1 :<le utili/_ea/ li, ad(:'1(-a, ~('tj;."rt.:.a 

· " " a,., : .. fOrmeo,T.A ' 

• • 
• , 

• 

E~""tlt. 1) D9C~ 01 = (l, r = 1, <ltuntÎ :"IH III prq~r(''iia • 
• 

O,12:~~.4, . .. , • 

• - -adie;'!, ,irul nUDlt:rtlor naturale . 
• 

2) DSI':1 al ~ -2 şi, - 4 Munci l,hiilh; J1l prq~:."<;jl1 
• 

_" -6 -10 - 14 "', -, .. . ' 

3) }"u,',l al __ l, , ... 2, ntallci ohţi"DOll pro~t.<.p .. 
• • 

• 
1,3,5,7, . . '. , 

• 

1di." ,Irul Dl:J}ltl ~'lI 'l nat'u.nle ilupare. 
, 

O pTogrt~i(: allhlH·tic;i ~ ;u.e l'rojJli c-t atc 
.' . 1 11lJX·u-tanla 1 

, 
, 

T • O r • m • {' 2 2 . Orice term e n 'al un ei progr es ii ar itmetice 

• 
OI' O2, .. ". 0 ,, _ 10 O"' 0 " + 1 ... , 

• tncepâ nd 
vecini lui. 

cu al doi leii . este media a r itmet i că a terml'nllor .. 
• 

, 

• 

• 

ClI ;,11(; (,,:l'"j, !f', prl11n4 oriri 11 ~ 2. 

•• , 

, 

II ' • 
0,, _ 1 + 1l ,, + 1 

,) 
~ 

, 

• , 

• 

" 
• 

• [Il 
• • 

• 

71 

• 
• • 

• 

, 

• • , 

• 

• 

• 

- • 

I 

• 

• 

• 

• 
• 

• • 
• • 

• 



• 

\ • 

• 

, 

• 

• 

• 

, 
, 

• 
futr·adl:,'ir. pentru Il ~ 2 • -

• Q. c:. "~_I + ' . 
• • 

- 'o 
• 

• 

• 

• 
• de Ullde. rezultă egalitatea (i). . . 

• 

. Est e ad~vărată şi. afirmaţia re"iprocă a. acesleia, adkă: 
Dacii It" ,ir de nu;"e,e are prop",!atea ca fIecare I ",nun al ' . Pâ",; Ctl al do'ilea, este media anjmelică Ve""eniw , v/cini 1,.;, -şi" e3le. o prog~esie aritmetică. ' . 
trttr-ad~\'ăr. sil presupunem că p'.:ntru orice trei termeni 

ai U11Ul şir o~rccart (a. ) arc loc rcltJia 1 
• 

• 
• 

• 

AttUlti 

-
de unde • 

, . 
• 

, • , 
" __ '1 

..... 1 ' " 

, 

sau 
, 

(1 " ti - a. , 
, . 

, 
d ifcrcllf,l d ii:' 0' iet: ~" l lUd' al şir ului (a.) şi I'rto(\", 

c, ... ;<)r·t ~! .::i~1t1 lltl! l··..!;al~l cu ,.1I:I.·hj: I! l'n;~l :, ~; d...:ci (a . ) c::,te. o progresle arit.. 
T:'~e,l, 

r)bi~rt: 'Ii" 
\, 

• 

') l- 01 mul,, ' . l' 
-c:- -. ,i'lntIlU ill t::nralll (l! tf f:t..'j progrfsii aritmetice'" 

CU·1f)~('â:lt.l. primul tl.:rtIlV!l ~. T t. l' .. 't t' (".1 _ 
• • j-" Un{'1 progreSll an me Ice w "'" 

rJ lt .. d.a ) fO"I11'IF', . '. 
, '. ' ;.} C<lrr pVI !;llll: :,\,( ... -=.- ~;i"'\·.1:i('ă orice termeD al proi.. esa& 

• 

Fle a, IHllllUI t"" "ll" l 1 ". . . . 
'. ... c. rro~n:"'jl'! antmet lce Şl r raţia la. 

At 'Plc:, d,'\ (kfinilia prf""T".L',"',' , , 

, 

" ... " ~ ,lr il III (;l!C'l" , 
• 

(', + r) + 'r = a, + 2r, 
I' =(/;I+r 

olVl'rtl ~ 

, 
( I~, + -2r) + , = a, +' 3r ş.a,m.d. 

• 

Te o r .. 'C'\' ,23 
Termenul general al 
de formula' 

, 
unei progres" aritmetice 

• , • 
, 

• 72 . 
/1, + (Il _ 1)" 

• 

• 
• , , 

, 

• 

• 

• 

, 

• 

, 

• 

, 

, 
, 

l 
I 

c 



• 

• 
• 

• 

• 

• 

• 
• 

• 

DnIf/)~,aţjt. Vom d"wonstra formula ' prin-metOda Ind.lk1i~i 
lIIatic:e. Notlim cu P(n) ~galitatea (1), l,tnhu uu fi dat. . . 

1° ~entru fi = 1, egalitatea (1) ~stt ';· iq.cnl'·ade"ăr tli. 
Mir 

2' Rămâne bă ;V"tălll d I'entru 
Plk) '" P(k + 1). 

orice: număr u~turaI k, 

Fie deci aded rată j>(k). adică . . , 
u.'-: a, + (k - 1)7. 

• 

este ad<>vărat ă P (k + 1). îJ.,tr.adtYăr , 
• • 

, Să arătăm Că 
• 

aH' = a. + , = a, + (k - 1)1' + 7 = a, + k, . 

• 
• 

• 
, 

D,· ~i ambde etape ale met odei iuducli"i n,attmaticc sunt " erit ie"t e. 
St-;lwnă eri P(n) tste ade\'ărată pentru orice număr na1w'al n , FOlllmla 
(.,t<- .stfd demonstrată . 

ru. 
(1) 

• , -
••• DI u~mpb L pentru pwgru ia UI!hu et icâ 

I 

• 
, - ID, - 5, O, 5, W, " ' , • 

• 

a l = ~ HJ. r -= fi • 
• 

, 

• • •• • 

u n + a \ + ,"4, <= - 10 + TU .... ~(iO 

ş . a.w . d. 

3. Forlllula ::'il11lti tn'utilor 1Z 
.. . , . 

lamo/1, G1 U lUt j;rr,grt.:S lt aritl1irlicc 
• 

're proplll:r'lJl ~ă ~ii ... ill1 suma DU 1L t f t l0r natUJ a ll' d t' la 1 la lUO , a& că 

• 

1 + 2 +,(3 + . .. + 100. 

E\'id~'ljt ~l' 1 ( ,l"C lfc:ct ua 8.cc:astJ "Ş Ull:J. adunân d t ermen cu .termcn Dl1nJc: rr]t' 

de Li I la 1fI0. AClestă sol u ţie l"tcLdutll1 de a u c\oioaşă . Să pTOCldăm 
• 

ScrillU suma llu1llucJor nat ura le dl 1" 1 la 100, de două or i. !n 
pri I,u l rând SCl iUl.l ttJ I:H.: ll ii ~um(·i în ord ine: crescăt oare, iar În a l doilea 
râ d in OI(EI:I ' (h:~c·t:-..c~toi l rl: , Astfe:11 " 

1+ 2+ 3+ 
1 (lO + 99 + 9R + 

• • • 

• • • 

+ 9R + 99 + 100: 

+ 3 + 2 + 1. 

J 1- 100 2 -1 9f) · . . = 9R + 3 = 99, + 2 = 100 + 1. 

• C"III r (',11"1' n!->1 fi 1 (h~ pef('che d \..' 11 I I 1I1( 't(' arc suma cgaHt cu 101 
Cum "tlmii, tii J" "·d ,il, ,r ('Sll' 100, ; 0 ohţiuc 

1 + 2 + .1 + , . . '1 
JOI· 100 • 

00 + 99 + 100 ~ -'- 2--- 101 
• 

50 = 5050. 

• 

• 

• 
ŞI 

, 

• 

• 

• • 

• 

• 

• 
~ 93 . -• • 

• • 

• 

• 

• 
• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

.' 

• 



• 

-
• 

-

" 

-

• 

• 

• • 

• 

• 

, 

• polite proceda allalo!!, -p<'n~ru 
primilor" terweni aÎ oricărei 1,mlllesii 

Fie (~.) o progresie alÎtllletidl. de 
arjttnl1ice.· 
ralie " ti fie 

termeni :11 '>~u, adica • . .' 

• 
• 

• - !'J" umerI: I c - , 
D.im . mal 

• 

• 

S. = a, + II, + II, + ... + a._ 1 + ai . 

Ur. ai. aa, .. " alt_l,"" sunt 
• • 

întâi următoarl:a propfJetat~ 
În ,sr(}.5~fsic 
importantă a , . , , . lor. 

T e ore m a 4, 2. 4 . 
• 

• 
• 

Fie numeqde a,. ~2' Da. ' .. ,.0"'::1. D. In ;prQCresi. 
Atunci 

• 

• • Cu alte (Ir/căror două tzumere egoll 

• 

,).trtme e~te 

cuvinte. suma 
egalu cu SU1JU tUWk rt'/nr ex/rente • 

- , • . , 
D~m(J Jz.str(/ţie. Dacă r e:-.t c falia, atuUCJ 

• 
• a. = al + (k - IV Ş I ".- 0+1 = ",'+ (n-- k)" 

d e tind \.: ! .(1. + (1,. . + 1 = [al + {k - 1 " J + [Ii + (n k),j O)~ + I 1 - ~-. . 

+ (Il - 1", 
, 

• • 

IJ'"'I + ", = "1 + r", + (Il • IJ' ] ~ ~" ... (n ~ li', 
J) U: l el. + Il" .11 + 1 = al T .t/

It 
- 2<1 1 + (Il - 1)" .., • 

F fJ!O:;1tld aCl'a':it ă t l'Or~t 1 C";i ...... ' U1>0 f d C' cakulat formt.:..l:j . generală 
5". A\lll ' 

• 

• 

• 

5 , ", + a lt -, .1- " ., + + , + .. . , , 
c\ i '!ll!ll rl '. ' t .p t' ol,\ir, p r , 

", + (.I t + '.-.1 + (', + (1 . ,) + , , . 

• , • • 
"S < , 

+ il.1 + , • + ('.-, + al -+ C" - • + a,) . • • 
JJar , ce rOLt'. It;OH:tl 

, 

De <lLeC l 
. -

• -
• + 17 . )" 

• 
, 

• _ Ja, + 17 , )11 .- • 
S. 

' 2 
• • • 

• , 

• • 

• 

, 

• 

, 

• 

'. 

a 
• 

• 

" • [ 

-

• 



• 

• 

-
• 

• 

• 
• • • • • 

'lJe<:j; s ..... a 'P'illljl~' fI. ttrtllt .. i ai .... ei p~$resii (U'illlUJice eIU 
p'0tJ.stll tJilll,ş u"" ... ,,.a ~trmnliio, nlnmi (ai s.....ei) fi .", ... "u 
/O, ." .... /. • 

• 

In , p.~' tj~\llilr" 

\ . 
• 

1+2 .+3-+ 
• 

• 

" . . 
• 

• 

• • 
• 

• 

-+ .100' = (1 •. + 100jlO0 = 5050. 
12 . 

• 
• 

Observaţie. Inlocuim in ·form\lla S. = termenul -
• 

• 

• 

Q. al pro--
gresiti' prin ", + '(1, - 1)" Atunci 

• 
• 

-
a, + a, 4- (n - .1), 

B. = . 
2 

~ 1% = 
12a; 4- fII - l )r 

• 
2 

• • 

. u. -
• • 

Aşa'dar , 
• 

12 <1, + (n .: l )r 

2 

• -
• 

• s = • • H . (2) 

• 

Am aLţihut a<;jtft·l o formulă în ~:.1fe SUUHl primilOl fl t'ţl1uclli ai unei .. 

progn:sii arituH;tic<: fC t:-q,rimă in fUllCţ il de ptimul tel nJ<'Tl, -ra lie şi n~mă-

r1l1 tt.:rllll'tlIlor. . 

li.umpJu ~t\. df'terniin3m suma primihr 10 tţ,'rw\!ui ai progresiei 'oritruetice 1a.)1 
• 

1, 4, 7, 10, " ~. • 
• 

Prlulu l terrnrn oi prO).,rH:slei eostt: 1, iar raţiJ-esle :3. AtWICj al IO-lea termen al progresiei 

• 

• • • 
" .. ~ 1 + (l0 - 1) . 3 = 1 + 9 . :l = 2A 

• 
• 

• (l + 28)1,0 . 
= 29 . 5= I H . 

2 , 

Putem 8plil'~ ŞI I lrn1l1Ja (2) pentru calculul sumei SIt-

• • 

.. 3 Progresii geometrice 

1. j),jl-lli/ia fJrognsiei geometrice 

Fir ş;llIl (b ,l. " clică 
• 

• 

b:. b". ba. ' ' '. b •. ' ' '. 

• 

, 
-

• 

-

, 
• • 

• 

-
• 

, 

• 

~1 h'l inl:ât 'b; ~ 2 Ş.l h,,+ , ce.: 3 ', b,. pt:lltrll tl. ~ 1. Atupci bl = 2 i b2 = 3. b1 == 
= 6 . O, .:1. !J., =, lil ; b. = 3· b3 = 54 ş.a . m.d . C 
- Fi"coTl' 1"I!"ln oI. ncest,,; şi!, În('('pâlld cu al doilea, se oblillc pilI' 
Înmnlţ in;t tr' 11l1~I1U111 1 prtcl'd('llt ~u un acrrnşi uUllIăr ~i anume cu J . 

D . fin I ţi. ~ 3.,1. Un lir de numere .1 cărui prim terman este nenul, la 
(jecare termen .1 sliu, IncepSnd cu .1 doilea, SI ob~ine din 
cel precedent prin Inmul.!".a "" un acelafi numir ne~uI. 

• • 

ac oum'clte progresle ecomotrlcă. 

• • 

• , • 

• • • 

• 

• 

• • 

• 

, 

VII 

-

, 

• 

• 

r , 

• 

--
• 

• 

• 

• 



, 

, 

• 

, 

• 

, 

ell alte cU"l$te. Uit şi, de nU/IU'e 

, bJ , h~. bJ , 4' •• b •• ... 

,tU o p',Jgrtsi, gCOIn",i,ă dacă jJeltiru o,ice 

• • 

• 

,./fJe q t- O esle 'w III/mă" .co/lsl<w/. pentru şirul dat. 

, 

Din ddi,iiţierclllltă că intr-o progresje geowetrlLl 
• l J 1 . termen şi predecesorul sau este q;a cu ace aşI număr 

Numărul q se UUlIlcŞtc ruţia progresiei geow~t\;~e. 

cltul 
'1 . 

Progresia geometrică (b.) e"le cOlllpJet deter uo" Mlt. , dacA •• 
• primul termen b, şi raţia q, ., 

• 

S. SPUIle. că n"merele b" b" b" .. " b. S'tII t ' In progresi • 
d le 1 ele su nt termenii ~Cf)1t ')ecllrivi ai z/,1{;ci progre~ii gcomc!riu.. 

, 

o pw~re~lc g:.'olllc tri ci1 se utiiilLază, adc.:.ca, s..:ri<: rca 
-

,. , 
! xfll' t.~ 

1) D.u; '\ v. -~ 5, I 

• 

" { 

, 

• 

1 
.. - 'alull '1 a\'~''' L pnlJ,!ll':-;Ja 

3 . -

- - ,; , , -
" • , • • • J 4 27 

~ "t'lll tj ;1.,.1' '!U pn,~r .. · . i: L 

J, -{;. I:!, - 24, . . . . 

• • 

• 

• • • - • 
• .' 

I 
• 

• 

• 

• 

'" 

• 

• 

• 

- . D.lcă rat i, l ~q .1 wlei ,pro ... !f \..'"i i ~rl...'omC'4rice " .... ·;e ' t Il ' .t.: l ' O 
." ~. , . Il'J el lV,'" iiwC .•• • 

ciţuncl toţi t 'rnu'! 1 p!O~r4..':-'li .lll <lc<: ht:;;; b{'IDlJ şi anunle I . 

1
0 

1),1(,',-\ h, -~ U, It 11,I~i tot tt'IJlH' llii SUllt pozitivi. 
2" 1),U.'::1 ,h J < 0, atullci tOţI tel llCll ii .sU ll t l...i.cgati\o-i. . 

~, tn C,llnl ,111 care 'i < O. t,oIIHClt.] de..: rang illlpar ai progresiei au acelafi 
.'1 :UIl el ŞI prllll.11 tenn'·~I. i.lr te·la'.~;lli de r<ln~ l)a[ ai progrelieî au semn 

'1I.r1 ' 1" >:J 
. " r.'jt.! l

l1!l.llli P:'I'lTI!~l ~'r H"ii .11 pJo ', ,;('~i ·i. Deci ?n acest caz, 'semo& 
t 'rn\Cfl1 lor p!o~r('"i('i al'h:llh."ll.\ ." , 

O pro.~rc~ic g"I);lH~t.::ică Cu .' . . . . ... . 
t l~t.! impOttant.1 ~ . lC/ lU.')Jl IV)l.ltlvl are urmatoarea pTOpne-
1:1 '~rică". ~at(~ , itI P'lrtlcl1L!!", jll . ..,li fIC .. l. dcn :ul:irea d e "progresie geo_ 

T • o r. m J 4 3. 2. 

• 

• 

Qu alte 

• 

7G 

O rice termen al 
pozitivi 

• 

• 
Unei progresl ; 

• • 
, 

geom cIne. 'CII -
• -

• 

Incepând Cu 

vecini rui. 

bl • b;!.. b,lt. " b._ I • b., b.+1t ••.•• 

al doilea, este mcdi. g·corl)ctrici. 

• 
Ofta It .... 2 

, , 

, 
• 

• 

, 

• 

• 

• 



• 

• 

, 

• 

, 

-

• 

• 
• • 

• 
Dtm< lI.t,ali,. Intr-adevăr, pentru-n ~ 2 

• 
• b. = b._,g • 

~ 
, • 

b b.+ • 
• • = • - q • • 

lu Illlli ţi nd acostc două egalităţi. deducem - , 

b! = b._1b.+t. 
• - , • • 

de w,de rezulU egalitatea (I). • 
• 

Este ade. ărată şi afirmaţra '. . re.ctproca a accstcIQ. I ... 

{)"că un şir ăe "",('ere cu /erIUmi Po<:itivi nr~ proprieta/Ba. CII fiee"rt 
Imn", al s~u, inee p ând cu a~ doilea . este media g.e,QJtlelrică a /, " "tllilor 
viâ'ti lui, atunc( ases:t şir este. O' prrJgresie geomclrlcă. .. 
• .Iutr-adevăr . 6ă presupunem că pentru oricc trei t ermeni -cousecuti,-i 
ai unui şir oarecare (b. ) cu terllleni pOl.iti"i, arc loc rclaJia I • , 

b. = .Jb,. __ tb. +l > 
• 

, Atunci • 

, 
. b' - " " - b ll _ 1rl,, ;' I. 

do utlde • 

• 
, • - . 

, 

• b,. : b,, _, = b"+l : b,. . 

Ap d:ir. 
:'~ll cu 

catu l dint r e orice termen al şirului {b. l şi predecesorul său e-le 
acela şi numâr. D eci (b. ) esl e o plOgrcsie gCIJl1\clrieă. 

2. 1'0"'''' 1. , terl/lCl!ultt i general al " mi progresii geometrice 

CUllo,e,hd pri mul termen şi ra ţia unei progresii geometrice (ţ. l 'o 
p')-1.te "ua o ft)r mull C"lre p~rlUite să se găsească orice termen al progrr ~iei. . 

Fie b, prilll lli t crmcn ,ai progresiei geometriee şi q r~\ia sa, ·Aturci. 

dn d,·fi,';\ia pro5r~sici gcomelri ee. dedueen) ' . ---

b, = b, . q. 
• 

'b , "'" b, . q = (b , . q) . q = b, . q'. 
b. = b, . q= (b, . q') . il = b, . q' ş.a.m.d. • 

.... . 
• 

Teo'· ", ,4 j J . Termen ul general al unei progresJl geometrice e~te d,td .. 

• 

• 

. ... JrI1Uli 1 · 

h" = b, . 9"- ' . , (1) 
• 

", ni ll 'i troţi/ '. V01!1 dl"lllOllstra formula prin metoda iuducţiei mate- . 

~;",:" " ( Il p\") c~aliţa t '·" (1 ). pcntru un II dat. • 
1 )l tl"l tI 1J, .... 1, eg;;ILUt.tr!1 ('~tc lvidl'Jlt a devărată. 
2. f :' "CU I\1 ? ; k) :lIh-v~rA t R, adid 

Il , b, · q' ' . • , 

b.g .,. (h"l ' " )1 n,'I', dec<, P(k + 1) • t.:>tc adevărată. 

• , 
• • i7 

• , , 
, 

• 

• 

• • 

-. 
• 

• 
• 

• 

" 

• 

• • 

• 

• 

• 

• 

, 



, 

• 
• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

r P(k) _ PI,k + 1). lCetoela. iD4ucţiet 
~) este ajeviratl I~ru G~lCe D~ 

•• ~-t":·_ogr.sJ. geometricl E.I,.'", '-~T - r , 

. 3 • 
. 12, -6, 3. -"'2' .. '. • 

1.... ). 

• 

• • 

• • .&. 12 n OI: - -. De 8~ea ,.e-m Cl'l - • 11 2 • 

'.' 'b" = bl'l' = 12 ( - f r ~ i _~): - - oi :8 I 
• • • 

. . ( 1 I'.. 3 . - b' =b;'104l = 12 -,.- _ 
It! \ 1'1 2 2M 

• , 
• 

• • 
'.a.al d. , 

• 
. . \ 

" 
• 

• 3, i'ormula. sumei primilor .1 ferme'li ai unel progresil 
• Fit! {b.i o progresie geometrică, de raţie q şi fie 

, 

• 

S. = b, + b, + o, + .. . ..j, b._1 +:0 •. 
. . -. ,lUUn, primilor n termCIll hl sa!. 

• 

• 

• 

• 

• 

Numerele b" b" b" .. " b._t. b. sunt Îl! progresie geometriei. 
Il'lItru numere Îu progresie arit m<:tică, J..itlltru. lltnnerele b" b

ll 
ba, ... 

,,,,, ~Ullt În progresie gL'Ollletrică,. are loc o relatie analoagă, 

o,b. _'+1 '= blb. 
, 

noii,;, produsul oriCi/ror două "umae egal depărtate de num,errlt" ext'""e 
'tiul "1 produSl/1 'Htmerdor e"treme. . .-

l'tl1tru calculul sUlIlei S. dlStiJlg(;1l1 două cazuri: 

. 1. j)acii raţia q a Progl csici (;Sie egală .cu 1, atunci S. \= HO" . 
2. !lacă raţia q a progresiţj este d i ferită de 1, -atunci procedăm 

JUod.ul urlllător I . . 

Inmulţini ambii membri ai '-g;llităţii (I) ,cu q: 
• 

q5. = blq + o,q + b,g + '" 4- b"_lg +b.q. , 

111'\ 6,q =' b" b,q. ~ b" b,q = ", .. .. , b._lq = ~., de aceca, 

qS. = /;, + b. + b. + ... + b. + b,q. 
SCă"ind t:1l"1Il blIl Cu l11111bUl, egll iitah:a (I) d;n ~alitate~ (Z,) 

qS,. - S" = b,.q - 1,). , 
S~(q ~ 1) ~ ".1 - ti 

'. 
• 

• 

• 

, • 

• q oF 1, , 
• 

• 
s. , , 

q I 

fmll ll'!.' S. b.'1 - ~ , , tUlde'l '" 1, 
q - I 

alui. fnlll1uiă a ElIUJ~i priwilor-
• , • , 

"" !!(f". - 1) , 
8. , . 

• 
• 

r 

ia If 1 (, " 1). 
, • 

.. 
• 

• 

• 

, 

• 

, 

• 

, 



• 

, 

• 
• 

• • 

• 

I 

, 

-

• • 

• 

• I 

• 
• • 
.... t l ... BI g&af •• Imn. prilllll<ll 10 '--l al .....- .........,,; 

, 
1, 2, ., 8. . '" . • • 

• 
A'f't w ." _ 1. 

• 
, - 2: Atunci, dupl fotlllwa (.), obtlf • 

• 

• 

• 1(2"-1) . 
5 1 . .. - 2 ~ 1 - 2' . ... ~ 1 - 102:4 _ 1 .... 1 023 . 

• 
• 

• • 
• • • 

pulem aplica ~i formula (3) pentru . calculul sumet S1 •• 
• • 

C&lnaJAodv.~l mal tAtAl ...... 
• , , 

• 

ExerciţII 
• • , • , • • • 

• , 
Ş i rur i 

• 
" 

• 

• 
• 

-
• • 

1. 81 se sc r ie pr imii c inci t ermen i ai şi rului, cu termenul a~ n-lea d'at de formru a , 

I 
.,... • . 

iii a ll :::;l _ • 

d ) XfI '=3 5 + 4»; 

cJ bIt .,.. .10 - u', 

• 3~l - 2 
• 

2+. • 

1 + (_1)" 

2 
• • 

• 
g) II" - (- 1)" : • • 

•• 
h) • • =tg-

.... 2 
r-(n ;. 1) 1 

1 
1) q" - (- 1)" ,7.- . 

• • 
<S . S,t 3(: gă"e a.~câ for mula t c r .. a.' uu lui al n-lea (K ;:,. 1) pentru fi ecare din şlru.rlle I 

'aJ 1, 3. ,;, 7. 9, ... : 

b ) 2. 4. 6. S. 10. • . .. , 

ci 3. -3. ~. -3. 3. • · .. , 

1 1 1 
d -,-.-. 

3 9 "27 

1 - ' • •••• 
BI -

• 
1 2 3 4 5 

e) -, -. - , - . - • • . . i 
2 3 4 S 6 , 

f ) t g 4S 0. tg.;l2 °30 '. tg 11 °15 '. 

1 I 1 1 

g) I - '2' '4' - '8 ' 16 . 
• 

, h) 1, 9 . 2.; . 49, Bl, • . . 

• ' . I , 

. . . I , 

, 

3. Şirul ("'n'. " ~ 1 arc t<,rme n ul.gC'm:ral dat de formula x,. - 6 .. 4n -1!s l,I; term"'o , a(c~tu i 

;ş:r lluU\!l.ru!: , 
• 

Il -102: h' - 132; , c) I()I); d ) 150 f 
, 

,ta ea?ul in carc ribpun:.u l e:.t l! aHrmativ s3 se indice num1rul de ·ordlne al acestui termeu. 

b) _ 72; c ) -100 ; d) ~200 f 

fn 97. "flr r."\tlv !'I ii se ind ice ntwIărul de ord ine al acestu i t C1l;u-n 

'1 . $.\ ," -IOh! jlrÎmil 9 t"rlwnl at ş i nl l uf (aII )' n;ilo 1, dacii ;· 

,\\ 1) _ 

• 1 ; 11,,11 ~ a" - I : 

, 
1 

d ) 01 """ 3, 0"+1 - ---- I a. I 

r 

, 

, 
• 

, 
',1 '1, - I,~ • ,1 . -.1. 2; 

' ''''1 .. 
.. ) 11, _ -1 , a..- 1, 4 .... - 4. +-0 •• ,' 

, 
" . • o 

... , ""ti 

\ 

• , 

., . 
""J" . , f (lI :\. 11, '_ t, a.+1 - 0. - 4.'; .. 

• 

• , 
r"f:lIll' . rll' fc.C'urr nlli 

, 

"t"" ... Ci 
, 

- , 
• -, 

, 
• , 

• 

• 

• 

• 

• • 

• 

, 

, 

-
• 

/ . 
, 

• 

-
-, 

• 

, , 

-
-

I 



• 

• 

• 

1 • 
, 

• 

• 

• 

• • 

"'oare,ii .rilmetic. 
• • • 

, Sl ~ 'tie prinul patru term.eni AI proGr .. I~1 .rltm.li .. (o.), bel: 

7 ... al OI _ • T - - , c) 6 1 - 1,3, ., _ O,3J / 

2 I 
d) "1 - -, CI. _ - • . 

7 B 

-
h} 0. - -:!, T :oi' 5; 

• 

.. Sd se glseR..'iC.1 priJuii doi termeni ai progr •• iel arit"",Uce (b.) dati utili: . 

a) b b 15 2 t , 27, . . .. ; • , l ' , • 

• ••• • 

,. Dacă se cuuosc OI , d' . termeni ai uuei progresii aritmetice (c.): 

61 } ca '"'" 7 şi c. '= 13,. sl1 se găseascl1 c" , CI, Cl . ; 

. "1 r. 40 şi Cu = -20, su se găseasc l1 CUI. e" cu' 

10. Tvtr-o progresie aritmetică (a,, ) se CUlloaşte al şi ,. Să se găsea"cA 0.. daci; 

2 O 
o " = 1'J' e) ", ~ -2,5, , ""'" - 2, "_ 50', 

• 

~l al = - • , = .'l, _ , 

I - 19' , d ) a = - , __ 
1 7 , 3 . ,. ~ "5 -. 

J 1. :;i;1 ')e gltscascil. primul h:fmt-n al al u,nd progres ii aritmetice, dacA: 

131, t' 1, , -, 

1" - , - :'1, 

12. ~fl <;t: gt1.St'n,-('j prilllui termt"n şi raţIa 

e) (u -== 0, 'tO _ 

01 \ 
" 

" - . .. 11-."'1, 

60 , , 

.ti , 

. ".' -, 

e) a l oo """ 0, ,. '= -3: . 

d au "= t3,S, ,""'" 0,5. 

und progres ii arJtmetlce, daci; ~ 

dJ al + a, =- 42, aJi - a. _ 211 

tl. a J + a, =: 16, ala. - 28) • 

f } Sl O"'" 85., 5, """ -3 .• 

Sti ~e demOIl'itrNt' C;' şirul C" n) t!-tt' o pt('grc::sie a rilruetidL Să se găsească 
q:'tu ';Oi roţia. 

h) ,i'" """ 10 - 7r.. • 

H . Ri'i "c g.lSt'a~c:'\ '-Ullla ptilllî!or 100 lUUlIlli ai uut!i progresii aritmetice (~,. t1I4: 
a) al'" 10, al~o I..,U; c) al = 2, r'""" -5: 

. b) al- 5.';;' au. - 7 fi; d ) al""" - 1, r _ 1. 

U . Cuno~ând SUll\a Sn a pri~iI<.>r 11 termeni ai unei progresii aritmetice 

ni , 
• progresiei, dacă S. = -:- n ; -

4 • 
• 

progrt:siei, dndt S" = 2,,' + 3". , ., 
• • 

b) primul termen şi raţia 
II. ~a. 

~ rt'mlve ~Ilnţii!e: 
• a) 1 + 7 + 13 t '" + • "~SO ; 

b) (.1' + 1) .L (.1' + 4) + (.\_ + 7) + , 

'. ,.+ (. + 2Il) _ IS5. 
• 

doulL/("ci (](' tcunt'n'j AI \luei . , pr"Sr~1 

a, + a, +- aII + a u _ 20. 

aWA P' iruJlor " t6imea' 
• , • • 

<) S" _ 7" 1 ;~ • 

al) d) $" - Oi _ ~ 1- J' 

• 
• 

• 

• 

\ 

• 

I 

I 

" 
r 

• 



• I 

, 

• 

• , 

• • - • 

• I • - • 
• .. : tDU'O pro~esil'! arUDldi('1 aVtlll S'J? 100" 5 .. ~ 900. SA le. 81''''~ 5 .. 

II. Sump pimiJc..r " t.enu.cni ai uuu.J tir oart'Cal'~ (It .. ) eate dati. de formula S. _ .. _ It. .. 1. 
Sl ~ g.\'04:J....c4 priw.iJ patru krJlkui aj acestui ŞiI. R'fte acest ,it o prugreait Ultpet.IM t 

• 
'1. SA se dţJnon~t.rt'/.e c3 numerele urmltoare SUllt'" In 

• • • 
progreiie aritmttică: 

• , 
%1+ a "-l 

i . • .(. + 1; • ( ... -1, • >F O) ; a) , • • + 1 , 

L) (a' ,;,.. 2(~b- b') ', (al + b')', fa l + 2ab - b')'. 
, -

• 
• 

• 
, 

12. Sl- se deJUolI!ltreze eli. dacă numerele a, b, 

unaJ.toa re sunt in progresie aritmet ică: 
c sunt fn progresie aritmctic5, atunci şi nUDlerele 

i) o' - bc. bl -~a, ',' - al? ~ 
, 

• • 

• • 
ji) b1 + bc + c' , Ci -1; ca + a', a.!. + ab + b~ ~ • 

S?i se n,rntc el d,ld 'a + b + c =1= 0, atwlci e1ite adevăr~ şi ft"Ciproca. 

:3. Să 'it! dClnoIlstre/e d. dncă a l, bl, c' suut iu progn:sie aritlUdidl., atunci şi numerele urmi-
toart! sult în prtJgresJe arihudidi.: ,,~ . 

l l • 1 -
. i) - • • • • , , , 

b + ( ,+ a a +b • 
-o b , , 

ii ) - -, - , • l· + r , f- u o+b • , , -
• , 

• • 
ji) u l + t, ub -1-. r. P+ x; 

, 
- • 

, 
~(), Pie "\ , XI. 

uri'wt'til'.i. 
j 'r de "mere rea l" Să <it' athle C~ ac('st ", ;tII . "', un I Du ... 

• 
~ir ~Ste o progreSle-

da\:.i . 
nUIlI.:lÎ da~,l JX:n~ru oriCl: a'Tt'lIl tel<lţia: " " 

l • l l 
" - l 

-~ , 
-'- . -- -T ... , , • 

l'l X J X!TJ .:r"-I",, XJX" 

Progresii 
• 

• geometrice ~ 
• 

• , 
, • 

26. Sa .t ' cn~ primii cjnci lcrlllC'l1'j a.i pr~gH:~i (! i geometri ce (b,, ) dacl1 : 

1\") ", f' ' , q 2 : - 24. q = -0.5;-; 

h} b, IIJ , b 
, 

tl. S;t '\r .':1~<.;toc(,~ 

el \'1. )'1, 2-4,:lA 

II. 1)2.(":1 ~. CIII\f)'\(' 

"l L, • r, h 
• • 

l 
• 

2 
, 

. ')01 ., .; 

uni ll"tlt1('ni • 

d) b. - 0,5, q - ./:; . 

b) y,. "" 22.';, - 13!i, SI, 

oi UI1( I pr(',I(tI''''d JCt'oJIIl"lrlce (b,, ); 

2-4, .. ~ '\(' W'l~~:\ .. ('., II , . il, hit;' 

10, ~;, "c ghc.~~(:l " • . bu, b., 

• 

• • 
6 - ~! 

III tI - ~ (tl'l'I~, ~l •• , X '1 • 

• 
• • • • 

, 

-

- • 

-
• 

, . . ' . 
I 

• 

• 

• 

81 

, 

• 

• 

• 

• 

• 
, 

• 
, 

• 

• 

• • 



, 

, , 

, 

, 

-

• 

/, 

• 

• 
• 

31. 

• • 

• 

.... ... p.IO .r,it_tid ..... 
• 

a) al- 5 ,J 4.+ 1 - 213. : 
• , 

• 
b) .~ _ 5 Ji 11.+1 - 2 + G. ; 

, • 

• 

, 
ra cal aIiru.taliv Il :te Indice roti ," , 

, 
S:I se descrie- {Ilrnlula. terwtnuiu l 

, ' 
• 

âT b, - 2, b,,+1 '7 3b • .; . 
• 

b) b, ... .oi. b .. +1 ~ (-3}6, , 
• , 

e) a. - • ,1 _ ... _ 
, • 

• I 
dJ 4 1 -' -8 ,J °.+1 ., _ •• 

3 • , 
, 

111 n -lea 0.1 progrosieJ 

c) b, " 9, ~'+I 

gcometric, 
• 

- 2b~ ; -
1 , 

d ) b, ~ !O, b"+1 _ - b •• • 5 • I , 
Sit se gă.o< .... 1 primd l termen ş i ratia uuc i progl'csii g COlU('lrJce, dac'; 

, 

, , 

) ',-c a, = _ 1. a. 9 ; 
• 

7 
0'_.) . 

16 

• 

, 

J~ . Să se IUllculeLe slUl1elc : 
• • 

O) 1 + 2 + 21 + .. ,' + ~I ' : • ~d ' 1 - :1 + 2' + 21 + ... + ou . - , 
I 1 I I • , • 

" ) - + ---- - .. , .. ?O ? • - - ~ 

; • e" 1 t x + .l ' -r ... + r 1" "; --O" - , 
I 1 1 . t-'1 - . - + - + .. , 
J J' 3' 

1 
+ -3" 

, f x - .lI + x' - ... + x". 
, 

33. ~,t Se rcwll'e ecu..lţlHe: 
• 

a l 1 + ~ +,' + \.1 + . ,', .L .tit :2 1)' , • 

,>, t -t .l' + .' + " . r T '" '7' ,;UlO ..",. O, 
, , 

• 

, 

• 

• 
, 

• , 

, 
, 

• 

• 
• 

" J I . Fl(' 

. il 
"\ o pro~resic ~(oIllPlric" ","sUeI iud," SCI I~ primi ! .. r I! tctlueni 
dcten.nl1le S , " , 

al ~:\ i este 5.=2(S8-1) 

3., . 
"- ' 1>. . . 

E.,t~ t>:o~ft" 
hnuula; 

, 

ic ";'.lffictricJ U!l , 

, 

şir, ptntru Clr~ ~U:U3. p:lmil.1r 
• 

• S. .~ I _ 1 , b, S., ~ ~., _ 1 ; ( s. 3" + 1 , 

-
n termeni 

• , 

, 

, 
• , 

al sAI este da" de 
• , 

:UL tntr-o ·pro~ r('.8i I! 
4/), • • t,n, S l '~e giUea..scl 5 .. _,7. 

<' + x să fie lu progresle geometriei. 
• 

\' , ~-, 1 MUci luc6t s fi~ sltfsfklltll 
38. 

~u se r{'lo tllll1l"" ..4 f I 
' ,.,., C Lllc!\tnulll rej,. a"+.r, b + t, 

s,. ~...;IU \).ou;\ °llllln l" r(' ? ~ l 
"" ",'t- d (.1 .,,' ' , .' So' dt-termine I1\tIJ~('rel(O 

• , , .11 C(>!! 1l-,lIle • 

" V, l " !1. f ' 
, 

" y l- l , l - • 
1 I " Y 

, 
" ", • , ' • 

• ,. , 
j:nrWt IIlnr • 

• 

• 

• 
I 

( 

I 

, 
t 

• 

• 

, 

Q 

• 

-



, 

, 

, 

• 

• 

• 

, 

, • • 
• 

• 
• • 

• 
• • 

• 

• • 
• , • 

• 

• 

• 

, 

" 
• 

, 

• • • 
• 

• 

, 

• 
• 

III 
, nu",er~lor Î~t':ţg i ',--

Noţiuni de aritmetica 
• • • , . • , • 

• , 
• • • § 1. Teorema Împărţirii cu rest a numerelor • • Intregi 

• 

• 
\ 

• 

:\1: fe.illlllJtim din materia p8.rcursă în clasele auterioare că. oricare ar ti 
dou;\ Jlt;llil'rl: J:<ittH~t1(: a şi..b, cu"iI difuit dt: 7uo, Lxi:;tă a1t(; două numere 
n<i~urah.' q ~i f Ul Jict,. cu proprietatea că a = oq + r şi O ~ r <::: V. Teorema 

, . 
cart,: Jsij:!ur:i. exi~tlllla Ji uuicitatea uuItlu<:lor q şi- r se J)um(·~te - teorema 
impiiJ!tn'i ClI resl iu mulţimea tLumcrclor fUtturale. , 

AChlst;, tl'(lfl'1l1ll St: ('x1 inde la lllulţi)lll'a Jltll11crc101" intregi in felul 
, 

llllJl<lfor : • . . , 
Teor emal,l • 

, 

Fie a şi b două numere Înt"regi , cu b dif~rit de z.cfO. Atunci 
, 

există două numere Intregi q li r unice cu proprieUţllo=. 
, 

, 

Il = bq + r şi O " l' < ,b 1. {Il 
• , 

• 

E \-'aiJ'd,1<\ (i) se IlUml:şte fo r11lula îmj;ărlirii' Cii ftsi j ;ettfru numere ~ 
IlItregi iar " "!Il(', ,le q şi r . se numesc câtul şi respectiv testtll Împărţirii· 
lui 1/ la b. 

, :\ U V0.:1 dJ. dUllollstra ţ ia . acestei teoreme, În scl1inl b ~ "om arăta. Cum , 

le proc(·d"a/;' practic atunci când a\'eOl de Împărţit două numere Întregi 
a şi b, cu b '1 O. . 

l';VIr],;:t ,;, ,1: cii 1/ = O, atunci cât ul şi 'restul Împrrţirii lui 

q .. , = (" JJ", I,n' vru ]lr~sllpllJle că a "" O. Definim, 

8gn (a ) = 

• 

+ 1, dacă a » O, 

- 1 dacă a <i O, , 

~um~nil t-gll (a) ~,(' 111lrn('~t (' sl1Ji"lul /1~,i a . 
Cu ac,· .. ,· ' I',1 aţii 'li\'("" clar ci. In 1 = II Sgll (a), 
Vr)111 f·f {lua acum Împ:llţ li (<1 IlllllH.:n..:lo r nat urale 

01111 df'" G!!ntl (tlIlOj;('ut din da:-;dc ant t.'rÎo.HC I 

, 
\ 

la I Ib Iq' + r' cu q'" r' .. N, O .;; ,"4 

Din (2).obţi"'.ln 

• 

- • • - • , 
• 

• , • , 

• 
• 

, 

a şi b tuDt 

, 

, 

, 

• 

, 

• 

, 
• 

• 

• 

• 

, 

• 

, , 

• 

• 

, 
• 

, 

, 

, 

, 



• 

• 

• 

, 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• • • • 
• • 

~e Inmultit li cu s~:'u((/) , ~i ţinind cont 
• 

• 

undc'q" = sgn(a) sgn(o)q' şi rO "" r' sgn(a), 
lhc;, rO .. O "atunci câtul şi restul îUlpărţirii lui a prin b sUJJt 

• • 

resp~cti,' r". Daeă 'r" < O, atullci (3) se. sene astfelr 

• • 

• 
• 

Il = bq" + r" = bq" - Ib 1 + 101 - r" = bq" - b sgll(b) + (161 - rO) , 
= b(,," ~ "gu(b)) + (Ib 1 - r") = bq +', unde am l'otat q = q': - sgll(~ 
şi r = Ib 1 - ,". .' . . 

Cum r" <l0 ~i r' ~ O, atullci sgll(a) = -1 şi deci "," = -r'. Pe de 
altă pontc, cum O " .,,' < Ib 1, rezult ă clar că O " r -< Ib r, Deci catul li 
r .. tul impărţirii lui a prin b suut q = q" - sgn(b) respectiv r = Ib 1 + r", 

• 

ExemPl8. 

11 5:\ se ·Ch:ClUCJ.:C Illlpă r ţirca cu n,;.sl a lui -50 la 6 . ~ 
S()i l4ţl<J: VOIll' cf!.!clua imparţirea cu r~3 l a lui 1"":' 50 1 = 50 la 161 = 6 . Vom avea 30_ 

~ 6· 8 + 2. TUlIluttiudcu (-I) a\'c ~n -50 = 6· (-8 ) + ( - 2) """ 6 · (-8 ) - S+ 6 + (-2) _ 
• = 6 . (-9) + 4. , 

Deci eJ. tul imp;lrţ i rii lu i" -,:;0 la 6 c:.lc li "'""" -9 i.tr rc ... tul r = 4. 

2) S i se efectueze illl p;1 q irca cu n· .... l a lU I -7~ 1 Ll - 50. 
So:uţze. Ave m [-ni l = 12 1, J-ŞO: _ 50 ~i ni :::..:: 50· 14 + 21. 

, 

• 

• 
Rel.u lL1 el - 7:!1 '-" (-SO)· 14 + (-2 1) 9- (- =;0) · 1-1 - 50 + 50 + (-21 ) = 

Dl;!c i c!l t ul i mp.l.rţ i rii lu i -7~ t la -·50 e~te q = 1,') ia r restul r = 29. 
(-50) . 1;+29 

•• 
Observaţie . Formula îm p~lrţ i r i i cu r ~:;t penl ru numere Îlltregi se poate 

. puuc sub uqn;ttuarc.l Î0f111."i i d.lCă a, b G' Z, Cu b :rf: O, exfstâ qOI To' E Z 
a :;, t id ÎncâL " 

• 

• 
a=blo + r, . 1 1 Ibl şIr o ,,-,-:::.. 

2 
( 1') 

. -
J u·r·.d ·,·.h, dill (1). exi,l.i q, r E Z astfel 'încâ t a = bl+ r şi O " , <Ibl' 

. /,; I 'bl 
Daci O " r < "-, al unci punu:; '/ .. = q ~1 ' .. = ', Dacă I < .' < Ib 1 

1) f) 
• 

al ":" i ''''0111 ,,= h"/ + , ,., Dq + ;" 1 + r Ib 1 = 6(q + sgn b) +(r-Ib 1) ' 

D .ri naUm 1 .• = q + sgn b şi 'o = r - !b 1, ~tullci ir,l..;; I ~I şi a = bqo+r,. 
, -

Sl r,b, r '::1111 c.i Îll relaţia (1'), qo şi ro nu su"t unic". De '''"'''Pl_' 
7~'2':1+ 1 şi 7=2 .4 +(~ 1 ). . o 

F ')flllllla ( 1') ~S:i..- IOilLl! uti l ă in 1ll\l11" ']t di C,l\ ii . It ... cX \':ll ~ll1 Srl . ilfătih~ 
~l d.H'i II r= Z , altl'lci restul illl!l.l!ţiri l Îu; 112 1" 7, c:-;1c n,l, '2 ::;'lU ~4 

lat r ",I. \ :\".\r, r, ,!rhlllf{ eg.t1; t alva ( 1') H j'!).'\ I ~. :J \'C.l u lr a el i 11 ur III : tt na rel \ fot ml'< I 

7", 7k ± 1, 7k i :~ , 7k 1: .l . k (. 2J 
• 

I l.Jr,"t ,,, ~ 7k , alulIl.'i n .! 49/:' = 7(7k:!j ş i cll"d n'!'-l ul Îtup:tllrni Jut 
.. ' I~ 7 ",t e 1). o 

I ).lc!\ " 7k ± 1, atll11 l i II'. (7k,:" 1) 4 ~W ± 14k + 1 ... i(·iR'1-
+2kj +. I~i rkC1i ll ~("l'st Call1'stt11i 11 1p.i l1,,ill11i'''1171'~tc 1. 

• • 
8-1 , 

• • • 

• 

• 

• • 

• , 

• 

• , 
, I 

• 

( 
• 

• 

, 

• 
• 

-
, 



-
• 

, 

• 

• 

• 

• 

• 

, 
• -

• -
D.lc;t Il • 7k ± 2, atuuci -n' = (7k ± 2)' = 49k' ± 28k + 4 = 

"" 7(lk! ± 4.\:)'+,4 şi deci restul ÎIIl par\idi c"lc 4. 

lrIcl II = 7k ± 3, atUnci II' = (7k ± 3)' = 49k' ± 42k -;- 9 = 4!lk! + 
:l: 4:!k + 7 1- 2 = 7(7k' ± 6" ;+- ~ + 2 şi dL'Ci restul împărţirii lui 10' J;; 
7 l!stt! in acc~t C.ll c~al cu 2. • . , , 

E xerci ti i , 
• 

S ~ " .. dc"dllC1.C Împ.'irţirile cu .. ' rest 1. .l ...! 
• 

ale lltmltoacelor perechi de num.ere intregi; 
- 'J7 I " "-,. a) -;) .. a --, • 

b) 874; 1.1 -319; 
,; _:2 Ha la ........ 18; 

d) -t:H :\12 1..1. -3i;. 

-
•• 

• 

• 

• 

• 

:!. S,I!>c g.hl';lSl,;;\ lluu.\ IlUlIlLrC oatltrall! a df\)r !f\lIu1 3ă lil' 6G IJ ~j calul implrţirii cdui mal 
ma.r~ prin cel mai mi.::: sl fie 75. Este S0luţ ia unică 1 

3. (arc t:sk ul ti 1!I:l ci Eră a Il HlUcrcl'Jr ~ 1;'\6" . ":!5", 251 ~ n . 5 2:{4 IU. 16411 -f 45318. liu + 12"1 

4. Fie u. Il, b şi c numere Ililtura le uenule. Soi !.e arate că pcntru a găsi c,Uul impărţirii ll1-1 
1: la a . b . ,c se pnJ.lc ~}r ,)c (, .. <lJ. In tdu\ urmltor: se iUlparte Il la a, a!X'ij c.Hul obţinu t se 

fmp3rle Il b şi uoul cH se iUl part.;.- 18. c.; câlul obţinut la această uItHU!i Împărţire este 
cd c,i,ul:lt. 

ş. Pie K şi J d'mâ numere 
cu propri~t:\til e: 

real e, cuv "# O. 5.1 se arate ci cxisU. dJU t Ullinere reale ti Şt r 
• • -

• , 
x ~ Y7 + " q E Z şi O '" , <! IY 1. 

tu plus, q şi r sunt uluce cu propridăţile de mai Sus . 
• 

~ . Fie a, b, c nUlUere intregi, c #; O şi r1 ş i r, resturile IIIlp 1irţirii lui u şi b la 

restul illlplrţirii lui u + b la c e ... te acela:;;i cu restul imp,ll'prij lui r
1 
+ r, la f, 

Impirţirii 11li a· b Ia.c e3te eg:ll cu. r.l!stul iUlp~rtjrii lui "1 . ti la o. 

1. SA se: gJSC~'\Că cel niai lU.lc număr natural care Împărţit la -7 să a,'a restul 3 şi 
• • 

la II să dea restul 2. , 

• • 
do Dacii" este uu nubll'\r lutreg, atunci '1' est! de {clIUla 4k ... au Blt -i 1, k,e Z, 

•. Si se detc!J,wlle re'ilul Impletirit lui 1" + 2" + 4" la 3 (" E N): 

• 
• 

• § 2. Divili bilitatea numerelor intregI. Proprietăţ i 
• 

c. Atunci 

iar n'stul 

Îlllp:1.rţit 

• 

o e f; n ; I ; a 2. 1. . Fie a şi b două numere intregi. Spunem că b Qivide pe a 
(sau a este dj'lizibii prin b, sau b este un divizor a l/ui a, S<1U o 
este un multiplu .llui b) dacă " există un numă r in treg .c, 

• 

• -, 
r .st(el inelt a = bc. . 

că. b îl divid~ ~c a. vom folos; notaţia b la'. Pentru a , ,cne 
, 

1) Pl ••• Z , tu", 4 1, 4 _ (-1) . ( .• 1. 
""'-3 ~ Dnd IJ - M. d,v'''r ... lui fÎI') ~Illlt.: ± 1, 
.. O. ±fIIJ., • 

• 

, 

• • 

, 

• 

rC'mllli cI$. J: 1 . .. :1.. 'J 'Hlat tl i\' ilt"1ri ni lui 4, 

• '-:! 6 J. Ill. :l I ~. :t.. 1.~. ± ~O :i ... :!.:t :1:'1, " .• 

• 
" unt.\ţl,\ '1 b, p,'nlru , . 

• 

• 

8j 

, 

• 

• 

• • 

I 
• 

• 

, 

• 

• 

, 

• 

• 
• 

• 



• 

, 
• 

. 
• 

• 

• 

• 

, 

· , • , 
• OIIu';'G/i,. Ud , '" Z. a"" O. at uuci nuu.1l\1UJ 

_ In nUIIli! ti uuit. . . • '. 
• !ntr-adc\'ăr.-dacă.d e\e UI1 dÎviwr al lui fi, {xbtă b '!' E. 

• 

'o ;;, ,1 • b:'Rczuitii eli 1" 1 = Id r· Ib 1. • llll b ,. O. at un~i Ib l' .. 1 
O < Id 1 .. «. l'rin urn;are divizorii lui a sunt pl intl (' J1UnI!:tcJc ± 
ti:. şi sunt Îu uUIll~rfiDit (cci tuult 2 . 'Ia 1)· . 

})Î\'i~ibiJitatea 'n umerelor .întregi arc UfIlIflloan,l!: propril-tăţi I 

, 

, ' . 
, i O' esţe nflexivă.,adică a 1(1, oricare ar fi întH'gul ". 

într-adevăr, avem a = a . 1. . .. 
2° e"te tf(",zjti~ă, adică 'a Ib şi b le implică a Ic. -. '. 

, 

Intr-adc\'ăr , din a ,b şi b ,e rezuJUi existenţa 
, 

unor numere·· 

k •• k, cu proprietate'\. , 
• • • , 

• • - . b=ak" e.=bk" 
• 

\ 

, c = (ak,)k , = a(i<,k,) şi notând 
• 

• 
de nude o],ţiucm 

• 

• k = k1k'l E Z, ;l \:'t:1ll C = ak, adică a JC. • 

-

, 

• 

-

• 

3 0 ])acă -a şi h suut nUlJlU c iutI l'gi (lI propriet atca a 10 şi b ja , ahind 
• 

a = ± b (adică Iq b. . . 
!l1tr-n dc\'ăr, fie Cir C2 

Atullci b - bC l l- 2 ~i (}(>ci 
'1(2 1. în primul C<lZ, 

lHlJl1trC în treg,i n~tfl·l îll~ât l; = oCI şi a = brt . 

L( I - cJe,) , O. RezuJtă că, ·fie b = 0, fie 
. 

dlIJ L ta deduceJll 1/ = ° = D, ia r în al doika 
• • • • 

caz. (kO,I;Cl'C CI' [2 F: Z, YOJll a\"ca CI = C: = ± 1, prin tlnn;ue a = ± b . 
It " ' l l'I\~;l (Ilo ((2 .... , aft SUJ.l llUJlH'r~ ' Întregi şi d ( ·~te un llumăr tntr-eg 

, -
carc "r., .. "id,· pe fiecare al' i = 1,2, . " ,,11, nt"u Il ci d diyide orice combiuaţir 

Îl:tn:gl, 

î Il: I 

• • 
E l tfl j, (Jlj(n}('~::r fi· li' 12 , , . " 

• • 
• 

1,. Dunwre ,-, 
• 

'dt-\";, r • 
. -(:Xlsta . ') 

1. ~.' . ... , 11, CI..: 1~11 de 

• • • 

k,. l1Ulli(:J (: 

,,·zult;; : • 

cu 

• 

, 
proprictat~a 

, 

• 

2:: l,a; ,~ E Z, • • ,-, 
, 

.. ~ 
ouţil!( '11"\ ',1 ., " 

., d .1 .. ,',;, ic.l ,. , 
• 

, E xcr~i t i i 

• 
81; 

• 

, 

• • 

• 

-

\ , 

-

-, 

• 

• 
• • 

• 

• 
• • • 

, 

Itf fi It • II'. 
2, + I AU ... t .,loIbIlo .. 

.. 
• 

• 

• 

• • 

, 

• 

• 

• 

, , 
• 

• 

• 

• 

, 

• -

• 

J 

1 
• 
~ 



• 

, 

f 

• 

\ 

• 

• • 
• 

• • • 

•• S.\..,!lo! .r te cii uuw.1rLlI ~ - 7111 .~te di\'i.d\.)il cu 10. 

1. "' h~ ~ arate 1:. OriCUtll ar fiuat" tni uumelt! in~~gi. ~Xl3U dau! lu&uwac1ivwbill ea. 2. 
l". ~ \ SC' luate e" oricum ht ii ·d;1.t~ 5 nUUl<:ce Intregi, exl.st.1 J cu .su_ diYizlb111 ca 3 

~.\ M~ arate c:l 41ricuJU ar fi.4,,,lc 9 nWUere: intregi, t:x;isU 5 cu SUJU3. divil.iLUA CII i
I. ~} Joc! arate di d:l.cA Il E X, atu'oei ni '{Il + 1)'1 -.1. 
9, 51 ~~ g;\sen-sd. toate numerele intel'gi 'L cu proprietatea n + 1 In' + 1. 

U. SfSt g<t~Il!i.c1l toale nwuuele tntregi n Cu P,ropri.etatea n _ 31"' _ 3. 
ti. Fie al. a,_ .... (lu Ei: Z. Si1 se ttfate că eI.is~ă pr~ntre ac\!~te bunu.re illtregi câttva cu s~me 

tlivil.ilJiU CU 10. ,. . 

t~. ~;\ se' ;lriltc eli numărul 6M 
- 510 este divizlbil cu Il', 

- • , 
• I . , 

• 

-§ 3, • 

• 
Cel mal mare divizor comun . -

• 
, Defini,,. 31. Se numeste di;//zor 

• comu"'-al numerelor Int,:egi a jl,b un 
, 

• 
, , 

, , 

• 

- - • 
proprietatea: numar Intreg ( cu -• 

cla li cjb.· • 

Vom numi un cer ma! mare d;v!lorcornun (pe scurt c.m.m.d.c.) 
al numerelor intregi a ~i b, Un număr Intreg d care veri .. 
fică următoarele condi~ji : 1-

,) d este un divizor comun al lui a şi h (adică dia li dlL) 
i) orice a.Jc divizor comun el' al lui a ~i b divide neapărilt 
şi pe d (adică d' f? ş i d' Ib implică d' Id), 

Teorem a 32. Fie a ~î b douj numere Intregi. Atunci exj.scă un c.m .m ,d.c. 
al lui a 'si b. 

putem 

, 

[)OIlJIIst"'lie. In caz ul În C:tre 

presupune, de exemplu, b '" O. 

• 

Il = b = 0, c.m.m.d.c. este O. DecÎ 
.\plicîild toorema' împărţirii cu rest 

1 JlUmerekH Înf re;;i ,_l ş~ b, rezaLt3. exist cu 1.1 - . . a d()ul nUU1(;re llJtregl q1 ŞI 
• • • '1 cu prol)f1cta~ea C.l 

• • 
• 

" - bq, + r" O " '1 <:; Ib 1. -

• 

(1) 

D.lci" " f) "tu,,~i b 1 şi c.IlI.;n.d.1' ~J numerelor a şi 
într MI,,,"; r, h h şi b, ", i lr d.IC.\ ,J' estc di \'izor COtUWl ai lui a şi b, 
Iar, ,"ri,r ce 'i' ,/' h. J)ec.i b ",te '"' c.!Il.'II.d.c. al lui a şi b. 

b estc b .. 
• part ieu· !I. 

• 

J),u.::i '1 l~ 0, npliCci ,} t(:Ofl..'lllil lmp;lfţirii CtJ. rest Dumcrelo. b şi r, 
şi obţl1, '" lmf'rdt... Înt rr'~~i q~, fi sa1 isf:icând . 

• 

1; ~ ','1, + '" Cli O .. ' r, -<l: r l • 
• 

(2J 
• • 

ptor" d· l O\)ţltlCIIl llUt1lf'ICle illtre~i qs,"" q.. ... şi 
III!,] rn At • • . . ' 

rt(, () -- - r:J.. , 
1 r I , " Ctl " • • 

• • • • • • . . '. . , , , • • • • • • • 

I I • l' n Il r~ 
• 

'
m r m r .. ,lm 'M' I , 

• , 
1'11 l'> ,," t t '.' l • • '",/".11 I"'tlo , 

• 
(3) 

, 
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-
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• 

• 
• 

• 

• 

• 

• 

• 
, 

• 

, 
<'Xi,! ~ UII pumb Deo4tec:e '1> '1> ' ... >'. "" 

• ,. O ; '.+1 "" O. . . . 
V• ~t' ,.' , tslc UI', C.lll.JII.d.c. al lUI 1/ ~I h. atU ara u ... il. . 

lntl ucâ.l '._1 ~ '.q.+11 tu.ultă c,i '. jl'. _ I' 

. Din cgalitatcn,._z = '.-t!1. + '. H'lUltă eli '.11'._ •. 
tatea 1'._.:'" '._.q._1 + '._1 ~i liuâlJd Conl că,. divide pe 
tezultă că,. di\'ide pe 1'._0' îu fclul "cc~ta , elin aproape ill aproape, 

cont de egalităţile (3), obţiliem erI '. eli,'ide pc '._1, '._2, ... , ," 'r, 
din egalitatea (2) rezultă că.,~ di"idc pc b şi deoal eec '. di"i<le 
'" obţiuem datorită relaţiei (1) că '. di\'ide f,e II, Prin urmare ,~ 
divizor ComuI> al lui CI şi b.. - '. 

Fie aculll ,f' UII IIUUl'lr intr,·~ 'cu l'IOI ... i!"lalta că d':~ şi d' ,b.' 
egalitatea (1) "'001 a \'Ia • 

• 

'1 = " - bq, şi dl·ci d' ,',. 
Apoi din (·i{al:tat.c.:a (2) ObţjUl:lll .-

, 
• 

" = b - ',q, şi deoarccc }' b, d' '" "Lţillun că d'l.r,. . 
. Folo,ilidlgaJităli!e (f~) OLţl1 un, di" aproape iu aploape, că d', d;,'ide 

flecâre .d~n nUllluek intn'gi r.1• '-l' ' . " ' ,. _1. T", Aşadar, în cazul în car~'), 
nu' l dlnde I'l ti al'( Il' ,,;, , ult'1'ul Ilst nellul dill şirul dj; <galitlÎli 
(1) (') :3 ' . ' " , , ". 

I .... l , (,), (:~te lal ct:1 Ilidl lIl,ue di\'iz(lr comun al ulllllerelor a Şl b. 
, I)tlllou<.;traţia an'stti tc,'ort:lJ,e"pUllL' În cyidt:n lă 11lUlătoarea regulă de 

oUţ"""" " C 111 1· 1" , 1 ./ 1 1 ... 
. . m.( !c. a ({JUa llllt1lt,'Jl' care se numeşte a ,gontnfl 

CUii": '\ 

I"'I/In, <, "0111/' C /'1 I J' ..' b .1. '0 îmJ iir 
/ ' t f Im,t .c. /1 ! Ha Il/Iml re lJl.'lfKl a .,i b, cu. -r I ,-

1111 /'~ , 1, ,. I ' . d . 
' ti" t{C, r("fut ÎJJI/lhlil"ii r l,,'t zlro all/Hei b, este c.m.11I. ,c., dlcti JIU - . J. I 1 
' lmJ)arlim r. b 1 ' " 1" . . -'. . bţ 'nem- ra.2I , . . ' r t

[ It.'il! IJJ:j-'ur/uII a?1/CJ'lOarc, r
l 

Ş't o 2 
:!' ,It Il Wr J. 'ir'lIJl I '1 . -' . d U/lif1l~1 

N'':If J; {'I({ r., SI eL!/non 1111 1W1I. rest '3' ş.a.m .. II/itaI "e c})' . d - • , 
.. . _. ltl . .. ul Inr!, lui. 1111'l.'frc. ( 

OI)"!'1 " 1) 1\ b 
' . lc', d .• d 1 'tregi a <1 , MlHif'i si ' t" l( un l'lil.m_c. al numere or lli ., 

.,. tI l·~·<l .. 1II1 C m.I" d.c. 11 lt:i a ",'i h, Dacă d' ar fi tot un c,m.II1'.d,'C: al ! ui a ": b t ta 
. "~ Ui!Cl \"( '111 a \-c-a d d' "; d' d . , d' _ ± d. RezUI ~l:(l (;t (:, . . v • 1 I ..,1 .. , pnn Ulrrlare _ , . 

~~\..I. !1i,otdC"ltlJ"l d w,. ..... cu prop1le-
'"att'l c 1 ~ " . nUa ;,1 P11mal dotlJ. 1111ln.cre lntregJ. ... 

c • ( ul II 01.: !'lan: 1;,' ' . b A este doua 
fJUllif'JI' ..;. ,... (.\ I/or C(JnnUl nI llUl1Jl:H : lor a ŞI ' C 

Il!,! l,·"I,· '" d 1 . d' tele c"re ~ • t '. fi1(! II SI 61.: 1.0(:11' D. COllt rar Acela lU re ~ .. PO/.I1I\· Il "(11'1 11 l' (' I ., '. I J . 
le obtill(> t " (J.l cu a,I)/. SL: ol)s('T\,tl c5 prin algontmu Ul ) . oc 11 I t"ll (fi, b). . . 

:l I)in (h.r"I'll;,' 
I {I ! I 

, .' .) 
1 .. 1 .... 
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• • 

.. 

• 

• 

• 

• .. • • -. , 
• • 

• 
v~w "plita acu)u al""rlhuul 

• 

• 1 810 - 315 • ~ + 180 • 
• , 

~ :tI:; - I~ . I + 13i • , ., 
3 180 - 135 . J + 45 , • • 

.. 133 _ ~5 • 3 + O -
• fu o.c\'st şir de Imp.1.rţiri lsuccc:si\'e ultiwul rest uenul este "':;, deci (-810, 315!",,",.a. . , 

Oiu f.IJltul c~ c.llldll.d.c. a două 1I1J1ncri: o,to ullic, abstracţie, L'i.când 
'dc."'Il!I,şif":osilld~>(alită!ilc (I)'. (2) şi (3), a \ 'tnll ' ~ 

Teorema 3. 3 . , 
, , 

/Jacă a şi b Sunt clouă numere intregi şi d este Un cel mal 

mare divizor corn Un aJ Jar, atunci există două numere 
intregi,. k li ,; astfe l indt d = ka + Ib . 

• o.finilia 3. 3 . , DOt!,ă num-ere intregi nenule o ş i b 'se 

efe dacă 1 este c.m. m.de . al 10(. 
numesc prime 1ntre 

, 

OIY~l:: ... ·[1111 eri (( ~i U :-llllt p~iml..: intrl' l'!e: d,\că ~: 
S IL,t:l!1 Jor dl\ 'izori CUI!'ll!.:. 

II lll!W i d<-lcă ~ 1 - sunt 
) 

lui r"i"C' 
EXl!mpl14. ~Ulllt:r<.:!c ,-; }' _.; ::.U!i~ prim~ i:1tre ele. lulr.adt!\·lr, f .)Il;.sIU~altiorilmul . 

(,"\ilh IJI .... '. . 
•• .,' ., 
" • ., • • 
.,. • ~ ; -' • , · -- I 1 .1 , • 

_. 
; :< • 1 - 1 
:J = I . J ·r II 

~l Jtci "7, :!:=i = I 
• 

-, 
• 

• 

• • 

• 

~ 

O'JSL'Yt'/I{/i. 1, Fi ... · al' l, ~- Z ~'_ :i =-- (/, I J ~, .... t fc:l illcÎt d> 0, Fie 
:1 = I/I şi h db' . • \lll ll\..: ,/'-~i b' :-UI' I ::I:H._' iullt, ek. ~ 

• 

îat;-<id~\'rll', f ie il" Uii di\'i/{ r <. Im ... 1l
9 

r.l 1It:!1ll'le:lOl a' ş: 1/. Atu llci 
J f' {> .. ·.l un ,d;\·il.or comun al lui I ~: II. 1 kci dd' il di\'idc pc ti, ad ică 
t:'\i~'d. L:', d" r-.: Z u:-.ttd illcât ti d .. l'd". Jku d'd" =- 1 şi priu lIImare 

d' =- 1, Cetd Cl' illSCanl!lri. .lJ. a' .j'1 1/ !'-l:lit plillll: llltTl: cle. " 

~ ' 1 In teOl ema 3.3. OUţillf:lll că a <.:ste prim UI /; daca ~i ilU Il'mi 

dl-!\..';:;' (:X'~~;I k, 1 F Z as. h·; illcit 1 = kd + lh . !l1tJ -a dt\'ăr, dacă fi c:ste 
• 

P L::~, alt i c.:i (II , o 1 ş: COl1fOlIll l{'OIC!llci 3.~3. obţim.'lll k, lE Z 
~~I f..! i:;r'â t 1 4 k!l ~ lh. HeciproC', d~c~ I = keI + lb şi dia, d ,b, at unci 

il Ş' d 'ti ± I, a(LC~l ~jllgtlJii di\'izori COlllUlli ai lui ti ~i./; Stiut ±l, 

Fie a s i b două nlJme~e intregi. Un număr intreg m se • 

numeste uncel md, mic mulCiplu comun (pe scurt c.m:m.m.c.) • 

al numerelor a s i b dacă verifică următoarele cQnditii 
• • 

1) m este un multiplu comun al lui a şi b (adică dlm Ji 
~ t "'). ~ 

II) orice alt multiplu comun al lui a şi b este multiplu II 

lUI '" (adică dacă a Im' şi b lm' , atunci mim'). 

Tl:r,r 'Hll C lff' IIrllll·;I,./;l tlf' .1..,iJ.PIlă(;xist(~IlI ,l l"t,ll1i Ill.d 
C'J!lIlJlI )! 11(: eLi ill :lC, I.l~l ti'np ~i lItl pn)cl'd~t1 de C;l1l'Ul. , •• 

t111C 111 uit i plu 
• 
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• 
• 
/ 

• • 

• • • 

-
• 

• • 

• 

• 

, 

, 

-

• 

• 

• 

• 

lo.rom al.6. Fie o li b doul numere Intre,1 .. • • 

c.m.m,d,c .• 1 lui a " b. atuilci '" 
• - al 'lui a li b. • • m .c. 

• -
Sl 1 1 " li Jll !Il C nI llUlllLfI:lc)f 4 fI:W 2IA " Eiltltlţl,,:. se ca el;! f: 't,e. .. . . . ., • • - ...... " 

~ SOluţit, Pentru a calcula c.m.lll,m.c. ni numerelor '* 020 ,1 -2.19 
c\;ufol1ll tt.'Oremei 3.6, să calcuHlm c.w.m.~.c. ni llUmtr~l(,;r 4020 şi 1-:",.2 1Q ~ ta 

E 'll'lid: • • • 

, '40~0 =2 10x 19+30 , 

• 210 = 30x7fO 
• 

• • - • 
4 (J:!O x ~IO , -

C al lui 4020 Dtci un C.!l1.111. Ul .. - 2fO este Ş' 
30 

7 X 4020 = 281~ · -. • • • , • 
• • 

Exercitii • 
• , -

, 
• 

1. Si!. !;C ~ăs(:a"că prin alglJTitmul lui 

a) - UojO; 7:l1,;: 
J:pcli.Ll cd~ru;l i nW.re dî"izor comun aJ DtLW 

b) 370: 360: ~900: 
t; O; 779 i ·3~/C); 57110; d) 3 7~4 : 18468; 

, 

,) - 540; fiAR; .:;76 ; 
, . f) ;17,; ; 64.;; -600: ~ 1 515. 

2. Sa se gă<;t·as..:;\c,'l mai mic ,multIplu ('(llIlUn al llUmCf('!U( nnllătoare-: 
,1 • ('O ' 1 0 10' L) '10 ' 1\1·. '1' '\',' ' 1" '1 '" 4 '('-. ""'0 tii ,1" .. ', '. _ ;;J:') • .... ti .. "1'. (' _ • .,;" ."')."') , - tJO. 

3. Sfi <:e a fle l('a!c nUIllt:l'dt:! rriml: l.ll 100 ~i mai miei În u lOdu] decât SO. 

• 

, 

, 

f. Se uau (hHI ,I utUUf'f(' intregi lJ 'Ii b lll·J1uh· C.lfl,; aII c. m.lIuI.c. pe 5, in.r câtu.ril.,ţ· tmpărţittJw 
~\I('Cf""i\"l! din algoritmul lui l~lltlid ~lI11t \, 3: !!. ~:I !)(: afle a şi b. • 

5. Ati St ~:\<;ea'ic;1 dllll.\ lIUlIH·ti: illtngi'(l şi b a .... tf, I incâl (a, b) ....; 3 .~i [ a, b] = 72. (C.m.m.E,r. 
ti!" lui Il ,;,i b ~c ll(lt,· ;U.1 cu ~a, b}.) 
Este "uluţia uni<-.II • 

6:. <';';1 "l' ;If,\tt· t:1 Tllllllll"l·lc ~~ ~~ I şi ll~ t- 4 '''unt primI: intre clc, oricare a r fj }rE Z. 
7 .. S.i ". ;":;"-('<1'1.:.1 r.lll...lIl.d.c. al llnUll'fl.jHr::'k I ~i flN...l.. 4 În fUHcţie de numărullDtreg" 
a. :-;'.1 I;.ţ' .Iralc ('.1 el.il.\ a ,;,i b . ..,unt llUUh"rt';. intri d. d un c.m.Jll.d.c. al lor, in /f, lE Z. ce 

pn'pril·l.llc.1 C.1, ua";1 

9. S.I "1' arate C:L '!1 1; t- 4 

10. ~.I :-0,,- ar"t{' c.,i lHI111tr.Jl' 

C"I':'. 
It. ~.I 

1411 

Jc 

l-a ~ 'b -. -
, 

:l) 1 • -
L •. r'ma J', 

• 

• • d .llld ;:, ' \./)- 1. • 

» " z. 
" ..,. f li - n, 1 2, ... ) sUlltprj~ _d01ildk 

• 
• • 

J; e: \. n t + J. \ 11 + 1)1 +1)=2" 
, , 

• 
§ 4, Numere 

pri mi 
prime. ,Teorema de descompunere În factOrI 

D. r i • 

• 

, 

0'1" 41 

• UIIl"r"!f' " .\ ... , . . 
poat,. f:l('" j.kt:ht;i,lfl 
!l~CAt II 

Num r.ru l 2 t !;t,. 

uo 

• 

Un număr 

sai d,"'izori 

• 

o"(u ral Î ~ 

su nt ± 1 şi 

. , 
2 se numeş t li...../:rlm . dacă 

±p. , 
• 

• , 

• 

• 
• 
• .. 

• • 

• 

• 

• 

o' • 

t 

( 

c 

r 
f 

P 

• 
1, 



, 

• 

• 

, 

• 

ce urmeaz"· \ om \la 
""rtallte iu liJitUleticl. . 

UIIr--- . ' • 
. ro ore m ~ 4. 2, IJ~ numir nat~r~ P;;' 2 esle ~1fD 4D .. 

Orl"re ~r f, o 'fI.1> nu .... ere Incr"li alde! 'IIdJ , 

, 

pe ab, ,.a rezul.te ci' P divi_. pţ a sau P' diw •• ,.. c.. 
(Te~rem. fundamentală. 'fitmet,icij). Oricare ar'li ..... reo rema 

• 
i 3, 

, , 
, 

• 
, 

• 

• 

, 

• ~ul, n<reg n, cui ni " ~, 'exi"" o QeSCo(lIpunerjl a -sa .. 
produs <le numere prime. adică existĂ Un n.umir finit. 

•• 
numerţ prime PL' Pa' ,:., Pf'" n~ n&apă'" di"inete, astfel , . 
Incat • , 

, n = ±P1P, ' .. p .. : 

ln plus. această descompunere este unică, in S.~nsu' d . 

oricare altă descompunere in produs de factori primi direrl 
. de ea doar prin ordinea (actorilor. 

Oh)'r~'.{!:·(': I~l t".:(,fcllla -t .3, i'a n.:pn:i'.(·ntarca llumărt1lu~ tZ" c"~ produi 

d\~ ftcuri prilld /)1. p! . .. -'/"11'- ~~tc po~iLll ca unii dintre.... factori să fie 
• 

c~ tii illtrv ti J 11 poatl' :->;':'i ~l!,J.ră dl' "1 ori, ('u «'1 ~ f, p! de (li ori, cu 
, , , . 

x ? 1, '7i ill gl.'llt·l~l ,\ d,· 
PI lui (L,,; IIcti l·:-'I.I.: 1, a: \"1 ... 

xlJ {'fi, ClI x" , 
-\ ulll ~~ Yl·a : 

" 1. nteă IIUllIărul factorilor -
• 

1.' --:r:' IJ1I
, AI , I'V. "! ,,1 ' 1 t' l ... 1' · "" p"tCtll PIC'SlI]'lIlle, P. <p,< ." <p. [1] 

~c!i', ',1 lui It 111 fOfllla (1) '"i~'_l .{Ull/te d.'.'i((}1IIj>u lll'râl lui It îN fac~oh ./>ri,1ÎI. 
T ~(!r..:tl"! flJ,IlO<l1llt'lltan a arit.w,ticii ~e mai Il 11IlH:ŞtQ<' tl'()Jcma de dlscompu-
110c' rO!; filcllJfi prim!.. 

, 
În' fl!lul /: '''",/'/lt XlIltl,",rul illtr~'~ 

;.trlll V II • .:; (inU ., ~.::!.').:!. :!I . _~, . 7. 

. f Ni;J/i". ~,î "\' .tratt: Cl '1iru1 I1Wllt."rdor prime ('ste ÎufillP .. , 
5 l!ttJi~_ S 1 pre'rnpl1llcm prin rc:ducere la a'J. llni cl ar ('xi"ta 111ll11ai UD ll um.\r Hoit 

J,. IlU"kr. prim'· ,,' r,. "'. ""/,,,. n.· P PI/)3'" J>" ~ -1. Thr l :trImite- Cflll{Of1lt teoremei 4.3 
aII div(w[ prim, b' ac'· ... ta ft, p.~, de alt~'l p,u-te imp,"irţin:a lui.f> la Pic dâ restul J deoarece 

• 
.. . .. p = Pl,q + 1, .j.6 ,. 

:\':1, ajlUl'; U"C; LI ) c(ja~r.IfI:cih'. PrdUp~lIl1.!rca c:'i Ululţimea uumerelor p(im~ eţte finitA este , 
fj,~\, 1. ci cxi!o.t l u infinit.lt\! d<.: numere. prime. ..- . • 

• 
CU. tj-"c;r 1\ tl·on'lIH·j fUlld ... lillelltak, a ~lIitlll<:ticii putCJIl da un alt procedeu 

d,· Li.Î\ 1I;1\ C.11I,lIl.rl.C. il dl)U;l :-iau mai llluitor l1UllH.:fC întrcgÎ . ' 
Se 8c:nu dt'sCfl1npuHerile (/t,;.l'slor llUl1lcre i.n j)rodllsc de'factori primi ~l 

~.nun.d.r. al lor fld fi /,rodusll! jar/orilol' pri,nti (omu ui acestor ,~umere) 
hl"tJN rd./r,11 1 ( !JlI!('rl",1 (t' 1 mai micii la care a/>(o:,;: 'În dr scompuftertleres
ped ", . 

, 
. P\'l1lr la (hlllllllstlol ,H':(':it I 11Clll (;st(, sl.I'fi cicnt să. cOllsidcrrun caYlw • 

In ('-IrI' ;n-'f'll1 d')II:'t, 1I1111ll'H' illll('gi ~ şi b. Fie d 1l1ilhărui obţinut ,nrin • 

P'!J''''<Iecl <1""'115, I\IIIIIC", d.1I C(ll"l lll c~ia lui d, 'lOzu ltă eVident oil.t la 
, -
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• 

, 

• 
• 

• 

-
, 

, 

• 

• 

, 

, 

;116. !)ac:A ti'la ~; ti'lb 5C1itPI ckscomp\U)erea 
II", 43 ( 1'0 (1" uuicitatlp f(-zulU PoJasiJld teoreu'la' , pa! ,,, . ' 

~ ti. Deci J c= (Ii, b), 
, 

E-"m/!(! 
, 

• • I} f'ilt Q _ 31:'0 şi b - 240. A Yl'1Il 

1f6O, .240) 2' , 3 • 5 - 120, 
• 2) l:'Îl' a' 72, b -= I~O şi c ;iQI'J, .'\\'Ull 72 ,21. 31, 

_ 2' . 3 . 5* şi d-~ci '(72, 120, '300) = 21 
• 3 12. t 

Tot din tt'o~t:Ula fun1l311H.'utal.:1 '~ nrjtu~cticii rczll1t:'i şi U)I mocI de calcu.l ~ 
WC ulUltiplu C(JllIUll a două sau a maÎ 1Uullor nUIIll"re. . . 

S, SU il4 dt$('olllpulltril~ ·a(e~tQ" ?lH,l1lH~ in p,or/i<u dt factori p,"imi şi 

CrAIi ' Pl~dl/Sll l jactorilor primi calf! apeu ctI Jmţiu f,~( r~I Ola di~l ~t!;comp,oJt:ri. 
la pulert/J (,ta mai mar' la care atare fn (lt src.mpIHlr:rlle rt i; l:ctJl·~ . 

De txtmplil, fie nUIlH:lde a = 7'2, b = 12() şi c =- ~OO. Deoarece 72,= 2' . 31, 
- 2' . 3 . 5 'î'! 3W = 2' • 3 . 5', ... tUlll:l .)'2, I~O. :.:)(10 ] = ~) . 31 • 5' = 18.00.. _ 

• 
l' LS<'-f\';) ţi i 

• 
.în rOilt iUl1all' \'Uni fau: • • ca! l \'3, a~li pJ a şirului - " PTi,Jl, (', 

" 1 .(';1 n t) ,'. -- " at tll/ci (:1 admite tIn diYÎZOI 

p " V' , " 
• într-ll(h\i .r, ClIn: 11 nu l'~tl }" 11 <-\\'1..1'1 

putt'lIl Pll'SlJlllWt' l.l. II ~ b, Al UI:l·i ,,:: ~ 

din tU)JiJll<1 flll;ddll:t.l1ld:1 d. .1 11l,l~icji 

11 a 
• 

, b ~u a, b> 1. &"idout, 
al; · II, de unde 

a " ';ti: Der -

di\'izor prim p, ci : il l' ll n cart' 
CSll la â lldul ~:hl cl1n/or al l!U Il ~', li.,li lI:u]l. II ~ a ,~ ~n.. 

• 
tu CIUelll :" , II 11 1',/ 'l~:.il r i In,' 111/}}.(/1 }IIi/urliI 11 ;:;: 2 este prim (sJ, 

sufit'ltlli 1':) t·o J tlliil Il ti i.'~l '1'( d/ ~'[ ('1 /':Jlii 1J1i1i mici decât ~n. 
!J7. CU',} 

prll1 · ... 4J' 10, ~HI:r:l :!, '~. 5. 
n UlIll'Z<': , Il di\ith- l'l 97. 

- , 
1. ~, 

, 
\ (.1 

• In, ·,HI1l dl cullsidlrat numerele 
I ,(li,,! ,,-A ni ci UDul dintre aC<Ste 

(' ltr ti l,u "'~'J,ll()"/,n·. "IJ!~ r~ ii: elll ce: '1: I, l fază Q metodă de obţintre 
It 11\111:1..'1(10; 1 lip ... ;': ... 1 mici dL'\.ât 1.11 IIt:jJ,;'J dat t1;;;::: 2~ Aceustă ll.ll'e4ă 
l~te UII .,\.'1,', '''1- (, . .,' l' t . -' , 1 1 ' EralosiCflt 1... ..., ~'Ll d' ... lC llbl ' (' ~l!U 1 l:li.dl' cIt: C1Urll 11t ~, 
dW)~l 1"1' '\' . I .. l' . '" . A

1n
ll

l
' 

.1 "j.1 Ul.\ t.:l1tGth.:lClnu tii ~~tC ra Tl' a d,;t-o, Consld<:raul mai 

~lI tJ\ .. tlltlll,( .. r Iltlil:C'I(']or naturalt: <It- ., '2 I'n 11 .. AJ 'oi, dl'0areCe 2 este primul 
Ol1 m:\,' ''''''1;'' \- " J't 1 . . ' d ca"( P 

. .' ': I .:.. \' O!n ltl; tan ('11 :;11 t(o;!~. IlllTll("'rcJe mal l11an, e l' 
fi <i\\ /11);11 ('U t ') p -' 1" ~ • 3 _" AtdlJl 

, _ I -, 1111111 (.I1Itl(' 1111111l 1 d,(: rmllas(' est.e = j'!' 

VOlti )1111a1 ~l:a <I.n '~'r 10;ilt llUJIlţ'1( Il' TIlai lliari decât f2 şi diYÎzj~ile (11 

Pl' I ~,II' 1 tI!\!: ;,[ 1:11 ,;~ .... l"qt 5, /:1' :-;,\ Pll'~11IH11lC lll c5 după pasul i" , 
lin\ ,,,1 !1'!lj1~11'1 ,," Ă 1 J prl!De. 
V '. "'. 1 III} j" (.1 k h, (il 11 I tII i Tllt:' între nUJllere e 

0111 111.:1t 11"';t d:n 0,;' . 1· , ., c;:" prime 
• 1 ,.,1 (.Lt ... 1l1l11!ud(, }H11J1( )LCl\ nan dt'cât PA.,.I 
1'l ' )1'lll1l~ nUIl-

• 1<\, (.1 ( 1111 .! (1..,' illr,l, 1 1 \ . f,' J al (k + J)-llU 
prUlI. . •. L'" ~~II< 

l\ qq PIL<.tdl'tl 

prim .r ~n: 
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• 

, 

1 

I 

1 

1 

I 
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, 
, 

• 

• 

• 
, 

• 

" 

.. Cat. dlctre 
'47, 1 49J, 

, 
• 

u.fDlltonrcl~ UUIUl're 
• 

2 O~7. :! 26J, ~689 , 

• 

, I • 
Introgl ,",ut prime: 3477,2000 •. 1213 2 .... __ 
10 ti27. ..,..... 

- '11' J~illfl t('t.>h'U!;\ fundaUlt:utală Il aritutctil..'U sol ~ găst-a.otclL cel mai d' I 
1. J'O • / • mafr IV Z01' COIaaa 

, c..·l·~ nll!.l mic multiplu c~un al unuMonr~lor Dumere: 

:, 31!) li 4U7; b! 3J3 şi 504; e) 27, 24 ji 15; d) 24, 48, 64, .192; e) 32;, 526, 1"9 

• 

1014. . ,. y ,1 

,. ·s" ~l' dckrmine ct'l mai mic nlln~i1r Datunll, care are ex:ad 20 de dÎ"i7.0ri intregi ol 
cd 1l1;11 1I,le llll:uJr nntuLl-l care <lre exact 72 divizori Intregi. _ 

f. S.1 ·sC gisc;l~i\ un lllun:lr n~tuml care s! ai.ba exact 15 divizor! natu;ali.şi Singurii slU 
divilori prind sti fie 7' şi 11. • . 

, 
1. r.' ie a ~ i b Iluuu:n.: intregi prime Între ele. Să. Se arate di. a + b şi Il _ b "'unf prime cu 

Qb. ~i\ <>;t' nrate d , in pIli '>, dncd a ~i b~ au parit~ltj dlferit~. atunci 0+ b ~.!Ite p:im 
cu a - b cu (Js - b' .- .. 

,. D<Jd a ~i b·unt n U IlH: r~ n at u r ,-:Je n(:llul~ ŞI SUtn:1 lor este Dn nU1ll;1r. prim, atwlci (1 
• este pri m cu h. 

1. 5.1 '\t: <!r;.lc ei d a('.'L a, b. CE Z 'j i a c" b I C, la, t·) = 1, atu nc i ob c. 

a, b, C E Z nu ,proprj··t.:t 1';l c,'i "a e ... te prim cu b ş i cu o,. atu ud 
~i r ~11t: • (1.1<:.1-1. S', <e C" 

a t .o:1e pri m CII br. , , 
• r: S.'l uah ' • d"r{1 , e •• 

• 
b (JC atlll)('j '( b 

• • 

, 10. S;"\ se ;lr:lh· (';1 dat,1 d t·~t{: UII C.11l 11Ul.C. al nu:a·:rdor a şi b, a tunci d' l .... t e n n {' .tu.m,d.c . • 

a l lUt al ş i b'. H(·t:;IJmca C'.;te adI d. r atJ.? 

• 

, 

• 

II. Fje , E (} CII proprit"tal t'a c.\ 1'" ('~tl' Ull }l!lmir inlrt;:, 111 E "., S ol --e arate c ă f f''''te 
h.! trt~ . 

12. Fie a, b.- III e: \ (U pTllJHÎt;L!tf·:\ (' ;\ (D. b) ~I-

1 ';0 1 'V au (-- \'. R:l 0; " a r<lte 

-13. ~,\ <.e <lrat~ CI nUllIt·rd.t' Oi:' fl,rma b" + I Il u stlnt prime (II E \. ). 
, 

mi
c1\. 'Va, 

• H. Sti ~ ar;lte c.i t xi~t.1 " ill fiuit.lte {le n Ullllft: llatura!t. 1/, Cu propri,t,llea 
.. f> 1. ~.i ~e g.1-.ea<;:l.,,:1 cel m ai m ic dintre e lt:. 

că ~ n , 2f! - -1) 1:> 

U. '~j "f' a::lt,· c;, n'l t'xi .... t.l 1I11llttrc l::ltH,f;I:t' ptiJfH' 11 a. .... t fel iIH.:.l t ,,12" _ 1. 

tG" S'1 se IL,I .. <':'i. {"xi,t.1 nUlI!ue Într, ~j ue j·./ona J " , CM t: "'crise ill b:ld z~ cimaJă a.u ult{. 
Dlcl e cifre ()(\()()I, 

• 

n. S,\ ~'" atutt- ci t:" .. t;'1 OUJU(·te illtrtgi ca t e 311 u ti m el e <;îÎre 
Lil t' C!I I'·;~. 

, 

• 

• -, 
-, • • , 

• 

• • • , 

• 

\ • 

, 
• 

• 

• 

19i'8 ş i core c; 1'i 
• 

• 

• • 

-• , 
, 

I • 

-
• 

, 

• 

, 
• 

• 

-

-

• 

, 

• 



, 

• 

• 

• 

• . -

• 
• 

• 

, 

B\c C(') lIlulţjmea şirUl ilor (infinite) de lllllllE're complexe . , , • , 
/=(ao• al' tl:l, • .. " a,. . .. ; ,),. 

• 
• U1l 1l!tmLiy fiui! CI( I f nJlt' lli il" uc1tuli, adică , 

lIumor nalural m, astfelîncât a = O p Clltl t1 orice i > .m. 

, 
care au UtilU ll.· 

fi" ,'wilPlu, şiru rikj = (O, - 1, 2, 0;- O, ... ); g = {- I, i, 2, O, O. 
~ {I~. ~i , 7, - 100, 2 , n, O, ... } ,uul şiruri infinik care au UII 

, 
ini! d·' tclllll'lIi uClluli. într-adc':'-lI, şirul j ~~ (O, - 1, 2,,0, '0 . . .. j alt 

lltlmai ~ terllleni nCIluli; ~irLll g -_ (-; I, i, 2, O, O, . .. ) are 3 ter""" 
I(clluli, I.U şirul b ~ (1 + 2" 7, - 100, 2, O, 0, ... ) are 4 terUleu; neauli. 
Dec i lCc:-.tc Ş\lltl i stlnt rlelllcnie dlll IlluJţ illlca C{N) . 

<[1,,[ll1il" pc lIIulţilJlea O') dQuil ojlera!ii algcbl iac: adll110rea şi ,"""'. 
ţ",1a. • 

Fie' f 
IlIU1tlll:C::l 

-(,li), al. o'!. ' . . } . 

ce" al unei deI:II1ln 
b" b, • ... ) două elemente 1111 

, 

unde 

• 

• 

I l ~::! = (il ~ }-' .. , ", ..L /'1' '/ ..L. "J .) ŞI' ~ '. '" LV" •• . , 
f; =:; (f o• CI', C;i •... ). , 

, 
'n ..::; t1oOo. 

, 
• 

°nbl -1- {1(h o • 
a}l, _1- ((,6, .f- a h 

• :! 1 . 
, 

• • • • • • • • • 
• • • • • • • • • • • • • 

• • 
• 

• 

", rlob,..L alb',.-I + l'2b'_2 t- . .. -+ a,oo = Ba,b':"'i =4~~ 
~ v .-0 

, [t! 
'(~ 

:-i,\ n!.SCI \'~ 111 C V f + . r r t t· ., a· !; ŞI J~ apaljill 1Il1l[PlIIii C(N) . 
t I~ r ((~\":lr, ~111l11 (- C(~). există un 1l1l11lăT -natttral In, astfef incat"--
II( TIt li ()IICC t 11 C _ .. fel 
~ ~ 1. lltn g F ((:.), C'xist:i lIll llumăr natural n, il31-

I () [ll'II!' II nrie· J> • ° . b _ O 
. ~ ~l. 1 11 ;1 {'l'!-I t ('<1(. t'I\'CJll ([, = ŞI 6-

'>I'l< k ,> lIIa:< (1/1 1/) . ~ . . k 'las 
I>Cci / . !j1 \1t '('1 1' . .. h. () pl'l1l fU orice > n . . +, est. lin "i<-lIll'lll d,"- C('). 

, • 
• , 

• 
• , 

, • , 

• 

, 

, 

• 

• 

[ 

[., , 

(~ 

ill 

III 

Ilt: 

(u 
Il· 
(u 



• 

, 

• 

-

> ". + It: atunci r ~'HJ > ... lDlce'1 CIIr c.
+ a b. __ + ".+Ib.~._. + '" + 4.6.. C1lh1 r _ 

~ 6.-., ~ .. , b._,~ sunt toţi nuli. l'c d~ altă 'parte şi Ullmerelt: a.+I. 
t utile <i dl'CI r, = O. tu cOOGtuzle, peutru orice r >' fii + • a 

6UO )'. ~ 
" d<ci le este de a'ClllcocU un dement dlU CtR). 
• . EklllClltul / + g =. (Ilo -Ţ bu, a, -+: b" ", + b" , .. ) se I,lumeşte '_4 
d'ntre I şi g, i,~r op~r~ţta pnn ca re oncăror elemente / şi g din ' mulţimea 
Ct~. se aSOCIa,l a SUl\1a IC?T J se' Uluneşte ad'Ul1'Nrt'. • ' . • 

: EleOlell tul Jg ~ (co, CI, C2, •. :) .se. utl1~c~e prod//s./'l dintre f şi g, -'. 
ar opera l ia piin CI~!C e lementelo",- / ŞI g dlU lllulţimea C<NI se ,asociază .' 

, 

, 

d I I I)! se nlu neşte î"f1Iull ire. -pn, llSU " , •. ' 
• 

Lxtlllplu. DJ.c!i f= (- 1.. 2; J, -'i, O () .•... ,) '1i ~ "",,' , l , 0 ....... 1, ) , .4 t 11"'1 

.,u ma lor este f + g = la, 2, 2, -5, O, O" . .. ), iar produ:iiul lor esţe Jg o::: (- 1 • 1, -1. O + 
? • I (- 1) . (- 1) + 2 . O + 3 . 1. - 1 . O + 21 - 1) + 3 . O+'( - 5) . 1. -1 . O + 2 . O + ' 

+~ '. 1. , 

p.(_I)+(-5)·Q+Q.·I. (- 1)·0+2·0+3 · 0 +(-5)· (- 1). 0, 0, .. . ) ~ 
,g {_1,2,4,-7,-3,5,U, . . ), - . 

, 
• 

• 

riecare elemen t al m ul ţim i i C'N). p.e care sunt definite cele 

două ope ra,ii preced en te (1) şi (2), se numeşte polinom . 
• 

• 

• • Dacă f - (00, a" O:! • .•• ) este un polinom. numere le 00' al' 

• 

• 
O:! , •• , se numesc coe ficien ţ i i lui (. • , 

• 

• 
VOIJl IJ(ltn t:1l (; ' suLJIlu J1Îl1l<:;l lui C(~) fOlmat;l d'n toate şiruri lţ" d~ 

fuT1l",l 

, (II, O, 0, 0, . . . ), ulid,· II Ee C. 

F\luq ' ~ C-- C' d t· fillit;l }'liu t'galltatea 

'((il = (li , O, 0, 0, . .. ) 
- . 

,ste o fallq,(' lnj. cii,"" )Iai l1lUa, (' Jl,,'ţiilc d" ndullaH- (I) şi 
(2, 2 I>U~;J:(Jall d(l! u' aparţili ·'tHulţimii C' s(; tnms('I iu asţ fd j 

. • I 

• 

• 

IJ1nJul ţ i r e 

U, li, ... ) -+- (u, 0, O, 0, ... ) -~ (a :7' b, O, O, O" ... )' ~ (3, 

• 
'U, 0, U, ' . IU, 0, O, 0, ... ) = (ub, O, O, 0, . . :), 

-

, 

• 

Relaţidf' 'JI IH~ atât:'t că adunar('a şi Î ntllulţi r t'a p e C' se fac dl!-Vă ..... " 

ac(:lt~lŞi l"f'gu li ca a d una rea s'i î il Jllu l ţ i re'a ~ Il ulIH:f elor COlllpkx e , .-Din acest ... 
n:rAiv (('zult i-: C'ă (:' art; ac(.Îl':1si PI O]H j'<:trq..i m it l1l<.:ti"ce ca lllu !ţlrnc.a ~ a 

IlUlntrtlor '·(O'!!pl,·".. Ac,"st /1:/,1 l1 e jnul/ ilc SIt idel/l i/icâ", i'rfl l1lo,hul 
(a,(J,O, .. ,) tU I/umârlll rom!)/rx a , A şa d ~lr p .t1J1 Cl1l (n, O, O, , ., )= (1. 

Il"!',r,·!" '. I . f' -' ~ l' CI" 1'0 1,"10" ''0 (,10 de forma .1 u{". <'\('J 1( ("Ilt I lCaTl a\'('I 11 , "'C " ... 

(a,O, 0, " J (1 St· IIl1IlH':-'C j1u/i J/ ()(/ 1U f (o H."ltl llle" 
, 

• , 

• 

, , 

• • • 
• 

• 

• 
• 

• 
• 

• 

, 
.. 

• 

• • 

.s 

• 



• 

, 
• 

• 

• 
• 

• 

• 

• 

• 

• • 

• / COlii II '11/I·r'll. adie" oril"are 1° JJuIldr.t'.J L .Ii,' /4 ar fi I ti 
• • 

/+g=g+f • 

• • 

·~tlltr ta<lc\'5r, dilcl1 f - (a" a)! CI • • , •• ), G -= b,! b1• b" •. . ), ave .. 

+ b + b .•. ) şi g + f ~ (b, + a" b. ta •. ... ). ClUJ\ " • • ,a, " . . . 
ph:~e e:sle comutativA. avem aj + bi -- b; + al l)(!ul{U" oriCe ... O. 

• ( • I 

A dUII""'a este asociativă. adică 01 icar~ ar· fi / . Ig şi i din-2° 
• 

• • 
(f + g) + h = / + (g + II). • 

• 
• 

• • 
Tulr -ad\!văr, dacă f= (a o, al . a l • .•. ), g .:.... (b .~ bl , b

l
• o •• ), ,,= (c".", 

atunci f + g = (a o + bo• al + b1 • fi, + b., . .. ) şi deci (f * g ). + h = (a, 

"'.+ b. +' •. (a , +b, ) i c, . .. . ), AI"log, OU\illl'm că f+ţg-t h,= (a. +1 .. 
(l\ + (1;, + ' 1" a, + (b ... + e, . ... ). tum operaţia de adunare a numerelor 

e.stt! :l.l'lci1tivl, 3\'(;m (a , + b~1 + Cj = a. + (b , + Ci'. [K'utru orice i ~ O. D~i (f+, 
F {-!- (It + '11. 

• 

3" th'IIIt,}! ! Il"lilru, 1Io!iIl(Imtl1 cOlhtallt O = (O, O, O, ! . , ) este 

Ill'utltl ptntlll adunarea polilloamelor, il! ~(:Il~ ul că q,ricare ar fi f e 

• 

> I 
• 

t,tc 

• 
I 

!H; 

• .1 • , 
IJ-j/=f. 

într .L(l{·\·,r d .• t: ~ f = (a , 
al Of' .. - " allllici f + O = (a,. III' a., , 

+ (O, O. o, .. ) 
te" t ~ ,\\ 'm ~i 

( •• ...LO a _ , , , () as + n . ... ) = (OII al. al ' ... ) ='f. DUill pr4lprieta-
, ' . 

t ) O~:"'~ t 1 J.' ,Il! flY(' tin (j If". adicl 
tIIn, 1'01 lt t:'l -f, astftl il~câ1-

• 

CIlICJ.re ar fi 1 E (;<'lcxistă .. 

r I .~ ' . 
f 

O,l l \ 

J • r 

G - p, 

• 

/ + (-/, -~ (-/, -1/= o. • 
• 

,dc,v"'r, dal i. f"" (,J" a ) l . f ( ) d_ 
1. 0A •• " a IUtel - ~ -a". -al •• , .• 

• 'OG :Il a •. ... \ ..L. (-o, . o " ) '(a ~ ( a 1 a + (-a,). ... 
I , l . _. J. '., , ,- - ., I 

' •. ) -(0,0, O, • . . ) n, C01lform prfJpriclăţ ii' 1" Avem .şi {-1r+f~-o. ~.,' 
., ~I" ' ' , d L'·;1. 

" 
1- (- 1, O, 

I , 0, - , - ., - , O. O, . . . ). 

J ( "(1. a , , 

I • 
II l". fl' ,( j (". --'~ 

"', n, -:.!. rl, O •..• ).' 

• 

n" 
(/1 o 

• • 
o o O. '1, -, " .. ,) ~·~tc un polinom. atunci opusul 

) • tc~1'J :-ill tl\n f + (-g se nv ' , 
pri Il C:lre o!ic.:iror dl)L1l--

... ) şi l! (h., bi • h • . ... ). atunci 

/' , ", 1, i ' ", 
•• 

b,. . . .). 

1, II, fI, ... ) ŞI C _ (_ 1, - 1, _J, 2, 

• 

• , 

• 

-

• 

1" 

pc 

• 

POl 

7_ 



• 

• 

, 

• 

• 

• 

• 

I 

• • • 
1.)'. Pr.oprl~" l_ulSl,1I poli_lor 

, 
• , . 

• 1· r .. mulli'lq t.le .cOfJSulatw4. adică oricare ar fi'! şi t" din 0-' . , 

k=f,/ . • • • 

tntr-adult, dn.cI f - (a •• al. a •• ... ) şi g"", (b.: lI , • ~, ... ). atu:lcl notind fg
- (c" CI_ C, • ..• ) ~J 1/= (d •• d lo d •• ..• ) aveLU c, .... alb, + 0lb'_l + a.h,_.t+ 0.0 +
+ 0,11, .şi Il, - b.a,. + b1o'_1 +,'" + b,a,_ Cum adnua.rea şi iOlDulţirca !tuluerelvr COlb
plex:e SWlt comutative -şi asociative, avem ~ c; d, pentru ori~ " ~ O şi deci f&. "" gf. 

2° lmnl,lţirea B.te asociativă. adică oricare ar fi f. g şi " din C(N) ... \ em . - . . 
Ug)h = f(gll) , 

, . '. 
tntr-adevih, fie f= (a •• al> aa • ... ), .J c:: (b oI b1 • b •• ... ) şi h = (c •• ~. c. . ..). 

Sl notăm fg = (tl ~, dh ,dl 1 •.• } şi (fg)h = (to. el. t'1 .... ). 'Atunci d, = E Oib; pt.:ntru . , 

, 

- i+;_, -
orice , ~ O .şI e" = ')" d,e/C, DeCi t'" = E ( E a,b)) cit = E ai~(k' # " 

,+';t.,. , + .... " 1'+1 - ' t+;+It_" - nacl notăm. gh = (d~ . di. d; . .. . ) şi J(gh) = (t';. t;. t;~ ... ), in ;t\od a.nalog s~bţin~ 

d; """ Li "'CA pentru orice '" ~ O şi t~ :::::a E a.d;. Deci. (~""" E' ai ( E biC/!.) ;:a 

i+"'" i+s_" i+._" j+/I_. 

I 
COlUp.l,râud . obţinem c!i t'" -=.t~ şi deci / (gh) = (fg}h. 

• 

• 

• 

3' Element neutru. 
peutru ÎUlllulţire, adică 

Polinomul 1 = (1, O. 'O •... ) 
, 

oricare ar fi I E CU,) I a\'elll 
este element llelltru 

f·l=l·f =f. 

I , 

tlltr-adevi'l.r, dadi J = (ao. ~. ·a •• .. . ).llt unci f ' 1 """ (a . , al' al •... )(1, O, 0, 
• "'" (u,' 1. a • . O + a l ' 1, a. ' O + al' O + a. ' 1, ".) =- (a •. al. a., . ,.) =/' 

Dup.l proprietatea 10 avem de a.sew-enea 1 · f = J. 

• 
. ) -

• 
, 

4' l"mllLţirea este dislributivă faţă de adunare. adică oricare. ar fj 
p,.liuoamt!!! f. g. 11 E C('), au loc relaţiile: ' . 

• 

flg + h) = jg + j h şi 

U + g) 1I = fI. + gh, • 

fntr-adevar, fie /= (a, . al. al •.. . ) g = (bo. b, • bl •• ,.) şi h = (c" cl , CI' " '). 

Atunci f(g + la ) Z5 (a G• al . al • . .. ) (b, + co• b1 + CI' ba + c., ... ) = (ao(b, + c,!: , 
a,'QI + Ci i + ul {b, + c, ), "', E 

, i-O , 
+ (a"1 + al,o), ,',', E a,b'_ l + 

'-0 
. , . , 

, 
E ,-O 

• , 
aier_i, 1") -= aJJ., a,b) + ('lbo~' :~' E al-l>,_ •. · 

i-O 

k fI + fh . • 

• 

fi o /Jacă f ~i li sunt polilloame mnule. allmc; p,odusul lor , .. I, "" 

POli"om "'"ul U" O ~i g r O~ jg " O). 
, 

7 &'1 .. ",n A ')1 , cI. ,1 x" , 97 . 

• • 
• • • 

• 

• 

• 

• 

" 

• 

• 

• 

• , 

• 

• 

• , 



, 

• 

• 

• 

• 

• '''' t ..... , 'I, ... ) ti 
DO. cel maJ ftlA"ţ I1Uml• #0 ~_ /II -. 

j> ... Aaalo' pentru . ,. il, 

uiti ~, bl _ O, od"... .r fi j ~ ... 81 
JI.e . +6 

Hod '-+. - o,b ... + "lbM .It-l.+ •.. a.. • 
_ 

• ,...:-.. c; b"+1 ... O ŞJ U ..... , - ."t+. _ "It v .... _ '. J. . O 
b Cum a .,. O şi b,.:;" O, alunc) C ..... n -= ....... '" 't.-. '. -

6' Simplificurea c'u UIt fac/or I1mll!. Ducă f, g, h, 
Înc'ilt fg = f'; şi f # O; atulld g ~c h. 

î , r-adevăr, cun~ fg = fn, uL>ţinun fg - fn = O 
'C"," ,. ţ O, d'n proprietatea 5' trebuie ca g - II ~ 0, 

• 
, , 

§ 2. Forma alge brică a poli noamelor 
, , 

• 

, 

"-"taţ.d f (a., "" a" '. ,) introdusă pentru JJ91inoame 
ca "",1.1 j; "I,eraliilc cu poiuoaplc De aceea ,"oru folosi .altă 
pO!IIH 1,1 mc COII\"('llim să not UHl pol; 110111 ul (O, 1, O, O, ... ) 

• . I X" ntllll "llei dt'nJlJ}/{{!,? _ 
• 

!'jjnulli'l'a pohllQaJlldor !le dă. 
~ . 

\' X' \" "0 1 O ) O O O \, 
• 4 ',' 1.,., .. (0,1, • O, "')""'-'(, ,'1., 
\'",P x - ( . '.. O, 1, q, ... )(O, O, 1, O, , .. ) = (O, O, O, . . , . . ' . . • • • • • 

,- \'0-1 . \. . ~ 

. . - . .. , 

1ClIlIl 

(O, 1, O, .)(0, O, ,.,0,1, O, ,,)= 
• 

_
__ o , 

II·lorl 
. ...:...;~ 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

" d ur .1 ra dl'filllt c pe 
, 

Şl 

, .. )+(0, a" O, ,,)+(0, O, a:, O, ... ~ 
.. - (Il., O, ... ) .+ (Il" O, ' ,..J . (O; 

• 
a,X j. G,X' l- " , 

(,', e' 'I;,'),;t~t~ doar Un 

" + '.. -! ( J/.. (), .. ,) . {O-..:.' '_O~, ;:.:';-- ' ,,,, 
IOd 

+- 0, ~\i--<-J , j. • • • 
nUte ,! Cnit de !c'Il'tni r.cnuli). ] \ .. 'cl 

I 

• 

, 
Ullde "o, (~, J 

98 
, 

I 

• 

"o 1" a,:\" t 

0:, (/2. 

1 flt âi ", 

'" 0".\ • \ " . - _ f • 
. '. / ai" -t ... 

• 
• 

t'} (·str' tii! C"1{'11\ C'1l 1 

O pCII1111 or.]n' 
• 

d i Il C(~', exist 
i > tii. In 

,. ".S'" 
fi 2. 

.. " a. ~llllt (,'odicjrllţii polinomului J. 
• . , • 

" , 
• 

• 

• 

, r .. 
• 
110 

• 



, 

• 

• 

, 

• 

PolillQame1e de forma /IX- UIlde /1 • el ti ff elite lUI a_ 
se uwrlesc "'MOlime. Din {I') re1u1tiloCi orice polidom lIeRul este f1 
fini/ii. ,le .. ,uoo,,_ nenule. . . • • 

Datodtl1 s-:rierii (1) sau (1')- pentru polinoame, se .adoptă penhu 1ilJjl.. 
, 1"';(." c<~} '101,'ţi" C[Xl ln parti~ular, avem incluziwlca C 5 C[xg. Datorită' 

scrieri. (1) sau (1') elcmentelc din C[X] se m~i ~umesc polinoamE; inţr,,; 
,in~nrii nedeterminată cu coeficienţi'complecşi. Deasemenea, dacă f E C[X] 
e;tc tU' polinom, de multe ori este util să scriem j '= j(X). • . 

In lIlulţime", C[X] distingem următoarele submulţimr importan'e: 
. .tiT.\" J = lll)llţilllea polinoamelor cu coeficienţi 'rea li, . 

, 

• 

• 

Il X J = mulţillle" polinoamelor cu coeficienţi raţionali, 
2J X ] =? 1Ilul\imca polinoamelor cu coeficienţi Întregi. 
E:ite clar că avem incJuziuuile , 

. . , 

Z [X] C Q[X] C Jl [X] C C[X~, • 

Exemple. 1) Poliuouml f = .fi - 'XI + x~ este 
l' . • 

Ull polinom cu cocCic~nţi rl..:ali. 

~ pollnontul Oa - -.- .Y + - X· ~ste un polinom cu 
3' 7 coeficienţi q.ţional'i. -

, 

31 Poliuomul h = 7 + XI - 8X' este uu polinom cu coeficienţi inlregi. -• • 
Ob,u!,/IJ tJi 1) Itolosind scrierea (1 ) a polinoamelor, ooeraţiile de adunare şi inmu lţi re . ~-,~ 

:>~ trall ,~ri u 'aslfe l: . 

J = ao + a1X + a1 X' + '" + a,X' + ' '. şi g"" b. + b1X + .. , + b,X' + ' , " 
- , I . 

• 
., , , 

1+ g - a, + b, + (a, + b,)X + (a, + b,)X' + ... + (a, + b,)X' + . ',.", 

• 

flţ = (lob, + (aOb1 + a1b,)X + (a,b. + albi + o.b,)X' + ... 
, ,. + (a ,b, + a1b'_1 + a.b'_1 + ' ., + a,b,)X' + ,' .. 

De tortmpl:l, d.lC<" J = - 1 + 2X + X' şi g = 1 - X , atu.nci 

f + g ~ (- 1 + 2X + X') + (1 - X) = X + X' şi 

Ig - (- 1 + 2X + X'), ( ' - X) ~ -1 + 3X - X' - X', 

• 

o 

, 

J2) 

(3 ) 

~) Se o b..;erv,l din relaţiil e (2) şi (3) că dacă j, g sunt polinoame cu coeficienţi r",ali 

f Ce.ip;:div raţionali, intregi),' atunci suma şi produ"'u! lor c')te un polinom cu coeficienţi 
. fe lii : re,pecti v raţiornli, Intregi). ' . 

,. ;'J tn practică, ori de cât~ ori .avem de înmulţit două poHuoame este foarte cowcd 
51 (')lo;im pwprit·t'ate'l inmul ţ ir i i de a fi distributivă faţ:'\. de adunare, De exemplu, fie: poli
u01.m"le f .. 1 + X + ~YI ş i. g = 1 - x., Produsul lbr se calculează astfel: 

I~ 
• 

(1 + X + ~' ) ( 1 - X ) ~ t - X + X-X· + X. - XI "? 1 - XI, 
o , 

• 

§ 3. Gradul unu.! polinom 
• 

, 

AIII V:lwl il! pamwaful precedent că orice polinom f e O [~ 
5i ltn\ flllll.'i. cli' HIOTl()fI.11lC' , adică .. 

estI: O 

, 

j .. a. +- a I X + II,X' + '" + a.X·, , , 
• 

o , , 
• 

• , 
, , • 

• • • • , • , 

, 
, 

o 

• 

• 

• 

• 

-, 

-
• 

• 

, 

• 

• 
• 



• 

• 

, 

, 

• 

, 

• 

, 

\ 

, 

, 

• , 

• 

• 

Se eşte gradul lui j, "ofal prin grU'/. ut 
wm . u ~ 

• ~~llel tn,4/ ti. >F O, tu acest C3;t II. se n m:z ~w.r 
po",,,tIlului j. NUUll\rul a •• se ,IlUJlIe~i.Cjttrmeb"i· tii 

. ,t (oalte utilă şi.scncrea lUI IiU orO"a I 
1JI ,te OIl lS e 'b'l j' A-d x' + a lucru întotdeauna poSI 1 )10_ + . + al . O' • , 

1''' o"a mdo.r este con.1Utatl\'ă~ , 
• • 

, 
Enmp/6 ' • 

1) Polinomul f = 1 - X are gradul 1, adică gra.d! _ 1. . 

• 
2) Polinouul! f = X + X 3 

- X' are gradul 5, adic4 grad 1_ s. . 
3) Polinomul cOIlsb:lllt f = a unde a e C, a oF q. are gradul O, deci cred 

, 

. , 
p.:utru polinomJJl uul, O, gradul său se considrră ca fii"d 
teşte miuus iufinit), , 

Referitor la grad ul sumei şi produsului a două p<\lilloame I 
loc III mătoarde n:Jaţ.ii : 

- 1) * grad (f + g) « max (grad f, grad g) ; 
ii) dacă I ~i g sunt polinoame nenule,' atuuci 

• 

• 

• grad , (fg) ='grad 1+ grad ,g, • '. 
• - într-ade,·lr, să I'resuJltlllcrn că grad 1 = ti! şi grad g = ". 

şi g sunt de for"," 1= re( + a,.\' + '" + amX" şi g = b
o 
+ bIX+ .. 

+ 1i •. I", Dact, '" > Il, attinci gIndul bUnIei j + g est~ "', deoarece 
de ,(rad lIlaXllll d iu 1+ g e,te "mAm, . 

llacă II! , It, tUll1ellul de glad maxim d in 1+ g este (a . + b.)X.tu 
cazul când am + b .. # O sau lllai lllic îu cazu] când a. + b. = O. 

Aşadar, grad (f + g) « max (grad /. gra d g) , ' 

, în JllodusulJg, te"nc11ul de grad maxim este n ,ollomu] (a .. XM)(b.).")_ 
=·lI mb.X"+· (" 'e Hd"" ]lIo]Jlictatea 5° dill § ]), Cum I şi g sunl poli, 
liO""'," ncnule, aluncj " .. ' "". O şi h. # O, Deci a .. ". # O şi în wncluzie J!8' 
ffg) ." III + " grad 1'"- grad g, • 

- , , 

§.4. Valoarea unui polinom. FunCţia polinomială 
1" / 'le = ,. " . . 

a. + al.\: + '" + a.X. un polinom arbItrar 
c(I'llplex arbitrar. Atunci numărul şi " tin 

I(a) = IlO + a,,,, + a,O'.' + 
~ nl1meşte valoarea Polinomului I in 

a, 

.... + 
, 

-

, 

(1 0'.. • 
, 

, 

, \ 

(oI 
l ' Fie JXllinrnl\l!! 

7 _ -!l, 

VlltoarcR 1 . f I 

-"'t\' :') f ... 7. V~loAT('a IUiJ ln 1 este f{l) CII 2·1' 

__ III n - 1 C'Mf>!( 1) 
-~~-- -- 2( 1)' - 5(--'1 )' + (...,. 1) _ 7 _ -!5. 

• Penlru ('il 

,"('nITn !;\ Pllll'C'1Il 

a.·tlr 11 a. 
i l ",]l r!'iIl\~II.' nc1,·,·:ir.t" ş', I l' d I "_ cu _1I,.o11aI 

II II ('8111 ClAn UCfiuu r.:" 
- 00 ~ n, - '" ,. n _ 00 Şi ( 00) + ( (0) _ -00 peIl"" 

• 

.100 • 

-

, 

, 

• , 

, 
• • • 

, 

• 

• 
, 

J 
M 

.u 

UD 

IU' 

- c 

IUl 

IltUJ 



• 

• 

, 

• 

, 

• 
• , 

• 

l' 'le P'.IHnoQlul ,' .. X· - J~~ + 1. \"~ll)aru& lui « Jo I ""te G i) __ i4 - t. j + 1 _ 
_ 1+1~1-3.· - • 

~ ~tJl('Dt"a valoarea lui g fu 1 + -i este 
• 

• 

1(1 + i) - (1 + i)' - i(1 + i) + 1- _ -4 - I + I.j. 1_' -2 _ i . 
• 

• 
e Obsen'uJi(', Dacii J ~!lte un polilWIO cu cod'icienţii reali ~espt:ct~\' raţionali , Iutlegif' ... ~ 

,1 • t"ste un n,UD1ar real (respec,tiv. raţional, !nlreg), atu.uci va.loareA polillomolu-j lin ••• 
"a) este un nwud: lent (respectiv raţional, IntXeg). .; 

• • 

Vom l1lUnţa acum proprie:-trq il!: u..:le mai importante ale"' "alorii unui 
pollnum ! 

,Dacă / şi g SUlIt două polin#)fI1Jl(' şi a lIn 11,umăr arbitrar aluilci 
i) (f -t /:) (Il ) = 'Ra) + g(Il).; 
iri U~:(<li ='J(Il)r;(:I): 

, 

• 

iil) J}rlui f t:;)/l' un poliJl,jlm cu (Ot.J,icJCl1fi reali §i z un tlumâ, couP/cx , 
• • 

J(2).= J(z) .. 
, . 

unde i: desmlIIcaui conjllgll!al /Iti ". ial' I(z) r01ljugalul lui J(,) ;. , 
iv) Daul J "Ic 1/11 pc,iillom (1/ (I.cJiriclI!i raţionali şi a, b E Q astjrl (II rât 

Jii 1/" <'sit 1/!i<J11I1I. IIIIII/ci J(il ± .. T) ,\11' de forma A ± J3 ",r;, ""de A ,8 E.Q, 

Mai ",,,l!, daetI J(a + vp) 'Me I//III/liml " + J3,jb, all/nri J(a - \ Ibl Fslt 

,~ut1l (1rl/l A li.Jb ŞI- ffCiprv(. 

Plimt-lc d0l1 ~1 proprii..:t~qi fu_uită d ilcct din ddilliţia sUll~(-i şi plfldu-
• 

• ului a două poliuoa nle. . 

S;l d('!Ilonstr[ll11 proprit:taft';1 ii~). Vom folosi 
unui număI comph-x, 'adică! 

-~ - -
tI 1r Z2 ~2J 1r 2 2• 

• 

• 
• 

Fie acum pol~nomulf = ao + ({IX -!- ... + a"X ", tllld<: tlr_. 

Itmt IHllll(f( Tl'ak. Atullci /(z == fir: -.;... (lIZ + ... + ({ti:''', dt 

" , 

• 
• • , 

c:::4 (l. + (lj2 + ... +- (1 .. 3" ::::::;: â r + ° '12 .. 1- ă~t. + .... + ti,.Z". Cun:;, (1, ., al ,_., Q. 

lunt IlHIlH'f( 1(,<1k,' ndic;t ău :::' ar. a,. a, • ... , ti" = a,,, al unci f(t) == 
c::: au + al~ I a~".!. +- ... + n"z" = tl o -t- (ljZ + 02(i):! + .. , + alt(.i/' , C'u:ti ce 

De arată ,;; it»~ J(2). , 
D , . + .J.. v. ('lIl(lI]~tl iill l ploprittatt·;:t Î\·). F ir / = ao + al~\ .". I a .. ,'). UD 

polinOIJl tu aII' il l ••.. , o,. lltJIlll'Tl' lf11iollalC' . An'lll 1 

- -. 
I(a±,jl») 1/" I ",(a±-Ji,) j 1l,(1l±.j/i)'+ ... +rI.(a±\I), 

Util izâlHI IJII!f'liJnl 1111 N('\~·toll ţo! ~ill~lld Coul di pc.:1l1111 OtiCl' 1l1l111i!l IH'll111aJ 

"', <.IVi III 

"?J ) Im+l 
-• (,jl»)'m /,m (J 

• (± ±IJ''' , II • , ~I , 

atUtuh -
1" Ti /ult li ( ~ /(.1 t ,jT!) ht ( d, fOlnw " + Il \ b: plllS, dacă 

I(a I .[1;) " IJ Ji" 1 ('/ult;! • J(rI • ./Ii) • A -H b, I ca - • 
, 

( 

BCI 
• • • 

• 

/ 

, , 

• 
• 

• 

, 

, ' 

• 

, , 

• • , 
, 

. ' 

• 

• 

• 



• 

-

, 

• 

• 

• 

• 

-
~.~~ , , 

11 .. 001UI 1- X' + X' + , 1. '. 
1, fie hl+!I -(1 + i)' + (1 + i)' + 1- :-.+ 21+ J,_ 
Afew ~{ic1euji' reali rezultl\ ('·(.lllft~m - pr.u{JdeUlţU 1S:i) 
2) 11'~: p.>Ji.l1ouhll g ~ X' + 2X' - 6. "_ • .. . . 

(1 + t:['=(1 + .,fI)' + 2(1 + b)' - 6 - 17~+ 
A V.:Ul t "" t. L .' 
" 1'" ;(;). Deoarece g este un polinom cu coc!lcienţJ _ t7 + QV':' · _ _ 

,,'Ietlţil Iv) ',.zulU tă .g(l- .)2) = 17 - 1 6.)~ . 

• 

o'. (i n i ţi. , 

-
Fie A. B două su bm.ulţi mi .ale lui C. O 
se numeşte polinomială dacă există ull 
astfel Încât ((0).= P(o), oricare ar'fi Q E 

, 
ţ;~,mplc 1, Fllncţia d~ gr~dul iaLii - • 

f: 11 _11, 1(') = a< + b (a,. O) • 

• 

• 

.-
P = aX + b astfel ID~ 1 I Q.->!in(lI!liall, dt!o;.\r~ce exi~Ll p"linomul C:.tc o' 1. (,t! f" 

""" l" x). l~{i(.are ar fi a E U. 

~I f<'ul1cţia d~ gradul al- doilea 

I, II - ", !,' 
• 

• • 

• , 

a,ţ' + bt, + o; a. b, o e R şi a" O 

este O ... fl1ilcţle poliuomială, deoarece ex\:;t<1 pOliJ}l,mul de gradul doi F c:: aX'+" . , 
tru ,CJ.(<! avl.'lU /('1., fllX!, oricare ar fi :t. e: H. 

:11 Fuuqia putt·~ 
• • 

I: H.II h') ~>, •• 

/ 
de ~tadul IJ. polinomul , • 

1 ,J.. uricare ar fi .l': e Il. 
• 

) 

_ liLl1l1 d,!l lIll polillOUl aIllltlM I ~ C ~XJ putem să. definim 

II U- tl P:lIl (·g;tlit ~lt eJ.li.x l = ftx l, oiicare ar fi CI E (l . 

> 

. . - . 
l' '11lC\m f h' C, pol:llom,al;l 'i' se 1l1lUll'Şl e fll~lcţia polinomiali 

p.1r·1t..J!U!I!:U f. 1< , 

• 

• 

E xerci tii • 

-
t. :-:. ... "1" C':l!ClI!t'ze -' +-IL fi.le".: 
"f 1 X

2
..1 . .\"' şi K 1 + X' 

11, f .. /J + (1 ../"2)·x.!.. .\"3 

, , 

• 
• \- 3 x t 

;. . 

el J IX, XI ._ "., +' .\,. ' 
ti 1 .\ .\", şi g 

'.', SI (1 ti - ( 1 il.\" + iX' i.Y' i 
··C:"!.1'1 Ş 

• (1I~1(" prodU.<iul f ..]. "'. 

. x' ŞI g 

g= 

.fi + .)'2x+ X' + 2X'-
1 + x - X, + X' - X' t 

- i + IX + fi - i)X'+ (!,+ 
II -L . .I _ g ",\ea . 

, ,) , ,\ şi. K ( 1 . ,) _ y, 
h fiX ol- X' • • 
e}! I _ 'yJşiK_I~_X'; 
I .\: +.\~ .\,"2 + X 4 '-j 1 + ."', 'II I+Xt\' Y,8 , 

e J _ 2 . . +.. + X" şi 1: - • 

• I J 

1 .. X, 
- , -1- (a - i,.\' + X' I 

f) f - I - .J:; ( ş g 
• + ~ - ,fi)x i x' 

2 ,. 1 + (3. + I).\' - IX'; 

+ o/i + (2+ şi R - 1 

• , 

, 

• 

• 

•• 
•• 

•• 

'1. 

II . 

II. 

-

• 

T • ( 

• Iar, 



• • 

• , 

• .. . 
.. J'M' /- fi, + o,X + a..-V• + ." + a..~. UD P9liuoua CL\. C:(l afioienţf Ul-wplr: c,l. 1'1_ - , 

CII j polino .... 1 f '. + ,,x + '.'X'''' .,. + '. ~-: S~ le 
" + / ' 

• ti fi aunt eu eoefJclenţt re~li: 
, 

. . ~ 

.. UD p:>UOQID f. crx 1 se dce inţersabil daci şi numaj dacii. existA, E C[Xl 
tacit /1 1. SI se unte că J este lnvers~bi) <!>fe,c şi fI< O.. .... , 

•• SI .. oe1cu1.~ grad lf + g) dac~: ".. ' 

• 
• 

.) f- 1 + x + X' II 1- 1 ~ X-X'; , 

b) f = 1 - JX' + 7 X' şi .4 = 1 + x + X' -: 7 X' ~ 

" e) f ~ (1"+ Ij + '(1 - I)X' + IX' şi g - i + iX' - iX', , 

-
• 

•• fu raport cu p:nllmclrul c~lllpje~ m E O s3 sa deterllline gradul unuătoarclllT polinoamf: : 

a) J = {mi - 3m + 2).\" + ~~LI - 4m + 3)XJ + (m' - I)X + 7; • 

b) f = (mi + I)X· + (m' - l }X' + 2iX + 1. 
, ~ .. 

1. Să se arate că pentru orice polinom f de gradul n ~ O şi un număr natural O ~k ~ tt 
~xlstă un JXllinolU g ~tIe~ încât, grad (f + g) = k. _ 

•. Pie polio"",ul / = 1 - 2X + 3X' ~ 4X', Să se calculeze' /(1) ; j( ~ 1) ; ftJl ; !( - 2); j(ij; 

fI il; j(l+i); /(I-i); j( I +.fi); /(1- ,1'2), ' 
• , 

•• Sii !il! dctenuinc polinoamele de gradul , al d oilea f = U o + al.\:" + al);', asut-l jDf;M 
• • 

1(1) - -2; f (2) ~ - 1 şi f(3) ~ 4, • 

, .1. Ple funcţia polio0!-Dial?i 

, 

• 

• 

• 

• 

, 
f : [O, 1) - [O, Il. f(x) - .... + a' + b. , 

• 

nnde a, b E 11. Să se arate că In mod necesa r a ~ O şi b ~ O. 

Il. Să·.st g:'iseoscă po linoamele fE " LX] de gradul al doilea <:;arc snlil'oftl.c (;olld]ţia: 

1(4') = U(a»', oricare nr fi a e n. • 

12. Să se arate prin inducţie după ,. că are loc egalîtatc9: 

(X + 2.~ 1 + 3X' + ... + tlX") ( 1 - Xl = ,]X"+I - (II + l )X'l+l + X. .. 
" 

, 
• 

, '§ 5. Impărţirea polinoamelor • • 

, 

5.1 Teorema Îm părţirii cu rest 

T • o r • m a 5, 1 1 Fiind date două polinoame o...!.'ecare cu coeficienti com
plecşi r li g cu g ,.'0, atunci există două polinoame <u 

" 

• 

, 

coeficienţi complecşi q şi r astfel Încât . 
• 

• r gq.+ r unde grad r < grad g.' . 
, 

(1 ) 

(n plus, polinoamele 

tat •• (1), 

q şi r sunt unice satisfăcând proprl&-
• 

, 

(1) I'nhll(lJllll! f "C 11\1I1ll'ŞtC drlmpă/'lil, ţ: imp<i'lilor, q cat 
, 

, 
• 

, , 
• , 

, 
• 

, 

, 

• 

, 

• 

, 
• 

• 

• 

• 

• 

, 

• , 

, 
, , 

, 

, . 

• 

• 

• • 

, 

• 
• 



• 
" 

, 
, 

-
• 

• 

• 

• 

• 

, 
• • 

• 

D""OH,/,a/je. VOlll dClI\<Jlhtr.\ Îrot4i partea 
mal (1). li'ili " 'T glad I şi tii ~ grJd g. j)~că " < m 
oi , ~ f. l'rc'SUl'lIlll'lU că " .. /11 ~i el I şi g ~uut de , . 

• 
• 1= ", + tI,X + ... + tI,X'; g. = Ir" + b,X + 

• 

jJolmo IU U 1 .. • • und< u. '1" O P utem cousldua. 
• 
• " • 

• 

• 

• • • 

• 

• 
• 

tu l'gallt"tea (2) ţt:rJneu~1 de grad 
< • 

. . 
ti X" al lui I 'se • • va t tlaXlll1 

şi deci. grad,!, < grad l . , 

Sl llot{UIl 'ti = grad /1' AtUIlCI poli.nomul 

I ,- ,,' 'Yo, + " \'0,-1 I - \.4nl· nl-!' 

1, are forma 

+ ... + "O 

• 

, 
/ - gq + r UIlQ!.:' 

D"C.~l 11 1 ;f; 'm, 1.I"Ih.:tălll d ill 
pr;11tr·o l!llll,l Sl',w1Jvll" 

/, r 

1 ( d 
~ 

, 

r=/i. din 

- ,. - " 
< tit .;.;..;.. grad g. 

A 

1': OCl'dt'ld <k 

" \ ",- "' f' . . " . 
" '. 

coborâre 
• 

1 
> 

(2) obţinem 

, , 
, 

a gradului, 

, • , 

• (31 

11.11'1~"lt 

de: •. :() "J· )I.il ... L ~l .. , 

i;l:j! f..:l :!\~:Î!" 

il." ,Ilil/h't 
• • ,ci "t ". <, ", < m Repctând procedeul 

• 

• 

lQ4 

l. ,~ ci l /l":1I 1),\ • fii /"+1 I l:,.... 1<. P' .' • 

" 
,1 • 

j. ( ° .\" M, 
, 

• 14J -, 
I " . 

M 

, 

1, = /, ~ ' .. 
.\ ni - -' M,. 

t, " M 

. . . . . .. . . .. . . . . . , . 
, 

• , . 
, 

, . . , .. . . . . .. . . . . ~ .. . . ... . . 
el I .., "ad I > '" ad j > ' d j" , 

'1 b :1 • •• '>g.ll p>u.!3djp+I>"" adiel 
• n "> n, > 11 2 "",> '" 

" Il,. > Up+ 1 > .... . , 
ll1!I1lar natural (Oxi"t'1 ,., .. tlthl ?It i.:S~1 

\ ': Il , '.' , < r 1l1lr.jI;tT ilai urni ast fel incA.t "'+1 <:. •• 
r 1.,., Aduua"d \ ',,1,· ,g"lit:i ţil,· (+) ohtinem 

\ • ,/ .. , 
f. I X" n o, il (/'1 • ~ t- \ "1 kM M -;1, ,te. X'. ~ ISI fi 

, 
1(, ' , . M "M , 

• 
• 

, 

• 

• 

" 

, 

• 

• 

, 

CUD 

dicl 
in ~ 

tioe: 
Din 
CII,,", 

tea ( 
lql el 

• t"'gl 

-
-
!. -
-
f •• -• 
, 

• 



• 

• 

• 

• 

• 

• • 

'. • , 

'Dacl llu\~Ul p,.IjuoJ\\uI din palilut"zll cu 9: • 

, a 
q b . : X"--

/) .. 

• 
Ci". . + .. X",-" + 
,h". ~ .. 

• . alPI . 

. ,J + b"P X·p--, .. 
egalitatea (5, 6e Ieri" 

f= gq + r 
. , 

unde )(rad r = Vp+J < In = grad g. 

Să trt'~CUl aCtllll.la ·dcm.oJlstr,irca j'cir/ii de uniâtc,le din 
supunem că mai există d(Hl& poliuoame' ql.şi '1 astfel încât 

• Atunci 

de unde 

• • 

J = gql + '1' cu grad' r1 < grad 'g. 

• 
• 

f = gq + r = gq , + r" 

• 

• 

• 

, 
• 

• 
(6) 

• 

tcuremă. PIC-
• 

• 
• 

• 

-

• • 
(7) 

• 

(i') 

Vacă q - q, # O, atunci g.ad g(q - 9,) '" ~Jad g. 1\· · de altă pmte, 
cum grad (r, - r) " ruax (gra d '" grad r) <. gJad g, olJlincm o couha
dicţie. Deci trehUle ca q ~ q, = O, adicăg = qJ' J )1I1 egalltatca (7;) obţinem 
iu acest caz că 11 - r = O şi deci '1 = r . • 

- • 
Obsfrvalii. 1) tmp;lrtir~a cu ft:.<., t IH.:C(:,>iiă d.,.'ctuarca celor patru operaţii arilrue~ 

tlce : adunar.ca, sefld<:rC'!I . jU/UlIltin'J, ş i imp,irţirca asupra cpdiCit'utilor po!iuO<l1l1cJor f~: ff. 
• • 

Din aceste mutive, dp.c/'l pnlilloamelc J .şi g au corjidnlţil numerI! reale (Ie!.pfcliv '{JţiOl;~lf')~ 
ahmd ,dtlll q ~i t es tul r ~IHII polinoame (f~ l..OeJici."ţ, rfali (,('specJiv wliollali). Din egalita
tea (6) SE.' velle că dncl polinoamt:lf J şi g aLI c(ldjcj~nţ i nUtnl'rc intregi cocficklltuJ h :nnulU

lui de grueI maxim 01 lui g ţste ± 1, atunci. c!\tul şi 'testul SU1Jl polillo:l~c cu codkicnţl fII.' 
hegl. 

2) :galit:iţile (2), (3\ 141, {S, şi \oJ se pot €xl'une fn tabelul elI;! mai jos 

• 

1. -

• • • 

Ip - I,'P,x"p ", j. • 
, , -, 

• 
-a~PJ ,\"r 

• p 
- --

',HI - a(P fi} X"/ ~ I I 
"~ ti 

.a"nc.b!. _ _ xn- m 

• • • • • • • • • • • • • 

- -
• • 

X "p -'" 

. .- • 

... 
.... ----..v~---_· , 

, 
• • 

• 
• 

, 

, . 

",!,- m ..J.. ' A... T •.• T 

-

• 
• • 

• 

• 

J05 

• 
• 

• • 

• 

•• 

I 

• 

• 
• 

I 

• 

, 

\ 

.' 
• 



• 

• 
• 

• 

• 

• 

• 

• 

, 

r 
• 

• 

• 

• 

-• 

• • 
• • 

• 
A.cut tabel Dot IIrdI. tocmai rt.-c;uJa df) .... p4Il'ţtn a poI,po'4ln'· 

" .. lxa elC01l1f'D. ... " ,1 pe eate o vom apUCi In. pr~ticj pelin 9bţl" n. 
Iwp!lrllril. . ' • 

.. I-;.umPIN i:-ie poliuoa.uu.:le f - 2X' + X· - 5X' -'8X + 1 .. ,- %1_ 
d~telllllul.m calul şi restul lmpărţirii lui 1 Ia .. ,. 

• 
f 

• •• • • 
..... .['{, + X" ..:... ·SX· - ax +_ 1 

, \ - 2X' +6X' 
• • 

• • X' + X' - 8X + 1 
• • 

• 
• • 

- X' + 3X' 

x' + 3X' - BX + 1 
• -X' +3X ., 

• , 
• 3X' - 5X + 1 

• -3X' +'9 
• • 

• • 
- 5X + 10 .r , ~ -, 

' . . 
I . . 

XI - 3 , 
• - , 

• 

• 
2X' + X' + x + 3 

--, -q 

• 

• , 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

Dt.:ci ('Alu l es te q = 2X' + X' + X + 3 
• Cu rest se scrie iu acest caz a.:.tfel. 

1.,. restul , - -SX .. 10. Ponnn1a Impltţiril 
, t 

• 

2X' -1- X ' - 5X' - 8X + I ~ (X' - 3)(2;(' _+ X' + X + 3) + (-'5X + 10). 
• • • 

5,2, Impar!ire. prin X - Q, Schema lui Horn er 
• 

, 

Dn cal. folrtc II"portant in aplicaţii e~te lmpărţirea unui poliDom , 

f '" U !" in binomul 
• 

X-a. Vom demonstJ a următoarea teoremă I 
• 

T ~ o r'" maS. 2 . 1. Restul impăr,irli unui polino,., " Il Pl' n binomul 

este egal cu valoarea rea) (i yoi.:HJm\J!ul [ '" Q •. 

X-a 
• 

, 
· 

· Dfmunslraţie. Aplicâud formula i'np;jJ~'r' 
ro· .. I. f şi g = X - a obţinem egalitatea I I 

• 
.. \1 I '-:.:;t, pt:ntru polllloa-

f = (.\: -l)q + r, unde grad r < ·gra'll (}(I - a) ~ 1. • 
, (1) 

Ikc~. e:,I"c.d , .~ O, adică' restul Îlllpărţifii c~te WI număr complex. 
DOica ltl l'i!;Hatatea (1) fact:lll ~\. = (I, obţill('m egalitatea 

• • 
fla) = la - a)q(q) + r(al, , -ci, uruL f[ I, _ r(,,). 

deci 
CUlTI r Este un poHnOlll ('()h~tant 

• , . 
G ~ tlllCl ,(a) _., şi 

• 
• 

r = fla). 
, . 

. AC( :> .. ~ ~ ICfJrrm,'i. 1l( ajută să găsim u.~(tl-llmti;rtir;i un.,i ţv.Z'f:4 t" 

p"n potm'"nul X - a fără Il 111,'; face r."P iUf"',7 . 
r , ,"" 

x 
ve '.f r 1Il 

lOG 

• 
• 

1 Cf' 111\ imp"iiţiril nr-.1:U01I\U:1iI f- ,VI nv, lo VII t bl" IU~ I~ - \ ,'" J' .. \ T ,.,~ pr Il n ... 11 

, 

fund (lc 111:\; ~u.'I. l~dJ.1 Impdrţilii c.~ I~ r-/(2 ) _ 2- _ 2. ~ • • t 'S+ 1_" 
• • , 

• • 

, 

, 
• 

• 

1 • 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

, 

, 

, 

, 

• -

, 

• 

, 

• • 

.. 

• 

• 
pol 

• 

, 

• 

Din 

, 

• 



• 

• -

• 

• 

, 

• 

• • • • • 
• , • , . 

" Ii SI ... , ...... 1 ,,,,,tul ImpUlJliJ poIu..''Uh!1&1 

b1t..-l Z + 1. 
1- ZI - 2IXq. 4X + I + li .... 

• • 
(OIl(orm ttorew 1 de m~1 SUI, rt'!:itu~ e5t~ • • 

• • • 
, - f(-I) - (-1)' - 2i(-I)' + 4(-i) +.1 + 21- 1 + 2 - 41 + 1 + 21._ 4 ~ 21. . , 

• • , • • 

.101/1114 dl tIIal SUS a,~ drzavutJlajul .că nu ,ne sp~ne ,,,,nic 45"p,. 
c&IJl,n tllJpiJ/'lirii, politlolnlj" .. - J pri .. bln()fnul X -' a, . _ . ....' . , 

• • 
'-.t Vom iudica acum UD pl-oQt:d-eu 

muJui f ,plin binom ul X ~ Q , ' 

de aflate a. câtuJui ÎU1părţirii polino: ' - . 
, 

Să presupunem cii J este un poli nom de 1ofU1a • , 

• 

J = a.X· '+ ~ •. ,X"-' + ." + •• ' 
< • 

Dad Icriem tarm ula Împărţirii ·cu 1 ~st pCI}tru 

,ob;illfm egalitatea 
,polinoamele 

• 

, 

-
• , 

J şi 'X":'. 
• , 

• 

• 

f = (X - a )q + r , • {2} . 

, 

• 

, , 

Cum grad J = ". 
pol inom de forma 

atunci' tHbuie ca gn'd q = 1,1 - 1. Deci q es1 e un 

• 

• , 

Egalitatea (2) de,'ine În ~cest caz 
, 

• • , -

Efectutnd îumulţi,rea În partea drc"-ptă obţincm 
• -

(X - a) (b._,X·" + b •.• X ·'· + .,. + b.) = b. _,X· + b •.• X·-' + .. , + 
+b X b X~' 11 X ' -' o :- a "-J - a ,..:, 7 _ .. 

+ (b •. • - ab.~)X·" + ... + (lio - abi) X - ab •. 
• 

InlocuiI'd în (2) ob}incm egalitatea 
\ 

• 
• 

• • 

q,X' + a._,X·" + " . + ar. = b_,X' + (b •.• - ab;.,)X··! + 
• 

+ (h.:. - ·ab •.• )XH ~+ . " + Iba - ab, )X + (r - a!J.,,). 

Din '-g<1Ii'.ltI,'l pol i no3J1lt: obţin'-ll1 • u'jc,r d()w:! ca 

• 
a. • b. • 

I • . • 
• b, - ah"_l a. I 2 

• 

• 
• h,. au" _ (1. 2 3 2. (3) 

. , . ' , , , , , . , , , , 

b. abi' 
r-aba,' , 

• 
• 

• 

, 

• J07 . • 
• • 
• 

• • 
• • 

• • 

• 

, 

I 

" • 

• 

, 
, 

• 

• 

, 

• - . 
• • 

• 

• 

• 

• • 

• 
• 
• 

• 

• 
• 

• 

• 

• 



• 

• 

• 

• 

, 

• 

• 

• 

• 

• 

, 

• , 
, 

· 
Dia egaht1\ţile (3) obţinem sutlCoţV 

• 

• 
• . :. . . . . . . . . . . . . - . . 

, bo = "1 + ab ,. • , 

I r = a o + ao" , • • ... . 
E yalităţile (4) se trec în tabelul urlllător • 

I ' 'o 
• • 

• Xl X· X' X"_I X-' 
(SJ 

o • • ~ • • • • , 

• 

a. a,._l a,.-2 • • • • • • • • • al ·0 
'1 . • 

• . 
• . - . 

• 

, 
• 

• , 
" 

a a. Il ,. _t + Ub''' _l Q,,-2 + ab"_2 • • • • • ... a, .;: ab, · ao -j. ' ab. 
-1 

b"_ l bll -o;) b,,_3 • • • • • • • • bo r , 
• 

1n ran,1u l de ,,,, al t abelul"i ,e scri u coeficienţii 1>olinomulul f. ,iar în 
râlldtll d e jO:i codit:icnţii b,._t , b"_ ,, . . 0160 a l câtuh.ti şi restul r. 

. Tahel ul (~ ) ""artă d,·numirea d ,> sc belll a llti H om er. Din schema lui 
ROIuer ('otflcJCIl Ji i cât ullli se dt't ermilil a~tIc11 mai Întâi coeficientul texme
fiului elI..' ;.:rttd IlIa XI ~ 1f, - 1, b"_ 1 care cst~ egal cu !n~, apoi coeficientul , 
te l"l lll' II\11ul ci l' grdd It - 2, b"_2 r are ('stc ('gal cu 0" _ 1 + alJ,._t. apoi 'coefi-
cil:utul ll'I'UH'UU!ui de grad n- a, b"_1 care (:!:ilc ('ga l cu a,,_t+ab. _liI ş,a.m.d. 

11 l'tilvâw.l scbcnl!\ lui H ,·rucr sA S(' dctennine cAtul şi restulimpA.rţiril 

f :.!x' _v ;a RX + I pri n hinfln1\l ! X _ 2. • 
, ,',ti' 'Ilt .. 1'11('111.1 hti H ,lfllcr -

I .\ ' 
l 

- , . -
x ' X ~y. o 

O ..c8 I 
, 

., ., 
• • 

~, 

, -1 2 ' :.! -1 ,0 + 2(-1). "'-2 
- 8'1>2(-2) - -~ 1+2(~12) ~-23 

b, • 
b, I , • • 

I . , , 
lJt"<:i ..:atu! şi Te:. tul hnplrţirii Sl:llt. 

q = 2Xa 
- X I - :.!.\'" _ 12 <:i ,. "" -23 , , . 

2,) l:tili .\nd s..:h\ 111:\ lu i Roruer s'1 .c tkt r . 
..,. ,ţ i _ \" A'.L. '}.\" _ X ' _ 3 " < (' 111.1lH~ câtul şi Testul hllpt'lrţirll polinomului 

1 
prin hinQ111ul X r 1. 

~",,!U s( kl.l: 1 itI! II('I't'ner - • 
• 

\~ .Y ' X~ 
, 

X~ I 
1 - 1 1 , 

2 • -- , 

I I . I 1 f ' 1 1 . , 
1 f- ( ' II 2) .l ' . f • 

I <i 

It, -1 • . -- • 
b. ' b, 1>, 

_. , 
• 

• XI \ X X' 

- 1 O --
~I' 

( 1 I . 1 ·1 ( 1) • 0+0-0 -3 
• 

1 . ( 1) _ O 

, 
b, , 

, 

• 

, 

J Il 
b, 

• 
• 

• 
• • 

, 

• 
• 

• 

• 

• 

• 

, 

• 

-
• 

• 

• 

, 
• 

• 

• 

• • 
c 

T4 
e 
r. 
• 

•• 

1. 

•. c. 
x 

l 5. " 
K 

a) 

b) 
c 
d) 

.) 

1) 

el 

8, SI 

-
- , ., 

f· 



• 

, 

, 

• 

• , 

• 

, 

• 
, 

• • 
• , 

IlIlplUll<U lunt: , 

.-X·-U·+3X·-XStlr_ -1, 

I , • 

, 

, 

• 

• 

.' • 
• 

Exerci ~I i , , , 
• , 

• 
1. Si se determine cAtul şi restul . imp~rţirii polinomului f prin binomul 1 daci! 

al /- X' - X" - X' + X' - 2X~'" 5X - 4, 1- X' - 2X + 3 J • , 

bl f ~ X' - 6,,' - sX' + 1, g = X' - .. + ! ; . 
cI f - X· - 2i' + 2; 1 - X· - 2X + 2; 

rd ) f""" X' - U' .... 3X' - 4XS -+ 5X - 6, : -= x· - X' + 2X - 3 ; 

'" f - X· - 3X' + 2X' + 2X' - U· - 2X' + 3X - 1 l - X· - 2X + 1; 
Il f- X" - X" + X" + X' + 2X' + 2,1 = X· + X + 1. 

, . 

• 

, 
, 

J. Sl.te afle un' polinom de gradul Uel ~tfel tncU impilrţit la X' - 3X da restul 6X - 11 
~i implirţit (ti. XI ..: 5X -+ 8 dii restul 2X - 7 . 

• 
3. S(I " arate cd. dacA J şi g dau prin tmpărţirea lor la la resturile '10 rf:s~ctiv r't atuuel . 

, ' 
pentru .orice IX, ~ e 0, polinomul rx.f + ~: da prin imp3rţlre la h restul «'1 + ~r" 

• 

•. Ce condiţii trebuie să tndeplineasdl. numerele m, fJ. q ca restul imp~ţirjj po1inomulu1t 
X ' + pX' + q la polinomul XI + mX + 1 si} fie zero? 

5. Apllcâud schema lui Horuer sA "le determine cAlul şi restul tmplltţirii polinomului J prin 
g dllcl : -. 
a) f = X' - 3X' - 2X' - 6X + 1, , = X - t ; 
b) f = X ' - X ' + 3X' - 6X "+ 2, : = X + 1 ; 

el f,.. X· - X · - 2X' + X' - X - 2, K = X - 2 I 
dl f - x· - 2X' - x. -1> :IX' - 2, b = X + 2 J 

1 
el f - X' - X' - X' + 6X - 1, ~ = X + '2 ; 
1: /_ 2X' • 8X' - 4X -1> 2, g = 2X + 1 ; 

gJ f - 3.'1" + 2X' - 4X' + 6X + 6, g = 3X - 1. 

• 

• 

, , 

, 
, 

6. Sel 3e afle un polinom d e grad cât tUrLi mic astlel 
-1 şi IIlIp1rţit lrL X - 1 ~d dea restul 1. 

incAt împărţit la ..t+l si dea restul 

• 

i. 5r\ '\e <leu-rrnlne param.etrul m astfd incAt polinomul 
f ~~ 2X' - mX' .... X' _ 7 llllpărţit la X + 2' 511 den lestul 4. 

R. S4. Re ,j,.t.t:rmin'\ paramdrul m a"tf('1 In('{\l polinom.ul 

I ~ X' - mX' + (nr' _ 2)X' + mX' _ 1 illlp:'l.rtit la X -
, 

1 sll dea re~tu l 7. , 
, 

, 

•. SAlt d~tnlUh ... parlllU,('trll ,1 Jt. b A ... tf, 1 (nd\1 polinomul r- X'''' aX' + bX+l 
1.\ X -' I ~,\ rl"a reAlul J " ÎlI1jlirţlt 1'1 Xt-I !II~ clcl\ (t''1.lul -5. 

, 

• 

Imp;)rţil 

10, A' 
le c;1.t~rud: I n.n p'>!Jrlr'lI1 f 

, 
X' i- aX' + bX' + ,X + " Mt(d lntlt hupllrţJt I n 

I 41 impi\rţit 1" ... Y' - 1 sA de" fl'!IIlul -2X -t: ~. e· - ax + I 11\ ,1rf\ rf!l;lul 'J.X + , 

, , , 
10:1 , , 

• 
, • , 

, 

• 

• 

• 

• 

-
• 

• 

J 

• 

, , 
• 



, 

• 

• 

• • 

• • 

, 

• 

• 

. ' -

• • • 
• • 

• • • 
§ 6. Dlvlzl ~lIltatea flollnoamelor 

• 

6.1. Derini,ia relaliei de divizibilitate. Propriotili 
• 

D. fi nil i.a 6. 1. 1. Fio fii g două polinoame .. Spun..." că polinomul, divIde 
, . polino",ul f (sau este div lzlbll prin g. sau g este un d.vllrOf 

'. 01 /ul f. sau Intă f este un mult iplu 01 /ul g) dacă-existi 
un polinom h .stf.1 inci t . • , • 

• 

.. 1 = gh . 
• • • 

• • • 

\ âlld polinomul g divide polinomul I notăm simbolic g If. 
• • 

Exemplu. S1 consider~ polinoamele f -= X' --27 şi :-= X - 3. Cum X' - 27-
- (.1 - 3)(X' + 3X + 9). ,,,uită c~ g I f. . . 

( aleva pyoprielăţi ale relatiei de dit'izibili/a/e a polinQamclor I 
1

0 

Di .. leorema împărţirii cu resl rezultă eă g divide pe.! dacă şi ",ima, 
dacă reslul împărţiri, lui I ia g esle zero. 

• • 

• 

2° Dacă g II şi I #> O.atu .. ,i grad g .. grati / 
• Tlltr-adev.ăr. cum g I f există un polinom " astfel încâ t I =glt . :pcoartce 

f F 0, atunci grad I = grad g + grad IJ. Dar grad IJ " O şi .d"ci grao g .. 
" grad / _ 

3° Poli-noamde de grad O, 
Iutr-adevăr, dacă a ee. 

adică constan/tle n"",,<le divid orice poli nom .. , , 
a ~ O şi I este un p0liillom oa, ecare p1l1em • 

serte 

1 1 
.. • • 

I = a-I = a-I şi deci a II 
Il a tii . 

.l ' Dacă f esle ",. polillom şi " E C. a #> O al unei al 1/ . 
!ulr-ade"ăr, f = (2. a f = 2. (af) şi deci al ;/' . 

a a . 
Dacă I este un pollnom. di"izorii de fOl ma a şi al UDOe a E C.~a#> O 

s{ .. ~llImese divizori intproprii ai polillOffiwui J. Divizorii care nu sunt impro-
prii 'it' uamesc divizort' proprit', ~ 

) ",!J Rdaţia d~ divi2ibilitatl: -• 

. '1 este reflexiv.l, adică III oricare ar li polinomul f. • 

r lltI -adc'·ăr. I = f. 1. . 

-. ii) esle trlllJzitivă, adică dacă h I g şi g II. a/Imei h II . 
întrade"iir Cum h I g t ...• . . 

C . ~ " a filC' ex'sta u.npolJl1oJ11 It, astfel încât g = "''',. 
Uli li 1/ Cx'sta un por . I ' ! . , . 

'" . l~l~m gJ ast el 111C6.t f =ggl' ulocl1lud In Această 
ega"::ttc pc ţ hh" ObţlllC111 că 1= (ltlt,)g = I.(il g) şi deci " II. 

,n) naca g II "i g I! . . h h ' .! ' . 
J '1 . 2, la] 1> 2 sUl1l doua pohuoatJ/r arbJt,'arr, al.m ei - . . c I!tf, + h,f,. . 

l 'ntr~ad:Vărl" eUlll g '1/ .. exi,1 ă polilloll1ul 1:, osl frl ÎncAt f = gg . cu~ 
li ~ eXIsta po ll1oll1111 l, astfel in<:4t r. <= ce,. Do, 01 uuci .a~em " 

.J' + "oi, h,(gC,) b I',(fig,) - g(h,C. + ",g,l şi deci C ' ''./. + ~( •. 
J J O 

. 
• 

• • • 
• 

• • 

• 

• 
I • 
• 

• 
• 

• 

• 
• 

• . + 

• • 

• 
• 

e D: 

billt , 
• 

• 

• 

-
, 

• 



• 

• 

, 

• 

• 

• 
II jl.l':."*' ..... • 0 .• "0"",,,, 

• 
f= as: ' • • 

Int r·ade,"".r, CUIll. i: I f, există polinomul, .,.astfel incit • 
• • 

f= "cI' 
C'1ll1 / I g, există polinomul 6. astfel' ÎncAt • • 

(1) 
• •• , 

, 
• g =fh •. , • • 

• • , 

• 

(2) _ 
Dlcii g = O, atullci din. egalitatea (1) obţhiem că f = O, !n ac"';t ~aa 

, puiCJn alege a=<,I. , . • , 

Analog, dacă f = O din (2) rezultă că g = O, ' 

-

, 

I Putem presupune acum} '" O şi g '" O~ Din (l) şi (~) obţinf'1ri 

g = fo, = (gh,)h, = g(h,h,). 
, • 

, 

Cum g '" O atunci h,h, = 1 şi deci grad ~,r..) = O, adică grad ", + 
+ grad h, = O. Cum grad 6, '" O şi grad h,- ;;, O, rezultă că grad ", ~ 
= grad 4-, = O. Deci ", = a se cu a", O. In acest caz egalitate,!. (1) 
dt: \'îne • 

• , 

f = ag cu a '" O, ";5 O. 
• 

'Două pol1l1oame J ş i g pentru care f I g şi g If se numesc asociat_ î .. 
divizibuitate (sau, pe spnt, asoC'late). 

• Când polinoamele f şi g sunt asociate notăm simbolic f.! g, 
Rezult ă din proprietăţile 5° iv I şi .0 că, f.! C dacă şi numai d,acA 

există a E (J, a l' O, astfel Jncât 7 = ag. 

• 

Extmplt'. 1) Poli.nonmele f = X' + 1 şi 1 = , 
1 1 ' 

- X" + -sunt asociate 
8 S 

in divJid-

bil ilate deoarece J z::I 3 . t. '-
21 Polinoamele f = X' - X + 2 ~! 1 ~ 2X' ..:. ,2X ;. 4 S\Ult asooIatc in d.ivizibilitate 

1 • 
deoarece f = -l. 

2 • • 
• 

• 

6 .2. Cel mai mare divizor comun al polinoamelor • 

O<:.flnl\la 6.2.1. 

~. ar" rn • 6 2 2 . 
• 

• 

Fie f şi g dou~ polinoame. Un polinom d se . numeşte u~ 

cel mai mar~ divizor comun (pe scurt, c.m.Q1.d.c.) al 
polinoame lor f fi g. daci, verifică următoar_~le condiţII: 

il d este 'un divizor comun .1 lui f fi g adIca. dlf.f l dig J 
ii) ' orice .It divizor 'c»mun d' al lui fI' g dlv,.d,e neap}raţ 
şi polinomul d (.dică dacă d'lf fi d'lg atunci d'Id)· 
D1Că r şi g su n [ două poli noam el atu "ci existi un c.m .m .d.c. 

al 1 UI f li g., . 

• 

• 

, 

'. f" ";17.01 f ~ 3 O, conform definiţiei 6.2.1, poli-. 
, Il lell. A~I(tH I,utem presupuue cii I·t r 

Il. t;l"'n " 

nl:I'lt I1UI t,. 
III ,r!(' . 

• 
1'11 

• • , 
• , • 

• , 
, 

, 

• 

• 

• , 

, 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

, 

• 
, 

• , 
• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 



• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 
O. tauci j elite un dh'izor .comun aJ lull 

J)kl g i~ O: ~că d' este uu. divizor. comun al lui 
f 8 . 1'" IIU di\'izor al !tII j: DecI f estI: un 
IA p rtlcu. O A J' • d 
• S considerăm cazul când g <F : P IC"U teorema 

I r / si g găsinl două pohnoame gl' 1'" altfel po lUC'i6mC Or' ~ 

" / = gq, + 1',. Cu grad 1', < grad g, 

Dacă 1', '" O. aplicăm teorema Împă:ţirii Cu rest 
fi obţinem polinoamele' q" " astfel incAt .. • 

g = T,q, + r,. Cu grad r, < grad 1', . 
• 

. l{, petând acest ptocedeu. obţinem polinoanţele q,. 
' 3' "1' . . ,,1',., . . " astfel Încât . 

• 

1', = T.q, + 1',. Cu grad 1', < grad 1',. 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ••• • • • • • • 

• '._2 = ' .- ,q. + r •• cu grad '. < grad '._1 . 
• 

• 

' ,._1 = r,.q,.+t + "n+J, cu grad 1'''+1 < grad r,.: 

Ct: m grad '1> grad .-r. > ... > grad '. > grad '.+! > 
nU!lI ci I natural 1t astfel încât r,. oF O şi ""+1 = O. • 

Vom arăta că ' . est ~ UU c. JJl .m.d .c. al lui / şi g. 

• 

• 

Cll m r,. _ 1 = ',.Q,.+lo rezultă că r,. 1 ',. - 1' Acum, deoaI&ce ' .. _1_ 
'. Iq. + r •. r ezul t ă că ' . 1'.-,. 111 continuare folos;'nd ega!.itatea r._._ 
'. '21 . - 1 + r. 1 ~i ţillând cont că ' . 1 '._1 şi 1'. 11'.-2. rezultă că '~I 1' ..... 

Dill ill" oa pe Îu aproape. ţin ând cont d e egalităţ'ile (3). rezultă că '. di\'idr 
J>o\i lloil llw le '. -,.1'._2 . .. '. r,. ',. Din ~galitatea (2) rezultă că r.le. iar 
ct ill ('g.tli la!cil (1) obţinem ' . U Jkci r. este un di.vi zar comun.al polinoall!..<!
lor f }I ~ . Fie aerun d un diviza, comu n al polinoam elor f şi g. (Din (1) obţi
Ile' , '1 = f - gq,. Fo sind proprietat~a 5 ° iii ) obţinem d 1'1' Din egali-
11 '" \2) obţlll"1Il 1', = g - ',q,. Cum d I '1 şi dl g. a tunci d r r,. Acuui folo.· 

, il"! ~a!tl ,',le :1). din \1plOape în aproape, obţinem că d divide polinoa-. 
• • tu ,t.' r. r r l' 

,,' oi' " 11- 1. " 

,\ş-ld'lf )'" (';:lInul rest h<'l,ul) este un c.m .m.d.c. al polinoamelor /~f' 
, H,"'lllllâud ..:elc dCIJlOll.'!rate În această teoremă putem enunţa unnA' 

In 'regulă d" "hţinc (' a c.ilJ.l1I.d:c a două polinoame care poartă nu-
1\(', dl al"'~'!"'!l1 lui EllcI,a: Pf"/ru a objillc c. m.m.d.c. al două pol:no-, 'it".: f ŞI g 7",/"" 1i,,, pe f la g (mai exact ,,,,părţ;'" P.oli,wmul de graI. fIlM 
m",,: II crl a, l?,rad mai mic ) . Vacă restli l împă"firii este eero atunci fIlM 
c.~, . .'., d.c. ; d",'" 1111. f",păr!'~1I pe g la resl .. l tmj> ă!'f,,-ii, pe urmă illtpăflilti'" c-',. d,· , doua ' 1· '. . ." 
I 111' )11/1ir1 la 1/.oul rest ş.a.lII.d . ULt,m,n rut ,wllftl esle c.",.~. 

« {d()r două {Jn[1 11oam r. ' 

I T ' ('hui c: " il. fac('111 oh_o'Taţia cii do că polil1<1Bmc1e / <i ~ sunt cu 
rn, "'/I1lCre reale r. P' . '.~ 

(rr" tcl", . ral. o.n«1_). prin algoritmllt lui EllcI.!.. Un C"' .'" d c al illi f . . _ ..... 
01.. ",' ~;. ~2 g M.rt ISt~ 11/1- 1>0f1'f1011/ IIfI corrjoimfi mll/lP'e r.--l'." v r ".~"lIlr ) . J' 

• • • , 
112 

• 

• 
, • 

• 

• 



• 

, 

• 

• 

TeorelT\a 6. 2.'3 . 
• 

, 

• 

- . 

• 

, Fie f, g două polinoame şi .d Un c . m . m . d . c~ 
Atunci:.. ' .. 

, 
allui f şig 

10 

• 

• 

Dacă o ... C, 0 ;1; O, atunci od. eSle un c;m.m .d.c, .1 
poli noam elor f şi g . 

Invers, dacă d' este Un c.m .m.d .c. al lui f şi g exi s tă un 
o E (:. '0 ~ O, astfel tncât d' = od. . 

• -
. lA1IIvnslra/ie 1

0 

Cum d II şi ad I d (vezi proprietatea 4 el. atunci 
din prup; iltatea de trauzitivitate a d.i\'i.zibil ităţii obţiuem ad II. Analog, 

• obrin('!ll (!d I g. . . . 

• 

Fied' uu di\'izor Comun al htil şi g. Atunci d'l .d (vezi definiţia 6.2 1). 
CUm J llld, atunci din tranzitivitatea di\'izibilită ţii .obţinem d') ad. De~i . 
ad este un c.m.m.d.c. al lui I şi g.' . 

2' Presupullem că şi d' este un c.m.m.d.c. al lui I şi g. Cu~ d este Uil 

c.m.m.dc. al lui I şi g, din definiţia 6.2. 1 obţinem d'l d. ~chimbând rolulile 
Ini d şi d', tot din 'definiţia 6.2. 1 a\"Cm şi d I d'. • 

Din proprietatea 5' şi iv) deducem eă "xistă a Ee,. a '" O, ,ast fel 
Încât d' = ad.. , 

-
• 

O/)u1VQţii 1) Teorema 6.~.3 ne spune că c.m.II\.d.c. a douii pulinoullle f şi g este 
unic, abJhurlis J,idhld de 1/11 factor C;OJ/stal:t lu,wl. 

2) Teorema 6.2.'3 ne ajută ca tn calCulele ce le facem pentru obţinerea c.m.Dl.d.c . • 
dou5 polinoarue cu ,COeIicicnţilntrcgi prin algoritmul lui Euclid,' sA evităul coefic;ienţii frac-. 
ţ)onari. :\fai preci~, dnd la Ulla din imp.lfţiri primul termen al vreunui deirup.irţit parţi al 
nu e.~te d;\"jzihil prin primul termtn p..1 lmpilrţitorului, se pot fnmulţi toţi coefiCienţii de
fmpărţitului cu Uil nWI1:h ales convenabil De asemenea, dacA toţi coeficienţiî vrelulUi de

imp:\rţil Sau impărţit"r SUnt divizibiJi cu acelaşi număr, ii putem ÎJllpărţi cu acel nUl1lrtr 

J:xtmpll!. 1) S;, se g;t.~ască ccl mai mare divi!t.Or c;omun 01 polinoamelor 
• 

f - X' + X' - 1\~, -. 4X + 4 şi g = X' + X ' + X - 3 . 
• 11gClrHII!1I1 lui TIuclid. !mp"rţilll pc f la g 

X. + Xa 

X' X' 
2.X2 4X + 4, 
X'+3X 

~---~, _. ,--- ----
:lX'- X+4 

• 
X'+X'+ X- 3 

X 

-• 

, 

• 

• 

• 

• 

l'f'n1 rH f\ 

hllP:'\rţir ii 'II 
(" .. Ih C"otfj('j"l1fii fracţiol.1;1ri. vom JnJt1ulţi In 
1 f'lIP,t1\iltl ;J(\1111 1t1l)l;1r1itorul In Test 

prrnlnl>il pe G cu 3.şi r rst ul 

• 
• 

:\.\., I :IX' + ~X - 9 3.\" + X....:... .. , 
'i.\'"' - X. + :iX x • -- • 

2X'+ 7X,9 
• 

• ", , 
113 . , • X·II • • • 

.. • , 
• • • , 

• 

• 

• 

• • 

• 
• • 

• 
• • 

• 

, 

• 

• 

• 
• 

• 

-





, . 

'. 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

.. , 

• • 

, 

• • -
• , 

• 2X· - 52(' ,- 2.\"! + 7,X _ .5 

2X' + 2X' _ :!.'( 
\', . - x t 1 

• 
-5X' 

. ~.-::---
'1 ~. 5 _~l. _ ~ , h:--_ 

• 

t , , 
• 

• • 

, ,t- 5X - 5 .' -, 5X' " . - 5X + 5 • 
• -, '- -

• UltfulU'l rest DC.Du1 e:ste X' - X + 1. 

dale. 
Deci X' - X + 1 est C d' .. e .. m,.Dl, •.. c. al polînoAlllelor 

, 

re ore in • 6. 2.4. 'Fie f şi .. g două polinoame. Dacă d este ';n c.m. m.d.o. 
f şi g. atunci există polino~m'ele u şi vast.fel ln cSt • 

I din 
I 
I 

, 

D,mollstra ţie.. Am 

alporitmul Iu.i Euc1id 

( 1 ) 

(2) 
(3) 

vll.zut 

este 

d = uf + vg. " 
, 

in demonstraţia teoremei 6.2.2 do ultimul re6l 
c.m.m.d.c. al poliuoaDl~lor J şi , . Deci dacă ' 

f= gqt + '1 ' 
, . 
1-= '19\ + '., 

• 
r 1 - ra'l. + 'ii, 

• • • • • • • • • • • • • • • • • 

(II ) 
• 

(n + 1) 
""_1 E '11_19" + '-". 
""-J "'" '"q"+I' 

• 

• 

• 
al lui 

nenul 

• 
• 

, 
este şirul de egalităţi din algoritmul 'lui · Euclid IUH.le ultimul rC8t DWU! este t,. , aluuci 
'. este c.ttl.ll1.d.c. al lui f ~i ,. 

, 

Din ( I) obţinem d . '1 = ud + VII . llnde "11 1 """ I ~i v. _ ;- 9\_ 

Din (2) obţinclt~ d.·,.,. -= g - rlQ, """ t - (ud + ('Ig)q. CI -(u1q,)/ + (1 - v1q,)C = ' 
"" uJ + 1'IC, wlde 14, = - u1q. şi v • .", 1 - VIQ., , 

ContinuAlId procedeu l putem d presup,u.oem cA pentru orice. (l E;; i E;; n _ J) am , 
detenniriat polinnWl1ele tii, vi: , astfel tn~At . 

• • 

• 
Din tgaHtatea (u) avem c:1 rn >= ,_, - '1I-1Q", Cum r".., = «,,_.1 + v,,_,l şi '-"-1 = 

-= u,,_t! + {'''-le , ,atunci ' ,.' = u,,-. f + (',.-tC - (<<,.-.1 + u"_lg.)q" = (u,,_, - t,,._IQ,.)/ + 
+ ,t'", _ . - 1'''_IQ,. ': H,.f+ (',.g, unde am. n otat u" = u" ... - u,,_lQ,.şi u" ""'" "",_,-ulI_~f. 

Acum., dacă d este un c.tu.m,d .c. al polinoamelor f ş.i ţ , din teorema -6,2.3 rezulti 
el e1:hU, un a e C, a ~ O astfel lncM d = ar" . Deci d = au,./ + aV14K = uf + vg, unde 
u , 

De fin 'ti. 6, 2, 5, Fie f şi g două polinoame, Spunem Q ('şi g su nt ,prime Intre 
ele dacă 1 este c,m.m.d.c. al lui f şi g, .. 

• 

• • 

Din 1 "'''''rna 62.3 rezultă că polinoamele f şi g 'sunt prime între ele , 
daCă singurii diviz<)ri c<)JJlul1i ai lui! şi g sunt polinoamele constante nenule.' , 

1 • Ex'mplf', 1) Potiunanu'!e 
atr·adl'v.i " 

r, !,\" Cl.!c-ul,11». C 1I\.tn.,(l.c. 
Prim ... trnp~rţll''': . 

• 

• 
• 

f X' + 1 şi ' ''''' X' - 1 sunt prjme 
al h1.i f ~i I fo lo.-"iJld nls:t:nrftl1\ul lni Buc1id:. 

X' t 1 

- X' +X 

X+I 

• 

• • 

, 

, 

• 

• 

• • 

• • • ' . 
• 

" 

kltre ele.. 
o 

'. 
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, 

• 

, 

• 

• 

• 

• • • 

, 

• 
A ""u hapArliro: 

• 

• 
• • 

• 

, • 

'" _ 1 
-X' -XI 

-X' ..:. 1 

X'+X 
I 

~X- I 

- - 2 

, 
X+I • 

• • • 
• , 

• • .. , 
• 

Ultiruul rest neuul este -2 şi deci 1 este un c.lIl.w..d.c;...al llli J ,i~l. 

2) Pol iuo8me'!e f = X' +. X +- 1 şi g .... X' - X +. 1 sunt pritne intre ele. 
tnt.r-lldevAr, să calculăm c.w'm.d.c. al lui f şi g 

• 
• 

X'+X+l X'-X+l . 
-X'+ X - 1 

. 

2X 

2X' - 2X -16- 2 
_? \'1 ••• 

• 

- 2X+ 2 
2X 

2 

1 

2X , 
X-l 

• 

• 
• • 

• 

. , 

• 

• 

•• 
• 

Ultimul re~t nenul fiind 2, ahmd c.m.Ul.d.c. al lui J-ş i g este polinomllJ 1. 

nb~ervali'. 1) Pic f şi g două polinOUIUe n euule şi d un c.lU.lll.d.~. ai lor. A.toc" 
putem scriI' f -= df' şi g = dg'. PulinoalUele f' şi g' sunt plim~ intre ele. 

• • 
tutr-adev;'h. dad d' e~te lUI c.11l.m.d.c. ni lui l' şi g', atunci dd' este un divizor comlUl 

• • • ,Il pnli)l(ltlJnelor J şi g, Cum d este c.lll.lJl.d.c. a l lui f şi g, atunci obţinem că dd'[ d. Ded 
există polinomul d" astfel iucât d = eZri'd". Prin urmare, d'd" = 1 şi d eci d' este un polinom 

• cun.<;tant ceea ce ne amHi că l' şi g' sun t pril11~ intre,. ele. 

2) Aşa cum am ddiuit cel mai lllare di vi lor,;:olUun a dou<l poli noame (8 se vedea 
ddluiţia 6.2.1) putem defini c.m.nul.e. a unui nUluăr f init de poliuoame. Mai prccl\ 

d.l.:l It. f •. o •• , f ,. sunt n polino::Hne, nllwei un polinom d se numeşte un c.m.m.d.c. al • 

poliumunelor fi. fa .. . ', f II dacă verifică următoarele cond1ţii: 
il dl!" d d, . .... d 1.; " 
ii) d.ld. fi.' e'ite un polinom {l'-afel iucâl d'II}. d'lf •. .. ', d'II" atunci d'jd. . 
Piind date prllilloamele 11 .1 •. . . . ,1,. un c.m .Ul.d.c. al lor se calcţt.lează astfel: te 

dt·termină d1 uu c.nun.d.c. al p'")linoaiuelor Il şi f •. apoi ~e determin~ d. un c.m.m.d.c, 

Iti 1)\)!i
uoo

lllelur ~l şi f., apoi se. determină d. tUl c.m.m..cţc. ·al polinoamelor d. tiI. 
o ,i\pni se el ·tt·tllliu;l rill_ 1 un c.ÎU.IU..d.c . .al poliuo3utelor d

n
_. şi 1,.. Polinomul' d=4-a 

c te 'l C.l11. ll.cl.{: al 11. 'inoamelor l' J, 
l 'JI. '.', ,.. 

• 6.3 Cel mai mic multiplu comu n al polinoamelor 
~ 

D. fin II'I a 6.3,1. Fie f şi g d~Uă pollnoame. Un polinom m se numef"-: 

cel ma, miC mu/tlflu comun (pe .scurt,. un c.m.m.m.~:). 
polinoamelor d şi g dacă verifică următoarele cond,S'" 

-• 

, 
, 

, 
1) m este un multiplu al lui f şi g. adld fim II g 1"" Ilo 
II) orice alt mul tlp lG com un m' al lui fii g este" In 

tiplu al lui m (adică dacă fim' II glm' atund mim') •• 
U

rIl1
1t.mTt"1\ I " d • doi' 

r ·rrln .• 1l~ ,1;'( 11n proCCd('ll elc." hh\i.n('Tt Il unu.i t.m.ID . . e. lin >ame. 

• 
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• 

• 

I 

I 

Te o r elll • 6. 3. 2. fie.r fi I doul cII'erl .. iti 
nenul. Daci d .'te ~II CoRl .... d.!:; Il lui ,._ ,. 

. fg 
nomul m = d este un c.m.m.lII.c. al hal f .. I 

, -• • 

Inse.mni citul -
Impirlirii polinomului fi prlr d • 

• 
• 

D"~,<h,,lmli •. Cl1lU d II şi ·d 1 g. e'<isU Polinoamele f' şI g' astfel lncJ.t J-q 
~i ,-dl· tăplus, polinoamele f' şi 8' suut Pţime intre ele. Deci 'In = r,- f,', C iFl 

"ti cA iti este p.n multiplu COmun al lui f şi K, • 
~- . 

Fie m' U11 (Xlllllolll asUeI incAt fi fK şi g Im'. Deci existi p>ll.noem,ele /1 şi '1 u&teI . 
Incl1t m' c: fii şi m' = gCl' Avem m' = df'fl şi m' = dg"l. de unde obţ~eJD. el -N,

d 'g . Cwn d =F 0, atunci r/, = g'Cl' POliuqumele f' şi g' fiind prime Intre ele, exiatI ~g , t _., 
IInOOJlleie u şi u astfel incâ.t 1 = '!'f' + vg'. nmu.lţilld aceastA egalitate cu 81 (de exem.pla). 

:\inem cA g, = ug,!, + vg'g, ~ u~!, + v/,f\ = f.'(ug, + vi,). ceea ce arati ci /'1 g,. DecI 
elistll un polinom g., astfel lf1ca.t Cl = /,g •. Cum m' -= gg' atuncI m' .... '1:g.='"I. fi 

deci mi m', U:ci polinomul f: este un c.m.m.d.c. al lu.i f şi g. ~ . 

r:xemPlu. Să se ddenninc c.m..lu.d.c. al polinoamelor -
• 

• • • f ~ 2X' ~ 3X' - 5X' + X' + ŞX + 3 şi g - X' - X' - XI + 1. 
, • AflAm mai Inlâi c.1U.m.d.c. a.1 celur dou~ polinoalUe folosind algoritmul lui EucU4. 

Pr ima împărţ ire: -
2X' - 3X' - 5X' + x· + 6X + 3 

-2X· + 2X' + 2X' - 2X 

X'-XI_X'+ 1 
--

2X-l 
• - X· - 3X' + X' + 4X + 3 

• X· - X· - XI + 1 • 

- 4X' + 4X+ 4 

Restul -4X' + .lX + 4- il împărţim cu - 4 şi obţinem ~ - X - 1 

• 

A doua împărţire: 

• 

Xl - XI - X' + 1 

-X' + X'+ X 

- X'+ X+ 1 
X. - X - I 

- -

X' - X -. 1 

X-1 

-
, 

• 

• 

• 
, 

-

•• 

• 

• 

. u1 ~ X'-X-l este un Ultinrul rest nenul este X' - X - 1. Deci pohnom -= 
I" X _ l )(X - 1) atunci polinomul c·IU.Ill.d.c. al PQlinoamelor f ş i g. Cum. g = (X - • 

f · n • 5X'+X'+6X+3)-m= -2. ~f'o f. (X _ 1) = (X- 1)(2X' -3X - ,_ 
ud. 

2.\" - 5X' - 2.\" + 6X' + 5X' - SX - ,8 

• • • 
eat.e Un c.nun.rl,r.. al polinoamelor f şi g. .. ( se vedea de-

I . a doull. poUnoAme a ,. ., Ob~rrltl/ill. /\1:-\ CIUn a in definit c.m.Xl1.rn.C, . d linoame. Mai p~eci8. 
Ilhlll. 6 3 I I I M,nAt (,uit • pc 

". ) P1lt l1't' <l/'filli CIlI. tn.Ul..C. n unU '. , WDette UD c.m.Ul nt.c. 
d:vl 1,. f •.. " f", '11It fi lYllilloRtnc, alwtcl un polinom d~ ~ D. ... 

al l)r)!lnr);{tlV'!rlr f f ((]-H'i'\ Vi'rificl\ 1ItlnAtoarele con ţi 
\'1""""" , 

1) f.lm, f.I",. . f.lm. , J. 1.' .tund .1 ..... 
II) do.d m' rl\te 1\11 Ilf'Jlinotn Mtfcl h1cAt fll m', f.I-. "'f • , 
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• 
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• • 

T--. '.1.2 aa " paote utIade la <uul' <Ai!4 .... 
3.. ta -.-t Ce! C.m.&Dl.e. al poJiM,melor f •. I,> .••• 

:'::'.1 UD c.m.m.m.c,. tţt. al poliuoamelor f •. f.; &PQJ le 

... pilliDotm elor m. fi f,. :'" fn, lina!, şe dturminl UD 

__ 1...... -i '. PoU(lolllul 1n CQ:' "',._1 este Wl C.1U. W .IIl.C. al ~u. iIi •• y ,a 
• 

• • 

ExercIţII • --~ 
• • - -

t. Si le arate ci polinomul • . I 

X' - 3X' + 2X' - 6X + 6 se divide la X -, 1 : se cere cAtul implrţfrH. • 
• 

•. SI le ara.te el polino~u1 _ I , 
-

• 

• 
.;c' - 3X' + 2X' + 2X' - 2X' - 2X' + 3X _ 
cautI tm.plrţirH . 

1 se -divide la 
• 

X'-2X+I-;:'. 

3. SI le det...-mine param~trul m, astfel incAt pol iuom ul 
Ja X - 2. . 

X· - 3X' + 6X'- .. al -
o 

• 
•• Si le del4rminţ . , b, D, astfel incAt polinom ul X' - 2X' + I!tX' + .X' + 6X + <. 

ae di vid! la X' - 3X' + JOX - 9. • _ 

1. SI se determ.iDe relaţiile" fntre numerele m, P. f. astfe l 
IncAt polino""'l X' + pX +'f 

, , -.1 fie divizibil cu polinomuJ X' + mX + 1 .. 

• • 
•• SA le d.u,rmlne a şi b astfel lncât polinomul aX' + bX' _ 3 sA iie divizibfl cu (X _ 1,. 

• 7. D.e4 W1 polinom. f nu divide nici 
dlt4ul 11I,? pe il şi nIci pe l'a, rezultll de aici cA / DU 4ivide pro-

• • 
• 

a. Pie f. Il, i, trei 
arde cii fi 1,. 

polilloame astfel incât. II 'll •. DacA • I şi II Sunt prime Intre' ele ,11t 
• o , 

• 
9. DacA I este prilll cu t fi cu h, ,::1. ~e arate cl I este pri lll cu produsul git. • 

AO. Folosind .i11C'ritIUul lui EucUd, si se dderruille c.m.m.d.c. a l polinoamelor f" I d,d 
a) J - X· - 7X'" + 8.P - 7X + 7, g = ~X' _ 7X' + 3X' _ 7X .., 

• 
b) f - x· - X· - X' + 8X' - 5X' - 2)( + 10, e = 3X' _ 6X' + 5X' -+ 2X _ 2; • 
c) f - X' + 2X' - ~X' - 3X' +'JIX-- 5, 1 = X. + X' _ x . + X ; 
d) f - x· + 3X' - 12X' - 52X' :... 52X' _ f2X, C _ x . + 3X' _ 6X' _ 22X _ 1:1'; , 

e) f." X' + X' - XI - 3X' - 3X _ 1, l' ""'" X . _ 3X' + X' _ X' + 3X _ 1; 

Il f- X' - 10X' + x, 1 = X' - ~-/2x' + 6X' + ~.fix + 1 ; • 
e) f - x' - 4...y· + 1, g = x' _ 2X' _ 3X1 + X + J ; 

h) f- X' - 4X' + 3X' - 2X' + X _ 1, g _ X' _ 2.\" + 3X _ 2 ; 

1) f = X' - 2.\'· + 3X' - 6X' - 5X"+ X _ 6, 1'= X . + 2X' + 3X' _ 6X _ 8. 
, 

u . Daci i, ~~te Un c.m"m.d.c. al POlinoarueloT f şi t şi Il este un po'tinoDl nenul, ... ddhe3ku d . 
n c.rn.tu . . t. al pohnoamt'lor III şi t h . 

12. Sllie df'k-TUllne A şi B ::t~tf('1 Înd\t poiinollll\l A .Y"H .,. RX" + 2 sit fie dJ..viz.ibJl cu 

la. SI ~ arate ci nn.1f I 
- " .. l1flflmr f' f şi 8 ,'Illut prime tntrt' elt: unde: 

a) f - 3X' - 2X' + X; 2, g X' 2X' + 2X _ I .-
b)f-x, _x, 4)('+4X+ I,g X' •. 2X'~ 1 : 

o) J - x· - 6X' 2X' + 12X' 2X + 12, ,_ X' ...: 5X' _ 3X + 17 . 
• 

• 

• • • 

• • 

, 

• , 

1 
, 

• 

• 

,1 

1>. 

• 

for 
• 
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, 
• • 

• 



, 

• 

• 

I 

• • 
• 

§ 7. IUdlclIlU, polinoaMelor • 
• 

• - • • 
.7.1, Rădăcinile poli~Q&melor. Teorlllll& 1111' 1WJou, 

Fie I un p()linOl~ ~e.uul cu coeficicnţu compleclj. U •• " ••• 
J e C se U,!Uleşte rar/aclnă a poll1Wmulf#i ! dacă f(CI) _ o. . 

• • 
Ex".pu, 1) SI cOllsid.r!Uu polinoaruJ de eradu! lntAl • • • 

f - aX + b (a" O). Se _Vede d f{ - ~) - • (- ;) + , _ O 

b ' . 

I 'decl - - este did/1cinA a polinomului, a~ + b. 
\ '. . . .. 

• 

• 
'. . 

2) S4 collsiderlbn polinomul g ~ X' + l. enm ,(i), i' + 1 __ 1 + 1_' " ,(_11 "-
0= (-i)' + 1 >= 0, rezu1tl c~ i şi -1 sunt rMlcini ale polluoJO,ulul X-'" 1. • 

• • 

Te ore mal u i B e z out. Fie f ~ o Un polinom nenul, ,Numărul ' G .. Il este 
rădăcină a polinomului.f dacă fi numai daci X- II divid. r. 

i • • • 

Demonstraţie. Dacii. . a. este rădăcină a lui I adicA !(<<) "" O. atunci 
din teorema 5.2.1 rc:zultă că restul împărjirii lui I prin X - /1 este zero " 
şi deci X - a di vide pe j. , : . 

Invers, dacă X - a divide pe. /. atunci exiţl . un polinom, astfel 
lurât / = (X :.... a)g. Dar atrulcij(a) ~ (~ - " )g(a) ~ O . g(lI) ~ O ~i deci a 
este rădăci llă a lui j. 

• 
Aplicaţ ie 

Să se g5sensdl condiţ i a CA polinoamele . 

• 
f - aX' + 6X + o şi g - a'X- + . 'X '" o' 

5:'\ albi{ o rlidăcinl1 coulUJlA. • 

Fie « Q' r1\dc1cin4 comuni a celor dou~ poli.noame. Attwd • este rldldnlfl. a pollilomulul 

- .'f - ag - a'(aX' + bX + e) - a(a'X' + b'X + e') - (a" - ob'),I; + (a'. - .. '). 

Deci (a'b - ab')« + (a'e: - OG') z::: O. Daci . 'b - ab~ +- O obţinem ci, 

• , 

ac' - a'e 
Il .... • C111D f(c) =- O, .tunet 

a'lI - ah' .' 

(

oe:'-a'e,' aD'-tI'D • 
a ' J +b-=--":":'+'-O 

"a;b - ab' a'b - tJb' 

şi flc1nd c..'\lculele obţin('m : , 

~.--------------
(00' _ a'e)' - (ah' _ a'b)~' - b'o) = O 

Dat3. 1)'60 - ab' "'" O, atunci a'o _ aa' ,.,.. O ~ relaţia o.bţinutl eSte ftfiIicat l 

• • -
, -

7.2. Ecuaţii algebrice. Teor,en11 lui D'Alember .. Gau,, ·p teor ..... lul 

A bel. Ru ffj ni • 

" .", 11\111,f°c;1,. ,. tf., I 

forma. ' 
,; 'rh1'7'ră (' 11 () Singll1~ nrC'\UJos.cutA, o 

,,",naţie de 
, 

/ ( J " 

(1) 

"o~( /' " I ( 
, 

'1 1 Il I 1.' I , , 
I 
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• 
, 

• 

, 

, 

• 
" 

-

, 

• 

• , 

• 

• 
Dac I este peli~on1ul/'" au + tI,X .. , + I 

~Brid (1) se 5cri~ I , • .-

a.x· cf- (l.~,;>'.-' + .,. + a l % + ao ... O. 

• Grlldul polinoUluh)i 1 se numcşt c gradul ecuatie; algc1mDfJ 
iar numerele. complexe ilo, al' ... , a. se numcs.c cOf/ieitnţi; 

, 

briee (1) sau (1'). '. .' " 
Dacă coeficienţii ecuaţlet algebnce SWlt numere reale 

onale), atunci se zice că ecuaţia algebrică (l) sl\u (1:) este :u 
'. reali (respectiv, raţionah), O ew.taţle ca:e nu poate .fl redu§a la o 
algebrică folosind operaţiile I adunare, IllTIlUII"C, ndlcare' la,putere 
le numeşte Iranse'endentă, _ 

ExemPle. Il Ecuaţia xl - 3.1' + 7 = O este -o ecuaţie ilJgebrÎcă de Iradu13 
totflcienţi raţionali. .. 

2) Ecuaţia .J3 x' _-{2;ţ1 + 7 x - 1.= O elite o ecuaţie algebrică de gradul 4 cu: .. 
\ fJclenţi rcali.~ • 

3) Ecuaţiile sin x - 7.1' + 1 = o; log x = 3 - 2;l; siD X,,- log x + 1 = O simt tru •• 
c.ndentc. 

Să cOllsiduăm din non ecuel ţla algebrică 

/«) = O, 
, 

I 

• 

(1) 

Număl11 1 compkx a se uuu'LŞIl sotulia sau ,.(idileina ecuaţiei (1) dacă are 
loc egalitatea/ta) = O. Se ,-rde ((1 a ale rădăcint1 (l ecuatiei (1) dacă şi n .. mai 
dacă (1 (sle rădăcină a POli17<-1i;l/lui f. . 

nctu millarca rădăcmilor (cua 1 ici al~-ebl ict' (1) cstc una- diu.tre cclt 
mai ÎllllJOltante probleme alt' 11latLI1~ Itiel) şi 11Iultrl \"f(;mel a coustit~it oSit-c-
tul prinl'lpal al algebrei. , 

ţncă di,~ ,1utichitatt'J 1l1:1h'l1laticil!.llii ~tiau să determine. " rădă:cini1a 
ecil,\pillit nl~dJll'" de gradul 1 şi g"',dul Il, îr . ,ecoHII al XVI-lea, în peri-, 
oaua Rt: ~teri; talienc:, lL3.tLmatic:Llli" italiLilÎ 1 ScipiollC dcl Fcno .. ~l 
Niccokl 'ra·taglia o U dlt~rmillat formllla de rczo!\'ar e pentru ecuaţia d,· 
gradul IIr, iar Ll1do\'lcO Ferran a detrrminat forÎnula de rezorvare 'pentru 
ecuall~ de gradul Iv. Ace'tra au fost .publicate de GCJOlamo Cardauo in 
Ars \Iagl1' (1545). '1, , 

.fncl'rcărik u11erioare ale mutOli<i.bcIC'uiior de a găsi formule de H:zol- . 
vore pentrl1 ecuaţiile algd)1 ic(· <1" grad Jllai 111 a , e decât patru au fost 
Mdanllcc, Probkll1a a fost rczoll at ă (Îll sens ll~gati\') de matematiciaill1l 
norvegian H. Abt! şi mah'lll'lticiallul itn.lian A. R11ffilli la Îllcepu~ul seca" 

, 1111111 al XIX·le,,- Mal t' 
c. cxac I ('1 nu .demotlstrat I 

Teorema A bel R [f " , .~.,. 
- U In 1 . fOlJapa algebrică generală' de grad mal " • 

decât patru nu poate fi rezolvati prin radicali (cu alff - " 

- • 
• 

-

, 



• 

• 

• 

• 
• 

• 

formată cu 
ecua,iei), , 

Vu1ll vede.' cii. c"iotă tot u~i ecuaţii particulare de d . 
, I 1 d (' , ~ >4peutru_ 

t 's~ d~llll lormll C (C c Cfllunarc a r1l.di!.cinilor I ( pu. cu • • , OI a se vedea:lt At 
Tevrcl'l'" llllllăto;ue arc o mare unportaliţă pentru algehră, ~-

, 

re orem a fundamentală" a algeb:e;, Orice eeualie alge~rică 

• , de grad 

are cel 

a x" + a X,,-l + + II, "-1 .•• ·otJ = O 
, 

compleql 
, 

mal mare îau egal cu 1 şi cu coeflcienţi( 
pUţin o rădăttnă comp l exă. " 

• 

.\co"s(j (<,ure,!lă.l1la i poartă numele de t eorema lui lYAlembert-GaulS • 
. Nu vom da (kn,on~traţiilc teoremei fnndamentale a algebrei şi a teo-

r,,"el Abel·Ruffini deoarece cl<>pc.şcsu cadfl>! manualului. I -

Trebuie s" obst'rvăm că teorema Illndamentală a algebrei arc caracter 
exi.,tcnţial, nici o dt.;Il1011straţ ic a ace!:>tei t <:oreme nu' ne indică vreun pro
cedeu de obţinerc a rădăcinilor ecnnţiilor, algebrice, Acest lucru ne arată - . c:. nn existr, niC1 O contradicţie Între cele două teoreme enunţate mai 'îna-
inte, î n schimb (cOfl'Jlla Ini ,\ \Jcl- R uffini nc spunt' că pentru ecuaţiile de 
gl,'d > -1 nu se p()al~ da U11 prucedelL (fo'llluIă) de det er11ljnare a rădăcini
lor sale (pClltru tCll.,ţ,ilc algebrice de glad .;4, cJ(istă furmule de deter-
min,uc a r rld lei IllI{H 1< IJ ). .. , • 

Ob,m':'MH'_' UHl d :\,dc rn:ced~tltc am v1l.I.u l d Hirg irea noţilwii de num.l1r a fos' 

il1l'l\I'i,1 printrl' ol!d\' de .re '.')lv~lr(': l anumitur ecuaţii. PI! exemplu, itltro~ucerea nUluerelot 
Nltrţ~l a fost illll'll~:\ de r.aptul CJ. nu oril'e N'u'lţie Cit coefici l!nţi numere naturale-are o r1.

dt:m'-\ număr nalut:\1. De ntmrţh, cl:uaţia x + I = O n u afe,nic i o rădăcinii uuml1r nabual. 

In C<JI:lill\l,nC lutro( luc.:cH:.t. lltlm~n:l(Jf r~ţionale a fost impusă, de asemenea, de faptul 

c\ .OIJ-orice ~cHatie cu co..ficitn ţi intregi are o l'ădăcin ă număJ. intreg. De e~tmplu, ecuaţia 
'h + 1"", O 1':1 arc nici V r:1.JJ,cin ă num:'ir Întreg. 

. InlH,I(!u('(:f(;:\ 1t1l1ll{'n,I"r rl'al~ u fDSl impusă priutre- altele de faptul S5. nu orice ecn __ 

ţie Cii ,co<:ficit·nţii r:"l.qfJll.\1i arc LI r ădikillă raţiollală. ?\u avem de considerat deCât ~uaţl. 
~ 1 ! _ 1) care IIU lr, nid o rădăcini'\. raţională. 1. .• 

, \m V:\l.ut fn 111:\111 :dul de c1a~:l a r ;":-a că introducerea numerelor complexe. io algebrA. 
9. if)~t imp ă 1 r f" \" l' o rldlcl.nÂ realA, De u.,,'" us (,. -'pl.11I c:\ nu lIrice N":llaţi~ Cit coe ,elen.u refl. , ~rt' . 

ţi>{ t'C'lrlţia x' I O nu arc lIici o răt1ăcin~ rcnHI.. 
, T'·fJrrm-\ 1t!1 rl' \It;nb~.rt -';a,hS ne aratA că pro('efltJ l de lArgire pe QCeB!tl cale a no-

ţl1mli de '.. ( 
IIUI'I_t le ''1lr<''I'" la 11 \1111CfI: l l complexe. 

• 
\ • • 

• 
, , 

• 

A," .:IZ,I'! 1'< t 0\ dară a clte o iăd:,ciuă a 
('ci lcllr{'1! ,\ !Jl Ikl..Oll SPUllt' '- , . si 

, I>"lrnn"'"l"i f t 1) tn 1<" X d di d dc pc f. Ace~t luCrU ne permite 
1.fu'i . l ' 

In IHlţllU) f ,1 d. r d IC IIl :l n1ull iplfl :\ unUl po lUom. • 
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• 
• 

, 

• 

• 

, 

, 

, 

P.f}'I1.1 1117 .. 3.1. 
• 

• 

, 

• 
• • • 

• 
• 

• 
Ele f'" O _n polinom n.nul ,1 O" , . 

Număral natural m .. 1 cu 
pe f fi (X - ',,)_+1 nu divide pe f " 
multlpllc/tate al r6d6cin/la. Dacă m = 1. atvnd 
r6dăcioo. simplii, dacă m .. 2, atunci a se -multiplă - de .ordinul m, dacă m = 2,3 ••..•• 

• 
numeşte rădăcină diJbl6. trlpl6, .... 

• • • 

· . E.f6mplt. ll,Polinomul f~ X' - 2X + 1 are rAdAcina ~ lJl:(Ftece 
Cam 1_ fX - 1)1 atOJlci se vede -cii Q '" 1 este tădăciu~ dublA· pentru 

2) PolinoDlul / = X· - 5X' are 1 A.<lăcilH~· a = 0.. Cum X"J f şi , Xt DU 

atunci 4 "" 0-est e o rAdăciuă tEipl! . J)e tlSt'llleUea f are, şi rlidA.cina .impli. ca _ S • 
• . . 

Te ore ma . 7.3 . 2. Fie f # O un poli nom nertul. Dacă 0,0, .... ,0,_ $unt 
cini ale lui f avâ nd ordinele de'multiplicitate ·k,. 

o • 

k. . . . . respectiv k, atunci polinomul (X - a,)" (X -o,y.. . 
. . . . (X - a,)" divi de pe f. . , . 

• 
JJ4nWtJ-stralie. Vom face de-monst ralie prin inducţie d'1pă r. Dacă , . 

t ipUlJ 01 (X - QJ h divide pe ·f. naulU din definj ţ ia 7.3. 1. ])resupuneru afiTUlaţia ade" 

...araU pentru, ş i o vom demonstra rvlltru r + 1. 

Din ipoteza de mduc-ţie re :- ulU1 di poli llOJllul (X ,- ad"l(X - a l )-- .•. (X~' a,)a, 

d ivide pe j, adic~ există polillomul g a"it1tI 1Ilcât f """' (X - a1)'t, (X - al)'" .. , 1)(-0,'1"" 
Deoarece "'+ 1 este r ~dAcină multiplA de ordinul k,... l ' a tunci (X - a,+I)",+1 dj';id('pt I 

• • 

adjt'~ uiMă uu JXllinom h ru.tlel lutAi f= (.'( - fI , + I )'''', + lh. H.hultă aţunci c.l 

. 
(X - a,/f, g. (1) 

o 

• 
Numerele a l, a t , "', a" a'+1 ~unl distinch' intre el e du uA câte douA, deoaru't la 

o 

caz coutrar, dacă am Q\'ea a. ""'" aj(i. -::F j), atunci o. ar. a vea ordinul de mulllplh;itote maj 
~are sau egal Cu k, + A,. ~ 

tn t'ga1ilalea (I) facem X=: (l <:oi atulI<'i ,+ 1 .., 

(a'+1 - (1)-'t(O'+1 - a.)'I, ... (0 , +1 - a, )"', g {O,+l ) =- O, • 

dr- lUlde rezultă că 8'(4,+1)=0. Din teorema lu i Bez.out obţinem cA X -a,+i' dh'id~" 
r. adici'1 există polinomul CI astfel incât g = (X- Q,+I )I I' Inlocuind in egalitaţea (l)p"," 

• l,inem : 

• 

I 

(X - a'+I)~ '+ 1 h = (X - al)~ 

dp unde remlta. că 

• • • (X -
• • 

• • 
• . ' k ,... 

(X - O, +I)k,+1-1" '(X - ad ll,('y - ?Ir" .. . (X - a, ) 'CI' • ,., 

Dacll. ..t, + 1';- 1> O, In egalitatea (2) fncl m di n nl1U X = n,+l' EXACl ca ' ~ai suS o~'lft'1-
ci\ '1(a,+I)-0 şi deci :lplicAnd din nou teor0I1:1 hl i He70ut obl iuCIn cA: &1-"'" (X - ·,+1" 

• • 

fe lulUI. d i. : 
• , 

• o,) , C •• 

• 
. 12~ • 

, • '. 

o 

• 

• 

•• 



, 

, 

, 

I 
• 

• • 
• - 2 > O ouutiGuim, procedeul ca .. ,' ... ft... __ .J. 
~I ~ __ 

I&Stfel '&lcU, (X ~ a +1)'1'+1 'A. 
llJU.'ID '1,+ l ' +1' 

c ... /- (" - 4,)".,, (X - 11, )'" oh:in ... :, • , 

~. ' f'" (K - a,) .• , (X - .,) '(X -. )"+1, ......... 
'+1 1,+1 .,.. -.. . , . 

I )"(\'" - u.t'· .. · (X - a,+l)",+1 divide ~ - f. . I • (X - (1, • ~, 
• 

consecinl" 7,3,3,Orice polinomJ.d';~rad·n;'1 ar.nrădăcini'(nu 
~ I di stincte; o radaCina ,se repetă de u • d n numar e ori 

cu ordinul său de mul,iplicitate). . 

IlO f)tmuH~J H~/il1. Din teorerus fund~lllentalif a,algebrei, I?Olinom.ul f are cel puţin 
I 1> rădldn1i. Fi\! el i . (ls ... '. a, toale rădăclll!li! lui f (hl1bu in considerare o- rldlcilll <le 
'1 atj.te~ ori dt esl~ uruiuu] său). Diu teorema. 7.3.2, există un polinom. g+O astfel lucât 

f == (X - al )\X ~ " . ) ... (.:". - a, )g. Dacă grad g ~ ~ atunci apUcâud din nou teoteul6 

fund . .uuentaIă a nJgt'brei obţinem că A are o rădăcini1 ar+1 care este evident rldicină 
şi J, lui f. Deci f ar avt,!.\ ,.!f- 1 rădăc ini, contradicţie. Deci t rebuie ca grad g == O şI deci 

t /1 = a e C .• \tunei! = a(X......, al)(X - a, ) .. ' (X '- a, ). Cnm gradul polinomului a(X-.,,) , , 
I ·(X - ai)' · .. p~ - ar) este r, atunci trebuie ca r = n ş~ deci f are )l rAdAcini. 
, • 

Consecinţa7, 3.4 , Fie (=au +olX+a,X' + '" +o.X· un polinom'c" 
a,. oF 'O. n)!. 1. Dacă Xl' X2' • • "x,. sint rădăcinile lui f. 

, , 
atu nCI , 

' f o o .. (X - x1)(X - x,) ,', (X - x.) , (1 ) 

In plus, descompunerea (1) a lui r in factor i liniari, , -este u nl<:a , 
, 

J)rIllOJl.\ttrl!/C. Diu dClUoustraţi~ con'i('ciuţei 7.3.3. f se scrie: 

. f al.\' - X', )(X - 1',) ... (.\" - ;1',, ) unde a e C, a:f. O, 

Cum c'Jcfid<:ntlll lerl1l(,llul ui tI c gr .. HI maxim al polinomul ui 

u \' ,- l, , .'( -"2 1 ... ( \" ...... x,, ) este aX" atunci trebuie ca 
• 

el • - Il ,. şi' de-ci f = a",\X - Xl){X - x , ) ... (X. - x,,) . I • - , 
::' .1 demoll .. tdm lIuicit1.tea descompunerii (I ). Presupunem că f mai admite. şi descompu· 

n!'r,,:!. f b:X -)',~.\" _ v,, ... (X _ :rml. unde b, 1 1' 1 , • .. .• y ,.. sunt numere ;ompl~re' 
~i b j O. . . . 

C 1··· ,. ) ( V y)este mtrebuiec&m- n 
~ um g r:lfl ul p" !l!olJluhu b{.\ - Yl'(" - y , ... . 'l. - '" X- 1 

1 Tf'frn"uul d(' g .. l~J maxim nI poliuoumlui b(X - Y\)(X - y , ' • o_o (X - y,,) este b f 
d, .', b '. ) (X ) . (X - y )(X - y.) .. , (X - y.), 

• 

\ , 

~ a,. . llt'ct " ,, ( X l'tl(X -.\'2 .. '. - x,. = " 1 • 

"'" 12 (X - x, ,(X _ '.) , ' . (X _<. ) = (X - y, )(X - y.) , , . (X - y. ), _ ' 
Ira '·g .tlil:ltl':L '2, pri n IIII(/('ui rl'a lui X 'cu -l" obţtucrn: ~ 

n"rj l r ,1 . , J111f' l 'a IUlul dlll 

il l\ :11' t '\ XI 

• 

h'!OOtim 
g·him 

(X 

• 

, '. 

( XI YI)(.\' I - y,) ... (XI - jl ,, ) = O. 

. . x - V l'A fie (ero. Pute:M 
1'1, ,1i'1;- Y'I •..• , . ,. .• 
Tnlocllinu in cg:\litatcQ (2) obţ~e:m . . 

x.) _ (X _ .,)(X - Y.) ,,' (X - y.) . 
y , ' 

1 ( ,\' .l ) • • 

rIt . • , , 
• -' 

• • " 

• 
• 

pre!':u-

. ' 
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• 

: 

• 
• 

• 

t)I:hS.,u. e""."lu\a 7.8.4 eate loarte .. tUI la 
......... 111:01..: ..... 1 poll'III_ I fi' ..... po\ II 

1.. «", 'OI •• t" ..... d.~ al "lor. Awa POUIIQtJtII' "t, ptodMn/l . .. ~ . 
__ ... 1 .,.1<4: . 

De -ue-mplu. fie polinolunde: 

, 
• 

• /_ (X - 1)'(X + 2)'(X - 3)(X 4) şi , • (X - I)'(X + 2)(X + 
• 7 

UD <.m.m.d.c. al pollnol1lllelor / şi 9 este poliuoUlul d - (X - I)'(X + 2): -: 

Con sec in t a 7.3.5. ~acă un polinom ( de gradul n se anule~zi 
valori distincte, atunci ( = O. : 

• 
7 

• Vlmomtralu. Presupunem dl. f"" rf, Dacă '1 = grad f = O atunci f _ •• 
• tia O. In acest caz J nu se anulează ~tru nici o valoare. De.cA n = grad. f .. 1, 
are " rAdAcini. Dar din ipoteză I a!.e cd puţin n + 1 rădăcini, contradiCţit:. Derl 

1- O. • • 

• • 
7 

" 

7.4. Relaţii Între rădăcini şi coeficienţi (formulele lui Viele) 
• 

• 

Teorema 7.4. 1. Fie ( =0" +o.X+. ... +o. X· un potinom d. grad .• 
(Olt =1 O). Dacă Clt. C1.~1 •• ° I a" Sunt rădăcinile lui f, atu"ci'~ 

• 

• 

• 

, 

7 

, , 

• • 
• • ". 

: -• 
, • J !X1Cl:l:t, + al~O:. + ' .. + all _ I ~"_ lO:" """" -

( 1) 0 • 

r 

. . -. . . . • • • • • • • • • • • 
• • 

Cl1 ClI ••• Cl:k+ 11:10:, "" + +. . '. - 1 -A.f l •• • -n~kH."-Ir+.· · · 

aII_A 
o -o a.,, = (-1 )" • 

0 . 

Invers, dacă numerele comp~exe 
relaţiile (1), atunci el l ,el2, ••• ,tX" 
mulu; (. 

• 

7 

• 

• 

• • 

'flC 
IX l , cxp , "".,. satlt 

sunt rădăcinile' poli .. 

' (Nul1lr~r\'ll oc ttPl11clli din !'llIlKh.' (1) l·~t.!··q:.al cu C!, C~, "., c:, ., " 
lJ,m~n'lraţ,c A", "~l' t' · · fi . l' fOllna . V< 1. 11 . 111 COIhl'l'II1):t 7.3.4 că J poate sens~-

• 

(2) / = a.(.\' - "'1) (X ",,) . . . (.\ :-. ",.) . 
1 ';1 I 

., " . • " -. 11",,\ • • 
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•• 
taleul le In (2) şi eaal&n4 

codlciellţii lui X' din j3) abţinem fQJUJu1tle U 
U1 X·- 1, din (2) est" -a.('", + ". + '" + «,J. 

d ( • + "'. + ,,' + "'.). de uude ob'itu:m _-. 1. t 

_ ,"'-' , In continnare coeficientul 'ui X- din (2) el>te 
"" a -• 
... .. ' ... "'1 IX. + + "'--1 CX~) care trebuie să fie egal cu coeficieutlillii y._. din (3) carc c,te a._2 , 

~ci ". ,. = ".(Z, 1X2 + IX,", + ,,' + 'o:,_"IX.). de undt obţinem . - , , • 
OC J:x.:! + 0"1 0"3 + ... + !1-,. -1 C1.,. = , . ' 

, 

111 ,cdc~i ",od se oLţin şi celelalte q;ahtăţi' din (1), • 
• 

]Jlvcrs, pn:supunull ţa (lI. Cl2 • .. " oc,. satisfac re:laţlile ~(.l). Considt'IJ,tli 

poiilloIllUI g = (X - ", ) (X - "'2) ,,-, ~X - "-.), Făcând Înlllulţirik ' ob-

tin :JlII 

g ~ X· 

, -
(IX,.+ IX , + '" -+ ",,)X'-' + (IX[IX, + CX,1X3+ '" +cx._,,,,.)X'-' + 

+ '" + (-1)'""", ", "'., 
, 

Ţillilild cont d(' rd,lţiilc (1) deducem să: 

li = X' + ,.",::'-'.' X',-' + U._2 '\.-2 + "o .. " + _ t= 

, 

a a,. 

= l (a.X' + (I._,X'-[ -+ 
a. , 

l 

{I. 

, -, + (/,,) = .2.. f. 
, a. 
, 

Din eg,llitatea g = f ll:lUlt ţi că !XI. "2 • ... I el,. SUllt I hdăcilli şi ]>,·nt f11 f.. , a. 
Rdaţiilc (1) se nl11J1CSC relatiile Î/llu rlidticillile şi cor/icic,,!ii poli""",ul"i 

f sau re/,'!ule III, r 'ele, 

atllnCl :<1;,'i;I" (1) '" 
ţi ~1 '41 , ' 

G,..\ n + ... + GIX + au = O 
, 

11111l1CSC şi ula!iile ÎI/I!" 1'ădlfcil1ilr 

, 

(4) 

şi coeficie"!li aua-

S:, '''';''111 ",1,1\111(, l11i \ 'i et<: pcntr11 cazul când polinomul/are gradul 
2 ,," :l, S:, 1''''<1I1'11lIl'111 <'ii / esle de gradul 2 adică,./ este de forma / = 

ar, i- (fI.\' t (12'\';" • 

în a('/'<..,.~ C', Idl~ Jf (1) S(' :-iCl'in astfel: f • 

, j 
n, 

"', "', , , 
(5) (1'1. 

, 

(1 (1 

I.X , OC J -- ", , 

.. ~'" + p , 
ci ul : J I 1,<11<.':1 lE -j li 1'\ -t (la' ~ il3~' , 

ao , 

uacă I 
"1 r <1" ;; 
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• 

• 

• 
• 

, • 
" 

• 
\ , 

• 

• 

• 
, 

• 

• , 

• 

• 
, 

, 

rel.~e- 1) ~ scriu 
• 

a,tfel I • • • 

". + 
-a, 

_ , , 4 , 

a, . ", 
" ,. 

• " 

• + "'1"" + , , " " " . 
• • ", 

• , 
• • 

• 

• 
, • • • • n Uu!ClOase a phca ţu suut foarte ulile în , Rcl,tţiil~ lui Vi etc 

ecuaţii) şi când -se ddt;fmine rădăcinile Uluti polino1ll (sau 

, 

" rt.:laţ ;c suplimeutal'ă iutre rădăciui. 
, 

• 

, 

1 Fie polinomul j = Xl - -1O.\'" + ~9.Y, - 20. 
, 

~. 

• 
• 

S,".\ ", "" " eterru,'ue " ", ' cl' u,'I . · • , .Ie lUI' / ştl'l'nd ...... u ,- i.1 ,,) , "' :. J 

~riem relaţ iile lu i \'i~te 

, 

, 
, 

Cum .f~ 
• 

• 
.1: 3 abnc i. din ;_'r;llla rda'.J e <tin (6) avcm dl. ' 

, 

• 
10 ~l (kc i .1 XI - 5 

• 
, 

• 
IJiu I l 'l' a '20, I~.:n:!:\~\ I ". L IliflilJI\I ~it-;tc lllui 

• , 

• 
-, , 

• 

I " • , • 

, , 

, 

• • • 

• 

• 

• 
când 

se· CUI,(Jaştt -
• 

" • 

, 

, • 
/' • 

• • • 
(6) 

• 

, 

, 

, 

• 
• 

, 
• 

• 

+l.r 
1)::1\'3 ti 

h~t::: "1, h r: 'jtiil1d că rldăci a ile IXI!illomului f - X' + /IX' + 

, 

lumr. 

r>in l 

~unt in pt, J,:'!"e~ie g:t: , 
' . XI S\l~\t ră 1.\cîni!e 

, 

• 

:1If'trirl 

lu:..J atunci avc:m rdaţ i i lt.:: 

r 11'.'" X,"'" .!... a, 

111~ 1 + Xl\-~ + .1'2 " , __ b, 

, . X 1 I's -c. 

tt .f, "lut in r'- lFts!e ~' 

l :l ;~-a ,ljn (1 (",In ld 

·n.t tric1i ntunci .1' • 
, " • r, 

r 

O, atlUH'i 

b 
J. ~ + Il~ : ;- o d(' nnde rC7I\!ld 

Sit U .t I 

, I ", ", -
---Oaco1 x. O t · ./ • ,1\ un cl :r,:r. 1) Ş i dllt 

, 

• (il 

• 
• 

• • 

Dec:f ~_ O 
, 

• 

• 
atunr:i c - O. Var ~ 'ob"l('tv l d, 

relalia Il dOlltl dhţ (7) ohţil1t' lII b O C 
r('la,ţla (8 ) ('ste IndeplinitA pe11tru ;: ~ _";' 

.~ _ It, 

• 

12~ \ 
• 

• , 
, 

• 

, 

, 

• 
• 

• 
• 

-, 

• 

• 

• , 

• 

-
• 



• 
• 

• 
• 

• 

, • 
-~ te dau' ori' wuaa • 

• 

, 
• • 

.' 
(9) 

Dilcă In acea,.!)tJ egalitate n = 3, obţinem: - • • 

5. + aS! + bSL + eS, _ (). 

Cum 5, ... 1; + x: + x: = 3 obţinem 
, 

S. - -aS. - bS1 - 3c = -a(a' - 2b) + tob - 3c = -al + 3ah _ 3c. 
, 

• 
-, 

fo tglllitatcR (9) fncclll ,,== 4. Obţint-m • 
S. + aS, + bS. fi cs" = 0, de unde rezultă că S , '=' aSa 
- ~r.J - b(u ' - 2b) + ac ... al - 4a 1b + 2b2 -t 4ac. 

• 

• 
, 

• 

Rt:!aţ iile lui Viete sunt folosite în nUl11eroa:-;(, jlJoLltmt.: ÎI! care Se ceH sft St' . "' 
detrrllilne ecuaţia, cUl1(JsLâlJdu-sc relaţiile intrL- r ld:lcinile\ «'1 . 0:.2, " '1 1):. • 

• dică ClIlIOScâl1du-sc numerele 5J , 52, .,., 5. date. de relaţiile I 
• 

• + 1-
, .. " - "', "', T iX" , - , • • 

S'1 IX 1(X.2 + ct jli J + , 
1X,, _ I!X.Jf1 (10) -- , , • T • 

• 
, , , • , , • • , • , 

- • - • • 

l'a re an..: ca 1 rldăcilli pe IZ este următoarea: 
IX,,! •••• " " , , 

It' SI:\ "-1 + $2:\:" - ' + '" ţll) 
• 

• 
" CI" . 

~' \,,,,,"<1 ton t d:' r<la!iil~ (!O) obţinem 

,,X'" -1 s, .\·-' + ,,' +(- 1)' 5., 
• 

('( 11;1 t i; ( II ) "", răd .lc inilc' 11'" Il" , ', ' It •. • • 
• 

rl ... 1: .t""'tl 1 '. "II~rjQ ' d r. 1'1" • .1" IIlIţia ţ- ,"i.r + 1 
I uhh I 4\ 

1 r (;\'l:il1;l/,r ('('uuţlc i dale. 

O, 14,1 

• , • 

• 12'1 • • 
• • , .. 

• 



• 
\ 

, 

• 

• 
• 

, 

• 

• 

•• • 
61 .. ot"" l:Il ',. ',. " rAdAciull. <u4\itl.' - ş .. + l- O"fI-:"Z" 

Hu.\tclllC' care vreUl l'A o u~tcrmiDA&. ) . • 
A,YetU }', ... 2.r\. y, _ 21',.)' • ... 2,.-,. Atunci YI + Y. + Y. _ 2.1 +,"2 ... + 2 ..... -

• 

-. O. )',". + )'lY' + )'v', - (2Xl)(2.·l',) + (:lxl )(2.-r,) + (2,1',)(2 ... ,) - 4(%1,"" + ",", + 
• • _ 4{ ~) _ -2U, J',"L1', _ S, <'IX"t', -·8. 

• 
• 

AplicAml fonuulu tl"l) ecua\ia CIil'C arI,: C.1 rd,ll1.cini pe }',. "" '', ~lite 

• • x' 20. + 8 _ O. 
• 

2) Fie e<;ull.ţlll 

lu\'cfsde f(\d;1cinilor 

• x' - .11 + 7% + 1 ." O. SA se dett:rmiee ecuaţia .care 'are ca rAdIe._, 
• 

eCI1ăţiei dn.te. . , " 

s.t notăm cu Xl' XI. "'s rădă,cinile ecu<lţici 

uill,,! l"l'\tH\id pe cmc vrem să. o determinăm. 

x' - ,.1 + 7,.. + 1 şi cu ,v,. ", 
" 

r~Aci. 

, 

.\ "CUl 
• • 

" I I I • 
, 

y, ,- - y, - • 
~ - ~ = , , -' • , 

" " XI , 

• 

Atmlc\ , 
, 

I I I 
, • 

~ -7 , + --y , 
, 
• • 

I I I 
) I .}' . • , ~ , 1-", = + + , , -1 , 

I l t l l 1 .1, ,Ii i , • 

• , , 

I • • 

r\ Y,."a = - - 1. • 

"" 1: , 1 d, 

,Il + Î,l l 1 + 1 ..., O. , 
f)I, '1,/ţli I 1':, ,upunOll l<1 :l\-cm It t = O. o ~~lI :\ ţ it: nlg-t:bric.l 

It . t"L"lIi1ţi e '\lo!thr ir i de gradul JI. C\Y).'O O. al~ cărei 
de gradul' n ~.i 

rădfu:ini " sunt 
, r!'ll l \ !],· , llll"'11l " , 
I '~,I " d· 1 ,i<l il" 111:\' '\~l' d:U,i\i,,:i f \ n illlnt r ·o rt'l nţ i e rlat ă )' "" 'fI{.IJ 
r n ' \. I " 

li : Il ,1 . , 

",' 1 :1:1I'L 

(rl'!'~1 

1 ~ ,. I , 

; . 

• 

12J 

, L, !oo\' 
, 

1" : ... pn,,- ,la a,,'ft.:i. 
• , 

) 0, 

1;. - 'fI (,f) 

.t" ':oi 1 ('ll.1il:l ('.;re se Ol'\lIl(' 1\1 " este C<:L1:'\",,, , l II C r " .. ('·m a • . a exelUpli icare să conat
Il' ~I lXl<Il1' al _. L":l;,Lţl: 1 t:. ' e x~ _ X l + 7, ' + ! O, iar relaţia dat.! este 

I , 
~ 

• -• 
x • 

" , 
, 

• • 

r " -1 t + - l- I ) '" 0, 

1 ~, 1 -( , x 

• 

I 
• 

('H r l~ iT1 :" ~ ' \lit 
, 

pL ima '" I'vl u\H' el ,l . Y • 
I I 7 - - + + I 0, y' l' 1" 

r('uaţla y' + 7j l -)' + 1 _ O, 
• 

• 

• , 
• • 

, 

, • 

, 
" 

t 

• 
• t 

.1 

1 

• 

• 

I 

• 
• 



• 

• • .,.... ...... 
... n,,,"1n : .... . 

.... .. ........ 
• • • 

• , 
• 

.. t. dlficll4 .. V"" uU1iza relaţiile lu.iViHe • 

• • • 
• 

ApllcUd teorema lui B~out sll .se . ,determine parawetril. . b astfel incâ 
1. X' _ 4X' + ~X'" aX" b ' .3 se divid3 cu X' _ 4X + 3. ~!f' o. poIi.omul 

cu """ determi~ apoi catul 
j~plriW. .' . 

~. Si se determine răd4~inlle polinomului X' - 3X' + 2X + 6 ştiind că are rădăcina __ 
::= _ t. 

,. )i se determine parametrul ,. şi apoi să se afle răd ~ciile polinomului sa _ &.\"11 + 
+ aX + m ştilnd col are rădăcina « .:..... 2. ' 

1. Sj se determine parametrii a şi b ştiind eZi polinomul X" -'5.\'" + ax' + aX + Iare 
r~Ucin.a dublă " ==- 1. 

ti. S~ ~ determ ine ecuaţia de graciul 'cel lUai mic- care are ca radăcini nu'merele 1, 2, -2 

5. ~I"e !eter'llliue ecuaţh de gradul ce m.ai mic C..lIC are t;,\d.icin8 triplă 1 şi rădăcinUe 
~lInp[e 2 ;oi - 3. 

7. Sj, ~ t; C>e.lsd c. m.m.d.c. al polino'amelor f şi ~. 

, f=:X - Il ' (X + I)'(X ~ 31'(.'.' - 4" 

b. 1""'.IX1 - " (XI'" - I ){ X - 21; 

c j= IX ' - I)(X ' - I)(X + 3 ' ; 

g 

• (X 1,' (.\ + I' IX - 4)'; • 

I.\" + II".\' + 3 ' (.\' - 1). 
1. ~.\...c ,ln,te c:\ duui\ polinoame nenule j ~i g din t.:~X] &uut prime illtre ele dacă şi nu· 

nni dd,'.i tiU nu nici o r ~Ld,icilll'i comună, ' 

,. O Ld f, ~ E CLXl au acela1i grad, atunci f şi g au a('elca~i r{Lcl[\.C'ini dach şi Illimai dacă 

pnEn.',lmt:le I şi g au coef icienţi proporţionali. 
• 

II .. \plidud teorema luI (.l'Alemhert+Gauss să se arate el d.lC','i f E C~X] este un poliuom 

de -graJ ~ 2, atunci fUDcţia polinomială 3"'t>ciaU 

- -J : C - C, J '7 r· '%/ 
• 

U'J e.,te itlj~·r·tiv;.I, dar este surjectiv.i. ,..; 
II. Fie f ~i ~ două TV\tinoame din C~X'. Să!'e arate ci, funcţiile polinumÎa\e t.: C - eşi ... r'~ , • 

: c _ C <tunt egale dac ,i şi numai dacă polinoamele f şi g 'sunt egale. 
,I!. D .. ,'1 r X, este un polinom arbi trar să se arate că f(f(X») - f(X) este dh'izibil prin 

I 1, X 
Il 1" 1 . , 'Ne I le'lretna lui Re/out şi teorema 7.3.2 să se arate 

a' P,linf)mul (X + 1 8ft+l + X Il,. .J,.2: se di"ide la X" + X + 1; 

b PlllnonlUl (X _ 1I', + t _ .\'2: (,.-1) se c1idde la X" - X + 1; 

r p llin'ltnn ! (.'( + J) IM+t + X + 2 se div ide la X" + 3-'< + 3; 

d) P1linfltnul (X' + I}o,,+t + X ' + 1 se dhicie la X" + X + 1; 

e P llltlr)tnuJ X&t.+5 + X3";'. + I se div ide la ·X· + X:r 1; 

1 f. P',lIn'ltnul (X + 1)1211+1 + ,\',,. +2: foC divide la XI + X + 1., 
i. FII' . '1 x Să se determine ecuaţia 

"'·'I4.ţh x' f- axl I f) t' +" b având ddi'klfll e Xl' Xt. "... • 
Ca~,. 

. I\r,. r'\"'I(:ml1e Y ,. )' dacA . 
1 I 1< ".. • 

, ", - :l.r, "ÎI "', + x •• Y. _ ;h. + XI + .l' • • V, 3 '1 + .1: 1 + .1',,; 
b I I • I 
'Y, - x . 

2 "l' " - 2 x .. ; y." 2 • • • 

-
9 .. 'i • 
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• 

• 

-

• 

-'. 

• 

'1- .,+ ..... )'.- •• 11."
fte- &ablal ~I rld'dol-

..... "._ .. + II .... 
• 6IIIfeI .. O 

, 
II.. ... determine ). astf~l .eat nma. clud 

• Il li. eii'll cu 1. . . 
-. .,' astfel tncAt rlidAclDlle 17. SI It ddt:nninc relaţia Inlre p ~I. q 1 1 • 

O sl1 se g. ăsească in relaţia~. - _ .... + . Dp-cl 
III +- px + q '" _ ..~. 

din enunţ nu poate !i IndeplinitA . 
. 

să se arate dL condiţia 

18. SI. se rezolve ecuaţiile algebrice 

a) ~ - 4x'+ 5.1:' - 2x - 6 = O, 
b) %t + 2.1' t '2x'+ 10x + 25...- O, 

r 

',. .......... 

, 

• 

cI ~+2.l'+3.1:·+2x-3=O. , 
~:tiind ,ă ~,uma a dOllă rădăcini . este egal1i cu sumOl celorlalte dc.uă rădăci::d. 

S ft:1o:",e ecuaţ.ilt: algtllrice ' I!L '4 ::le 3 ~ 
41" -~ 1211' !- 11x -:3 _ O, x' + 3.1:'- x - .0;::0. _ 

, 'd<' 1 ··l. sunt In f"f'ogh!;ie Er:tnll:twA. ,tiind C.l fOI .1t"llli e -~.. - J ~ 

l rldăclD:I~ ....... ,l"tloIUului ;!O''f'ar:A *'1. K,o X. sun r-

XI + al.\I,,+ 81 Y ,. t.: •. 
• 

,1 I'f': I 'iie Il' t: 
, • • , t .' t " ,i " + , t " . • , • , • 

, 
I 

• 

• 

j, ~ 1 O. ~4 s. d(·termi ni' C-C"",- ~ a de gradul al trc;iJla C aIC' ~r~ 

, , .. , 
'1" ~l .. ••• 

• 
:!:,. SI ... 

, 
, • 
" , 
-

l' t at "" 

det' 

. , • 

I Y, 

• 

, . • 1 

.ll~teo • 

_\"+1\' 

i J"K'rtru po ;11(1" 1,.1. -. l' 1 "'. ':'.\" +. 
+ 14.\1 t 1 ti.\" 1 !:l.\" + ::! şi arwJi să SC\ aflto r,idA("illllf' f,oimohmiui t ' 

,2:;. Si H! dett:rnline ordinul ·de multiplicitate al rădlkiniJ(,r t~: 1 I")f>U IU p<1:t:{'a.~1 

X· + X' - Z.Z' - 2X t + X + 1, 

§ 8. Rezolvarea câtorvQ ecuaţII algebrice de grad superior 

Sunt bil1e' cunoscute formuklt' <1(" ddt'llllill.llC' ,[\ J;ld:ic.:illiln: 1" nttU 
('cllatiil,· dp gradnl I şi gli:ldlll IT. ne' aSC'I11('I1('il :-;(' ('11110s(' formule de H:.:ul
van' p(,Ufru ('c\l,lţia cir grac1l1lllT (numite j01tJ/uit/, lui Caldeu/l') ll~(C'1ltll ~i 
11('l1t TII ('('uaţl" ci., graehll 1 \'. Jn('(ll1H'ni"llt \lI .ln ... 1 ot fOI TlI111C' \1'() 1nt tl ua

ţiiJ,' de gradlk III şi IV) (;om~t'l ill a('(TQ Lt :-.\1111 lll,u\(· l.;omplll'J.tl ... nu au 
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, 

alei o pr.aicl, Aia vbllt piIIi ~ 
~ual,a gedeIală de, grad .. 5 .au se pot u 
. nor "nn radical!, 1 

dOI . , t f" 
C"ca ce ue prOPU~~lll In ace;; p'lragra este de a arAta el 

.•• ,.d .. 3 peutru care se pot da formule de determioare a rl4l ";-. 
d. o Efl/"/Ii binomt, Forma ecuaţiiJor hinome este' • -

(Il . . ,'" - a..= O.t~ E 0, ;. ;. 1)" • 
zoh'arca acestOl: ~cuaţll' este facuta 1ll manualul de Geom,etrk, Se proce-

Re .• 1 bf • ' 
d 'ală astfel: se scne numaru a su . orma tngonometrică,' a = r(cos cp + 
\. 'i n ~ ) , Atunci SOlllţiile'eclla;iei (l) sunţ date de forlllula 

..,-1:' • 

X = il, cos '1' + 2,1,,, + i sin '1' +. 2k;ft , 
. » n 

• 

• 

und;,' O ~ k ~ n - 1. 
Tr .'0 ... 1 ob~cr'ţ"ăm c:'1 rt.'zoh'area ecuaţiilo! de grade~ 1 şi ;II se reduce 
la ,. /.<>' .I~CJ. tlIlOr eCLL.lţil\ binome. -

[1: f de rt':.olvare a .. !tuţiilur de gr:ld';;:a: 3 ('sle de a o red.uce la rezolva- . 
rt\t ,ţ )I-~ .. i ll,lOHH nWIt.:ir de uluţii simţit ( de regulă ee.a/ii binome). 
E ·~I."H t, I, j,/r"te. Forw4 ~t.:uf-,r1.1ă a ecuaţl!lor bipătrate este I 

> 1<'+b,,'+c=O. , 
1(, !), ceC ţol ti #- O. 

l{" :l l'Juaţiti (~ St LiC'e ast fd. 
, 

:--11 l ... Il )-..tituţld. x ~)1 UUţlt1Clll 1'\ . .: l1J.lia de gradul doi 
(:l) Il\" -+- by + c = O. 

" "" •. 1 (:l) ,~ UUll1eşte ran/venl .. e<:lIaţte i (2) şi rMăcinile ei sunt : , 

b + ... 'J.7 - 4ac -· 6 - ..f6' - 4"" 
\', = .. - :'1 '\'" = , . 

• • ~" J - - ~ ~ 2" 

• 

, 

I ' 

• • 

, 

" v_ - V ... - 1 

x. = • 

• 

• 

x:l = ." I 

are răd::icÎnile. I 

-6 +-./6' - 4uc 
2a 

, 

- 6 - lE' - 4<1 c • 
'\1 , r~=-
2«. 

j 
I ± 

, 

• ccuaţici 

• 

bipătrate • , 

, 

-b +..flr - .". , 
2a 

-6 -J}:' - 4ac 
2a ' 

• 

, 

, 

• 

• 

• • 
-

, 

, 

, 
, 

, 
, 

• 

• 
• 
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• 

• 

• 

, 

• 

• , 
• 

t. fOnD9;11. de raolvI" • 

JA + :;;;: A ... U 
• 

radkoli pol fi aduşi,la 

utUh'nd (urmul. 
• .~ - J~:': li • 

(5) , --
2 2 

T i direct prio rldh~are ·Ia (A'" B, B ;.. O) (aceasl1t formulă se ven le 

care 

Rxtmple. 1) Sti rezolv~m ecuaţia bipiltraU 
~ + 5x' - 6 CI> O. 

. I 
ecuaţIa rezolvaU • 

Pac~Ul substibuţia .l's =')' ŞI obţinem 

,.·+Sy-S- O 
-6 ş i )':t = 1. Brc riidăcinile Yl = 

Rădăcinile ecuaţiei bipătrate sunt: 

%1 ~ iJ6, Xs = 
. 

. 'S- I - 1'\1 • .1". = . 
2) Să ret.olv5nt ecuaţi~ hipătr J.tă 

• 
" 

Făcând ~t1bstittllia .l ' \' LI.ţinem e<."o81ia rezoh'antă 

}'-3y+9 o. 
rare are rătl :ldllile ", -' + '\ Î ~i ;': 4 

RM:kiuile el'naţiei bipă'trate s4.ut 

- • 

, 

• 

-
. -, 

• 

• 

• XI' "" ../4 + "1 '7 ; .T, = - ", "' 
, 1-

\ 4 - ..;i; '. - - ,,' - ./7 • -,,1 , JT 

Dar fo!osind formulele 
, -

• 

, -, 7 

\1; + _/1 "v Î + I -I-+-,Ih -, 

• 
ş' 

Ih'd 
• 

, , 

-, ' 
-

, 
\ -

, -
, v'-

" 

h -• 
• - -- I , , 

.- , . , ,-

, - \ -
\ 2 

_._- o;:--~: ;:- 1 

V 4 .= '\ 1 ti - 7 _ ~' ,=:-
1 '\i 2 

- -- 1 ..;7 -, ' - -- -'. - • • , --
" 

, ,- ,-
1:(/1,/, 'i rCl '1" (', () ('C~12'JC' de lOrn.:l 

, \ " , " " ,. 1 
11-1 - .. 

cI'!.r- ......... a l -, -• • • 

I 
, 

• 

• 

-

a\-ând proprictate.t " ,,- i _ a. oricare al fi ·10 ~ f) ~ n), !'e litln jc;tf: ((:t.f:1~ 
rccifrocâ de grndull1 (altfl'l spu:>, o ecualie (''-te lt'UprOC[l dară (:t.t!J(,U!~1 

• tl'l'lIIcnilor egal depărtaţi de extrcmi sunt egal1;. . 

, 

()b.~('n-a!ie. Pc noi ne intcrc!'ează numai rC'l_olvarea ecuaţiilor n:cipr~ d~ grad ~ 3. 

Dacă It = 3 obţinem forma generală a cCllaţiei reciproce tie gradul': 

lU;3 ~ C.1! + bx + a <= O (o ~ O). 

Dacă" = 4, ohţinc forma genera1:! a ecuaţie:i reciproce de grad\ll 4 I 
• , , 

a.1 ' + bxl + exl + bx + a -= O (o,. O). 
• 

Dacii" 1. 5, obţinem forma generală a ecuaţiei de gradul 5: 

O,l."" + bx' + ,Xl + cx l + bx + a _ O (o". O). 

Să d ăm dtc\'a proprietăţi generale j1ClltPI ccualiile reciproce de gladul "' 

1
0 

IJacâ ccllft/ia ,yaiprn((i arc riidtieinn ,J, uitind c~ ar~ şj ,ddărin.l":'" 
I " , 
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, 

\ 
• 

lJau .dr.lr, dadi /(;e) - ~o'" + _ • .!o, .-' -+ ...... ~ 
o eeuaţie recipr'!că avind ~ădiicina -, atUllci _.rI' i' ... , 
+ ..... ' + •• " -+ II. - O. Cu~ II" fi (ia C<!& CO!'har, "'ar 
deci a. '" O) putem'wA tmpiirţlm cu .. şi obţinem relaţir. 

1 1 o- o 1 0-' 
II + 11.-. - + ... + a, - .' + ". _ 

• II ,. 

" 
1 o + a. - =8. ,. 

ŢiJlând copt de faptul di 
l • 

a, = Q._, oricare' ar fi i (O .. i .... ) o\lţUt.,. 

Q. - + a,. _ l 
1 .~t 1 
- + ... + a. - + a. = () .. " • 

, 

" 
şi deci 

. 1 ' 
şi - este de asemenea rădăcină . 

" 
\ 

• 

• 
f,l" Orice eauaţie reoiProcii de grad imp.r are rădăcilla % = ~ 1. 

într-adevăr fie . 
-

1("') = ",;+.",,;+. + a .. ,," + . . . +a,... xI+I + a,"' + ' " + a.,,+~.=O, 
o ecu"ţie Iecil'rocă d,' grad impar Il = 2p + 1. 

înlocuind !%l ..::::::o -1, oLţincm în llltl1lbrul :::tcîng numărul 

• 

• 

J(-I)~"'Hl(-I,'H'+a2,(-IJ"-t ... +"H' (_ IH1 + ltt (- lJ'+ . 
+ ... + 4.(-1) 4- an = -a'H' + a,. + ... + aH' (-1)/>+1 + a;(-ll+ 

, ....... +(-a,)+r. •. 
C11l1l (lo = Q21-f-I , al -= fl2,. Uz = (l2p_ l • ••. I {lp = "1'+1 I atunci grupând ter

llU:DH egal dl'p~rtaţ l dt <:xtTt'Jlli ohţilil m 

/(-1)' = (tiu - <I'HI) + (a,. - a,) + (II, - tI,; _,) + ... + 
+- (- 1"(<1, - (/HI ) U. 

R(ozu ltă că x -= -1 t.~tl' leld:1cil rl. 1<'111111 unalia f(-(.:i IJrocă de grad 
3° Orice un.'l!zf- reciProcă de grad ;1JIpar 

I(x) = <1';+1 ,';+' + II,. \'. + ... + ",X + "0 = 0, 
SI: fI dl,ce la .,'iolvar(Q fcuo/iâ x + } = O şi a ul1c i aua/ii reciproce 

• 

g(x) = b"x"+ &,,_.:1."-1+ ... + b.x + bo = O. 

• 

Impar. 

de gr ai 

- , 
într-ade\"'" din 2° ecuaţia 1(") = ° ,are rădăcina a = - 1. Conform 

tcorcm~i lui Bezout putem scrie 

1(",) = (x + 1) g(x). 

l'r"I.Jlllllcm că g(x) = b",," + h,._;X,,- I+ .. . + b,x + b •. Deci 

U2, +1;\2P+ 1 + a2/1 , 2' + . .. + QI % + a o ::::1:::1 

~ (" + 1) . (1;" x" + b,,_. x" -' + . .. + b,% + b.), 
o!JţinrITI 

• 

• . • • • • • . . • • • • 1· • • 

, 

• • 
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• 

• 

• 

• 

• 



, 

, 

• 

• 

• 

.......... or.icare ar fi i~O __ i " 21 ... 1) 
... &u. Cuw it, + bt,-. '" b, + b. ob~i.el1l 6. , 

'oarel egahtăti obtiDem că b.""b,~_" 
ProcedAno1 la fel, din ~galităţilc următoare d"ducem 10 fioal el b, ... 
oricare ar fi O .. i .. 2p. \ .' 
Deci ecuaţia b"x"+ b2~_.X~~7'+ ... + b,x + bo = O este reciproc', 

. Rezolvarea ecuaţiei reciProce de grad"l 111 • 
• • 

Am văzut că forma generală a eCllaţiei reciproce de gradul III este: 
• 

ax' + bx' + bx :;f-- a =:,.0 (a"" O). 
, '. . 

Această ecuaţH:! are rădăcirra x = -1. Atunci pţ.ttcm să. scrien:;t 
• (1 ) • 

• 
• , 

• , 
(x + 1) [ax' + (b - a) x J.. al ~ O. 

1 • 
(1) Ecuaţ,a admite: rădăcinile • 

• • 

x, = -] şi x" x, d~te_dc ecuaţia 'ax' + (.b - a)x + '! = O. , , I 
EJ.'el"plu. Să rel.Oldm ecuaţia 2xa + .l'a + .1' + 2 c: O. Acea.!>U ecuaţie rste o Cn,,"l-

ţie reciprod de gradul III. Ea se s.cr . • 
• 

-
• (.1' + 11(2.\1. - .1' + 2) =- O , • , 

carI! are rădăcinile Xl l, c:lre sunt rădll.ci n:!t' ecuaţief 2x' - .1' + 2 = O. :ldici 

l+i.j'lj J· l - h.'15 
, .1'1 = " • .t'. ::II -,.-'--0- . 

1<~.yr)l!'!trUl ,(c /lil /In r·~ ... i/'rr1( C dr' ~Y,lJl(1 II' 
• 

Am \ ;u,u' (',~l forma \.;:'·IlCr.lrl 1 h."'1.1ţil"l U'C"IIHOC"> d l' )4"radul IV estt. ';' 

(1. CI: h' t ,, ' ,,;" a -i' O, (ti "" O). 

CUII I .l ~ U, ('eual'· 1 Il 1'1.1 ai! 1l:'C (.1 l.hLI<"·III~l pe :t. = O. în (1) impărţim 
cu '~~ ohţillt.:ru l·Cl1"lţU 

• 
tI\. 1" b\ -+ c o 

• 
, 

iia ll ~rupând tCTJlH.'ll:· .- ln Hod ('6 n \"('11 a bil <l\I,.'ll1 l 
, 

a ,. + .:..) + b 
] 

x - - +c O. • • 
, 

.t. 
.t 

· ' , I 1 Face,,·. suţlStituţia y = 
t -;- - . Cum .1.". -+ 

x , x~ = y:!_~ obtinem ec uaţia in y 
• 

a(\":' - '). ___ 1, ' 
I - - ),) -,- c = ():;.;l II (~) • 1 

T>, "Y- -f 'y + c - 2a = ' a . .Q.'u.-I.ţh (2) se Tlul11eşte yaolrH.'nta fClralifi ~ 
Ilt c;;' v )' '1 t ._ ~." , ,(1). 

o _ 1. ! SIli I a!l;lC!l1I1c t'cl1:l ti<,,'i ('_IJ . 
J <It tlllei 01>\;""" , d -, Oua ecuaţii, 

t -+ 
S.Ul 

• 
ş' • , 

, 

lH 
, 

• 

1 • ] , 
(.1) 

(4) 

• 
• 

\' SI • 1 ., xl -, 
" 

r' -,",, + 1 b 
x' - y."+ l ~ O, 

, 

, 
\' 

, . 
• 

• 

• 
• 

• , 

, 
• 

, 

• 
, 

, 

• 



, 

, 

• 
I 

J)IU'I1 .'0 a-, sunt rldlcfuile ecuatiei. (3). şi Ss. 
.tu~d "'0 ".0 K.o .r. 5w,t r~dlcinile ~ţiei. ~I.). 

E~",.plM. SI !e rezolve . eCuaţia J 

'. 6 .. ' -+ 5 ... • - 3&:;1 + 5 .. + 6 _ O. . , 
• 

o • 

este o ecuaţie reciDtvcl de gradul IV. ImnUl' 
• , ~ UD <11 II' " GIoji_. 

5 6 
6.' + -5. -' 38 + - + - _ O 
• . ~ .. a 

• 

1 I 
NodUl Y ""'" s+ -. Cuutx'+ 

• --; = )<' - '2 obţineu • 
6(;,' - ~.\"+ Sy - 38 = O 

saU . ' 

.-:;lTe are r&1dcinile YI 

:ht.'!ll ecuaţiile: 
, 

, o 

fi} ' + 5y - 50 

10 5 
-'- ~i 

3 • 

, 1-

)1= -', 
'O -

1 
-

" 
l'rilll.l ecuaţie an: r.1(Uciui'(· 

, 

- O , 

10 • 
..;j , , 

.1 " , 

• 

ecuaţia 
• 

• 

• 
• 

1 5 
• , " -

I 

• 

, 

• 

• 

• 
, 

• 
1 ~ :' '. • • 

Ecuaţi,l a doua arc· rădăr'j lj}(' n X, = _, .t , 

, 
Il·' .,' • 3 ' " 1·= - •. 1', -= -

J 
, 

, • , 
,1 , 

1 , 

, • I ' , -, 
suut r;"Hlilcini)l: u'uaţit'Î date. 

" -
Rl'ZOlt',lrt'll aUll!~(. ]"( ijro[(' de gltidul l' ~ 
Forma geDLrală a (·LualJ.l'Î ·de grac:J·J V ( ~ tt: • 

• 

• 

• 

• 

• 

, 

, , 

• 

• -

, 

, 

• 

ax' + ix' -L C.l.' + C.1:' + ~,t + (/ = 0, I 

J U3H.:Cf.' această eC'la;it: c:ste de grad impar, dPl proprietatea 3° rt7...oh'a;ea 
a, ':<1 ccuaţi i se nducc la f('zol\'area ecuaţiei x + 1 = O şi a unei ecuatii 
ftuprocl de gradul IV. 

E:umplu. Sl1 se Tt'w\ve l'cua ţia 

. 1"':\,lr, eru;"Iţ i t' t"st{, o 

Droanrf' f~s tf' d(. 
lIn,· n "'<'r' . 

J f' • , 

eh ' + .1 4 - 43x' - 4:1 ,ţ"~ +:. x + 6 

('Clltl.tic reciprocă de gmdnl V. 

O. , 

gr:u1 , .c:oluţi8 .)'= ...... 1. 

• 

• 
, 

• 
\ 

, , 

• 

1,-(6.,4 _ S.ll - 3B.t' - 5; + 6). • • 

In p' • 
, "Tj1 Il<l (''II ,tI ohţlnl"Jn : 

, 

• 

gr:ull1l )V: 

Sx' 3ftt t 

6t' - 5~ - 3A 

, 
• 

, 

, 

• 

STI 6 0, 
• 

• 
• 

,< 6 
~t- ..... - O. . " o , • 

B3' , , • 
, 

• 

, 

, 

, 

• 

• • 

• 

• 
• 



, . 

• 

• 

• 

• 

• 1 
..-u'-IIa' .... - . • 

• 
• 

• 6,.. - 5y - 50 - O care are •• ,hallile ,, - .- 2' . " -
• 

5 1 I 
... Ka.aţia ..... -

• 
- - obţinelll. .... - - 2-

2 
.. - - s.. .. 

1 
'*'. "'" 3, "1 - - . I 

1 10 • + - _ -obţinem 
• 3 

D fll et.l.laţia 

, 
\ Deci ecuaţia dati are rldi1ci..al1e 

• 
1 

... - .1. S'a => -2, "'a = - 2 ,1 

1 
XI = 3, x, = -. 

3 

• 

• • 

• 

• 

• 

1. -8 ' . 

• 
, 
, 

• 
• 

• I 
• 

Obsuualii. 1) Am ·'Vă.zut c~ ecuaţia reciprocA de ,radu! IV se reduce la rez.olvarea 
. 1 

Ullor ecua~i de gradul II, făcând substîtuţia % + - """ y. Se poate arlta (n:erciţlul tO), folo· 
• • 

folosind • tad blnomw lui Newton, că orice ecuţ1,e reciprocl de credul _ - t, .. reduce, 

1 
.ceeaş { 5U.bstituţie S' + - = y, la rezolvarea. unei ecuaţ1J de gradul p şi G P ecuaţii de gta- _ 

• 
d.t n . 

2) • v~chl mtlt "ltmittl tC·'4aţ" reciproGtl ~Î ecuaţiit4 

\ • a .. tIt + alt 

Ihod pro/,rYlalrr:J urmJfc'I(ve. 

0-' + 1 ~ . • • 

• 

a, a" j(ţricare ar fi 1, O ~ I ~ ". 

8e ob'Sttvl\. iUlf'd ,al c.1 daca. n = '!.p (nw.nâr par) .. Wnd 1.:.. a . . -
~I ded 49 """ iL 

, 

-. -{' 

• 

, 

Orice (,CI\,\~:I' rt'Ciprnl'\ d,· t'pul ( 1) are ca r:id'cln l pe 
Inl Del."ul puten, !t~ri('. 

• - 1. At-.nof. ocaform teofl:mC, 
• 

• 

o I + , . . 4· a " •• 0.,.1 .. T Ib . o , .1" 1 ...... b ... ,,-I.L. b 
,,_1 ..... . + 1 X '" b.l $au 

a " • • al' 0- le .. 1 \" +- \b .. 2 b .. _ 1 , " ·1 + (b"_1 _ b,,_%)x- - I + . .. 

. '. + :b, - btl% - b • 

a - b b ,, -1 - ,, - 2 ,, -1' al = b, - b1 , 

1% .. _ 2 = b._S - b"_2' al"" b, - t,. 
Dia lXiau, t'gahtate, cum a. _ h -a". o ţinem b. ,. b 
Dlf'l • doua ea:ahtate, cum, al = -a ,,-1· 

,, -1' obţinem ", """ b 
Din .. treia ecalitate, cum ",...1· 

a. - -~,. - t. obţin~ ". _ b 

• 

• 

Coatinu.\nri astfel ohţine.m ci b =- b . 11-1. 
, (1I_11_,Orlcace &l fI i, O"" • ~ " _ 1, ceea ce 

el ecuaţia 

1!:1te " ~(;tt~ţl~ redprOC'A 
1" 'OfICIUl'" Ori,.. ('r IIftţ'l' 

_1)4,,,1 "0(tf'vlaifa 

I"aflu: " - 1. 
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a".te" + 

• 

0-' t.l + .. 0.;- b,t"+b._8 +b 
• • 

:J ... ,,-1 + _. 
" -1 ... , 

nil_lI') t;; I ~ ~I). 

• 

• 

o 

-

• 

• 

• 

ne arat {\ 
• 

• 

• 

• 

• 

, 

• 

I 

• 

• 

• 

• 

/ 

, 



, 

~I • 

1 • 
SI te raoJye ecuaţUJe bipltrate 

• )I._JO ... +9 .... 0; b) ... ·-17 ... ·+ \6 _ 0; 

c) " - (1 + J2\'" +.J'i ~ O; d) " - .. + 1 _ O; 

) " ~ .. ' + 8 - O; f) 8,' - 5,' + 1 _ O; . , 
~) S2.r' - 12 .... 1 - O; h) ... - 1 _ t. 

1. SI se ruoln ELuaţiie: 

12)' . ' ) "+(-; = 49; b)../Z>'+7,, "- S= .,+.; 

c) J" + 3 ~ 4 - 2 ... ; d ) .• ' - (:f = 5. 

-

• 

• 

•. Si 5e 4letenqjne ecu~ţia de gradul IV, 8'Vând ca rădăci n i: 

a) Xl - - 4, :r. = 4, %, c:> - 3, 
1 I 

%, = 3; 
I 1 

d) SI .... - 2" ' .... c:::::I 2 • xJ = ~ 6 ..... ..... 6 ; 

S" 3 ' ?" q ' r} SI - - 1, .... = I,:t:, = - _1, :r. = _1; 

d) XI """ - 2, .... = 2, Xs = - 5, x, = S. 

f. Si se deterlIJ.ine n at ura r i d lkinilur ecWiţiijor : 

• 

• 
• , 

B) x4 2(m - 2) .1" - il.' == O; b ) 4..\' + ",..\ , -+- 9 O; 
e) mK' + h l + 1 O; 

el 3,,' - Suu' 2112 ' o . • 
It. Să se relolve ecua ţ ia 

aA '" + bx" + , O · 
şi tt.Do i 5ă ~ apliCe lonnu ... p"'\trll cazurile par11eluau , 
Il) ,l,1 + 15.\' - 16 o::::: U j h) z' + :...x4 _ 3 -* O; 

O) Xl - .. r" + 6 o \'j o. 
S. Să ge r~,:olve ecuaţiile de' gr dul llI: • 

a} 5 ... ' + ~31 .1· 1- Jlx ~ S O; 
e) ~ ... ' - :H.t l + !llx _ :; = O; 

hl ~l! t 3 ' + '3.%' + :2 

• 

• 

• 

e) S i + -!.tI + 4x 4- 1 = O; 

gl fi + X' + x + 1 e::; O; . ~ . 
• f) 3~~ + ~x' + 2x + 3 = O; 

b ' 2.2' 1 + 5i" + 5.2' + 2 = O . • 

• 

1, II <:e delt rmim' relaţin. lutn a ~ b utiel incAt ecuaţia ariprcch de 'gradnl 

ax' + bl'l + b,", + a O (o E n, b e 1\) s~ aib1i: 

i} ..! ul\ t~H3ci1ti ('gale, 

il) tt:ate rLIăciuiH'\. reale, 

jii) dfl04 ril.di1rin! cc'wpl('xe. 

t . SI se r r:ulv(' f clI:~ţm(. rC~ l ptocc ac J; rlld u l IV; 

a) 2.%' + 7~' t- 'Jx' + 7); t 2 O; 

b) K' + .t I lIh ' ,+ x + J .. O; 

c) h ' - x' J.... 5.t.' x + 4 _ O; 

01) .. + 2,' - .' + 2. -1 1 . O; 

e) ". i- 2 ... • - 6 .. ' + 2x + I _ O; 

') ."+ 3 ' x 2x' -1. 3..- + 1 _ O; 

el .. of 3,' - 16.' + 3. + I _ O. 

• • 

• 

• 

." 

, 

• 

• 

• 
• 

• 

• • 
• 

• 

, 
• 

• 

• • 

, 

III 

-

• 
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• 

, 

• , 

, 

, 

" , 

, 

• 

, 

• , , 

• 
1l1Ull&rul real • utlel lnc't ecu.aţta:· 

\ .' ţ 2.' + ... + 2. + 1. ,O, 

al albi toate rldlcioile nl\le. • 

ti. sa .. arate "CI odct ecullţle reciprocl de gra.dul ,. - ~ le 

ele gradul p şi a p ' f:cunţii de gradul doi. • , 

11. SI se RU)lve ecuaţiile rteiproce de gradul V: 
• 

a) 2Ox' - 81x· + 62.1" 1- 62.1" - 81:f + 20 "'"' O; 

b) ~ .. + ~" + :r~ + ~. + x + 1 = O; , , 

c) 5s' - 4%t. + ' Sx' + 5x' - 4x + 5 = Q. 

• , 

• , 
coeficienţi reali Poltnoame cu 

• 

• 
, 
• , 

, 

reduCI 1. rezol .. area un" 
\ • 

, 
, , 

, , 

• . , 

" 

• 
, 
• 

" 

Fie f un p~linom . ne nul cu coe ficien ~i reali . Daa t:1. = 
='0 + Ib, (b,,< O) este o rădăci nă complexă a lui f .• tuncl: 

1 ~ ~ = Q - Ib este de asemenea o rădăcină a lui f, 
2 ';) tl şi :r:. au acelaşi ordin de multiplici (ate. \ ' 

Demon.ltra/i,.. t· AlU v;1 t:"';+ U ~" (;lropriel.lLt-a iii,l , 

..-
d J(lZ.j = I(a.) . 

, . 
Cum ! (ii) O, 

atunci I{ra:) - O şi d,'ci « I,:,.,te () rld -jcin.i <1 hli f , 
, 

.2 0 Presupun e-m c!!. l1l e"te )rJIL:~l d m\lltiplicfta~ a1uI d ReZl1ltl1 elI. (!xistA un polillom 
~ 

~ IlStft'i Jllc!\.tf \" 1l,"'6 ŞI "':X:F) '.:IU',-rO lI1.ll~ld Il:/ ce C11!nf«<) -=o.. atunc i 

, 

'Il rl.'~1\ct}-Od"U:l .. l o' '1'. c~~:x l>ll1l ton In Jltl.wlobţinem căexistăull · 

1 

Iloil om CI ll:>tfd 1llrlft 
, 

C X ~)~I' llt' " • . ~ , ( n «t 
> 

, , 
.... 1 P CI. CI: = al' + ba ;'\1.lIld 

J l \"1 '! IX :.1 , 
r II dt'dll m c,1 p..l 

" • 
, 

. + al + bl ate cod il'it>nţi 

[u " 
n, su· 
) " 

,." 

I 

• , U" 
1:' • 
.! ah.!." I , 

. , 
• • -

'P I 
I • r, 

, • • • 
rid tn.i flJ 

, , . 
, 

, 

, 

c,, -'ţi r •. o.!l. Put.eD.l si sl'rit'lll 

, 
t 

, 

I .... f,1 \' _ a. .'''-1", • 

, . 

a."f ss:>re ~iclf'nţj r\.":l;i 

p c ul cu ('0 

". c'> t! p.."71 ll: n cu t't')t:ţ'u:fcnţ'i astfel iuc:tt 
f :..e. :\: t - 1 hl ""h" • 

10. « "), ti. ... " • 

r l c . tA g .tate r.tl "i.. - IX D \ff" """d f ' « --:lll al,"] t:!~ , d o •• • ,""t: 
Ir_ J~trar l.m d 1. \. C) r t 

8 lUC o: CI'. t (' de o~ .Ul" 
nea n r:'l.d:Icilll1 ,i Itli h.,i.i i '1. CI ) "'alu:::::; 1 "-1'". 

d t el' COlltr h': faptul (',l 
Il !!re Of inl1 tie 1]lul lp1il: " • -

ro crmdl1""l~ IX c t· o dn.; c 1:t cu • -",un!.il '.... • 
-,1 ./,. '" ('jta~ 1'" Accas11 t('()T(-mJ. I'Stc 

foar;e utiJIl in D\111"'eaptlcil~lit" ld ('ee n1.crwn -:v-" 1 li1.clnit . 
aJ-brice) .. ; când se ",'. CJlui POJ:ITQDl {t..'rua~ii' 

• ~ '7'" te fJ t 1. C1nu c mţ.' 
• 

B"lltll~ , 
t) SI te d,.tt.'Ddn:~ rld.11,;l.111'e /Xl1illoI111l1ui • , 

, 

\ - l,t t ..... axa - X' ... 9X - 1~. ştii,,!] c.1 ldlnfte r:!.tl,ldna "1 1+ ;,!'i, , 
I 

• 
, 

• 

, 

, 

, 

\ 

, 

, 

, 
, 
I 

, 

, , 

, 

• 

I 

1 



, 
, • • 

• ~ .... -• 
• • • 

(X - 1 - i"fi}(X- 1 + i.J2l- X' - 2X + 3 , . 
•• A lJIlpArţlt., lui j prin X' - 2X + 3 .. obţi.' de_pun .... Bl«111- . , 

• j- (X' - 2X + 3)(.\':1:- X -6). 

I X' - X - 6 are rld!i.ciÎlile IZ, 0::== -2, ,ce. -. 3. PoIIJlOJDU I - ~ • .\ 
2) SI .. ar.te cII poliuomu~ j = (1 + X)"+1_ (i + X)"~2_ 1 

Xlt Xt 1. • 
'eSte • &"izibil .-Ca 

• • 
Rild/kinile lui X' + X + ~l SllDt - -_1 -,;;-f._l$'-.:3_ '~ IX==>· ş, ~ 

2 -
-1':'i$ , 

2 .. P~tru a arlta 

ci f;' divide cu X'.+ X + 1 = (X:- o)(X - ~) trebuie si arAtămcil f(o) _ iI~) ~ O. 
II 0= CI este suficient să dovedim că f(a.) = O. într-adevăr ;:u1J1 .. 

jloi = (1.+ 0)6>+'_ (1 + 0;"+2_ 1. . 
• 

Dar 
• 

Dqr «1 + tA: + 1 ==> O şi decj 1 T lX= - a:'. Obi In( m atullci f(a.) '-'" (_I%')~+) _ (_ o::'}'.+t_ 
, 12k+Z_ (l12k-t;- _ 1 (0:3/04. (lI _ 'al 4". a:~ .1. -1~ . 

• Cum /lI = t 'avem că f( x I 

+.tl)-O .• 
;,t" - 1 _(lI -:t 

11' - l.=- _(lI - CI ...... 1 = -(0:1+ " 

, . 
1)ecl f('l.) '-.:' O, c('!'a ce trcbn: ... ~OYl:uit. 

, 
• 

:1) !<'ie {l(,linmnl1l f " • 
~tlil!d el ddmitc ca r'1rl.wllw rt' 

C'mn i e~te ti1d;16n'l \: L ro 

. ' . 
1 3.\:" + ~X' h.lX' +- mX + 1. 'SA I.;e determine m • 

j ~i RJ,<...j să ~e 

\ ,~Vl'I1l (.1 f I 

&,\<;,.1>3.<;\.'3 (',':t:1alte rildăcini. 

t I - O de ~r:dc ,,-,' ,t 'lI I d\ 
• • 

"1 Q 1. Cllllt f are I t?l.r .o(~ ~ 
pc 1r. li .t. ;,- • 

&Il~ţi'l 
" .1- • • • 

." S şi OhtlJl, "' 
• 

ca" "'. .tU.<l.! 1 O e • • y. 

F.cu .ti 1 
• 1 • < ar , 

• 
·E~, • in • ~ 1 1 r • • 
lto:! 1,:·1 J:.\q~f 

I 

• 

" 
~ldltlnll" 1 şi 

tu Continuare 

, 

• 1 t 3 "li 

O. Il •. 'j ,t + la + :Ii' + 2il + 3jl + mi'+ 

1 ni ~ I tI sau (~1'l l)i"'" O şi deci 
ro 

1 

, 
• -
ţi~ 

• 

1 

d :fj~ 

~ 

" ' , '. 

• 

11'.1 (A 

"OI J 
e 

., 

re o , 
l-

Oe<; 

, 
~ 

I 

• 'r1ă4 llâ ne şi 1. lJt:cJ f se diYJ(~p Cu 
\" t-'\",'.J.. 2.\'+ X l... Il, 

recJprod, de grl!flul IV ImpArtim 

l . - l' •• 
• • 

1, gr <lui r "n 

• 
y' -1.., '\J >J • 

• 

• 

I C '- '. 1 , 1 , 
.rr 1 

" - • " ., , -
-1 - IJa. . Deci poHoCJ1Jul 

2 
• 

" 

• 

, 

, 

• • 

, 

• 

• 

-

, 
• 



o 

• 

• 

• 

ConllcinC· 9.1 . 
• 

Orice polinom cu codielen,; reaU ace un nunilr ..... 
rid,cini complexe (care nu suo, numere reale) • 

Din lic"astă consrcinp tezult;; imediati 

C. n •• c i n ~a 93 . Orice polinom cu coefieien,1 reaU de grad Impar ere -
puţin o rldăcină reală. 

Teorem a 9.4. Ome polinom f a, + a. X + ..... a X·de grad ~ 1 cu 
coeficienţi r.!ti este un produs de polinoame de gradul I 
sau gradul II cu coeficlen,i reali. adiel poa'. fi scris sub 

forma 

(1) f = a.(X - ",l'o , . . (X - 1l#)'~( X2 + b, X + C,)'.' •• 
" ,(X' + b.X + c,l" unde ",. ~ " 'O "'j .. n fi bf - 4c,«', 
... b! - 4c, < 0, 

Demonslraţu, COG'orm COIl,~cilllei 7.34 f ar. descompunerea (21 
I c: a. (X - ~1)·' ţX - 'X~PI, ... (X - CX.:*"lUlde 1%1. 1X;j •••• , :x. sunt rădăci-· 
il 1 lud f. Pres\.. mncIT' că !lI iJ.~. _ . .• «., ~Ullt toc: t e răd3.t..:luil t! reale ale lui 1-

• 
R. \ăcint,~ C1p+1 ...• '1-,. Sl1;l+- compltx . Ln n .. răt!k li). .'+1 care are ordi

'1] 1 de multiplid~lt-e kp+i C';ln 0:,+ l.:'ste v rdd~("jl.ă al..: f. există o rădăcinA 
:z,t,(i ~ 2) astfel încât- :29+1 i .... 1 • După te .... (' ... 'a SI a\'1 m kp+ t = kp+ , • 

r., <!,sc')mpul1ere~ ':!) gruflrr. flctorul (X - "H.l"+l,ctl factorul 

(X I1,J ";t t {.Y- - O'P+I)'P+I 

~ 1" Dt " k. , . b, , " 
\tJUcl în d\. iC( 'n r -In .'1 

IX IJp~l)k, '( \" ". " , 
• 

ooot 111uar> • ...., J ) ( I 
el, >mpunc e , f 

I ~ ",ti) ş, C, 

.' • > [Jelol ul 

, \-, bX , ţ 

[ to. ţ C 

n s Il f , 

• 

CI" , uhd(, 

li " ni' 
(' 
• 

~,' C. E n Dac" d. 

compI~e ale lui f 
, 

L !!le arate ci d ci I.l fo.!: '":) "., ;:nl.l~ f .... c.\'" + XI .. 't' • 
IS. fi ~ det:;>:nlne G şi "Şl 1l)1 l ,. \'" • Iv ~ _i 

cu lla.!e t '1d '\c i n Ue It. 1. 

fl.lnd el 1 + 21 e=t 
3. te ecuaţia 

2"' - IX~ t 21x4 + .1' "'" " 
i1?l 'll 8 ee; t 

o _, b Q R. 

• 

• ' "'" ~2."", 1)2"1 + ~ + I s I""!1 _ • .. "', -, b • EI R ca • ~ O. SI se lUa't" el 
c aţi, adrn1te Cel IT' lt d 11.11 rld!j u~". 

oi. SI le • ...t :rm.aae 1dA~fn[le "IOIinOtnu.ia 

f - "°1 \: + X'.ţ 2X· + BX' + ~ 
ftltnd ci admf ~. r d ,.dns 1. + 1 

L SI te rv.olve e":Q:l'ţJa 

f\ .4 ci 1Ubu1t.. ri\d3 
•• li. se ra.olT .. ec'I\tlţ.la 

:rf, - 'S.l.. f- .t • 

l3 1 :. 1 

•• 4.t' r- 6~ 
~ ci admit" dd1, "'. 2 1 , 

, 

• 

h+ 5.0 

, 

• 

ce ... t • 

, 

I 

o 

• 



, 

, 

.. - .... - u + I - o ...... " 1_1 <l J. 
SI .. 'arate ci to. rldlciqUe sunt . de modul 1" 

.. 5' Jt d~ • ti ,. şi apoi si1 se re.zql ve ecuaţia 

0, a-4 ->'+nu'+2~+n _ o 
. d • admite t'tW/lcina 1 + i. 

şti14 c.. • 
tiJ,Dd cA poUnon1ul f - 3X· - 5X ' + 3X' + 4X ....... 2 are rădăciaa 1 + i, ai le C ...... 

.. ţlldalte rlrlAcinl şi d ~ descorupun:t ~polinomu1 J In produs de poUCJ.oame de cra411l I 
; H ou coeficienţi reali. '. 4 

' :\ se ddCompU,Uă pohnomuJ. f = X' + XI + 1 in fact j:)[l cu coeficienţi reali. • 
1'· ":) ...... .. ' , 

51 'le desCOmPWlil tn fa.;:: ... ori cu coefIcIenţi re~h pohnomul Xfo + L 

1!' Fie / ,1 g dou~ poHnoame nenule <=.u co~icieuţi reali: pacă polinolllui j (XI) + Xt(X') 
1~· e$te div1z1bil cu X· ~ X;+ 1, atun Cl J ŞI g au r ăd.1clD3 1. 

13. Fie f şi : donă poUnoame nenule cu coeficienţi real i. Dacă polin~mul j(X:) = Xl!'g{X'). 

e5te divizlbll cu XI + X + 1, unde n este un număr n atural ca re nU" este divizibil cu 3. 
4tU1lci f şi g au răJfi.clna 1. 

li. :'.1. ->e dcterm~ne PI'J!ino,uncle Cu coeficieu.,li reaJl <,le gratlu: cel mai ~Ilic care au ca r~d~cinJ: 

8 r.1d1.cina dnblă ~ ;şi rddăcina simplă 1 + i, 
Il: LidJcina d.tlhJ~ i şi r.i,iadlla dublă ~ - i, 

rJ.,l:ieiu:\ tripl:1 - 1 - i .yÎ r.hlJ.cinile :simple 1 ~i • 
1. 

u, :;01 se rezolve ecuaţJa • 

• -
(~ + i)" + (, - i)" _ O 

• 

)i 's,\ se arate c'\ are ttld~e r.id.u inile reale. 

16. S\ se arate cj p:,I'Dom!.l1 

X'" + X!h+1 + .:\"4'+2+ X4J+3 

a, b, D, J fiInd nl~';le!'l" u,lturaie, c~te rlh-iziiJil prin ~"';' ,,\! + X + 1. 

§ 10. Polinoam cu coeficienţi 
cu coeficienţi intregi 

• • 

raţionali şi polinoame 
• 

• 

• 
• 

• • 

• 

learem a 10.1. 

• 

Fia I un polinom nenul cu coeficienţi roţiopoli şi o+~ 
(c~ a. b E Q, b > O şi .,F:, Q) o răd&cină a lui f. 
Atunci ; 

• 

1 a - ..j'b este de asemenea o rădăcină a lui f; 
r cJ + .fb ~i a - .Jba" acel,şi ordin de multiplicitate 

DtrNJn8t'aff.. 1-, ('!Inform proprictiiţii iv) din § 4, avem !(a±Jbj ~ A ± VJb. 

1"1 /(. + ,(i;i - O, ded A + B.;/b' = O. Dad B l O atuucl .Jb' = - ~ <ii Q. Dar .{b'e Q; 
• 

<"'1 tr.!"," B ..J- ' ol t ea' 1(4 II'!< -. ~ c. - O. C fU A ;, n b = O obţll1em •. \ A . ' n scos " - ... / 

... A - BJb-_ O. ~ ele .. J a .. "b~ este' de oQetl1C'tlCI'\ o ddlieini1 a lui f. ~ 
~ 2' Pretat: IneT. ('A a + $ c.'lte o rldl1cin:l A lui f având ordinul de mnJU.pli~tate m • 

• 
• 

f I .Jbi f O. 

• 
141 

\ , • 
I • , 

• 

• 

• 

• 

, 

• 

, 

• 
• 

\ 

• 



• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 
, 

• • 

• 

• 

, 

• 

IOU 

.laI/ .... /(,-Jt) -. " .... 
{. -./. - (. +,/.,.111. _$)oJ' 

• 
• (-2,.fbj.g(. -.Jbi- O. 

• 
. , . 

C"'" • oF O •• bDeI tr.bui. ~ ,(o -.Jbi-p. ~ l' 

• 

Diu teorema luI Jllrout put .... scri.,= [X - (. - '/'ii], •. şi deci f- [ X - (. o/- "lijJ·(Z ~ 
- (. -./biîi: - (XoI':' 2.X 4- .' - b] "[X - (a +./bJJ"-' 1.: . ~ 
Cum X- - 2aX + .- - " este un polinom CU ooeficicuţi raţionali, rezultA ci poliaom.t 

• • 

/1 _ [X - (a +.Jbj]_-l Cl are Micienţi raţionali. tn contiDu.nre se procedeai.11 uact. ca t • 
• • 

teorema 9:1. 
• 

Se .obţine c~ /J -,./'beste o dtdl1cin~ Qvâ.nd .ordinul de multiplicitate tn. , , . 
Observa/ii. 1) Teorema 10.1 se aplicil Dumai atunci când polinomul cu coelicftt1ţJ 

raţionali are .o rddăci'ltl pdlraJicti, adicA un număr real de forma a ± Jb unde b l> O şi n 
au ' este un număr raţional. ~ 

2) T~orema 10.1 'uu mai este wIevArat'ă când:pclw0mlll) nu are coeficienţi raţioDali.., 

De uemplu" polinomul f.." XI -,";2'+ ";3;,.y + ( . ./6 +'.J:f -Jf _ 1)' Bre coefi

cienţi nu l,.{lţi numere raţionale. Rldlkinilt" lui f sunt 1 +~ ~i J3 _ 1. Se obsen-l ci / 

au are ~i n1d~cina 1 -",2. • • 
E.l:t.mf'l~. 1; f.;1 <;e glsf"asd riid:l.<'inile polinomului 

I • . 
J - X· - 4X i + XI +- t:iX ;- 2: ştiit:d ~ă admite rlkHkint\ 1 _ . ../2-. Din teorema 10.1 rezul,tA 

di. f nr~> ~i răc11kilH I T~'2, Dtr; f"" dj'.idc cu produs~ll [X .... (1 ..J2)J(X - (l + Jif]= 
"'"' ){t :.!.\' J Hft'ctu<'lnd lr;T 1rţlH:a In f OI X' - '2p.' _ 1, f ~I' scrie . , 

X' "\7 1){.,.p -.!Y 2) • 

RlI.d,'kll; !I! " I l' I 
, • " I r. 1 n "j. . " 

, 
" d'id~~i li!!:' 

, - ./? . 
1 +./"' . • - . 

I </. : 1 , • 

~\ , 
~ dch.:nn ne un m f ţI 1 r • , 1 d, Eraa.1l1 Cf"_ mJ.'i trJc c'are 

admite :'uUc- n • n 1 
, 

1 , , 
• t l:"1r:!l L~buu~ ! l ŞL rădii-

dQile 1 '. I ./2 tu I e c p • 1 
X •• - ')[1" v I ']1: t''\f2JJ !' 

,,~ l" (! 
+ X' .... , 

"P :..:. X-) -= ~. 14X - 1 
DtoaF ce l1ltiul kl :r'l ,t!:; are c-

• , . • 
• t ent - ... ~, 

• " { It: ~ .\: RY- + 2 " 14X - 10. 

reo"ema10.2 F,e f c X· • 
, . 

fx .. "nom. de .Vadul n 
• 

t(n ,. 1) r ., , 

( ..... q "'ume re 
• , 

• 
p!ime .t~tre de) este o răd;'lcină raţională 
1 P dIvIde te;m.nui liber o a lui f atunci: . 

2- b divide coeficientul ter~~nulu; de d 
g", ma""" 0.. 

I,etnonslral,e. Cum f t:...) '" O avem 
q J' . 

• 

11 ) a. + 4,1- + (~'>r . p • • 

g 40" + ... +. - "" O. \ fi • , 
• HQ • 

• • • 
• • 

• , 

• • 
• 

• 

. I 

• 

I 

• 



IDlllulţind ti) cu rt'. ebţlntlSl 

a.1f + a,P<f'-1 + 1I.p'q"-a + '" + -._1/1"-1 f + .Jt'-t. . ' , 
1 ' • 

d. u:lde obţmclU .,' 

, C2) /l.olf ... P( -alrr-' - -H'" - '" - _ ./00-') • 
I .". -: 

, 
~l • ~ . . , 

aoP" = q,( -aoq·-l --: a.plf-· - ' , " - a~_,p"-l), 
, , 
(3) 

, 

D,o (2) rewltă că P 1 a.q", Cum P şi q sunt prim~ intr" e1~. atunci I şi 'q" 
,unt priIi\c Îutre ele şi dGci trebuie ca p să di'lidăpe _.' 

,\ul log' diu (3l rezultă căq 1°.1>", Cum P şi q 'sunt prime într~ 'ele obţi
nem că q di'ţ'ide pe a". 

, - , 

Con i e c in \a 10 '3, Fie r = a.+ a.X 1', ,+ o.x". un polinom cu coeficienţi 
intregi, Dacă IL = P ~ste\o rădăcină întreagă a lui r atunci 

• p este un divizor al termeJlului liber a., 

, 

bi' 'p l' n we ca . al)' 

F.; mp •• 1) 1. se d ţCrIllLnt: d.J,ăcilli1e lPlinowlilui 

f =r X ' - ~X3 - .=;X' + ax + 4. 

, 

teorema 
, 

, 

, 

• , • 
, 
10,2 se 

-

, 
1}C L ',.. s!\ v ri,. m. d L~~ f are r"1d~r--:.n J t "lr~~. A~I!'$te.. fiQC'fi ex:fstA, se ghcsc printre .. 

d 

li' M 4 care 1 ~ ........ 2, ± L 
, 

Se. <L d, ~ b ,; 1\-1 --VI 
, • 

f(2) - O ~ f • 2 - J 
, 

• 
1.4) ~ •• f( -1: -:.~ , 

n"" 1 • I .,rtru I t c;f o1l ... l<ie cu fĂ - 2j(X ... ,2) - X"-4 
p, ' -

R 'idl( ln.ile t t ;<t 

3, I "~, 1 '" 

1, 1 

liiVj'tlrh h" 2 U1J\. 

Couhr;:n tcottn 1 

, 

r' JZ. Deci polluoBluJ f are r:idădu(l c . 

r h.: ~Ue pol i '1I'Jlr.u~ , 
, 

,1_ .. 17Z1 \':'S .~_ ax __ 2 

1, -i~. Iar ('tivi1nH lol 6 9U1:t :II: 1, *2. :h8 ,1. :±:6. 
, . 

lfI 2 f ponte a?~ ftld~sUlt· fracţiouerţ 
• , 

t I • ~ , ;!: - , ~ L 
L, , , 

6 I il 
, 

, 
• 

• , 

• 
• 

, 
, 

, 

n = ... , 

• 

.14a 

• 

• , , 

, 

, 
• 

, , 

, 

, 

• 

• 

, , 



, 
• 

, 

• 

• 

• 
• • 

• 
. J !(I) __ f:f(_I)_12:!(2) __ .:/I_lI!_ZlIl 

i (il-':f(-~l - -·~:f{H-··:f(-H- -~:f{i-)--
, . J{- .!.)~ - ,~; 1(=-) - -"~; f(- =-J-

6 , 1' 3 TI 3 

14 - - . • - • • 

• 
1111 • 

• 
J t 1 

Rezulta c~ f ar_ r~d~iniler- şi -. Deci f .. dIvid_ cu produsul (U - I)(U - II· 
I t ~ 3 

l!fectUAlld lmpărţirea obţine", c~ f = (2X - 1)(3X - I )(X' - 2X - 2). 

, 

. _. 
RMlk.iniie polinomului Xl _ 2X - 2 sunt 1 - ../3 ş.i 1 .... J3. peci f are ,ddGdnlJe: 1, 2.. 

• • 

, 

, 

I I _ _ I _ ,., I +. Iii: , . 
2:t3' '1°, '1 • 

• 
• 

• 
• 

Exercitii • 
, 

• 

• 
1. Să se rezohe ecua ţ ia ::!.1 ' - 5x' - 2x' + 6.1' - 1 = O. ~tiind că admite rAdăCina I.q.. ./2"-

• 

2.. Să se rezohe ecuaţia x' - ~ X' - .1 ' - 2x -- 2 =' O, ştiind că odmJte rl'idăcifla 1 - •• /9. 
/ , 3. sa se det ermine r,idăcillile polinomului 

f ~ X ' - 3X' - 19Xs + I~X' - SOX -

alta e..'It.e 1 -..fi. 
SO ştiind el. una din .r4dl1d m1e lui este g • 1 iar 

" 
01. Să se d('tertnlne r;'tf1.kinile I)(,.Ilinomu!uj 

• 

J"'" X' fiX' + .\1 + 6 ştiind el aGmite r.,dr.cina 3 + .J3. 
15. Să se dctNmine r,-.ll;kiniJe polin(.tlllliui 

f XI + :L'(t + X' .~.\I - RX :! ~tiinr1 ('"J. admite !.1d11.ci.no J2. 
C. Să se af!(" r:\f1:lf'ioile rJ.ţ n"';e 

• 
:e urm1..to.:rell.!r polinoAme: 

8) X' + ~.'(. 14; • 

b) X' - .'(1 - 12.\"' + fiX 4- 36; 

o) X' + 7X' + 18X' + ~~Xs + '3X 3; 
• d) X'+I1X'+ 13-,"3+ 14'y t + 12X+3' 

e) X' + 3.Y' + ?i.P ~OX: .1fiX -l_ i2; 

il 6S' - "3.'{1 + 107X I - lO.~X L 30. 

7. Fie f nn polinom nellul cn coeficienţi Întregi. Dncl a t;::. t. este o fracţie '.iţlut.1 , , 
. i1ă, rldll;cin~ a Ini /. at'ttllci ; - g divide pf' /( 1) . 

• • 
• 

, 

\ 

I 

• 

• 

i irc j ueti_ 

• 

• 

• 

• 
• 

• 

, 

• 

tJ 



• 

• 
• • • 

• 
• 

• • • • • • • 

Răspunsuri ,1 Indlea,ll 
, 

• 

• • • 

, 
• Capitolul I - , , , 

, 

• 
• . § 1. ' 

\ 

• \ . , 
• • . , 

1. a) 3'; b) ,:/fiI; c ~ '2; ' d) egale'; e) egale; f) 2-01.; g) 56 '1 
5, . 

6 7 " r . 0/1 -0/1 
b) 8),2. a) ~-' - . ; b) (3 .2'UJ) · ; e) 5-'; d) 2 •. 3.a)% .. til · 

, b) x " - 2 ; c) .~ > - 7; d) x <.1 ; e) '" p -8; f) <t < 8; g) :& <! i I 

b) x< -10; i) x> -~ 1. 4. a; m > n; b) ".~ n; e) m .. ti; d) m .. . . 

, 5. mai mari d .. cât 1; b); d); e}; m~j mici decât 1 1 a) ; c); f) 6. a)) -6 1 

" , 

b) ' -"6' ',' e) 2 l+·li' '3"- 2 • .;:- , ; d ) (.f5J' . 7. ' dacă O < a < 1, atunci x < 01 

" daC;l a> 1, c.tunci x> O. 
b) da; cl da, d) ro u. 

, 

U. a) 1'('nl, ti a> 1, da;' pentru O < a < 1, nu i 
• 

• • • 

§ 2. , • 

1. 1) x < 1; b) -1 < x < 1: el x €< R; d) % '" (-co'. -2) O 
. O (1, +0:::), e) x ro (2,3) ; f) x € R ; g) x> 1 , 11) x> 1; i) O < x < 1. 

2. aj lc,g,5; b) log,Hil; e) log.J:2; d) 3. 3. a) x l> 4 ; b) O < x .. % I 
• 

I 

e) x F (- co, - 2..fI~ u [z..{i, '1'(0); d) x .. , (1, 51. 5. a)' Il; b) Il; , 
e) 2 : rI ) 2 ; ~) 2; f ) 2; g) 1; h} - 1. G. af - ·0,15490; b) 0,28170; , 
el 1,51107; d} 2,24304; e} 1,19458. 7. a) E=tog,8'; 'b} E=log,3; 

} I l ' - ' E 
< 2' 8. o) log E 2 lo~ 41 . .L ('~ 41 + 510g, 37); .b) lo~, = 

•• t-> . r 13 -fi.. 
1 1 "7 (lor.,4 t + 410&,33) - 210&.\7 - 8 

• • • 

10 ~h;I"_ 'I'_ 
. , I~ .. - Al,,"brl . f'1 , • X.a 

• 

• 

~ log, 23 + log, 29) I 
. ... 

14Ş 

, 

• 

, 
• 

• 

• 
• 

• 

• 

• 

• 



• 

al 
• + 6)1 

• 
§ 3.. • 

.1. O; 1; 2; 3; -2; -1; ~4; 1;2. 2. 0,778; 1.176; 1,505; 1,477; 

, 
. 

1. a) 3; b) 
I 
5; e) 

§ 4. • 

1 4 
- 3; d) - --; e) ~ ; f) - -; g) 

':": 3 

i. 
6. S, 

, 1 .ll 
I ' 1 I 

2:1 S 
I . S" ,·II!-::. 

. , . 21 
I 

• • 

, . 1 ' i I .1 .• 11 4 
·i,'clC . l 111 S, ZI 

1411 • 

• 

• 

2 ) 5 -- 4 ' h) - . 2. a -
' 3 2 ' 

• 

• • 

1 • 1 I j.2 · :! 1 + 
Il li!. ~ ,lnm Ild 

J • • • I •• 1, • • 

, 
• , 

• 



, 

• 

• 

_ I - 1, 1. 51 - 1) Fo' ,mullm ut~tqar" 
I jre Joc S. (/1 r 1.1 - 1, Ac~~a ~ . ~ , 
, I l' 1 I 3 1 !"Ulutidl, II. ,\ I ou , - - ... -, p. = 1 _ _ 1-

IIlJ, . •• '. , , 
I 

1--
4 

1 ~.!.. 1 -.!.. = 2, Obscn'1Î ru că P 2.+ ... 
, 9 16 1) • ~'2 2 ' ..-.-. . .• '. 
4 + 1 A .•. f • , 

, P, = 2. 4 " tuncl, II! general, orU1u~ăU1 Următoar~a ipotezll 
3 + 1 

"" 2,3 , , 
"+1 

, 
• , 

p - • Aceasta demonstrează se , . - • 
p!'UI 2" 

Pentru orice n ~ 2, avem 

'. 

• 

. -
inducţie matemattca. . , 

• 
• 

, , , 

• 
• . 

• 

, 
• 

\ 1. al ('2 .. b) (4 .. 5). (~, 4); C (o:, [:1, :r), (o:, ,', ~), {~, "', 'il. (~, T, 0:) , 
('!. x. ~). (" ~, "-,. 2, al 5,60, b; 322 560 ; d ) n {n - 1); ţ) (n - 3)"(n _.); 

tl
1 + 3;, + 1 4} \ _ • • ). ' . 

i) - • 01. a I ,~ = 7 o n 0= 6 ,e) n = 2. 
(,,+2) 1 . 

\, .t) " '" (3, 4, 5.6, Î,~, 9J' 1.» n c= (1, '2. 3, 4, 5,6}, 5. 41":'" 24 .. 
ti, JOI 36'28800. a. I I~c,tii:\:'Ul Ull dum'nt dm 4 (pe primul loc) 

ŞI 1111 cklllent eL.I B (pc ultim1l! loc) obţin('''' (11)+ rI - 2) 1 posibilităţi 
de a oHlol1a ctlcl, It e (.lt. it h 4 l. Dar Cllm .1 arc~ 111. elemcnte , iar Bare n 
elemtntl' r "/ li :1. c:.Ullt mn r ... :: li14ţi de r~..: .. :Z,-ll (' a unui eJelnent din A 
i" Il}lInullOl ;'1 1 t'.aJi t.:J Il -,'" cLn B pt' 'LltlllUl loC', Deci lluH}ărul per-
mută1 lor c (' tr.n(m I .. .2 1 !). l1ac'" n <. ~(~ .llltnHlul de elemente al 
"lJţmlll, 'un • (It. ,1 1 (tOo. de .. r.le ,,' ~ 6. 10.61 - 51 = 600 
Il. ,', -.' 1 13. 18 ) '.. ! .6; () nrd"n; (ac" t:1l tl din "" amene tre-

I d.-· '.,ua ~ I 11. ""1 4 . 4; - Rtn nlOdt',..!. -::J. A~(l =- .30 .1 

·29 'l 16. ti -- 4 , h, tJ., - Il: c) 2t,A~~-I:l ' ~ 
17 I Il (9 Iv' 1-) 19; e, tt = iO. 1U. 'frdll1ie ,il aYem A! = 

c P t~· R a II r-el , 1 cs L pc"ib' Iă ".-că numarul :1' e<te produsul 
.. " ua nll1l\ere nat\! · CCII<C _ 1'>(', ",dică t = .",(m 4- 1). Apf,i, se deduce 
le ~.,., ~ + m • 1'. 1 0 {3\ (.1' {3 4,: 20. C,', ~ 4060. 21. C; = 
• ... I ,. J' • J . 

• n 
-~'-

, 
., ') c" w. • 

• 

126 C' . . , 210. ~3.a) C~ - q + 1; b) c~~q. . .. • 

• 

2'.. CI. . q l! sas. 2:;. (~ , c: . C: = 1 680. 26. a) 45; b) 560 1 
cl" 1 (n.f-I)" ... (;'· k+l) . 1'+' _ (t1-k)(n-k-l) ... (n-2k 1 

'fI , - ,d)lO l.<')C._. - 1.2 .. (k+l) 
li 2 ... {k,l) . ., 

f) 00. '.:.7. a) fi, 1,) 5; <) 4' d) 17. 28. O clasă oarecare' conţine, c,: sub. 
Il1U!II~1 AI' - ~o .. n din num~rd~. C:, C., , .. , C· 

U.J; 1'"1f ar :e ('elc SU rlC't('rn11nam 'n ..... 

We ~1 . • n ~ lt + 1 '_1 avem q-l < C!, dl!cl 
J:nal btn.tft. Do_rect C" ,. , 

• lt , 
• 

, 147 
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• 
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• 

• 

, 



• 

• • 

_+1 i> ' '. Dacă" = 2m . elite numâf par .. 
I 

mal mare dintre numerele C:.,. l1ac1i II = :1", + 1 este UD 
C,*, _ C;::~, este cel ]Dai mare. 29. '1) Il > 1 1'; b) 7 " ,. < 12' 
" k " 10; ci) k > 9. 3:1. C~: + CM + qC:, . , 

§ 3, • • 
• 

1. a) Xl:! _ 6,-"x1'J + 15a~.x' - 2,0,, 3 .\' + 15a'xc - 6u'x2 +'a'; b) a' ~;, 
:"'Sa'b + lOa3b' - lOa'b' + Sab' - b'; e) a' - 4a ..j<J, + Sah - 4b ./ab + 
+ b'; d) . ,,' + 141' + 84x' + 280x' + 5(;0",3 + snx' + 448", + 128. 2. 

El) -330%; b) io • ./'TTW.jii;e) -20x)' "i,-,,; d) 12611'b ,\1, ţiii, -126a!b' {lbt'. 
, • 

6 
, 

I . 
• 4. k .. : 9. :-;. ti ~ ~7. 7. ,O l U. J 'ITl dL'Z\o:!.<.:rc, a"'Ull ,ml-

-(m+p,k U, 

prim.,. t:cuaţ,c ri"ll 

POZltl\, a\"(,111 li 

H. PUtH'lIl " 

1 -~ , 
L 

'1, mII ~3(m + 1') = S. Sdzând 
. 10:-11 I 

. â d lâ "1:-'1 obpne = - d<..: 
. k-23 5' 

" -
S 

~ .\ i 3m 
• n c.:ste mtng 

Si, fU J tut
: l 1-' ~. md 

, J 1 (~a ti G.up:J fon::ula biuOTllului 
ltll ~ \:\\' t 11 ŞI • L I x ~ r nI, • 11'1. "1'111t;\ a ('()dic~cn

,-(., 1.10.,,\';;1; ţ.I,· \ tfel 
b J 2ti 

-
1 J. il D 

1 

, 

5Crll~ ; 
(1.- ,..,,.-LI 

T 

n t 1 
x c;>II 1 ~',.. 

1 c 

" 
k + 

, • 

• . ( . 
1 • • . ~ 

• -+- C"-1 • 1 

• 

j 
-
n 

1 .. CI ~ -t l' t ,. 
"+1 "+1 T· 

J 

c" • 

- ("+, - 1 \ . 
1" I • 

.... ""+1,,+1 
I .... "+J.' 

lo) Î.: de'nol-
• , 

C2.rc ~l.' poate 

C" r-
O 

l' ( , 
" r· --t- - " x3 i-

2 3 
C' 

.+~·_,.tl , pl'ntru 
1+" 

1 Şl pLntrt':t' k Se. (.1' 1>,; el 
t "" I kC' nC'· 1· d', S. f 1 "" "-1' ,\ o') l,}!;, ... şt 'lCCC3.Şt eg h+-Rtl' 

Se' foloSI..'ştc t:gali .. 
ca la punct ul c); 
kulea7ă S, + iSI' 1") IJac:l S, fOSt.. P.11M'~ sllnă, -~lT 5, el."·' . " ut n (;, i. 1 1'1' ( 

, 

§ ~. 

3. a) N11.oi"! -102 t 1 271 "o) c-; (" a" La tl'T1n( al şunhlJ: 1,) uu ('ste~ 
nu est", dj nu este. 4. 1) 1 t ) n şn crm,"ul al ;(., şi tl1111cllUI al 9-lea 

egali cu -.;2; e) nu -st . r.. d, 3.·1 . 3, 1 ,3. 1.; e) -1 1 O 1 1 2. 
• .:'"1 'l ~ • • • • • 

• • 
48 • -

• 

, 



-
, , 

• 

fi S, 1,2, -1,3, -4 ... "'_1 _ O, a .. _ 2 • 4 • • .;.(11 -., .! (1 
, 3 . 5 . 7 ... (It - 1) I 

.. a) 6, = 3, b. = 9; b) b, 'i. -23, b.7' -16 .•• a) Ce =15. ,.-4, 
~,. = 43; b) CII = O, C, == 45, c" = -15. 10. al a,. = 3,5: b) a .. _ -ZI 1 

3 ' 
ci a .. = -100,5; d) a .. = 8"7' 11. al 231 b) 190. 11. a) '. _ Il. , _ 

_ 1,5; bl c, = \20, r = -1; 'c) c, = 38, , - -II 1 el. uu .~ _ 1, r _ 8. 
sau a, = 14, ' = -3, 13. al y, = -3, r - 2. 1'. a) 8000 1 b) iii J 

_ 3 1 1 (1 1 
el -245;>0; d) 4850, 15. a) - -, - -, -, -, 1-. 18. a) 65' ~ 1 

. ' 4 4 4 • 4' ,., . 
, 

17. 100; 19. 2500, 21. a) I)acă rt., ~, Y sunt trei numere, atunci ele sust in 
• 

II .... ~· •• -1 progresie aritmetică 'dac" rt. + y = 2~. Avem..". _ 
t» ~ 1 %(% .. 1) 

x+a -l b)' " .... , ţ' d 1 ) '''' .' .' • de = ~ . . ; \'ez, lIlwca la e a a . .... vezl ",""caţia la problema 
2, 

precedentă, 1!3. ""zi il,ldicaţia de la problema 211 il este adevăratll. şi 
\ reuproca ; ,i) dacă a + b + c ~ O este adevărată şi reciproca. 

2;;. Se fac'c lIlducţ'c matematică după .. , 28. L, = 96, b, = 384, ,b'9 = 

~ 768 sau b, = 96, b. = 384, b,. = -768; b) b. - -!O, b" = -10, , 
1 ' 1 5' 

• b, ~ 10, 31. al a, 1, q = - 3; b) a, ~ f.l' q - - 2" c) a, - 31 ' 
, 

5' ,;rOl - 1 
c, = 0,6 sau a, = - , q, = -0,6. 32, d) 2 731) el , dad. ~ oF 11 

~ ~-·1 . " 
x"O - 1 laI, dacă,. = 1 33. a) Ecuaţia d~vi.nc .... O CII :t {> 1 ; b) Ecuaţia 
~ - 1 • 

. :.;101 - 1 
de\'me . =' O cu x;o' 1. M. }', = 8, ,h - 40, Ils ~ 1248 

" - 1 

, 

• 3,3. al nu este; b) e.te" CI nu este 

4- c - 2b # O, 
JU. Nll'n~re1e x. y, 2 reznl',;,ă din 5 1S'i..Cl..rJ.u.! 

x(, + b) = (y + a)' 

Capitolul /1 

§1. 

6:-" - 41 
11_ . dad 

" •• -Ib ' 

" 

;;;f _ ," ,,+. - f!{y + .." 
• 

• 

t. "-) cat.ul -2\ re:; ul 188.; bJ -27, 132 . el 135, 10; d -230, O 
d' 12: 87 şi ~ )2,;, "ll\ţl,,~este \1nică, 3, 6.5,1.4, 13, i .6. Se ţine, cont 

. 1'1,"'1.\ 'a 'm ) rţ, 1 <:" fest. 7. 24, II. l~~c.\ " c,1'", p" aLuna " es~ 
<t: fOTm\ 4k ; d ,~il. " este iu\p'" at\l,\le1 n' estc de focm" 8k + 1 tin par
tic l' I,in,{ ,,' d,' fOI m' 4k' + 1, cu ,~' = U\; nil exc_ , ntnnere pătrate 
pt<lccte CUt si\. d", restul 2 sau 3 prir, intpQrţjl'(1\ b 4 
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• 
• 

, 

, 

, -' 
, 

. 

5. a 

1~-1 (37P. 
are 1lltima cfril. O, 8. Avem 

. ,,' + S:::-' . fi + 1 = It' ',k + 1, 
• • 

ci4(" + 1) I n2 + 2/1 + 1 - II' 1 
+ 1), d~ci (n + 1) I 2/1 + 2 - 21/. l'riu urmare 

-3, -2,'O,I}, 10. ,,' - n· o•c (".~ a)(1!2 +..3" + 9) + 
te divizor al lui 24; adică '" . 3 , {± 1, ±2, ±3; ;:1,:4, 

::I:24} , 
, 

, 
• 

§:J. , . 

1, a) 4' , Il) 15 . c 19, l 12 , :5 .'t. a --~ -.-25 , 
1 \_1..: ~ d ? -; i. Şi d I 9k + 4 . 24, b· 9 11 " 

) .. ~ .... G. 
:-. i" ' .1 k ~ 17: + 9, c.m.m.i. " , d I 912k ' . L ) • i - • } 1 

este 17, în :{
,,'d, k," ,,1 J 

• 

• 

• 

, 
d 

la. b 

D 

1 . 1 .. 
1 

, 
, 

fllI .. , 

15. 

, 1 

, 

m 

, 

... )l..l1 
, 

a , , 

, , 
• 

, , , ,>, I 
1 

r 
d~l1 

b, • (b, ' ' 
: _ ţ, • H In hn p' 
de • (:- omp .,.~ 

ţ', 1l.: J (''',li = d' atunCI 

(a 

III 

, 

, 
.' 

bj 
• 

R" 

(1, ti, 

J 

'- .. ' 

I 

• ~.ii(' 1<\ 

1 
r -- este 

I ,', A) 

b 

(b, e) 

I ' (a 
I ' 

. 1 a 1111 /J şi b. , 

lacto i . 

... Dia 

, • prlJ1l CU 

11c4 'Joi ,rull,i 
p1'1.ln! 

nplieat.l lui • h • ŞI 



, 

• 

• 

• • 

• • 
13. 8" + 1 ... (2")" +'1 ... (2" + 1}(2"" - 2" + 1). 

• 

It Dad\ ti FO p(jJ - 1) cu p prim. p" 2. atWlci 2111-11 - 1 .. 
.. (.!,-' ,- I)k, şi din teoretna lui Fermat avem P 121>-' - 1. i)e a-.ha 
(ti.~' -'- 1) "" (6,~) = 3, 16. T:eD~ie ,~~ av~m 3" = 100k + 1. fentru fie. 

, c~rc " E N consIderăm r~tul IInpărţml lUI 3" la 10l. Putem oDj:iJle"dIIaI • 
10' resturi distincte,dcci există n, > n" astfel încît lOII (3" - {t'o). Mei 
10'13 .. (3"-" - 1) şi deoarece (10",3".) = 1. rezultă , IOtI ljo.-.. -' 1. !ldjcl' 

3"-" - I = 105k, 17. Deoarece 10' şi -l 9-79 sunt prime între ele re&ultl c;I 

, 

există k.l e, N. astfel încât 1 , , 

, 

10' ' k ~ 19791 = 1, d~ci , 

10' . k + 1978 = 1 978 + 19791 + 1, .d.eci 
, 105 • k' + 1978 = 1 979 (1 + 1). 

-

• 
, 

Capitolu l IV 

§ 1 - § 4 , 

, 

, 

3. J + r ("o + d o) + (a, t- ăJX ,. + (a , + 4.)'y·, Ilu merele 
.1'1 -!~ tia. elI -/- ă , .' . " {( It -t- â,. sunt reale: Il =- of,d o + (c'r,4 t + a140)X + . 

(,lţ,ă:! + aja l -r 1I 2ău).\ + ... -t- a d X~", ltU1Jcr...Ic (l1 /a/1' aOd l + aJdo . .. ' •• • - - '-;1 ,". Ci,U! t alo,!'l,,, o •• :t ita. ~ur.t re'.l (', 

'o. Krad -U~) O ..... ..,rad! t- g,ad t; O ~ ( r: C, , 

G. a)." 1. "'" r:r~d/ O. m = ::! P F 'f 2: In '" 1,2 =<> grad J=3 
bl,,, ± gr:J fI; m r ::!;i =<> grad f 4; 7. D- rLf ". + a1X + 

. -+ « .. 1." + aa' .. : d..ic.ă aII of:. {} ....... g :: "+1 XAl +1 - ........ 

- ,,)C": ,1i;1L' 7.. ("1 It 1 l ~ XI - a~+l A i~ 1 - ••• - tl.X". 9. / = 1 -
- 5X + 2."(1 \0. J(C) il O = b O; /(1) .: 1."" a';;: ; Il. I{},.') = }(o'. 

• 

• 
" . • 

• • t. " q 1,:4 ~ ," -·2X' - 6X - 8; r 7X t 20; b) q = X ~ 6; 
1z 'v 7 ,.. 2' 4';" X' X · 1."1. .,,:'{ ~\.~ /\ .. ,r - .lI. ... .... .... Jq= - , 

• - X' ... 2X 6 '1 - };' ~ A' - X + X' + Ă - 1: r = O; f) q = 
;a X'8 _ X18., Xl' X:!4 _ Xl! + 2 .. "":t. _ .,\:l3 '"_ ':I~ -! 2..\."1.1 _ XIV -

-X, 1-3X' _?X' }'+ 3X'- 2X' t-2X - 2X+2, .=0. 

, 

:l.<;e ri! (' 5X 8)qt2X--7Cl.1".((O) · -15şiJ(3)= 3 
li<! ohţi,,~, }CI (,., +- lSX _ 15. 3. Se. nphcă Il'licltatea forutllci 
11llP;'~ţlrll 1 r .1, '" .0, C ,,_ 1.:>, j'q Ă"3 - 2'>'::' - 4X ~ 10; 
, - -9 b) q X. t!..'\" r ex' + .. X - 5;" 7."j., - X' + 
... X· + X '.1 , O; '! ". -4" r! 7~- lZ}i +-'2.( ;, ,:, ~ 50; 

• 151 , 
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• , 

• , 

, 

, 

r- - - -- 8 .16 
. . 2 2 '5 ,7 n. 

7 15 23 . g) q =' X. + -3- Xa - -9 X +;;:;., ~ - X' + - x - ;, = 4 ' ~I ,2 4 

. lil5 8. m = do3. 9. a == 3, b = 2. 1 •• X' L / .= X!. 7. tii - . - 8 . 
-1.1'+2. 

., . 
, , 

• § 6 • . J 

101 99 5. P =·1 - q', m = -q. '3. m = 8. 4. a = -32, b = ,c = - . . 
- - 9 b = 12. 7. în general, nu. Il şi 9. se \pheă teorema 62.4. 

~O.a al X' -+ 1; b) X2 - 2X + 2; e) X' - X +); d) X + 3 ~ e) X' + 
+ X + 1; f) X' - 2,fiX - 1; g) 1; h) 1; .i ) ~. 11. Se aphea teor~m ... 
6:2 .4. 12. A = n, B = -2 - n, 13. Se arat a ca e.m.m"d .e. este 1. 

§ 7. 

1. Se scrie X' - 4X + 3 = (X - I)(X - 3); a = -4, b = 3. 2. -1 , ' 
2 ±i,fi. 

.m .. ~ •. ,. , 3 O· O 2 4 .' a = --5 b = 1. 5. x' - x2 - 4x + 4 == O, 6, 
"" - 2,' - 6,,' + 2Ox' - .9x + 6 = O. 7. a) (X - I)"(X + l )'(X _ 4) ; 
h) (X • 1)"(\ - 2); e) (X' + l)(X - I)(X + 3)'. • 

Il. Se folosl'şte t,,,rema f' 2.4 ŞI t"Of"ll);1 D'AI"l1Ib~rt-Gauss , 9. Se 
apileil eOll<,·, inţa 7 :\4. II . A se ""dea cxuc;ţiul 9. 12. Dacă 1 =. (l o + 
+ u l

·\ l' . u",' ilt:- ci /(/(X)) - I(X) ~ (a , !" _ a. X ' ) + (a._t/,-t
- a,._lX,.-I] -i- ••. t- Il (j - .. \) Se ţine COllt (:;. f" - .. Y'- ~c: di,"ide cu J-
- X oricare ar fi 1 " k <;; ". ]3. a) Dacă" este o r"d~cină a lui X'+ 
+ X + 1 u, Ul ,,3 = 1 "Î ,,2 + ,,+ 1 = O. Dar (" + 1)"+1 + ".0+0 = 
~ (-iX'),"+1 + (iX")~2 = -,,'..L ,,' = O. în continuare se aplică teorema 
7.2.3. b), d), el şi il ~e f z.c C" exerciţiu! a). c) (X + 1,"+2 + X + 2 = 
= (X + l,'f \" + I)'Jo + X + 2 = (X' + 2X + I)[X(X' + 3X + 3) + 
+ 11"+ X -+- ~= (X'+3X +3) - X-2]'X(X'+ 3X + 3) + '11"-t 
+ X + 2. Se dez"oltă apoi paranteza [X (Xi + 3X + 3) + I ~' după bmo
mul lui N'ewton. 

~ 

14. al Facom schimbarea de va riabilă x = y - a In ecuaţia dată 
2 

Obţinem y - a ' + a y - a 2 + bY - (J + _ O , 
2 2, 2 c _ . 

• bl. în ccuar
a dată se face schinlbarea d . variabil1\ ",,.;, 2y. Ecuafia! 

cauta!a este 8y + ,lţa.y'. -t: 2by + c = O; e) Din cgulităţile y = 11.'" şi :ro + 
+ a.1l + b% + C = O efunu,ăm pe %. Obţinem y(y + bj" _ (Il}' .... )1 _ Q • 

• 152 • 
• 

• 
, 

+ 



, 

, 
' )5.'111 '" ±48. U, , ... 6. 17. II" + M ... Il - O. II. a) 1 ~~ 

li ) 1 ± 2' .... 2.L i; e) - 1 tb.J5 -1:il 11 '" 1 
1 ± i" .. ; b 1, W . 2' . 1 •• + 2' .. 
1 .! şi -1, 1,3. 

, 1) • 

, 
• 

~ . 
~'O. x: + x~ + xi =c4 - 2",; xt + ~ + x~=jll - 4aia, +~-4al"" 
23.3. lM. -1, _1, - 1, - 1, -2. 25. 1 are ordinul de multiplicitate 

2, -1 are ordiuul de multiplicitate 3. 

• " • 
, 

§ 8. • 

d) ± )6 t .JFj ; c) ± I ; 
• 

1. a) ±3, ± 1; b) ±4,;:I:l; 
, 

'6 - 'i, , f f-
:t; \ ') v- ; e) ±V3+",3; - ± V 3 - .j3; f) ± f ; ± ~3 ; g)± + I 

1 
± ~..fJ.; h) ±i, ±1. 

2.a).H;±~ ;b)±.JS,± I;C}±llth.f~1 d) cj:2; ±i";;2, 

3. a) " - 2S,' + 144 = O; b) x' _ 5 xl + 1 = O; c) x' + 
18 144 • 

+ 13t' + 36 = O; d) , ' - ~9X2 + 100 = O. 
't. a) se discuU r"d'lc;nilc 'ocuaţici rezolvente r - 2( ... - 4)y - ".'=0. 

F.:uol',a datrl are:! rădkini rcale şi 2 complexe; b) dacă -12 < In <00 
ecutţia arc 4 r:ld:lCll1i complexe: dacă m ~ -12 ecuaţia 'are 4 rădăcini 
tell" ; c) dacă 1IL -... O ccua ţia are ... rădăcini complexe; dacă In < O ecuaţia 
ar~ 2 rădăcini reale :ji '2 complexe; d) ecuaţia are 4 rădăcini r~ale oricare 
a:r f fii E fi; e) are:! răd'lcini reale şi 2 complexe; f) rădăcinile ecuaţiei 

tezolveute sunt -3 ş' tit + I Dacă m '" -1 ecuaţia are 4 rădăcinj 
2 • 

O)tnple~e; dacă '" > - 1 ccua ţia are 2 ră<ilcin; reale ti Il complexe. 

• 

, 

• 

• 

, 

1 ,";15 
~. Sc,facc subSliluliax" =y, 6. a) -1, -5, -Slb) -1;-ld;,IŢ 1 .. 

o) 1, 5, -Si " d) 1, I ± i";7, ) I -3-;b .J5 f) 1 l±i.j35, gJ 
4 ,c - , :2 ) -, 6 ' 

-1, ~i; b) -1, -:3 ~ i"J7, 7. i) b ~ 3a"" • _ -a) li) (b":' ~)(. + 

.. ~) ) O, ,',",) r "-1 ± i.j3 
, (b - 3a)(a + b) < O. 8. a) -2. - 2' 2 1 

, 

Ij3 
• • • , 

• • • , • 

• 

• 

• .. 

, 

, 

.1 

• 



• • 

, 

, 

• 

• 

ti: 1$0 -5 ; e) '1 ±. i$. .::!: , 
.1 -1 -1 1 ± i.j3 . i)'} :i: i.J3 -2 -'- '3, g) 3 dJ J5 _li 
~ , , ~ , . 2 ' r:D'V~' 2"'" 

i. Ecuaţia rezolvel1tă est.e y2 + 2)' + II - 2 == O. Se pune 
•• nea~ă ecuaţie să aibă ambele rădăcini .aparţinând intervalului (-00, 

I tii. +00). 10. Fie ecnaţia r~lr::!:~ a,~:x!'~ + a~~_lx2~-I+ ... + 
+ II. ~ O. O împărţim cu x~ ,şi obţinem (1) a",x~ + ~ + a2~_I~-1 . ~ 

• • 
II, a, • 2 a2 o F -' b', ţ' 1 4- 4- + Q2p_2XY- .+ + .. ' = , acem su stltu la x+ __ 

,,;-' x~-, , x/'-,2 - , X , 
• I 1-

- y. După binomul Jui Newton avem y' = x' + -.. . + q x,..!, + + 
x l.AI-l 

+ CI x>-' t 1 • 

+ .... 
• , 

Dând valori lui k = I,::!, "', p ,;e dctelmină " + ~ in raport cu y", > ..... '. 
,..-., ... Ecuaţia (1) se trausfVJlJă într-o l'cualll' de gradul p în nedetelnll-

natay, l1. a) I 2., i, 3~ 0..; 3 - • ./5 1) _1 1 ± i.,ff -.1 ± i ",'3 
'45 2 :2 ,) , 2 ' 2 ' 

eJ -1, 

, 

• 

~ 

I± i-v;! 
5' , 

• 

,--
2±i...j21 

6 

• 
l·f(±i)= (i-a)i, 2. 

- 1 1'.I:2î , 
, 

• 
, 

• 
, 

• • , 

, 

, 
, q 
J 0- ~ 

• 

a = 57 • b = -80 , 5 ± i ../39 ' 
XI .2 = x •• -2 ' . • 

• 

, 

\ 

• 

• 

• 

3. R"dueere la absurd. Rezultă că toat (,' l' ' '1' a rac aem) (' sunt reale. Dar 
Ix, + x, - x, + '.1' = xi + x~ + xi + x~ + 2. ~" T, ..,. (20 + 1" = • a 

• . IOIOi <;<4 

- ~, x: + '(2. + 2)', absurd, '" f = (X ' -/ I)(X' + .\: 3 + .2X' + .\! + J) _. 
, 

• 
- (X2 + I l",\" + X + 1) ,'ŞI' " d'" 1 ±,' F3' 

\ . '. -1 fa aC I lll dllblC;:1 .'\ 12 = - '\i. 
, ? -

6./ ~ (X' - 2X + 2)(.\" + X + 1) (\i:ci 1 ± i şi 1 ± i .J3 -1 
, , " , G. f = (.\ -

- 4X + 5)(.\" + I}, deci 2 ± ii ±i 7 's -
•• tid in cât f .. (X' - 2 cos ak + i X~ (. d~1l10Ilst~l'a71i c" <,xistă n.b R 

)( - ~ cos b.\ + 1), cos n şi c<,.6 
154 
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• 

IIIIIt dilU,clui1e ecua ţi~i "2 C - o:x - 1 ~ O adiel ,~ai :b i ,,2 + ,8 J ~ 
c~ ·1"1 < 1 avem • .J IX' + 8 < 3. Rădă,cinile l!1i I sunt cos a :b i ai •• 

. cos il do i sin b, 8. 1= X'(X' - 2X + 2) + XIX' - 2X + I!) '+ mXI. . 
~" 111 = t. "" O; I ± i, O şi -1. 9. 1= (X' - 2X + 2) + X _ 1 _ • 

• •. , ,. 0) \" + 1 '-.JT3 X I + Ji3 1 - 1 ± 13 
== 3(.\' 2,. + - . 6 • - '. G . ± _ 6 • 

, . . , 
10. 1" .Y' + :!X' + 1 - X' = (X' - X + 1')· (X'+.X -+;1).11.1_ 

= X/+ 2X' +. 1 - (.fiX)' "" (X' - ,J2x + I)(X2 + ../2X + 1) . 
12. Dacă oc ",te o rădăcină a polinolllului X' + X + 1. atunci cum 

X· -'- X + I I/(X") + Xg(X' ) a\'em 1(1) + ocg(l) --c O "'" 1(1) ~ g(l) = O. 
13. Se face la fel ca 12, 1~. a) 1= (X - :!)'(X' - 2X + 2); b) I-

I , 

~ (.\' + I)'(X' ~ 4X +5)'; c)f= (X'+2X +2)'(X'- I). 15. x + 1· = 
~ x - 1 

, . . x + ; (2k + Il" .. (2k+I)" 
= -1 = COS 7:.+ lSlll" "'" ' ' = cos . + 1 s:n (O .;; 

.\:-1 11- ti 
• 

1 (2k + 1)" . ' (2k + 1)" + cos +. Sl n -'-_'---'--
, 

x 11 n 
" k',; 11 - 1) "'" -- = ----:::-:_----,_ 

- r I _ cos (2k + I ),r. -- . (2" + 1 )" 
- 1 SUl - . 

• • 

, (2k-'-l) 
= ct~ n. 

• 

,,' 2» / • 

lG. X' + X' f- X + 1 = (X -1- l )(X + i)(X - i) şi se aphtă teorema lui 
B"-!Ollt. • 

• , . 
§lO . I 

, 

• • 
• 

1. 1 + .j'i. 1 - ,fi, -1, C·~. 2. 1 ± ../3. ±i. 3. 1 ~ .. fi, l' + ../2. 
2 

: 3 -',. 3 + i, -5. ~. 3 - ../3, ; + ../3, -:-1 1 i../3. 5., tt..j2-:- -1 de 

3 0
'1 G. aj 2,-3; e) -3, -1 de 4 ori; d) -2 de 3 ori; e) 1, - 2,2, -3, 

• 

-6 f) 2 3:3 2 7 S . ) f P I 1> + l ' P' + ' " -. . ~ e scrie f(1 - - = al - - a 2 --
2':1 . q q rt 

+ ... +a. 1 ~ t·: .,.,p _ q' g"/( I) ~p -gl/(I). 
q" . 

, 
• 

• 

• 
• , 

I 
, 

I 

• 

• 

• 

, 

• 

• • 
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