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I'RELBlINARII Capitolul 1 -----, -

, 1. ~U~I~RE 

PC'sto lot in aces t manual vom Bolu l'1I ~ 1ll1l1 ţ illH'I\ nU1I1H(;Iul' lI ulul .. l\ ' 

N = {O, 1,2, .. " 1/ , o •• ], 

Refel'itol' 
priotiiţile: 

la auunal'ea şi Înmulţirea 1lU1llel'clol' Hul Ul'l.llu an;~.' jlL (ull pr'o-

1) (.o; -'- y) + o = x + (y + :), 
2) O + x = x + O = r, 

3) x+y=y.+ x, 

4) (xy)o = x(yo). 

5) 1 . x = r . l _r . 

li) x(y - :) 

7) xy = y.c 

oricare al' fi x, y, :; E N. 

.ry :r:; . 

De asemenea, vom nota l'l! Z. mulţinwtl IIUffi f' l'e lo l' intregi, 

z = { .... - n , .... - 2, - 1, O. I , :t ..... n, o,,]. 

Acceptăm ca adevărate pentr'u adUnal'f'8 ~ i inmulţll'i:, a numel'elor intregi 
proprietăţile 1) -7) precum ş i propri('\ atea: 

8) ,t..,-(-.r) ( -.r)-r n. V )' E Z. 
• 

Vom nota cu Q mulţimea numerelor raţionale, Q = {alb l a, b E Z, 
b * Ol. Pentru x E Q, I * 0, I = alb, notăm Cu x-' numărul raţional b la. 

Avem: 
a) XI- I = ,,,.- ' x = 1, 

oricare ar rl :t E Q, x #- O. 
CU R va fi notată mulţimea numerelor reale, Iar ('ti C mulţimea numerelor 

complexe, C = {a + ib l a, b Ee Rl. Pentru adunarea ş i inmulţirea numerelol' 
reale (complexe) acceptăm ca adevărate propriet1l ţi 1) - 9). , 
i\vem: 

Ne Z e Qe R e C, 
• 

Litetele folos.te mai sus pontru notarea mulţimilor de numere mep \;p 

nate apar In textul manualului culese aldin (gras). Pentru scrierea lor 

• 



, 

mAna (pp hArtie sau III tllhlll: 
8upliull'lltnr'i'L .\N~!\tl\ (' Ofl\' Pllţll 

muLil' l\ uri uni ii . 

) la litt'rt) l(~ dp tipar u /. ualp bf' lidaugu fi h
nll 

tip JI () tH~iI8unt r(J Jl ~lU l'at (' fII Ilt"l'al llld 1111:1 1( •. 

1) .'s, 1.- 1I t1 lll t ll ' /'n \ 111 1l1l 1. S , I j't'tllll lll l ll ii d t' lllllli t l <t\l iI Hit" •, St~ şLÎt' l'i\ " ~ 1111 

V I /. " h I O. Puli ' lJI I'n " tJP l lIW 101 11"14'\1" 
1 ~ :::.. (}. aLIIllt ' j ~ a ' 1. l ' U (1 , U '- IJ, . " ' . 

, b I lil 11 1\' 1 1111 11 /\ iZ01 ' ( '111111 11 1 t 'j a l b f' s l(' ir'Ptluclibilil. udi (' il n ~I IIU li{ II I~ 
n"trd rncât IcI > 1. CHIn li '!. '1.h '!. 1't';I, tII tit ,'fi (i z f' k l l ', P d ~> II,-!, / /1 (, I I' Iiii i 

, ? ; c: ~ \ n ' rll l ,a '!, '2b '!., 11 4'( " ~flî f, '", !ţ l - Z I /]L, t'i't dp unde a = ... 0, > t ti ((1 '- ~. • 1 ,. 

, l' " 1 a Ill l I" ." l di\' izor e OllUlIi IlI ' 2. ( .l lld"iJlJwI,p, . ŞI b estE' }UlI" { Ctl a ~I} 1 ,, \ .. . . 

t . 1. /)1( lII i1/1' . SpIlIH'1Il l,r, 1111 IIHlIIiir illt, I't~~: ti ~It(·rtt ;11' (J.) / 1 ( '~ t l' 1/1/1" 

dt' ultra II' darii 1111 SI' tli\' ill~ "rin I):itratul JlIl" , UIIIII 1I1I1I~ar Ilrlln . 
I Astfel numel'ele 6, 2, - 1.\ _ 1., - 3 s in L liI"'l'e ci p (l a ll'all' , ,\ J1l n"JJ ,I" I{JB 

şi - 40 nu s inL libel'e de păL I'aio c(lr i 108 - 33 , 2', - r, o (-~I) , 2", 

Dacă d ~ O atun ci pl'in II d nn t .l m I'C-uli ralul Rrilmdi (· ni 1111 il Hd j",J 

unicul număr' real oc ): O as tr(~ 1 încât :x:! = d. Dal'''' el < O, alU IH.:i 11 el i ~/ -do .- . ,--
unde 1- = -1. Astfel V - 3 = l \; 3, 

1.2. T (' ore m fi. Om':i ,L (':-t(' un IIUlI1:1r Î1l11'r!! lihrr fir p.i tra tr . atullf'Î 

1 ti e (1, 
DemOItSINl{ ic. Dactl d <... O. a l UIl (· j· ~ ti p ;-; t p nunul " r omplr x ~ i deci 

V rltt Q. Beminr 8<\ co ns id"I"lJn ,' a z,,1 el > 1. OJl"ă 1/ d e Q Ht u n" iv,i = ab, 
a > O, b > O und e a l b rs tp o fl'nl ' ţip i l'(' dlld ib i lJ. AH' l1l db:! = a2 r;: i dal!o 
a = 1, atunci b2el = 1, dpc i (l = 1. Cll l1ll'adi l'ţ il ' . DrcÎ a, > l r;:i alu nci a 
admite un divizor prim p . . \ ~ 'Hlar· n pc. ( 'li C E Z. de und e' b'!.(1 = l rz, 
Cum fracţia a l b PRte il '\' dul'l ibil;~l , P Illi di\' id l' pl..' b, d l)C Î din I..'galilatea 
b'(/ = p2c rezullă că p2 di ,' id e pe d, Conlradi c ţi e, 

:"Iumel'el. de fOI'ma a + bV'd, cu a, b E Q ş i dintre!! lib el' de plUrale 
se numesc numeri' pcitral ice. Astfel : 

• 

1 + Vi, - 1 + V - 3 
2 

-

, 

- 1+ iII3 
2 , 4 + 3 V 5, 2 -3i 

sunt numPI'e pi1tratic€', unde i 2 = - 1. 

Dacă a + bV el şi a' + b'V d sunt două l1uffiPre piilr'ati ce, atunci: 

a + b V d = a' + b' V'd "* a = a' si ' b = b', , 

In adeYăr, dacă a + b V d = a' + b' V'(l şr b # b', atunci 

l/ ;t = a - a' c 
b - b' ~ Q. 

Contradicţie, Deci b = b' şi atunci a = a', , 

, Dacă d este un întreg liber de piill'utl', atunci notilm Cli Q(I/ 'd) mul· 

tlme
,: tuturor numerelol' pătl'atice de r."'ma a + b VI' b ~ Q şi .'U 

I'V J 1, cu a, ~ 
, d mulţime~ tuturor numel'elor pillralicc do forma a + 6 V d cu a, bEZ, 

• 
• 

I , 



• 

atnuri 

deci 

• 
F.= p't'. 

• 

Ş I 

z:V;J] '::r {a + b V d l a, b E Z } 

Eddent 

z c ZLVd] c Q(Vd ) c e, 

itl r când d > O. a \ ,'m (" hi lu' Q( V li) c R , 
~\~t fel: 

I 

Q( V 2) {a + bV 2 ,a, b E Q) c U 
• 

" • 

Zei] = (a T bi l a. b :::: Z ) c C' 
• 

'. - fi b ~ .- (l <.;(' n\lme~tp conju;;alfll lui ;. 

Fie E o mult inw. YOJll nola (' II ~(E) mult. in ,rH t IIt \II'fl 1' pil l'ţ ilo!' (sub­
mu l ţi milor) lui I~·. D Hei"i X , r c ~l(1:l lIlUJlt' l rll X U r ~i X n r \"om nota 

rCu,n inILca, I'l'S lwdÎ'" lIl(rrsrc(ia lui .Y ( '1/ r . 
x u r (j'f[r 

" .r 
\ ~ill1 ,/ €. r } \ 

re~ p('t l i\' 

" n J 't,r( . .- /. \' ~ ) 'l 
J\. \.~ '- • .r...... ~I ,r '- J • 

Amintim ul'tlliltoat'c lp I'l'Opl'id fl \ i aiI' 1'I'IIIl iuni i ~ i i Jl I(' I'~ r c ti !? i : 

1) (X U n U Z = X U ( J" U Z). ( .\ n J" ) n z = X n O' n Z); 

2) 0 U X = X U 0 = X , J-; n X = X n /,' X ; 

3) X U Y = r U x . X n j" = j ' n x : 

4) X U (y n Z ) = (X U Y) n p ,: U Z). 

X n ( Y U Z) = (X n Y) U (X n Z) 

orh:ul'e al' fi X, Y! Z ~ ~(E), unel e 0 (' slc submul t.imea pidd fi lui E. 

:Fie E şi F douH. mulţimi . Penlru o fII Jl (' ţ ÎC' r : E -10 F vom preciza uneori 
~i a.' ţiulloa lui r ""'l"" elementelor x :::: F: prin no taţia 

, r : E .... F. x ~ ((.r ) 

unde f(x) este imaginea lui x prin { . 
• • 

, 
II , 

, 

, 

, 

• 



• 

• 

r._ E o mulţime. Vom nota cu "(E) mulţimea tuturor funcţiilor 

f . E ... E. Dacă 1, g E '(E), atunci funcţia 

1- 9 'E " : E ... E, x -+ h(x) ." (g(x») 

• 
ŞI 

• 

• f 
$e notează cu f o g ,i ee nume,te compusa funcţiei ( 
cu funcţia g (v. fig . 1.1). 

Funcţia l e : E -+ E , l E (x ) = x, V x E E, se 
numeşte aplicaţia identică a mulţimii E. 

2.'1. '1' e ore m ă. Compunerea funcţiilor arc pro. 
Fig. 1.1. prietăţile: 

1) (f o g) o h = f o (g o h) 

2) 1 E o ( = ( o tE = ( 
V (, g, h E '(E) , 

V ( E Bi(E). 

Dmwnstraţie. Pentru orice x E E avem : 

«( o g) o h) (x) = «( o g) (h(x» = ( g(h(x)) ) 

«( o (g o h» (x) = ( (g o h) (x» = ( g(h(x» ) 

de Jnd~ 

«(o ţ) o It ( o (;: o h). 

De as~menea , pentru orice x E E ",,"m ' 

(lE o f) (x) = I E(!(x» = (I) = (UdI» = «( o lE) (.1), 

deci 

o func ţi e ( : E -+ F se numeşle Inj",I,"" flRfil { (T,) # ((xz) or,care ar fi 
Xl' X2 E. E, Xl :f:. Iz, ceea re rpVlnr l~: 

( Xl) = fIx,) "" x, = Xz • 

Spunem că fun ct ia ( : E -+ F este surjectiud dacă: 

V il C F , 3 l' E E astfel IncAt y = ( x ). 

o funcţie f : E -+ F se numeşte bij ectiurl dacă este injectivă şi surjectivă. 

2.2. Te ore m ă. Fie E o mulţime şi ( , g E '(E). DacA ( şi g ~UD' 
10nc.1\ injective (sllrJective, bijectivp) stuud ( o g este 'uneţle injei'tlvl (re~. 
peetlv surjectivA, bijectivă). 

Demonstraţie. Fie h = f o g. PreSU)1unem oă ( şi g sunt injeotive ,i fie 
ZI', Z, E E astfel IncAt h(x,) = h(x,). RezultA cA f(g(xl)) .. (g(x,)). Cum r 
eI\8 fun?ţ~e i~jectivă rezultă că g(x,) = g(x,), .de. unde Xl ,. x, clci ,i i eate 

inJectivă. A,adar h = fOi eate funcţIe mjeotivl. . 

• 

IL 
al 

de 

nu 

p" 
do 

cu 

De 

• le 



ei, 

le 

li 

Presupunem cA f ti g sunt funoţii lurjeotive şi fie z e: E. Cum f şi K 
lunt funcţii 8urjeotive, exiBtil. II E E altfel IncAt z = f(y) şi există :t E E 

.. Uel IncAt II "" g(x), d. unde 

z = f(y) = f(g(x)) = {f o g) (x) = h(x), 

deoi la = f o g est. funcţie surjectivă. Ultima afirmaţie este acum evidentă. 
DacII E şi F sunt două mulţimi, vom nota cu E"'-F mulţimea 

E"...F ~ {xl x E E şi x II' F). 

numită diferenţa dintre E şi F (in această ordine). Cu E X F vom nota 
produsul cartezian al lui E cu F, adică mulţimea tuturor perechilor or­

donaţe (x, y), cu x E E şi Y E: F, 

E X F "!' {(x, y) Ix E E şi II E F}. 

I 3 'UTRICE (recapitulare) 

Notăm cu M,(R) mulţimea tuturor matflcelor pătralIce A de ordin 2 

cu coeficienţi din R, 

Vom ·folosi şi scrierea mai condensată: A = (a;,). 
Dacii A, B E M 2(R), A = (au), il = (b u), atunci suma A + B a ma­

tricei A cu matricea B se defineşto prin: 

a, + b a 0+ b ) A + B ~ , II ,. "c M2(R). 
a:n + hl1 a2z + b22 

De asemenea, produsul AB al matricei A cu matricea B SJ defineşte prin: 

AB ~ allb ll + a1zbzt 

- a21bll + a"b" 

Matricele O, E ,i -A din M.(R), 

O 0) t 
0= to ° ' E = O 

ab.+aob) 
II , ,-" E iII.(R). 

a"b12 + a .. b" 

O -ali 
-A-i ' - -aZ1 

88 numesc respectiv matricea zero, matricea unitate, opnsa matricei A. 
Avem următoarele proprietăţi ale adunării şi Inmulţil'ii matricelor din 

M.(R): 

1) (A + B) + C = A + (B + C), 

2) O + A = A + ° = A, 
• 

, 
il) A + (- A) _ (- A) + A - O, 

• 

• • 



• 

4) A + B ,.. )J + A, • 

5) (A 8)e .<t(8C), 

6) fA = AC.' ~ A , 

7) A(8 +C)= A8 + A(,; (8 +C)A BA + CA 

orical'o al' fi il, B, C E ftI ,(lL). DUJl" Clilil s,· şti ,· <Ii" elu"" il X I·,t. dr·H1on· 
SLrR.reR lell' so fnee invocând pl'upriot.flţi Silllilul'u ale 0 J Jel'uţii!(Jr IU II UJnt-rti 

realo. Astfel: 

-
011 + ( - lIlI) 

a 2l + (-aZI) 

~, analog, (-A) + il = O. 

-

, 

• 

"'ra 
Atui 

cel I 

d' ~ 

Vom nota cu ftI ,(Z ), J[,(Q) • .1[2((') mul~i11lea matricelor pă l"alice de că e 
ordin 2 cu coe fi c ienţi in Z, Q, C,I'E's pE'tl i\". [Il ge n{' ,'al , penll'u n > 1, n0lilfJl noLa 
eu ll[ ,,( ZL llIn(Q), .. 0 mulţimea lIlall'il'elol' pfltnltice de ordin It cu copficil 'nt i 

în Z. Q, ... 1 res pecti\'. 31ai 
Dacă A E M,(lL), A - (II ,, ), \on, ,wta ('u dl'l (A) dctrrminantul ma· 

lricei A fadică valoarea asocială matricei A), 

CI "" --
3.1. Te ore !Il ". Ori,""r. nr fi . t . li 

avem: 
.l/ ,( B), (n., ). Il - (h .,) . 

det (. 111) 

Demonstraţie. A W'Jl1 : 

d .. 1 (.1) drt (U). 

fl l1hn 4 012b2 1 

G'1lhll + GZ2b'l1 

G JJb12 + a1'lb22 

a21b12 + a22&22 

Pe de altă parlt\ se obscn-ă că an'm ident itatea: 

• 

(allb ll + a"bn ) (a' I"" + a,,",,) - (0""11 + a"b"l '(a u b12 + a1,b,,) = 

= (aua" - a"n ,,) (b ll"" - "'I"d, 
ue unue • 

, 
deL (A 8) = deL (A) deL (B). 

Exemlllu. • 

-
2 1 

, 

Dacă A E AI ,(R), A = 5 "2 ' aLunci 

• • dct (A") = (-1)" oricare ar li n = 1,2, .. , . 

• 

k po 

din 

0< 

• I 



de 

ma· 

(b'I)' 

• In adevAr, det (A) = 2 X 2 - 5 X 1 __ 1 ~i .Ieri afirmaţia este adr­
vllratA pentru" = 1. 'ONlSUpunrm că n > 1 şi ,,', 01,,1 (A'~') \ I)l 

Atunci: 
det(A") = det(A"-" A) = del(A H ) tM( . I) ~ (-1)"-1 ,(-1) ( - 1)". 

Fie a şi b două numere intregi. l'fl numă I ' li f:: Z, ·cl ): 0, 
cel mai mare di"i:,or comun (c.m.m.d,r.) al lui a şi b (\l\Ct\: 

( 1) <l 1 a şi d 1 b; 

(2) e ! a şi c I b => e I d. 

Dacă d' E Z, d' ~ 0, satisface, de asenlenea. (l) şi (2), alum:Î avem 
d' d şi d I il' de unde d' = d. Aşadar, c.m.m .d.c. 1;\1 Jlumel'f'IOI' a ~i b. in caz 
că există. este unic determinat. Pentru r.m.m.d.r, al lui a ~i b rolo ~im , 

notaţia d = (a, b). 

'1 m -1 .. I('orpma. 

31"i mult. da,,\ il - ((1. 

}'ie a, II :=: Z . . \tund 
b). alllllC'Î ('xi ... t:l h. It 

el = ah -r bk. 

r.m.lIl.tl.t'. nl lui il 

Z a_tlel incAt 

Demol!stra{ ie. Dar" a = b = O. nlunei li O ~i 0 = Oh -j' OI>, unde h, 
k pot fi lU8ţ.i chial' arbitl'll!' din Z in tH'p:;l n\Z. 

Presupunf'm cti a =F O sau b #- O. FiI' d = ah -1- bk l'P! mai mic număr 
stl'iet pozitiv printre l1uffiPI'f'lp dp fOl'ma: 

ax + by 
~ ' 1 

.f·Y~ I.J 

(Rrutaţ, i că printre ele se g{\sesc nUll\prt;> ~lt'il't pozili\'C'!). 
Dacă ela şi e 1 b, aLunei e divide şi pe ah + bk = d. deci li 'Ali,facr (2) 

din definiţia c,m.m.d.c. Rămâne să mai ariHl1m ('11 il li ~i el \ b. 
Dacă el nu divide pc a. există q. r E Z 8~tfe-1 încât 

a =dq+r, O < r < d. 

Alunei 
0< r = a _ dq = a - (ah + bk)q = a(1 - hq) + b(-I>q) < d, cer a ce ron­
tra.ice alegerea lui d. Rămâne adevărat că d. I a Analo~ se SI'stii că d I b. 

Fie a, b E Z. Vom apune că a este relativ prim cu b dacii (a, b) = 1-
Evident, a este relativ prim cu b d'acă şi numai dacă există h, k E Z astlel 

...... t ah + bk = 1. . 

1 • . 2. Te ore mii .• 'ie a, b, cE Z. Avem: 

1) Daeil (a, b) = 1 şi (a, e) = 1 => (a, be) =~ 1; 
2) DacA (a, b) = 1 şi a l be => a le ; 
3) Dac' (a, h) = 1, a c şi b i e => ab e, 

9 

J 



• 

• 

, 

. 1) F ' il •. u ' Z astfel IncAt 1 ""' ah T bk Ii' Dtmonstra/lt. ,e . ", .' 
1 = au + CI'. ,.tunCÎ: 

1 = ah + bk(au + cv) - a(h r Ma) +- br(k,'), il" Ulld<> (a. ve) 1. 
2) Fi. h, A- E Z 8~tfpl IlleAt ah bA- 1 \111"" c a(hr) - vrk. 

Cum a I a şi a lbe ,'.zull,1 " II a ili"iI" II II III/Irul a(la') ~ br k t 

3) Fie il, k E Z astf.l IlIcăI alt + hk 1. Alun .. , c ar· It ve· k. 
Cum a le şi b I c rezultă Cl\ av ac şi av I bc, dcc' ab di\'Jlk JlUlllilrul ac ".,.. 
+ bc· k = c. 

Exempl. 

1. Dacă p > ° .,11' un numill' prim, alunci : 

(a, p) = 1 \1 a E Z, 1 ,;; a < p . 
• 

J n aJevăr , p fiind număr prim, 5ingurii să i di,'izor,j pozilh·j sint 1 ~i p. Cum 
1 ,;; a < p, p nu poate di,·irlI' pe a. Rezultă el. s ingurul di"iznr comun al 
lui a şi p esle 1 şi alunci şi c.m.m.d.r. al lui a şi p .sle 1. 

2. Pentru orice n E ~. număf'lil n3 - n se divid€' prin 6. t n adp"Jr. 
n3 - n = (n. - 1 )n(n .J- 1). d.ci n3 - n SI' di,·id. Pl'i n 2 şi 3. Cum (2, 3) = 1, 
rezultă că n3 - II se divide şi l)I'in 2 X 3 = B. 

a. Dacă p > 0, q > O sunl două num.,'. prime dislincle. alunci : 

(p"'. q") = I \1 m, II E X. 

In adevăr, să presupunem CI' P < q. .\tunci con rorm cu ,'ezultalul de la 
Exp. 1 avem (p, q) = L Presupunem ell (p, q"-') = 1. Folosind T.O!'rma 
4.2, pct. 1) din (p, q) = 1 şi (1', q"-') = I ,'pz,III " (p , q") = 1. Acum s. 
fixează n şi se d€'monstreaz ~1 Jl!'in iJldurţip 3f'U PI'il. lui m că (pH!, QIl) = 1. 

ExerCI tii rezol\'Ole 
• 

I R - ti • 

Fie E o mulţimI' şi f. g E :;;(E). Avem: 

. 1) Dacă (o {! este Cuncţie injectivă (surjecti"ă) atunci g esl e funcţie 
injectivă (resp. ( este funcţ ie surjecli"ă) ; 

2) Dacă (o g = lE , atunci g esle rune ţ ie injecti"ă şi r este runeţie sur· 
jertivă; 

3) Dacă ( o g = g o ( = lE, atunci ( şi g sunt runc ţ ii bijecti'·e. 

Soluţie. 1) Presupunem că f o g f's t ~ fun clle injer tivi\ ş i fip XI ' x, e E Astf~1 inl -AI 
, Ix,) = si.,} .. \lunci 

Ifo g} (x,) = f lglx, }} = f (gl .. ,11 = (fo g) Ix,}. 
Cum '?& ~ste funcţie injecth'ă, deducem Xl = %2. dE'ri g este fum' ţi e injf'cti\"A 

Fie z e E. Dacă fO g este funcţie surjectivi\, atunci exi!lă x e E asUl'l l !l('nt 

: - If o ,} (x) = f(,lx}} . 

Rezultă că % = f(y} , unde y = ,(x) • E, deci f este 'unrţie ,urjet/ivA. 
2) R. zultd dlO 1) ob<erv4nd <'il le •• to lunrţi. inj crliv~ şi Surjerlh'A. 
JI RozultA dIn 2). 

10 



, \. 
i- br~. 

. Cum 
1In al 

ade,'., • 
3) = I , 

de 1. 

1 R -111 Fie E - Z )( Z şi A. L~ _~). Definim funcţia: 
1 .• : E _ E, I ... (x) "" (2.1:, + 3x,. -x, - 2.c.) V .c = (,c, x,1 E E. 

<\rătaţi că: 

1) 1.. o 1.. = lE' 
2) f., este funcţie bijecli\'ă . 

Solu'I~. t) Pentru orice x eE,.1' (.t l , .t~) .1\,'111 

I(A o f,li Ix) = (.\1( ,11<)) = (,\11'". ~ :J.c,. - ". - 2x,)) = 
= (2(2x

1 
+ :.lx.) + 3(- Xl _ :lL2)' - (2,rl . 3.c~) - 2(-x1 - 2X3)) = (Xl' X2) .:o= X t 

dl' 'lnde f..\ o f..\ = lE · 
2) Rezultă din E x. H· 1. pd . 2). 

1 R - al Fie U. A E Jll,(Z) . 

U = (~ ~), A = \: ~). 
1) G}siţi (> matrice X E .\l,(Z) astfel încât UX = E; 
2) A'rătaţi că ecuaţia A X = E admite .. soll1\ ie X E M ,IZ) 

dacă det (A) = ± 1 şi in acesl ('az avem şi X A = E . • numal 

SoliI/il'. 1) Fie X = (; !). Cum 

C X = (:J ') (" Y) = (:lI - , 
J 2 ~ w ;:ix .J- 2.:: 

dacă şi 

se avem C; X <-= E darl\ şi numai <I<l (',1 

=1. 

• ruot\oe 

• sUf' 

1.-tI 

3y - "'J _ (' O,) 
JY -~. 2w u (

". . -,1.1 T ., 

:lI -,- 2.:; 

ct'ea te revine la : 
• 

a şi ) { 3X +'= ' 
5% + 2, = O 

Rezolvând sislcffiple de mai sus ~:Isim .T ~ 1. : = - ,', y = - 1 şi w = 3, dli'J;'i 

.r = ( : -.' 
- , I e .lI, IZ). 

:J 

2) Fir X e .lI ,IZ) "str.·1 încâl . l.r = F.. 
Atun4,j 

I del 1/:" ) del (AX) = d"l lA) d"1 IX) 

şi cum det IA) şi det (X) sunl numere Inlregi. rezullA ca det lAi = ±1 
Reciproc. dacA det (A) = ±1. atunci urml\nd calea de rezolvare de 

• 

• 
(
-d 

x- c 

111 ambdl' {'AZurl .1\'4:111 ':ii XA - E. 

• 

• 

11 

• 

• 



, 

• 

/ II - "/ fi. m, ,i m, doi Intregi pozith'i relatlv primi, m - mim, ,i 

1}, ~'" = {O, 1, ' , , 

notăm ('li a mod /1 I'('b tul lmpăI'ţJrii lui a 
• 

llrlO n 

1) Ariltaţi că funcţia 

f :$.01 ... .i1."" X .it"'" ((a) = (a mod III" II 

li vil., 
2) Enumel'fiţi \'aloril. func ţiei ( tind III, 

Inud III,) " a E 

Soluţie. 1) \IultimC'i! .J\ III :H'l' rit (>I(' IHl' lItt ' ,:,i IllIdţJOwa ~III, / ~I!I. ill'l- ml"'t III 

fl~nU'nt('. 

F.ste d N' Î su ril'ienl Să a[';lt ~\ 1ll l'a (unqi<:[ f l'slL' iJ1j. 'divil . Fil' a , b e:= A fli asUI,1 
ln<.At ((a) = ((b), .\Iun ri 

la mod mt • 1\ mod m~) :-:: (b mod III . , b mod 1IL2 )' 

Rezultă (';1 a mod m, = b mod mi şi n mod 1It~ ,= b !JIol! III! . CUIli (1 mod '11 1 =- il mod mi ' 
deducem eit CI :;ii b dau ;wt;>!a*i rest prin Impăl'ţil,\·; t tU lUI' dt'f' i m.1 1 (a - b). Analog 
se deduce ri\ m,! I (a - b). Dai' (m i' nL~) = 1, dl,t'i IIllm'! (a - b). Cum 1 a - b I < m, 
rezultă a - b 0, dl~(' i a b . . \ :;-<1d<1r, r ('~lp fun(,ti l' injt'cliv,'. 

2) tn .west {·al. m ,' x j 12. GRI! fU, 1, 2, "', II}, ~~ = {O, 1,2, 3} şi 
a J = {O, 1, :1}. AVt~1I . 

f{O) ~ (O. O) : fi'·) (II, I I: (III) (li. 2) : 

(( 1) (1. 1) : ( 1·-,) ( I :! / ( 19) (1,11), 

((2) - (2, 2): li 1; r 1 :! II I il '''1 (",1), 

( (3) {:l. "I: ((; ) I=< . I I. ((II ) (:1 ,1) 

,\ slll'i , • 
(:1, 1). 

Exerciţii 

1. Fie {: Z-+ Z . {(.tI :?.r. 1. V .1' E Z \I-;ItH!i ":1: 
1) (este run('ţil~ Înjt'divti: 

• 
2. Fi. f::'1-:oi , ((,r) 

şi S(UI O, 
.f; :- 1, V .r E :X :-.i , g :·X -+ X, g(.r) -:: :r - 1, 1rI :r E :X, x::/= O 

Arătali ră: 

1) (estr injectiv.1 ş i nu es te snrjt,{·tiv<l; , 

2) g ~ste surje(·tivă şi nu este injf>ct(vll ; 
3) ~o(= Ix . 

.. I' .. nlrll a. b E R: a # 0, delinim IIIn r lia (a. b: it • R. (a , blx) = ax + h, .... ,( e R.­
,lrăla!i ('ă: 

, 

, 1) {II , IJ ('51(" funcţiI"' bijr<'tivi'l ; 
21 I I f, ",. I, o "." l!f', (ld+/, V 'l' , v, C', d Ei R. a =1= O, (' =f O. 

:lI P,'nlru a, b e R. a '* 0, ~"sili ' . ~ Ei R "sllellne'l
' 

o r. 
P • fiII b ca. '" III • 

, . 
4. J " . ;1 

Arătaţi 

, , 

a. ne A ( 

J 

Artrtat i 

7. P~nlru 

8. 1) 

arăla! i 

8. Pentru 

.\r,ttaţi 

1 •• Dacă 

I 

, 
• 

, 
• 

1 



• 
' ti 
• • • 

• 
li a 

• 

Jlle-

• .. ,. 
... 

} ŞI 

o 

• 
~. h,' .1 fi' ,II,IZI, .. 1 (

a 
1, 

1) , f.' 
" -

~ x Z, p Q x q, 

• 

r .• ' ~. ~ 1-:, rd~1 

n. : F-t F , I Od-r) 

\r.ltuţi t'l" 

(:lx, + %,. ",l, +- 2.t,.) V .1' 

(:1.1' , -1 Xli' fu ' , .~. 2-'.) V .r 

(.r. Xi) ei E. 

(.t' l > .,1', ) ~ /I', 

1) f \ t'sh' fUlh'\I<' illj ,'di"l ,;>Î nu l'!:. tc !:oll l'jedivl . 

:2 ) t.\ {'s ic bijl' l'l id 

, ., - că: ( ~ '~~) . Fie . I ,II ,( ! I. . , .\I':\ t a li , .. '" , ., 

(

l't}S O 
Ro -:: . 

S lIl O 

..\rlt Oţ i că: 

-
. I ~ , , 

-si n 6), 
Su 

ruS O 

. t,' O . 

(
('os 6 

:,iu O 

A' J.:' . 

si li 0). 
- t'OS O 

ti (~ 0) R_o ., Sa. Ru ( ' 
" 

0). SI)­
- 1 

2) RoRo' = Ro.o', HoSa ' -: Sute· '\'ijUU 

SoSo' - Ro- o" 

31 RoR-o ~ R-o Ro ~ E, Sol', 1'. 

SO-tl·. 

1) E.xÎsli\ a E It ilstrd Î tlf'a t A (~ (1 ), 
o 

2) AX = .t. 1 OI'Î(':lI'l' "1' fi X E . 1/ ~( H ). 

8. 1) Ot'tcl'minaţi matriceh' . t E .II !{Z \ ftl pru pl'id.i\iI ,' 

. 1 ~ - I~ ,;>i d. d (.t) - I 

n (',' - o 

arătaţi t'.:l B'! = E şi dt'l (OI = - 1. 

I ....... 0) 
• (1 E 7. 

-o 

9. Pentru orice a e R 1il' matri (.: e1t~ L'ol' r u E .l12(R), 

. (1 ~(J -, O 
" " \') . 

• 

2) VaU-a "" V _aUa = E, VaV-a = "_a Va = E, Va G R 

10. Dacl A .. JI./,(R), A -= (aij) . allln('Î definjm nUllricl'll 

• 

AT = (au 
ali 

, 

, 

• 

, 
• 

• 
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l 

-

1) 1.1 + 8)1' Al' -t D", , 

2) (An) T DT AT 

3) (, 1" )1' A . 

oricâr(' ar ti .-1,' 8 e JlJ (R). 

4) FUIIl' ţiu f: ,l/,( R) _ .I/ ,(R).{(J1) - A"' , .4 .. ,11,(11 ) ,·.1" 1)1)'" 11\ " . 

• 11. Fio 11 _ {II e .II,( R) .1 

.\rlltnţ i: 

1) nuc.' . 1, 11 E li , CI I Ullt,j . IlJ E II . 

2) Oric<l l'u iIr fi A E 1/ cxist,-\ .X E II a~lrl· l lnrât AX 

Comparatr rt'7.Ultalt;>lt~ acestui t'\.('I'! ' iţLll tU l'l' lt' U\' l ei Ex :1 

12. Fic a. ht • b~ . .... hll E Z. Dl'mollst l·,\ţL: , 
1) Da ni. (a, hj) = 1, I ~ ! ::s;; fi. atund (n, blb~ ." li," - J ; 

Dal',i • ,'* J (b •. bJI 
. 

b, :! ) pen I,'u Orll'P a"l'rll 1 !;'l n. 
btb,! ... bll divid l' IJt ' n. 

13. Ood ('stI' • 
ar;'1taţi 

, 

" Impar', 1 ... II;' dividl' • ;!/,II . . 
" :; p fH'1Il 

1 ~ , ,,; n. ;lt,lIIe I 

\4, 1) D " I ('I'minaţi numl'fI·I" 1 e z IV -:.], r 

pl'ielal f'il /'il ,'\ist,t .: E 'l. [ti :,J .1~ lrt·1 încât r: 

il b ti ;" o b E Z . j'lI pro· 

• 

1 

1. UIIOI' r 

• • • 
1.\*. Fio E o 1l\1Ilţinw ~i C,,;: ~(f:') - -3'(I:'J, errX, 

('alia Cj.; ar't ' p,'opr' it' t<"l(i ll': 

1) GEi.\' U 1') , e1-.l.l' I neri } I V.I' . }' 

1. 

~)CdXny) 

:1) e/,: o el': ~ I~ E}. 

'.) .\pl i('a(ia Cr; t~s!l' hiJI'di\"j 

,1/,( Il ), , 1 (a/j), I~' Il Il 
. ( , F: -t /:" . E ':-1 . , 

• 

f.d'·) (o ll,r\ ~. 11 1,>.1',., {1~lrl 1I!I·T2! V .,. • • 

\/"i.llaţi {'el IU'llv1loan, lt' <\fU'IlWţil sunt t'lhi\'alt'll t l'. 
, 

1) f \ I'S It· bijC'di\',l; 

2) del (,1) # II. 

1) f\ (u- , I II , 

t) {, o (n III!, V 1, 1/ Ei' .1/,( 11 ): 

=0 Folosind <lsoeialivithtca ('ompun(lrl runrţliJor 
V 1, R, ee .I1,(R) 

, 

f ,r 1 ' .I"! \ 

:1 - V _o:;. 

E T: 

",\ IAH)(, _ ..1\11('), 

o}.) * -- . 



atunci 

fII pro-

t,l apli. 

• 

.. : 

T 
(. 1 E .I1.(R) .-1 , 1 

1) Dal',l A e O .. tllunci det (A) - ± J; 
1) \ \'\'11\. 1 e O ~ ~i ~h't (. 1) I .... 3 O • (O. :!r.-) 

ustrd 1Ill'l1t 

• 1 (

l 'OS O 
:-,ill 1) 

-1, 111 0) . 
eOl\ O 

:11 \ n'III. 1 eU,! ~I 1,,1-'1 {. t l 

t\s tkl Inl"t 

I _ 3 O E [O. :!~ I 

("OS O 
A O !-;ill 

'.1 . \ \'1'111 . 1 eU! _ . tT . 1 
.,. 

. LI 

;, I I ).It·:i . 1. Ne O!~.IJlE () -" 

{. I e: .!I.IH } 

\I',"i t,qi dl: 

T . 1 

I l 'V . 1 U eJl=.1 

:2 1 'f/ . I ./le! = . 1 

. I },:,i~ 

JjE~ 

:il . 1 E 'j{ n,!. =>.1 11-

', 1 V . l E .\J !( H t j·,i."t,i lJ G oi( ~ 

• 1 li · C 

:!l *, n f\l'tt nunwl', 'h' fi . b. q. r E '1.. ~,di:-r,w 
Ilt' (\Ul 'I' ţi ,',l (a. vi esli' ('g;tI ('u u ll ililui 

)h'llll'u a ':ii b. 

g.) . -- . 
" 

. 
• LI' 

1 I 
1 ., /) . - 1 I 

~ 111 ~) . 
~ ·os 

F· • • 

• 
un .. 

bq . r , 

1 : 

1_ (n.h) 1. 

. . . 1 ) . 

alulll'i (li, v) = (b , r). 
algol'ilrllul lui Eudid 

2:1 *, Fi(~ fi E Z. q , II ",,'f,·1 'incât II :1 11\1 \;, ' di\' illt' pI'in ;,. !I:td m\ - '2
1111

-

1 

- 1 . 

", 

.,tlI/+1 l' ._) !I(/+ ! l' ._'6"/+3 1 ,'II'lt~ 1 '_)6 '1+; - 1 
'. w • 1L3 - • 11\ . W" • -. IIIfl • 

altllwi (/IIi ' ItI jJ I Ih nlru I 1: J 

• 

• 

• 

• 

• 



• 

I 

, 

I 

r..pilollii I f l.F.m nF. ('OUI'07.fTIF. 

1 I ~UTlI '\E\ /II : 1.1:(;1: DE ('(""'UZITII'. I.XI \11'11 

Să trecem mai Intăi In revistă cAtevQ exemple cun08cutf care p"r""t 
tlf'~njtH'l'H rtlnl'f."plului ..It' I"gt, III' ( ' nlll{l(lzJţi, ·. 

Ppntl' lI IllOfllPlll ::ill Jll' ri:-"HIIl all'lIţia U"'UIJI'II IIlultillL i , -" {U, J. J.. .. 

Il, ... } tI numerelof' !lulul'alr. Opt\ l'Hţin ti p adtlliw'(' Il 1I11lUl'rf' Jor lI1t! tll 'a/(· 11/ ' 

pPl'mile ~ă definillL upli('(~t in 

<;> : :'( , :'( - :\' . (1'. il) - <;>('''. y) 

prin ('H I'P racC'm sii. COI'f'Spulld ii la OI'Î <,P IWI'('('h(> ordo llat " (.1'. !I) d/· IlUllI(' /(' 

naturale un num e-lr naluml uni,' dt'tt:>I'minaL f?(.r, ,V) .r -1- y, numit SUlIla 

lui x l' 1I il· .\ , Upl. <;>(3. 7) = 3 + I III . ?(~, 1,) = :; ._ f, = !I pl,'. 

. \nalog, folosind inmu!tiu{[ nUlllprplo l' natuJ'ale. Jlul r Jll drfi n i apli ('a!i A. 

,~ : :\' -< :\' -:\'. (.1'. .II) - y(1'. y) 

p,oin car'r la orit,(' Pf'J'f'dLf' ordonAt,. (.f. li) dp Jlllll1prr Jlnllll'ilir asoc if'm un 

num~l l' Ilatul'al uni l: dptt\rminal '~ (.{, y) .ty, Illllliit prudusul Iili .( t'U .1/. 
Astfel Y(:l. i) = 3 X 7 = 21. <ir,. 4) :) x 4 21) .. t.-. 

Schimhănd cad/'ul. (lb~PITa\lî ~ illlil <tn' 1'111 fi Li~ 'l llp 1)1 ' ltlult,iIlH' il ~':(1:) 
a tuLUI'fl!' p ~u'\ilol' X Hle UlU'i nLUlţillti d itl l' 1';, P ll l prn c!l'filli i1pli\'a~iilf': 

• 
ŞI 

In viziunea HCf'fiSLa, 'fi poad ii nulltr lr tip 0PP I 'il ţÎf' d .. r('un ill fl(', ia!' ţ' (X . Y) =-= 
= X U Y se num('ş lp rrunium'a lui X ('u r ; y poa rt ă llulllPlr dp opt'l'otir 
de inlersecţi", im' ~( X, J") = x n r ~P nunwştr inlt'rsrcţia lui X Cli y , 

Prnlru A. stll'J)f'indr intr-Il ~I ' hpm;l !trllPrahl ~ it\l~lţii <:a ('p le rIlumpr'nlp 

mai sus, Vllm eons itl t> ra 1) m!ll~imf' llf'\' idii .lI ş i o apli!,A,ţir 

'? : .Il x .Il ~ .Il , (.1', ?I) ~ 'i'(.I' . .1/), • 

ignol'ind naLul'U eJpmrnll'lor mull,imii Jl , pl'p('UI1I şi I'r~IlIH pfpl'tin·, pl'in t'HI't\ 
la OI'Îcf' pPl'pchp Of·donatii (J' , li) dt\ r lf'lllf'n !e lIi,} j" sr HI.:, (winZ11 lITl r!rmrnt 
unic tp(x, y) "E JlJ, Sp obţinf' asUrl noţ. iullf'o do If',!;ţ' df' rompo::. i~i( ' JW mIII. 

. ţimpll ,lI. Mai rI'0ci ~: 

1.1. f) "fini!io
. Pic il! o 1I11tlt.inw IIHidă. O ltplirllţie 'l' d~filliti\ I)~ pru­

du~ul urt~ziaJl il! x J1I cu valori In M, 

• 

Of) name,te lege 

II 

'!' : il'! x AI .... M, (;r, y) .... '1'(1', y) 

lIe compozIţie pe AI. 

, 

• 

• 

natl 
lege 

algel 
ţire~ 

intel 
ţilor 

Cie 
q>(x, 
de c 
y) = 
iar I 

tingE 
cu y 

E 

1. A, 
ti, 

2 . 

3. 

n 

n 
r . 



• • 

I • , 

ne 

[('re­

ma 

un 
y . 

• 

El~mentul unic dljtol'fllino.t <p(.r. y) C .lI \'!l. I'I.' I.:OI'l'"punup pl· ,~chii ordo­
nale (x, 31) E M X M pl'Îll t\pli l..' nl,iu « )oiI' IHlIlI i·~t o ('(Jlllpu\'u l lUI .c tU Y pl'ilt 

legea de compoziţio '1" a lege de eompoziţi" po o lIlulţil1w .1/ pnal'lll llll'i\' III1[n{\ l l~ d4' operll/u· 
algebril'd pe J\l !)fUl operll( h' oil/arâ 1)1' .1I , E"ti' ,· Ial' ['[\ I\l l tlnll l"'i\ ~i lnmul · 

ţirea numel'olo!' naLlll'nle sint. h'gi !li' t:olll!10ziţir' 1)1'.\/ ~ , J"~ uniUJllHi ~I 
intersecţia sunt legi de l:olnpnz i ţ i l' pl' IllulPltlPU .lI ~(l':) u tutur()r ' prII '· 

ţilor unei mulţimi E. 
Legile de ...:o mpoziţi(' sunt dalp ill eUfr' l'i Lp nolaţii . 00 r('gukl Sf'. r(jlc) s(·~l(;. 

fie notaţia aditi"ă . fi e Hola\ia IIHL ltiplie(lriNl. tu nola~ ia aditiv(L I H lI kJll 

cp( .l\ y) = E + y . Elementul x + Y s(' nunwşle SlU.tll lui .. f ('\1 y, ia l' leg:pu 
de compoziţie 11 se numeşte adunare. In notaţi a !llIl.ltiplica1ie

,
(i punPTfI 9(.J', 

y) = xy sau cp(x, y) = x . y. Elementul xu :-;~. nUlnllşte prO(l!l<;;lll lui .l,: eli y, 

iar legea de compoziţie cp se numeşte inowl!if". 
In unele cazuri . fie obligaţi de t l'adiţ ie . fie din npcp:-; it alea d(' h di .. -

tinge intre mai multe operaţ i i a lgebl'il'e 1 pentru CII\l\pll~lIl (A~\ y) 0.1 lui x 

cu y se fo losesc incă notaţii ca: 

x O!!, x .II y, x V y. x ' y. l' ifJ y. 1:.l. y . . f T y. l' :"y etc. 

E<~mple 

1. Adll.!larea ,~I inIHU({II'('a I1wtr ic('lor. Fit' .U';!{Jl ) Inll lţilH r;J. matl'id'IO I' pMl'a ­

ticl' de ordin 2 ('u l'l)efi~i1:'nti din R . • 
Asoc iind fif' d lT'pj p('red ti Ol' lIonat{' (. 1. il) (II) lnull'il'f' tiin .1/ 2(R.) 

mot r'iepa A + B c: JI
2
(U ) se obţ inr o !f'U't' Iii' l',)llljw zi ţ ip 9 ]11"' .11 ';!(R) , 

numită operaţ ia. de adunare H mall' jeplor'. 
Asociind fiPt(\l'pÎ pprf' r hi Cl l'donalp (. 1. 11) tip lllalrid

1 

din .l12( lt ) 

matl' icea AB '" M,(R ) se ob ţ ine o lege de cnmpnzi!ie y pe .1J,(R ). 

<j. : .U , (R ) X ,lf,(R ) ~ .11 ,( R) . (. \. 11) ~ y(. \. R) = A B. 

numiti) operaţia ele lnmulfire a 1nal,·jeplor .. 
2. Compunerea funcţiilor. Fip /.: () ffiulţimr ş i Sf( f:) mulţimea tuturor' fum"· 

ţiilol' f: E -+ H. Asoc iind fi(,(,llI'rÎ Jlf'I'('{'hi ol'tlonnlr (f. ~) tir funcţii din 
!f(l!) runcţia r og '=: ~(f: ) '0 obţ inr o lege <le cnmpoziţ ie '1' pe SJ(E), 

'1' : "(li) Y §-(/':) ~ !f(I'), (r,~) ~ '1'((, " ) ~ r o . l:'> ." , 

numiti, Opt'NI/in de compunere <l flln('ţ iilf)J' . 
3. Allmwrea şi lnmt.tfţirea l1Iodnlo n. Fir Z mulpmpn numN'(\lor intregi ~l 

n .> 0 un numi\,' lnll'f'g fixat. E~ tp ~tiut cr, pr ntru .OI'ÎCO a E Z oxisti'l IJ, 

r Z uni(' dplf'rminaţi RRtft\1 'ncAt 

a = nq .f- ~ , O .. r < n . 

• 

• 



j 
• 

• 

• 

I 

• umărul r ~9 mai sus, cunoscut sub numel~ d~ re~tul jmp~I'\l I 'u lUI Il jJl'IO ~ , 
\"& li lIotal cu a nlOd n (so citeştI! "It modulo n") '1 80 numeşte Incă redlUul 
modulo n nI nUIl1<' l'ului Inll" 'g Il . A.llol, daca II 5, atunci 13 mod" 3, 
(-8) mod ~ 2, 4 mod ~ 1,. . . 

Doe,' a, h E Z atunci d<llinim ~/t/ll(/ modllio II a II" {/ cu b, 1I(,t.tu tu 
a El b, ~i proci/IBIII 1/10111110 II al lui II cu b, notaI tu Il 0 b, JlI'in : 

Il al b "" (II "1 b) Jllutl fi , 

respel'ti\' 

b " d I I (( ® _. ((11) II lIIl 1/ . 

A" cm 88tt'CJ pe Z, alc:itUl,j de aduJlul'pct şi JIlIllUlţil'U8 uzuuJli 

Z X Z ~ Z, (a, b) ~ (( + b ~i Z X Z - Z, (Il, b) - ab, 

Ul'mă toGl'e l e două legi de compoz i ţie: 

'P : Z X Z .• Z, (a. b) ~ 'P(II, b) = ([ al b 
• 

SI , 

y : Z X Z ~ Z. (a. b) - '~(Il. b) = Il 0 b 

nurrLÎle aclun,are(t lIWdlllo n, re 'ipE.·di,' inmultirea modulo n. 

.\strt·!. dad Il 1), a!IIIl"j ; EB 9 'i. ( :11 ® ;', J I',Vwi ~'E9 9 (:- • 9J mod ti -= 
= 16 mod 6 '" I-~' 0" ~ II-:l) ... iJ I Ilwd ti (- 1:'1 mod (j 

! 2. P.IIlTf: ST.IIlIL.\. LE(;!; DE ('OJII'OZITIE I'(IJCS.' 

2.1. Definilie. Fie .II o mulţime pe care este dat:\ o lege de compoziţie 1'. 
,O submulţime }j a lui .II cu prOI)rietalea: 

'1 .r. y E II ~ 'P(x, y) E II 

se numeşte parte stabila a lui M in raport cu legea de compoziţie 'P 

Daca 1/ (>sle o paf'le ~tabjlCI a lui .11 in l'ap01'L ('li jpgca de rompoziţif' 
o;> : M X .II ~ .lI. a(unci pe 11 putem defini Ipgen oi " ,·om poziţie <;,' : 11 X Il _ 
- , }/ . punând 

'( ,"" ( II 'P x. y) = 9 .r. y) E '1 .1'. Y E 11. 

Vom spune că 0;>' este legea de compo:it ie inclll.wi 1' '' Jl de ci,tre 9. 

Exemple • 

1, . Mulţimea 2Z = {2k I k E Z} fi llumert' lorint" "l.d po,'\' !'sle Il po!'te ~ t"bil . 
" lui Z In raport cu opernţia de n"ulHu'o 1\ nUII\\','(,lor tnt''t'gi Jl~ntl'\1 N\ 
~uma a dO\lll numere pu,'" l'ste un numi!" Jlu,'. 

• 

1 

I 
• • 

! 

3 



• 

• 

2" . !J 2k , tit unci .c In adevăr, dacii r, y E: 2Z, J.' 

+ 21t = 2(,\ + k) E 2Z. Mulţimea 2Z + t = {2k \- I I k ZI 1\ nllmorl' lIl!' Intro~i imparo ('slO 

o parte stabilă a lui Z In rupOI'L l 'U III1IlUI~II 't' 1l ~I 1111 ostl' p tu ' lf ~ }oj lo.hil ll fi 

l\li Z tn raport cu adUI1HI'Pll. tn udt'\'{\ I', dnl'!l .( , 1) C 2Z t 1, alunci 

x = 2h + 1, y = 2k + 1, del·i 

xy = (2h + 1)(2k + 1) 2(2hk 0\ h \ le) \ I E: 2't. _1- 1 

• 
ŞI 

x + y = 2h + t + 2k + 1 = 2(1< f- k \- 1) e 2Z -1- 1. 

2. Fie n un număr natural mai mal'c ca O !-' i , 

""" = {O , 1, 2, ... . ,, - 1} C Z. 

Mulţimea """ este o parte stabilă a lui Z atât In raport cu adunarea 
modulo n cât şi in raport cu înmulţirea modulo n. In adevăr , oricarf' ar fi 
x, y E Z avem x EB Y E ""n şi x <8> y E &l" şi in particular 

v x, y E ă1." "" x EB y E &l " , T <8> y E ,","O 

Dacă n > 1, atunci An nu este stabil ă in raport cu aduna!'p" numprelor 
lntregi, iar dacă n > 2 , atunci &tn. nu este s tab i l ă in raport cu inmulţirea 
uzuală a numerelor 'ntragi. 

3. Fie E = it, 2, 3} şi H = {f E ~(E) I f(3) = 3 Jo 
Atunci H este o parte stabilă a lui Sf (E) In raport cu operaţia de compu-
nere. In adevăr, dacă r, g E H, atunci f(3) = 3, g(3) = 3, deci 

• 

(f o g) (3) = f(g(3» = f(3) = 3, 

de unde f o g E Ho 
• 

• § ::. To\BLA U~EI LEGI DE CO)IPOZIŢIF. 

Fie M o mulţime finită, M = {a" a" o •• , a"}. in acest caz o lege de 
compoziţie '1' pe M, '1' : M X M - M, poate fi dată prin ceea ce este cunosrut 
sub numele de tabla operaţiei '1', care constă dintr-un tabel cu n linii şi n 
coloane afectate celor n elemente ale lui M. Tabla legii de compoziţie '1' con­
ţine la intersecţia liniei lui ai cu coloana lui aj elementul '1'(a" aJ)' 

-
a, 
a, 
• 
• 

• • 
a, 
• 
• 
• 
a,. 
-

• 

• 

• • • 
o 
o 
• • • 

i 
• • 
• 

• 

• 
• 
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• 

TMhlH uot,. npf"'at ii INt~ utilA lu pPI,rt'dfil'(l~ N~I(,ltlf'.lol' algt·br!t.~ . ~;d, 8.,,\ 

('um Sf' va \'(\dnn mni târlÎu , in lflSlul'o/\ UI\OI' pJ'O pJ'Jel llţt oJe ()peraţl~~J. 
Tl\blele 0p(\l'Ilţiihw induse Il" ,Ilt, {O, 1, 2, 3, "j do ,,,Il'Jl~f'"'' ~, IfuJluI· 

\i .... a modulo 5 Rlnl U1'llllH OtU't' 1(1 : 

Ee O l ~ :1 1, <D O \ 2 :1 r. 
~ -

O O l ') 
~ 3 1, ti O O O O O 

1 1 ? 3 " Il I () 1 ') :1 " --
2 2 3 1, O l ') O ? t, \ :1 - -
:1 3 1, O '\ 2 .1 O :1 1 1, 2 
Il 4. O 1 2 3 1, O 1, :\ ') 1 -
Tabla adu "ă!'ii modulo :;. Tubla Iilm ul ţ i!' i i modulo 5. 

Fir aCum E = {1. 2 . .... fi }. O t'urH:I,ie (:E --+ f: se li .! unl'(wi cu ajutil' u! 
unui tabel tu clOllit linii, numită jJl'rfll/itarc(t mulf/ffll~i E: 

( = (1 2 .. , n . 
(( 1) ((2) ... j'(n) 

In prima Jinip se lr('c În ol'd inp Jlumpl'eltl 1. 2 ..... Il ial' în a doua linie se 
trec imaginile acestora prin f. anume ((i). (I)) ..... ((11). .\ , lfol, dacii 
E = {I, 2:' aLunei elemenlele lui ,' (E) sunt: 

e= 
I 

I 

2 
2 -

1 r= 2 -, ( 
" 

il = 2 

Tabla operaţirj do compun,,[',.. a J'llJlt-tiilnr din sr(l~) r~t(' tll'mătonrru: 

o I p ( " It 
" 

e e ( " It 
" ( ( e It ţ; 

u u u a I! " " " " It h h h h 

Astfel, ( o h = g. In ndey ,1 r 

((oil)(l) ~ ((h(I) = ((2) = 1 = g(1l 
• 

8' , 

• 

(( o h)(2) = ((h(2)) = ((2) = 1 = g(2) 

df! unde (o h = II, RezuIL" CII 11\ intersecţia liniei lui r CII coloaM lui" din 
tabla ?pel'aţiei de compunere a func ţiilof' din '(E) se jlUIIO fUll l- ţin ţ!. 

D,rect ,din tabla operaţiei de compullere n funcţiilor din Sf(E) so dNhll'o 
el lubmulţ.mea Il = {e, (} a lui "(El este stabilă In raport cu operatia do 

a funcţiilor. 
, 

• 
, 

• 

, 
In de 
eleme 
Singu 
eleme 
studiI 
re.ult 

prietă , 
o legi 

Expr, 
[ 

t " "s ar 
legea 

F 

cere u 

• 

ŞI 

.. o 

aluilc 

tatea 



\ul. 

Irul 

e , e 
dac. 

,. , 

• 

• 

i', MOCI.\Tl\'lT.\Tf. 

NotiUIlf\R d~ l{l~f\ do compoziţiA l}l'ez inl i\ un ma('e g l'au dr grneralitatr. 

In deriniţit\ un0i logi lip i..'oll1.pozi \Î I..'. <P I>n o IllUlţÎlfl t \ .lI Kr Îg:1l0!';l alAI natur'a • 
elemenlE\lol' multimii .lI-cât ~i Hlptlull'ft'tli\' in ('IU'(' ~ Ilv\ioJ\Puz t1 po ftl / ftl . 
Singura rt\sll'il' ţit' pll ~i\ {'"t(~ l'8. 9 ~i\ lU;(wil'ze la OI'll'O t ~ 1I 1)11I OI'donal (x, y) dp 
elemente din il] un plt'IlH'nL (((x, !J) din Jl şi JlUmuÎ IJllul . Din IU; t>st lIlotiv 

studiul legilol" elt' <.'t)mpl17.i~i('. hazaL douT' pe lh.' j'iniţia 101' f' !\ le fO l:utr fo;u rac 1n 

rezultate. S-a dovedit ft' I'lilă id('('.u de t1 studia li'g i de (,Olnpozi\Îf> N' au pro ­

prietăţ i care pot fi l1~(lm nalate" in multe ('x(\mp!p lI
co n<'J'f' te\\. 

Vom pl'eSUpUIlP in l'o ntinu<1l'C' ri.\ .lI l':-:.lp Q fl1u lţ inw J1 f' \' idt't ech i pată ru 

o lege de compoziţie 11*", 

.11 X .11 ~ .11. (x, y) - 1', y . 

• Expresia x'" Y se c it eşte: x com pus cu y ~nu :r !'\tar li ,nu :r st('(\ y. 
Defini ţi ile şi rezultatele \·0 1" fi da l(' folosiml al·ea~tii. notaţie ( notaţia 

"star") urmând să fie fă c ute prpciz i1 rile ce se impun ~ i in alle notaţ ii penlt'u 

legea de compoz iţ ie. 
Fie XI !l I .::: E .lI. Prezenţa parantl'zelor in (''\ I)I" (·~iH. 

• (1 • Y) • : 

cere următoarea pror cdul'l'i de ca lcul: se a fl .:~ inl ii co mpu:;ul lui x cu Y ~i apoi 

x'" y se compune (la drcapla!) (; lI '::, obţinindu ·sf' in finul (' 1(,!TIrnlul (x * y) = E 

E ilJ. Prezenţa parant ezelor în exp"(' s ia x", (y ",.:) ill\lHIIlC SLl llWlm intai y * .: 
şi să - \ compunem apoi (la stingal) cu :1: , obţinindu-sc astfe l elenwnlul 

3' • (y • :) E M . 

/I.\. D('filllţir O h'!!tl dr rom llOziţi" .\1 Il _ .Il . (.f. y) - l' • y . •• 

ntlme~te aso('itf'i~'ci di.l f~ : 
• 

(x • y) • z = x • (y • o). 

Dacă legea de compoziţie este dat. in nota ţi e adili"ă Imultiplicati\·.) 

atunci proprietatea de asociativitate a acpsl('Îa SP snif.:': 

(.l + y) + : = x + (y + o), V x, y, z E M, 

respectiv 
(xy)z = x(yz), V x, y, z € M. • 

DacII folosim notaţia x...L y pentru compusul lui x cu y, atunci proprie· 

tatea de asociativitate se scrie: 
• 

• (x J. y) ...L % = x...L (y ...L z), V x, y, z E M. 
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ESfm,J. . ' . . 
1. AdunareJ ,i Inmulţirea numerelor reale luni legi de compoZl\le asocIative 

pentru e4 

(x + 1/l + ; _ :Ii + (1/ + =), (%1/): - x(y:), V x, y, : E n. 
!, Adunarea ,i Inmulţil'oa mah'icelol' din M,(R) ,,,"1 legi de compoziţie aso. 

~iative, căci 

(A + B) + C = A + (B + Cl. (AB)C = A(BC). V A, B. C E M,(R). 

3. Reuniunea şi intersecţia părţilor unei mulţimi E ",,"I legi de compoziţie 

asociative, căci .. 

(X U Y) U Z = X U (Y UZ), (xn y)n z = xn (ynZ) 

oricare ar fi X, Y, Z E !l(E). 

• 
f 

d 

t ' 
(. 
(., 

" , ., 
f' 
ci .. 
n 
A 

P' 
A 

4. Compunerea funcţiilor unei mulţimi E in ea insăşi este '0 lege de compo- pi 
ziţie asociativă, căci A 

(fog)oh=fo(golt), V f, g, It E I'(E). 

5. Pe mulţimea Z a numerelor intregi definim legea de compoziţie 

Z X Z ~ Z. (1'. y) ~ l' - y. 

Cum (3 - 7) - I = -'i # -.1 = :1 
de compoziţie nu esLe 9!:'oriali\ tl. 

(7 - 1), rezultă că această lege 

§ " fO)tl·T.\TII'IT.\TE 

Proprietatea de asociativitate l ă rgeşte mult aria posibilităţilor In per· 
fectarea calculului algebric. O altă sursă in acest sens este dată de legile 
de compoziţie pentru care compusul a două elemente oarecare este indepen­
dent de ordinea in care se face compunerea acestora. Mai precis: 

5.1. DefiTllifie. O lelte de compozitie ,l[ X M - .lf, (x, y) _ :r. 11 8~ 
numeşte cnmlltativli. dacA: 

x. y .... y • .r, II j ', Y E M . 
• 

Adunarea şi Inmulţirea numerelor reale, reuniunea şi intersecţia părţilor 
unei mulţimi .unt legi de compoziţie comutative. 

R,m2'c4. Comulalivitalea unei legi de oompozi~le data pe o mul~lm. linitA M poli' 
II YdfiliMII pe tabla oper.~iei: elemenlul xy de 1. inters~c~i. liniei lui", cu coloana. lui 1 
tMul. 81 li, cgdl CII ,Iemenlul y .• de la Inlersccll. linil'l lui 1/ CII roloana lui :r, oril'l" 

• 
• 

cu 

• 



e aSO_ 

M,(ll). 

pozj~i. 

ompo. 

lege 

per-
legile 

, It 

ar li-.r, 11. M . . \ceasta 1'\ vin€" la proprit lateA 
r.l tl,bln operaţiei t"sle simt-tril"\ III ruport ('II 
djagom,lu print'ipah\ (fII(. tl . l) 

. ~ ______ ~t~~.~!. __ ~._~ __ _ 

tn § j <tii fost t.I ,ltt' tabh'll' adunArii ,j 111111111-• 

tîrii IHUdlliu r. PI' .Jt$ iO, 1, 1. 3, t,} . CUIU .lt'thh' 

tnblt· sunt SlIIlt'l'-lt 'l' in rl.lporl I'U dlllKUllulu priit · 
l'ill,d.\ . rt'zull ,l "'il 1t' !iCill' de t'ompol.ilh' 1llt'lIliollillt· 
j1lnl l'omullltIVt'. Tol la 10l'ul dtal it COtit dati ... taul .1 
l'oIHIHllwrii fUllt ' liilor din g(f:.'), tllld l' J:.' = {I . :!} . 
Pt' tabla IInsll·j 1t'lCi dt' I'ompozilie 5~ t'Olistall't 
rll h o K = " :f= & - g o li , ded lIn'i.ll:iI<'i op~ ralit' 1111 

este comutalid. 

Numeroase legi de compoziţie se defi-

/1 ______ _ 

• 

• 
• 

, , , 
I , 

, , , , , , , , 
________ .Jxy 

/ , , , , , , , / 
'/ 

/ 
/ 

Y _______ J/y:r 

nesc cu ajutorul altora deja cunoscute. Fi~ . II 1 
Asemenea operaţii pot prelua unele pro· 
prietăţi de la cele de plecare prin "mecanismul" dat chiar de definiţia lor. 
Astfel comutativitatea adunării malricelo,' din Jl1.(R) esle o comecinţa a 
proprietăţii de comutativilale a adunării numerelor J'eale. In ad{>Yăr, dacă 
A, B E M,(R), A = (a,)}, B = (b,)). alunci 

bl'l + OIZ) b" 
bZ2 + a22 = bZl 

b,.) = (a" + b" 
b.. a., '+ b., 

alZ + bl2 

022 + b'2Z 

-

b,,) + b,. 
aII a,,) = B + A. 

°22 

Să observăm că inmulţil'ea malri celor din .412(R) nu I?'Rle comutath-i'i, 
('u toale că inmulţirel numerelor ,:eale eslf cO lnulali"ă, .h·ea~ta l't:·zull;.~1 di n 

exempJul următor: 

1 
~)(~ -:) = (~ ~) 

I 
~) = (~ -1 1 ~) . ,. 

-1 O 1 - 1 

Deei dacă A,BE M. (R) a lunci A· B", B· A. 

Exerc'ţll rezolvate 

I R - 11 Pe mulţimea Z a numerelor intregi definim le!!ea de compo· 
. ziţie 

Z• Z Z () "., X - , x, y _ x o y = x + y - xy, 

Dum,tA oomp"nerea circulard. S~ se arate cii lege. 
uociativă şi comutativă. 

d. comp<.ziţ. ie 

• 

Solulir. Dacă x, y. z e Z, atllnri: 

Ix o y) o z = (x + y - XV) o z :=. x + Y - jY + .: - l.r , y - xy): = 
= :r + y + % - xy - y: - :r. + xy' 

"o (y o ,) = % o (y + z - y,) = % + y + , - y: _ z(y ~ , _ y:1 = 
- .r ,J.. V + : - XV - JJ: - :.r + ~; . 

• 

o" 
" 

()ste 



-

• 

• 

• un. 
(:roYI o . _:r O ly 0.1 . 

D~ asemen('(l, pentru :r, Y e Z avem: 

ro y .r + y _ %!J _ Y + ;r - y.c y o r . 

R _ 2 Fie.ll şi N do uă mulţimi, "." o lcg(' de co.n poziţic 
o lege de compoziţ ie pc fi' şi { : M .... .v o lunq ic 

astfel IncAt 

{(x. y) = {( .r) o ((y). V x, y C M. 

pe M . o" ., 

1) Daci, legea de compoz iţie ,,0" este asociali",i (comulntiv ii) atun c i 

legea de compoziţie "Ol~ este asociativă (resp. comulativă). 
2) Funcţia (: Z .... Z. f(J') = 1 - x are proprietatea 

• 

{(xy) = ((x) o f (y). '1 x. y E Z 

unde xy este produsul uzual in Z ial' .,0;' este compunel'ea c irculară (v. Ex. 

R - 1). 
3) Daţi o nouH so luţie penl.·u E x. 1l - 1. 

Soluţie. 1) Fil' II, l' t.' E .\'. elim r l'~h' (UIII'PI ' slIrjt>t'li\"ii, \' \is t ă x. 11, -: E J\[ astfel 

Incâ,,, = {(X!. v - (lYI, ,., (\, .. 

.\ V('TIl : 

, -" , 

(1< o ti o IV ((\.10 ((YII 0((;1 (1.,' * yl o (1;1 ((Cr * yl * =1 

• (l.' * (y * =li fl.r) o (IY * =1 ({r) o (fiul 0(1=11 " o (10 !.'), 

2) OrÎ('art' ar fi .t , Y E Z :1\,('11\ : 

fl ,r) o((y) = (Cr) ,- ((") ( lr lfIY) ~ 1 - " , 1 - l' - (1 - .ri( 1 - y ) -

- I - ry = ( lryl, 

3) FUIH.' ţia { ('ste surj(\rli\';l ia l' inmultirl':l , uzuah\ a numf' rrlor 'intrrgi ('s t t" aso· 

ciativă şi eOlHulalivă. Putf'fl1 aplit·;} 1). ' 
, 

• 

li.2. Rt>marcă. Fif' ~ : M x M ~ M o b~gl' de compo1.iţif' pf' .li . fi o pari\' stabihl 

ft. Ilii Jl In raport Cll <p ş i q>' legp;l d~ rompozitir pe 11 indlls~ d{' ~. 

. Oael\ ~ este asociativă !cofl1utntivt() atunri cp' este nsoria tivi\ (rpsp('rU,,· comu­

tativA). tn adevăr, pentf'U orire x, y , Z E H avem: 

,'W(x. y), z)) = ",(",(x. y ), :Il = ",{x, ",(V. z)) = ,'(x, ,'(y, :11 

\ , 

t;>'(x, y) ,(:r, y) - ,(y, :r) ~,(" 1 T .. r. 

, 

real 

. atu 

• 

" 
lege 

aee 

De 

cu 

t. 

.. 



• 

Numerele reale O ,i 1 au proprietăţile, 

O + x = x + O = x, V x E R, 

respeotiv 

1 . x = x . 1 = x, V x E R. 

Daoă E este o mulţime şi lE : E _ E este aplicaţia identicii a lui E, 

. atunoi 

lE o f = fo1E = f , Vf EIif(E). 

De asemenea. pentru orice matrice A E !lI,(R) avem: 

O + A = (O O) + (au 
O O an 

şi analog A + O = A. 

alZ) = O + ali 
a Z2: O + aZI 

o + al2 = (ali 
O + aZ2 au 

6. 1. D_finiti". 
lege de compoziţie 

(.'"11 element t' E .lI ~(I. Illlllle",ip e[,'mcIII w 'u/ru pentru o 
• 

.IT -' .IT - , .IL (.1'. y) - J' • y. da":', 

f' * .( _.r ~ (' J ' • V .f .c .\1 . 

6.2. 'l' e ore m ă. Dal'ii o h'A'(' tie I'HllIllozitie ar('; rlt'lIlcnt llrutru. atunci 

acesta ("stc unii'. 
Demonstratie. Fie e şi p' dnuu f' lemrol\' nf'u l ,'(' p('lI! r'u o lt>~I~ dl~ compo ­

ziţie AI X lH _ 11'1 , (x, y) -1> .r * y. AVl'm e. (" ~ (,' cito.:i f ' ps lf' p]('llwnL Jlf'U!l'lI. 

De asemenea, P • e' :;;..:; (' ('il('i şi e' c!; l.e p]rJlwnf 11(1111 rll , dp \lndl~ (' = r'. 
Aşl:\dar , (' lemr nLul neutru. in enz că cxi strt , (, ,, 1,' liniI ' d,' II'I'lll i llnt. 

In notaţie aditivă elementul neulru se noleazr, de rt>gulit cu O ~i s(' nu ­
l1).~te elementu.l :.cro, iar in notaţia mulLiplic ali\' ă r! r Tll(,lllul ncutl't! se I1nlează 
cu 1 sau chiar cu e şi poarlă numeh~ de elem('ntul fw i totc. An': n1 : 

()o + x = x -\- O = x, V .r E .!L 

respectiv 
1 . x = x' 1 ~ I . " .f :::: ,1(. 

Exemple 

1. Numărul real O esle elementul neulru a l adull lll'i, numl.' l'elor rpalC', numă­
rul real 1 este elementul neutru al inmulţ ir ii numf'rplor I'rale. 

1, Aplicaţia identică le a mulţimii E esLe elementul nru ll'u al op('l'a\iei de 
compunere a funcţiilor din "(E) . 

a. Fie E o mulţime. Cum 0 U X = X U 0 = X ~i "n X = X nE - X' 
oricare ar fi X E !!(E) rezultă cR 0 esl.' rlt'Inenl ul neutru ni opernl'c' 
nU", iar E este elementul neutru al Opcra\.iei lin ". 
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• 
• 

• 

t. Mul\lOlea 2N "", {2k I k N} a nume/'plor naturale pare e.te O parte 
slabil a lui N In rapo/o( cu lnmul\i .. t'1l ş' "' .... a d,' (''''''I'''''PP il/duba d" 
cAII'_ aceasta pl' 2S nu ,,,Imil~ ,·"'m .. "t ,,"ut .. u. 

* 1. ELUIF.!I'1'F. S I~l t:TIIIZ \IIItE 
, 

• 

Ca şi pln§ arum, 111 esle o mulţime n_vidă lnzeslrală cu o lege de ('om­

poziţie 

JIf X M .... !II, (x, y) .... X • y . 

Vom presupune in plus eă aceas tă lege M compozi ţie este asociativă şi 

.. il a'donit_ element neutru , fie acesta e. 
• 

7.1. Dr{"1Lţ/I'. Un _Iement .r E .1{ s. 1lI,,".~t. simetri:ahil in raport cu 
Ip~ra tir rompozi!i. (a,ociatilă ~i ru ple", .. "t ,u'utru) ,11 x j/ .... ,Il , (..c , y) -

-f"'.'I. tlară ('\i~1il .r' E M a .. tft~1 inrat 
, , 

J' :t ,. ~ X * X = ('. 

Să observăm că dacă x· :::: J! satisface ca şi ;r' condiţiile 

• • .r '*.r = x * x -= e, 

alunci .,. = x", f n a(h~\- Ăr 

,f ' ~ .r' '" e = .t' * (,i' * r") ( ')' .. 1 ",.1 *.r :: r '" x = x . 

Dacă x E M este simdrIzabol, Alunr, IInl\'ul element x' E M cu 
prif'talflR. .r'. x = x * .r' C ~t' numl:'ştp sUlulrrcul lui x (in raport cu 

J'a \ ia li."), 

pro­
ope-

In notaţia mult iplicaliyă şlnwtriru l lui :r, în caz că există, se nolează 
dE' rE'~uI ă cu x-1 ş i Sfl nUJllPşle uH'l'rsul lui Ii in notaţia adilivă se notează cu 

• 

-J; ŞI se numpşle 0pu'iul lui .r. Aşadar, 

X-IX = xx-1 = 1, 
respectiv • 

(-x) + x = x + (-xl = o. 

f.xemple 

1. Cum,. e = e, rezultă că elementul neutru esle simetrizabil şi simetricul 
lui , este tot e. 1 n notaţie mult,'pll'cat,'vli a - 1-1' l' . 
aditivă -O = O. 

li. Matricea A E M,(Z), A = a b 
c d 

(inversabilă) In raport cu pppraţi" 

d 

-c 

H'm = , 181' In notal,e 

cu .d - rb = 1, este simetrizobilil 

de Inmul\ire din M.(Zj şi 

-h 
E M,(Z). 

a 

• • 

• 

I 

, 

1. ( 
1 
f 

4. ( 
1 

• 
tII « 
me 

• 

" 

• 
Iar 



• 
dQ I 

, ,. 

-

cu 

In adevAr, 

C~ -!)(; :) - ad- br -~b + ad) -
i O 

=E 
O O 1 

, 
, 

analog ,. 
(; b d -b 

= (~ ~) = E, 
d -c a 

3. Ol'ice număr Intreg este simetl'izabil In 1'8pOI' t cu adunarea numeJ'elor 
Intregi ; numerele intregi simetrizabile faţă de Inmulţi .. e sunt 1 ,i -1, 

1-1 = 1. (-It' = - 1. 
4, L"n.ultaml tabla dată la § 3 pentru compunerea funcţiilor din .(E), unde 

E = {l , 2}, se observă că e o e = e şi ro ( = e, deci funcţiile e şi ( ""11 

.imetrizabile (inversabile) şi .- ' = e, (-' = f. 
7.2. Te ore ru:1. Dară I . -'1 E .lI sînt r!t"mentp l'o inlPtrizahile În raporl 

cu O lege de compozilie .tI . .11 _ \/ , ( 1' , '/) ~ r. '/ (.,oriatini şi tU f' le­
meot neutru) atuncir ... ,/1 ~i J' ~1IH1 .,imetrizabile . 'lai mult: 

1) (r. '/)' = .,/. 1", 

-2) (r) ' ~ , 

Demonţ/ff1 {/(' \ \ pm ' 

(y'. x '). (1" II ) 't'. (1". (7' '1 )) ~ II' . «r' • .r) ' !J) = 

( 

~i 8nalo~ (x '* li) '* (.'/. ,f) (' R+)7.lIIL, r~ r . '/ p<;. 11"' !- nl)plr!7, ~hd Ş I ( .r * .1/)' = 
= y' ... x', A dou:\. ",fil'Ol1'f ţlf' P~ 'I' ln1 f' dlal,l. 

Prnprlf>Ujţilf' 1} ŞI 2) dIn P llunţul t f'lH 'flmPI prpr pdpnlf' ~ p tram.rriu multi · 

plicat 1" .,\fel 

lar 1,\ nnt a\la 8tlttl\'. 

- (x + y) = ( - !l) -"- ( - 1'), - ( - I) -.r, 

Se fa ce următoarea convpnţ lp rlp nnLaţlp: 
, 
, 

• 
• 

• 
, ,,' X-II = :r + (-tll 

! P 

• , 

ExerCl\rr rezolvate 

B - tI s, ,e aratb că legea de compoziţie 

Z x Z - Z, (z, y) ... z o II - Z + II - "'/1 
, 



, 

• 

, 

, (I nt~rmin~ elem~nt elp, simfll'izabile, ACf'~a,i Are elenwnt neutru Ş' ,II se" , , PI'O, 
blnmnti că. p€'ntl'u l(\~l)n. dt' l'ompo1. l\ w 

Q " Q - <1 , (/', y) ~ ·l'°ll 
, y 

Sollli/" 
S,l IIH'm 

1 I 
' 

•• 1" " 1" """" 1,'111'" ,1 , I UIIII}l III," IMri) /' ~. Z 1 '~ 1t- 1" 1\\1 ' 11 1\' ,., 

, ,. l' o ,/ " 
, , , 

, t' .1 .. 'ti I l Z 

.J o il 
,. v . 

o II ,- Lui~ 

::-i in Jldl'tit·uLlr /' t'. II t i ]'\' d \' ,ti!.', p.II',k ~I' \""n I'H .1, (;1 

d t't' i IHlm'~ I'ld (1 ,'sil' t'h'III,'lIlld 111'1111'11 ;.1 I").tll U" j "UH IPU/.JI, I ,· 

Fit' /1":: Z . 1'>\'1I t" 11 \',1 fi ~;1 fÎ.' IlIIH, ·tl'JI. ,dJd In 1'i~l'urt 

11· .... bIlÎp 11;1 !',isl,' .r E Z a:;tfd inr.ll 

III J. g,-jl (k ft,uIII/,/ i! •• ,c. h 

" 
ti o .1' " f fi .1 , 

dl' Ilnde 
.1"((1 - 1) (1 . 

~ ,".1 t S I,,! ~ Z d,',','. " Ilunwi d ,lI-ji (1 SI' ob::;,>I'\"<1 ,-,1 ,lI'l'as ta I'CIl<l~l l' aurIU l' (I 'U l,'.f...: A , 

" :! . EIt'llh'nh'h' ~inwlril.ilhilt, l-IIII 11 ,:,i :.! . II' II ,:,i:.!' ~. 

C.inrl Z SI' Îld UCll it' ';o k "II I! ., I" I1l"nt,'h' :-.illl" ll'il.dl.Jil' sunl tOilll' Illllll 'rd,' " d ţlf 11.11" 

fi i- 1. 

I li "'1' d .. • • R - ,) FiI' d un rHI II laI' illtn>tr Pi-" r aft> " - - , 
-

. t C 
1(" 

" Q. of O " #- O 1/ . t c .I/ ,I Q) fi, " :-. il li , , , - ~ ~ 

1/ 

1) Il I'!-t l. ' Il 11;11 '11' 

2) Ol'i,'" !t1i-dri('l' 

operat ia indu~,) , 

'!, dHI<t d lui l!;! ( (~ ) ill J',rporl I·U illI1 1ul(irf'<I IIlal" il'l'lnr. 

1 Il t ' It , ill\I'I' :-'i lhil<t (:-.illl ll ll'lzabdil) În 1'<.1 pli 1'1 cu 

.)v{/II/('· . ) 1-'1" . 1. /: '_ It. 

• \ \'1' III : 

(, ',i 

. iii 
\ ' ti" 

und\.' (1." -= O'L' - dU;' E q. b" 
s~l arii.tilm ni. fi" -=F II ~all b·' ~ 

(" . I 
1> 

, 
./'/,' 

, fii; , 

''Il (,,. 
/1 

" 10 ' 

ddw' ""'1) = c'" , 
dW V tiri 

b" II :-. , , 

"~ ') , 

" 

:~") 

soluţ h:: Jl l'banală a SÎsft'Jn ldrll OIHO!.;"(' Il: 
f) il I'U lli .r "":.- u' ~i Y -"- b' t'~t(! O 

(*) { fi,r d~!I = n, 
lu ..L (.1 =- fi, 

Dclerminantul matrkci ac(':slil i sistem ('s t(' ('ga l ('\1 ae - db'! , Cum d l'sh' Itber dt , 

patrate şi a +- O sau b -:f:. O, rC7.ultfl. !'il a:! - db 2 rF O t;;iC'i nltrl'l Vd e Q, Contradittit'. 
Dar din a:! - db:! =1= O rczulltl ctl sillgur'a sohq,ie a sis temului (. ) <,S l (' x =o y __ O, H3.mAI1f 
adevărat că o" -# O sau b" =1= O. d,,\'i AH E li , 

2) l-; ,~ observfi. că malr Î<.:l'll unitatl' Ee If şi ri l' .ti Ei II , S~ nr,"~1ll rl' t'xi~h1 (1 

matrice X li: II . 

, (r x= 
y 

~J . \ 
x , x, Y ., Q, x;' O sau y ;. O 
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• 

o. 

• 

(~ ~) AX - (
a db) (X 
b a 'J 

C('t'll n' c:;tlJ echinllenl (' Il sisl('mu l l inhl': 

( * *) {ax 
bx .... 

d, ) _ (U" 
J u.J 

dby 1, 

îl!! _ 1). 

duy d(bx ~ uy )) 
(IX d~!J 

Dull.! rmillllnlui :;i::ikmulu! ( .. ) t'S1c (l~ - db~ i: u ~j Ullll:'. ::ioluţk l':;iI' l. il J{(J~ d/J~), 
Y = _b,'(lI :.l _ fib:.l ). 

Cum a i:- li S,HI b i: 0, l'elllltJ. .r ':f: O Ijau ,U -:j:. o .. \"ul,u' · 

n (/1) 

• du' • du' a- - u- -
X - E /1 . 

- b o 
• du' • dh! I a~ - u- -

.r c I I. 

~ ~. I'HUI'HII :T.\TI \LE \lH '\"\.HII ";- 1 i:'\"( I.TIHII :\\01'11.0 II 

In capitolul 1, § 1, au fost enumpl'atc P I'OI)l'ii..' IJţile Hdlln~lI'ii ~i inllwJţll'li 
numerelor in tl'f'gi. 
Anunl.e, cu terminologia aduptat.-, În ('(lpitolul tit' fd~ <·I. adulli.lt"I't\ JlUIlH'!'C)UI' 

JnLI'egi, 

z X Z ~ Z. (.r. y) - l' -,- !I 

este asociati\'ă, cO lllu l ati\'(I, admit(· pl' O l'H t'1('1IH'lIt llt'ulJ'u ~i (Jl'icf' 

Intreg admite opus. 
De asemenea. inmult irea numprplor Îlllr('S!Î 

• 

Z X Z - Z. (.r. y) - ."y. 

este asociat.iv ă. comulat ivi! şi admit(' !)E' 1 {'Il f'lrment neut ru. 

-numaI' 

In fine , inmulţirea numerelor inll'€'gi ('~ t t? dif)tributi(·'â faţă de aduna!'e: 

x(y + :) = xy + .r:, v.x. y. =::::: Z. 
Fie n > O un numă r inll'f'g. Dadl a. b E Z am definil suma modulo n 

a lui a cu b. nolală cu a Ea b :,i produsul modulo n al lui a t U b, not a t t U 

a ® b ca fiind reslul imptu' ţirii prin n a l num ii l'ului a + b, respeC' liv ab: 

a '"' b ,_'e' ( + b) I <I7 a mOt It, a 0 b "j (ab) mod TI. 

S-au obţinut astrel două legi de compozi\i~ pe Z, 

Z x Z ... Z, (o. b) - a EfI b ~i Z X Z ... Z, (a, b) -, a. 0 " 

numite adunal'etJ, modulo n, 1'C'spf'd i\' inmul(irea modulo n . 
• Nf' prOpUlH'1ll 1n conLinuare sit sludipm proprietl:lţile nc<,stoJ'l\ . 

. 'aL uLiI penlru acest .tudi~ ", to următoru) ' ,- • 
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-

8 1 r • }'j'e a, b E Z .. \tunel orlctu'e ar fi h, k c.. Z avem: ., , e m D. 

(a + nil) -e (b + nk) ~ u ED b 

(a 1- IIh) 18> (o -! IIk) Il 18> O. 

Demonstra{ ie. Po"t,·U o"ieu It şi k E Z ,1\ """ 

(a + "il ) j- Ib I IIk) (a I b) I II (It I k) 
• 

ŞI 
• 

,IL + 1111) (b + IIk ) " ab I Il (a" 1· bit 1- Ilhk) . 

Rezult il cii "ume,· .. I,' (IL + "It) I (b -! "k) ~ i a l b duu uCI·laşi J(' I 1" '" 
implu'ţ il'ou cu n, deci 

(a + "It) ED (b 1 "k) " a ED b 

ş i, oe asemenea , nume"rle (a + nh) (b + I1k) ş i ab dau ace l aşi rest 1'1"'" 
t irl")a Cli n, Je,,:i 
• 

(a ·- "It) ® (b -+- Ilk) ~ a ® b. 

• 
Iffi p(j r· 

8.2. Te ore m ă. Operaţiile de adunare şi înmulţire modulo 11 au pro-
prietăţile : 

1) (a ffi b) ffi e = IL ffi (b ffi e). 

2) a ffi b = b ffi a, 
3) (a 18> b) ® e = IL ® (h ® e). 

4) a 18> b = b ® a, 

5) a 18> (b ffi e) = a ® b ffi (t ® e 

,oricare ar li a. b, c E Z. 

Demonstraţie. 1). CUln a ffi b co te reslul împărţirii lui a + b prin /1 • 

• xistă q E Z astfel i1wllt 

IL + b = I1q + (a ED b). 

Din lema precedentă rezult ă: 

(a ffi b) ffi e = (a + b) ffi e = «a + b) + e) mod n. 

De esemenea: 

a ffi (b ffi e) = a ffi (b + e) = (a + (b + e)) mod 11. 
Dar (a + b) + e = a + (b + e), de unde (a ffi b) ffi e = a ffi (b ED e). 

4) Avem: 

a ® b = (ab) mod n = (ba) mod 11 = b ® a. 

5) Aplicind lema 8.1 avem: 

a 18> (b ffi e) = a 18> (b + e) = (a(h + e)) mod 11 = ("b + ac) mod 

= ab ED ac = a 18> b ED a 18> c . . 
n =. 

, 

r: 
c 

8/ 

• 

f' 



• 

• , 
P,'oprietatea 2) .c' dom(Jn,t,'oIlZ~ l'a 1,), ia,' 3) l'a 1). 
Să obsl'I'vl'tm \..'1' udun 'lI't'U motlulo 1/ IIU nllrnill' (·!t'/llPlll lH'utJ'U . In adl·· 

vă,,, să P"('SHlllIIWIll l'il O Z l':-.II' /1 .... 1 fl 'l 11Id\t O ~ il /le o a, 'V (1 r Z. 
Dud\ a ~ ~illl ~O, t , 2 .... ,II 1:. HllllU-1 tJ (il a j (( 1H'lIlJ'll ( 'il lJ $ t1 g". 

Conll'mlkţ It' . 

• \llHln1! ~t' Hl'ulll (' II illl1lult 1I"' it IIllIduln 1/ nil udillil, ' 1'1"1111-,11 II"UI/'II . , 

. \ şu ,'Util :-;-11 rlWI "h!""I '\<l I, ,,\,'111 : 

prin Pulom dt'l'i n)ll~idf' r'a 0!lrl'aţiilp indu~ !' pl' ,\~" tiI' ('MI'p l'IWl'ilt iih· (\(. 

, 

n, 

• 

ndUTt tU'(' ~i inmulţin' (iludulii n. 
;;) ., , 

resped jy 

• 

. ~ ''', .' ":'\ '1 . ..: Il - ..:1\ ". 

.\ c€'str ope l' aţii 
n - ") "1'1111'\1'1'<1 ~)._ . 

i:tU f·\'i d"llt 

CUllt: 

uEl)U · u. 

(/1. b) -1> (1 <!> h 

la. b) - a ® b . 

t'lHlnt III Tf>orf->llwi 8.2 , 

I ® u a(8lI -11 . 
u - , 
v a :.... .?i- ,[ 

rezullă cu l1"unwl 'plr O :;;i I ~inl ,' 11'1111 ' 1111 ' Iwu ln' !)('nlr'u opel'a~iilt' intlu:-r pc 
~,I,de către adunan'n modulo 1/, J"''' ]lI'c l l\ irl!ltul~in'a IIll!dtdn 1/, 

In finp , ~(I !Ilai Ob H' I'\'iIJlt ('il 

uEl) (Il II) (n - a) El) Il 1). Va c:: ., - ~' '1 ~ 

• 

• 
r- '~ ri ., a",O . I'f' z uit <1 • Ol'it:f' e ll'nlrnl ~ 'ii. 

ş' cum IL - a ~ ~' '1 OI'II.'Hl'r li l' " ~' ~I ' ea a :::: ~ '1 

este simell'izHbil • I'apl!,'l npl 'l'at ia indu:-i,-\ 'Il eli \W 
., 
~' \ .1 dl) t''-' t 1'(' adunal'('a J1J.U -

dulo s Înwl rÎt,tli (lIpu:--o l) IrI i ri ind dac iI O 
. 

1) ti al tI il. Il. " n " (/ '" ~I a = , 

Fie n = G. Tabl"l .. 11]H'I'H~iil'll' indu:-- I' IlI' .:i\ 6 '0 I . 1. ' ) :l. r, . -. :lI 
I de nHI'<' 

adunul'PCl 
• 

inmultil'pa Itloduln li ~in l : ş' 

O I ') :) " • 
® O I 2 1 r, -

El) · I J - . - . 

O O I ' ) - :\ r, -· , II II U O O O O 
1 I 2 :1 " - ti I II 1 2 3 4 -

. I o , • 
2 ') " " - O I 2 (1 2 4 O 2 4 .1 . I -
:J '1 !, - Il I ' ) :) O 3 O 3 O 3 . , . , -

" fi - 1) . I ') :1 " O !, 2 O ! 2 .) - ., 
- I ') :\ " - Ci • f, 3 o 1 • 1) , , . , - . , .) -

I "hl" :.lItll1(1,11 II10d\ll1l li '('abia iJlllllllţ irii modulo 6 

J "pllli 1'-1 /lpt'I'Htw Indll~J ]1f' Ji'i e dr ndllnlll'f'A. mod\llo 6 t\slo comutativi'i. 
~I 1,1 'ld,,"I .. 1)1' fI!'a f ,lt'IIlPlti l1t'ull'U ~t\ eonstH.1I"1 şi ptI tubift AtE'~triR , Folosind 
nutrltlil arlill\'" IJf'llllrll si mpII·Îe. l'P l'ol1slftla dr, tHifln1.rnrA. Ci\: 

-O _ II. -1 _o, -2 ~ 4 -3 = 3, -4 - 2, -j - 1 

Il 



• 

• 

• 

• 

f 

o Ei) o = O, 1 Ei) j O. 2 Ei) 1, ~ O. :1 Ei) :l (1 

Ehmlcnlpln din ~~6 ~iJlwll'izubtlt' In I'apul'l fU OJ"'J'uţia jlluu ,i-!. d(· 
\it'~n modulo 6 slnl 1 şi 5. !'"lu.imlln u ... ·,( "uz ",,(ul'u JI.ult,!,IJI "!"" 

• • 
Slmet 1'1L'! nvom: 

I • 
• 

c~ci I ® I = 1. j ® :, 

_ 1. 

1. 
, 

j 1 

fII/Hul· 
J)I'II t rlJ 

R l' IUllr; tI. Opt'nl~iil .,@. an' PI'ÎUl'it.llI' filt ,'. 1.1 \' ,,$" ) 1 \k il t t ' l'a IlItl U ~ -). I!J ' " iii 

k ® b) ~ (' p.u'<lrllt.'1.dc put fi olni~l', ~ \ ' I'llnu ~lllI pl\l li ® b (31 c. 

Exerc /(J, rezolvate , 

- -I R - 11 Gă, iţi soluţiile din '~6 ale ecualiilo,.: 
• 

1) 5®.1'$2 - 4 - , 
2) 3 ® ,. $ " = 1,. 
3) 2 ® ~. $ :l = 2. 

und e ,,$" şi ,,(8)" sunt ", illlbulu l'ile ftdunil.l'i i ŞI lllHlI.llţirii modulo 6 . 

SOlllri". 1\ elllll ;-; ® .r EE! :! EE> " 

" -
Oill tdula ltull ullil' iî IllUdul ,) li !'t'I,U!!:. 1'<1 ,f 

d l ,j estl' sitllt' tl'l;nb i l in .'aporl !II ,.(8Y" -:-i :, L 

' t. \ 1'l· ld ~i 1'l'I.u! wt ~l' obtlllt' () b ~l'r\jnd 

;1. D.'du ITllI: 

.r= l@ .f (:.®:oI®., :, ® (:, ® ,ci 

2) Cum :J ® .r tB " Ee :! '1 EE>:L rt 'll Jll tI ('ti 3 ® .r ti. 

Din tabla lnmll l~ i l'ii modulo 6, g,1s im pl'1l1rll oI \'il lol' ih' .tI - (1 .... - '"1 ." , ... ~ - \ 
(O (>cuaţil' dl' grad 1 admitl' Irl' i !'oln tii ' 1. 

:1 ) elim 1 ® f tB :; ffi:1 :! ffi :1, 1"'1.1111,1 ~. Din ldbld inllluitirii IlHtlulo 6 
se constată f ii nu C)..ist~l .x E..'As <.I~trd ind l 
soluţii. 

, 

IR- 2 1) Rezoh' aţi in !il, e<'uAţia 2®.,.$3 = 2, 

2) 
a '" O. 

Arii lali , 

admite 
că e\'uaţ ia a ® ,,. Ei) b = O 
1) solutip unil";-i In .9l,._ , . c ll a, b C ~ii' 

, 

31 IlU a d :llIlt: 

Soluţie. 1) Ad lHlind la fit:!c·u' t! t ermen ,li cl;lIaţici OI)U:;lIllui 3 in raport ('u ndlUlRI\ .... 1 

modulo;) pc 3\3' se obţ,ine: 

dcci • , , ' • 

" , ; 
lJin tabln lnm'IIPrii mOdulo :i Ih' .~ !";f' l'()IlRtalf"i rfi :! i'st<, 

2 In raport f'lI ili l''':;h1 Opt'I'rltip t'stl' :1, lllIHnltind (' II :1 
sinwtl'il.llbil ~i 

!'('IIU ti" ~ ~ ..r 

-, -, 
• 

~®~I8>.r 

cii dlh't'm (,\1 .r 
-

!-inll'trkul lui 
4 !oii' t>bţill~' 

• 

, 

'0. 

"" 

~I . 
rlu 

J. 

• .' 
• 

. ~. 

4. 

~. 



m<dolo l 

.d""U 

• 

• 

, 
'~, ron. !Ilt'1ml t .lbl _ j,'I IIIllUlţlrll ,,;,1 IldULllru m ,.II,III:' ,W..-t , 1tl, 1 2, a 4} !v f 3 ) .l' 

"on"t." .1 .'.1 l u.\I'" rI."IH,·ntl·h' b .. ~lIll ~uul 11 1"11'1 rilillJlI., in r.lpurl ,'U _" IUII.III'& ulOdulo [) ~I el 
\oi.ll l,tl,' IU,'ntl'l.· ti I~,. ~t ,ţi. U, ,,"ui '11111" II /.Itld,· III " '11" .1 , 111111111,1'"'\-,1 ulUllulll~ , A,:,,(hn 

ch1IH'I.' (It' rt'("h.llt' tll' 1;, "rI Il IlUl fi p;lll'ln'o" ". p •• ;utll "1'I11·1.1! II <.,. ~J" "~o o I O. 

dl'~1 1'l'\I;I\I.l .1 0t' il /1 \1 ;11,' n'l 11"\111 II \111;1'1» ILI ,'1: 
I Il' 1, •. 1 ,i: ;hlhl ÎIH(\, H (:) ,1, (!) II \1 .... /I~' ,1 '~J /1 II ,\IUIII" ;,\,'Ul 

.\ JUII.\lId II\HL\lll lUI II 1 .• Iln,ll" IIIJ IIIH'III 

t/0.1, H 0 ,\ 
\, inmultind Idlll l'lIll ;!l'c,t., 11111111\' 1'.(.IIIU~1 ,'li ... illwlrll'l1lllll" III " II H.1I1 tU 1Il I IlUl\I]{';! IlHI 

,Iuto ,) \1' lI11tilH'.l, .1,. 

1. 

., -. 
-

• 

ExercitII , 

~.\ ~l' ah',Hub"l';i t.lhJde u!lt·raţli!ol 111(111\" Pl' :J{, 

l1lultlll';! Illodulo 1. 

:0. 1. ~. ;\ r L /, (Il' ,lllulI;lfl';1 '1 II I 

,\ rflt;1\1 

Z Z • • • 

l';i 111\1111111\',\ 1/ 

• '1. , Il'. !Il ' .r 

dl' compof.i\lţ 

dd 

" 
• 

;1 = ma '[:1. 

1. ", ;\. I, '- /, ('!,[,. ~t.dH];"j r;l\.i de h'gl',1 III' 

"'1 ~:l \{' ,llc:Hui;I!.C-1 LibIa oJ1('ra\il'i indu\l'. 

dd 
;~ = n'lin {:1, ;~ 1. '1 :1. 

Ix, ;~ . '. , undl' . ,. Alr:Hui\1 l"hl('lc Opl'l";l\iilol" in<lu:-.(' pe II 

-. . , . 'l , 
/'--~ 

I I ., -. 
• 

:v -
•• " I . , -. 

compOII\I\' 

4 . Fi e 11 {II ~ \ ti Il} . . \r.H.lI i (';\ /1 (',h' ti l/'l l"h' ,Iabl];) :r lui ' III mport cu fiN'M t' 

din I('gil(' de t'OltlPOfilil' 

,1,·( )1,'( 
{/ 1 b =l·.11I.111,d.l" 1'" b,. 1/ II =r.m.1l1.1l:.1", :0, /IL V II. b L , . 

Alefllui\i tahtl'le op('ra\iilor ind\l~l'. 

;j, Pentru ('are ':lIuri aiI' parametrului 1"1',11 i ,.tIl"l"\;lIuJ C.!. X, (',li' u Jl;l1h' ..,1;llIi l;-, a \:Ii n 

in rapo I'l CII ]l';.!('" (Il- I·OIl'pol.ilil' 

•• 

1. 

.. 

1; il, 1, " { - ./3/3 . 

(,Ix] .1", (,'"'1 (x 

\rillaţi cii /1 li, . L· 

tIe r 
.r~!I = .ry 

./3/3} " -
• I ; q ( I 

• 

( 

. , -, 
1 -

-
.r I ;\). 

rd c.,l e .. b bil;i '" 
..,; alc1'ILuili tabla oprriqiti induse. 

'lI/ • ;., '1 .1. !i 1: H . 

1 .. I ", " : \, cl{'fiui\(' :I !otft-I 

- 4: ... f.,{x) (x I :1) ( 1 V ., ~ E. 

ra po r t 1"11 o!l(,f";I\ia (le cOl11l) II 11(' h' " flln .:::\ i il lir 

Pl' II tldinim It'I.(('(1 (i(' (·Ol11 IHl/.i\i e 1 1 , It • It . (.r, In • .t ' !I. I1nde 
ti" r 

.1"'11 =.1 , !l ·i .1.'1' • 

Arlllu\i cit nel':\lII(1 h'l-:" de C0111pOl.i\i(' l'!olc a~("H: i;l l i,i\, cornulnli,;i ~i l'U t'lttl1('111 rwulrll, 

Intcr\a l u l 1_ 1. ce ) (' .. h' o parte slahil;' a lui It in raport C\I IrJ.(('a de t' Oln IHlli\l(' ".". 

Aritla\i c(l I,.gilc d..- nll1lpo!.iţic ci(' la c' . :l l'I u n l :lsocinlh'(' ,i cOl11l1 ln l1\t' . 

Il'nta "lcl11t'IILulul 1II' lIlru ])('11 ( 1'\ ' nplr:l\iilt' ,nduM' Pl' illlt'r,-:. lrh' 11f , ~ I~I. I{I, 
IIlId,' fi, fi· II . /1 h, 

Sllldia\i (',is ~ , 
II), (u, hl, \0, h) 

• 



, 
• 

• 

1. 

• 

ArAtati c~ 1\11111e d(' rOlllpo, llle de- Unite pc N la ('\. I tu u l ottlooeia t1\t !;oi (.:OJIIUI&tIVt , Mu. 
dhlll C,I \ tenlll I.' l e n lt,~ lIt u lu l Il\'u l l'u IlI'lIl l li at't'lIh' It'ttl ti(- n.nJl IJO/ill~· !)oI IJUII/II llPtlal1i1c 

htt.1us pl' /1 {li f,;; , I II I 12}. 

orico rc ar h perechile (1, III ~I (~ , III) ti 111 .lT . 1\lut .1I1 (.t iln ~ 11 Il'gl cI( COII'JlUlIl lt '''ul !LO 

d ;l l h~', l:ol1wtafh C ,;>1 n i t 11'\11\'111 n(' tlll LI. 

1. 

(O!l'l P Ollt ie 

,!. I 
(!'. y) (', U' ) _ (III' !I. !/II'1. 

li, I 
(1. !lJ(:, 1/11=-(.1·, !ill') 

qrîcarC;Jr f i pe rechile (:r. YI:-i Il, Il) din .\1. ,\r.II<.l~L LI an'~ l c h'gî de compf'itlll' SUloI .J~o· 

cialivc. COlllutati\c ~i cu dCllh.'nl lH'u lru. 

I:.!. Fi e fi, It, c "" Z . b :F ti. Pc Z ddinilll h'~l';l dt, lompozi\ir ,, ~". 

dd 
.hY= u:ry - b(.l" ~ !II ~ r. V.I', Y lE Z . 

1) .\nHal: c:'I. ., ." 1.:&lt, It'W' de ('ompo7.i\ic a !>odath"i d~.tC·:l .f. i n umai dacă 

2) Cand b~ 

numai da t .i b ie . 

b '" 
'" o, 

li Il'!--:Ca dl' l'ornpofilil' .. ... arC' clement n<,ulru d;lCu ~i 

la. Pc mulţ imta X a nutllerelor natur;J]I' ddHlim k~(,'1 Il<' CUlilPOliţic " • • 

,l<- f 
\ , ....... , (III, II ) ... m . lI=m", 

1) Ccrcet:l\i propridrllilc :H:('~Il'i Iq! i de (·otn pO/i ~ i L. 

2) IJl'lcrllllllil(i Ir ipld{'ll' (/Il, n. 1)) tit IlUlIll"rl' llalllr;l!c ,11 fl'1ih' de U a~lfrllnLât 

(m on).p nh(l'op). 

I '1. 1', li '" tlrOllr';ilc legl',l (1 (' {' ,llll pO/.i t it' " • " 

II 1\ · 11 • 1 J" , 
d(' r 

1.' 1 • .1 0!1"'=%.I!J :lIlX" /llJ . 

Determinati a .,i h a~lfcl inca l [t'",'l'a ilr 1"""p,,,,'I' " , , " o r , , , ' ... a le COIllU " 1\;..1 '" a:::'O('l.1 1".1. 

l:i . T' I: It se rldine<' l e lr ~ l':l IIt' nl1npofllu' ..•... 

n . II . It (. t, Il) 
II\'! 

• ,.I/:-=. ry \ I " !f _. 

Ccrrd:l\ i ,."\t. ... t {' n ta d.'m"n l 'llui ne-utr1l . • 
, 

16, F ie .\1 llIult Hll ca mal ri"dnr .\ " .lI.l " ', 

o " ' \ , li, h CJ: n 
O b 

\ rttlatt 
1) 1. n ~. Al .~ \/1' " ". 
:.!~ '\u 1'"\I'i l..l 

• r , .lt .• ·, rrl' ] in· A' r' \ 1. V, \ ' ,\, , 
J) L ~l :. tol o 1Il1 lmlil ic de tn.ll l ll·C \ ... Jl u. ., Ud ll1 l i\1 \1 , 1& .1, VoI ,\1. 
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u.\ 

1, I .. 

iW~ 

, 

, 
.\ l llnill' 

r .... • It" 

l'i\.'lUl'llt II l'u lru 

\,. ... It ti 

Ujll'r;l~ia illllu:-..' ll~' .lI til' IlItllul\ltra 11 1>, 11 in hlr) 

III lidillilu 1~'l-:ik Ik Hllll llU lI\1l-

" 
1" 

" 
b ,1 , -

" 
"' __ !o_' I 
II I,/!I 

,1\'1 '1.,,11 
II .l b ':,;,.. ..::c:.. 

" h 

tIUt'lii.\ ,. II IUIII I\,I) 

(mediU a l'lll un inl.) 

V II. t. o.;; 11° . 

Ar.lt .lţ\ r,1 ,If.'~tl' I,'g i df' "ompol. i\ie ~UII I rn nl'll n1i\'1' ~1 1111 "un t ,1:,>,j(',a l,\T 

t' lt ' IIH'1l1 Ilt'utru' 

, ! I I ,,!. __ II· /;\. 

.... ludl.;I\ d.I\.1 k., •. ' \h~ \0.111"' /1111' • 

:\ l/ll!! 

HI. LJdl'rmill 'lll !l;',r\,1\- :,bllLll lilllk ak !ui Z !II f;ljllld \;1 ill'lllIJlil<:". 1 ~ 1 1,; II' \1 p:. rtt .. Ia­

h il;\ ;\ lui Il in r.1\1011 I ii ,IIUlL.I:',·; .... i 11lIIHU1lil\"LI J 

111\ nI 1I1'\llru ) 

"11 -' 

\ ' n : II 11 II1It iIlW;. IIUllIlrdul" 1 ... :lh· li.' furJlI,' II 

2 b~ J. ,\ r;I \ ,l ll ,:\ fi \·,1 ... II p,UI,' ~LtbiU a 

-I>I:!. II. /1 ( t) IT "'.1 li ,LI!' I ,.n1lIli'l u! 

hn 1\ IL! r.lpur~ "U 1l1lloullin.t ,:> i lil lo:ttc 

l\utll l' h ,l c din II sunl ,iuH'lril.;tlJih' in l;l!lurl l'lI OJllT.L\i:1 Llldu ~;\. 

. \ 
(a 
\ ,. , 

"), a. 

" 

/1. r .... II . 

') 1),1(" \ . /! '" .\1. ;i I Utll'l . \ 1:.:.. .\1. 
:lI C ,HI' ~unt dl'lIn'i!!!'!.- ,itllt"lri/:dJlil' :i\r hli ." ,II 1".1 1'01\ tii 11l1l'I:I\ i " iLHlm.:"L ? 

:!:I. Examinând 1.1111,1 illllllll\irii Iliotluio X. ;1t-d\In-\i r:L tH'lllru \'nl:lIi,1 41 e ,1 (il li 

U, b E.; ;/{., II 1- Il, sunl po~ij,ik llU11l,1i Cll1dJh' 

" 11\1 ;ll' ,' 1\i("l II '-\llo\i,' in ~t .. 

Il, (U 

:!) :I n' 1) ',im!U1",'1 ':>o\ul\\' in *" , 
:H <In' d .. uit ':>ohlliÎ in :Jl, 
II ar,' piLl lll .. u\ulit Hl ,:p". 

0"'\1 ('Yle 1111 ('('111\,111 ti" a .. \I,,; .11- ,·rl1.li ... p ... .,t r ll [n , II Il1" 

\ 
• O , .) ;, 

" 
II, ,. , 

, 
I G , .:) \1 (_ '/ 10 

• • • • 
o- I le (J un Il um .... r 1!III C<~ " ... " " -

.H ;(u, fi,) ia, b ~ " «1 , n) 

1) lJ.J.lil (o, b), 1" r/) '"" " ;o.> ((It OII t- /Iri e: ,'1 , 

2) L, gl'iI do. ltJ1T1!ltJ/t\W .. .. " tltlII111,\ pILit JI \ 11' 111 

('1, h)t((", ti) 

tsll lo.nut.lll\d !i l .s~ot,;lall'a_ 

/ld 

J, I)..:.lClIt\Ul.lH e1emenlul neulru ·51 I,llcn,l:llld\. !loIl11drJl..lhllc. 

• 
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:':6- , Pl" " nw Hi lllt' ,II !'o.t' d.\ II I"nt" <It" ltllll l lo/l\lt' .hIHI"ll' .... 

.\1 .\1 . \1 (_1, In • III 

l ' r t"!..-J pU IH'IÎI l';' ]11 t. • . \1 Iti IU 
, , II • 

"7'" "-", .. ""'1.' 1"l!1 ti,' \,UI1I , III"\II' ' ''' IIHL I \IIIIt"1 \1 tII 1,11'1111 ul, IH 111 t , .. • '1 \'.. ;." ~ 

11\ (', J). tl·t"l I lr j ~,lrt.: .11 II ,1, y, II, II \ ,\1 :1\\' 111 

l' .,. ,,, 
" I ,,' '" 

;llUll l i , ) ,. , . 
:.!) ., !I ., !I, v. !I ~ ,\1. 

• :n ,. u !I •• ,t. VI, !I • 1/ 

:m ... . Fie .\1 \1 l1Iul\,!1I \' l'U I rd d,'JI!,'llI t' 

1) Cât e I(' g i d t.: " olHpu ziţi t.' SI' po t d t' (lIli pc \l ? 
2 ) Câte d intre a c(·s tt' a su n1 CO lIIul al lvc? 

3 \ CUl" a Jmil e le lllNlt Ilt' utru ? 

\ i t'nl'r,ll i 1.1 re. 

l ' , , 

ciI' lornpol.l\it, 
d.· ! 

,..(, 1. /li r: <="> (" ... "l\' ",illldrinll lui \ III ra\1Url ('U 11, 

Il 11 ·11 

• ~I Ha po rt iin d PUlll"ldl- plollltJll!l 101 u n r ' Pl'l" ', ()X" ar:H:lţi ('~I rIlUHIIllC;:" II a p um, 

lelor planului <It' counlOllale inll"e~l esle indw.,:·J il! orin' p arle sl!"lbilii T a lu i Il III r ol 

port Cli ? (arI.' conline lHlIlC'lI·lc dl' ('uOrdtlll.llt' (o. Il). (1. II), 1°, 1). (1. 1). 

-

sir 
rnl 
pr 

n 

• 

• 
ŞI 

m 
ra 

pc 

:JO· , F ie .lI rnul\ims\ lutlll'o1" ~l'nl'nlt-lilr dl' opl Ijll'rl' din alf;\I~c l lll l::tlin. IlUIlUll' ("IJI'IIII( (1(' 

l u m(Î1l1c H pC<;lc alf:ll>('luilallll. IMCi 3., [:' t.. .\1, definilll ('u\ln l e!c :x . ~~ -:i :x-~: n.,lfl·] :t · ~i 

este l' lI vântul forma t f'U prlml' l e 5 li tl' r f' a l t, lui tL urmate d e ultimele trei litt're • 

al" Ilu ~, iar IX o ~ est e c uvântul f o r n13 1. di n ullimt' lt· 4 li te r e al e lui tL urm,at e d ~ 

primf'l e patru Iit f' r e al e lu i ~ Ast fel , d .-că Ot a a rtbb(' d şi ţ3. = csltrabb, a tU OCI 

«.~ - aartbabb ş i I!I o~ bb(' d cs tt Ară ta ţ i (' ă l e g ' a fi e compo:r.i,it' "." e s te a soc l' 

thil, iar .. o" nu est !' a so(" ia ttv;4 S t udlll ţi eonlIItati\"itat e a . 

{ 

• 



It ~ PUfI(. 

II in l'a-

tUft~t de 

,J 
trei file" 

urmate * ..... 

Capitolul III 

§ 1. MUNUIZl 

CRtlPUru 

---­• 

.\Igt' bra IlH)(h'rni:i art' l'a :'IlIbil' ~'L :-.ludiul ~tl udul Ji Ul algcl)[' ll' (', Piili 

slrudurfj alyt'br/ eli :-,\' ill~t 'l l'g(' li lllull,ÎIUl' 11('\ id~ 1 .\l iUI.l':-.t l alfl t'\I UHa >,a u 

mai mult " lC'gi df' l'O lllr)O/.il, i(· ',p. '1_ ... , ('<1 1' ( ' s.ilis f' I(' ti li ,, 1:1 ..... P (·(' il 11'[1 (il· J1I'P­

p r ieU1ti. 1111 11\ i Il' a,fllJl1!cle slruelu:' ii. 
Pri ma s lr uC' l uril algebril'tl pC' l'~lrt' o inl rodurrlll (' ..,1(', structura dl 1110-

noid . Prin 11Iolloid Sl' îll~l'l('gt' un <,uplll ( .\l . 'fl) format ('li (1 1Il\11~I IIH' II c .... id;-1 ,)1 

~i o lrgl' ur l'olllpozi~i(' d('finitE, IH' .\1 , ?.1I /.\1 . . 11. asoeielt i , ă ~ i ('d (' \('­

menl nt'atru. S" mal SPUlll' di -'1 (': .. 11" ( f OII IH'i.ll.fI) Illo ll o id in r ap ort ('U or c'­

ratia ';1 . 
• • 

~l Ji sisll' malil' . foloslild dt' l':\.l'lIlp lu n olJţia ..... IH'lItru leg e:'! df' CU II1 · 

p OL HiC' . defini ţ i.! lil011 ' Hdll Lri s(> p on t.,' el;,) a ... lfd ' 

\. \. Definiţie. O mulţime 
eompozi, il' ddin ită pf' ,1/ . 

neddă .\1 e.., te mOlloid in raport c u o 1('~J(' de 

. 1/ . . \1 - .\1 . (r. III - nil 

dacă lunt sutisn't.·ulr ul'lu(ltoarl')" in::iomr 

.1/ ,) 't1 ,r.!J : ..:: ,II , 

.11 -:,) 3 f E .1/ astfel încât (' • .1' ,1'. 'TI.t E .1/ . 

Dacă pen t ru lcgt:! (it' eOiH!)()/ It Îl' ? a 1ll ollot duh i !'>c folo!'>('\;,lc Il 11'1 dia 

Ilot, pile , .... ", ,. ,", "." ('{C . :dUllr : in loc ek (.11. 7) !-oC'r i('111 (.H , .. ). (.\1. 1, ), • 

(.U. .) etc. 
Adcst>[l ('l iplul (.11. 7) se Iwtc:~i:i'i lGl ru .11 : in :l(('~ ~ ('az .lI s e inlcrpl"c­

tea7.[' fil' ('a fiind r upl u4 ( ,11 . 7)' fii' r(1 fiind r:lUl~ill1c[l ,'; lIfJOrl (subiarrll lti) a 

structurii d!' m O!loid, 
Ansamblul de co n dit,ii .\1 l' .11 '1 poarlă numelţ> de a.riomele monoidului. 

Elemenlul f E .U car(> satisface axioma .1f~ ("sle unic detrrminal (\'. Tf.>'o­
rt>ma U.2. Cap. II) :-;; i !it nu mc~t(' rlemrl1 (1l1 ntulru [t I rnonoiduh.l i .\1. 

,"om not~! cu {'( .U) mul~irr~ea e(rmcnl('lo:- lui ,H s imC'tri7.ahi1e in r a port 

cU operaţia ac('sluia . Când J[ estr da t. in notaţ ir mt.lltipli{'ati\' [i, c)r!Hrntrl c 

din ('(.\1) !;(' mai numesc Încă şi unilfi(i alr monoidului IU . 

Syunern rrl monoidul ,lI e5lr rOllWlatill da r[1 opcmlia ac("sluin c;alis.ruec 
• • :-;;1 aXlGma : • 

.11,) , x. II " .1[. 

:\1 



• 

, 

• 

E~'llIpl. 

1. \llUllall'<l IHlIlWl'l'lor t'stf' asol'i,1tivfl. ('OJllutatj'J ~I ad!lIl1t· JII' li l,j dh 

... ItHnl lu'ulIU. Hl"IUIt ~\ nI ( \ , tJ \'\It' IHIIIIIII(I (OllluLtl,v. lllllUlt U ii/flIIU/II{ 

miilil l al IlHlIll' n'lor Jlalulah' Ih' a'l'IIIt '/ Il;t, ( \ .) (':-olt· III JIII'ld t t':;l' IIIV, 

Ilumit ,/lIl/lOitiul IIllllti/J!itulill;.I IlIlIlU'I\I .1I 1I;.tItJ.d,· 

2. Fit' 1-: li IIIUIl, lllh' ~i ~(E) IlI lI l ~iIlH.'a lutUICJI p ..Jlplol lUI t 

...... Cum : 

3, 

,1,) (X U Y) UZ XU(l"l)Z), 

~I., iL) U .\ .\ U 0 x , 

:II,) XU )' \ ' U .\ , 

H'l.u lUt r:. (~(E). lj) l 'slt' lII u lloid <,clTlulall", 

.\n.dug, (-i(f:). (\) l'~h' 1ll01iOi'l (,ohwl:dl\. 

ric l~ IiI uiti III (' 
, 

,~(L'I ItI\ll~illH'a lutllrUI rll 
" 

C I , 

'1 1) (( VI , I! r ('1 I! 1. v{. 

V X, 1 ' Z , :i1J ./ 

~ .\ , 
. '" , 

V X , 1 /. , '<1 / 

t ", ( ; 1. 1: . ( II in .( 11.\ r • 
, 

{ ,. I! E S; ( 1,) 

:Il, ) 1 ,. r r 1 , (, 'ti f "-' i!>(/,') 

rrzt.:HCl rii ~(/~") formr~;'(1 1I10nol<l in rdpo!"! l'a 1l1){';~!.ia df" rompun{,rl'. 

D ac{t J: ;lft' rt'\ puţin d'mă ('iCIIl ':'lll t' , atunci (~:f- (l~'), - ) nu c~tf' monold 

II . 1 : : Cap, Il . § 3). 

SiJ OhS<'T\"rlJn ("a iul,"-UH IIHJlwidH "~Illlr i~dl'\,-lral l' loate ri..'l.lIllal{'ll' 

obtintill' in C~p. Il in i<-g:tlllla ("U d ~'! !H'n tdl' simf'lti7"hik" 

D :1:,';i (/ E..O; ,IT (lt'fi nim IJldudl\ pufalle hli fI eu l ',"-pom'ill,1 l1umrr<.' 

I;aturalt' aslf -;,' I 

aU r. ,,' (1 a~ an fl1 (/~/I, , , , li " fi ., \ fi • • , , , 

, 
rond(,!"isJ i ~<l U \11,11 Il r III 

, 

I d ~l( ;1 II . 
,k~ 

r Il 
(1" = \ • 

II' , 
'11 d ,\(' ,"1 /1 " 

1.2, Te o r (' m ;1. Oril"uC' ar fi lluJllrrrk naturalr m .. j 
• II a\cm: 

(fm" 

r) C:1!O!l.',;lrO{fr, E:;ll' Mlficil'n! : .. ;1 

din l'Jlunţ ~l1nt at!p\{I.I;t!l' ork:'II\' ilr 
:lf(Jt .. i III 1"11 pt'lIll \1 

fi fi t:_ ~ . LUIII 

1/1 r 1 \. .. 1 1, .d 11 miI t 1111' 

Il ,,, (1 ,,, II 

, 
, ~ I 

afirmaţ"le din enunt , 

c (1'''' \1 , 

:S tlHtad('"'<\ta lt' IH'nlltA " ..& O. 

• • 

• 

• 

-

lir 

, 



'a ,1 , •. 

1.") 

• 

monot<! 
II. pl. 

uumm 

-

• • 

Pr(>supu nelU 
;'1 _ I .\lt,nt'i 

ca II ':' ' ' ~l fă. aflrm.t\dh· <1111 ('nunţ 'HUl' aUl'\ăr.lt(' pentru 

• 
,,"'(u" I - rl) fi '" II 'U (/" II 

• 
ŞI 

lU "' )" (a "' )" 1'(1'" 
fI,·I(1I II '" (1111 .. 

AIl.lIog. d.H':k Iq.{t'J de: (UlIlp O/,i tk:t IIlUlI tliduhll .\J '· .... Il' d.d .l alln,\, ddlllill1 

multlplil 11(/ ai lui H. ('\1 fI '-"" X , a:;{ft:l 

dd 
11(/ -== 

1" 

1) 

1)(1 +- a 

da tet fi () 

(\,H'[& fi O. 

lr<l nSCril' <tdi1 Î\ a:;lh .. 1 

~---------------------------

ma r" flfI (m 1 Tl)fl, n(mu) (/Imla 'r! III. " G , -

Exercit i, rezolvate 
-

. \ (,'; '/', ) (/,h,r:... Z 

1 ) Sfi 5(' Jralr ci .\1 ('~tl' \1 rd' Il' SLlhib il lUI JIJ Z} În r:1pul l C'u inlllu l ­
ţire" lIl.1trin·lor ~i {' il forl11C';';:[' monvid in r:ljluil ('Il OlH'ra~ia indusi:'i. 

~) Dl'I('rrnÎnrqi t!el!1(,Jl!e!c silllC'lrl/::IlJilc', alt:' mOll oidului .\1 . 

,)o/lIlrc. 1) h~' .1. Il G ,H ·t :!. )· 

(" ;). (" "') -
\ n 

, " " ,-

Avem 

(" ') (" ") C" fiII' - rv ) , \ Ii k .U . 
1/ , " ,- 1/ fIII • 

Rezultă ca Jl e"te fi pariI: ~t"ll1la ,1 lin .'l ,1 Zl 10 r,'por: cu IOllllIHirr;J malncrlor 

Cum 

1, 
( I~ 0) t E.\I 

rewltu că opd.ltl:r iIH.l\I~ .l. pr .lI .H!mih' elemenl neutm. :111UI11(', pe 1;, OpcU\J:t indusă esle 
şi asoclathă cite! il1ni\li~!re3 1lI:'llrkrlor t'"le ;'t"ociati\~I. l{r7.ult~\ Cfl (.\1 •. ) estc tnOlloid. 

2) l'tcsUp\11ICIlt c:i. . \ f.: l'( '1). ,\Iunct t'xisl:"t H IZ .U ., .. tfri 1111' 1'1 . \ Il D.\ = ];'. 

Lum - • 

1 _ del( C) rielCI m dd(.\)rlc{(m 

~I dd(\). dcl( U) ~1I11' numere intregi tef.ulb\ c;\ dct( .\) " deci 
-

• 



-

• 

1. rl' I.UU.\ el Ilb t d.I\' ;\ (1 I b I \,111 u L IJ 
CUlti II, b ~ 

" ~ t, " 
111.1 t ri l', -It· 

t .... u u 1" I ,\ " ld;lI. 1I;\(.i \ ţ 1'(_\" alllll('1 \ 

1 ~' u li 
t·~ t(· ('t.;aIJ 

R t.:ripro\·,III,\trlt 'plt· 

im 'cr6dc IvI' fiind 

• 

: ) ( " 
, , 
" 

dlll In)l" pn '\:!·I I, ·u',\ ~Ullt 

n 'SpcL'tlv IlUt lf l l'\· l e: 

:li 
, , 
II II 

:) (,: 

[It ~ I Fit.' 1:' o !IltilţillH' 11('\ l,l'-l ~d I L ~;; (l'.") 
----' 

... lI ul echi\'~l{'nl(> : 

" ) , • I 

:1) ( rst<' clement .simelri,:a bd :11 1Il0 llOiduiui (~:t{l."). ). 

h) r este funcţie biJecIÎ\'~1 

Enumerat,i elenwn le lr simdn/.ahik :d(' nWlloididul (~(J:.:). 

p,2,:ll· 

9 ( , , 
H C7.lI lh\ că r este functie blj!!Cl!\:i (\. 1-:1\ Il 1, ( .. Ip. 1) . 

I <1jH~ 
(II Uttli din 

), un dl 

b) :::;>:1) Cum f I~· ..... J: es le futlcţli' hi jCctj\.t, pentru orj('(' !I "'" 1:" c,, ; ~tii. ,r c F uni c 

determina t a~tf('! ir ... ,it ,4 ((r). j)cfil1LlU,II 1 .• / .; pnn 

de! 
!f(!!) -= t =- ((.t) 

1\ vcm \ 

,r,g)Wi Iiq(l/H fu) 
, 

" 
(9 nI r) q{/(I}) q( /() 

de undl' 

q' . , 

1/. 

'/ 

, 

V " " 
~ 

I ,(y), 

l ,{.r) , 

deci f csle elcment ~illletr:labii a l mOI oiclulul (~U,), ). 

I ~ . 

"' 11 ~ / 

'r/ .l. ~ I~' , 

P rc\upunem e;\ E {t, 2, :I} .. i , e: ~( E) . Cu convrnţi:l de In § ;1, ca p , II . runr\in fM' 
poatt' da prin 

( ((/1) (2) 

Evident, !I(E ) arc ',1 x " x·', .-:: ')7' 1 ( r" 
,) , 1 - e emen e, Hnd s imetrizabil (;;; bijec ti\') dorI' şi nU1l1ll i 

~~ ră va lorilt: sale ( 1), ({2). {(3) reproduc, inl r- o ordine a rhitrară , nUIn("felt 1. 2, :l. Anlll urrl 
... fi e l emen t~ s;mt' t rii'nbi h'. rln unI(' : 

(: 
" 

l C 
-

n 
" :1 -

C 
" :1 ) ~ = C 
-
:1 2 ' 

.\ u,l;u / '(,( "''' ( r, t:: , ;'t , ., ~, 'Il, , 

~o 

2 

'J :1 

" 3) -, , ' 

r. C 
y C 

2 , 
2 

t 

:1 ) 
2 

• 

1 
,/1 

"' ra 

Il 

M 

p 



) 

I .... ' --

"ud. 

. ,.: .. 

/. 

, 
DEFI triA GIII l pL U ,I . 
SXEMPU~ 

'\OPUI\I';t de' glU p O\Up •• Hil 1111 I\' lItl:1I 

11:'01"1;\ grupulI1 'h ;H t ' in I ''' t 'u'a I '111":1 IlUIt';! 

1' 1 Ll Ll l'- '.11 lull/I II!- ;dgt·tJ· II,' 

-:1111111,1 it: I UIJIII I fU .'ll l fU{'" 

,It' l'Ompwlt'fr' . 

Deflllltl,: lIutlllOIi <It' Ilr ll! ) '>.' tI : l nut· tila! tII ;ltll lol lIl ll' It '1 .11· 

UII Il\l1lHUd (, {'II pIOp lll'ltl(' ;1 C': I (J1H't' dt'LtIt'!1I l' f , 1",,[ 1' 'd l ll1" lll/<1hll (in 

f.lport ni Upt'r:lţw :1('1',lllJ:l) 'd' IHI 1111'-:; 1 l ' Ilflll' \! :1 1 jlll'I'I" 

~ . I J)~'rllli!lf 1 II "UI)ltI (fi . 1 lurll.al 1'11 II IlItllţillll ' 111 '\ iMI (, :- i ('II IJ It'HI' 

de j'OOl PlU.it it· pl' (; 

f, , (; . f; , (.r . 1/1 • r. " 

.. ~ uunH',;,(t. yrulJ d:II · ă :fllnl "uli .. îăc·ult' urIllăto !I[I'!t· ~l\iU IIII' . 

D \) (.1'0. !/J - : r - (i] . :) V ,. . '1· • , 
• 

(; ~ ) 1 , ' . (; : ... ti,'1 Îlldit ' . 1" 
, .. " 

l; 3) v f 
, i .. . " 

, (; :hli .... 1 Îuc'iit , I 

unu' dr-tNlIlinat l' !('lI tt'm:t l i.:!, L :t p II ) ';I I 

al grupuluI (; . Eh' lIli'utul r ' ;. l"<IrUI 1,,: .. ,>I,·nl;"l 

pentru urle:t'.:c F (; , ..... 1,· llllll" dd" 111111l~1I (". ~ :­

IruL//llli r, in lIuLI ~ i:1 llIUllljdu':dl\;'\ JlUIiI 'Il] I 

, 

(; • 

, v , t. 

• 1 )., I , . 

'd' Illt 111 \· .... 11· r1f'IW'1I1111 1/1'1 111/1 , 

I '1 li 
1 

, 
II ) ';I I .... 1· nu IHt' ';I lt'\/ fIl{' 4 

] .11 III 1101:11 . :1 : lt.llll"vG. 

fH10t'rIl .r ' - . .r. !lUHllt l /wl'r.·.IlI, 1\' .... p'·1 11\ 4'/JI/ \ ul 1111 I 

:\nS~lrIl L1Ll! tit' l'Olldllii (i\ . ( ;, .... , ( ;j po~.! L·. IIllflH ' k LI,' 411/1)/(11·1,. IJ r t/pulul 

Dacă il! plu 'i f:'."lr .... :.li ·,LIlIlf:·l ';> \ ~"I,jIlU 

, 

" .11 '" 1.'0/ 

F.·umpli.-

rlltdt inwa Sit 11(\ iur. 4 1/ Z~I 
Folos imi U'I I \ f"'llţ in rit' In 

ln llll" II' 

c 
') -e 
2 

1 , 

C 
2 :\ 

:\ 2 
Ot 

deci {t. a, 1t . ,;, ~ . -.;, 

• , , 
;l 
;\ 

, 

.. , , (. 

cr 

I I , 

~ C 
C 

2 
') -

'1 / 11'(' 

I"H1l\ \ld. 11" bIJl'dt\{· rlp 1:1 J: In E 
III 1':-;[ ('11 1)4 , 1 II dp:-;ni..:.p n~tfl'l' 

" ;\ -
;\ 1 

;\ 
" , , 

I 

r: 

1 

2 

C 
" -
I 

2 

1 '1 -

, 

·11 
, 

, 



I 

, 

, 

Cum compu.a • cl oul functii _hijectl\'t e te o funet'· 
I - t (1 IJ ar-It" ')lil lJ,b ~ (V Tt'ort'm:1:!2 , C ~l p 1)II'/lIt 'I('" ,(''\1' 

in f'~lport {'U rUlllpuIH'lt·:t fUIHtiJlCJI 

t JlJ"~ll\ii 
lu, 'II .) 

' 1 - .1 ... (,',114' ('11"'1'" St ukătuilll tublu Opl'fat"' l JlI( ti,,· JU' '::';s u. ltt'rtoi 

fu net iilOt. upt.·ruţ h' nu udtl\ fllIIrpallt'rt'u /H'fll/flltlrt/fIf cit' tI t'l VLJ l"lll' 

.\ vem. de 

de lt nde C 0 ::t. 

- _.:..'--," 

-" 

" 

-" 

" , 

-, , 
" 
~ 

'1 

" 

" , 

( 

" 

o 

fj , 

fI , 

" , 

p 

T abla grupului --- " , 

exemplu. o > " In a devăr , , 

(o , » ( i ) 0' (>(1» 0(1 ) -- ') - -
(0'02) m 0(,, (2)) 0(3) I 

( cr ">:x) (3) 0'(>(3) >(2) = ~i 

" , . 

'1 , 

" , 

'l , 

" 

" 

'1 (1) , 

~ ,(2), 

-- ,(3) 

Cum eomrune!"::-a fu m(ii lor esle psocin ti\'ă ~ i II' -=- t' c: ,ca. ['ezult-ă că 

(6a· c) este m0I10 id . Se obsf'j"\.:\ p t ta b!:\ opC'r3 ţit'l lui 3 3 6l orice ele. 
ment. din el:) este simetriznuil. ~tnum{' : 

(' 1 = t' . '1 , - - , " , , . ~3, y I , 

Hrluită că (33 , } Cjl{" grup. numit grupul prrmullirilol df trrl 

obiecte: sau incfl grllpi!l simelrir dr ~rnd :~. Di n t a bla op('r~qi('i lUI -=, re-­
zulUi cii. ac('sta nu r~t" grup comuf a t i\. 

An!llog. da{'ă n > l ş i 1:' :-- fi, 2, .... Il} ::tuuti mulţil'!len 2 . ~I fum". 

{iilor bijectiye de b. L la E fOrmC37.[1 grup ia ra por t cu operat ia de co m­

punere 3. funct iilor ; (3". -) s{' nUrrl ('..ştc grupu l p ('rmu!âriior dt' II ohiN'tr 
sau grupul simetric d? grad n. 

2. Grupul llii J'lein . Fie F. ~ R X R şi ~'J( 
sunt un~l5.toar('l ~ flln c ~ii cir la F la J.: (v . 

li,... lI. li , w}, unde u, " şi w 
fig, 111.1) : 

Il : r~' -~ J..', II( r) -, (,r,. - X,), 
• • 

"·R-+F. II( l') ( .1' I ' .1', ), 

w: /.: - 'o. E. 1U(,r) ( x, ' ,r,) • 
, 

Of ,C:lrr al' fi :r ~ (x, ' xJ <' le.' -R Y, IL 

42 , 



ti 
ti.· 

d. trtl 

i,rt-

• 

- -- ~_. 

FiIJ llU . .. 

I 

1 
~u(" ,.= (X"o ll;' 

, 

'1 

Dacă compunem două functi i tiin CK se vutinc t ot o func ţi e din .'lC. 
De exemplu avem u ov = w. In adevăr, pentru oriC{'.t E J:, .r ~ (r l' .'t!). 

avem' 

' u ou) (x) = u(u(x)) = 11 « - x,. x,» ~ ( - r,. - .t,) = w(x). 

de unde u o lI =< w. Să alcătuim tabla. operaţiei indus[l pc CX de către com­

punerea funcţiil or ' din !§(E). 

o[ I , II li Il' 

-
1 1_; 1 /<: II " 1/' 

1/ 1/ 1 H W l ' 

V l' IV 1 ... : 1/ 

W W li II 1 ,.; 

T :lbla !{rupulu i Klrin . 

r.um compunerea funcţiilor ("str asocw.li ... !i )c i 11-, c: CJr, r C7.ullă l'a 
(~. o) este mo no id . Se ob'icr"ă pc tabln oprr:1ţiei lu i ~ d. ori('(' r\r!flenl 

din ~ este simetrizabil, anunte: 

/1. 11" ~ w. 

Aşadar (CK, o) este grup, numit grupul lui Klein. Din tabla oprrnţiei, 
se dedu('(' l'rl grupul lui Kleill este comulati\'. Să obst'r\"1'\m ('[\ ('\rmentdr 
j,tr

ll
plllni X ~lIl1t (uncţii bijccti"f' . A('p,,~,u !'(' 1'0:111' \ " l'ifl Ct

l .I,r('('t ~nlL 
Oh~t'rVllllfll'rl It O tl = ti-., vov =-1J.;. WOlC' -= 1,.; ~i Hpli~: illltt ap{)l rpznhn1u l 

de la Ex. r. -1. c"rl'. 1. 

3. Grupul (~., EIl) fiI resturilor moelulo tI. fo ie 11 ~ 4 şi "'. - {O, 1, 2. 3). 
St' ,tie erI ~I este o parte slabm\ a lui 7. in raport cu adUfmre:\ modulo !1. 

I , 43 

• 



, 

• 

UJll'( ti ~ h'l IlhtU ,>1' , 
t.bl., St\ ttll'iHUIJli 

ID. li I ') :1 -
II I I I . ) 

" 
1 

) 
, 

II I I , -
' ) ') '1 II I --

:1 I . ) '1 II -• 

rabi " I-!Iupuiui (:Il, . (j) 

. ' . 1 . ," , ~ d ' r 'lln' :ldull ,ue :1 IH od u l1l t j'slt' :1\11( i:dl\'~ 0pl'r:1 \ hI I flu l1S,1 jJt' (J I 1 , (J , 1. 
(v. ,1;.8, Cal.>' II ). Din ta bla :l CCSlt'j (J. !)(' ,l'a~ij . rf'Z ldlfl ('1\ ~ldrrlllt'II(' liJ I'( ~ 

':J {'il'lI1t' llt dlll ~ .. (' \tt' '111111" Illcnt neutrH , că ('",te co mutat ivă !;- I <:a orlc t' 

trizahil Ifl r.:.1purl C'u operatia indusi. : 

(J ') - ') - , I :1 1 tJ. 

" I \ I " . ·\I." tfl (·rl (:l!" rn ) nll'" (-'\ ffi) l'sll' ,ur uji :Iv t' la II . Il a o;.; :-... t.!J .\.a dar , ." '" .. 
j{ '0 1" 1/ 11 î,lI .. Ea " I·~tt· Upt·r~\Ii.1 I II· grup ahch.ln ti nd~'" t·, - , I . I 

, .", 1",' '",Iu lUI ;:;1 fnudulo 11. IlU 11111 qrllPlll rt'.,· tllrl/or I1I fJ du ,o /1 dU)<J pe jtt, d ;-

I .•. •• ".,., ..• " ." '.,1 iH fllUllll1l IIIIIII,-'Il' !or Inc'nţiofliJle ill lJ'p J Din propr it't ;q i (' 
~ ], l l.'2l11t.1 1' :' 

,(Z ' IIIJ 1. I H , ) ';I I ( t , I 

~ lllJt grupuil ~dJ"IIt'Il~' Illilil ' " i { · .... pt·c I ~ 1 . 1 " ;/ru{lLd adl f/ l ' :1 1 Itliilldl'ltJ l Jntlt:g l, 

I :-I ţion~d t, f't '; tll' . I tlloplt'\.l> 

[l,. tl .. t'fllt· Il \' ~ 1 [llfl.î n .i 

V' IJ 'II I , , II' It 10 1 , , , ' ( j U ' , , 
:1 t I iJI,: I 

( H t 
• ) ( Il ' ) , I t· ) 

SUHt gru puii (jur li'fI" nll 1111 ţ> v .... JI'\. I II ') , 1 I , I 1, , "1'" ""lif'/JlltUII;' ~I I nu IIll'r t'lo, 
f' • ..qionalt> f'~Jh: L'ufflplt'\ l' dlfl'f Ift· tit.; /t'j II 

, 

§:! RELI LI Of: I'AU' UL INTR· l ' N GRUP • 
, 

Cum .orice grup este Ill onoid, raJcuJul algrbrie {' li rlrOll'ntr!r Untll gnll) 
bcneficiază de loale regulile valabile pentru !rgilc dr ('ornp07.i~ir asorintivr 
şi CII element neulru (\" § 1) 

Pc de aJUt par le, pentru grupul'i avem o ~eri(> de I'r!:tuli ('arc nu ~\I111 in. 
totdeauna aplicabile in ca7.ul monoizilor. ln ('srnln, a('rstr rrgllli se runda. 
menlerză pe proprielate.a c:, orire clement ni unui grup este simrtrilnbil 
In rap,)rl cu operaţia acestuia, 
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'll"l 
ta .1 ... 

'Irn.~ 

) -.l. 
, .. 
n 

C~p 1. 

• 

• 

3. IT. o r o w •. 
1 ... 'bl'" ,1 1. 4 ... p'. , 

-
I u.b u._e • b 

H:spe ll~ 

I II .. t I 1'111 II ? 1, 
--

fie 

Dt'nwmlrtl(it . P resUpUlll'/H d p!'nt ru tI. 

u' simetricul elellll'n tu lui (1 .• \Vl'fIl 

, I 

, I 
1, , • 

• 
(,' :1 \ I'II! !/"" 

r . 

ded b -= r, de undr fl"7.ult:l cil este- adrv~\ratrl regula dţ' sill1p li fie;'IH· \:.i ~l j,n~ ., 
Anal og se drmonslreaz:l. regu la de simplllltarr b dreapta 

3.2. Te ore Ul ii. Fie (D, .) un yrup. Orienr .. ar ( i u. IJ r G, rcuatiill': : 

au solutii unit.,c in f,. lUI U UH' t 

tricul lui Q. 

b 

u'.b, re"I)('NÎv Y 

Demonstra/il' Datâ II -;'1 f. sunt ::>olu\1I dlll (j nil- fl,:uaţlt' l tI_X - IJ . atuncI 

dec i a.Xl = a.x:! şi folosind regula de simp lificare la .tângrt obţ inem I =- I:! . 

Aşadar . ecuatia a-x = b are cel mult o soluţie in (; . 
Fie x == a'.b. unde a' este simetricu l lui a. • 

Avem : 
• 

b. 

de unde rezultă că I 
(l'.b este soluţie (din G) a ecuaţ î ei a«.l' - b, unică 

conform primei părţi a demonstratiei Analog se ara ta ('il ecu::lţi;.\ y.a -- b 

admite soluţie unică, y """ b4:a'_ 
Dacă grupul G este da t in notaţia aditiyă (mu ltiplic3tiyă) atunci rezul-

tatele din teoremele precedf'nte <;e transcriu 3!;tfel ~ 

a +b = 0 +c sau b + a ~ r +" => b 

• 
a +x ~ b => x ~ (-al + b. 

Y + a = b=>!} =b + (-a) .. . b - a • 

respectiv 

ab = ac sau ha ='" ca =:> b ,.-, c, 

• 

ya .,.,...., b => y - ba - t • 

• 

- c , 

-'. . 

• 



-

-

CJllll upt'I:t(i:s unuÎ grup t 1. " lall\ 6 1 <1, "'t. nI ntulru lOii. l<l.~ 

III h~ din ~ 1 .. unt adt·\ ilfo.llt '" . " I \,tlrI G 

mull'pli".U\ , a \.~ il 
, , t,II14J PI'I! o, j ... , II 

, d .. /1 U 
u' ) 

\ u' ,~ lLH /1 U 

It U" u·· " III II il , 

Pl'ntru l'It'llll'nlt' lt' UIIlII !:IUP 1"11~'lu ,1,,11111 II_uu·" .1. il r • uf 

nen! i IIU UU'I \ ' inll\'.t: i IItL: ttl\t tlU",1 t II III U IIlt',lI A 

Il"l',' il ' (, .. , " , Z /1 I , .dllll(1 " 
1 , d. I It 

,;,' in\er"tul Ufl''ltUI.1 'IIU\IIII' 11/ .II) I J'U IIlIiI «It, I 

'J II 

;.\ :\ \('0\ 

,I __ C/_-_'_' _" ___ '_' _-_' __ I_'_'"_I_' __ "' __ ' __ '_ "_'_' ii' Z 

o r ;l Ilo \11' III' 1I11I1hll;, t It' .! ;11 " ,1 I I .1 t I III , '/1 , ,1., II" III l' ( 

n('nţil or Ilt' 1H'g111\1. 

\ ... lf,' 1. d;ldi 1/1 

a" (1" (C/ ' , ) 1 ( II "1 

Prr'\lI pu IH'm ('a 

II '1 1/ 

, 
1<1 .. 

111 II, 11 

m 
, 

:ttulH: i /1 r , , 
, 

C/ ' 

';i,a,m,d, 

1) ;1\"' 111 I 

, , 
IC/ 

, 
, " 1 , (II 

II Dac;'1 III , 
" '" ,,( ;\ r 

, 
C/ /1 (/ \11 oi I I -

". <o II 

f' f )o 

'" , 

) • 
, '1 n 

It C , 

• • ro:;.. 

• I II 

d· o 

' 1.1 h., , 

Dat :t N'rul,u l (; ",,'10 ,I ,'lt ' 1 l ' l ' 1"> ' III Il' I '1 II.' :I( 111\:1 , ntH/wi \'rh' d,' In~I ... ;j d \ 
propri('I (I! i IH'lItlU /IIllltipli; ill/re!!1 ;Ii <!l-III('lltdt)1 III, (, 

I fiUl + n', -= (m , 11)(/ . 11 ( 111(1) (nfll)", " tii, Ir \ 7. I 
'---' -~--------' 

c'um p .ntru (I/'IC'r (1 fT ( ' ' 1 1/ I 'f 1, Z :\\' (.'111 

0"(1 " II' /' 

Tl'lultrl că ' 

1/ " V ( ti' "It \. .. , -'---
• 

H\ (' 1Il • 

L:-rrl, fI } - ( ) rt n, .., ti ( • 
, 7 2 

(i, II 

• 
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r.1 IlI<it 

exerciţii rezolvote 

I I Fip t 

" • .t" fU' Cum • ~ ,'us 
., -
-" 

" 

I 
.) -
< 

" 

113 

i 1/:1 
.) -

c r. ,\""1 11\1 ",I 

" 1 <, V 1/ f Z. 

., ro - . 
I 1'111 • tI\"111 

:1 
. 1 rOS .,- I ., III .,-

-" -" 

l)bil,. ~ ,u.n,1 1'1\ 1/ ;1 1/ In 1 11/111 I I, I'I'/ulll'\. !'i\ 11 :'- /1 !-o I' ill\idl' (Il :\. dl -,i 

1. 1 _ 1/ :;".\ u "l e '1... I):\!' It \,:.;l,' ,'lt-nu'IlI:t1 j.:luplLlui (t.'"' . J -;i fo !osind J',':,!ulil.· (\" l',dcul 

,-u Pll\"I'dt' Illll'I'!-li ;t1L' unu l "lt'!Npn\ dintr -lIll I!'up Iilultiplitall\' , a\,'I!I : 

,. 

Il - 2 :\rătnţi că in orite linie (l'olonnil) a t::.bll'i op('raţieÎ unui grup (; 

C'U un nUll1ur finit de e!('mente . riec~H (, elcllh.'nl n i l ui t; apare (l (blă )i numai 

o singură dat:'i . 
Solll(i~. l'r('supull('111 eri UjlN:lli;\ grupului Ci ,-<;tt' nol;I!;-: Illulli pli\':t li\ '1 (':1 G = {OI' 

ah .' ,(1 ,), ('U II , '" li pentru IT;' I'it, t,,::(i. In li IIi., lui II tiin t,l"L, opNnlici !-!f:.tpuhll (, 

a flar eit'mcnlC'lc 

0(1" tI(t •• , (1(/" , I IU " 

Oncă i ::F j, nlunci (/a , 1- (/u /. In ad('\:ir. dud (!Il, 

a l = ql' Conlrntlil'\i l' . Hcltllbl c,i el('Tr,tntt'k- m i lo (UI,. 

1111. prin ... iI11Jl\iri('~r" cu li ~e oh\ ine 
,(J(! ~u n\ di<;tin\'tr, ... 1 /lui pu\in or· 

dinN\, coincitl ('u CI" (1" II " • 

\ Il :\ \ FiI..' G un grup Illltltipl ir[lti\ 
'---

und(' f ('str e!('!l1enlul neutru . \Ic ~\ tlliti 

(' li P:-l!I'U {'\('II\C'lIt e, C·= {c. a, h. cJ, 
tahL. opC'uqi (' i gru pul ui r; d,H' ~1 s<' 

• 
ştie cit (I~ -:-; e şi (' ! r. 

Solu/il'. Cunoscund d. r (''Itr c!erne\1t neutru <oi coi ti ' - (~ - c. in tnhln opet:ttic! lui G 

se pot complctn l!rnllH o~r{'lc p01i \il 

• 

, , 
• " " 

b b 

, 
• 

" 
" , 
, 
, 

b 

b , 
, 
, 

, 
, 
, 
, 
, 

Ca s:' nu nycm repetitii In Uni:l lui 11 si în colo:lon lui b, In inlrtscctil\ :lceslor:t, nu putrm 

pune li, C' sau b, deci ab -:-:: i'. An:llo~ SI.' ar:ll:i :lpoi 'HIC CC'ii .. că fii' = b, bţ ..... o, bb ~ t, ba = c. 

l'a b. tb ,.". a. 

• , b , 
-, , 

" b , 

" " 
, , b -

b b I , 
" 

, 
, , b a t 

• 
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la I,/F',,(C. )UJlj.!IUPlU --
"

11 l'i.lIld dll1d 1,' ~· ,t, l "l/I lJl.tl/\ 1) Demon.lru!. , ., 

2) Verificaţi :\l't';\" tu I l ' '", ''''/111 !)l0Prlt' .1 t y gluptdttt --~, 
Salu/It . 1) FIl' °10 ti.. , II. 1'lt'lIlt'lIll'1, ' , I "~o .,.' 0/ IIII dt'n'lul 10(1 UjJlI tiI , 

C.onform cu f-:, il :.! . 1·lt'rllt'flll'h' 

coincid, mni pUfln ordmea, eu tI,. 1/., 

rnţici t;rupului ~J \(' ohlitW 
gruplliui 'ZJ UCOUf'('1lI 

Avem 

0.' r;J' ! 

l"(a" ti., 

~. - ( :: 

o a r, 

(tţol' l' 

tltI,. II(I~. , 1/,/ ~ 

/,u ., lUI (/U,iI, tI~(I,tI 

'/ V'I 

• 1.1,,1 - !l'(!l, tl. 
• 

- r, r,' r, - r, 
" 

, 

,. , • , 
• I:t:') , ' , l'Il'. 

Uemarci/. S(· p,-"lte dClTlon"tra eii rl'/ul\;Hul d(' la p'·!. 1) "<,1(' :ldc\":lr:1! si J)Cnlr ll ~rllpurl 
nec0rl\tltnti v(', fişa cum dc ~lllfd "';1 \ "rjfli:~lt pentrll grupul ~ 

§ 4 SUBGRUP. EXDfPLF. 

Filionomia unui grup (; "'t' desnif' in ('''iL'nl<.i III ajutorul :-.ubgf'upurilu r 
sale; ~ubmuqimi Tle \·ide Il nlr lui (; r.irorn operntia lui G le conrrrtt, dea,sr­
mE'nen, () structură dr grup 

• prec Is: ~lai 

4. 1. Definiţi e. Fir (G. 
.) un "rup. O submulţimr nc\· idă li a Ini G 

numeşte subgrup al lui G dacă iunl "ati"făc>utc urmiiloareJe ("ondiJii : 

1) V .r. y e: H."ny E H · • 
2) V .t· E H ." .r ' E H . 

undo .r' esle simelri.ul lui .r (in raporl ou operaţia lui G). 

Dacă grupul G eSle dat in nOlaţia adilivă. atunci conoiţiile 1) şi 2) 
din O.fini!i. subgrupului se transcriu astfel: 

41 

J V .r. y ElI"'.r -;i- Y E 

2 V.r E /{ ." -.r E H. 
II· , • 

• 

• 



opt. 

G ., 

• 

• 

1:' T,'" r,' fiiII FI<- (/ ; .) un urlii' , , ~Jt.m.nlUl MUlru al lui G ;1 fi 
un ... UtlfUJI tii IUl il \tullt' . 

l)t,~ 11 

:.!) II t' .. " .' !P'UP iu rlqlOrt 1. -11 UJIHliftH i .. Jn .. t\ pl' II t!f' 1" tUC' ofH'rufit, ~1I' uJ.lu· 

lu I (;. 

• II , ,. 
_ . " l UI a lll tII 'f' (lpl' r: I( 1: 1 giupu ill i ( ;, '( . (; , (; q) S I . ( .. JJili 1) lt'I.Ult:1 

d'l 1/ ('stl' 1) P:)I It' .. t :\b il ;t :1 Itli 1; in J::pm l tII Upl' l' :qi :1 

P01.i(it-. iflllu 'i:t pl' 1/ IIt, 9 . 

--;>' . II , II - . Il . (.1. lj) • 7' ('1'. Ij) ~ 1'V· !I) . 

Evidrlll ';/ esli' a sol'Î:lli\'-t (l'~ll' i 9 t'»tl' asol' iati"ă) ~ i admite ( ' il elerneul 

neutru pl' e E II . Dar ~' 1" L li . al und :,itllr tri c ul ' său 1" Î)l raport cu l' se 
găseşte in JI, deci este si melr ie a l lui r ş i in raport <:u ~' . H('Zulta ca (li, 1") 

este grup . 

1. Fie (G, .) un grup , t' elementul sau neutru Ş I 1~ - {el. Atunci E este sub­
grup al lui (1 , numit sLlbgrupLd unitule. 1n adev5r, dacă I, y E E, atuncâ 

I = Y = e, deci 

• 

x' -::-: c' --, e E E . 

Dacă G esle dal in n otaţie adilivă, alunri O ~ {O} esle subgrup 

:.1 lui (;, numil .wbgrllpHI zcrn 

2. Fie 6
3 

grupul permutărilor de trei obirclr, G~ ..,..,.. {r. c. 1t. «. ~, y}. 
l :rmllloarelE.' submultirni alr lui 3 3 : 

R ~ {el. 1/, -" {e, '1 , rt }. II,! - - le, ~ }. 1/, ~ le. ~} , 11, - {r, y} 
• 

"uut subgrupuri alr lui 3 3 , Să fa ce m verificare pentru III ' Din tabla opt' .. 

ra\iei grupului $J SE.' deduce c{1 rlemenlele lui /{l se compun conform 

tablei următoare 

o I r 

r r a -, . 
r 
<1 

, 

Sr obSf'rv(t pc :!(' ('ast rl l;;lhl[1 C[I lI, ('stC' o p~rl(' slnhilr\ " lui Q3 in rnport . 
('U (·ompUIH'r<'<.1 prC'clIlil ~i rl! {)p{'f~tia tir (rrct"rf' la ill"er .. , d,'ci II, eslt" 

!';uhgrup ni lui ;2J. 

, 4& -, , 



-

• 

• 

• , 

• 

• 

3. Fi. /1 O UII lIultHlr III ,, - ~ '::' • \ • I "' I JIZ IlIIlpjlf)('a lutUlUI IOUltlJllll(.lf lUI II, 

IZ ~I .. I t I/it It l. Z ~ 

.\tUIlt.·IIIZ(·~lt'","hgl'tlp\lll.PtJl'tlJIII(Z ) lllfttlt'v;1I (/;tI 11. '1 uZ, 
/ Jlk I ~('/IlILt ~ it l~XjSttl It, k •. Z asUl'! illl ti r 1/ I '1 

.f I " II It 1/ / , II (/1 /. I • IIZ 

. 1' (1I1i) III /o ) • "Z, 

ti ('l' i IIZ f' ~t l' suhgnlJ) al III I (Z. • ) . 

De(im/" Fi" (1.,' •• ) 1111 1'1'111'. 

dt' orrlUl n 01 g'rupuluiG duc~1 a" 
(l E- (; ~ I 1/ - . O 

(' S I a II 'f f', It 
SPIII I "II J 

J 'J. 
(";1 (1 ( " 1(, (Ir "'''1/ 

• • , /( J • 

Exerciţii rezo/vole 

• 

se determillt" ordinul pentru fircarr element al grupului Z3 ' 
• 

Solflru. Pentru elementele lui e. pJstr:im Ilulaţ i ill' d~ la ~ :1. Folosind t:\bla operallfOi 
srupuluÎ 33 avem 

o' o' o 

deci" este element de ordin :L Analog "t' araU. c:i It t'~t(, ('/ernrTll de ordin ;1. Cum al = 01:, 

11

1 

='"o.cx ."'0:: t, rezultă că Ct eslI' element de ordin 2 . .'\n310,l.( sc aratA că ~ şi)' sînt elemcntf" de 

ordin 2. In line, "It obscp .. ărn că intr-un urup fi cll'rncntlll neulru f'stc singurul element de 
ordin 1. 

• 

Il - 2 Fio a un elomont do ordin n al unui grup (G . . ). 

lu i 
1) A -. ţ' - H d..r I .. ra .. a I ca "'= e, a, a-, . 

G· • ati '1 este subgrup cu n elemente al , 

2" 2) Dacă ~ - co, _ 
II 

grupului (e" .. ); 

. . 2~ 
+- 1 510_, atunri ~ 

n esto olemont de ordin n a l 

3) Dacă CII = {z E. C :It = 1}, atunci ('Ii ('"te subgrttp cu " elemente 
~tI lui ((: , .). numit grupul rtidticinilor de ordin n llle lInit{Î/U . 

• • 
1) Heprozent.'i geometrie elementele grupului ('3 (rosp. l'" l'J . 
So("/il'. 1) Fie x, II E 1I,.T (/;. Il 

I 1- J nil 4- r, (l.:s:; r < Il. A\"C'n! l,'!1 

Sl lIlai observ.\m C:I 'in\"crs@lc elementelor 

Of. unde (1 ~ i. j ~ fI. Fie (J. r e Z a "tf(' I ind" 
/1'0' (1'1 J (I~"+' (a")' a' 'O:;' ('q' 

r, o. /1', 
1/ "OI /1, deci /1 co;te SUhM:rup nI Itli 'C. 

II' Il 11.· • 

. .. 
1>0\(',\ (f' (II. unde O ~ i j , t," . I 

, ' " II, ti 11'1(1 I J. 11 nd('\"I'r dHt':1 i . J' ntuud fi \, (tI (1 (fi') 11"((1/) I "('. fi '.. 

:U'Qt.1 t'l\ nu ulem a\' . ..' (e, {'(' 1111 rţlt· poo;ihll ('/Ici ordinul iti} fi ('stI: U. 

P ca 1.> J. l)C'flu('('nl. ('(1 ('h'IlH'ntrlt' lui " . 4Unt cllo;UnNr. 

J I o:.. . 1 
• 

.\nnln t.! se 

, 

• 
\ • 
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" . • 

:!} Fi .... 1, e ~\'. ti ~ Il 

-h , 

PttIU i'PIH d \ ;:'1 i- 1 Pi'lIll'lt " 

-, 
l. ., -. 

~r ~III 

" 
• " I " • 

'.!h~ '2I,1f 
•• Il!, --- , ~J 1\ • 

" " _" • I lil'f'i 1; 1' ... 11' d"J1U'flt 41(- onilrl 
• 

\. Il 1\1 j.rrUpUIU I ! t'. , .. 

--=,. 
• 

~. == 1, 

L:.... de 

de 

• 

• 1 

noi 

~I Estl' sUtit' it'1I 1 sit al';"1l1", ,-, (' 1 . \ II 

-+ i sin 
"­-. DaL'it ::; eli::::'. HI tin d ::; 

(\ ~ r c II. 

\ Vl'1ll :-

" 

: = cos 

de und!' c:~ S J.I ~. 

2hr. "h-- " ....- I Sin 

" " 

{ I , ~, ~' , .. , ~fl- l J. und.· ~ 

CIIS 9 + j sili 9 CE { ·u. CUII I :; 71 

c:: '/,. Fii' '/, r e ~. :l .... l rl'l ill";.1 It 

- ,.. -- , 

" 
l' I 

1,,(>/ull.1 

" /1'/+" 

-I l Se ObS('f\":1 (':i r"prl'Lf'nt5.ncl 1I11 1111"fl' l(' ('O(llp l.,'\:~' d ; n ['fi pUJltlcl c oblinute i'uu t 

vArrurile unIIi poligon rf'gubt ('II tl latUl i. t II ('('III r ll 1 in orig i lH' !;o I fU un \~rf iti jlullct ul 

de eoord,JllalP 1, OI ,""Li fi:; 111~ ' 

" " 

r r 

" " o " 

(J 

Fj ~ 111.2 . 

§ 5 MORFlSME Of. GRUPURI 

!\umărul (':,\("Illplclor d(' grupuri ('"t(' ('onsidrr:tbil ş i din ~('l'st motiv 

se impunl' Q clasificare il iH' {"';l ora , nOU:1 grupuri (; 'li r vor fi tlrtlarat!" l'a 
fiind de :H.'r laşÎ tip (i::/Jtipicp) d:,c.~1 "1 1r11 la fl'! df' boţ:pte in f'lement(' ~i. IIHlÎ 

puţin () hil('('~je r: (; ~ ,." oprraţllip celor {~nUrl grupuri :H' ţi orH':17tl la ('1 

asupra r\f'In{,lllf'lor lui (;, l'C'spel'liv 1", ~bi pr(, l'i~: 

5.1. Defil/iţic. Fie (r;, *) ~i U-'. ,) dOllil !Irlllmri. n nplif.'.n(ir bi.il'('tivă 
, .' fi _ r "f' ntllH('~tc i:nrnnr{ism dl" !]rupnri dnf'"ă f'!'te . ~i un moriism dt· 
grupuri, ;ldit·ă: 

• SpIII1Cm ('[1 un grup (; ('.st(' i /omorf ('U un grnp 1', ';ii snÎc-l)l (i .::-. r . d:lCu 
('\i,UI ("('1 puţin lin Îzolllorfi"m r· (; .~ '-', fn ('ar tontrs r ~ Ill.n('m ri"i J.{rupul (, 

nu t'~tt.' izomorf ('U grupul r ~ i scrirm fj ~ r. . 

• hl 

, 



• • { 
• , 

.-

, 
• 

I 1 ~ 

, 

, 

, 

I I I 

-{ 

I 

, . -. 
• • " 

-, 

, 

tu :d\i lcrlllt'lll, grupul (1 :, :.,) I'''itl' 1/0111011 ttl glu (Jul el' J d.tl., I J LI 

1 . l ' \ .. / . (,' l' ",\\',,1 in,-;; t Wtt':\! t ' ;[ 1 11 .1, II (, Jln;!'':!!'.1 II ~tp lt'a(IP HJI't' t\~t . 

/(x • ./II ;1 ('OIllPli'W!UÎ rfl.ll 1l' ;1\ r t '~II' \'g.t1tl ('li CClII1JHIIIoUI [(ol" Ilin :.1 11J1d.f.!IIJ/I", 

prin I :.11' Iili t ':" .IJ (\ rig II I .:l) . 1'1' ... nl! I 1",I/I/flll'O (11111/1/1,/11/11 , 1.- t 'julti 

('Il n1mpll'iui II/HOlini/llr. 

LJ:H';-t (; ... i 

[' = !b\. b2 • 

l ' :"uIII [~lllPU['J flllilt ' lU I ill' li t'kllH'llt(·, ( ; :0 1, fi 

b; 1 ~lr r (; l' ('..;, lro ;lpli('ati~1 blJf'tll\;l dl·firIlL, 

nu,) {, . 1 ~ i <" II 

u , 
'. I • 

tl ltlIH"t/ (''';'ll' ;/.1111:1,,1", ... 111 lI, le:1 '1 IIUII1:t1 d: l,";'. jll'lIlllI I)[icl' i )1/. I ~. f J .. ' II, 

Îlllagillt'a Plin r a Pll'IIH'llttllill (1.(1 , <It, la illl\'I"I'I(i<l lilli ('i lu i Il ('U ('(,111:111:1 

lui (t I di11 tald.1 ('p <:raliri lui li l'n l ll('jd\~ ('U t'Il'Illt.'nlul "/ b d e la rlllrr seq ia 
linIrj l UI h, j'((I() ('u ('olo.1rn lUI" {ta

J
) din 1.1}J!.1 opcr.1ţj('j lui r 

(v . fig . 111.4) . 

Spu[lrTn 'ill ~ l t(" ,t C.1L ('it Ud dl\k (lrH'ra\iilor celor UOll:', grupul i "11111 la 
{rl'·{rllrll.lrafr (r('bll\" b (l 

- ') ' (' " J . _. (' o r (' 111 a. F Ît' ( ( ; . .) 

~i {I:I' {'., le izo mo rJ' i"m . at ll lu·j 

,;,i (1' . • ) douil !J rLljlu r i. 

~ (; ""(f' ilO lJlOrf i .. H1 . 

J.l a (':i 

1)(>l1!fJ::, ... fra{ic . }'i(' Il. /1 F f . Cum {r"te ;lplw:qir bi jcttivE{ ('xi:-,l ~l x. y .: (; 
unit drlrrmiHil\i aStÎt..'1 int'1jl [:.1') Il..,i (fY) - /1. Ccnform dcfini~i('i nplll' n-
tiei ( , "\"Om ( ' (LI) ~ I s i ( "(1') - y. 

Dnr 

a, 
o 

o 

• 
• 
a, 

• 

52 

Il " ~ (x) "(y) 

.-. ·0· . . o , , 
, , , , 

, 

f ._. --'--- -
• , 

f b, , 
- o 

• 
b , ,.-: , • f _~ ____ _ 
o 

• 
b. 

FIR 1114 

b,' o ~b , . 
, 
• • 

/: 
---·~b. , J 

o , b • 
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"'/ =1 '(1/"( '(//) 

E\.l" mplr 

1. l n . t ) .. (U', .) { iru/Ud (ul ll ll i ( 1( ') /II 1I1/1II1'lI'lo! ,1('(//,. nil iWfflfll! 

fU yrlll'HI IIII /II I/ d ifa tl/' ( te ·. .) I II 1I11111,'/l'/llr 11' (1(" , fI/fi / lfI: tIIVl' 

in a tlt' V;',!, , rit, li ' It II o , II t 1 ':o i 1: It . n '" 

II., ) " 
, , 

V J. ( It 

(1' '1 1101 I iii) v , il' H, 

rl'/U It i"1 t' ;' \ I t· ... t t ' i /( llIlhdJ:-.[~ \ 

S:I ,,J)'i l'/ \ ; \ fii 
• al'''''' • 

'" Lil LI 

r , 1\ ' . tt , 
• 

I '(1 \ lug, .L ,V.1 R 

'\1 ;1 YI'IIi 
• 

2, 

I '(.C'l' I ' l' I 
Intii: lllltl .1 l~fllPll f l P,d '\.ht:l lHil !flllll(' 17UIllUlli ... IIl( ' In calul <.1(' fa~;j 
{'hhlf IJ inllnll ,l lt, (1.11)/1(" ti ti ti 1 1, l 'I Jlt ... puud,· lin i7omorfbrn) . 

1 Q. T) '" IV' . . I (; fu{Jul Odllll' I t' 
I:umor/ ('u grupl!! Tnultlp lw!d!\ I Q " . I 

I " aLi, \ <.11 L1 ..t I':' r V , V- I ',,1 v 

grupur i , l" bLt f , V ." .t lrl intii! lu' 

. , - 1 (, , » 
II ( . lInt /; ldl;' Iw -rClult;t ('[1 J:~ 1-

[)I/CI; 1(;, ,,', (r', ) '·/11/1 tlul/tÎ 'I'LI/Hln 

: 1 III fll /fI/af'll " ra! 1011II!c IHI es l i: 

tii Ill/ff/l 'U!or rU(If,nalc stri ci p o:.:il i l1 e. 

lin J 7 ~ l rn (Jr li""lI1 mtrl! 3c{'l)t e dou ă 
., 
, L.LI rn /{ r:.! , ~- Q ':I l 

Iii n;tt> ITli f" tmndt' . otunei G ~ r. 
gJJljJ l· 1I t rC' j C'lf' lIl en t C'. Cu nlt t' ('uvin t t', (· , j .. t:t 1It1 ":;Ingllr lip tit' 

I I f · ( ' , l ' l ' 'O ' I . O ' n al(>,rtl', 1(' r It', ti, Il. l ,ll.l;Jlin({,(,~ 1 <.; ulllt.'l c rnen· 

t elt' lH'u l rc :!I(' lui (; si l' rcsp ('c t i\", Pentru eri (' ~ i O to tlnl C'!o!l r nt r m'utrr . ' 
in tab lele op enq iil or crlol' d ou{t gru puri pu t em co mplet a urm fl toflrele 

pozilii : 

• I r II " 0, a 1/ 
" 

f' (' " b o O II /1 

" " '1 /1 1/ o ? 
II , • , , 

b b '/ '/ u u ? o , 

ti3 

• 

• 
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I, I II il ",'\.:11 IItI lil/IIHI.I"!!" ,/ 

i n lin i:1 "':1. I k .hl'IIII'IlI',! !!II 1'111 1'111 ilVt.1 fi fi 
, I H I dlliHl • • 

If II[II!.I 

( Il .. dll 

1l'JH'l.II'l':1 Iti i 1/ '" .. III 11111,1 Iltl IJ <-tii! II Illtll"':lll .1 1111 III III ,I~ 1, " '1 I I t t' 

prnd Hl'l' ti lt'pl'ldlt':1 1111 il ill .,dll.llI! 011'1, ... 11111 

elim f/II;!I /1, !lI'lltl'll :1 I'VII.I I"pl t III' 1·I'UIIUldll 

I I I I I 1· · , 1"" 1"'1""., • ,',\IUI r o illl IH' " ,1 1 t'l UPI'I:, h' l : 1 ,'" " 

(1 . ,\ual og. ~ l' t lllllp l "! I '.I/; 1 !ilh I.! II fl l'l :1111'1 It II I ' . 

• I " " 1, " I '1 1/ 
. 

" 
l' 1/ " O U 1/ 

" " " l' 1/ 1/ " 
" " (' " " " 

O , 

l !ll f. 

1/ f h 

" 
" ~ 
1/ 

II II I • 
• , 

, 

Dtd i ni ncl { : ( ; l' 
. 

(Io') ~ p rin O. r(rn 1/ ~ i ru" /1. Il'z ult ft c·rt t .. ... 11' 

i zomurfism ci t' grupu ri căci r 1'..,1 l' :tp lita ! it' u iJI,t t;':1 ~i t :-. hl p\(' 0P('''~ ~ JiI()1 (d()r 

dOIl :1 g"t"uJlllri ~ilJt la ff'i :-.trlldur'lti.' (Ida l i" Ici. {l . 
R e nunţ ;u,,! la ronditi" de hilt"(,t ivil,lI<' din ddin i ţ i 3 i lolnorfblnului se 

ouţin e noţill IIl'a ma i gl'IH'ra l:. tit' 111111 {isflI (UlIlfJlllllrli,m) de' gr upur i. [llltllnc': 

Ci.:\. Defilliţie. FiI' ((;, .) şi ( 1', ) dou:; uru(luri, O apli,'aJic { : G- l ' 
se nlllllf"~le 1Il0rii"lII d{' !Jrupll ri d ~H' :l 

{(ny) {(.r) {(y), ":t,!1 E G, 

E vide nt. nrin' Izolllurfi..,m 
Ap licaţ i a {: Z ~ ;~, ,le- la 

ci r grupuri 
grllpul (Z . 

(':-,t t' IIIClr fi"ltl 

1 Li gru p ul 
ci p grupu r i. 
(.il . , Ell), , 

{I" I V /1' Z 

'1. 1, I li mod 4 . 
• 

lItI IIlOdl";'ltI d,' grupul i. In 
h n;od 1. l':'htd II. k , Z 

;1t!1·\"r 

;!~: fii IIH',tj 

a Iii I k 1 hl 

'd eunform ) ,Pll1l'l ~ I Cap II ~I\'l'rn 

, 

H l'7.uILI d i . 

fla (a ~ b) mod I 
" Ell " ((II) Ell r (b), It a , " , Z, 

dp("i r (,<;tl' m()rf i ~ m de g;'ujlllri 

nu ('"t e' illl ('l'l iv 
1..\" (,h"'I"" ," ''',', { ,,,' f ' .., " IIlO/" ' <';" 11 "lIl l l~(' I !\' lIa r 

,\,'fd : 

-{t7l = I tIl od I . , . , I q Illll d I {(1 il I 
j. t. 'f (' o r f' m ă. Fi .... ((; . * ) ':oi ( 1\ ,, ) 

Il{'ulrl' al .. lu,' (', ,', [' . r{"lwt· (Î\. n~H';' r· (i 
atund : 

1) f( e) 

2) f(r ' ) 
o : 
«f.!') )' 'V .r~ r " , 

dUII;l !jrllpil ri. r !;ii O rl"mNU"lr 
. r' ('''1(\ lin morfi .. q'll dr !Jfupuri. 

u •• x' t'~te ~mH'lri('ul lui l ' • 
Uir (((.r» ' e,t'· 'imNri.'ul III' I (.r), 

54 
, 

• 

• 



" 

e 
mf' : 

-1' 

• • 

7" 

\v d:>' 

DtfflomJrulic 1) \v(>rH: 

, 

li prin 
2) 

o {(Il 
~irnphrkl\rl' ('li j'(t) 

((I''') 

"'l' ohlim' O • 
Pentru uril'" ,f ~ t; 11\ ("!H . 

o {( e) {(r. 1') 

{(r) (f) 

{( 1-). 

{(.I) {( 1") 

<Ieri O 1\1') {Ir '~ ·.i """Io~ J'(,'J !I') 0.11(' ""d(' «((J»' {(., '). 
fie- (i lIll grup, L' II i / tlJnorfi.,1II (lIlf1rfi.,rn) r: (; -, (,' Sl! I1Ulllt',l{' ull[omnr· 

fism (l'C'sp, I'lIdollwr{islII) al grupu lui (;, 

Exerciţii rezo/vole 
. ., 

I Il - 1 1 Fie «(; , .) li n gru p l" ura t r li ('1 e In (' n! e n st fel j n(";11 I~ - . (' , V l ' C G , 

unde f esle- clel11f.'ntul neutru. 
1) ,\rflt~,,- i dl. (i :::: S"n.', unde' ~. est e grupu l lui Kl('in (v, § 3). 

2) .\riHati efi grupul (G, . ) nu este iz o m orf ClI grupul (~~I' EB), 

SOlllţ,~. 1) Fie G _ {c. ti. b, c }. Tabl{'lc opcral iilo r grupurilo r ÎI <;i ~. ~Ullt (\". § 3 şi 

Ex. R - 3, § .\). 

• , 
" b , o I 1 ~~ " " <u 

, , 
" b , \ , \ , " 

<, w 

" " 
, , b " " \ " U' " 

b " , , , , 
" 

<, II' \ , " , <. b " 
, U' '" " " I ,: 

Apliealin r : r, ..... ~' defilliU prin {( r) , , . «o) II, (6) 1', {(c) - 1/ ' ('Sll ilolTlorfism C'iici 

t ablele oper~liilor eelor d'HI:I grupuri ~ l1l1t LI fel d o.' !)lruC'luratt (ri.'lali\" la (), 

2) ln adc\".ir, Si' [lfl'StlPllllt'[J\ l":\ ('xist ... un i/omorfhm ( : G -;XI ~i fic.r G G [1<;tf{'1 inl ':Îl 

f (x) = 3. AlunCi . 

Cont rad ieţit. 

11 - 2 

{I ((d· (P:' l) (p.) <5 f(.l:) - :1 93 ,.,.. 2. 

.\răl3ţi ('ă apli(,3t.ia { : Z -. C• • • 

211":": 
{(il) ~ <05-

/1 

• 

. . 
I sin -- . r 

/1 
v il ce Z 

e! .. e un morfism d> la grupul (Z,t-) la ~rupul (t* , .), 
Detel'minnţi nUl1lerC'le .T E Z astfel ;fH':il (tI) = 1. 

SOlII/iI' , Pcntru orict Ir, k €O: Z ~\"C'm . 

I :1(11 ! k)r: 
(II -t J..) .:: co~ :.."'--'= 

.. :1(,', .J... 1.)-:,,: 
J \ ... ;f\ - - co~-

{ 

'2/It'; 
-ti<;in , 211~ } 

" 

( 
.)/.-
-'" . cos 

n 

" 
')k- ) 

_.l. i <;in - n" 

" 
- (II)(k) 

"deci ' este mOfrUm de la grupul (Z, +) In grup ul (e·, .). 

" 

1i5 

• 



Hl'lultt\ c ', f~-') 

~hl~'.~ nIl 

IIlHH II ~I.H I 
• 

:! \ -
" 

, -, 1. 

• 

• 

1 .1.14 \ I f liJliati J.,~.\ 

" -. 1 •. 

I . I 

"" 

I • 'f • 

r----; 
It :1 

• 

IJl'lltlll III I l',' II ~ H. ~krllllr!l (". II . H . 1).1) 

\r i"da\ 1 

1) \lu: \ i'lll':1 

functiilr.r. 
:! ) Crnpu: ( IL 

f , , ' , W f I''\t l' ~r\l p in rapcI/t 

) 

1 d.l' .1 , 11·1 1," 

,. II V 1 It 
• 

, 1,: :ttl,".;lr. p!,.:lr., ;11 !, l' 11 .1\\' I 

, 

•• • 

•• 

5/1 

I II \ I 

(/ .. 01 li.!"} 
,o> lii .'./' 0 (1 

, . d<,d 
" 

J' i I ! 

rIHl;I)Ullt'~\:1 IlIlI.'lillu: inl!ul'\ Il I\' ~ (' l!l' lOI;ljJO / IIU' 

II,-lltm, ":.::.1 1:. I it I I ')\ H l 

f , , , , v li ..: fI 

f 

L, , 
" 

, f 
•• 

I 

1) \Ial.,\. _., \1 v,II-" ,',IIt, .,l.tI •• ", I lUI 4. ,f, '-'I,ull .. u .nrr;ul\lrdi,,'" lulllo,",ll" 

rtll.Htu"t \ .IIIII,I.I{I\ III :.ti'OII { ,1\ "Pt'f.I II, ' ",<111'-:' 

:2) )khIIlJl[\:tţ, l'km,- [,t,-h' .,nud'"I/ .. I!.!! ," :11. lllVllUlIlulul , \1 . I 
, i ,'1 

\ r;\t .t\ : ,;\ l'Uf""I!)OIl:h'n\:1 i· 1/1 • l . 1/ -I·r 

VI' int·-:-\';dul fi' t 1, 1) "I i ,-j 

rit t I ':2 ;. iV:I 2 ~i (; p, i;, z1f( t , -
1) Ar:'il:\\i c.\ li e.,h· 

opt'm\ici indusI.', 

o pa rte ., bll il.\ a lui t: 

2) Dedllcc\i C[l «(;, ') estt' grup ah"H:l1\ 
Fie E ,., R " {O} ,i fi : 1:' ...... 1:, 1 t<; i :G; 1, 

1 
(,(I) x. -

I 

'" " • .UII .... t c 

• 

-
(,(I) • . V x Ci F. 

1) .\r:U~ţi că 1l1\1l\imen li {f" (II (J' f~} c\le stnbill\ In raport 
funcţiilor -.1 alc;Uuiţi t3bl3 opcmţlcl induse. 

2) Deduceti cii (G, .,) este "rup :lbC'linn. 

• 

compunerea 



'''11 

o 

II 
'" 

1, ne! ' n {I\ l}!li' l • It" ' <: r.. 

I 
~o ':'--. L( 1") 

, I 
__ '-. (,It) 

I , 
, 
~, VI ( J. 

I 

1) .\n\t.111 t'i\ lIlul\lIlIt'.1 1. 

ncrca funCl tflM ,:,1 ,lldlui\i lai/la OIJI'I"; I\II'\ Illdu,,', 

:!) Ih~IIIlC"\1 l '\\ {(;, ) C\ll' :,(l'Up 1lI' I'Olllll!;III, . 

ti. FI~ li 

Il, r ' 
• . \ . II~ .1 In v 

I 
, I,ILI 

• 

oi ,i (,:. ((;, . ) ",,\ (' wup ('Qlllulativ. 

I 

" 
C"5te o 
Fie G 

leţ:e 

I 
lIl.' \' OlllpOII\i,' 

1. oc), \ ' I 
Pl' 
I . .:c) ~I UIII1;"tlH!tI"C:\ ll·~t· dl' cOlnpu/.l\ ie pe 11, 

( .J.'" • 
jid 

!I) -- .\"~ IJ =x 'J ' .ty. 

, , 

11 .\ rltO\\i ..:ii (; ~i r sunt p.-t rţÎ ,.l.lh i!, · ,d. lui R in r'lI,orl IU 1,'(;1'<.1 d ( n .mp/" l'I' • 

2, IInt'ii,T", ~I ,,_ .• ~1I111 1";:iI,' Ii. - ' · lI l l1.,u,iţic ;nol",. " IJI ' C. 1 · , '~p ' 'I', i\ " , d.· • 

Atuoci tG, T I ~i I l'. il II II 1 TO"lIt)i,.Î 1'01 11111 ,111\1 

3) Care dintr., nWI\Oi/. 1I (f . , ) ,i {l, 

•. P' Z se d('r.n(' ~tc ]<,gca de comp0l.l\i{' 

z . z __ Z , (x, II) --o r ;r.y - I. 

Arătaţi că (Z . ..... ) este grup ahellan. 

,. Fie (r. • • ) \1I1 grup cotllutnti\' şi a G (; . Pc (; se ddinc)tc Icge~\ de compoziţie 

," f 
(, (; - . (;, (1'. II) - .t I !/= .r.v.a. 

AnUati că (G, ~) ('~tc grup. 

li, Fie (r., .) un grup cu proprid:ltt':l 

(.ry)" Vx.!/C.(,. 

fiJ .... n 1 Arătaţi c;l (j ('~tc ţ!ru p nbe!i;\I1. 

ti. Fie CG • . ) UI\ j.!rup CII proprietate:! 

" r, 'r/.r H (i. 

j\r:Uaţ i că G este !-(rup ahclial\. 

1~. l'ie (O. 1.) ~i (G. Ţ ) douit structuri de grup defimle pc aceeaşi muJţi1l1('. Dac;l legile lle 
compozitlr "." -\>1 "Ţ" ali nccl3-::;i clement ncutru şi 
• x 1. y - (x T x) r (x T !I), 'r/, :r,"fI G (i 

atunci 

I ) % .LI/ x T fi. ~ ., . 1/ eG 

2) % I 1/ Y 1. :ro ~ x, II " (; . 

C 
2 ~). C 

2 ") la. Vie G. '( .<!~. " 
y 

I :1 a 
• 

It" ;'11 
• 

M", "tea.cA • .. S, ;uHrl a .; '(, , 
• 

lil 



• 

• 

~ :1 
' . :\ • 

r c :l- e :) . 14. Fie 'T. r.(..;. el' a 1 • 

" 1 • 

1) .\rat~\ \' {' J. o' f' ~ I .' , .. • ULt4h' 

., I , t 

, \' ,l l' 

_ 1 ~ I .. 
1'\:1111 \1 t .U l;l 

'" /1 .., •• 

VIr ,J, .... z . 

I!h'nlld. 

• 
Ui ... Fie {(;, .) un grul-I::O' e clclIIcnl'li ~iLU 1Il'1I1f'l1. !),I(II d l' llIl'ntdc 

• r, \//1 

alund b' = ~ şi ab = ba . 
"o . \ 

Il . , 

18, 'Fir 

( : G --- G. (I,r) Q • .r. V :r L::. (. 

!l (j - {j , J( .rl , ,1 ati , V .lE=. (· 

{-I ~ ,\( ,I L) i ,1 (" :n II , " II 

If. "-' {.\ '"- .lU~i \ .1 (2' 
1, 

:tO) , 
,·Id 

n, t. (', rl €o: ,,}. 

1) .\ră\ :lţi 1.:; •. \[ ,I Z I (',h~ gru p in r:'lpt)~l r\1 ;ltlun:.lr('!l 1I~:.ltric t:lor. 
21 /l I ..,i li, ~u ni 'Ubl4TUpuri ;11(' gnll~\lllLi ( H AZ ), 1) . 

1a. 1) Uacă [fI <;j {f ~~\j,., 1 <;uhgru l'\l ri :l1,- unui f{TU P ('. :\tunci II I n lf , l' ~t l' .... lJh~rup al lui G. 

2) .\ral:-.ti efi pl'tllrtl ~lJbgT\fpurik ,I /. ~i 11: :,dt, ~ru pu\ui (Z. 'i" ) 3V~1ll : 

:IZ n ll. 1"1. ... 
• 

::0. l ;ic (: It _ . H o funcţ ie reaia Cii propricl;lt c.1 C.i. ni~Li cd pl:\in un număr 7 E. n· astfe l 

" 

"1 . , 

"'1 .. , 
"'1 -" 

'" . , 

'118 

i II.; ,lt 

(. ) (IX), V .1. €. fi. 

1) Arătaţ i I..ă mulţimea lf ,1 llu1ll('(l'lur I (':I\ l' 1 ni proprietatea ( . ) (' s~c ~ub~r\l ll 
al grupului t n , _oi, 

V:reH 

hl f(II 
{

l. 

II, 

,1" E Q 

~' E 11"-Q, 

, 

.\rata'i ca urupul (1;. ") fI .. 1:- 1'.,,",\ 1 r \ <> ~ " c.ţ c lI:omor ru ~t\l 11 \11 (31" (j)), 

,\nU>!11 l'ă ,'rul','1 1",' J'I' , 1 , ... \. CII C., l ' It.omor l'U "fupul «(;, ,1 1 1 1 ,.. ', ca ~". 

Arălaţi d g:rupul (Z ... ) estl' Il.omorf ni "rlll'ul «;, nj I 1 l ' 1"> {t :l.'\, ;" 

(x) = 

un lI:omorh~ulI de 13 L(fuput , 

.r _ 

(II:, ,) 
• 

1.1 Arupu t (fr, .) 
• 



lui C. 

:alUd 

(i ( n .:.) .. l ' ir -, " (lt'ut , u o'/rl' , , '1 , (, (It 
, I ' 1 • • 

II , I 
• ,'J ,ud:.;\1 I IJJ . 

.\ r:Ha l i <J «( " • 1 l' "lt' ~t tip " , ., \1 , , ,j \ li , J . • 

( "" Il 
'>IIl U) ., t'ti' II, Il . , 

"1I , t) n I'" ti 
H " I , li , (, ,11'· I I 

• I (. il '. A I ;, I I .. II I1 \.k 1. 1\ ... I l i ~ 
'" 

li H .. " (: }ImI/' 

l uhl.! O\h ' r.l\tt' ! lI11hh\', 

:!j Dt'liun' t l " :, (1 'j {-,t,: 1:1'1111 ,. :l r,I(,lIi l.1 il , . I "" ('IL.' (~)), 
, 

:!7. .\ nH.lI' ,'., fu m' t l;l f Z • v. 
(l J... ) # \ 1)' , VI.:" Z . t'sk Il1Ur f .\111 li" J,I 'IUPU: I I , • la ~rllp\il ( 1)' .J. 

28. F iI"' 1:: •• 11111111 111(' (' 11 doutl 1'l t'11Ien lt'. J :", II Pl' Illllllillll'.1 .!(/.) tidi:lil ll ]' 1'-.1 Iii' (fiiII 

ţN / illl ~.l~. nurll t ,l 1/",r.1/1" .,:;r-! 'flLII II !lI/ti" /1 '/1111111 

X J. Y }"\.j(Y ,\ ).\'X. } l.;~'.r.). 

1) .\ lciitOLII I abin Ic!-(i i (1 .... ,'ulllp",i\l'- .j," 
:.! l Co m par;l\i l a hb o P('I;I\i " 1 ,J." Ili Lt!>I,1 :..!lup~lIl1l • ;11 lin hlt'În n. §.1) !.L IIHh­

(:It. o hlll ~· tit' lJijeclLv;i f ' , -i"I L I ;htld " .. 

{(.rtn fp')~fL!I), '1 ,1, ,4 ., . 

:9. Fir 1-: " Il , 1'("Bl r \! o n {'(' t L H. fit fllLllţl,t 

r, ( - J . 

f, (·i, /1) " '!1 1" -. !I •• -
'1 'ti (.r, II) t;! J: 

• AriibJ t l C;t 

1) f, I, ' fI. ,', f~ 1!,r: (1' 

2 ) '1 1l 1\illl(':I (, U, I I ~ it I (" ,h' ;..IUI> ILI 1,Ipoit Iti npl" l ;l(L ;I d l' compuncte :l. 

rllnc ~Îl l or. • 

a) «( i , ) :::: ( H , ) . 

• • • 
-('0' O _"III' ) :'tO', Fie Ro 

I' II ~ fi . .. in () 
SO t CI" fi 

'>Iull 

'III 11 ) . 
~ II ' II 

fi <" H(v. E,. fi , Cap. I I " f, ' / . .. A. H. U. V. W j uIHII' 

E = Ho. A H ,:-: E H,r;". fi ... ;. ' V .'i ,.,-; /, ' w • ., • .,-;', J ' •• 
1) Aru l:Lti l'a U L, .. h· pa r ll ' , 1:lhil :"t a 1111 .lI .(IU in r:'1H1rt cu 11I111u lli n'!'I <o i a h-,Ulull 

ta"la flllrml id iudu"' . 
2) IJtflul' rtl Iri G \· .. IL; gr up ~I 1' ;'1 ( (i . • ) ... (,.z " ), 

:11-, 1-1(' lu, , ) IlIl J.l r ll l' ':'1 II U ., l1 h ll lll l\Lll LI.: f LlI lta a 1111 (, .. l ' I LIL<lt n,lI t lr ;lfl ' Il1.L\1I 

lefltl" 

f) V ) . " " I{ '-.:10 .111 ' H ; 

2) H (1111" ~1" Io{.\ IjL(I ,LI lui U. 

• 
• , nl ld'I\:\-



• 

• 
31-. Fir G O multime ~I (i " C; ~ t,_ (:c, U) .:ry o It'W.! tit' (Olllll0tl~jr al'lofiJll\j, . t rl1l .. to

ar
rlt 

arirm",ţli ~lInl tchl\'1l1enlt : 

l ' (G • . ) c:!Ile grup . 
b şi /Ia 

33-, Fie Il o submulţime IU'\ iu:\ a lui Z . l ' rlll:Hourcic afll'lIla\ii ,.u,t cehl\ >tlen\!' 

t } II este suIJgrup al lui Z , 

2) 3 1\ ;;;: O astrel il .... H II /I '/, . 

3"-, Fie: e t, Ar:i.l:'q~ câ e:-.i!>t;'l /( !> () as Ud il!,.01 ;" 
1 da cu .... 1 numai dJ.ca ; 

. . ? 

(O~ 'Jr- ' - .. T 

T I SIll _r-:-: , cu r €' Q. 

3ă-, Fie TI un suilgru p cu /1 elemente :tl grupului (f"', .). l\răla\i fă 1/ . C ., UUUt r . tlllt 
grupul rădăcinilor de ordin Il ale lI11iU,ţii. 

3S-, Determinaţi aulomorfismclc grupului (Z, --r)' 

• 

• , , 
• 

• 

• 



• 

e. tate 

Capitolul IV INELE :)1 CORPURI 

----
§ I DEFINlTIA INELULUI I-:XEMPLl': 

Yom studia in rontilllwr(' () nUU"-1 ~tIU l'I \lJ' [1 :d gC'hlldl sl ru<"tura dr 
inel. Noţiunea (il, Înt'l s-a dl'~laF : t ini\J:}! In r;ldrul It'OIÎC'Î IlUJlH'Tdor , und{' 
n upărut sub 1l1l1lll'i P II I.' ind dl' nUII!('f'f', plototipul fiind Z lu .!t ÎlIlprrun{1 

cu oprrntiîle dl' :Hlun;, r(' ~i illllllJl~ir(' ;1 1ll11l1{'l't.' lor ÎIl I J'C'g i 

Z ,< L ,'i. , (,L !I) ',1 , !I, 

rrsped jy 
" v " Z ( ) 
"' ~ 1 , - " X'I . xy. 

L ' Itt'rI \II', nnţiuIII'<I tlt> 1111'[ ;1 iI\"\i1 n\ll1l1'I'I\'\-'1' il 1'1 ll't\ţII In dlit'J'l Ir> flUfllt'JIIJ 

aiI" .\lJ?E'b li'i (i lll'h~ Ilt· polilll1f\IIH' . ltlt:'\f' ti" 'lI :1 tl'l< " I, III .\Ila ll/.il II I i.HI'1 IIst 11 ';\ 

(inelr d(' rllll\'ţll ), ill l .flgi\·illlliJh·lllatll-iI (i!I ' I.·I""~\'I"-·ll-Ic 

1. L f)efilli! ic, () 
eODlp01.itir ( a(/wwrra 

multime n("\ id:1 
• 

\' i inmulţi rl'a) 

. \, l uată imprC'unii. ( ' ,1 două Iru i dr 

• 
ŞI 

s. 

,1 x . I 

,1 
" 

, \ 

numf!'~tC' i IIfl du(' .) • 
• 

G) (.\. + ) .sl. gri'!) "brlian • 

. 1/) (II . • ) .stc Illolloid. 

• . \ . (,T, IJ ) , .( \. IJ 

• . I, (x. y) • ,T Y . 

D) inmulţirra r .... t(' cli~trihuli"l iaP' dr adunaTr. anume: 

.r(y + :) XI} -'- J:. (!I + :).r I/.r : .T . , V.r.y. : e /l .. 

Afirma ţ ia dl (ti. -r) ('str grup :dH'li;11l re' iur l:i faplul ("[1 adu nart'a indului 

sati~faee axiomele : 

G,) (.r + y) .~ : .r.,. (y ·i- :) v x. y. : G \ 

G!) 3 O e , l aslfel in,·;it Il \'.r .r + (J .r 'V .f e A , 
, 

v X eA, 3 .r' = , \ asi [('1 ill(":it .r +.T x + .r • o. 
• 

Afirmaţia efi (A. ,) eslr monoi d re'VIIl{' la f~lplu l cii inmulţirea inelului 

satisface axiomele: 

G,) 

G,) x + y = y + ,r V.r. y e ti. 

AI ,) (xy)z = x(yz) 'fi :r. '1. : E Il. . , 

M, 3 I Ei A astrel inelot I·,r - .r·1 - x V.r e ,\. 

• 

• 

Vom IIPune că (, I, +) eslc grllplIl arlili" 01 inelului A. Ansamblul de 
... dl\iI G,-G,. M •• • U, şi n poort" numele de n.nomclc in.luilli. Elemen- r 

~I 



. .' '.' ~e nUnll'~(' tlementtd !ffU , r~~}J.t( li \ fI,. 
tele O ŞI t slIll unic del<'rlHllILlte :tI • • it' I/lul d<.t( ă .1 <.t' t dlJJI Uu 

\ \ ' I \ ' lui , \ !,t' nUIIIl ) 1 meI/tII/unitate al i11l'U tii t. Il( • I H-tli/abill- Îlllapoi 'ol IJIIIIUJ~ 
\ '\ 1/'\" f' , "" \ \ I . numar rinil <It' t·h~IIH·lItt· ..• 'nwlI . / . Hll/u(1 ;dt' IIlt - It Ili • 

/ / ,"',\11111 f ~·"lll , tlrl,.l lu i . \ SI' nu mi.'~l· l' ('1111'/1 t' III · ' . 
. " ' f - . Uj(~1 '" ;I\lI)IIU 

UaLl illl1lia1~ In'a IlIt'llilol ~.It I~ ,,J( ( , 
.lI,) , .. y '/,1' Vl', Y L ,1 

splllwm r[\ .\ 

[ir/ITl,!,r , 
{'Sll' illl'( romulall ll . 

SPUIH'1ll ,'," , \ "!-OII' ili,,1 ((lra rl l \ I ori III 

1 ţ 1) ~ . il 1 1) -->.I!1 J O, 

IUJi /1 1J d(\({j 

ll1 inrl romutatl\' cu rcl rut ln 

IIUI1l('~t(' dOf1lflliu dr llllcgril<df' 

Kvmplr 

I ' 
1 ]tlr ll Inrlul Z al ill/reallor ra!lOl1u{1. Din I'rnprH'ta tdt' . , UUH II II I 

,: 1" C'I' J § J n 'rllll .; (., , 1. nUHlcrrlur Illln'gl. PIlUlIlcra 1 In d .' . 
'1 ' I { '1 ,'/ur ru/i onal!. Înrl (·olllutati' ... numi ,ne Il '" reu ' 

" -, Ilieiui Z[iJ lil inlrc!Jilor l/li GU/l.'Js . Fir Z[ijlllultimea.tulurur ', ulJiCHlor 
rOlllplrxt.~ de forma a .," bi. cu d, b e Z , numite illlrry, (11 //1' (, t:u I)-.lc~ 
{J -i bi şi c r di ~I\tll din ZPI, 3lunri 

, 

ţll 

(a -1- oi) T (e T di) = (a T e) ., (b +- d). '" Z[ ' I 

(a + bi)(r T di) ~, (ac - bel) "1 (ad -- be)i c Z[iJ, 

/{Ptu}tc't ('lt Z[ iJ (' :-. lr (1 pn, '\f' :-.lohilil a lui (' i ll IUI' ( 'II ill it'!'11 ;.rea 

~ I înmulţi,'pa 11l11111'1'1'101' l""n "h 'xt,. E\' id\'nt, opc ra\ nIL, 1J1l'-.~, ' \t;'lf i, i.i 

Il\ionwlp G I , (;, .. lI " ' \/ 3 ~I U, 
Cum O ," (J ;- O·j şi 1 - 1 "i- O.i, rezultă (':1 3('t':-,t(~ (,plTati, \ ('1"1 [IC';'\ ~i 

axiomr\C' , G~ şi .\1 2 , In fint" prntru orice': ~ ZPI,: 11' Ih. ;,\t'm 
: ( - a) -r (-b) i E Z[il, drl' i eslr. \ ('rifit':lL"1 ~i :lxiOina (, > \..:t d:lf 

Z[iJ rslr incI cOl11utati\' in n:.port eu operaţiile ÎndOiSe' pe' Z flJ tll' ,lllunarr3 
:;.i inmulţirea nUIll('rrlor c,omp!r'\.r, numit inelul ill/rc!];/"r 11lI (rt", .... , 

:J. In c/ul (3t n , EI) , 0) (II resturi/'lr modlllo II, Fir 1/ ' 1111 IlUm ;iI' intn'g 1'111Itl\ 

şi d{n = {O. 1, :L : .. " fi - I ~ C Z , Opt'raţiil!' indlls\.' IH' $." dl' 'ldllll ,llt'J 

şi innllllt,irr;) modulo Il s::di~fa(' r' ::I:\,il)lIlcl(' inelului nJlllul.lli\ (\ ~ \'\, 

Cap. 11), Aşauar. *11 (' ... le inrl eOIllIlUlli\, in "'qlOrl fU ~tltlll<lll'a " illl\1l1l­
ţin'a n)f)rlulo 11, numit i"ell/I resturilor mor/"/,, H . 

. lon interes apart(', p r lll ':l plieal, iih' I'f' r;ll'l' le' iln' in dlff'll {t' dOIlU'1I1l 
ale lchniLii (anlmc-llc"a Cillcul::.ituarelor, lr(lrta cotJurllor) il JlIl'1Jnl d IIIdul 
<*" <D, 0) 

• 

mi o I 
o o 1 

I j o 

~I (] I 
()-O II 

I (] 1 
rablele operaţ)llor inelulUI 1., _ '0, , 1) , 

• 
• 

, 



1-

se 

şi 

, 
• . '-
8. 

la inelu I .j!, fi 'Om 2 181 3 0, I "'" 3 
tU divizori ai llii zero. "" 0, d""; (Ix" $, 181) estf inel 

... (0,4-, .) , ( II , ,.) ,i (1: , .) I 
Si obs('n o.m t ii. Pl'utlU O.iU' .f . ~Ullt 111(' l' ( ' 0111\11,,11\(' (\ Cap I ~ 1). 
R rt~spl'dÎ\ f , "b lrt' l iUI 'lll .rl! '\ <III! (J , II ~,IU t: 1·:\1 .... 1;1 Y I (J tiin Q. 
mrllt.lril \or li !)tudi.llt' 111.\ 1 lil i. in IU('ltl\- t' U .lt· ( · d .... I;\ pltljllitt<tti.' ~ Ilpll_ 

5. '.tltIUI, ~,,"!ri :t'll~r, I IMratlcl' FI\' , Il Il IllI'i Indii! I 
Il 

' 1 Z[II '" il} t " po.dt, II vlit'un' el III 
lOe c' 1., • • m" ~ "(' , 011111 '" 1/ I 1) 1\ ' 

1
. , l' . 1') , . , 1I1l1 PIIl:.l lulur"J" 111"1, 'c el U pătra 1('( ({ 0I111l _ fII rOdH'H'nl, i dln . l. v! -Of 

1 II" \.. \ . 
1/ , 

• 

Dara l ' , v ~ .\1.( \ 1. 

(0" 1/, 
I 

1, J I 1, • 

1/ .! 1 " . 1, I -

( 

I " • derinim matnrl'll' l ( I 1)[ III 

( ,_ 1" fI,·r , -
(1" --(l .! 1 

(111&11 
., I 

(111 b\: /J 
n~ ~t· a i'! ).:\ u· . - -- L ,\I,LI\. 

(l:!\b 11 {/ ~:!b!. l (I!l blZ el , / •.• f , - -
Matricele 0, E • - ( din .\ 1,(.1), SI " 

O 
O ° I O fi 1 I (J 1 .! 

~ 1~' - ( , , , 
O O Il I ll.:! a~~ 

se numesc resp ee ti \' matri cca :cro, malri C'fll IlII it (llf> . opllsa IIldlril"l'i L'. 

Am amintit o srrir de propri{'I;-, li :tIr :ldlln;\rll ,:> 1 inmull.ir ii IIwlrict.'lor 
fiD JId"). D('monstra~Îiil' multora dintre ('Ir ~l' ra(" 111\"'- II.! proprid'rd,i 
,le adunării şi illlntd~iriÎ llu lllrrC' lo r J"{'alr , (":In' .. IIUI d(' aSt'lIH'llpa ad('\51":,I(' 
"ntru adunarea şi illll1l1l~ir('a nnc~irlli ilH'I ~\_ I)in :ll'r,,1 IIloli,-, aseml' nea 
.rnonstraţij p ot fi n'prodll s~' ,:>Î l1('n lrll IIl;llrj. {'I( ' din .\lJ.l). Pt' acC'aslf' 

tale 5e po~,lo demonslra ; 

GI ) (U , \) , \1' (' ,( II II) 

G,) Il 1- (; _ U I· n = ( ' , 

a,)" 1( - 1') , ( - C) 1 (' II, 

1,) U 1- v V 1- ( , 

MI) (I/v)\\! U(\ II '), 

1,;/ ; 1 1; r, 
U(\' -j II) (\ '1' ( ' II; (\ 1 \\)1 

ar f. (' , \ . n <.. .\J) .1) . 
, 

• 

• 

\(1 -1 \\(1 
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I 

• 

Rezulta cil adunarea şi inmultirea malncrlor conferă lui M.(.I) o st ruc. 

turil de inel. . ' .' \l (il) a matri" l"r J' .tr . 
La fel se organizează ra Ind lOul\J111,,1 , " allct 

de ordin Il cu co("fidcn\i din A . 
Cinull > 1. inl'lul .11",(. \ ) IIU {'slr cOlllulall\' ~I iJl(' dl\INJlI a l hJI ll'ro. 

Aslfel. da că U. V G M,p<.) , 

atunci 

UV = l 3 
3 

U . . 
• 

.­-

l 

3 

• 
3 \" •• , 
3 

dec i inelul :\l,(~.) arc divizari ai lui zero. 

J 

:1 

O 

~ 

J 18>0 (!) :l 18> 2 

3 18> 0(!) :J 18> ~ 

§ 2. REG ULI DE CALCUL INTR·UN INEL 

fi II) 
{) IJ 

• 
Calculul algebric cu elementele unui iurl beneficiază de toalr regulile 

dale pentru grupuri şi monoizi dacă <;, Ullt implicate separat adu na rea , respec ti\' 

inmultirea inelului. în aCară de acestea, in tr-u n in ci avem o se r ie de reguli 
de calcul specifice. care se referă la ansamblul celor două operaţii a le Inelului. 

1. Penlru orire x E ti avem: IO = Ox O. In adcvitr, fie '1 .,{l . Cum 

xO = x(O + O) = xO + rO. a\'Cm y = y + y. Alunri: 

O = Y + ( - y) = (y + y) + ( - y) = y + (y j. ( - y» ~ y + ° Y 

ş i analog, Ox = O. 

2. lnlr·un inel A cu cel puţin dO/ltl 
In adevăr, dacă r = 0, alunci 
Contradict ie ! • 

elemenle avem l '" O. 
I = Ix = O.t = 0. de und e .. {O} 

3. ( I regu a semnelor). Oricare ar fi x E A . ( • y avem : ( .r)!! .r( • yl 
= -xy Ş I -x) (-y) = xV. 

ln adevăr , O = Oy = « _ ) + ) d 
unde rezultă că (-x)y este oX

pus 
IXIY' = (-.t)y ..p xy I Y l- ( - IlY· r 

x(
-y) _ I f' U . UI xy, decI (-.t)y ·. - IY· Analog, - - xv. n lOe (-) ( . , x - V) = - (x( - y» = _ ( - .ty) IY · 

4. (di.tribulivitatea înmulţirii fală d 
avem: x(y _ z) = xy _ ' ( e scădere) . Oricare ar fi ... . ,v. : " A, 

xz ŞI Y - .z)x _ y 
Reamintim că y + ( ) - X - zx. 

-z se notează cu y _ z. Avem : 

x(y - z) = x(y + ( 
-z» - xy + x( - zi _ xy - .1': 

,i analog (11 - z)x = l1X _ z:e. 

el 



It 
, 
de 

ale ."""", 

- %O , 

.. ln/,.un in_l A (drd divizori ai lui zero, din :ty 
reJu/ld Y - z, 

Xl Sau yx ~ zx, cu x y. O, 

In adev r, dacă xy l 'Z, atunci 

x(y - :) ~ "Y - xz xy -:ry o 
şi tU m x .. O rezu \lil că y - z 
rezultă y - :, 

O, deci y -= z. Analog, din yx 

Exerciţii rezo/vote 

I R - 1 ~rătaţi că intr-un inel comutaliv A avem: 
, 

1) (a + b) (a - h) ~ a' - b', VII, b eA 

2) (a + b)' ~ a' + 2ab + b', Va,beA, 

unde 2ab ~ ab + ah (\' , Cap, III , § 1). 

Solulie. Folosi nd distribulivitalea in mul\irii ftlţl de adunare şi ::t poi fa\:" de scădere 
a,'enl : 

, 
(a + b)(a _ b) = a(a _ b) t- b(a - b) = aa - ab + ba - bb = 

= a' _ ab + ab _ bl = al - bl . 

2) Conform defini ţiei puterilor unui c lement şi t1 is lriblllhită\ii inmultirii fut~~ de adu-, 
nare, avem : 

(a + b)' = (a + b)(. + b) = (a + b). + (a + b)b = .' + ba + ab + b' = 
__ , =11 = al + ab + flb + bl = (lI + 2ab + bl

• 

, 

I R -- 2 Fie 1\ un inel comulaliv cu proprietatea: 

(<t) Va e A. 

1) Arătaţi că (a + b)' ~ a' + b', Va, beA; 

2) Arătaţi că inelele !R, şi ,u,(iP.,) au proprietatea (<t), 

Solutie . 1) SA arătăm la inceput că Intr-un inel comutativ este ade .. 'ămlă formula 

(a + b)' = aS + 3a t b + 3ab' + b', Va, b fa A. 

la Idevltir, folosind rer.ullatul de la exerciţiul precedent, avem: -(. + b)' = (a + b)'(a + b) ~ (a' + 2ab + b')(a + b) = 

= (al + 2a& + bl)a + (al + 2ab + b1)b -. aS + 2a l b + D' a + alb + 2ab
1 t .. = 

= aS + 3a 1b + 3abl + b'. 

, 

3«1' = alb + alb + alb = O 

..... ,. .. ~ 0, d. unde (a + ~)' ~ .' -1- b' 

cI. I XU-I 

• 
• 

• 

• 

, 
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• 

2) I.,I.e'u' a, ave/ll : 

• 
0$0$0 (O $ O)$U 
1$1$1 ... (1 $ ' )$ 1 
2$2$2 (2 $2)(j)J 

O Va " 11." le unde aEBaEia = , 

0$0 _ o, 
2$ ' 1), 

lf!i2 U, 

(
a ') (1, b, f , ,, \ ~J' Fie U • M,(II.,), ti ~ b d (' U 

In inelul M,(~,) avelll : 

( 
aE!)aE!)a 

UE!) UE!) U = cE!)cE!)c 

• , 

bE!)bE!) b) (O 0) 
dE!)dE!)d () U 

(J 

§ 3, INELUL CLASELOR DF: IIESl'lJ RI MOIJl 10" 

Fie n > O un număr jntreg. Conform ,t eor:r 'll ri jlllp ~Il ' IJnl (;u rest, pentru 
orice a E Z există q. r E Z unic del erlllllW!1 3slftl in!" .• 1 

a = nq + r. O " r < 1/ , 

, Numărul unic determinat r din rel a !ia precedentă, numIt reslul împă r. 
ţirii lui a prin..n, s-a notat cu a mod II ş i S-3 nu mil înc ă rec/usul modulo n 
.1 lui Il (v, C,p, Il, § 1), 

Ca rezultat al impăqirii numerel or intreg i p r in n "> O 'II IJI posib ile res-
tu riie : 

, , 
0,1 •.... r •...• n _ 1. 

Prin împărţirea lui a la n se ohline res tul r dacă şi numo i uocă a este 
de forma nil + r, cu il E z, MuI! imile de numere 

unde 

C, 

CI 
= {a eZ I a mod n = O} _ 

~ {a EZI a mod n = l} _ 
{n" I h E Z) nZ 

C, = {a EZ I a 
, , {n" + I 1" e: Z } uZ -i I 
, , 

C;;_t ;., {a EZI a 
mod n = r) = {n" + r I " 
mod n 

'" Z \ ~ J "Z + r 

= n - 1) - {n" -f 1/ - I I " E Z}= 
= nZ -f n _ I se nu "'est rlase d ' 

A • reslurt mOdulo n şadar, un nUmăr it' 
Pirlit la n dă restul r, n reg a apar( ine r1nsri 

C, d"r~ , - n ÎI1l' Ş I Il tl ll1:1 1 (J[t {'1I 

. a E C 
In part,' I ' .. a mOd" r, ('U ar r E C 

--, • repl& OU' 'r"e
ntru 

r E {O, 1, ' , , , 1/ 
, Aşadar 

, ~ C, 
nZ +', r {( 

€' '. 1, " , 1/ 
• 

• 

J}, ClfiSn 

I 

• 
II 



• 

, 

Să noU\m ('U Z" mlllPmNl cla"'l'lol' cip !'('sturi modulo II , 

A A A 

10 I ') l' ,_, ... • 11 

• • 
D.ră b '-' Z ,., lIdi ni Il\ 

• • 
II . 

A A 

,)WIHI 
• il l iroti/i\/If " I " il 

. 

" I'rlii • 

A b ti" r ,/"""-.... AA . /'-.. 

" I = 1I <±> b, 
,t.- I 

ab.....;.fl 0 b. 

s. ddinesc astk l pc Z,. . <I 0U;\ 1 {'g i lIl' l'oIllJl0l.i~i (' 

A • 

·l/III 

• 
,1 

A A A A 

(II. il) • a b. 

numite adunarea , I"t' s p('cl i\' Îlltllll{ţirw t1 aselor de r{'slurÎ modul o n . 

AsHel. penl rll 1! 

si inmlll prii rlase lor 

A 

1, Z ' -= ) avcm -' 6 tU, 
A A A 

l,:l .:>, 
A A 

1. r>} şi tablele adunării 
de' r(' ~t uri m odulo () sî nt : 

3.3. Te ore m ;,. Adunarea şi inmt1l~irea tlasf'lor de resturi modulo n 
fIIOnler. mulţimii Z,. o strurtură de inel eOll1utath', numit inelul claselor ele 

resturi modulo n. 

Demonstraţii' , !') rl \"crifie[ull axi omr\r inelului romulaliv. tn esell~ă de­

monslra~ia se rundamenlează pe faptul că ,:;~ " = {D. 1. 2, ... , n - 1} ar{' 
O structură de inel comulat.iv in raport cu operatiile induse pe 3?,. de adu· 

narea şi inmull,.irca modulo 11 (v. ex. 3, § 1). De ex.emplu. axioma n se 

verifică astfel 

"" .... .... .... /""o-.. ~ 
a(b + e) = ah EEI c = a®(bEElc) 

_____ - , /"'. .-1 
= a®h$a ® c = a ® b + o 181 r = 

.... "" .... .... 
_lI l, + ac 

ti la reI se aratfi că G, . G,. M, şi M, ,,,,,1 verilicate de adunarea şi lnmul. 

liIIa claselor de resturi modulo n, I • 

81 • 
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• 
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• 

CIIID • 

• '" . , 
0+" .0 $ a 

• 

• 
_ Q, 

• 

• • """ 1 a 1 ® a ~ /1, Va , z '. 
r_Iti el ,i axiomele 

In line, avem 

verificatr. 

-
/'- -

~ + II -" = ~ $ (n - a) 
• 
U, • 

Va c. Zu. ( ' li (l I O 

A 
in rap ort cu deci orice clasă a 

resturi modulo II • 

E Z. este simclrizabil(l li dtl lW I pa tl" <<>1 " .>c Or de 

• 

A A A 

-Q = n-a, Va E Z " (1 ,p U ~i - O ~ o. 

• • ...-..... 3 .•. Rtmattd. Clasele de resturi modulo /1 au fost nota te CII U I 1.. . . , 
/1 - 1. !\umertlt 

• A 

O. 1, _ ..• n - 1 se nunvsc r tprt:tnlall!1i cOlltltlici ai claselor de r('~ t lI r; O, I 

r. a-pllcaţii este adesea prf>h'rabil siS. descriem cl!lsel!' dt' rr s:uri ... i 

• parUn acestora. In acest sens, pentru orice x E Z, se note:!:!;i (' Il 

• e" 04; r <' n astrel incâl J'; e Cr ; X se nume~t~ clasa lui j " m odulo fi . 

Aşadar, prin definitie avem: 

(o) Adrf ~ 
%=.1: mod n, "Ix E Z. 

Altfel, dac/l " = 5, atunci 

~ ~ ~ ~ 
.:z:. :l:l mod 5 = (6·5 + 2)lI1od 5 = G.5 /!lod .-, I 2 IH Or! ;, 

'j = (-7~)mOd - _ ~(") - • - ----
;) - - ~ !nO{I.)..;.; (O __ :1) -- 11 1011 .1 - (l 

• 

;- 2~ • 
il = 5 mod 5 = U a: Z ). 

...-..... 
. • II - I res peclh', 

('u alle numere eare 
• 
r clasa de resturi 

Spunem ci numArul 1ntreg .r este con ' rrt 

dltl ti I T X grile CI!!I modllio 11, ~i scriem .r -= 11 (m od 11 ) dacă ~ i nUnilii ' - Y sau allrd Scris - fi • . - . . 
e Z. 

III. doftnW () " 
II ~ reZlilti că pentru orl'c, 

" " x, y e Z n\'cm : 
;r = g ... x mod n = 9 mod 

SI n.,. n Ix - 11 ~ x :e '1 (mod /1 ). ntai ObUh'lnt Ci O . • 

.... -. du,.. regulile: peraţhle cu clase de resturi elnte prin rt'prt'zt' nlanli Arhilmri se 

• 

It, b z: " 

~ = "h+a • 

" ...... 
%Y=:xy, 1.1 .~ 

vX, II EI "". 

Mod n .,1 h, k . Z n",Url iI" l\t 

U-IIA'l tI. 

Z, . "("hk 1 ok 1 hb) I ah 

• 

• 

• 

IOV 

• 

• 



f't3'lLtiY. .... 
do ""lOt 

...... . la + &) ...... : mod n Ş I a 101 b '0/ - (ob) m Od /1 , Ul' tllH di n (O) ,1 1 ~ ('or('lIIa tU , Cap II 
• 

.... " ... .... 
1y =ab" 

hereilii rezolvate 

~ 
u 1 b 

---.. 
,1 1)-

~ 
, 1 u 

Fie. M,(Z,) in elul mal r i" el or p ă I ' l' . Ia ICC de ordin 2 cu coeficienti • 
R -1 

din Z. şi U. V. E, X E M 'IZ,). 
A A A 

3 5 3 
U = , 

A A 

5 4 1 

1) Calculaţi V + V oi CI '; 

A 

1 

A 

'1 -
• J~ 

A 

1 

A 

() 

A 

O 
,X 

A 

I 

2) Delerminaţi p. X astr. 1 

mversabil al inelului M, (Z,) . 

i lH";'il l ' X E. ))('dU('('ţ i fa l ' este clement 

Sofuţie, 1) Avem : 

A A A A A A A A A A 

:1 5 3 1 3 I 3 ; j I Il Il 
U + v ~ 

A 
+-

A A , , A A A A A 

5 4 1 . , 5 1 - + 4 ·t ~ U U 

• 
~i 

A A 

:J 5 
A A , A A A A A 

3 1 ;\ . : ~ 
A A • A 

1 , • I , • I ·1 
" 
.~ · , I • 

UV = 
A A 

:; 4-
A A A A A A A 

I 2 
A A A , A 

'" · 3 , 4 · I 5 . I . 2 . , + 4 I I 

2) Avem 

uu 

A 

1 
A 

O 
A A 

:\11 +5'( 
= E ~ UX ~ A A 

A 

O 
• ; ~ + 18 A 

I 

ce revine la : 
A A A 

3~ +58 =0 
a) şi h) 

A A A 

.. ltIohlm sistemul a). SA observAm cA elementele inversabile ale inelului Z. ~Ullt î ~i '5 
... Ia A ".... .... rnul1ltH Inelului Z,) ~I ci (1rl = t, (5)- 1 = 5. l'Ucunoscutele sistemului care au 

A ... } 

'-+4'(=0 5~+48 = t. 

elemente inversabile din Z. pol li exprimate in funcţie. de celelalte. AsUel, este 
........ aeeaAta cu necunoscuta '.l clln a doua ec\rnţie. Cum Y e Z •. tn Inelul Z . potem 

• • 
'" A "" A" 
4 ', + 2 '1 ~ (4 + 2)'( =0 '( = 0: - 69 • 



, 

• 
• 

• • ,,1"" Itti • .,.l .. ·! pe :ly 

• • 
Inltlul~lrc cu (5) .. 1 =- r, 

de uudc, pan 

• 

• 
deci" 

ecualh'l lA dlJlIa \\' obllllc 

• 
~y 

dcdul'CIIi 
, 

• 

A A A A 

:; (5.) [) (~y) 

• 
A A A A 

(5,5)0: (• ")y J . _ 

A 
• 

fi in definitiv el .; 4y. . al le 1)1.: o: cu Inlocuind In prulla ('('U 4 '( ~H:t;l'.ta (J CVlllr 

A A 

., ~ 5y = L 

. "''' '" " 1 - ') deci y = :; .,1 atuncI IX = 4y = .;) = _. 
• 

, A 

Analog se rClo!\'ă sistemul b) şi se obtine ~ 
• 

~ :j • deC I ~ J. = -
A A 

~ [) 
.\1 ,(Z I)' .\ - e -

A A 

:; :1 
~ --tum .. ' .< • 

, A A A A A A A A , 
A , A A 

~ :; a :; ') '1 1 ;, . ;, ' J. J I .. • , 1 ti -. , - . X(1 -, A A A A A A A , A , , A A 

I 1 5 ;1 5 ·1 :; ., I '1 • , 
~I ;1 • ti . , , .; I ,1 • ,) 

avem .'( U = J::.' Analog: U,'i - li, d ec i U (':. l l! t'h'IIH'u l in\cr .. r.hiJ al in(']ullii J/lZ~) .~ i 

, 
A III 2/I)Fie 

.~---.! 
(l E Zn ' CI ('str r!cJllenL ill\ersa lJil al inr· 

lutui Z,. dacă ş i numa.,i daCrl li ('str frlaliY prim ('\1 II; 
2) Delermina\i elementele 

• inelul Z, ecuaţia ix + :; = 2. 
~ 

in\efSaoil c ale ill r l lliui Zg ':' 
• rezolya\i I !' 

\ S./Iulie. J) Presupunem 
" A ",,-ilt Il • ~ 1. r. ,um 

A 

că a este invenlabiJă in inelul Z". Al unci 

" '" '" '" "'" .... "b ;::: (1 b = 1 

A 

[',isl;i II e: 1. ~ 

"Ulii ab =: t ~i din propr el t. Il) 
ftct k • Z aslr"1" lac. (,.. rczlIllă că num<1rlll 

" 111.-;11 of) - t = nk' A d ah - 1 s<, dh jdr prin 
. 50; ar 

a·b + n( - k) = t, .~ = t, (v. § 4, Cap. 1). . " • • 

, ciad- (a, n) = 1, există h, k li! Z aslrel itlt' AI § 4 C,p. 1; 
aII + flk = 1 (\'. I 

î ~h "" = a + /fk = nh 1- IIk • ... _~ 
t"Yt:nabn al ineluluI 7. .. ~l 

"" A ",.. 
ah + fi = aII 

A A 

(a)"1 II. 

I 
e 



in 

· II I' ....... A m <' li ti Z. ~Ullt It 1 ') ... 
I 'J ' ' --, • '" K 

• "," °I li "Ulii n 'htU" 1" 
IIIU' l'U ti IUlrl lnl,lI. I '1 1 r: 7 

,,~"'E'bllc alt' Indulul Z, "unt î, :!. Î ......." '-" .1, ~i It. dt'cj \'I{'-
tattnnlua 11I\!.' rsl'l~ UCI·~ tor d:tw. • :" 7 ~I ~. UlII t"ola illlllulllrll lIu']ulul Z, 

A A A 

Sa constalA ed : (1)' 1, (:!)-I 
A 

.1,( 1)" 
ledut"a datA ~l' r.'J:OI",w, u ... Ut'1 

A A , A ./'.... 
7 .. · · , ( :1) . , A 

• , - 11 :1 , -• 

./'.... 
I ' , J 

A , -

A A 

(7 J' I •• 

~ aJUO·1 
A , , , "- "' / .r ~ (7) t~ I .• 'i I . ,1) '1' , , . ! I I , A , 

. '. . ~ I 
A 

. , A A 

, 
A A 

lit .. I "="" b e 

A A 

fie T1 = t! (! 

• 

-
iU\ .' r SI'k al't'~lor lLI',­

• I !/ I 
1 (iiind !I) ..:> - _ 

V 
,~ Z ,,:- II 

z~ _ Ib I I ·1{,_1 
liliod .1) ..:-:- -'-. Z 

" " Z 
- ,1(' 

i -=- .I/" _ t (mod !I) .;--:>_ , L ..... I 

I 

• ! I 

:\ .U . .. . , 

, A 

"(mud H), \,h"l'i:! 

A 
I , -, (mod ~I). 

Z ., - -:d = 1 (Ill'JtI ti) <-:> 7_01 __ 1 ... Z __ il a 1 (lIIud \1), (.kt'i ';-1 

" 
§ 4. CORP URI 

I 

A 

7 . 
A . , - , 

A 

4 

Un cadru id eal pf'lltru perfectare3 calcu!eÎo(' algl'l.Hi{'(' estp dai de 1J)t' ­

lele cu pro~rict atea Cii orice (' le mC'nt direrit dt· O f'~tt' ~jllll' lri/ .tbi l in raporl 

fU inmultirea . Asem cnt'a inele sînt runos('ule StiU lIull1l'lt' de corpl/ri. :\1:ti 
• precIs: 

4.1. Definiţie. lin inci J{ se nlllTIf".,fC corp dafă (1 -::f. 1 ~i ori('(' ('It'nu'lI' 

% E K. x ':fo O, este si metr izabil în r"lJlort C'1I iUllll!lprf':l : 

"'Ix e K . . 1: i:- O => 3,r -l E l\. a.,tfl'1 Încât .l \.1' ,rol' 1 1. 

Un corp K s(' Illlml'}te (of1llflatiu d ,l(';t Îllmullirt,;! ~a " ... It> comutn,I\:1. 

Proprietă!i -
1. Corpurile nu ali cli,l;:()ri ai lui :ern. fII :Hk\"iir, dacJ .r. .II! I\, .f i Il 

• 11 9 j. O, atunci xy # O t[,ci dat[, .ty O dedu"t'" 

y = 1 '!I = (x-'.r)y ~ .T - '(.ry) .T 'o 0, 

_i , _ O. Contradi cţ ie . ' 
2. Elemenltle diferite de zero dintr-un corp {ormea:r; grup {a(ă de inmU{ţJr,: 

(. K . K' K" ro} Din proprietatea 1) rezult ., 
• le un corp ŞI = '" . .' () 

esle o parle slahml a lui K in raporl tU Înmu1t.rea. Cum I # : 
. ' w rl!< de inm ultirea lUI h el I e K'. Deducem că operaţia JIldusa pe , . . 

F ' T E l\.* AtunCI x i:- O 
şi admile pe I ca clement neulr u. ,e.· O 

. l ' I li i J( Cu m x-'.< = I # ' 
in\"ersul s5u În raport cu mnlU ţlrea '. ~ 1 l' şi În . t " 1 ('ste w\'ersu UI x . 

• 1 %-, '" O, deci x- ' e K·. EVlden , x '. ru III mllltiplicoti" 
operaţia Indusă. Deci (lU, .) este grup, num,t 9 P 

. , 
K. 
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EI.fPlP,e . d il " ., . n' C Din propl'Îctii\,le (l UII rll ~, ,nmul(irii nu'n 
• ('orpur'" Q SI,. ) (II 1 ) . (l' erelor ". C,' 1) ~ezultă că (Q. '1. '. • .. ~, " 1.·) bin t cor '. 

(\. § t. :ap. 't respecti\" forplIl IIII/IItfplOI" ral lOllulr, flJrp,d nu PUr, 
('omutallve. numI e mUe/vr 
ualt, corpul numerelor complexe . ...!.. 

:!. r.orpurilt d. lIlI/IIere p,l/ruliff Q(Jd). Fi" d Ull illtJ('g l ih,·, de Pătrate ~i 

Q(Jd) = {a j- bJli l a, b Q}. 

Dacă =. IV e Q( Jd). : = a .j bJli, IV il t uJd tu a, b, II , V '" Q, 
• 

a tu nei 

z + Il' = (a + II) + (b -1 /i)..) ,[ '" Q(Jd) 

:/1' = (a/l + db,,) + (av + bll)Jd E Q(Jd) 

deei Q(Jd) esle oparte slabilă a I':.i C in r:''port cu adunarc~ şi ;nmul­

(irea. r,hs<' r\"and că O = O + O .Jd e Q(J d), I = 1 + O· J d e Q(Jii) 
se dedure uşor că Q(J,n este inel c o mulati\" in raport cu operat iile induse 

• pe Q(Jd) de adunarea ş i in'!lul(irea lui C. Pentru a doved~ că Q(Jdl 
este corp "ai rămalle S3 a rătăm că p e ntru orire : E QIJd), : = a 1-
+ bJli, : '" 0, există z' e Q(Jd) astfel incât ::' = 1, 

Dacă z '" 0 , atunci a '" ° sau b '" O. n CllI l l.'i că a' - c/b' '" O ( d acă 
CI ' - db' = O ş i b = O dedu ce m ş i a O. iar dacă a' - c/b' = O si b '" O 
deducem Jd E Q, ambele si tua tii fi ind contradictorii 

Fie 

z' a 
li J- J-- -a'---el-b' el c Q( d) • 

a' - db' 
• 

ŞI avem: , 

==' -= 1. 

Re~u.llă că Q(.jd) formează corp fa [c, de opcroti i le indllse de ad,u ­
narca Ş' IIImul(irea din C 't f I Q(J") Q(" .j" ,num, corp de /lu mcre pcilralice. Ast e ., 

1), Q( -o) etc. sunt corpuri de num ere p fllralice. 
3. Inelele (Z + ,) ş' (Z . . " , •. +, .) nu .unt corpuri. In adevăr, 2,1; '" I orica re 

ar fI X e Z deci 2 t· . z 1 
• '" A nu es e IOveI;sabii in raport cu inmultirea lUI . n 
melul Z. aHnI 3·4 O . . I ' că (Z == Şlcum corpurile nu au divizori ai lui zcro reZU ta .' + ... ) nu "te corp 

4, Corpul Z. al claselor d l' . . 
inelul Z e res 'iri l1Wc/ulo p. Fie p > O un număr prim. Atu ll

" 
.. TI este corp. 

In ade\'ăr, elementele lu,' Z . 
p sun1 

~ 
1'-1. 

PtlItns or~e ft EZI 
t .... ·Ar. p fiind ~im ... a < ~ avcm (a, p) - 1. 

P ,SingurII dlvizori pozitivi ni lui Il sint 1 şi P 

/ 



4i 

o 

• 

• < p, p nu divide pe ader" . 
,.itiv, anume pl' 1. AltII;' . I a ŞI p a dmit un singur divizor 

) 
I I ~I r 1ll fU ti (' al lu ' . 

• 
,,1 (a. p - 1. AI'I .. ,ill.t .1111 111 Il' It- . I a ŞI p esle egal 

• III atu l d< la Ex II ~ § , 
ci oriu clasa n Z ' , " o, de-

.... 'p. Il .,. O, e~ll! inversabilâ 4 

l1l'I' _i Z. este corp. In particular Z 't. :n raport cu IOlnul· 
A A. :i C~ e corp. l'a plul că orice ci- 1 

; el., • '" O, este Inversa bilă in raport (' U _ as 
" '" I~mult(rea se observi şi 

,. 

, 

Inmultirii lui Z,: (1) " 1, (2)' 3 (~l)' •• • , =~, (4)" = 4. 

+1 O • I 
A A • 
O O 1 
A 

I 
A 

I 
A 

2 
A 

2 
A 

2 
, 
3 

, , 
3 4 

, 
O 

• ') -
• 
2 

., 
4 
, 
O 
• 
I 

• • 
3 4 

• 
4 
, 
O 
, 
1 
• 
') -

, 
O 
, 
I 
, 
') -

Tabla adunării lui Z,. 

• I ' u O 
, 
1 
• ') -, 
3 
, 
1 

, 
lJ 
, 
O 
, 
O 
, 
O 

• 
I 

, , 
3 4 

, . , , 
O O O O , , , 
1 3 4 

, , • 
1 1 3 , , 
1 4 

, 
I 

Tabla inmulţirii lui Z,. 

Exerciţii rezolvote 

I R -1 Un corp cu palru elemenle. I'ie J{ = {O, 1, (1, b) unde O, 1, a, 

M,(Z,) • 

• , 

, , 
O O 
A • 

O () 
, I 

, 
I 

- , 
O 

, 
O 

(1 -, , 
1 

, , , • 
lJ 1 1 1 

b = • , , , , , 
I 1 1 O 

• 

1. K este o parte stabilă a lui M,(Z,) in raport ru adunarea ~i inmul· 

_tricelor şi alcătuiţi tablele operaţiilor induse. 

induse conferă lui K o structură de corp comutativ. 

1) cOIlrorm definiţiei operaţiilor cu malrice, avem : 

( 

A 
A A A A A A 

A A A 

1 O O ·1 1 + U ti + 1 I I = b e I{ 

+ 
= - A - A A 

A • A A • A A 

U 1 1 1 U + 1 1 + I 1 U 

A A 
, • 

• • • I U 
• A • • A U-1+1'0 == 1 .. K 
1 1 0.1+ 1 -1 = A 

A A • A • - A O 1 

î • A ~ • 1.1+ 1 • 0 
U 1-1+1. 1 

" • 

al •• XU .... 

, 

• 



• 

• A40 .... ~ OII •• pa'" ,tabll' • luI M,(Z.) In raport cu operatJUe de adunate 
II I'""UIII taJt.I., •• ,..stUor Indu~e fund : t" 

+1 O 1 a b • I O 1 li b 

O O 1 a b O () O O O 
1 1 O b li 1 O 1 li b • 

a a b O 1 li O li b 1 
b· b a 1 O b O b 1 a 

2) Cum adunarea şi Inmultirea matrlcelor I>1l/ 11 opera t II asociati\"(', 
,Ule Induse pe K. Din acelaşi motiv operatia lndusă de Inmultire elite 

cu operaţia IndusA de adunare. 

la tel \'or fi 41 
·P .... 

dlstrlbUlJ\'4 In "" .• p," 
Pe tabla adunării lui K se observă cA această operaţ!l- este comutativă admit 

, e peOea 
element neulru şi orice element din K are opus. Pc l ... bla inmullirii lui }{ le ob 

lft\'l Ci 
aceută operatie este comutali..,ă. admite pe 1 l'a l'Iclllenl neutru ~I orice elcme t d' 

n In Il 
diferit de O are invers. AşadOif (K. +, .) este corp comutati ... . 

• 1 R - 21 1) Teorema lui Fermal. Fie a, p E Z , cu p > O număr prim 
• 

care nu divide pe a. Arătaţi -ca : 

apoI = 1 (mod pl. 

2) Fie a = 140'''. Calculaţi li mod 7 . 
• Solutie. 

§ 3, rezultă : 
Fie Z; = Z,'{O}. Cum (Z;, . . ) f'stc un grup comulali\", din Ex. n -~, Cap. III, 

• • 
(x)P- ' = 1, • 

Wr e Z· 
'1 4" 

Dar cum P nu divide pe a rezultă că 

• Deducem cA a e Z· .' decI 

de unde 0'-' !!I t (mod p). 

2) ro corpul Ztt avem 

a mod p #:- O, cleci 

. ~ . 
a = a mod p "" U • 

.... A........... . 
1 = (0)'-' = 0'- '. 

" ~ 11~ = 149 mod Î l _ A 
t '/ -1- 2)mocl i = 2. 

Cum 7 nu divide pe 2, conrorm 
teoremei lui Fermat avem 

~ • 1 (mod 7). Atunci 

• 

A • 

Ilv 1:18 ~ 6·21 + 2, decI 
in corpul Z, a vem: î = 2' = (2)', dcd (li)' = 1. 

~, ......... 
141·· = (1 .. ..,'.. A .... 

~I - (2)'. (2 + " .... A 1\ 
• _ • _ 7 == ""1' - «2)')'1 ·(2)1_ 2- .- ., 

.. 4. 

• 

• 

• 



I ~ , MOHF1S~IE VE INE - -LE ŞI COIII' URI 

ca ti la cazul grupuril or. noţiunea ' , ' t ' d de ,I.o morl,s m d ' 
._llt_ un .erl erlu e c1 asilica re a ' I I e onele (corpuri) 
~ da Identificare a inelelor ( respec~'" e. Or (respecliv corpurilor) Un eri-
._ IV co rp uri lor) I . . . . cu ace ea şi proprietăţ l 

. Defln'/'" FI. A şi A' douA' 1 ' loe e. O apllcal ' b" 
iZlJmorfism d. 'Deie dacA " IjeetlvA { : A - A ' .. 

1) r(x + y) = {(x) + (y) 

2) r (xy) = {(x)( y) 

triII" ar fi, :r, y e A , 

VOID spune eli inelul A este izomorC cu inelul A' , , 
•• .•• u.'n un 'z f ' { , ŞI scrIem A ~ A' , dacă 

esli .. _ P " • omor Ism : A -+ A' , 
Si observAm cA dacă ( : A -+ A' esle un izomorC'sm d . I ' , t ie me e, atuncI 

/Il) _1. n a.de~Ar. acest lucru decurge din surjeclivitatea lui {căci dacă 
" • A', atuncI x = {(x) cu X EA. deci: 

{(I)x' = {(I){(x) = {( I .x) = ((x) = x' = x'{(I) . 

d. unde (1) = l' . 
}I.nuntând la condiţia de bijeclivi ta te asupra lui f in definiţia de 

.. ,1 adAugind cerinţa : 

3) reI) = l ' 

-mal 

II obţine noţiunea de mor{ism (omomor{ism) de inele, 

Daci (: A -+ A' este morfism de inele, atunci din 1) rezultă d { esle 
-'lam de la grupul (A, +) la grupul (A', +l. ConCorm rezul tatelor ob· 

\IIIIIte pentru morfisme de grupuri, rezullă că: 

((O) = O' 
'Ix E A. (-x) = - fix) 

Ca an argument asemănător celui Colosit la grupuri , se arată că dacă 
A eate Inversabil, atunci (z) este element inversabil al lui A' şi 

(x-1) = (f(x»-'. 
T_ spane că o aplicaţie (: K -+ K' de la un corp K la UD ~orp K' 
"""'f/lm (morrlSm) ~ de corpuri dacA ( este izomorfism (respectiv mor-

.. Inele de la K la K'. . ( K K' este inJ'ectiv In adevăr, fie 
morfilm de corpuri : -+ '1 

le a.Uel Incat (x,) = (x.) şi si notăm x = x. - x •. 

• • 
• f(z. + (-:ro» • (x,) + (- x.) - (T,) + (- (z.» = (z,H 

+ (_ (XI» - O'. 

, 
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n-cl z ~ O, atunci putem serie l' {(Il {(xx ') {(l){(t ') 
CODtradicţie, căci l' oF O'. RAmine adevăral t1 .r O. d«; ,1', 

rezultA ci { este injecli\'. 

5.2. Defini/ie. Fie (A, ., o) şi (A'. 6. 'ii') două inele ~i f : A _ A' 
cH\ia f se numeşte izoTYWrrislIl d e inel e, dacă: , Apli. 

il f esll' o fUtll'ţie !Iij~ c 'i\'ll 
jiJ f este lIlorfism d~ inele, adicA: 

1. r( u y) = r(x) 6{(y) 
• 

2. {(xoy) = {(x) 'ii' ((y), pentru V x, y. EA . 

Dacă A este un inel. atunci ca şi in cazul grupuril or un ,'z , ornorCulIj 
(morCism) {: A - A se nu me~le aulomor{ism (resp, endomor{ism) al ioel I ' 
Aceeaşi terminologie se foloseşte şi pentru corpuri. U u, A, 

Exemple , 

1. Aplicalia (: Z - .H,(Z), 

{(a) = (~ ~ , Va E Z 

este un morfism injectiv de inele. In adevăr pentru or,'ce b Z ' a, E avem: 

{(a + b) = a + b O = a O + b O 
O a + b O • a O b = {(a) + {(b) 

(tab) = 
ab O a O b O 

= = ((a){(b) O ab O a O b 

fel) 1 O 
= , 

O 1 
Jnjectivitatea lui { este evidentă. 

2. Penlru orice Z Ee· - a + b' . ."" - leu 
Jugalul lui z, Aplicaţia 

a, b E R, notăm cu i = a - bi con-

{: C - C, {(zi = i, 'Iz E C 
t!$te Un automofism al corpulu' CI. 

1 • n adevar 

{(z + w) = z-+-w _ = + _ 
((zw) = zw = iID _-r(-)r( W = re,) + ({w), 

C ",, ' -O I"~ 1,01) oricare ar fi z IV Ee 

, 

um z = z = (U), rezultă că { , " 
rorpuri esle injecl ' v d d este surjectiv şi cum orice morCism de 

• , e ucem că { est I E . .. e automorfism al corpului C. 
zerC/ţll rezo/vote 

I R - 1 I Fie K = {O 1 a b 
ArAtau ci: ' , , ) corpul cu patru elemente de la Ex . R -I,f·· 

1) (a + ,), =.' , + 1/ , (ZI/)' - .'1/', ,V., " • K. 



". , 

, 

- , 

APlica !ia r: 1, 

I ~ 1., 

Ii: , f( .• ) X", Vx L 1, " ' le auto C' ., mor Ism al corpului 

e\ pacA 9 ,.. 1" este automor!ism ,,1 lu ' l ' , 
"1 • l \., alunc1 9 f. 
_ ... Ii •• 1) Pin tllbla adunalrH corpului h (v §") ~ • '. rC/.ulU. 1.:4 . , 

~.,l - J: t-.,l' o, Vx 1(, 

____ ul K este comutath . pentru orle. ", .. ~ .. _.. .. II 1\, a\cUl 

« + v)' - (z + V)(x + u) r(r 1 Y) I v(r + U) Xl + xy + y::c + yl = 

(,,)'''' (xV)(Xu) = x(U(·'y)) x«yx)y) <((xu)u) (:.cx)y' = :.e'y', 

2) Folosind pct. 1, pentru OriCe .1', y e 1\, avem . 

«x + y) = (x + y)' = x' + U· = «x) + f(U) 
, 

, (ry) = (ry)' = r'u' (x)«u) , 

ftinWne sA arAtăm c:l f este bijecliv. Folos ind tabla Îlllllul ţirii corpului l~ (\'. § 4) 'alo-­

dia aplicatiei' pot fi d:ll e prin tabe lu l url1l ~Hor : 

laI 

Iba 

II tlnervi asHel că r.". 11( ş i că r rstc aplicaţie bijectiv:i. 
3) Cum 9 este morfism de corpuri avem 0(0) = O şi y(I) = 1. Alunci, pentru ca g i- IK 

bstMIie ca ,(a) = b şi g(b) = a, de unde fJ = (. 

I R -21 Fie K mulţimea tuturor matricelor U e M,(R) de forma 

U = 
a b 

- b a 
,a, b e ll , 

1) Arăla\i că mui!imea K este o par te slab,I:. a lui .11,(11) in raporl 
• "1In.rea şi inmul\irea matricelor ş i că opera\i,le induse conferă lui K 

• _tllră de corp, 
2)t",K, 

.'lIftt, l) Fie U. VEI(. 

• 

u = ( II 
_ 1 

~' - ' I} ( e d) 
a ' - _ d c 

( 

lIe - bd IId + be) 

_lod + be) De - M 
• 1\.. 
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~ ... eblu.'rvi ci 

(~ ~). 1>, 
a 

l~ ~). 1', /i < b) o 
l ' 

Rxlollll'l~ lut'lutuL operatiile Induse lu,Uitac 
rslc limpede cll b} 

" acusu __ ((.1 . Cum 
1• U o/< 0, U - _ b a Fie U Oi >, 

U" 0, u\tm CI ţ 

o'+bl"'O. 
Fie , 

U'= 

a 

u' + bl 

b 

a' + b' 

- b 

al -+- b' 
e K . 

" 
a' + b' 

o verificare Imediată arată că 

deci 

DacA 

deci 

U'U = UU' = 1::, 

V esle inversabilă şi U-I = 
2) Fie : e C, : = a + bi cu 

U'. Aşadar, J\. esle corp. 
o, ben. Definim 

{(:) = ( _ : !) e 1( . 

• fU E C, : = a -+- bi, II' - C + di , atunci " 

, 

, + w = (a + e) + (b + d)i, 

:~ = <ac - bd) + (ad + beIi 

(, + w) = ( _ (: : ;) 

{
ac - bd 

(,w) = - (ad + be) 

b + d) ( a b) + ( e ~) = «,) + (m) 
0+ e - - b ro - a, 

ad + be} = ( " ") ( C d) = ( :)(1"')' 
ac lod - b a ci (' 

§ 6. POLINOAME CU COEFICIENŢI INTR-UN INEL COMUTATIY 

In dasa a X·a s·a dat o construc\i~ pentru polinoamele ru 
('omple('~i. Sub forma zisă algebriCl1 un polinom r cu coeficienţi 
tn!r~o nedet{'rm~nată X, este o expresie de forma 

l'oericien\i 
• 

comple,: şl , 

, r = 00 + O,X + o,X' + ... + (loX', 
unde a, e r. şi n ;;, O. . m' 

S ' rcirnl' rO .. ~ notat cu erX] mul\imea tuturor polinoamelor ru ror' .," ... ' 
pI~ŞI tn nedeterminata X. Dacă r, 9 E erXI. r = a. + (I,S I II,X , • 

, = &. + b,X + b,X' + ... s·a definit egali/a/ea, suma şi proiJlslI1 doP' ttI· urmează; 

1= 9 - a, = b, i = O J ? . '. -.... 
f + , - (a" + b.) + (a, + b,)X .,. (a, f b.)X' + ... 
,. - .... + (a,b, + a,b,,)X + (a,b, + a,b, _1 a,b.)X' + .... 

, 

I 
I 



P'. lista propl'iotă'il or adun '" )'i. . 1 l 
1, b'I ' l ' '1 " : ~I IUliU ~II'II POhllOtlIHl'llIr (' U (>( lI'fi. , j[·nti 

coI'pleCŞ11 sta ,II e 111 ( a~~\ .. ~ X· a , n.'/ultă : 
"[X) tslt ",,( romI/fI/fIII III rl/flurf 1'1/ "1'" ( ' f I . 
". ( 1(. /1 (' «(> mll/l!Clrt' ·\1 il/ullllli", 

, pOI;IIUIWlt or. . . ~ . 
10 conslrueţU\ lUI qXI· pn.'(' UIIt )1 in c..h.'lI1 ol1 ,,> tn\ " \- . . .-

1
, - ~ II t. 1)1 OplH·l.tldul (j1H" 

'

'' lor cU po lOOHIlIt', a IlIlt' f\l' lIlt . II ' 1110d ......... It· I 1-' . ' ra Il I , 1.1 • • q)llli ea adtlll ;u("\ " 
~ul,iren numerel or t.'olllpll· ;....C sati,rac 'l:-' IOIIH' \" 1' 1 I l . .' .' i.... .' .. ... Ii..' li UI ('omut~ltl\. ))111 

.('est motiv pU,tem 1Il.IOl·Ul pl' ,t: ('U lIil inel l'o lllulali\' oar('('ar(> II . S(, (th\iIH' 

, lui COOlulul1 " A{.\:I al POIIlIl );lIlll'l or (,'u t.:ol'fkil'lI\i ill AII I A Ine •. .. . 11(' li poatl' 
ri: inelul Z al tnll't.'gil or. l':1ţ\l)ll:lII, inelul Z,I al l'Iasl'lor dC' rrs lnrÎ m odulo II de, 

I P
articular .ti poali,> fi 1l1ll'Orp (' /llllutativ, de l'xemlJlu Q II (' Z ' O , ' ' ", '/J' p numar 

'm Obtinem usUci IIH'kle de lJOlinoamc 
P" ' 

ZIX), Z"IXl, QIXI , "IXI, ClXl, Z,IXI 

cU coelicienţi in Z, Z", Q, n, c, Z p respec li\' , 
Fie (eA[X), { {/, , {/,X -: .. , -I {/,.\I : .. , , Elemenlul {/,E.1 

se nume~le roe{idrn/ul de rang i al polinomului (. Darf, 0, O, atll n ri 1(>1'­
menul OX' poale fi omis, iar dacă ili 1. <llunci tNmrllul 1 Xi ponlc fi 
scris simplu Xl . Dacă r esle d iferil de polin omul O, atunci c:\. is tă n ~ O 

astrel iau-ii I ala =F O :;.i a i 0, 'Vi _'"" li . in acc~le ('ondi~ii r \il fi snÎs d(' I'C­

gulă după rum urmeaz::i : 
{ ~ {/, + o, X f-", \ " li /1' • 

i\umărul n = max {i la! '# OI ~I;' [lurll P~ lt ) .... 'radul !HdlllOlllUlu l f, llotaL \.:IJ 

~rad f, iar (In SE' nunH'şlp COt/H'1( 1I111{ d V /lI/f/(lfii III lu 1 t . 
Prin deFiniţie, polinomul () (1['(' .!!I'tldlll 00 

[ ) 
., 1 \" 

Fie {, 9 E A X { {/,;- (1 ,.\ ' ", , II" , 

( + 9 = (ao + bol -\- (a, -, b,).\: ' ", 

+ (, " m l l .L .- (f X" 
m l l""- , ••• ' II 

:lleg'rf'l'. prr"U\1I1!1(' 1n {fi Il ~ Ul " 

«, , llm\X m . 
m 

\t und 
.... O b .... O p"11II"U a rare o .,., m r ' , 

b X m" . , + UII ". . , 

gr3d({ + g) .; 11'3" [grad {, grad gl 

grad ({q) .; grad { + grad g, 
, .' " i alunci rind r = O sau 9 =0, 

de mUI StlS l'amBII ade\ aratr Ş IW . inrttalilatea strictă . 
. ~ 'ma formu il ;l\l,'m :-> -

.. m şi a" = - bn , alunci )fi pn. ă dh"izori ai lui zero, atunci 
f +- O şi 9 #- 0, iar A esle mei fă r , b oF O, ~!ai mult, In 

.lcl din a. ". O şi b .. # O deducent ca a. ~ 

grad ( + grad g, 
grad «(g) 
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, 
Aşadar: 

6. t. T. o • Ul '1 . n."Q 1\ •• te domeniu d. Integrllat., atunel A[X] 
• . ,Ie QOIll.niu de inteurltate şi 

il,rnd({g) gwd { I grud g. v{. 9 A(Xj . 

Fie ,1 un inel comutati\', { eA(Xj. { - ao -t 
Elementul {(x) eA, 

a,X + ... 

I 
• {(x) d'" a, + a,x + . .. -t a,x 

se numeşte valoarea polinomului { in punc tul r. -
6.2. Te ore m:l. Valoarea sumei (produsului) a două pOlinOllDt 

r. 9 e A[Xj intr-un punct x esle egală cu suma (respet-tiv produsul) val .. 
rilor polinoamelor f şi 9 iu puuctul x: 

({ + g)(x) = ((x) + g(x), ({g)(r) = {(r)g(x) . 

Demonslra!ie. Dacă { =ao ... a, X + a,X' + .. " g = bo + b,X 
+ .... atunci pentru orice x e A avem: 

b,x' + 

• 
ş , 

((x) + g(x) = (ao + a,x + a,x' + ... ) + (bo + b,x + b,x' + ... ) = 

= (ao + boi + (a, + b,)x + (a, + b,)x' + ... = ({ + g)(r) 

{(r)g(x) = (ao + a,x + a,x' + ... )(bo + b,x + b,x' + ... ) = 

= (Iobo + «(Iob, + a,bo)x + (aob, + a,b, + a,bo).r' + ... = ({g) (r). 

Fie { E A[X]. Asociind fiecărui element x e A valoarea {(l') a polino­
mului ( În punctul x se obtine o functie 1: A _ A, 

l (r) = {(r) , vx e A, 

num iLă {uncţia polinomială asociată lu; Î-

Zerourile funqiei polinomia le 1: A - A asocială polinomului {e A[Xj 
se numesc Tl'idlkini (din A) ale lui {. Cu a lt e cu\' inte, un element a e A se 
numeş te relddcin tl (din 11) a p oli1jomului { e A[X] dacă yaloarea lui { in 
punctul a esle egală cu O, deci {(a) = O. 

• 

Exemple 

J. Fie {e n[X], {= 7 - 6X + X. atu . f . f ' . l ' as •• ,'at' . . ' ne, unc!,a po mom .. a ~ • 
lu, ( esle func!,a reală de o variabilă reală 1: n' _ n, 

10 

fix) = (IX) = 7 ~ 6x + x', v-" Oi n. 
Rădăcinile (din n) ale P'linomul . { 

UI sunt 

• 
x, .• =3 ::c ../3' -7 _ 3 ± .../2. 

l>une!ii1e pol.inomiale aSOCiate pol,'noamelor 
atud, ,- I \ [ tu c6eflcien'i redli 'Ull~ a~ n J na IZa malemalieă. • 

• 



+ 

II 

III 

• 

,. , • z.( X) . , ~ X' I h'l X I '1 .' ' , 
'( ' ţ . , . y 2X' I 2X __ tU aespecl Ica I ",,,, '!laii ,'u 1) . I I (coeli-

...... Z " .ltUIl('1 fUlH\iilc r . It. - Z~. n: :a - Z3 pot fi dl'S\TI~(' IHin . . po IIi OIUlu le asociate 
_ad tabelele : \,,10' ti" lor in Mic<' x Z, 

x I O î ~ 
{(.e) I î ~ î 

-y. Se vede in .acest caz <'il { # Y ~i totu~, r 
Si mal observăm că polinO'lmelc { . 

~ ~I Y nu au rădăcini in Z 

J, polinomul f - 2X -7 E ZISI nu arc riid ',cini ill ZI·" 
e Z 

. {() ( '. II aclnăr dacă 
pentru a a\cm II = ). atunci 20 7 O . , . 
este par şi 7 este impar . Conlradiqic . . deCI 20 7. Da r 2a 

40 Ori<:epolino.m { ,de grad I ~u coof icic n \i dinlr-un corp comulali\' K adm.l 
o rădăcmă In 1\ . In ade"a r. f,e { E K[XI ( II + bX e 

. - 1 ' • t unde a, b e' K. 
6 ;.0. Fie r = - b a E 1\ . Alunci 

fie) = a + bc = a + b( - b - 'o) = a - bb 'a a a o. 

1. Rădăcinile in Z, ale p olin omului { E Z,[S] . { = S' ~ î ,unt 2 şi 3. In 
ad.văr. funcţia p olinomială asociată. i: Z, - Z, ia ,"Iorlle dale 

tabelul: 

• In 

xlâÎ231' 
{(x) I î 2 <Î !Î 1 

• 

Fie K un corp comulali\·. Corpul 1\ poale fi de exemplu C. n. Q. Zp. 
P număr p.rim . Teorema de mai jos a fo!)l d emonstra tă in clasa a X-a 
10 eazut K = C şi d fmonslrnţia s-a halal in {,sfn~ă pe faptul că orir!.' 
au măr complex: # O a re invers faţ ii de ÎnmulţirE'. Din acest motiv 
rezultatul I "rlfll :i III' adevărat dacă in lor de (; lu[!m un rorp fomulali\ J{ 

• 
oaruare. Aşadar : 

1.3. T. ore mă. Fi. K un corp comutati .. şi 9 E KJXI . 9 i' O. Oricare 
.n .. liDomul (E K[X) . txistă polinoamrle q. r E K(X) unic determinate 

_IIHI& 
( = gq + r. grad r < grad g. 

Polinoamele q şi r se numesC' "il,,1 respecliv re stul împărţir ii lui r 
g 

A A A 

, ••• Z,[X). { = 3X' + 4X" + 3X' 
A 

1. SI 

A ' ' + 3X' +2X + 2. 

, 
9 = 2X'+ 

se an. câtul <i reslul împărţirii lui {prin g. • I\·t . ., tia e Z care wmu I 

dominant al câtului esle. deme;: . ant 'ai lui f. Deci 
dominant al lui 9 dă cooflclcnta omm 

• Il 



• 

Folosind tablele opera\llior corpului 7., ~i organizarea uzuală a calculelor 
din algoritmul impllrlirii polinoamelor. (" cm : 

• • • • • • ax' + IX' + ax' f- ax' :IX' I ax I I 

. '. 1X' -j X 'j ,:IX j 1 
• • • 
3X' + 2X' + 1X' 

A 

/ ') X" -, • T 

• 
2X' + 

/ 

• • • • 
·1 X' ax' • 'n;: I ') I I -. -
• 
3X' + :.(' • 

• 

• 
'"J ,'. ') v:! 
~\. r -~" 

• • 
I 2X j 2 

• • 
X' + ~X' + 3X 

A A • 

/ 3X' + 4X + 2 
• A • 

3X' + 2X + 4 
• A 

/ 2X + a 
" ....... ..... 

Rezultă că q ~ 4.\:' + X' + 3X + 4 şi r ~ 2X + 3. A "em : 

A " "" A..." ... 
gq + r ~ (2X' + 3X + 1) (IX' -1 X' + 3X + 4) + 2X + 3 = 

... A ... ... " " 

~ 3X' + 4X' + 3X' + :IX' + 2X + 2 ~ {. 

Fie {. 9 E K[XI· Vom spune că polinomul 9 di/lide polinomul {şi sCriem 
gl{. dacă există q E K[XI asl[e l ;",.", { _ gq. Se mai sp une in acest caz 
că 9 este divi :or sau factor al lu i { in inelul I<[XI sau că { este multiplu 
al lui 9 in inelul J([XI. 

Calculul valorii {(a) a unui polin om { E K[ X I intr- un punct Il e K 
poate li făcut cu algoritmul impărţirii polinoamelor. In adevăr : 

6.4. T. o r • mar. s t u lui. Fie K un corp comutalÎ\' {e K[XI 
şi a E K. Atunci valoarea {(a) a polinomului { in punctul a .:te ,egaIA eu 
rostul impărtirii lui {prin X-a. 

Demonstraţie. Fie q, r E KlXJ astfel Î llI ',i l 

{(x) = (X - a)q + r. grad r < grad (X _ a) = 1. 

Rezultă că r E K şi deci 

{(a) = «X - a)q + r) (a) 
(a ~ a)q(a) + r(a) - r(a) = r . 

TOI ca o conseci'olă a Teoreo, . 63 I b . , 
• • 'r el . pu em o t,ln(' O roroclrrlznre vlzorllor de grad 1 ai unui polinom, anume: adi· 

6.5. T o o rom a la. 'lor u I n I (B~ 
,. K[XI ,1 a .. K. AllUlel 011 • zout). Fi. K un corp comutativ. 
({a) - O. P nomnl X - a divid. p. 'daci şi numai daei 

12 • 



E~ident. X - a divide , dac~ şi numai dacă restul r .1 

O. Ahrmn\.a rezultă din laptul că r ((II). 
unui polinom ( .. K[X) prill X a (deci şi calculul valorii 

.. poate lace cu schema lui lIorner. 

Earelfii rezolvote 

• • 

11\1"01' 8-1 S~ se det rmtne dou1l potinoame r. 9 e Z(X] astfel 

" ... _ 1 + fiX - 12X' -1 8X'. grad ( = I şi grad 9 = 2. 
Solutie. Conform condiţIIlor din cnull~ avem ( = 00 + 0LX, g -= bo + blX + b1X

1
, unde 

.. t, • Z. (Il P. O şi b~ =1- o. Avem : 

f':el 0.
6
, + (a,b, + o,bo).'( + (oob, + Q,"I)X' + O.",X· = - 1 + 6X - 12X' + 8X), 

.. unde, conform definiţiei egalităţii polinoamelor, deducem: . 

oobo =- I. 

oob, + alb, = 6. 

0,b1 + alb, = - 12 

a,bl = 8. 

Dar, din a,b, = _ t cu a
t

• t. ,E L rezultă a. = t , b. c; - 1 sau a, = - 1. b, = 1. 1::111 .1 

.. = 1, b, = - 1. avem : 

• 

• 

"1 _ 01 = 6, 

", +0,", = 
a l b1 = 8. 

12, 

de unde a, = - 2, b, = 4, "1 = - 4, d('cl r = 
~ = _ 1, ", = 1 se găscşlc f = - t + 2.\' şi 9 

1 _ 2X şi 9 = - 1 + 4X - 4X'. 
1 - 4X + 4X'. 

· ,..---
\ Il - 2 \ Determinaţi loale pQ!inoamele ( E Z.(X] astlel jucA • 

• r- = O şi grad r = 1. 

Aceeaşi problemă penlru polinoamele inelului Z,(X]. 

AA A'" A 

Solulie. Fie r = a + bX e !l4IXl. b i'- o. Cum f' = O rczu1tll că 

" " "''' A "'" A 0 = r = (o + bX)(a -t bX) == al + 2abX + b
1
X' 

ti. deci, prin Identificarea coeflcienţi1or, avem : 

• • 
al = O. 

(5) 
M • 

2ab = 0, • 
• • • bl = O. • 

"'A"'A A ",. "" "'" ,.. z. _ (O, 1, :l, 3} ,1 O' = O, l' = t. 2
1 = O, 3

1 = 1. 

• 
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I 

• 

A #t. 1/0.... -.... ... 1/0. ...... 

• •• 
ROIulli .. IOlulllle .11I.mulul (S) 'Ufl' (O, O), (O, 21, (2, O) fi (2, 2). Cum b t< O, dedu",,. 

ci polinoamele clutat. ,u,u 2X şi 3 + 2X. 

ObservAm ci Z. eate corp. deci Inelul Z.I XI nu are divborl al lui zero ,1 at unei din,. -3 
• 

ruultd f - O. 

• • 
Fie [ e Z,[ X], [ = X' -/ 3X + 4 . Să se afle eâ t ,,1 şi realul I R -3 

• 
Impărţirii lui [ prin polinomul X + 3. 

Solulie. ...... ... ~ ,/\) t;Â2 .;-" X 'J ' Avem 3 = - 2 deoarece -2 = - .! = J - ... = oJ - .;...:; oJ. u CC t + ...... X-2 
:'Si rolosind Sthcma lui J-{orncr 

î O 3 4 I 
î2231î 

A A A ... 

d.ducem cii q = X' + 2X + 2 şi r = 3 = {(2). 

R- 4 1 Fie [E Z,[X], [= "" + a,X + ... + a.X". Arătaţi că [ se 

• 
divide prin X + l dacă şi numai dacă [ are un număr par de coeficienti 

• 
a, 'io O. 

... ... A ... A 

Solu/ie. Cum 1 + t = O, avem X + t = X _ 1. Dar 

• 
((1) = a. + al + ... + a" 

A ... A A A ... 

,1 eum t + 1 = O, rezultA că ((I) = O dacă şi numai dacă numArul coeficientilor a, ':#: O este 
par. Se aplică apoi teorema ractorului. 

I R -Si Fie K un corp comutativ. [ e K[XJ şi a. b E K . a 'io b. 

1) Arătaţi că restul împărprii polinomului [prin (X T a) (X _ b) est. 

[(a) - [(b) X + a[(b) - b{(a) 
7 a _'b a-b' 

2) Dacă X - a I r. X - b I [ şi a 'io b. atunci (X _ a) (X _ b) 1[. 

&Iu/i •. 1) Cum gradul poilnomului (X _ a)(x _ 6) .. t •• gal ou 2 restullmplrlfrillui ( 
prin g este de fonna cX + d, cu c, d as K. FJe q • KIXl astrel incA; 

Ded • .,m ci {(a) = ca + d si ((6) _ 6 ti) 
.. d - (a - 6)-'(dT(6) _ 6{(a». - c + d ,1 Oum a .. 6 av.m : c = (a _ 6)-'«(01- « 

2) Daci X - al {,I X - 61 r, atunci (a) _ '(6) _ O. . \Iod 
f- (X - "XX - b), " Se dedu ... oi c _ d _ O • 

{= (X - aXX - 6)q + cX + d. , • 

II 

• 
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• 

nti 

• 1 PO.L1NOAMF. IKEOl 'C11RILt:. OESCOMPl'NERF.A POUNOA 
~IELOK IN I'ROUIIS OI: I M 10111 IIIUlUI:'CIIlIU 

fii K un corp comulativ ~i I\( X 1 illdui I'"linuu l1I<'1or ill nrdl'l "'Ioi 
.ta X cu coeficienţi In K . Vom ar~la d\ aI,llIll·t,,·. illduilli 1\IXI 1·, 11' ill 
... " aceeaşi tU cea 11 inelului Zai inlrl'l-t11or I:.t\iullull . Se !)tlC ta pl'ntru OI il.l' 

.. -" hlLreg o > I ."isUI num<rele 1'"1110 1', > O. I .. I ,- TI. Ullil' ddrr­
__ te ,sUei incit a .,; PIP'!, ...• p,.. rCI.ullat (' uIWM' ul sub IlUllltll' dt· 11'0-

,... I"ndamenlald u aritmeticii. Un rezultat a~H'1Il5I1ălor ( ..... te ... dcvftr :.J\ ~i • 

,..LrII polinoamele cu coeficienţi intr-ull corp {,umululi\' K. lorul lIulIll·" ·I,,, 
prime liind luat de dIre polinoamele ireductibile (\' . Teurl' ''''' 7.:!) 

7.1. Dt(inilit . • ~if 1\ un ('orp ('Olllutativ ~i r e 1\1 X I un Il1din ll lll tI" 
... " > O l'punem 1'11 r esle polillom reducli "il 1,,·,le ('urp"I 1\ da'" I'\ i·\:, 
••• ' poJinoame g. h e K[.\:I de grad ,trid mai mit· ('a TI a,tit'! ind.1 r ~I I I. 
.. faX eonlrur, spunem {'lI r esle polinom iredudi bil pc>te ('orp"1 l\ . 

, Exemple 

1. Ori" polinom d, grad I din K[XI "le ireductibil pesle K . In ade"ăr. lie 
f _ oX + b. a oF O, un polinom de grad I din KIXI · Dacă r esle reduc-

tibil peste K există g. h e K[.\:I . • sU_1 inl·ât 

( = gh. grad 9 < 1. grad h < 1. 

I Evident 9 oF O şi h oF O, de unde grad 9 = grad h = O. 
Obţinem 1 = grad r = grad (gh) = grad 9 + grad h = O + O = O. 

Contradicţie. Deci r este ireductibil peste K. 
1. Docil un polinom (eK[XI de grad n > 1 ' .,Ie ireductibil I',sle K. alunci r 

nu admite rlld/lcini In K. Recil'roc. dacă un I'ulinom r e KIXI de grad :l 
.au 3 nu admile rădăcini In K. alunci r esle ireductibil pesle K. 

I 

In ade\'ăr , dac ă grad ( = n > 1 şi a e K esle rădăcină a lui r. atunci 

conform teoremei factorului X - a I f. deci există q e K[XI asllel jnd l 

r = (X - a)q. 

CumX -o,q e K[X) şi grad (X -a) = 1< n,gradq = n - 1 < n 

rezulUl că (este reductibil peste K. 
Reciproc . presupunem că gradul lui f este 2 sau 3. Dacă r esle reduc-

tibil peste K , atunci f admite o rădăcină in K. In adC\'ăr, lie g. h € JqX) 

astfel Incil 
• f = gh , grad 9 < grad r, grad h < grad {. 

Cum grad f = grad 9 + grad h, iar grad (este 2 sau 3, rezultă grad 9 = 1 
lin grad h = 1. Presupunem că grad fi = 1. Atunci 9 = aX + b e K[XI . I 

• ~ O. Fie c = -a-1b e K. Avem 

(tc) _ g(r)h(r) = (o( _ o- 'b) + b)h(r» - (I.h(c) = (1 . 

85 -
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Aslfel. polinomul ( X ' 2 . Q(XJ ~s te ireductIbil 
ode, ilr, in ro7. contr.r există (/ e: Q a,trel f""AI O (a) 

:"<1,, J~ ~ a .. Q. Conlradi,·!ie. 

pe. le 
a' 

Q. IQ 

2, dt 

Să observilm ril acela5i polinom ( X ' 
rAri ( ~ (X - J2) (X f- J'i) ~i X - J'i. X 

:.! es te redlldlllli 

I J'i '" Ili X ]. 
pe.te " 

Polinomul ( 
• A 

X' i- :.!X' I X I I 
A 

cllrpul Z,. In ade'·iir. grad { 3 .~i {(O) 
A A A 

I .ţ O. (el) 
A • • 

:.! 1> O, m) 
:J. Po!iIUHll1lr/(' tie grad I din qXJ .",,", sill(jllr('/(' polil1fi aftl r irr(/lIr til,i/r {}f!.'iff 

corp/fi C. In ade- ăr, din Exp. I rezultă ('ii polinoam l' l,' d(' grad I din CI>;] 
~IIIII ircdudil,ilt> pt·sl..· C. Fi,· 111;11111 rE el.\'!. il s lr4 " illdll gr" rJ { ... 1 

Să arătăm că {esle redudibil pes te C. Conform l.ore mr·i fundamental. 
a algebrei (d' Alembert·Ga uss) există: e C astr.., i"" ;1, re:) O. Din 
Exp. 2 rezultă că { este reduclibil peste C. 

4 . Polinoamele de grad I şi polinoamele de grad 2 (li"i rlitl lirini reale din 
R(X) ."'fI( si ngurele polinoame ireductibile p este corl'),1 II . Este su ficient 
să arătiim că orice polinom { e R[XJ iredu c tibil peste R şi de grad 

/1 > I este polinom de grad 2 fără ră d ăcini rea le (" . Exp. I şi 2) . Conform 
teoremei fundamental e a algebrei ex i s tă : = a + ib e C astfel In •. ,; , 
re:) = O. Avem b 1> O căci in caz conlrar z = a e R şi atunci { "1' li 
reductibil peste R (\'. Exp. 2) . 

Cum polinomul ( are coefi cien!i reali , avem şi re:) = O, ' unde : = 

= a - ib. Deoarece R(X) C C[X) , avem ( e C[X), re:) = O, (U) = 0, 
deci in inelul C[X) polin omul { se di"ide prin X _ : şi X _ :. Dar 

b 1> O, deci: # i ş i atunri (". Ex. n- 5. § 6) deducem că polinomul: 

(X - z) (X - :) = X ' - 2aX + a' + b' e RIXJ 

di\'ide pe (. Deducem că exislă '1 e fI[XJ astfel inl'âl 

(o) 
{ = (X' - 2aX + a' + b')q. 

. Da.Că n > 2, atunci din (o) rezultă că {este reductibil peste R , contrar 
'potez .. . Aşadar, n = 2. q E II, '1 1> O. de unde rez ultă că { esle un polinom 
de grad 2 fără rădăcini reale. 

Fie {, 9 e KIXI· Spunem că {este asociat in di";:ibilitate cu g şi scriem 
(- g, dacă există a e K, a # O. astfel ind, { = ag. 

I?u~e.m a.c~m enunţa următorul rezultat care generalizează la polinoame 
fU coeficienti IOlr·un corp comulaliv teorema fundamentală a nrilmelirii : 

7.2. T. o , o m~. Fi. !( un 

"
corp ComUlal;'· .1 (e "'r ") e gra" mai maro ca O. Alunci : .,,, '" un polinom 

1) ('0 descompun. Inl,-un 
,..Ie K. produs flnll de pol/noame Iroducllbll. 
II 

I 



• o. 
't. 

1) JID'" f fd,· .. f .. f"; . .. fM OUIII două d''''ompuntrl .It poliJu .. 
pulinoulIH' in·dlu·'JhJlr. ulund 11/ /II ' ",1 f':\i~ (, 

•• /ul f In I""d", li"il do 

• ptrollllan' rr te- ~ 'II ""11" iu .. ,ur r . .... I~( I)' I ~ i .( 111 . • 

D tmlilJslru(ir. Vom d('IIlOII~ll'a lIumai illlfllluţia 1). Fit, /1 gr~d f. 
Dacă n 1, ~illinci (este in'durtibil p{'~tr J{ ~i dt·(>j J) t'!-oIC" i.Hh:'ăr<.l1 (printre 
produsele rinilJ.' uC('('pl?tm ~i produs(·J(· fU lin singur fa c tor). 

Presupunem fă ,, > 1 ~i că afirmaţia 1) l·~t{' · ade\' ăral[1 pt' Jltru pr,li­
noame de grad mai mic ca II . Dacă r r~tt· in'dudibiJ aluQ('i 1) r~tl! adevărat. 
In rnz contrar oxist'l 9. h e I{ IS/ astfel illdt f !lh. grad 9 ' - n. grad h < n. 
Conform ipotezei ind ue \ ici fi şi h ~II III prou lI.se n ni le ut' pul i 110:1 mt' ired ue­

t.ibile peste I\. . deci şi r =- gh este un prudus fillit dt' polilloallU' Îrrduclibih' 
peste K . 

7.3. Cnnsrcitl{l7. Ori('r polinom rE q .\1 d,· Hr:ld lUai 1I1:lrr ('a O s(' r( ' I)rr~ 
zintă l'a produs finil dl' polinoalll<' d(' !,rad I din q.\), uni«' d"lf'rmina(r mai 
putin ordinra ~i o a~o('jrre in dh bihililalr a ("('Iurilor. 

IJemonstra/ie. Rezultă din Teorema 7.2 ~i Exp. 11. 

i .,1. r.Ollsccitl(fi. Orie'r poJinulIl rE UI.\j df' !,rad llIai olarr ('a (J M' rrpr ... 

zinlii l'a produ!oo finit dr polinoalJl(, din H[.\I d,' !Irad I , .. au dt, grad 2 iără râdă • 
.. ini real ... , unic' dr'rrminal(' lUai puJin ordin('a 'ii u a ,.,ot'Îere in dhizjbilitat~ 
• lac·tor ilor. 

Demanstra{ie. Rezultă din Teorema 7.2 şi Exp. 4. 

Exerciţii rezo{vate 

I R- I I Să se descompună in factori ireductibili ~este Q. R şi C poli­

I IOmul f = X' + X' - X' - 2X - 2 ~liind că admile rădărina = = _ _ + 
2 

+ . .13 
I 2 . 

SoIU/le. - I ..[:i Polinomul ( "VAIUJ coeCiclrntil reali, admite .şI rAdăclna : = - :r - I 2 ' 

• , .. divid. prin polillomui (X - :)(X - i) = X, + X + 1 (v. E •. R - 5, § 6). Obllnem , 

• r = IX' ..: 2)(X' + X + 1) . 

r ..... ,..I".·illil", pt.linmnll'ui XI 1- X + I !lunt ("oOlpl(>xl' re7.IIItA cA XI + X ... t "~II ' 
" p'~lr R ,i ru at.it ItIHI 111111, 1,,'SIi' Q. Afli Vbllol'r\"ftl ('A XI _ 2 "IIIt' ir,'dllt:tihil 

t ("'. F.~p. :!) . .\~Hllllr . ! II 1"'}lIC Itl:!lI'ompulll'l'l'lI f;,i r in facturi irf'f1uolibili 11"!tlt~ Q. 
lu; f fn (acluri ire"'J\ll. illili peste R ~i C luni: _ 

r = (X - ./2)(X + J~)(X' + X + 1), 

- (1 J'j)( . I ..[:i J ' - (X - J~XX +./2) X + 1"' - I 2 X + 2' + I 2 • 
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ireductibili peste corpul Z, poli. 111 - 2 I Si se descornpun4 In raclori 

• + X + 2 .. Z,[XJ. Domul r - X' + 2X' 

1 Itiel obserVA\lIlt hlcule I'M e,..p. 2. ati cercetAm \alurilc {(.T), Soluţie. Pentru a ' 'o Of 

" em: 

dt'j ·j f se dh'ide prII . 
sdll'mn lui lIorrwr 

A ....-... 

.I"-I = X +- I 

• • 
1 2 

....-... 
= X + 0-1 

"""'''1 t 2 1 2 

î O î O lî 

....-... 
=X+:1-1-

• 
X + ". Folo.ind 

obtinem f= (X - 1)(.\:1 + î). Cum XI + 1 nu ar; rAdăcin,.,i in 7-, rez~Jtă că :.stc ireductibil' 

peste Z" L>cscompuncrra (','iutal:' ('!ile f = (X - l)(X t + 1) = (X + 2)(X t + 1). 1 

111-3 I,) Cite !,olino"me de grad cel mult " s1Inl in inelul Z,IXJ? 

2) Să se găsească loale polinoamele de grad cel mult 4 ireduclibile peste 
corpul Z,. 

SolI/tir. 1) Dacă,. e ZII XI arc gradul cel mult <1, atunci 

• A 
Cum pentru fiecare eoefidcnl (I, avem două posibiliUţi, O sau 1, din definiţia esalitA\ii 

pollnoQmelur f('wltă că a"em 2~ = :l2 pulinoarnl' de grod cel mult 4. 
A Z 2) Singurele polinoamc {le grarl 1 Sunt X. 1 + X şi acestea sint ireductibile peste I 

(v. E<p. 1). 

• tin polinom ircductiuil peste Zz de grad 2, 3 sau iJ are termen ni liber egal cu 1 cUci altfel 
A 

ndll1lle ca rădăcină pe n e Z: şi cleei ar fi reductihil peste Z I' De asemenea. numllrul coeficien. 
• A 

'ilor :(a O ai unui asemenea polinom esle impar dci aIHel ar admite pe 1 E ZI ca rAdAcini 
(v. I:::x. 1\ -<1, § ti) şi deci ar (j reductibil peste Z" Singurele polinoame de grad 2 sall:l care 

satisfac ambele condilii sint î + X + X', î + X + XI, î + X' + X* şi confonn cu obser. 
,'atiUe de la Rxp. 2 ele "uni Ireduclibile peste ZI' 

fn fine, ~ingurele polinoame de grad 4 care satisfac cele două condiţii ~II", î + X + X', A • A 

t + X' + X', 1 + XI + X', 1 + X + XI + X' + X, şi fie ( unul dintre ele. Daci (este 
!'tduet1bi~, de5~omrun:re:\ ro: in factori ireductibili nu poate conţine factori de gradul 1 dcl 
.tanc( r(O) = O sau (1) = 0, CClCa ce am exclus. 

Acum este dar că descompunerea lui (nu poate contine nici faclori Ireductibili de grad:\ 
(cAci alune( ar conţine şi unul de grad 1). Alunci descompunerea lUt (conţine numai lactori 

Ireductibili de grad 2. Cum î + X + X' esle singurul polinom Ireductibil de grad 2, far grad , =- 4, ruulli el 

A ~ 

f- (1 + X + X'), = 1 + X' + X'. 

II • 
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? 

Iredu('lJbiie de" d ' 
fOra • aU1l1 I , 

1 + .\' + • 
\'t d l t .Y+ y. ~ 

A - Z X Z definilll legile de 
corupollUe 

(u, b) + (r, d) "':.! (o + b - ',+ d) -
(b dd 
o, ) (r, d) = (o, + Jbd, od + br) . 

ti actslC' I q~1 d c COIllPO/lpc confcr:l IIlul . 
dlyllorl 01 lui z\'ro. t 11111 1 .It 1) structură de In.l C'omulntiv 

z. numerelor intregi Ul'finilll 

tit· r 
Il'gil{' de cornpozit!t': 

.l' 1. fi = x + Y + :1, 
V.r , Y E Z 

, d,' f 
r T y = IU + :l.r + 3y + 6. 

Vr.YEZ • 
...... ci : 
OII. .1) .. te grup .bell.n. 
1 tit T) rsle monoid comulatl\'. 
•• TII.L:) = (zŢ y).JJcŢ :), V 

~ (Z Ţ) . r, y, : e Z. 
~llOa ,1.. este Inci comulali\'Iăr,VI divizor' a' I . 
...... "c ale acestui inci . • 1 I UI zero. Determinati r!rn1enlt'le 

..... Z şi r: Z - Z, (x) = .c - a, V.r e Z . 
O ArAtaU cA se pot defini in mod unic două )('gi ...... dc compOl,ilil' •. .1." şi .. T" pc Z asH('1 

• 

( .c + y) = (.r) .1(y). 

(zy) = (xn (u). 

Vx,YE..Z 

v x. Y E Z . 

ArI~ţl d. (Z, 1., T) este IncI comulaliv şi fără divizori al lui zero, ('lemcnt~l(' sale 
IIInd 1 - a, - 1 - a. 

cel de la Ex. 2. 
• 

.1 = ({,: :) I ", b e ~}. 
ci A este o parte stabjlă a lui MiZ) in raport cu adunar('8.şI Inmultirea n1.trl ~ 

tf ci lonnead. Inci comutatlv şi fără divlzori al lui zero In raport ('II upera\iile 

A = Z x Z ddlnim legile dc compoziţie: 
• 

Ild 
(a, b) + (e, d) = (a + e, b + d), 

• 
doi 

(a, b) (e, d) = (ae, bd). 

II aceste legi de compozitie conferă multimii A o structuri dt" inel comulatlv l' lui zero. Care .unl elementele in\'l!r.sabllc alc acestui inel? 
douA Incle. Pc mu~ţlmca A == Al X A, definim legile de compoziţie: 

(o" 
• 

II 

• 



, 
1) ArAta" ca .\ IUl' o 1<otruclur:' dl' '11('1 In ruporl ('II u('('sh' l{'"' dt> 

t:ompQlI\lt. (A fiitr 

nun1lt produsul dirtrl ul lui Jt I ('1; i\,), 
2) l\rl1la\1 cI1 ,\ estc l'olllulatl" dar" ::01 !HI1I1:11 dUl'ii 

7. Fie (~j' E). 0) Inelul rl,ltlurllor modulo U ::01 ,\ tA. 
cu Inelul Z (\'. Ex, 6). 

il. 1<01 .4, .UII, I indt' 

y Z prmlul<oIll 1I1rtd ul 

t'unlu latl \'ţ, 

indulul ~. 

1) r:nuoH'ro\1 eh.'1Ill'1I1l'll' In\'cr'lalJile ule lll(,tului A. 
2) Cum poL 11 C lrucll'ri/,all' demenlelc 11I\'er"nlJilC uit' prodll"ulul direct u doud Intle" 

•• Fie (~t. e. ~) Inciul resturilor modulo 2 şi II fA. x tA. I>rodu!-u l dlrt'tl al futlulul #tI 

cu 3l.~. 
1) AlcătulP tabla ndlllli\ril ~I Iabin hllllulPrii Inelului U, 

2) Deduceti c~ .l + .l ;;;: U 1:>i x' ;;;: .r. "'Ix = (x" x j
) EI )1. 

1) , + x ~ O. 

2) .lU = !Il:. 

v x e ]J , 

V x. fi e R, 

10. Arătatl că inlr-un ilH'" l'olllulall\' .\ awrn : 

,,~_ b~ = (ll- b)(lI~ - ' + ll"-:b + ... + b~ - ') , VII, b e ,t-

II. Arăl:l~i că intr-lin ind t'olllulalÎ\' . \ ('sll' valabil(1 formula hÎnulIlului lui :-.1('\\'lon 

" (fi ; fi)"; ~ C! u~ - lb.t'. VII, b E . \. 

I .. = U 

12. FiI.' (~" ID. ~, im'lul rl'st ~lfilor modulo ă. 

1) YerifiC!lp că (6)uE9(11ffi!aEefl = O. VIl E 3{,. 
2) Ol'ducr\,I, rolo'i ind rormllia hinolTllllui lui l'\r wLolI. d : 

Va, b e 3{). 

13. Fie U e - ,/ (R) " , . 
o fi b 

II _ O O c n. b. ce U. 

O O O 

1) Penlru ce nume-re (1, fi. c e 1\ aq:m U1 = () 1 
2) Uacă VI = O. alund 1:." - U rst<' ir..\'crsalJiIă şi (I:: - L')- I = 1:: + U 

11. Fie Zu Inelul claselor de re-slllri mo'luto J') 'G 1 ' • ac('slul Ind. • - ~I mu ~Ime-n clcm(,llt(')or fnnrsabi1 c nle 

1) Dt'll'rmi na~i ekOl'.'nll'\l' lui G si flr'il"\' 'G t '. .', .. I Cot I CS C o parle stabilă in raport CU in-

mui\irt':l lui ZI:' 

2) .\I,.: ă:Ui\i tabl~l op('ra~ici induse ~i dl'du Cl'\1 lUI h.ldtl. că (G • • ) cstc grup 
l7.omorr cU grupul 

u. Hezol\'aţl următorul sistt'll1 dt· 

, 
• 

11. FlC! 

, 
e E '\1 ,(7. 12) V =1 : 

, c 

A 

b 

• 
d 

110 

l'\'lIn~ii liniarc l'U ("odiclen\i 

, 
:1.( 1- :!" = '. , . 

. '. A • 
!;oi c ..::. fi d c b...::. dl'l (U) • 

• 

În Inelul Zu : 

• 



AlltaU c:l mAtricea U C:51(' l'h.'ment Jn\'ersD bll 01 lut' lulul M 

(Ul 
A A A A 

l Jl dad ş i numai dau 
... t 5t (' cvol c u t , ~. 7 !l.fW 11 ,,1 

A A 
A <1 -b 

V , -, • 
A A 

-c " 
2) Urm ll toa rclll lt1 atrlc<, din 1\I .(Zu) "11111 ill\'l'rS'llJiI(' '1 ctl5l t I In\,('fS(')(' lor 

A A A ., A , , 
1 - 5 1 , 1 u = • \' = W = A A • A A ,. , 

I :t 1 :t 1 , 
17. Pc mulţimea K = Q x Q ddinÎ m legi le de C01llpozÎ tir : 

(a, b) + (e. d) = (u + c, b + d). 

(a, b)(I", ci) = (ac - bd, ud + bc + bd). 

ArAtat i cA ares l e operatii conferă lui I( o structură de corp comutBtiv. 

IL Pe multimca l\ = Il x Il ddinim legile de comp01.i\ic : 

• (a, b) + (e, d) = (a + e, b + d), 

(a, b){r, d) = (ac _. bd, od + br). 

• 

Aolta tl că aceste operatii conferă muHimii K fi structură de corp comulati\". 

J!9. Pe intervalul K = (O, (0) definim legile de compoziOe : 

x 1.. y = .:tu. 
xŢy=xl .. ,., 

'ti I, Y fi! 1\, 

Vx,yel\. 

ArAta ti că tripletul (/\., 1.. T) este un corp comulaU,', 

A A 

_,FleL = a b 
A A a, b e Za • 

-b a 

A A A A A A A A A 

1) Arăta U cA X l + y' #- O. 'fi r. y Ei Xl' X #< O sau g '" O. 

2) ArAtaţ l cA. L es l e o parle stabilă a lui M t (Z,) In raporl cu adunarea şi Inmulţlrea şi 

ci formead. corp comulativ cu 9 elemt'nle faţ:! de operaţiile induse. 

II. Pe mulţimea A = Z x Z derinim legile de compoziţie : 

(a, b) + (r, d) = (a + r, b + d), 

(a, b)(e, d) = (ac - bd, ad + bel. 

1) ArAtaU eA A are o s lructură de inel comuta tiv in raport cu aeeste leg i de compo:r.lţl~. 

2) Determinati elementele in\'ersabiJ e ale inelului A. 

3) Arlla\1 cA A ::: Z[i] , 

• 
.. ArlIa\1 cA funcţia "Q(V - :1 ) - K 

«:)=(a - b, 2b), : E Q(v-a ), : = a + bV -:I 
10 corpul Q(V _ 3) la corpul [_ d. Ia E • . 17. 

cu a, b O\! Q este un 

Afltaţt ci corpul C esle izomorf cu corpul Il de la Ex. 18. 

Arltatl cii Corpul R esle Izomorf cu corpul 1\. tie la E'( . tO. 

• 

Izomorfism de 

tU 



\ 

A 1'1. K {(: ':)1'" b · Q}' 

• 

1) rAtaU că lIlul\inll.':1 /\' ~'~lc O I):trt e ~tulJllă a lui M 4(Q) In raport tU adunarea ~i InUlul .. 

,'rea Ijf ci rorme3/.11 ('tJr~ III raport cu 0lltru\lile indu)(' 

2) Mltatl cA O «(:1) :: K. 

Fie a, " c • R. Pe R definim le.:lle da eompu,l\le : 

z; .L U = 0% + by - 2. 

L T 11 = XII - lx - 211 + c, 

-
'ti r. " • B. 
Vz,II - R • 

t) Dtlermlnati D. b. c asUel incal (R. 1.. T) sA. tic corp. 

I ~) Determinati apoI a.. ~ E R astfel ineAt runc,la : 

, 

(: R _ R. (z) = .... + ~. V z; .. R 

sA stabilească un izomorfism de la corpul (R. + .. ) al numerelor rule la eorpDl: 
(R. ,,L T), 

A "'AI>. AA A-

%1. Fie (. 9 Ee Z.(X). ( = 2X' + 4X' + 3X + 1 şi /1 = 3X' + 2X' + X + 3. CalcullU 

( + 9 şi (g. 
... A A A It, A 

28. Fie (. 9 e Z.IX). r = 3X' + 3X + a. 9 = 2X' +4X + 2, Calculati (/1, 
A A 

:!9. Fie r e Z ai XI. ( = X:I + 2X' + X + 1. D,.termÎnati toate polinoamele 6::1: a )(1 + 
+ bX' + cX + d E ZaI XI cu proprietatea: 9 = r. 

A A 

30. Enumeraţl rădăcinile din Z, ale polinomului r = 3X' + 3X E Z.[ XI . 

31. Să se determine două polinoame ( şi g de grad 1. r. 9 e Qf Xl. 8SUet incat 

(' + g' = X· + 1, (2)g(2) = 2, 

32. Determinati ,;radul polinomului ( e "( Xl. I 

(= (A' + 31. + 2)X' + (A' + 4). + 3)X' + (A' - I)X + 1. unde 

). esle un parametru real. 

33; S1\ se determine două pol!nC'ame f şi 9 de grad t. r. 9 E Z[XJ, astre1 indt 

(X' + 2 X + 2)( + (X' + 3X + 3)g = 1. 

34. Fie K un corp comulativ .şi (u (h f, e K[ Xl. grad (e = i, t ~ i E;: 3. Aritatl ci egaU· 
lalea 

:It. 

n. 

• 2 

• 

e:ţle posibilă numai in cazl11 0:1 = 0:, = 0:, = O. Generalizare. 

Fie (&: n(Xl. grad f ~ 2. DacA există trei numere reale dHerile 0:1. «r. «, astrel fn .. '" 

(1';) = O. i E (1, 2, 3} 

alunci f este egal cu polinomul 7.erC). Gen~rnll7.are. 
A 

Fie f. 9· Z.fX]. ( = 3X· + X' + lX + 4. 9 = 2X' + 3X' + î. ArJntl cALul ~ restul 

Implr~irH 1u; f prin g. 

I'ie r. 9 .. O(X), r = 2X' - 3X' + oX + b • 
asUeUre' .. g ( f. • V = X· - 2X + 3. SI K determine ti .. 

• 
• 

\ 



• 

• 
• 

FII (. r.Pq. ( 
x' + 1. 
FI. ( .. QlXI. ( 
ralculall (3). 

f • I ( 1/ ) 

a -1- hX; \1. I>dl'rntllL:l\i u . b lr 1 J • 
~I 11\ t.: /It'uL r I>ă di\'idă pOlinomul 

\' 5.\' + lS ,\1 
I,"}.\' 1- X 1 <1. FOlo!ilnrt schema lui lIorner, 

... Calculoţ l €U $chemu lui 1 iorna ,-4tul ~: r('~lul Illlp:'irţirli PGllnolllului 

, 
X • c 

'" i.I. 

Docil polinomul r t::: ZI.\'I admite dou:'\. rud:lcini int regi de paritu~i direrite, atu nci f (k) 
este par, "V k. Ei 7.. 

sa se d~scompllnu 111 lactor; ireductibil; peste Il ~i peste C polinoamele X' + 4, X~ + 27. 

S! se descompun.\ in (3clori ireductibili pc~le Z) polinomul 

, , 
r X' + XJ + 2 X' + X 1- .i. 

Fi. (E OI XI. ( ~ .\", - 2. 
1) Arătaţi că r este ireductibil peste Q. 

2) Oescompuncli in factori ireductibili pOlinomul r peste n 5i peste <: . 
..... Fie A = {O, 1, a, bf un inel Cli 1 elemente. Ar::\tnli că: 

1) Funcţia f : A-A. ((x) = 1 + r. 'V x E A. este bijccth ă. 
2) r.(I) = I + a + b li I + 1 + 1 + 1 _ Il . 

IsA 

3) Dacă . .I'\ este corp, atunci 1 + I O 

fi', Fie A = {D. 1. li, b) un inci cu putr\! elemenle. /\fjrll1~tiiJe următoare sint cchi\'ulrlltc : 
i) A este corp: 

li) Există x E . \ usUci încât,1 + .r _ :["1. 
• 

..... Fie A un incI asUc l incat x- = .r, V.t e A. I\riHa \ i C;l t' .1', 't:/.t E ..t . 

"'. Fie A multimea Il:luror funcţi ilor continue r; [O, 1] - . n . 

J) Arătaţi că A este inel comulati\' in rapor~ cu aduna rea \i inrnul\il'ca fun cţii l or reale 
de yariabilă reală ; 

2) Pentru r ea A. f oF O exist;' 9 <= A. 9 #- O astrel incat fa :=. 0, dacă şi numai dacA 

mu lUmea Ix I [(T) O} copţine un inLcl",'al : 

3) Determinat i functiile din A Cli proprielalc~ p = r·-
... Daca ( : Q _ C este un morfism de corpuri, alund f(x) = I. Vr e Q. Determinati apoi 

aulomorfismele corpubi Q(/'2). 
"'. Fie n corpul numerelo r reale şi { : n _ Il un morfism de corpuri. Arâla1i că f = lA . 
... Fie r. g t!I ZIXI, h = fa şi p> o un număr prim. Dacă loti coeficient:i lui ~:.se .diVid 

prin p atunci cel put in unul din polinoamele r. 9 arc loii coeficien\i l d ivi."iblh prm p • 

... J>escompunetl In produs de polinoa tllc ireduclilJilc pe~le co rJ'lul Z: polinoamele dr. 

grad .. 1 din Z,[ XI. 

• 

• 

• 



• 

JND1CAŢD ŞI UASPUNSURI 

CAP ITOI.Of. 1 

3. t) pt'ulru orh:e .f u Il avem r •. Ar,. ,(r» af~ + ud l' b ~ 

-r.~ ..., .• (.1'): 2) « = a-', ~ 

4. Penlru orice .l: e Z '" z. r ,(x) are n 2-a componentă pară. deci fA /lU t~ll' burJtctl\'ă • 
pentru orice y e Q )( Q, y = (UI. V,), :.1~Lemul de tcunti! :j·1'1 + r. VII .IJ. • ., 2I, flt art 

50Iu\l(' unlc:1. deci f.. este lJijccU\'c). 

fi. Primele egaHli1ţi prin \'crillcare direct:l. Apoi se poate conllnua asUcl : 

ROSO' = no Ho ' (1 
II 

0) = llo+O' (1 
- 1 O 

II) = 50 I-O' elc. 
- 1 

1. Puneti conditia ca .i s.j (omule cu matricclc (~ ~), (~ ~) şi se obţine 
c;l 2) ~ n. 

fi ' 

n. .l = (1 
II 

1 ., -. Illdur \ie dupn 

1 :l . . \'-C111 n' - II 
• 

di\ idl' n pri n ," " -

. 1 (-: 
" (\' . r C' )f(,,11I:I 

(II 1 )11(/1 

:1 
. • , " ., ' 

1(;, "\' aplic:'i r('\;ţul", llli (:[';011('1'. 

II 1 . 
- 1 

1.2). 

- 1) '(11 ' + l) şi 210 _ o. x 3 x 5 şi s. arată d - -

17. Fie c, (1, U), r. (~I. 1). Cum 
tii Il fli(e) [ H( C; ) rCI.l1Il:\ (III,' II,:) (hl.' 

(.(r l ) 

b , ), tk{'i 

1'{'1.I 111:\ c;l (a". (I n) _ 

U dt'. 

III. fJnc:' .P E. :lllllid . \ (" ,. 

I ~ ( O 

~) . r: ,:) , 
exemplu 

1 ( 

" ) ,' II II, b, C €O Z, 

" 
:1 " ) • ? '\ - - , 

. 

a ! + bc + 1 = O. De 

W. Fie .\ ~ (: ;) . Atunci .1 T C :) " ti 111 : \ T I l 1·: TC7.ll1t:i : 
• 

(

II' 

m t- tf" 

+- b' 

deci ad _ bc = .J... 1 - . 
c = - 6, a = d. Cum 

al + 6
1 = 1, (7~ + bd = O, el + dt ::;.. 1 lJ:lcă 

a
t + b

t 
= 1, C\:lslă O efO, 21.) astrel inl'al a' = 

ud - bc = 1. nhlllri 
cos O şi b = sin O elc. 

1 
20. 4) n = (A -t A T), C = 

2 

1 
(.1 - A''). 

2 

II. Există n astfel incAt 

=: r._1q. + ' •. '._1 = '.q"+1 + O, 
pentru a $i b). Atunci: 

a = bqo + r.. b = r'~1 
cu O < '. < r ._1 < . 

; r /. r. = r,q, + r,. r -... , ._2-
. < r. < b (Algoritmul lui EucUd 

r. =(' •• O)=('._It') ( • = '._11 '.-.) = .. . = (r .. (1) "'1: (b, r.) = (a, b) • 

• 



, 

r - •• trtlme" a _ bq + r, O "i r ..... b. A"t'm : 

1)2' t 2' 1 l)Q , 2' 1. unde 

1 ... 2·'1 " t- +:p I 1) ~I 2' l .~:P 1. Deci ()al':\ , ('iolt reslu l In1llăr\iril 
6, atunci :J' 1 esle rhlnl hllpJI\!rll hll~. 1 prin 2. 1. tn Il",rllcular, dacii d 

ultimul rest diferit de zero dIn ulHvnlrnul luL Eudl(1 1)(' IIlrll (1 ~I b, alullci 2" 1 e~tr ul . 
Ulllui rest dlfl.!rll li!,.' nro UlII algoritmul lui t-:udid p~' lIlru:!" 1 \12- 1, de unde (2" 1, 
2. - 1) - :lI.' .) 1. 

~:J. Conhmn F\., :.!:.! ":oII.' surincnl \,\ ar;\t:llll cl\ IIllll1cr'l'Ic 1,;(1 1, CII f 1, fi? I 2. 
Iq + 3. 6q + 'i, 6tl oi' 7S\t1l1 r('I,lti\" J>ril1L(' in p ~'r l'l'h l, I)al';\ un 1lI11111\r prim r d!\"lde dou:l tim 

tit. atu/H'I dl\lth' ,i (1Ir,'r~'!lLl lot' III \ .lloal",,: ab:oolul:\, I)H~'rl'lI\de In \alo:trl: ab .. {)hrt{t !,o:.i"ill' 

luni 2. :l, 4 b. 8. 1. :1, d, "" l' poal" fi 2,3 "alt ~ ~(' obs"r\ii (ij 2 "n' itl " duar p.,6q + 2 
Ulr j doar pll tiq t- 3 :-'ing"r,j Ct'lIlpli,.Lţi,' p"al" ap;)r' (,,1 dllld ~ di,id,' I',. I;'J I :2 şi uq + 7 
ee,.â CI' st! t'Xdlltl l• prin ipolf'za q ~ J (m od 5) 

• 

CAPITOLl'1. II 

1. Vell T,lhlt· \..: 11 _1 ,. 11:1. 

:!, Vezi T;\bl:-r II·:L 

:1. "cli Tabh' le 11· [ .. : 11-.). 

4. Yezi T:-rbldc 11·6 '>1 11·7. 

:i. Dacă .r, y E (2, 00) alunci r - 2 > Il, '/ 

= (.1" - 2)(y - 2) > Il. Cum I.y 

'. Ve.u rabl,l 11 ·1'1. 

ry - 2 (.t "t"" y) ~ I -r ). _ t , trel)lii<' ca ) • .?- 6, 
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fi 

12 
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1 
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n 
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oi O 

" 1 
., -
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o 
O 

" 
" 

~ 

.. 

12 

1 
. , -
:1 

1 

fi 

I:.! 

, 

1 

" 1 
. , -

il 
y 

1 
•• -
:1 

I 

1:2. 

" -

" ., -
" . , -

il 
~ 
il 

o 
3 
., -
1 

y 

y 

il 
y 

1 

• 1 
. , -

• 

· , -
· , -
• • -
ro 
I 

ro 
I:..! 

" 1 
, , -
:1 

4 

r, 
1, 

r, 

" 
" 1 
., -
" 4 

1 

1 

" 1 , -

. , -

., -
1 

O 
1 
., -

Tah!;, II ·: : 

r, 
r, 
r. 
r, 

r, 
r, 
r, 
r, 

r, 
L 
r, 
r. 

·' al,la II·x 

3 

12 

1 

1 

1 

12 

1 

ro! 
1:1 

ro 

1:1 

ro 
1:1 

I ahi •• 117 

3 

3 
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l:! 

12 
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1:.1 

12 

12 

,1 

3 
, -
1 

" 

• 

95 

I 



, 

/ 

, 

7. Elementul ncutru e.dr. O. Dacă. z, II • ( t, 00) .tuocl x + 1 :. 0, * + t ~ O. deci 
z t- Yr XII + 1 _ (1/ t- t)(x I 1) ~ 0, de "Ilde J._~ • I 1, col· 

1. Oper.llia "J... .. al.hulle C3 th~lIlt"ut ueu" ·u pe b ('ud 11 ("!!ole fCl, bl ~au (a, bJ Iar OPt. 

,.1111 .. Ţ" admlle ta element neutru pe a cind 11 ntt: la, bJ nu lu. b). 

. $, Opcra\lo It Ţ" admite ca element m:ulru pe t. Operaţia .. .1." nu admite eltMtnt !le... 
\ru, Iar ~ In4usi pe II de ..J... .. admite c.a clemenL oeutru re 12. 

J:. Dacă t • Z este element neulru. puneti conditIIle t.O - O ~I t_1 .,... 1. 

13. (1, n. pl. (ni. n. 1). (n\> 2. 2) ; 

'4. a= O ... b~ O. sau 

110. '" 2. 

I a_-.b_l. 
2 I 

, 

16. 3) Avem A V = A. V A e M dacă V = (~ ;) cu (' e n, 

18. Operatia • .. _ nu este asocialivă şi admite clement neutru I 
matricea - F.. unde 

') -
F. esLe matricea unitate. 

~ ,,- ,r:; 
2&. Fie x. gell. x = a + b Y2, !I = C + d r2. atund x!I = (ac + J~) + l"d + bch 2 

şi (ac + 2bd)~ -' 2(ad + bc)! = a'«(..' • 2d ' ) - 2b' (c! - 2d' ) = 1. dcci rg E /1 eum (a + 
+ bV:!)(lI - b v:f) F a2 - 2b ' = t, avem x - I = a - bl' 2, 

21. 2) A es te simclrizabil dacă l>i numai dacă 0",0 ~I b-ln ~i 3\'enl 
, 

( u-, :-.). A -I.=. 

- ro- I b- I 

24. :1: = 1, Y = 2 . 

2':J. Elementul neutru este (1, O), elementele slmelrlzabile stJnt(l , b) şf (_ t , b) cu b e Z. 

26. Fie b e: .1/ aslfel În('ât a = aba. Fie t = ab ş i ( = ba, Avem ty = abaIa O=:t axa = 9 
~I y( = araba = axa = y, V Y e .1/. In particular t = t( = (. 

21. Lulnd z arb itrar, y = t, Il = t şi II = t ' se obtine I = x J... c, Luând z. = t', y = t't 

Il = t şi D arbitrar se obtine u = t.L D, de unde t = t'. Acum avem x.L y = (x T t}.L 

.L (t T y) = (I.L e) T (t J... y) = x T y, VI, 9 Ei!.\1. De asemenea, X.l. Y = (t T x) J. 
~0~~-(I~YIT(·~~ - .T'_Y~" 

28. 1) 31 ; 2) 3' : 3) 3!. 

"1"-11'+, reipEcliv. 
In general , penLru o multime cu n elemente, avem : na ', na { .. d. 

30. Orice cuvânt «e .lr se poate scrIe Sub formă « = (t'.x", unde «' tstt stcventa for· 
maLl. cu primele 5 litere ale lui x; .x" esLe stcnnţa formată cu următoarele 3 Htert ale lul~. 
Dacă :x., fi. "j Ei .lr, x = a'x", ~ = W~", y "'" y'y". atunci (:h~).'( = (x':l") . (v'v ') = :1, '''('':::;; 
;:II: (x'3,") .(;3',:,") = ~u«(3..y). . • , 

CAPITOLUL III 

1. ±t. ..l..j, -
1. Dacă % • e (-1 II t I ( . ' ." a unt x + Y) l(x + xy) • ( I 

Elen.enLul neuLru este O iar simetricul I 1 - • 1). 
U x esle -.r. 

3 ,"ul tabla IlI·t. oi. Vezi Tabla JlI.2. 
1\, \' .. 1 Tabla 111-3. .. , 

• 

• 
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• " o I r. r. r. r. oi r. r. r. r. r. r. , o' r. r. r. r. r. r. r. r. r. r. r. f. , o' I r. f. r. r. f. f. r. r. f. r. r. f. 
" I o r. r. r. r. r. r. r. f. r. r. f. f. 

Tabla 111.\ f. f. f. f. f. f. f. r. f. f. r. f. 
Tubla 111·2 f. r. f. f. f. f. f. 

f. f. r. r. r. r .. r. 
TMbia 111·3 

Ut. Avem :tyx!J - 'U'yy. fnmull ind la IltAuga cu ..c' ~I lu u reapta cu ~ - ', retult:i r" 

II. AVim (.rll)' ... t -= tt = l.'lU I şi se npllc" Ex . 10. 

"r. 

U. Ptnt,ru I ~rlJltmr şi !I == t l'('l,tlll~\ J.' "'" (.t' T :r) T r. Deci r T ). == t, de unde r ..L /J ..... 
_ :t T li· .Aplicind E:\.. Il d\'duCCIT\ ~i .l" .1. !J = II ..L .1.". 

, (1 1~ ... = 1 
2 

3 ~) . ( 
L 2 :1 

li . .r = 
342 

4) l' .. , "-
I (12 3 '). 

1 :' ~'!' 

16. Din ab = b'a rC7u1U. că. b' = o&u-', .\tunci ~1 = b'b' 
de unde b1a = abi. Atunci ab) = b'ab = b:b1a = a, de unde b 

drnpla cu b egalitatea b'o,I = ob' rezultă UD = ba. 

b'b' = aba-1ubu-' = ob1u-' , 
_ t. Inmultind la s1.ăug'i.I "i 

11. , 'ul Teoremele 1.1 şi t.2 . Cap. III, § 4. 

19. R\'ident 12Z S 3Z n IZ. Dacă CI e 3Z n IZ, atuncI 31 a şi 41 (1 lil cum (3. -1) = 

= 1 rezultă că 3 x 4 = 12 di vi de u, dc c ~ (/ E 121.. 

28. a) 11 = (Z, + ) ; b) /1 (Q, 1-) . 

li. Se observă că {(.l) e: ( - 1, 1), 'tir Ei: (O , 00) !il ( r.ry) ((.l ). ((Y), 

25. Func\ia ( : G _ n. ((I) = t ~(I). VI e G este un il.omorrJsm de la (G • • ) la (It . +). 
. 

26. 1) Vezi Tabla 111··1. 2) Dcrini\i ( tK - G priu (c) 

«w) = e. 
J~. ((o) = A. (fI) = n şi 

I e- A " c I 12> la) Ib} 10, b} 

E e- A B C 12> 12> (u} {b} la, b} 

• A E C H 1" } 1" } 0 la, b} Ib} 

il il G e A 1 b} 1 b} (o. b) 0 (u) 

• C C il A e (o, b) la, b} Ib} (o) 0 

Tabla III· t Tabla III 5 

II. Vezi Ta~la 111·5 ; 2) f i') = 0, «u) = {o}, «u) = (b), r (w) = {o , b}. 

31. 1) .... 2). Fie (l G II. Cum II este muHime fin ită. aplit'.a\ia ( : 11- li, (x) = ar. este 

bijectivA. Există deci b Ei JI astfel incât ab = a. Atunci b = e, deci e e H. Exis tă (1 ' &: JI 

.. ,tel lndt (ld' = t. Dar a~1 = a ' &: II ş( deci JI este subgrup . 

.. ») ... li. E"i.Ui t! e G astfel incat M ::t 4 . Pentr.1 II e G avem bt """ yM ::t yo -- b. 

Ana10tr exi.tI., e G allt(el lncAl e'b = b, 'tIb e G. Evident. III :il!: .' . Dac' 4 e G, .exi.t' .... 
-a ,, ' , ' 4'('} I'}' •• dd •• ,..tr,,1 tocAt o'a ::t t """ /JQ ŞI cum CI c::: CI t :m: aa = G CI a = ea =- u se (' IlI'(-

el •• exi.tA. 
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33. 1) .. 2) . J).l că II 1} tII} "It' la 1/ V. 1).1 1",1 II 1 . II fII ' .l l II , .1 I II. _ LUlu ~I 
_ :r _ II rCltllll\ ("\ /1 cuut i ll l' HlIlIH'n' 11111"1'1-:1 , t rid 11111111'1' >. I n' '1 - II (ti lII;jI 11,1(" IIdlli4r 

.• II \ . z c ll .. 1 r .. Ju,iml 1\"111\' 111-1 IUl I '~U\t11 ( IJIIII 1.' tII It· .. \ H ~ 1",1 .::i il slricl po~(lI\' ~ I n .: '\111 fi • _ v 

II c: :: ' 

. '/ - ,1: tu 
1) .. tuIII' j , ti,., _1 • 

t I ,III "J11t. 

Rezult:\ c:'i JI = /l (, = C~. li ud, C t:o~ -

" 
! 1 :oi I! 

. , --.. 
" 

3G. Fie f : Z -+ Z lin ~L1lomorfi.'> tlI ni grupulu i (/. , of) o; i fI , 1. 

= (1 + 1) = (1 ) + (1) = u ~f " 2", f( 2' - (2) 20 d e., dor; (C"I 

" _ 1: • 

;\lll\L, f li 
I. a. t/ II '" Z. 

Cum r este surjl'cti v . exi stă II e Z n'iHd Îflfal I f tll) = ba 1)L,dul ,,:m c: .. a 

a = 1. atunCÎ { = Iz i:.Ir duc;', u = - 1, :. tUI1 ('1 r = - Iz. 

CAPITOLUL IV 

1. Etclllcntu! 7.em at lU i .1 l· ... te (II. O), (' tl' tl lcnlu! u nil<l:l{' este ( 1, U). D;\cÎ (u, I .. (J, !" = 

(
a .'1. ) = (O. O), atunci ar +- 3by = O .. i b.:: !- (.y O. C:wd (ti, b) t (O, fi) :n-ern 1I<:1 b (1 

= u l 
- 3b' 'Î= 0, lIe unde x =-- 0 , y = 0, ([('ei \ nu :lr..: di"i/ori ai hu zero. 

3. t~că .. .1.." şi .. T'· s:llisf:1C l'ond i\ ij le d in cuun\, atunci pcn tr u oflce r. y E 70 3 \('111 

:r + y - a = (x - a)...L (y - (1) ş i Iy - li (I a) T (y - li ). O b"e l\;llId C:l r e.')tc bilect i\ 
şi aotand x - U = li, Y - a = v, avem II...L v - II + v + u şi II T II = lllJ -r- au __ un _ 

- u l 
- a, V U, ti -::: Z. Elementu l zero cste a. elemen t ul unitate este 1 _ o. 

ă. Elementul zero este (0, O) iar (1.1) estc clcmcn tl1lullitatc ni lu i .\ . EI (, ITll'ntele in\('(­

sahih:!lO nl (l, 1). (1. - l ).( - I.I) ~ i ( 1, 1) 

1,1)(1, 1), (1. - 1), (2.1), (2, - 1), ( 1,1 ), ( 1. - 1), (;;. 1), (5, - 1), (7. 1, . (7. - 1).18. 1), 
(8, - 1). 

8. Vezi Tablele 1\' . 1 şi 1\'.2. 

+ I (O, O) (1, O) (O, 1) ( 1 . 1) I 10. O) (1 , O) (O. Il (1. 1) -
(O, O) (D, O) ( 1, O) (O, 1) (1 , 1) (0, (1) (O, O} (U. UI (O. U) (O . OI 
(1, O) ( 1, O) (O, O) ( 1, 1 ) (U, 1) (1, O) (Il , O) ( 1. O ~ (Il. O) (1. III 
(O, 1) (O, 1) (1, 1) (O, O) (1, O) (O, 1) (O, O) (U . O) (Il. 1 ) (li. t I 
(1, 1) (1, 1). (O, 1) (1 , O) (O, O) (1, 1) (0, O) ( 1, Il) (O , 1 ) (1 . Il 

Tabla IV. 1. Tnbln IV. " _. 
s. x + I = (x + r)l = (x + x)(x + x) = Xl +- Xl + x' d 

O . d + Xl = .t' + r + .t' + .t', de un (' 
r + I = ŞI eci x = - x, V X E B . De asemenea , 
% + y = (x + y)1 =.(% + y)(x + y) = Xl + yx + xy + yl = X + yx + :ty + u, de unde ur + 
+ %1/ = O, deci y% = -%y = xy • 

• 1. 1) 16; 3) ExJsh\ 6 elemente Inversabile. 

12- 1) ·e·eaeue. ~ (1 (Il 1 e le 1 el)"" 
2) Se observi ci 51 c:. O < J.: < 5 _, 11 'OI a - O' 0 a " O. 

~ se "p cA t) ,1 1::... 11. 

ti 

, 



, 

13. 1) Orlcnr(' ar fi ti, b, ţ C It t ' l! Ul' 

11. \t!li ta bla I\' .:t. 

I$. % 
• A 

:.!, IJ z:II 11 . 

• 
\ , 

" , 

I • \ 
• 
I , 

" , 

ij , :!l(l 

• • A 
:; 7 1\ 

• , , A 
:; 7 1\ , A , 
\ 1\ 7 

A , , - I 1\ \ , :; 
A A , , , 
Il 1\ :; 7 I 

Tabla I \'. O. 

1111 1 1'1 I 

21. 2) (1. O). (-1, O), (O, 1), (O, - 1) • 2) Aplicaţia { ; Z[i}- A. (:~ = (II, /1). 'V: C Z [lj, 
,= a + ib, este izomorFism. 

!3. Aplicaţi a { : C - K, (:) = (o, b), 'fi : e C, : a -i- ib e~le ILOI ::orH!>Ill. 

24. Aplicaţia {: [{ - n, ( x) = In I, V x E f{, esle un iZO!TIvrfism. 

!5. Apli~tia ( , Q( "'i)'~ K, {(o) = (: 
2b) ,_ 

Q • V: E Q( , '2), 

morlism. 

2G. 1) a = b = 1, c = 6 ; 2) • = 1, ~ = 2, 

. -. - (; 'T" 

,...,... ...,...,..."" 
27. f + 9 = ,\'1 + ·IX + .' , {g = X' + X~ + I X' + IXl + 2X + 3. 

28. {u = o. 
" ... "" "" A A 

29. 2Xl + 2X: + 1, Xl + 2,\'1 + X + 1, 2 .\1 + 2 \' + 1. 

" " " ... " ... 30. O, 1, 2, O, 4, 5, 

-
b " 
\- e::.te 

31. Fie f = ax + b, 9 = ţX + d. P"";il, , lrondiţin f' + 9 1 
.\'1 + 1 rezultă a' + ('1= 1, 

62 + dl = 1, ub + cd = O. De asemen e". (211 + b)l + (:l I' -+. (1) = 5. (20 -+. 11)(2. + d) " _ . 

Deci 2a + b şi 2c + d ~11 111 rădăcinile ecuaţiei l' - 5t + 2 
. \ \ :1 

O. Sr găse!j te f = -. + - . 

3 4 ,= - X - - elco 
5 5 

3Z. grad ( este O dacă A = 1 ; 2 dacă A = 2; J dacă). #- 2 si A '* 1. 

• 

:13. (= X + 2. U = - X - 1. 

, , A 
, , 

31. q = 4X' + 4X + 2, r = 3,.'\ + 2. 

n. a = 14, b = -3 . 

:II, f - -1 + 4X - 6,.'\' + "X'. 

_ bOl" ±"f· a = _ 1, b = iVa. __ • a _ ±I, = : a = • II = r , 

41. '(3) _ 196. 

" ,. " " .... ,_ 5"" + 3X' + 2X + 5, 

• 

, 
r = 5 . • 

" 

, 

, .. 

• 

It 

, 



- 41. Fie o, b. Z, o 2,. b 2/.- 1, n~tr\'1 ,IU(',llt {(o) (b) O. Cum u.ţ b, Poli 

nom ul (X..;. a)(Y - b) di\'idepc r. I.h:cl c,l:"l.\ (j t :1.1.\1 U'flfd illl..H f (X
21 

2){X 2/_ 
I I I k 2~ k 1 e t _ 1)q. Se ob,efv'\ t.::t1 pentru urlce I,: « Z ULIU t.u 11\1 III CII,: l' '. se par. 

2." I 2) (X I 43. XI + 1 = (.\'1 + 2X + 2) (X· , '1. 

(X _ 1 _ 1), X' + 27 = (X' + 3) (X' + 3X + 3) _(X' 

• (X + ,) (X +!) (X - ,) (X - ;), unde: = (3+1 ,/3)(1. 

" ' «. ( = (X + 2)(X + 3)(X' + X + 1). 

I i) (X -j 1 -j 1) .!.X - 1 +1) 

:1.\ -j 3) (X -j 1./3) (X - 1.J'.i) 

<15. 1) v. Ex. 2, § 7; 2) { = (X - ~/2)(X' + vr2X + vr1î = (X - vr:1j(X - vrr.) , 
(X - vrit'), unde. = (- 1 + 1]f3j/2 . 

.fi. Cum A este multime finită est~ suficient să arătăm că f este functie injecli"ă. DacA 
1(%,)= (1:t ) , atunci 1 + Xi = 1 + Iu de unde XI = It> c:'\ci (4. +) este grup. Aş,ada t 

A = {[(O), {(I), {(a), {(b)}, deci {(O) + {(Il + {(a) + {(b) = O + 1 + a + b, . ceea ce In grupul 
(A, +) atrage 1 + 1 + 1 + 1 = O. Dac:' A este corp ŞI 1 + 1 =F O. atuncI O =F (1 + 1)1 = 
= 1 + 1 + 1 + 1 = O. Contradicţie . 

18. Cum 1 = (-1)' = - 1. avem 1 + 1 = O, deci a + a = 0(1 + I} = a·O = O, 
6 

Va • A. Avem : 1 + x = (t + x)' = ~ c: x t = x + ~ + Xl + 1, de unde xf = _xt = Xl. 
h=O 

tn line, x = x' = Xl ·x~ = xt ·x t = r = Xl. ~ 

~9. 2) Fie {E , 1. {# Il = {,. unde [.Ixl = O I','nlru orICe x E (O, lJ esl' ,1,. 
menlul zero al inelului. Fie J = (a, ") C [O, t] cu a <.. b astf(!! Încât {I,x} -- O - roJ pentru 
orice x E (a, t..1. 

Definim funcţia g : [O, I J -.. R pl'irl 

{
(x - o) (x - U 

g(xl ~ Il 
du\;\ x E (O, I l 'J 

htr g ~slp o rurll..:ţip ctJlllinu;i ni fi. e O ~i r~ = fi, lIndt' f ('~I(' \1 rl di\'izor tii lui l.f'rO. 

RE'cirr oe: dacă Jlenlru { EA. (=F o. 3~ EA. ~ rf:. O aslfd incâl :g -= O. Fie x' E [O, 1] 
aUlel IncAt g(x') #= O, Cum g este fontinu.l, (,:\';~t:1 J C [0,1 J asUl 1 Îpcât x' e 1 şi gIr) rF O, 
orice x E 1. Cum fo(x) = O = ((I) . B'T}, oril'e x el=> ({x) = (olx) = 0, pentru orice 
x fi 1. 

3) Cum f' = {a(unci { {- {,l - O = (x'(f(xl- 1) = O penlru orice x e (O,IJ = 
-:of(r) e {O, 't}, orice r e [0.1], unde fi (lste (liementui unitate al inelului, ru (llx) = 1 
pentru oril'e x e {O, 1]. Cum {([O.'1) C {O,'}, iar {este continud, şi aplicind proprietatea 
lui Darboux orrţinem f = fo sau (= fl. 

M. Avem {(Il = 1, (2) = {(I + 1) = {( Il + {(Il = I + 1 = 2, {( -2) = _ ( (2) = - 2, 
In general, f(n) = n. V n Ei Z. Dacă r Ei Q, atunci r = mn-I, cu m, n e Z, de unde fer) = 
=t (fmn-

1
) = f(m)f(n- ') = f(m)(f(n»-l = mn- I = r. Fie 9 un automorfism al lui Q(J2j, Evi. 

dent g(r) = r. Y r .. Q. Dacă x = a + b.J2'. cu a, b " Q, atunci g(x) = g(a) + g(b)g(./2j ~ 
= • + bg( .J'ii. Dar 2 = g(2) = g(,J2. ,/2) = g(V2)g(.J2) = (g( ,/2»'; deducem că g(.J2j ~ 
== ±.J2. Dacă g(.J2j = .Jr: atunci 9 este automorfismul identic, iar dacă 0(5) = -./2, 
atunet gest. automorfismul cu acţiune Q + b..J2 _ a. _ b,J2. 

ISI. Se .observă că fer) = r, 'ti r Ei Q (v. E1C. 50). Daci % Si R, % > O, atunci fer) > O, 
ta. aelevlr, rle y • R, y> O astfel incAt y. = %. Atunci f(x) = f(y') = «(g»' > O. 

Fie :z. R. e > O şi. r ll r. - Q. % - e < T, < % < T. < % + c. Atunci f(% _ e) < 
~((") < ~Z) <R{(rJ < (z + e), deci " < {(zi < ' .. de unde' (z) _ %1 <l •• RuultA ci ' .... '-z, ... e •• 

• 

•• 
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