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Capitolul 1

PRELIMINARI]

=
—

s 1. NUMERE

| : Yia |
Peste tot in acest manual vom nota cu N mullimea numerelor Halulail

N = {¥, i e RS

1|'L||

Referitor la adunarea si inmultirea numerelor naturale acceplam |

prietatile:

1) | ) 2 / (¥ )
Z2) U ! ! U ]

N rz+y=y-—1+ 2

k) \LY )~ L\Y~)

) .I'!-Ji' J
1) xy /1
oricare ar f1 x, ¥, - N.

De asemernea, vom nota cu 4, HlHlUlIl*'il numerelor intregi,

// R e e § SGE RS s S VL e S
:'&l.'(:ﬂptflﬂl ca adevarate ;wnti"l adunarea r;i HHIHIH.H'VH Hllnu‘l't'*lﬂl‘ iﬂtI‘Pgl
pl‘ﬂp!‘iﬂtﬂtilﬂ 1) —7/) precum s§i proprietatea:

8) 2+ (—=x) =) ! . - W Z.

\-"‘ﬂl .nnttl 1 (! ”l““_'”[”'-:l numerelonr !"11‘[.,“”",.‘ "l = ‘:.F'.f h a. b E Z!

b# 0} Pentruz & @, r# U, I a/h. notiam cu z~' numarul rational b / a.

Avem:

0 227t = ~lr = 1.

oricare ar 1 r = Q, v # .
Cu R va fi notatda multimea numerelor reale, 1ar cu ( multimea numerelor

complexe, € = fa 4 ib | a, b = Rj. Pentru adunarea si inmultirea numerelor
reale (nrlmplemr) acceptam ca adevarate [_H‘t:bprivi,:][i 1) — 9).
Avem:

NCcZcQCcRCU(,

Litefele folosite mai sus pentru notarea multimilor de numere meniic-

nate apar in textul manualului culese aldin (gras). Pentru scrierea lor



) la iterele de tipar uzuale se adaugi iy

mana (pe hdrtie sau la tabla,

: - onsacrate in hiteral g
suplimentara. Aceste conventil de notaln sunt consa | | Mate
mabica actuala,

Se stie cd |/ 2 nu este numal rafional. Si reanunbim denmon d Do
l . Q atunci [ 2 alb. cu a, U 7. b 4 O. Pulem presupur, AETTR A
a | b este ireductibila, adica a §t b nu admit nier un divizos T /
astlel incat (¢l > {. Cum a- V0% rezulta cia a® este par, di /4 o)
. N X ! - 'JJI"." (A0 '{,I.'II .;r, L | |
de unde a = 2a,, cu ¢, = 4. \veny  4dj 20%. 0 : Rezulta |
81 b este ]h"ll'. l!i'{;l ( Sli b admuiul ca 1i|"n|f.”l conLurn pe S Lontradl)
[.1. Definitie. Spunem ¢ un numar intreg o« diferit de O s1 1 este /40,
de pdtrate daei nu se divide prin patratul nict unul nunmar prim.
Astlel numerele 6, 2, 15, 1, y sint libere de {) LLrabe NUIrnerele 108
si —40 nu sint libere de patrate caclt 108 34 .92 () . )
Daca d > 0 atunci prin |/ d notam radicalul aritmetic a ( ail
_ | s G A, 5 8 iy
unicul numar real 2 >0 astfel incat «* = . Daca ¢ < 0, atunct |
unde 12 = —1. Astfel |/ —3 =1/ 3.

{.2. Teorema. Daed  este un numar intreg liber de pitrate. atune]

&l

|/ d & Q.

f)r*mnm-fm:‘J'r-. Daca d < 0, atuncr | « este numar comples | (e
l ¢ & Q. Ramine sa consideram cazul d > 1. Daca ] 2 . atuncibd = g h,
a >0, b >0 unde a /b este o fractie reductibild. Avem dbh? a= 81 daci !
a = 1, atunci b3 |, dect d l. Contradictie. Dect @ > 1 si atunci « )
admite un divizor }H‘im p. Asadar «a pe, e¢u ¢ & i, de unde b3 1ge
Cum fractia a /b este ireductibila. p nu divide pe b, deci din ecalilates
0%t = p?c rezulta ca pc divide pe d. Contradictie.
o ' ]
Numerele de forma a + b/ d. cu a. b ) st d intreg liber de patrate
S€ numesc numere patralice. Astlel:
o TN BT O e = i1/ 3
le L% AN T ST, S, OV B : g s
1 V 2, 5 T Ty 4 - -3[/;.1. 2 —3i
sunt numere pitratice, unde 12 -1.
Jacié A e “d e af AV 4 | . : :
Daca a M, d st a” +b [ ¢ sunt douid numere patratice, atunci:
a+bl/ d=a 1+ IV d < a = q si-b = b'.
In adevir, daci ¢ - 51/ 4 — 4’ A o : ~
| bl/ d=a 4+ p 1/ d st b # b, atunci
a — q'
[_-" 'd —— — S ﬂ'l
W A
CﬂntPD&dlEt,lF. Deci b = b’ si atunci g — a’. . 51
acad d este un intree lil ¥ : v
1bur slor pitrat: ' :
ol uror numereclor pitratice de forma a+bl/d, cua bE Q§cd
LI/ d multimea tuturor numerelor ul

patratice de forma a - bl/ d cu a, b< L -~




atunei

s dee
== a/b,
s1 dacd
unel a4

— p**.
alitatea

patrate

el

Asadar: |
Q( l/ d) X {a+bl/d|a, bE 0}
8l

Z-l tf il ta+bl/d|a bE Z;
Lvident

U, '1

N

ZcZil/d]lc ol d)

lar cand ¢ > 0. avem chiar @( I/ d) < R.

Astiel:
0(1/32) = {a+b)/2|a, bEQICR
S|
Al { DY g: i Z {
Vaca - il ﬂ’[ H’ CSLe Un numal ;.'I (L., atunc nuimarul }..TluTir
> i /N / numes COonj (1l

il 1.LTIMI] N FLUNCTRL (recapitolare)

(1] i,:q:'[l-|.i-f1' {'Hlli"'

L 111
st X N Y vom nota

i
B
] W |

Fie £ o multime. Vom nota cu £(F£) mulbin.ea 1
multimilor) lui £. Daca X, VY F(L), alunct cu N )y
reaniiuneda, respectiv intersectic lur X eu Y,

I*E‘."n].'u-i'f i"n

Amintim urmitoarele proprietatr ale reuniunn st niersectien:
BRI U Z = XU(FUZ), (Xn Y YN Z ol & T g S
2) o UX xUeg =X BN X=XT1E X
ghaehl =¥ UX, X0 ¥=5¥n X;
g XU(Y NZ) = (XUY)N(XU2Z).
2 MY UZ) = (XNHYU(XNZ)
oricare ar fi X, Y, Z < 9(F), unde @ este submultimea ¢idd a lui E.

Fie £ g1 F' doua multimi. Pentru o functie f: £ - F vom preciza uneori
g1 actiunea lni f asupra elementelor » = E prin notatia

f ok, 2 <t

unde f(z) este imaginea lui x prin f.



Fie £ o multime. Vom nota cu &(£) mulfimea tuturor functiilor

f.E = E. Dacd 1, g € ¥(£), atunci funcia

A h:E = E, z - h(z) = f(g(2))
N\ , |
N se noteazdl cu fog s se numeste compusa funcliel f
LS f cu functia g (v. hig. 1.1).
nﬂ‘”‘xx Funetia 1p: & = E, 1p(z) =2, Y2 € E, se
N ' numeste aplicafia wdenticé a multimi £,
N\
_ e 2.1. Teoremd. Compunerea funetiilor are pro.
Fig. L1, prietitile:
1) (fog)oh =fo(goh) Vi & k€ F(E),

Demonstrafie. Pentru orice 2 € E avem:

((fog)ok)(z) = (fo g)(h(x)) f(g(li(z)))

81
(fo(goh))(z) = fllzoh)(2) = flelh(x)))
de ande
(fog)o h [o| 1)
De as€menea, pentru orice z € £ avem
(g o f) (2) = 1:(f(2)) = f(2) = (1)) (folg) (1),
deci
3 qu _.I'r 1. rﬁ'-
O functie f:E < F se numeste injectiva daca f i) % 1 r,) Oricare ar [

Ty Ta € [ Iy # Ty, CePa ce revine la
[(z3) = Hzx,) = 1, Zns
Spunem ca functia f : E — F este surjeetiod daci:
Vy <= F, 3x = E astfel incét Y = f(z).

O functie f: E — F se numeste bijectivd dacd este injectiva sl surjectivi
22. Teoremi. Fie F o mulfime si f, ¢ © S§(E). Daecd £ sl o sunt

funefii injective (surjeetive, hijective) atunci fog este tunetie injectivi (res.
peetiv surjectivd, bijectivi).

Demonstratie. Fie h = fog. Presupunem o4 f s
Ty, ¥y € E astfel IncAt h(x,) = h(2y). Rezultd oi f(8(2y)) = flg(zy)). Cum f

este functie injectivi rezultd cd g(r,) = >
- L .- - "'II, —— g(xa)-‘ dE unde .r = x CE L] W
functie injectivi. Agadar & = fog este functie injsutivnl_ bl &

g sunt injective si fie

j
r
X '
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Presupunem cé f si ¢ sunt functii surjective gi fie z€ E. Cum [ $1 ¢

sunt functii surjective, existd y € E astfel Incat z = f(y) si existd 2 € L
astfel incdt y = g(z), de unde

o

d | : = fly) = f(e(z)) = {fog) (2) = h(z),

deci k = fo g este functie surjectivi. Ultima afirmatie este acum evidenta.

88 By 3V L . : :
Dacd E si F sunt doud multimi, vom nota cu ENF muljimea
it - N - v)
ENF =S {z|lz € E si x & Fj.
pro.
numitd diferenja dintre E s1 F (in aceastd ordine). Cu E x F vom nota
produsul cartezian 8l lui E cu £, adici multimea tuturor perechilor or-
donate (z, %), cu zE E s1 yc F,
Ex F¥ Uz, y) |2 € E §i Yy € Fi.
8 3 MATRICE (recapitulare)
Notam cu M,(R) multimea tuturor matr lor pitratice 4 de ordin 2
cu coeficientr din R,
(1 216)
T b ) R.
\a 1 @ *.I
Vom'fﬂlnai 81 scrierea Imal condensata i = (a;;)
Daci A, B & M,(R), A (a;)), B = (b;;), atuncl suma i - B a ma-
tricei A cu matricea B se delinegte prin
dof Jl”ll rL.".T ,";_,: i II]V"\ »
R - il ML (R).
\@oy T P21 @32 Dag '
ar I ) * | | _ :
De asemenea, produsul AB al matrice) A cu matricea B g3 defineste prin:

24404, -+ @yabay @102 @120 25)

AB‘;’E( ] = M,(R).

ﬂzlbu + @gqD0, ”m"‘n + @gebyg

Matricele 0, E si —A din M,y(R),

n “ l ﬁ — e (]
{-} —_ t ) . E —_— ( | ] . - ;‘ -— 11 lﬁ]
0 0 5 LG —@y —0g

g8 numesc respectlv matricea zero, matricea unitate, opusa matricet A.
Avem urméitoarele proprietiti ale adundrii gi inmulfiril matricelor din

M,(R): *
1) (A + B)4+C = A + (B + €),
20+ A=4+40=A4, ;

3 A+ (—A)=(=A)+ A =0,




— g — -

4) “l "rB:ri H 5 :1.

5) (AB)C A(BC),
6) EA = AL = A,
T A(B +C)= AB + AC; (B C)A A (A

I “'.,I 'y

ovicare ar fi A. B. € € M,R). Dupd cum se gtie din clasa a

strarea lHl' St l‘;u‘t.* inmc&ml [Jl'iilll'il'lqllll nllirJ]ul'q- ale

X 1y  432) €y yy
A+ (—4 |

i, + (—dyy) Qe + | u“}'] [u Hl 3
_ Aoy + (—a3;) Qoo + (—da3)) O U

reale. Astiel:

-.:ll- ii[]illl.'g‘ (—*l) - *-‘1_ — ()

ulu-!'uhl;'lr ‘U nuIn

Vom nota cu M,(Z), M,(Q), M) multimea matricelor ;+1f!;=1i- TRREL

ordin 2 cu coeficient1 in Z, ), C,respecliv. In general, pentru n > . nof
cu M. (4), M,(Q), ...
in Z, 0,

Dacd A <
tricer A (ﬂd.iﬁfi valoarea asociatd matricer A),

!|11JiT!HLt‘H III-t'Hnt']rr! 1!:*.L=|[‘;'+' l[t' I-r‘uiHI I UL OOt 1101

N l‘t*%dgm:-! 1V,

i

(L1 (12
(el (A) (11 oy lqo R.

{l ' "".',..'

31 MPeaorema. Oricare ar It A, U
avem.
det (A D) det (A) det ()

Demonstratie. Avem:

F ' rl :j' \ i JF, H .Illf ¥ i -
\ I3 o ”1:“"11 | 1‘] (03304 + Agpbay  @ybye + Ayabag
i l - i i

dpy g/ \Dgy Dy l“’ 1P11 + Gaabay  Ag3050 - Ggebs;

Pe de alta }"IEH‘h‘_ se observa cad avem 1dentitatea:

(@13h11 -+ @1obay) (@115 4 Aashag) — (a31hyy - A2hay) (@31015 4= @yobgs) =
de unde . 1

det (A ) == det (1) det (B)
Exemplu,

2 3
- Dacéd A & ﬂfg{R). 4 = (5 2), atunci

det (A") = (=1)" oricare ar lin = 1,2, ...,

* 4 i

M,(R), A (¢,), vom nota cu det (A) determinantul ma

vArs
Atu

cel

;{ rjn

stric

(arat

din «

0 W
trazi

Evid




l‘i'mﬁu.
‘UHIErE

L ii!.:t?. {ie
notam
ficienti

tui ma-

— (h”).

viratd pentru n = 1.
Atunci:

cel mai mare divizor comun (c.m.m.d.c.) al lul a
a st d|b;

(l -.1 r"b:v‘f.‘

‘a

notatia d

Mai mult, daea o

(1) d

exista.

(2) ¢

Daca d' = 4,
1!{’ H[ '-.I {.’. I'F tiH 'I_llll_l'F“ n{! - uf ,k:-;‘.'tiui;tl‘_ 1'_[]L,Hl.-l!.-i_' d

/TN O

Demonstralie.

df‘t t;-t”}

2
3

l‘r-'-t e

det (A"™* >

- (a,

unie
h).

A)

In adevir, det (A) =2 x 2 —5 X 1
Dpesupunem ca n

—
—

=0

-1 ’.‘i decl HfiI‘lHﬂl,in pste ade-
(1l [ "*' !

- (et t,l"ulj det ()

= |
i

R

B et

NUMERE RELATIY PRIME (recapitulare)

d.

fﬂ’ = [_"J. ﬂati:-lfan_‘r'*, de

Teorem:l.

";..

L)ac

asemenea,

determinat. Pentru

Fie @ si 6 doua numere intregi. Un numar d

¢ m.m.a.c.

Fie «. /A
hY atunel exista /2,
(! afh
3 a0 /) H, atundc

oy 8
: I|"’.l'l

(

k pot fi luati chiar arbitrar din 4 In acest

PI'E‘-‘HU]'HHH'IM cd a # U sau h
strict pozitiv printre numerele de lorma:

(.r

- by

().

L

(l

(f

(ardatat) ca printre ele se gisesc numere strict
Dacd ¢ | @ 8i ¢ | b, atunci ¢ divide s1 pe ah

din definitia c.m.m.d.c. Ramane sa mai aratam ca d

Dacit d nu divide pe a, exista ¢, r

0O <r=a—aq

trazice alegerea lui d. Rdmdne adevarat ca a. | a
Fie ¢. b € Z. Vom spune cd a este relativ prum cu b daca

Atunci

— a — (ah + bk)g = a(1 — hq) b(—kq) < d, ceea ce ¢on-
Analog se arata ca d | b.
(a, b) = 1.
Z astfel

a = dff 1 va i

L)

(1)

L.a 2

3]

&ll ll!:

(2),

1 f1L1E] L!'['t'ie W I = i 5;~

Hi !! i]ill'rl:

|
)
1) 1)
() <¢ numeste
atunct avelll
In caz

{{ -'i fl.f l-"ll"i“HH

"Ht’i!h'i i'.llt.ln.l’lit'. al it

7, astiel ineat

S|

E ’ﬁt,

.l'l.

eNiIsta.

unde /.

hle ¢el mal mile nuinar

() st U ()]
n7Z.
u’.}f
4
1-.|-,r11'|s,.-!}_
f’ﬁf - if.
il ‘"-l rf

7. asifel incat

T

-

d.

b.

dect d sat 1sface

Evident. @ este relativ prim cu b dacd §i numai daca existd h, k <

492. Teoremia. Fie a, b, ¢ = Z. Avem:

1) Daed (a, b) = 1 si (a, ¢) = 1= (a, br) = 1:
2) Daed (a, b)
3) Dacik (a, b)

m—
=

I

Lgial|be=a]c;
l,alesible=ab]|ec

(2

—
1

)



T —— B, e — N

S i —

Demonstrajie. SN N B 1 7 astfel incdt 1 = ah + bk .
{ = au + cv. Atunci:

{ = ah + Oklau + cv) alh + bku) + belkv), de unde (a, be) i

2) Fie h, k€ Z astlel incdt ah + Ok 1 \lunct ¢ athe) + bek
Clllll ala gs‘i (1 in‘Jt‘ rezulta ca a divide numarul alfc) b K

3) Fie h, k = Z astlel incat ah -+ LA . Atunci ¢ =ac-h + be + k
Cum a | ¢ si b | ¢ rezulta ca ab  ac §1 ab | be, dect ab divide numarul ac - 4
+ be - k = ¢.

Exemple

1. Daca p >0 este un numar prim, atunci:
(3, p) =1 Vagc Z | & ¢ <D

In adevar, p filnd numar prim, singurit sai divizorl pozitivi sint 1 81 p. Cum
1 < a <p, pnu poate divide pe a. Rezulta ca singurul divizor comun
lut @ s1 p este 1 si atunct st em.m.d.e. al lm1 a st p este 1.

2. Pentru orice n = N. numarul n? n se divide prin 6. In adevir.
R -n=(n— 1nn + 1), dect n® n se divide prin 2 51 3. Cum (2, 3) = 1,
rezulta ca n® — n se divide si prin 2 X 3 = L.

3. Daca p >0, g > 0 sunt doua numere prime distincte, atunei:

('™, ¢ 1 Y m. n = N.

In adevar, sa presupunem ca p < ¢. Atunci conform cu rezultatul de la
Exp. 1 avem (p, ¢) = 1. Presupunem ca (p, ¢"™") . Folosind Teorema
4.2, pet. 1) din (p, q) =1 si (p, ¢"7) 1 rezulla (p, ¢") = 1. Acum se
fixeaza n $i se demonstreaza prin inductie asupra lui m ca (p™, ¢") = 1.

Exercity rezolvate

(R — 1] Fie £ o multime si f, g € §(E). Avem:

~ 1) Daca fog este functie injectiva (surjectivda) atunci g este functie

Injectiva (resp. [ este functie surjectiva):

2) Daca fog = 1, atunci g este functie injectiva si f este functie sur-
jectiva;

3) Dacad fog=gof = 1, atunci f si g sunt functil bijective.

Solutie. 1) Presnpunem cd fo g est> functie injectivd si fie Ty, To € E astfel incdl
Blzy) = glx,). Atunci

“-D ,-_-fﬂ {IIJ ﬂrﬁ'hﬁ‘} ~ ﬂgtr:” _ {fﬂ .E} (-T;ﬂ-

Cum fog este functie injectivi, deducem Ty = Ty, dect g este funclie injectivi

Fie ze E. Dacd fog este functie surjectivid, atunci exists a € E astlel incat

:= (fog) (z) = f(g(x)).

Rezulta ca z :-.f{lr?r}, inde y = glz) & E, deci f este functlie surjectiva.
2) Rezultd din 1) observand ci 15 este functie injoctiva si surjectiva
J) Rezulta din 2).




P* Cum
1) in a’!

A t‘lf" 'I.":_'ih
L,

|

il de la
[eorema

yWCUMm se

functie

clie sur

i'} :'1

|
| R—2

f:l ; E - E- f{(-r) e (2!—1 "i“ 31'-3, "“J'j - '..].J,'-.) V T = {J' - _{?

Aratatl ca:
1) faofa = L.
2) f4 este functie bijectiva.
Solujie, 1) Pentru orice r & % 2 (.1,
(f4 0 fa)(z) = falfalz)) fA((2zy + 3,
= (2(2x, + 3xg) + 33— & - 2xq),

de nnde fao fa | g
2) Rezultd din Ex. R-1, pet. 2).

'R — 3| Fie U, A € M,(%),

f

e

1) Gisiti ¢ matrice X M,(Z) astlel incat UX

2) Aratati ca ecuatia AX = k.

numai daca det (A4) = -

: - =) Vo ,
Solute. 1) Fie A t } L.um

s it

: ) : r Y Jxr =+ 2 JY
Ex=|. J _ :
\ ) 2 ¥ u I - :: .-J_.J

coea ce revine la:
S - 2=1 Jy 4+ w ()
H} =i 2)
:..I.,r S 3: - 1 | _'1.: i ._.i. ]

Rezolvand sistemele de mai sus gisim r = 2,

L ]

r. !
‘.. — ( ,;' - _1I:|zi

2) Fie X € M,.(Z) astfel incat AN = £,
Atunci

{—.Jt 1 -‘::1'1-+ . 1...1 = '1 -

admite o solutie

—= +1 s1 in acest caz avell st AA = 8

Fie E=2 x Z § 1( l __2}. Definim functia:

o) = L.

- &Z3))
. '-.'-{-2;., - I‘-Il* .,I_rj — - - ¥
%
X = M,(Z) dacd s

:'; S i n..l U — 31 d"'”l

| — det (£) = det (AX) = det {A) det (X)

si cum det (A4) si det (X) sunt numere Intregi, rezultd c4 det (A4) = +1
Reciproc, daca det (4) = +1, atunci urmand calea de rezolvare de la pct 1) se

giasostoe :
: ¢! b
X = ) e M,(Z) dovd ad = b = |
wmes. il
8

: — b
A = ( ] & M,Z) docd ad = b = ~|.

C — (1

1o ambele eazuri avem 51 XA = E



R - 4[: Fie m, i my doi Intregi pozitivi relativ primi, m = mym, si

F

R,‘=‘ {0, (L 2. ..., m=1} &, = {0, e A Ly R TR e 4. Vit

]!I l‘n .y l?‘ﬁ —— l}' |

Dacd a, n € Z. n >0, atunct notam cu « mod n restul Impartirr lui g
prin R

1) Ariatati ca functia

f Ry =Ry, X Ky, fl@) = (@ mod m,, @ mod my) ¥V a < R, este bijec.
tiva.

2) Enumerati valorile functiel f cind my = 4 $1 my = 5.

Aratat)

H, Fie A
Solugie. 1) Multimea &, are m elemente siomullimea &y < A, are mymy —
elemente. '

Este deci suficient sd aratam ca functia f este injectivi, Fie a, b & &, astiel 6. Pontru
fncdt f(e) = f(b). Atunci

(@ mod m,. q mod m,) (b mod my, b mod ms).

Rezultd c¢a a mod m, = b mod m, $1 a mod m, = b mod m,. Cum a mod m, = & mod m,, ArMati
deducem c¢d a si b dau acelasi rest prin impdartirea cu my, dect my ! (@ — b). Analog
se deduce ca m. | la — b). Dar (m,, m,) 1, deel myms | (a b). Cum la — b | < m,
rezultd a — b = 0, dect a = b. Asadar, [ este [unctie injectiva.
2) In acest caz m 3 3 12, 8,4 0, $.2. .0y 13} @ =00

Ra = 40, 1, 2} Ave. L
F(0) = (0, 0): fla) = (0, |
TeEy = (1, 1) (5 (1. 2 £(9) = (1, 0):
f(2) = (2, 2) fle) = (2.0 ) — (2, 1)
[{3) = (3, 0): F(3) = (35 1) = (3.2} :
Astfel.

[ g5

3 SI

7. Pentru

1(7) (, Mmod % . moa 1) e

S-l l}. DI‘IE

Exercitii

. Y L. Fie f: Z- Z. f(x) 2r + |, Yire &. Aritati
‘ 1) [ este funclie injectiva:

t
iy |

. ' 2) [ nu este funclie surjectiva. aratati
i . 2- Fie f! N -\, f.[.!'l 4 1. ¥Yre N '-I
) s1 g(0) = 0,

Aritali ca:
1) [ este injectivd si nu este surjectivi:

_ 2 este jectiva s ste injectivi; :
] J: 'S ) g este surjectivd si nu este injectiva; Ardtati
. d)gof = 1y.

g:N=N, glr)=2—1, VzeN, z2£0 9. Pentru

l:- i .

LaT »

c__s‘- Fentru o, b & R a # 0, definim funefia f,, 5: R » R, fudle) =azr +5 VreR: | -
L Ardtati ea: R & i 9

e - _ 1) fa. n este functie bijectiva; | o, Daca 4
" f,I' 4 2} ’:'l- O ﬂ 0= fut.-. i+l V”{l. b, e, de R. a :,f:' 0, ¢ == 0. ! R

__..k ~ 3) Pentru a, bR, a0, gasifi a, 8 & R astfel incdt f,, ; o Jas 6 = IR.

T

B 7
L
=

¥



1 g

jec.

m

stiel

b l'*i.'L' A e .”'{! s (

ﬁ- HPontru oree

fo: E = E| fale) = (31 + Xy, hay

fR: P — P, [\(x) = (32 + T3, 41
\edtaty cd

1) [y este functie gyeetiva 3l

= ) Iflql psle Dijectiyvi

|- /32 b
A | /4
| _1 X

definim nuateee e

0= R

cus U sin o 0S8
fl:-.ﬂ . « Y |
111 U | . r.;l 54 L1

: ) JFII..-”J}I.F” li{{__i 1 lIrL.J l"'-ii Il',.- b
S () IWJ4J

3] Rghi-g

2. Pentru o matrice A € M,y(K)

1) Existi a = R asifel incat A (

D)y AX

8. 1), Determinat! matricele A = ML(Z)

2) Daca

ardtati ci B2 = E si det (B) 1

9. Pentru orice a = R fie matricele Uy

Arfitaty en:
I] '[-"!IL'!:
2) UuU -1 = iy ~uf"u. = B,

I"'lf‘i"-'i- I [I" ¥

l_-r” ir e

-til:-. :J.J[I.Iu. = !:al‘ .\'I:J '."Il-“ l‘ll..

urnuitoarele

Y4 oricare ar i X e V.

H

U

il

i

i)

A7

J. \ratatl cas

sin B l

U '.}

il oste ~4”jv-|nx4

(!

b

1.'1-

|

= Vaala

v

"I.”h, V i :‘J —= I{

afirmatii sunt echivalenty

et proprietale

E VYVae R

10. Daci A & My(R), A = (aj), atunci definim matricen

“n

”ii

) [ = ﬂJ‘[It}



A. Vertu 14 (d

TTRE 4 TR

Fiwm AT o+ B*, |

"L“H“:l (rdri>piesd
1) (A -+ 8)
o (48T = BT AT

) (47)F = A

oricare ar fi A, B e M,(R)
t! PWIIIFtl k. ¥ .lf;il{| - M.,R), [(A) A 4 4 & M,R) este Dijectiy

b

lln F'.il.'lL [I {.l = '“'_ﬂlH‘ A (“: I’ SOl ROE ¢ 8 it a =3 I|JI.

\.rt'ltlltl .

1) Dact 4. Be H. atunel A e H
. I}

fi Ae H existd X = H astlel incat A\

2) Oricare ar
Comparalr rezultatele acestul exercitiu cu cele de la FEx
a2()*,
12. Fie a, b,, b, .... by  Z. Demonstrali
II I]'-ll'ir[ (], (JJ':I t I 5:; | I Al il J.F'_l,‘,_l |‘.-‘I ]
2) Daca |lt+il'll‘ll Orlee I / { ! = | " (1 l < I = n a11n
g’tlh__._ ff.'” {I-I'l.'i.lir" !lr' il.
13, Dacit n este impar, aratati L ) ¢ divide prin 240
i " .
14. 1) Doterminati numerele L/ I t | . a. 0 7. cu pro-
prietatea e exista e 7 || st fol ineat 21*
2) Gasitl = = 3 Y | dastliel 1ncat | imde L
" - 22*‘
19*. Fie £ o multime si Cp : 2(E) = 2(F), CplX) ENX, VX e 8(E). Arivtati et apli
catia C'p are proprietalile
) CplX U Y) = Cpr(X)NCpl) 20 v 2 [ )3+
2) Ot XY Y) Crl Cpl ) v | ) a
a) Crp o bE la g
| AT
jl.} \[IIILllli-l f.-".‘ T"_"_':-Tl" rl',ll i 1I". -|
16*. Fir A = M,(R), A la;i). E = R R si fy:E~ F

|
'1 A8
l f”. ) Vg 0y (Lqoa, thay Iy MaqgTa ¥'n Cy. Jd i
! vratall et urmitoarele afiemaln sunt cchivalent.
| 1) [1 este bijectivi:
. 2 det (4) % ()
K. ¥
& i '
L > 17*. Pentru orice 4 w , : ST T = |
'. . ttrn oriee A e .”: Rl 4 (a;;) definim -Illlll'.‘llljtil fa ca a Ex. 16+ \ratali el
“* ) fa =fp e A I

. : . m .
. 2y fxofp =fan, YA, Be M, R):
4) Folosind asociativitaten compuneri funetiilor lh:tiun-{n A 1A B)C = ABC),

4
] V‘; ff. f”i'_-__-_ .Lf_'l'lilll
A & U JZ) cu proprietatca: A4*

L

5 I8*, Peterminati malricelo




L LA \

'l E}!"J‘]-

| e ap]i-

9%,

2) Avem A €0, i det (4) | v 30 & (U, =W)
astfel Incat
cos U sin U
| [um ) CUS H)‘
) Avem A 0, s det (A | o3 0 & [0, 27)
astfe] incat
cros B sin b
f (:-m f) ros B
B Nvem: A= 0ps ATA = A4" =F
Diver A. D O,= ADb ()
0+, Fie % | = ML(R) | A | : WL(R) | AT )
Aralatd :
). YA, B = ¥
2\ W o4 D == | I} ¥
) (N & = A
) ¥4 = M, R) éxista O : lcterminate cu proprielatea
! /1 (

1%, Dacdi numercle a. 0. ¢.r € 7 salisfae relabia o« by ratunci la, &) b, r).
Deduceti ca la, 0) ssle eeal cu ulbinil rest diferit de 0 din :lt;_'ul'llllill;ll lui Eueclid
pentrei a5 b

2% [Pjp a 51 b doud numere nirest nenegativ

1y, Ardtati cd (2° . 29 | | s |
2y Deducety (24 Vo B | | o> b | 1

283*, I'ie g 4. ¢ 0 astfel incat g v nn se divide  prim et my 26q—1 i

L bl . my ST L. m, il e " 2 - 1. g 98q+7 §

1

4% = &)

Pie O, (A & MR
1) Dacd A E'”i atunct del | )

aluncy (m;. mj

\ratall

L i
1
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Capitolul 11 LEGI DE COMPOZITIE

Y L NOTIUNEN DE LEGE DE COMPOZITIE. EXEMPL]

Sd trecem mai Intdi In revista cdteva exemple cunoscute care permi

llf‘;.[iljall'l‘it 1'|il‘|t't'[ifl|llll lil' ||'§_j+- i,lt' |Ii[||!jll,-"_i|ltl'
Pentru moment sa ne fixam atentia asupra multimii N £ e il P
IR s : ' IHIHH'I‘{'[HI' II&HHI‘:HU. ':}lrll'i".'lllllﬂ e mf.fr.r;m'r a nurmerelor flalurale g

permite sa delinim aplicatia
"__J ¥ \ . \ —p "'i f: _{,#IJ ; *’"_;f' L If;_}

[il'iﬂ vale f;li‘t*ll{ il I'H!'i*."%]'lllltll.'l ]:i !'-l"i-'w IH-I'+'|'i||* urwiuruln (., ) li-- ARFRIREEI K
naturale un numar natural unie determinat oLr, i) r 4+ . numit s
lut  cu y. Astfel, o(3. 7 3 47 10),

o S—

. &) { g elce.

o |

Analoe. folosind inmatitrea numerelor naturale. putem defini aplicatia

'_;l : h a _\r —_ x : R 3 ' I'I | 'I__ .I'lr.l' !|
}'H'I[l CHIE IH Hi‘h‘r fH-I'M]Lr' ordonata | w ) { numere nalturale S0 jr‘H' LT
numar nabtural unte determinat /) /. numit produsul! lai = ea .
5 b g - —_ , ; - , . : J
Astlel ‘,.r{-:. 1) = 3 / ._fi 0. &) | f 21) ol
Schimband cadrul, observatii similare pot i ficute pe multimea (/)

a tuturor ;r.li"{i]tll' A ale unei multimn date £, Putem deling ;=;n|lu';:[iliq-i

O ESE) CAUEY = S(E). (X. V) - oLXs X)) x WUr
Sl

YIS X AEY -+ AE). (X. V) = (A, Y) ALY
II] ‘»'iZilHll"‘Il aceasta. ) ir”;ll'in numele de '*fiﬂ*!'.'ltil* (e rerniune. i:if' @ IL‘\ }]
= X U Y se numeste reuniunca lui X cu ¥ -

_, ]Il'.'il'*."i IJIIHI!']I‘ :il' H}Hfl';i[_iw
de interseciie, iar U(X. ¥) — XNV ceo

numeste ntersectia lui X cu Y.
.I' . > ; ' r' 4 3 . .
]Pn!ru e thliHiH'i“ INntr-0 sq Elu'in-r ‘_fi'!i"f-'ihi allrfslftl | 1'!‘[1“ enumerate
mal sus, vom considera o multime nevids M s

0 apheatie

O Y M > M. 18 8 Y) — olxr, i),
ignorind natura elementelor multimii ). precum si regula efectiva prin care
la orice pereche ordonati (s y) de elemente din
unic o(z, y) = M. Se obtine astlel notiunea
timea J/. Mai precis

M se asociazd un element

de lege de COM POz e pe mul-

LA Definitio. Fie M o multime nevida, 0 aplicatie ¢ definitd pe pro-
dusul cartezian M ~ M cu valori in M,

ARl M X MM, (2, y) = o2, y)

S¢ numegte lege e compozifie pe M,
18

e

nals
lege

alge!
pires
inte
tilor

fie

plr,
de c
y) =

jar |

tinge

cu ¥

L

Hu

Imi




y) © M care COM spunde Inq-.;rhli ordo

Elementul unic determinat @(.t,
¢ numeste compusul lay z cu Yy prif

nate (z, y) € M X M prin uph.-utin 9
B lﬂgeﬂ llt‘ L‘Hltl]iﬂﬂll_il‘ Q.
O ll‘gl‘! l.l!" l.'llllllhu.liiil.‘

algebricd pe M sau operafie binard pe
L"ﬂl !Ii' l'llllll}"fil‘il* IH' .”

” "Jr] 4 Ltuturor !:H

pe 0 muliime [ poarta Inca numele de opérajte
.”. 1':~|" clar ¢l sl unaraen .':1 1::1‘1Lr|l

tirea numerelor naturale sint N reuntunea sl

illtt‘r!'ﬂl‘t‘[iﬂ sunt lt';_",i de rnllllm.-'.'i'l_lt* e II'l'IJ-“'III;Ii*.i
tilor unei mulfimi £,

Legile de compozitie sunt date
fie notatia aditiva, fe notatia
- olz, y) =2 T ¥ Elementul x + ¥

de compozifie ¢ se numeste adunare.
y) = T} Ssau QL T, ;,f} — I " Y- Elementul xy se
jar legea de compozitie

nit

in diferibe notati, De reculi se Toloseste

Ht‘!it‘r”ii.u're'!'h’e"!'.'ré. [ notatia aditivda  punem

-t ||'|J:!1.|\":“~tl' S L ]il] r (11 _'lr,fj- 1ar l“f_“.”

[n notatia multiplicativd punem ol x,

nineste !:fu.'l'r'q'-“f-'l lat o cu ¥,

r-:' S I[l.,l'.]l_t“-il = .L'.“”Jlj,rflil.'r e
T.:""'J“'-lll;ill'}l lll_' it |]l-._.

1 N ‘ .
In unele cazuri, fie obligati de traditie, he din
nda : , . | -
tinge intre mal multe operatil algebrice, pentru compusul QL y) al lui Z
cu y se folosesc inca notatil ca:
(1A
goy, xAy, zVy z*y 2@Y LY - T 5, <Ay ele.
111
N oy
Exemple
1 Y.
1. Adunarea $! [nmutliurea Hrrff.*“a'r”v’rr-'*!‘. | 160 ”_1_ i) ]&lll][::m'n rl|:11!"]-u*l”|' }s.'tit.l-
(£) tice de ordin 2 cu coeficientt din R.
flecarel !n-rw-x'in ordonate (A, 13) de  matrice din ‘”:ﬂl{)

Asociind
A -+ B & MyIR) se obtine o lege (e ~-.||||ib*bfil_i1- o pe

[}) A 4- B,

ML(R),

matricea

o : My(R) % My(R) —» My(R), (4, B) o (.

Hlll’ll“ﬁ H{H'Ff{f“f i_f.” {HfHHfH'!’ i t|1.;.|r;'t.-s-'|..|
|“l':'l';ll"r".1 }H'*T'E”‘rhi lII'*lHH.iTi' il, “] (e
,”.HR:"I Se Hht_ir‘ii‘ i) lu-i.rfu e rurnim;{ﬂiw

matrice din _U.:Il{}
Y pe M,(R).

Asociind

\l

)

ratie matricea AL
d « Mu(R) x MyR) - M,(R), (A, B) —=v(A, B) = AB,
srate
aumitd operafia de inmultire a matricelor.
§F 9. Compunerea functiilor. Fie E o multime si §(F) multimea tuturor func-
titlor f: E - I Asociind fiecarei perechi ordonate (f, g) de functil din
cm ST’U‘) [Ill'll'{i:l f-TJ,L’ = 5“} S th_i;ll‘ () IPL{H de {-illi'lllilzitit‘ @ pe Eﬂl'u:‘),
ment o b o Ao : |
_ o : F(E) x §(E) - §(F), (f, g) = olf, &8 =[0°8&,
1 numitic operatia de compunere i functulor.

3. Adunarea st inmulfirea modulo n. Fie Z muliimea nimerelor intregi s

f n =0 un numar intreg fixat., Este stiut ca pentra orice a = & existd ¢,

e p ~—~ % unic determinat astfel fnct

a=n¢4+r 0<r<n,
rliJ



Numarul # de mai sus, cunoscut sub numele de restul imparjirit lul ¢ prin 5
va fi notat cu a mod n (se citeste ,a modulo »") 1 se numeste Ined redysy)
module n al numdarului intreg a. Astlel, daca n 5, atunct 13 mod 5 = 3
(==8) mod 5 = 2, 4 mod D 4.

Dacd ¢, b & Z atunci deflinim suma modulo n a lul a cu b, notala ey

a® b, si produsul modulo n al lui @ cu b, notal cu a ® b, prin

i

a®b — (¢ + ) mod n.
respectiv
a® b B (b)) mod n
Avem astfel pe Z, alaturt de adunarea g1 inmullirea uzuali

Z X Z -HrZ. [_t_L f)) — ([ L b .Lji Z ' Z —~r Z, | (1. r';) —rn‘b,

urmatoarele doud legr de l-mu}mx}{_it-;

oL X4 -4 (a, b) =ola, b) =a®b

sl
[ r r r . l l —
1-:--' x L | l’J - L L (L. -‘"'] — ‘.‘"!’E' ’:ﬁ} (! -..;-:xj !;J
numite adunarea modulo n, rvespectiv inmuliirea modulo n.
\sliel. dacad n Hh., alunet 7 _?“ - i | n: ; L oedel A" 4 2 ) mod b -
= 16 mod b 4, (—3) & 5 | ) O mod o | —15) mod 6

§ 2. PARTE STABILA. LEGE DE COMPOZITIE INDUSJY

2.1. Definifie. Fie M o multime pe care este dati o leze de compozitie ¢
O submultime H a lui W/ eu proprietatea:

Y, y<s H = o(.r, y) & H
se numeste parte stabild a lui M in raport cu lezea de compozifie ¢

Daca H este o parte stabila a lut M in raport cu legea de compozitie
Q . M X M — _”* ﬂflllh'i pe 15 ]r'.l[l"ll“h 1i=-ﬁni [t”_""ft *1*'*”!‘11}’1{I2i[litl fr"‘i ff S H -
— H. punénd

il [

olr, y EH VY y< H

r : - / P = _ b= , ;
Vom spune cit ¢ este legea de compozitie indusi pe H de cilre g.

?'(x, y)

Exemple

» . -P-IUIt;ltnﬁa 22 = {2k | k < Z! a numerelor introg] pare este o parte stabild
a lui Z in raport cu operalia de adunare & numerelor intregl pentru cd
SUma a doud numere pare este un numdar par.




A

b =

In adevdr, dacd z, ¥ < 0. 2= 2R, ¥ o9k atunci £ + Y = 9}

+ 2k = 2(h + k) € 24.
Multimea 2Z + 1 = {2k 1 | Kk

0 Pﬂl‘tt’! stabild a lut Z in l‘n|m:‘| cu Inmoulbires
[n adevar dacd 2, ¥ ! D9 =1,

Z! a numerelor intregi impare este
81 1u et imt'l-' stabild a

llli Z Il‘-l. I‘Hl_HH‘t cu lu_ll][lill"t'H nLunil

r = 2h + 1, Yy = 2k 4+ 1, aecl
vy = (2h + 1) (2k + 1) Wk + h -+ K)
r+y=2h+1+ 26 | — 2k + k + 1) & 24 + L.

9 Fie n un numdr natural mai mare 0d 0 sl

K, =140, 1, 2, ..., A~ |l C Z.

stabild a lul 7, atdt in raport cu adunarea

Multimea &, este o parte
[II H{ll‘\'E'H'. ﬁF;H'HI'P dal {1

modulo » c¢at st in raport cu inmultirea modulo n.

r, yE L avem 2@ Y R, S1 P Y € K, si in particular
¥V T, yEiﬂﬂi‘$yE R .., Tr X Yy — Gﬁ_,_ﬁ.

cu adunarea numerelor

Dacii n > 1, atunci &, nu este stabila in raport
iﬂt.l‘i‘}_{i, iar daca n > ‘:.)H atunct A, nu este stabilda In I'Eirml"( cu iﬂ!ﬂﬂ]ti[‘f*i’i

uzuald a numerelor intregi
)

3. Fie E= {1, 2, 3} 31 H= (f € §(E) | f(3) = 9.
Atunci H este o parte stabild a lu) §(E) in raport cu operatia de compu-
o(3) = 3, deci

nere. In adevir, daca I, 8 & H. atuncl f(3) = 3. ¢
(f o 8) (3) = f(g(3)) = f(3) = 3,

de unde fog & H

TABLA UNEI LEGI DE COMPOZITIE

§ 3

Fie M o multime fimta, M = {ay, ag, .-, @ L, In acest caz o lege de
compozitie ¢ pe M, @ : M x M - M, poate fi data prin ceea ce este cunoscut
sub numele de tabla operatiei @, care consta dintr-un tabel cu n linii §1 n
coloane afectate celor n elemente ale lui M. Tabla legii de compozitie ¢ con-
tine la intersectia liniei lui @; cu eoloana lui a@; elementul o(a; a;).

?ﬂlﬂza-.ﬂj-..””




Tabla unei npl;u-ulii aste utila In perlectarea calenlelor algebrice 81 T

oum se va vedea mai tdrziu, in testarea unor proprietiti ale operatie) ?
Tablele l'll}l’!l‘ll{-iilill' induse pe R 1098 e 2 3. "1}‘ de aduparea s1 nmul. Iﬂ de
| tirea modulo 5 sin urndtoarole: oleme
| @ 0 1 2 3 4 Sl 0k 3 3 4 Singu
| Bl 4 2 3 4 0l 9 6 0 0.0 eleme
| O A W 1 B studi
20 3 40 1 4 iR N S S T rezult
2 e TR T o IS R A prieté
e gl & B \
Tabla adunarn modulo 5. Tabla inmultirnn modulo 5. o leg
Fie acum £ = { PR nt. O fll[lrt.i!' /L — F se da unecort cu ajutorul
unui tabel cu doud linn, numita permodarea mudiimae E: y
’ Expre
f 1 B0 & 0 ] [
LY 1(2)...fr) nSlar:
: A, legea
II'I prima linie se trec in ordine numerele 1. 2. ... . n 1ar in a doua linie se I-
trec imaginile acestora prin f, anume f(1), f(2). ..., f(n). Astfel, daca
E = {l. —;-'-:ﬁ atunct elementele lui J")‘".J sunt:
P2 e 1 F 2 s cere u
& == : ’ f —'-( | 4 J I [ ]
| k-2 2, 1 % S S T* Y s
. " < M.
Tabla Operatiel de compunere a lunctilor din §&(£) este urmatoarea: 5k
. 81 sa-|
| 0 e / L Il T & (y
| e | e / SR 4
/ J ¢ hh g name
ol o {7 (7 (r
nlh h h h
¢ ; D
Astfel, foh = 2. In adevar :
atunci
(fo h)(1) = flh(1)) = [(2) = 1 = g(1)
. 8] respect
1 ~ . (foh)(2) = f(h(2)) = [2) =1 = 2(2)
I:._=H~dﬁ‘9 unde fo k = 8. Rezulti ed la intersectia liniei lui [ eu coloana lui A din D
i hblﬂ; Operatiel de compunere a functiilor din F(E) se pune functia g taten
e -

-y Q_l Dim]tfdin ta‘:}?]a operatiei de compunere a functiilor din F(E) so deduce
. €4 submulyimea H — {e, f} a lui §(E) este stabild in raport ‘
Y 4 - ¢u operatia de
_ I'Mm a functiilor, ; 6
TN o

,'1I
i % .
B i I'
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“§ 4 ASOCIATIVITATE

Notiunea de lege de compozitie prezintd un mare g rad de generalitate.
Ill ii?ﬁ[lit‘id unel legl de l‘l'lltll'rll'ﬂltll‘ @ po
|,|1 i'II*'h'*Iﬁli II! 'llullllli rr} l'."'lli"I!l.h'r!;'rui [”' __‘I " 1{1-

() :|1|i|i'|||1u ,U Qp Jrnoril i[““ l!;:tul'ﬂ

alementelor multimii J/ c4t §! o
Singuru pestrictie pusa esle ca @ s asocieze la orwee ::npln ordonatl (z, %) (e
elemente din M un element o(x, ¥) din M s
o definitia lor este foarte sarac I

numat unul, Din acest, motiy

studiul legilor de compozilie bazat doar |

rezultate. S-a dovedit fertila 1deea de a studia legi de compozifie ce an pro-

pritltilti care pot [i ,semnalate™ in multe exemple ,concrete”.

Yom pI‘t‘SlllHHh' 111 u'HH“'['LH.‘lE‘I‘ ¢4 If peste o IILH!TI-I!HE' n--‘cili-'i 1-1']1i1m1:l (M0

0 lege de compozitie ="
W - ” — _”, o _s_,f_} - I % 1.

Expreﬂ.l I »= 1Y S 1ii-'-rfi4*: T cOompus cu y sau r STAr ¥ sau @& stea 7.
Definitiile si rezultatele vor fi date folosind aceasta notatie (notatia
u?-rtﬁl";) armand sa fie facute |n-4~.-';-;, rile ce se 1mpun si in alte notatil pentru

legea de compozitie.

Fio o, ¥ 2C VM. Prezenta E-.u..nlu-}{--lui In expresii

[_ I * I"\I *

cere urmatoarea procedura de cateul: se aflid intii compusul lur 2 cu y si apoi

T % Y se compune (la dreaptal) cu 3, obtinindu-se in linal olementul (xxy) <€

e M. P['HEF"HLH E'}HI'&I[Ht‘.-*.'!,“lfil' 1n F'.\|'H‘*'-"1:'. ok LY * Z) HPpune sd aflam inta U * <

gi sa-1 compunem apol (la stingal) cu I, obtinindu-se astfel elementul
rx(y*2)c M.
4.1, Definitie. 0 lege de compozitie M \V = M. (. y) = 2% Y, SC
numeste asoeialied daed:
(z*Yy)»2=12= (y * 2), Y2, y, 2 M.

Daca legea de compozitie este data in notatie aditivd (multiplicativa)
atunci pl‘ﬂp!‘iﬂtﬂtf‘ﬁ de asociativitate a acestela se SCTle
(c4+y) +2=2+ (¥ T 2), V', 9, 2'€ M,
respectiv
(zy)z = z(y2), Y, ¥ 2€ M.
Daci folosim notatia z L y pentru compusul lui 2 eu y, atunci proprie-
tatea de asociativitate se scrie:

(z L y) Lz=-=21l(yl2) VY, 2 € M.

\
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1 Exemple | , % wpel il 08 o
Ik 1, Adunarea §i inmulfirea numerelor reale sunt legi de compozifie asociatiye :
A pentru od
1 . 1 : . -
’ 4+ +s=2+y+2), (@yz=2ay) Vzy €k [

Li

| 9. Adunarea si inmultirea matricelor din M,(It) xun! legi de compozilie aso p

| clative, cdcl :'

| ‘
! (A+B)+C=A+(B+C), (ABIC = A(BC), ¥ A, B, C € MR) "
8. Reuniunea si intersectia partilor unel multimi £ sant legi de compozitje et
asociative, cacl ,
n
(XUYYUZ = XU (Y UZ), (XOAY)NZ = XN(¥NZ) A
oricare ar fi X, ¥V, Z = (E). E
4. Compunerea functiilor unei multimi £ in ea insasi este 0 lege de compo- P
zitie asoclativa, cacl A
(fog)oh=fo(gokh), V[, & hE FE).
D. Pe multimea Z a numerelor intregi definim legea de compozitie
Z x4 — 1L, (o, ¥) = — Y.
Com (B3 —7) —1 = —5> # —3 =3 — (7T — 1), rezultd cad aceastd lege

de compozitie nu esle asocialiva. Cu
ex

e .

§ 3. COMUTATIVITATE

* Proprietatea de asociativitate lirgeste mult aria posibilitatilor in per-
il fectarea calculului algebric. O alta sursa in acest sens este data de legile
de compozitie pentru care compusul a doud elemente oarecare este indepen-
, dent de ordinea in care se face compunerea acestora. Mai precis:

3.1. Definijte. O lege de compozitie M x M - M, (z, y) = vy 88
numeste comutativa, daei:

r«y=y*xx, Va y& M.

Adunarea si inmultirea numerelor reale, reuniunea si intersectia pérgilor
unei multimi sunt legi de compozitie comutative.

. b ]

| el | Remarca. Comutativitatea unei legi de compozijie datd pe o multime finitda M poate .
¥\ ﬂﬁrlrmatﬁ‘pe tabla operatiei: elementul zy de la intersectia liniei lui # cu coloana.uiy -“';1}',1 "
LR trebuie 84 fie cgal cu elementul yr de lg intersectia liniei lui y en coloana lui x, orica® =
o

.

- ™
-




!i&ti?.

€ Aaso.

-‘fa(R).

PﬂZit.ig

0 mpo-

i lege

Il])?l"'

ar fi* x, y & M. Aceasta revine la propriclated -
¢l tabla operatiei este simetricd In raport cu — T
|
|
|

diagonala principala (hg. 11.1)

In § 3 au fost date tablele adundrii si Inmul-
tirth modulo & pe K, (0, 1, 2,3, 4} Cum aceste .
tuble sunt sumetrice in rapoet cu diagonala prin-
eipald; rezultd cd legile de compozitic menfionate |
sun! comutative, Tot la locul citat a fost data tabla :
compunerii functiilor din &(£), unde £ 1, 27, . : A
e tabla acester legr de compozilie se constalil |
cdi'hog = h # g = goh, deci aceastd opueralie nu :
este comutativi )

Numeroase legi de compozitie se deli- N\
nes¢ cu ajutorul altora deja cunoscute. Fig. 111
Asemenea operatil pot prelua unele pro-
prietatl de la cele de plecare prin _mecanismul® dat chiar de definitia lor.
Astfel comutativitatea adunirii matricelor din My(R) este o consecinta a
proprietatii de comutativitate a adunari numerelor reale. In adevar, daca

A, B & My R), A = (a;;), B = (b;,), atunci

a Fss b byo ayy + byy Q1o + 0y
A+ B:-—t( 11 flz)_.l_( 11 1-)__( 11 11 12 1“).—

A2y Q22 bay oo dgy F by @gs + bag
(bt O+ ”1:) _ (b hl:] . (”11 ”1'1) = B 1
— e _]'_" — - o "
boy + @3y Dap + dao byy  0g2 gy dg2

Si observim ca inmultirea matricelor din M.(R) nu este comutativa,
cu toate ca inmultirea numerelor reale este comutativa. Aceasta rezulta din
exemplul urmaltor:

1 2)\(0 -1) e <th .t -0 6 —1 2
e - — "
(—1 “)ll | {“ 1) (H J) (I 1](—1 H]
Deci daca A,B& M, (R) atunci A-B# B- A,

Exercitii rezolvate

’R— ll Pe multimea Z a numerelor intregi definim legea de compo-
- zitie

ZXZ-Z (z,y »>z0y=1z2+y— 2,
numwa compunerea cireulard. S& se arate ca legea de compezitie o este
asociativa si comutativa.

Solugie. Dacd z,y,z = Z, atynei:
" (Foyloz=(z+y—ayloz=x 4y Ty 4+ 32— (x + y — ay)2 =
=2+ Y+2T—2Y— Yy — Ir + IY2
ZO(Yoz)=zo0(y+z:—ys)=x4+y+2—yz—zly + s — yz)

=-r--y+.:—,ry—y;.—:,;+1,-3“‘



. | (-‘l'ﬂy)u:n:.ru{yu:}.

E‘j De asemenvd, pﬂntru .y € Z avem:

i!

111IT _rnyf.,r,y_ry,__y‘_r_yi. y o

{ i?Rl — E! Filr‘ -i—f Ei .\r doud I’l‘lUltli.llli. R el ¢ 11.‘;{1' de "”l”!“'“l“* pe M .
N o functie surjectiva

0 lege de {'ﬂmptilzi[iv pe Nssif: M =
astiel incat

flz s y) =f@ofly), Yz ys M

i) Daca legea de rmnpt'hzilEH ok oeste asociativa (comutativa) atunci

legea de compozitie o este asociativit (resp. comutativa).
9) Functia f:Z - Z. f(x) = | — 2 are proprietatea

j— r

fley) = f@) of(y), Yz yEL

unde 2y este produsul uzual in Z 1ar o" este compunerea circulara (v. Ex.

3 R —1).
3) Dati o noua solutie pentru Ex. K%,

Solugie. 1) Fie u, v w = Y. Cum [ este funclie surjectiva, existd . 7, = € M astfel

incat uw - ,l"t,:';, L flﬂ_*j',n 7 ;'. - |

Avem:
| il s W H f'._.r: ) ;"; 1] ],l' r % i) 'ty % .1 .". Lif ] | ] Li
S
(it O ) O W ljll_.-I:'J,F"_-'j'n'"J_.l"ll.‘i ;' r & i) 0 J\3) [l =) *
| 'ﬂ,t' * I:j'j' * 2 III"n_JrI 0 l,f'-_a,,r * 2] [lr) © |\[\¥) f-i uwolvow)

). Oricare ar i z, y € Z avem

f(x)ofly) = flz) + [(w) flae)fly) i g4l —uv—-~=—12xjl—=9)=

| — XY —= fl Y.

3) Functia f este surjectivit iar inmullivea uzuald a numerelor intregi este aso-

- ciativid si comutativa. Putem aphea 1).

59 Remarcd. Fie ® : M x M — M o lege de compozitie pe M, H o parte slabild

"F a i M in raport cu @ si ¢° legea de compozitie pe H indusa de .

tativit). In adevir, pentru orice z,y, z € H avem:

o (#(z, ¥), 2) = 29z, ), 2) = ¢z, Py, 2)) = ¢'(z, ?(y, 2))

L] ‘_'

9z, ) = olz, ¥) = 9y, 2) = ¢'(y, 2).

Dacit % este asociativi (comutativl) atunci @’ este asociativil (respectiv comu-

resj

- atu

gl

lege

aces

ziti

De

e
cu

resj




& 5 ELEMENT NEUTRU

Numerele reale 0 si 1 au proprietafile:
0+z=2+0=2 VzER,
L respectiv
a | .z=2:1=12 Vaz€R.
Dacd E este o multime si 1z : £ — £ este aplicatia identicd a lui £,
* atuncl
igof =folg=f V[E FE)

De asemenea, pentru orice matrice A € My(R) avem:

04+ A :(U 0 " dy, ulg\: 0+ a,; 0+ um) ! (u“ Hli) Bt
0 D s () "i'- ﬂ.&i U' -"i' (l Loy HEE

iy
i

L
p—_n

si analog A + 0 = A.

6.1. Definifie. Un element [ se numeste element neutru pentru o

lege de compozitie M = M — M. (x, y) = & * Y. daea

I "l I I % | i "-7* { 1'.If
62 Teoremi Daed o lege de compozifie are element neutru, atunel
acesta este unie.

¥ g Dr'nnma’!ru{ir*. Fie ¢ S| ¢! doua elemente neulr I'|n|*[|rr'q| o lece de COMpo
_— ZI[,IP .'”r < M —+.-'”, (J', 3';"} —+ T * 1. Avem e » o' e cact e esle olement neulru,
e De asemenea, ¢ = ¢ e ciaci s1 e' este element neutru, de unde e ¢
L ‘\t;‘uﬂjlé-u‘\ oelementul neutru. in caz ca exista, este uni determinat.

In notatie aditiva elementul neutru se noteaza de regula cu 0 §1 se nu
meste elementul zero, jar in notatia multiplicativa elementul neutru se noleaza

eu 1 sau chiar cu e si poarta numele de elementul unitate. Avem:

VYV r & M,

respectiv

Exemple

1. Numarul real 0 este elementul neutru al adunarii numerelor reale, numa-
rul real 1 este elementul neutru al inmultirii numerelor reale.

2, Aplicatia identicd 1; a multimili £ este elementul neutru al operatier de
compunere a functitlor din &(E).

B Fie E o multime. Cum gUX = XUg =X s1 ENX VAR - X
oricare ar fi X € 9(E) rezulta cd @ este elementul neutru al eperane:

JJ% 1ar E este elementul neutru al operatier ,N*. |

|

25



Ay
. MW | k N! ameralor naturale pare esté 0 parte
4. Multimea 2N = {24 |k € N} a nu i | a R
: ' ¢+ cu inm @ poea de compozitie Indusa de«
stabila a lu N in raport cu inmul{irea §t legea de I \ | 154 d
ctre aceasla pe IN pu admite element neulru
$ 7. ELEMENTE SIMETRIZABILE
Ca si pina acum, M este 0 multime nevida inzestratd cu o lege de com (
pozitie 3.
Mx M->M, (z,y =Y .l]
Vom presupune in plus ea aceasta lege de compozitie este asoclativa s 2 (
ca admite element neutru, fe acesta e. 1
7.1. Definitie. Un element r = A se numeste stmelrizabil in raport cu g
lezea de compozitie (asociativd si eu element neutru) M X M- M, (, ) =
%y, daca exista " € A astlel incat el
I e s X men
Si observam ca dacd z" = M satisface ca s1 " conditiile
x I & {
atunct ' r”. ITn adevar
r R 2 A " x ) % 2 e 2 =2
Daca xr & M este simetrizabil, af L unicul element r & M cu pro
pl‘i&‘iHItJEI E &% g e ol ¢ Se numesie §i metricul lul x [:f‘[l !'Ei;fﬂ‘il‘i Cu ope-
ratia ). :
He s b - | | | | i &
In notatia multiplicativa simetricul lur o, in caz ca exista, se noteaza =y
de recula cu ! 8] 88 nuimneste cneersi! ful x: in T.Hl.ﬂiff aditiva se noteaza cu
— 1 81 se numeste opusul i r. Asadar, 3
: jLe of phe.
iy = 23} i
respectiv 4
(—x) + x r 4+ (—2) =0 ar
Exemple _ 3
I. Cum e » e = e, rezultd ca elementul neutru este simetrizabil s1 simetricul
h!l.r_:.‘ este tot e. In notatie multiplicativd avem 1°* = 1, iar in notatie i
aditiva —0 = 0. .‘;‘
1 .'l

¢
(inversabild) in raport cu operatia de inmul{ire din My (Z) s

“ d b
¥ =(_£_ )E M (7).

]

; e a b
2. Matricea A € M, (Z), A = ( d) cu ad — cb = 1, este simetrizabild




In adevar,

( d —b)(a b]_ ad — be 0 )__(1 0)4},-
—C a\¢ ti__( U —ch + ad 15 4

si andlog
(:1 b) d —b £ 1 n) =
e 0 (——c‘ u) i tU 1)

i -

3. Orice numadr intreg este simetrizabil in raport cu adunarea numerelor

intregi; numerele intregi simetrizabile fatd de inmultire sunt I i —1,

e - -1 _ -1 =

4. (.onsultdand tabla data la § 3 pentru compunerea functiilor din F(E), unde
R E = {1, 2}, se observa ca eoe =¢ si fof = e, decl functiile e g1 f sun!
1 ‘ ’ : . _ ;
) simetrizabile (inversabile) si e™' =e, f7' =]

7.2. Teoremda. Daeda r. ¥ Vf sint elemente simetrizahile in raport
en o lege de compozitie I/ o= M {r. PS5 k4 (asociativa si cu ele-
ment neutru) atunei r « » £t 2 suni simetrizahile. Mai mult:

1} {;J-i ’.1"']. r’,-'.a.

2) (1) |

”FHI:‘UH‘IHI:’ A Ve

w w ') e (I« Y) ' w (" w (X« W) ' sl s )+ ¥
yro- (Y _ / )
ipe- ' wlewy) =Y Yy =F¢
. Fﬁl ﬁn".-],ll"l!;{{}' * J"l] * :u‘f * I } Hi-}—"Li! 1 A T &« 1 pslp -.||r|l-|:'|j.f:||'-|li ifl {_?- * u}i i
mﬁ — ?,‘ . ,:"_ \ Ih'nl.‘l Hi'i[TH:tl &) "o Bl o L:'lu-.!__.11.|
.-icu !"!"'}Il‘!r"’r;ttlll' 1) 81 Z) din enuntnul teoreme }’”""“l*‘ni*‘ o franseriu mult)

! phr:nw aatfel

yar in notatia aditiva

(r 4+ y) (—=1) 4= (— &), ={==2) = ]

SF' fm“#‘ I|T‘ﬂ‘lﬁt1“'-:1r£1'r# I“'-"H'l"u'm‘ltw e notatie;

— . sl
— PR

T — y'l'!' r 4+ (—9) l
-__—-—__—_-

Exercitii rezolvate

‘E - I‘ Sé se arate ca legea de compozitie
Z:-: Z-z. (.r. y)-;ny-;.'.y_xy'




elementele simetrizabile

are element neutru $i sa se determine
blematicd pentru legea de compozitie

Q : l! b 'Q (2, y) = 2 7 .- 7 I i

i + r . i i i T i | 1 .1 : i III' | § i |
.\'.h'.‘“l'ff i'l-i'.ll . - ’; il 'E 111 -'.I | -..r | ] I IRE " } |

ﬁ-ml. i“\"“l

ol

U LI AT ular e g vl O, e de allla parte s¢ verihica cqa | - . V = 7
dect nunuirul o esle clementol neutrin ol Iw;-n (l COLIEPOZIL e
|

l'.llll‘ T = Z Iil'[]“'ll il a S e ."-|||I~'“'i-"|J'F| il |-l!"l1 1 it (1¢* (' TN LRy

trebuie s existe r e Z astiel incal

de unde

it Hfr*-u!"‘-.':ql: 4-*1 Z]LI'.i-f.-i, eeate .Ili:i;'.l-' L} .--.ri l I | f |]'a1~ Il =] J1idiidiadl f!-1- 1 (]

(i 2 Elementele simetrizabile sinl 0 .s1 2, 0 | Q) 32 2
Cand Z se inlocuieste cu Q. elementele simetrizabile sunt toate munmerel
il ].‘.' I
H .3 } L (l R [1ilT) J II ||, (] I it ral S

1} f{ 1‘-|:1' [ ] !.1.!I'|=' It'-|i.l [ ;|:|| 1II.,"-,i',l!i 111 [,‘Llln I Y 1] ||'|rr|||l1]:q-r| ||-|1|'|:,. ¥ pe
”‘ []F'i"" |"!!.'i|f'-l*'!‘ ‘i ."'F’ | | RS AL ,illi].h ':':l”"tll}’.iill||i-.1ll il' f'nli”"l‘- *1

operatia indusa.

e g I’
solupre. 1) e A, | ] | ( ' /i ( ]
/ i /3 h‘.

Avem

]I”llll ,j'" H'-J" -.‘ILI..- - i} ' [ ah e 1} il1'”|["i| TN R L .;!'r = r:rr vy ‘*l{ ~ent
§d ardtdm cA a” £ 0 san b £ 0. Davil a” = 0 8i b” — 0 atunci z — a’ si 4 = &' este ¢

solutic nebanald a sistemuhiy omowen -

f 7. dlbif (0, !

Lbe + ey = 0. A
Determinantul matricei aceslii sistem este egal on a® — dbe. Cum d este liber df

patrate s1 @ # 0 sau b #£ 0, rezulldl ¢ a® — ab® <& 0 cict altfel [/'H e () Contradictie.” 3

Dar din a®* — db® #£ 0 rezulti ei singura solutie a sistemului (*) este o = ¥y = 0. Raman Y
adevirat ed a” % 0 sau b” # 0, deetr AR e I, 'y

2) S» observii ¢ matricea unitate 4 e o Shid
- o P ate L e H g1 lic A e H. S§ ardti - exisla b
matrice Y e H. { irdtdm ot

i":"inl

v o [® W i‘ \
? =y Ij.x.yaq.:yﬁﬂsauyﬁn




L]

1' ralional

& U%.

nat rieelor
rapﬂrt ¢l

astfol incdt X AX E. Avenm:

g . ( db) [x  d} ar + dby dlbx + ay)
B O emaxey A Y- 27
() 1 b { y‘ N r’,f i il {i 1 {Li: Yy

gefd Lo A A *'x‘itl‘\'dlr'ﬂf 1l f-,|,-,||'n|||1 liniar:

{r: o dby |
;"Fh

l!-‘_{ |r|"r |
Determinantul sistemului (**) este @® — db® % 0 51 unicie solulie esle a a /\u’ db*
y = —b/la® db=)
Cum a = 0 sau 6 ## 0O, rezultd r £ 0 sau ¥ = Agadar
(I f..'IJ‘I.'
L= b {* (1"
| e [
JJJ il
\ (1" dt= (= db-
.‘"';‘I' R'r'!'lrl.l.l ‘:'l I"..‘.'-lil.'lrllf W | _1'1.-_1 f] 1_1! "] _1 ! i -~|_'-1 i ol } : 1 L 1"4;

=

PROPRIETATI ALE ADUNARIL St INMULTIRII MODULO

l!l 1‘&1[I1|~'11I[ /i ﬁ 1. au fost enumerate !;I'H]l!'lr'[.:!‘!]r- adunarn > iEi'IEl'Il]rli]H
numerelor intregi.

;\IHIIHI‘\ U lerminologia .!lih}ﬂ.du 1 1) .;.1-.||n!.||, (lp L, adunared numer

intregi,
Z , Z 3 }\: L3 .‘T} - X (f

EH’[{‘: HHHI_'.HH]‘&'EEL l‘lHHHTEHi‘x'H_ :lulrauli- tm \) ¢a i'li’J[H'Ilt |1|'|11|'|| -~| H['irr- !JllTit:'tl‘

intreg admite opus.
PDe asemenea, iﬂl't‘ltll{]r‘wu numerelor intreg

Z ~ ?J e Z (.1, ‘.ﬂ‘,l"] B K

EStE ﬂﬁ“lfiﬂti\'r'], '_"“I'Illl[{]i.l‘fé_’s :_~"I HI]I|1|I1- pe 1 eca element neutru.
III ﬁl‘lt_‘u illﬂlllltil'#*&i Iillﬂiﬂl'r']lll‘ intregi este distributiva ]'ui.;] de qummrp;

(y + 3) = xy + 2=, ViZ, ¥ 2E L.
Fie n >0 un numar intreg. Daca a, b € Z am deflinit suma modulo n

a lui @ cu b. notatid cu a @ b si produsul modulo n al lui @ cu b, notat cu
a® b ca fiind restul imp.’u't*irii prin n al numarulul a 4 b, respectiv ab:

III' [Fq‘f

a® b=

S-au obtinut astfel doua legi de compozitie pe /A

‘@a+b) mod n, a@®b (ab) mod n.
ZxZ -2 (a b)-a@b si ZxZ -7 (a, b)) >a®b

ntimite adunarea modulo n, vespectiv inmul{irea modulo n.
Ne propunem in continuare sa studiem proprietafile acestora. Un rezul-
tat util pentru acest studip este wemdatorul ° - :
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81 Lemi. Fie a, b € Z. Atunel oricare ar 1l £, & € Z avem:
(@ + nh) @ (b + nk) = a @ b

§1
(a +nh) @ (b + nk) =a® b
Demonstrafie. Pentru orice 2o §i k & 4 avem
(@ + nh) + (b -t nk) (@ + b) + nlh -+ k)
S

& nh) (b - nk) == ab nlak + bh nhk)

Rezulti ca numerele (a -+ nh) -+ (b + nk) s1 a b dau acelast rest priy

impartirea cu n, dec

(@ + nh) @ (b nk) a @ 0

si. de asemenea., numerele (¢ + nh) (b -+ nk) s1 ab dau acelasgi rest prin impar

tirea cu n, dec

( i nh) ® (b -+ nk) a ® b.

8.2. Teorema. Operatiile de adunare si inmulfire modulo » au pro-

prietitile:
1) (@ b)Dec=a® (b o),
2) a® b=0>0®P a,
3) @@ ®c—=a® (h® o).
4) a ® b = b ® a.
0)ea@ 0 De)=a@bD a®c

oricare ar fi a, b, ¢ = Z.

Demonstrafie. 1). Cum a ® b este restul impartirn lul @ 4 b prin n,

exista ¢ € Z astfel incat
a-+-b=nqg + (a @ b).
Din lema precedenta rezulta:
@@b0)Dec=(a-+b)®ec=(a-+b) ¢) mod n.

e asemenea:

2@ ODc)=a® (b +c)= (a1 (h+ ¢)) mod n.

. Dar (@4 b)+e=a -+ (b4 ¢), de unde D) BPec=ad (b c).

4) Avem:

¢ ® b= (ab) mod n = (ba) mod n = b ® a.
5) Aplicind lema 8.1 avem:

e@b@c)=a® (b + ¢) =

(2(h 4 ¢)) mod n = (ab + ac) mod n = .
=ﬂb@af=a®b@ﬂ®c.’

N, |

o
= - e

al

§i
es|
du
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). 1ar 3) ca 1)

Sa observam cd adunarea modulo n nu adoote element neutru. In ade-

lil'llpl‘it'{ﬂll‘il 2) se demonstreazit ca

\'ESH‘, SH '}I'I'HHIHHH'IH ca v Z eslo ;qﬂlill LT .':|{ (] ’._’IF_' (l “'xi___ () {1l V il ?,
Daca a & R, 0. % 2 - N L1, atunct U @ a # a p AR D & d —h,.

Contradictie.
Analog s¢ araltd ca inmultirea modulo 2 nu admite elenment neatru

.\-‘jil Ul O s-8 l1Lad --'t~--.:|'~..|[_ ad Vel
V i, () Jh, > ) HJ o W EX /) Lr

l'lltt‘ltl dec) constdera HlH'!‘H{“fI* i||l|||~+- pe K (e coalre "f-wI‘HTIIHH' (e

ﬂlll“iin'l' S ill.lli'!l“_lili' modulo N
respectn

Aceste operatil au evident proprietat H [)—0) din enuntul T eoremel 5.2

11"'{. Hu'!]!;!il'l.! 3. 2) M
|| ":t* il (| W, \ {1 r| A) f{ \A) v (l : *-1;'

rezulta ca numerele U s | sint elemente neutre pentru n;nleituiw mduse pe
K. de eatre adunarea modulo n, respectiv imuultivea modulo n.

ill “Hl'_ Sel 1M1l 'Ith-~--r"~..11:| (el

i $ (Nn (1) ( 2 () B « (), Y «a R,
§1 cum n — a=d&, oricare ar hh a—Hh,, a#l, rezulta ca orice e¢lement a =&,

este simetrizabil in T':'I]H'I'I Cu O ol 1 idusd pe 3N de catre adunarea mao-

liUl“ n, .'-»iIIH'fT‘il'HI |I='=:l!|=~=1|]- lur a fiund n a daca a # U '.‘i () daca a = (.

Fil' ¥ = H, Illili}h'iw 1|]n'r'.={4|.FI|lrF H;*]tl‘i*' ]H' g Lil I .j. : I{ L"I 1|i' cil re

adunarea si inmultirea modulo 6 <int:

By L1 2 9 4 O QU U 3 2 P D
() '_n l ') | 3 i ) 1 () N T 7 u_ _H
I L N S T Pl 4.2 8 45
) T A S | S o3 L N T
BSOS s . 2 % S 0L N O T I
gl 4 N W28 ¥l e LD g A
~y "y () I 2 ) { iy () 9 4 3 2 l
Fabla adunartt modulo 6 Tabla inmultirn modulo 6

Faptul ¢a operalia mdusa pe &, de adunarea modulo 6 este comutativi
8 it admite pe O ca elemen neutrn <o constata 81 pe tabla acestela. Folosind
notatia aditiva pentru simetric, se constata de asemenea ca:

_ el s =] =5 =224 =3=83 =4=j ~jm]



o

K
Eﬁui - 0 2@ 0 36 3 () .
- — o » - . W T )} =
l] @ G - “, l @ g . T vy o
Elementele din & simetrizabile In raport cu operalla indusd de Inmul. =
‘il‘l‘ﬂ l’ll“dlllﬂ O sint 1 §1 D, l“lllU:-llul In acest caz Illrfnlllll mult !lufi- Ml v pentey eli
1 dtﬂ
simetric, avem:
=% = 1, Hl )

cdel 1 ®1=1 5®5 Ty L >

Remarcd. Operatia  &° are prioritiate fald de D" % de aceed Intr-o expl
(e ® b) @ ¢ parantezele pol omise, scriind simplu ¢ @ 6 @ c.

sl |
du
Exercitli rezolvate
| R — 1| Gasiti solutiile din &g ale ecuafnlor:
-~ ATy ) /
1) D@ @ 2 = 4, :
2) 3® r® 4 = A4,
unde . @ si ,®" sunt stmbolurile adunarit 81 inmul{irit modulo 6. -
, . - A
Solugie. 1) Cuom 5@ o@D 2@ 4 P @ 4 ar 2@ 4 s 4@ 4 2, rezulta cid
b K) -
Din tabla fnmadtien modulo 6 rezulltd o0 2 v Acelast rezullat se r.];r.m. observindd
cd 5 este simeteazabil in raport cu & s1 O o, Deducem
r=1@Qzr-(R@iI®sr @@z "@2 =4
. 2) {In!.n 3 @ ,{-_@ P 2 r (D _ rezulla ¢ 3 @& a | [ 3
Din tabla I'tlltlrlllll'll modulo 6., @isim pentru o valorile T U, = Y BT e /
(O ecuatie de grad 1| admite trei solutii!)
3) Cum 2 @ 3 @ g (—E] X 2@ 3, rezalta 2 @ 1 o, in tabla inmultivit modolo 6
se constald ca pu exista »r e K; astlel incit 2® 2 0. Asadar ecuatia 3) nu admule
solutii.
T 3,
| " " 5 by '3 i
R— 2 1) Rezolvati in &, ecuatia 2® @ 3 = 2.

e ——— e =

2) Aviitadt ca ecuatia a ® 2® b =0 cu a. b = &

.
N .:..

a # 0, admite o solutie unica in &K.

7

Sotufre. 1) Adunind la fiecare termen al ecuatiei opusul Tui 3 in rape

p ! rt cu adunarcd
modulo 5 pe &;, se obtine:

W rP3d2 =2@ 2.
ﬂ@, A

Din tabla inmulfirii modulo 5 pe &, se constats et 2

2 oste simetrizabil si simetricul Jut §
L] Y i o L A : J i : " } Y . .
2 In raport cu acensti operatie esto 3, Inmulfind en 3§ eenatin 2@® & = & so obfine g

:i@ﬂ@.rﬂH@*.
ghoum 3@® 2 = |, 3@ 4 =2 deducem ol g = 2

deci

o




‘ 2 Lonsultind tablele inmultirn sl adunden modalo O pe K (), 1. 2.3, 6} (v. §3) se

lnm I“.“H"ﬂlni 1.1.t ti.l“l'. o R R ll.l-' Ig :’-’L_ Aﬁ\ _""illli ll||||-| rl'f.ltlllq 10k [ LIIEI“ i ll.lllfl.il{-d ]lll]litllll :-‘ ";"l 'l
] L toate vlomentele o R @50 sunt sime rtzabile i vaport co bnmualfireda module 5, Asadar
nt”u {j'[‘[p-.tu Ili rezodsviare (e L i' 1} [hahd J NS |} SIPALE el J LA [ \ “ A
llll‘-l 'lv.l.|_|_||.| i A ! 4 ] i | i i { ll 1 i ! wil bl |I | -'.
'ig X ? 4"1 Astivt vl a ) a B { - T i) STUngE as el
I |
; ‘\‘l““,]llti gousul b 1.l LieCalr L ren 1l thitaatl |'|1'|- i SRR BTN
ST &
sl Inmuitind termentt acestel ultunme egalitdaty cu simretrvreud bl o e raport cu il diica e

(Al O S5¢ oD

I e T -1 ARINA R i 5L 4 i | — -I’IIr A i
1ML al l-il_':' il i

i

= Araalig i | £ I 1 Y 4 L Ll | Coyigipn 18T

- A Aratali i OrIce Ssubmuuig e Prf £ 4 it Lee SLELD RS Fanort cu necare arn eedie
rZultd o L [ L a5 18

|.|l.' l'lli?.ijll’;l i

\ 1 ,I::ll.ax = Min g 15 It
observind
Alcatuiti tablele operatuilor induse pe %, (9, unde
— = - .J'. — —_—
I l I 3 1“ I | -.| ‘\ L ‘-J
4. rie /i = N | | = Aratati cd /M esle o part stabilda a lur N In raport cu flecare
5“ 3 — 'i cdin legile de I'nll:]l[b.-‘:' | {*

:‘.'I. Penlru care valors il PAaraint Lrulo real 2 o aatervil Pl ) este o parls slabila a i R

in raport cu legdea compozitie

6. Iie | It {—Jﬁf’} ,Jﬁ;fﬁ} et [0 = 1l =1 < 2 delinile astfel

: 3 ; o
| J’!It} L .r:lill {4 |l" :ll L) ) -F L) { .1 1 ) iT ' .1'}:.'.:]. v I {'
; adunar®
1 Ardlati ci H e [ Jol este stabila i raport cu operalia de compunere o Tanelinio
| sf aledtuiti tabla operatiel mduse.
|
' i. PPe R definim legen de compozilie R R— R, (r, ) — ey, unde sy == -+ i <4 QY-

Ariilall ed aceastd lege de compozilie esle asocialtivid, comutaliva s1 cu element neultru.

Intervinlul I -~ 1. co) este o parte stabila o Jui R in raport cu legea de compozilie |«

8. Aritati et legile de compozilie de la ex. 3 sunt asovialive si comulative. Studiali exis-
» L |
tenta elementulul peutru pentru operatiile induse pe intervalele [a,b], o, b). (. b, . B)

wnde o, e R, o I,

33
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pe N la ox. dsunt Uso lative s comutalive oluy

| . ., Anrnitali ci legile de compoziiie delinite '
r dinll existenia clementulul neutru pentria ac sle lepl de compozitie si penlrn operals

| induse pe M= {¢ € N|al 12) 17.

: LU Fie M = )\ . Pe multinea M ointroducemm feglle (e culnp
| i |
! W, I Ve W) {4 / o
-
‘r' I (.1 I | 1
oricarce aft [ ].H'Ti'!'llllq,- (. 1) A ) dipn Mo Aratati ca ot te | | Qe CompH | - VRN

ciative. comutative si cu clement peutyy

1l Fie ) / Z*. undce 4° Z 0. Pe mullimea Al plroducem urimuloarcl (1

composalie

(v |
' (Y. 1) () 4 i)
| ! 1)) i)
gricarc ir [i perechile ¢xr. 1) st (z, w) e M. Aratal) cesle legt de compozilic su
cialive. comutalive st cu clemenl neutr 19.
S A Fie a, 0. c = F, 0 £#1). I'e £L i 18 A L (1 COMPoJ LI E
r =0.
\.—_‘_._,-F- I 1|I II . l’;
1} Ardtal: ca &7 estle ley e COMpm zitie asociativa daca f*_'.f MUl (daca -
I | 1 Eii
2y Cand b (i ) leden de compozilie o6 are c¢lement neutru daca st
numai daca b |
13, Pe multimea N a numerelor naturale delinim legea de conpozilie s
af el _
‘l \n " \ \ ! . {1} # 1l i =1
1) Cercetatll Praoprie tAlie acester h (e "'::E'i"”"'i'l': : _ﬁr
2) Determinaty trinlelele (m., pr de numere naturale diferite de 0 astiel incat 3.
| 81w [ - w [1)
14. I'e R se defineste legea de compozilie s
I| F
't I‘, » I': i i Fy ‘_'.'f ]
|
&) | Deteriminati a« si O astliel incat leeea de o MNP OZIL e 21 T1e comul wtbiva <1 asovialiva,

15. Pe R sc defineste legea de comporzilic .+, m

Ceredtali existenta elementului nenten

Fie M mullimea matricelor A AT AR,

:I'

\ratati .
1 A BE M= AB = M

<) Nu exista U7 = M asffel incdt 174 - A, Y4 & M
J) Exista o mlimlate de mialtice V |

< M astlel incdt AV = A, VA e M,
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J A\l =& A, 82, 4)
Frestipunetin L (T V! oustiel incal TAVT [ : | |
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L1y - Daecth oricare ar i \] uven
{ J { |
LI
|
| 2) A ' | I} VI, I \/
: 1)ea J ] | \

98¢  Fie Y oo mullime cu trel elenent

1) lqiilt' l(';{l ']1' "ljlll|lqifiit]4' 15 |-.pr o ¢ f|11 1 pe 1 f-'

21 CAte dintre acestea sunl comutative
31 Cate admit element neutru?
Lt Ll
29¢. Pe nu punciel plan 11 caca de COMPoz
i. ' | | ¥ | | | | 1| | { '_l.
]I 1 A | A A I|I r'r."-..,
' E{LI1HIF[;EL1|1 PPUTICLO I |2l . 1l AL { ; aratati ¢ n
telor planulnt de coordonate 1nir esle inclusit in orice parle stabila
[lllfl Cll o care contine p WL e i CooOrcornate (0 { 1] b ). (N 1), (]
30*. Fie M mullimea tuturor seceventelor de opt litere din alfabetul latin
lungrme o peste aldabeirul iatin. DDaca x, 5 V. delinim cuvinlele zoa

“]” ll]l ::51. ”’r a O :j t‘f‘!'i:' k"].‘f-i’ill‘i”l {-lrlll“'i' lilil llillI'I]F'll' "i IIl*r,! “I\q. ].l].'l a llrlh.*'ll.!'.' |1,:
primele patru litere ale lui 3. Astfel, dacd o aarithbed s1 8 =

% ® 3 aartbabb s1 x o 3 bbedestt. Avdatat) ¢ legea de compozigre ="

tiva, iar 0" nu este asociativa Studiatt comutativitatea

1
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este cuvantul format ecu primele § hitere ale lui & urmate de ultimele
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esl«

Iil*-rr
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Capitolul ITI GRUPURI

struclur@a algebricad se intelege o

¥y . MONOIZ]1

Algebra moderna are ca subicct studiul structurtlor algebrice. FPrin

multime nevida M Inzestrala cu Ul AT

fnitl multe 1!*'_;1 (le 1‘|rJ|1gr=u".IH' D W care satisiac o Nista S €L ica de LS
prietati, numate ariometle structurit.

Prima structura algebriei pe care o introducem este structura de mo

noid. Prin monoid se intelege un cuplu (M, ) Lol mat cu o multime nevidi M

S1 0 lege de compozilie definita pe M, % Ay AY V. asociativa si1 cu ¢le-
ment neutru. He mar spune Cqd \l e«te (Formeazi) monotd tn raport ¢ ope-
ratia 2.

Mar sistemalt i folosinda dce n'-.-';:;:ri.a noLati . pentru legena dE coIm-

pozitie, definilia monoidulizi se pi

1.1. Definifie. 0 multime nevidd M este monoid in raport cu o lege de
compozitie definitd pe 1/,

M X M M. (. ) —-Xey

daed sunt satisiacute urmatoarele axiome

M,) (relf)xz T (lj*2) Vo i 20T,

M) 3 e ¢ ) astiel incat o= r'e r. Yxr € M.

Daci pentru legea de compoxijie o 4 monoidualui se foloseste una din
not. title ,.«“. ., 47, .+ clc. atuncy n loe de (M. o) seriem (M., =), (M, 1),

vk *) etc.
\desea cuplul (M. ») se noteazit Lol cu M | in acesy caz V] se interpre-
teazi fie ca fiind cuplud (M. ). he ca fiind mullimea suporl (subtacenla) a

structurii de monoid.

Ansamblul de conditit M,, M, poarla numele de axiomele moncidulun.
Flementul ¢ € M care satisface axioma M, este unic determinat (v. 1eo-
rema 6.2, Cap. Il) si se numesle elementul neutru al monoidului M.

Vom nota cu /(M) multimea elementelor lui M simetrizabile 1n raport

¢t operatia acestuia. Cand M este dal in notatic multiplicativa, elementele
din U(M) se mai numesc incd si unilalt ale monoidulut M.
Spunem eci monoidul M este comulaliv daci operatia acestuia satislace

si axicma : é

M) Tl = jer, v, e M,




Exemple

i \ dunarea numerelor este asociativad, comutativa 31 admite pe ol n-
L i & b i

vOid Comutaliy, aiiniy n

~ ment neutru. Rezulta ci (N ) este 1o

3 . 110 J : !l. : . { g
i+ rt{a":;*:‘f' al Illllltl'lt*lul naturale 1) aseie e (\ ) | iy
I L°

numit monotdul r:::;.’h,'ffr-uf.'r al numerclor natura

N Lum mu

@ Fie N o mullune st $2(4L) mullimea twturor partilor lur £ A

= 7 . _ RN o L, v _ ]
| M, ) (X L) X¥)L)& AL (Y L) &), " A N
| _ : :
‘- \{ 73 L) A b\l A Y A (1)
| e
i |
| 1 l R Y /. /
M) L EL T ¥ LA
rezulta ca (2(FE), L) este monowd cemutativ,
r"l-.,“‘!]'l}.[_]';, (Z(1.), l_‘]l' esle monotd comutatn
3. Fie E o multime si §(2) multimea tuturor fu ctiibar [ L - £, |
'\Il] {; () 5 f { {} fl.l; -.,.-f (] ."rf f! |
M) I oo J -1 | V ) (12)
rezuitd ca S(L) formeaza monoi N raport cii operdiid (le COmpunei
Daca E are cel putin doua elemente, atunei (§(42), <) nu este monoid
comutativ (v. tebla operatiei lui &(/J7) rand L i1, 21¢ GCap. 1L, S Bh
N chservam ea inte-un monoid M sunt gdevarate toale rezultatele
t~h{im.‘w ix Gap. Il in itl'._:.l.iill,l. ¢t elementele simelrizabils

Daca a = M definim nductiv pafertle i ¢ cu exponenli numer

naturale astfel :

{} i

(i A {{ {! ({ (il ¢ & (=1l 2 l.'l "'I I”.

sau mai condensat prin

AV

.I [ P daoca n ()
; |
il
l_ a" ‘-a dach n t) ‘

1.2 Teorema. Oricare ar I'i numerele naturale m si 11 avem - Re
AL Cu

: e

| a™ia® B E% L) " fad !
| - Sk ca |

rF r "l' [ + lr.- ® . . % T 4 ¥ wl
Demonstralie. Este sulicien! s oaratiom e pentra m final. afivinatiile tes

din enu I]I_ sirnt ‘:liil".';ui!h' oricare ar [ n & N. Cam H:"

aa’” ! A" NP = a™ anrn "P

(@7) = ¢ = @0 == g™+

alirmatiile din

enunt suntadevarate pentra 0 o= 0




} Ca I Presupunem ca n = U si ca afirmatitle din enunt
v

Wiy . " I Alunci

frijidl”
|J.,|l* ( l" " (1 i 1) ( 1 i |' i ) (1 ‘ i I.' ‘1

h‘lll"‘l

S1
'Hul I" | }l | il : ! |.“l f '

,.\HJ[UL‘{, daca 11'3:L'.| de i"':“["u':[!'i' | ““‘”,,:L]“h” | esle
multiplit na at lai a, cu n < N, astlel

i“f;
] \) taca n i)
1t N
\ \ I']‘.i = (1 daca N ()
il
I!I "I'.I.
| Rezultatul din teorema precedenta se transerie aditn

Tl v Tl (I — Tl ninia) (1111 )il 1 Nl.

T —— TE——

DU nere
* nonou - |

(I §3) b 9

-ﬂ“i;utfif’ - 1 'l e b & i ] 1 ‘,'- -1 i ' .I‘I
1) Si se arate ca 3 esle o parte stabild a lur M, (£) in
{Ired Inﬂii"l‘iﬂl *pi ¢ lormeaza monoid In 1 'iim! cil opoeralid
IR TET 2) []t"[z“{'llliltizll t']t'illt'nivix' -1|I!.t1'iij;'.4.t:ih' ale t;;-‘:l:-:ﬂh]llll

Solulee. 1) Fie A D Y AR

AvVem

Rezulta ca

-
m (.um

rezitltid ed opératia indiisi pe A admite element newtri,

,hrmﬂ”l' s Hsociativa ciei inmullirea matricelor este asociativa. Hezulla e { 3,
2) Presupunem <
]

Cum
) del( ) det( AR = det( Ay det( )

st del( A), del(B) sunl numere intregl, rezulti cd det( A) .1, deci

|l & " = i L] i
Al este o pairte stabla o iy MJAA) 1in rapory €u inmultirea

anume pe E.

A= [(M). Atunci exista B e M astiel e

sunt adevarate }:l'l:lrll

datih adivey, delinmn

astiel :

\”r ( /.

AV,

malricelol

Operatia indusa esle
) este monoid.
AD

Orma

indusa.




e

e — F

S il S

| 0 ! sl O | [’

' L | &
Cum «, b & Z reaultd cia ad LU Uieg

| | st | D t Asudar. docll A & () V) fAtunct A eésLe egala
" | i ’ +1AS

| . ' | - I -
1 (3 )L e
() | 1) | | i | | 1) |
Hn.“t'llﬂ'qh matricele din Lhista precedentd sund clemente anversabile  ale monviduly, M

malricele

lt'.l"n't‘l‘hr'lr' lor l'un-'l i'r':-pe-n'ln. HI“lrJI"!r'

i S T R

1111]?11 CLNT US0F se poate verihea

lli 2 | Fie £ o multime nevida st [ € §(F)., Urmatoarele alirmaly

sttt echivalentle

a) [ este element simetrizabil al monordului (§(L), )

b) f'*pﬂf‘ functie bijecliva

Enumerati elementele simetrizabile ale monoiduiur (F(F), ). undi
b Ky 2y D)

Solutie.a) = b). Cum [ este elemen!l simetrizabil, existd ¢ € F(F) astfel incat

Hezulta ca [ este functie bijectivi (v. Iix. R 1, Gap. 1)

J

Bl s a) Luny [ » [. este lunctie bijectiva, penlru orice y = I ex'slin r € F unitc

W |
determinat astfel incat g f( 1 Delinimy ¢ : & — £ Prin
i
(L7 ! , V /
Avem
." ! { i I ) v £ IIr
51
) i 1 lI] ll;' ¥ ’,

e unde

) J oy l .
deci [ este element simetrizabil al moroidului (S(E). o)

Yo 1 A I 1 o | | . d o | ! .
IT"L i’.’a!]t]‘lf‘fn -:1. i | s i Sl | € i 1), a1l cCont {.:}[1:1. "11_. [tl ,:.: *:. Enp ]I. [ljri_‘.l..h.l III S

| 2 3
.f
| (HH [(2) f(3) ]

Evi ¥ K | 377 i : |
y 11:1{:11{, S(E) are Tl 27 elemente, f fiind simetrizabil (= bijectiv) dac si numal
in' a x:ﬂun!r sale IFIJ. [(2), f(3) reproduc, intr-o ordine arbitrard, numerale 1, 2, 3. Avem deol
J = 6 elemente simetrizabile. anume

poale da prin

1

Asadar U(F(EY - e -

40
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fanctia [ #

§ 2 DEFINITIA GRUPULLY.
EXEMPLE

'\'”ln“‘l“"“l de Ly et Hn L centrald [rid LLd 1 | | )
l 'n-‘l‘ll-I;-"l :"--:‘ L]ill'l‘r L[- b M ll el |.:.- N L] 11 i il il LA il [ ||I- | {1 0 ll"‘ I |I I [ i I il il
H‘!‘I I'I'J.I':J‘-lu'-'“-'“’.lr ., (L r"h;w T Dl rectipe ek et sy b i FHisil

Ill'l Llllt!u ”LIIIHIIHI [ili' '.fl '*I.f' i ;I-l i,':[{'.j|_ | L' il '|.'l||'~:: | I| |!1 111131} .“!
U ”]'.'“"“i !II a8 § !'* “l" LAl W LEL B £'||: WET A | [ i i { A 1 ] {*11] g;‘_q]’:;i [ 11}

raport cu Qperatit acestui ) se npumeste griyg ity preen

1!. ”f'fli'.'HHr' I il l'l]|.’t|ll H.l r | l'urm;n 1l i Illllll:ll‘lu |'.|"‘irl:'l. (i =:| il u ]il]l

de compozitie pe G

(7 e — 6, Ur. U) = a8y

¢ numesie grup daecd sunt satistacuale urindtoareie AN O

“.1' \loil/)e. Tl ) S (i

fp_.} { o [ :i‘-!ft'l ilil’t-ll > | e i [,

h-_-l.'l e Ly, 8. [ astiel th‘.‘,:I.'. " @4 e | f

Flementul ¢ = G . CACHL exXIStengia es S 1AL A U L N L I |
unie determianat (N | eorema 6.2, Lap F D). 81 ¢ est e elemeniud neairi
al grupulur . Elementul 2 CArul ¢ L sl woratd de axioma Gy
pentru oriee r = (; esle ume determmnal | ¥ 1. Lap. 11) $ nueste sine
tricul lui r: in notaliy multipheativa punetn o .' ar 1 notati aditiva
[Jl.l.“.l*”l ' ' il il |'.‘"i.'|'[, SLTEAN L AN rf";,' i1l 4

'\Hh:!illirlhll e t'an!J'..]! t"u; ra Sib W BHTES B B ||1|t.u'lr' de arioiriele *..r-*l!};‘tin{”!'

Daca in plus esle salisiaculin 51 aN1om

alutici -1.-|,|”| It':. x| I TERRAE - Lee / {] { { I { 1 TIRTINPENE

Exempie

ll ‘j-rrlllrllf} fl".'rrJﬂ:"J'; . f f I I r _'. N i i f

QA noYam cnc =, mnltimea tuturor fanclblor bijective de la £ la £

Folosind conventia de la § 3. Cap. 11, acestea pot 1 descrise astiel:




i

doud functii bijective este o functlic bhjje tive §

ul

Cum compusa a

(v. lTeorema 2.2, Cap. 1) rezulta ¢a '=y este 0 parte RaRus & ful (£ E
in mpurl CuU compuneied functlos )2
‘A nlei ' tabla operatien TITETS e Ty de caltrd COIMBUNerey |
SNG atecatunm . Fd

funcllor, ulu*l‘.ttn' puitd companerea permuatartiol (e 1rel obieclq
| [ ] 1% g | -; (
| .
t' | / i) | -‘r
Il r1 T ¢ X f‘E
7 el o) 3 ' X
X % 3 | ¢ g g
b 3 v X 43 ¢ o
i | ' L]
x s 9 x @&
Tabla grupului Z;.
(] ¥
Avem, de exempiu, 5°2 [n adevar
(=) (1) a{x(l)) a(l) 2 v(l),
(o) (2) ag(x(2)) () l v(Z),
(gox) (3) 7(x(3)) %(2) 3 (3)
de unde ocox
(um compunerca functiilor este asociativa sil .= e=Z,, rezultda ci

(23. ©) este monoid. Se observa pe tabla operalier lui S, ci orice ele-

ment din S, este simetrizabil. anume )

L
L
%

b .-',"",' e _:" ! . " ; [ - i

Rezuita ca (2;. o) esli grap. numit grupul permuldrilor de (trei
obiecte sau incd grupul simetric de grad 3. Din tabla operatier lui &, re
zulld ca acesta nu este grup comutativ.

ARNALIOD aca n - g I i ‘) =3¢ P * . - .
\Ln lﬂ,_‘ [11.!.[ a T i v ‘J 1 B T A - f1 & '.-!1! T4 | II.-I:JIIII:I{‘; =. o [LII":I,'

tiflor bijective de !a IJ la E formeazi grup in raport cu operatia de com- )
swwpere o T Y oz =
punere a tunciilor ; (=2,, ~) se numeste grupui permuldariior de n obiecte |
sau grupul simeiric de grad n. H
I . 1
Grupul tui Klei “ie I ) ' A
viein, Fie F ‘ 1y i _ |
"n*:j i I R Rosi & o e, wi, unde u, ¢ i W y
sun! urmatoarele functij TR PO T M | b (08
¢ tunctn de la E la E (v. fig. I11.1) § O
N ERCOR o) : : ,
ui.r) (), —x4),

‘“ L]

o)

wir)

= R x R.




= ? | 3 1 . 1‘)]
| A
l |
— M- L..-.'_-.____._ ! -
" | A
o |
o L.._.JIJ-.,J'.-E.: =X 2l
foj:l'-fl..-lt!} | F,
Fig. HL1.

Daci compunem doua functii din &K se sbtine tot o hunctie din
E. x =(x. Z2)>

DE t:xemplu avem Uob = W. IIl adevar, ]n*nt:‘u orice x

avem '’

tuopy (x) = u(v(x)) = ul( —I, Ts)) ( —%;. Ts) = W(T),

de unde ucy = w. S3 aleatuim tabla -uln.'r;ti.;-.‘i indusa pe K de calre com-

punerea functiilor ‘din &F(L).
‘1 I L ! I
rezultd ci
ﬂr.c d I | 1 - :'.f ;! {{P
ice o |
0 1 (R
1 1 Ll T
[ i b (! |
¢ de [abla grupului Klein.
lui Sy @
L fune Cum compunered functiilor este asoctativi i |, & &, rezultd ca
a TuRe= , . ; 55 S :
i (X, ) este monoid. >e ohserva pe {abla operatiel li11 6k ca oriee element
| comr e v . : |
@ de - din A esle simetrizabil, anume :
n obiectf
It =1 a7 =U P L —.p, ' =W,
u. l‘!” Asadar (X, ) este grup, nu mil grupu.’ lui Klein. Din tabla operaliel,
ste comutativ. Sa observim c¢a elementele

se deduce ci grupul lul Klein e:
9 «unt functi hijective. Aceasta st

grupului
— IL‘, W O i

| .
\ : nh-.-u-l'v;"md chnon = 1;,’. 2?0y
de la Ex. R —1, Cap. L

(R,, ®) al resturilor modulo 1. Fien =4 si & =10, 1,2, 4

3. Grupul
slabila a lui Z in raport cu adunarea modulo

Se stie cit Ry este o parte

3 lul;l'l'l* '\-*I‘lf\l.‘l |I|r'm*1 S

= 1 8 aplicAnd apoy rezinltatu
1
.‘
1

43



Ii!'-.i“ b

S$4 alchtuim tabla operatiel

| L‘H| (! ' & N
1‘ 1
o N I '
j |
| I : U
* ) () i r
1 j ! !
| - ' () |
|
[abla grapulur (K,, @)
Operalia indusa pe o, de catre adunarea modualo 3 este aso !
(v. § 8, Cap. 11). Din tabla acestelr operatn rezulld ca admite pe O ca ele
= ’ - Tx o . 1R &L [Z ; ' (10 .l_..1..,I_| 1'1]{ 5{, 'y e oo
ment neulru, ca este comutativa §1 ca orwee element I Ay €3 L
| ‘
trizabil in raport cu operatia mndusi J
() () | ) ' 2 ) |
Asadar, (R, @) esle grup abehan Analog se arata ca (+,, @)
grin aneltan, unde X, . 1, 2 . ; ir 64 este ovperalia l
dusa pe s, de calve adunarea modalo o, nunmat grupul resturiior modulo | :
4 t\.' ISTY 1 il % 1 a2l is ' , . i ] < ' |
.. 211 :J'u'k..f-:ih.:-:.-- 1 - i 8k 1 i 11 L el 1O mentionate i E_LHII |
Q | rezulta ;
/ { ) ), (R } |
Py
STt Silpul ] LD e Lie e LLLLEER el & e U L i Uy wl adarhee al numerelol intreo
L
Y:t]iJijllt'_ Feite CulhipieNd '
f:”‘ dheineiey el at Il
U U gy H i 4 y LY { '
I{Hlﬁ!
“_.' { fL° . | (.7 )
| SURT Srupury adeliene, nuintle 1 esped -
l . | . i { | I |f'llJr |.1|_|Jff' || f._l' { N |
| raliondale reale complese dileril ! [
i f
| K|
4

iy

§ ¢ REGULLI DE CALCUL INTR-1 N GEUP

t:u-m orice grup este monoid, calculul algebric cu clementele unni grup
beneficiaza de toate regulile valabile ;
§1 cu element neutru (v, § 1)

Pe de alta parte, pentru grupuri ave
totdeanna aplicabile in cazul
menteczia pe proprietatea ci oriee
. in raport ecu operalia acestuia,

44

pentru legile de compozilie asociative

m o serie de reguli care nu sunt in-
monoizilor. In esenta, acesle regali se funda-

> element al unui grup este simetrizabil

i
-



Ii

ralia 10

odulp g

l.-Ji,l 1

inlregi

y merelo

91 Teoremd lowr-un grup U sunt adevhrite regulile de sutiplificare

la stfpga 3t la dreupin

\ u-b LN -~ I{J { I

rt:ip&i:li‘l

e
= = —

| [1e (I retl = U ¢ |
{

Demonslrafie Pil"\lll“ii’:i'lll ca pentrua d U, | (¢ UVEill deld (1o '
fie a° simetricul elementulur a. Avem
0 ea b ' {[EJﬂrH-f! (1 & (% 0) u'-.{_r_nrj (] =il)wl L (
deci b = ¢, de unde rezulta ca este adevarata regula de simplificare la Lang

Analog se demonstreaza regula de simplilicare la dreapla

79 Teoremi. Fie (G, «) un grup. Oricare 1 i a, b = G, ecuajiile
de .l b ?i e d /

an solugii unice in (i, anume | Qb respectiv y be @' unde « este sifme-
trieul lui a

Demonslirafie. Daca ry 51 v, sunl solutin din (0 ale ecuatlicl aed U, atunci

(%.1, ff ue.La,

deci asx, = as+x, §! folosind regula de simplilicare la atdnga oblinem r = X,
Asadar, ecuafla asx b are cel mult o solutie 1o (5.

Fie r — a'«b, unde a’ este simetricul lul a
Avem :

. f ' f b f )
(l* (w1 «0) (aed )e ex [ b

de unde rezulta ca r — a «b este solutie (din G) a ecualiel aex b, unica
conform primei parii a demonstratiei. Analog se arata ca ecualia yea b
admite solutie unica, y = bxa .

Daca grupul G este dat in notatia aditiva (muMiplicativa) atunci rezul-

tatele din teoremele precedente se lranscriu astlel

ad-b =a+e sau 0+ a ¢ +a=0b g
a-—+= =.—- g =X =(—Q) -+ b,
y+a=>b=1y = b 4+ (—a) = b — a,
respectiv
ab = ac sau ba = ca = 0 = ¢,

aer = b =12 =a'b,

ga = b =y = ba™’.




. | dd S o
Cuim operalin unui grup este asociatl

i i 1) 3
t_jl;‘ll‘ {ill[ 9 l suni :_I'lll"'-_ni:l_t' | 8% N I B | \
i | I §d -;|;a[_,l
multiplicativ, a = G 51 7 N, alunct p
‘1I.'. ! |
lI'I
| | i ‘!' i ¥
asemn .
ii.-“lql L : I
Pentru e¢lementele wunui grup putem del .
pnenti numere intregi negativ e, dupa o
Dacd @« & G 1 N ¥ ] D alui 0
<1 1Ny ersul acesiun fpeme (a ) 1 "1 12 W

il i 0l ! " / J i

s Aavem

nentilor nenegitivi, care a fost dep demonstrat (v §
\stiel, daca m U s n () Jem -/
[I"-‘{:L' il | { (] : b { i} il : i i
P esupunem ca m SN | . Dacd m = J (
m n — r s1 atunci

s.4.m.q.

Daci grupul € este dat in notatie aditiva, af

pl‘ﬂpfi(‘tﬂ“ i!{‘lllill .-'In'ff."flrr.":f _E”jr'{,',, da clementeion

= —_ e

: . _ 4
ma +—na = (m -+ n)a, n(ma; (riem i

[—

{um ’pﬁlllf".i Orice g y, o ) &7 AVEMm

a"a

rezulla ca:




q***

t{el inedt

suus devmm

1
P = r ) |“".

el puterde intregl e

=111

Obse>vand od »® T ! BITEV, II rezl L Cil
g e 2. Dar =este element al crupulul (CF
unul elereent (inlr-un grup ATRNRARY IGRLAT

i ||ll]LI_-||iI| I-"ll1||.r' 45' ALl

Nl

o —

| It :.!T- Aratati ca in orice lLinie (coloana) a
|

{able] clll—-.'dl'll"l LTI ] grup (s

le elemente. fiecare element al lui (& apare o dati s1 nuImal

.

cu un numar binil

o singura data,

Solutie. Presupunem ¢ operitiz grup 1 1] A Ls (r
tl . . {d L Ll &4 i [Il '-III. :‘II_]I L Lit ;-'
APl l_"!l"I.'.-"['nlt'lt'

Dacd ¢ == ), atuncy ad; = ad In adevir, gedd . L : 1 re i - obline
a;, = a,. Contradictlic. IRezulla Cca elemn ntelé au ' 1. sunt disiincie, sl puiin of

dinea. coincid cu ay, (1.,

- _| 1 I 1.‘
l" ;;| Fie G un grup multiplicativ cu patru clemente, (®= e, a, h. ¢

tabla eperaliei grupului G daci se

unde ¢ este elementul neutru \leatuiti
stie ca o e Si * ¢

Solulie. l..tn‘il'_‘::'-u:;]nnl cil ¢ oste clement newuiry s Gzl = | ¢, In tabla L’IFL‘!‘:’{HUL 11‘:1 f:

se pol completa urmatoareie poziinl

I FI |:.I |:'
— = e
£ il |'I

1 i s ) 4

b I 4 . )

[y C "i J s

Ca s nut avem repelitit in linia lui a si in coloana Iui b, la interseclia acesiora, nu pulem

pun'.. iy € sau h. tj.["r.:l ““f’ E L \ﬁ:!]i_}; s5¢ .I‘.h.tfl'..l n]:"{'lll QUCCESLS L.',Li il = E',r. :.'lt" - 2 bfr — &, bﬂ' —

¢d = b, eb — a.




< ’H el , Fie (G, <) un Jrup cu clemente ¢ vlementul neutry al luj {

!J UE'"U“&[I'HI‘I 11 Cazul l.';HHI (i 5L VOB Latls cu

|f' i V f f"’

2) Verilicati aceasti proprictate in cgzul grupului 2,

Sﬁfufu'- 1) Fie @y, W,, y Wy elementaels U puiu G s e a un element iThiit
|
F onform cu Ex. R -2 clementele
4
II il , I, , L.'niI
coincid, mai putin ordinea, cu gy Ou; , Wy S eum G oesle comutativ avem

&y, U, = Ua.da (icl Ul (et il i, U
-r-n--.,.,--—.....-
ool
Asadar ;
e, * s L ) (a,, « (1)
51 prin simplificare se obtine (l

) {" — F e J - i a A e & & f i i i

<) Urupul 5, are 6 elemente. deci §

Pastrand notaliile folosite In = pentra ¢lementels rupulul =, si folosind tabla 013
rafiel grupului =, se obtine ~ x \stlel din labla opera
gruputui &, deducem
AVEr

G" (Fe > ) f [ X.*) g L A

fl"'f."ul'fﬂ"{-!. 1 L. |J-l..|;|1' li!'“]l:.i:'l‘“nii-.i CA T AN R &Y e |

| 1) 0slp paevarat ¢
necomutative, asa ecum de altfe)l s-:

PENLLU grupuri

1l § 4 SUBGRUP., EXEMPLY

I‘i.‘-’.innmni:! i }_{E‘!I}) (: se descrie 1N escenta cu dutorul Hilhu'f‘l!}‘llll‘ilfil'
caror:

a operatia lui G e confera, de ase-

sale ; submultimi nevide H ale lui (;
* menea, o structurs

de grup

Mai precis :
4.1. Definitie. Fie (3,
J aumeste subgrup al lui G

#) un grup. 0 submultime pey
daed sunt satisfd&eute

LY 2 g e H=ryepq.

idd H g i & se
urméatoare Je condifii :

2) Ve e H =3 e H.

unde ' este simetrien! Juj

T (in raport ¢

Daed grupul g este dat
_ din definitia subgrupuluj
IV-!"'!?EH:;:;{-;;EH;
| * e VrenN-

U operatia lui (r).

in notatia aditivy,
Se transerip astfe] .

atuncj conditiile 1) si 2)

—r € H




-

12 Teoremd Fle (G, #) un grap, ¢ ¢leineniul néuiru al lui G 51 H
Wi sugrup al lutl Gooodancer
l] e “!

2) £ este grup e raport cu operatin mdusia pe f{ de eatre u[n'lmiu Yrupu-

. lui .
Lll[l I-
s f'l.r.fh'l'l'!.ll“l.l!l 1' L LL L |'.||r _ |||||1I||. .|l"*r Ll b l!‘rrlifii | ’l‘f I}liﬁ -I*
I{‘}’ll‘”.l iy oyl J'II-'l | lCILm e 1) L Hita i i f ' f."‘

D) S notam cu g ooperatia grapulur G, 5 G (G -« (. Din 1) rezulta
ci H esle o parte slabita a lui G In raport cu pperatia g | STE 'r'. Legea de Com-
pu;‘.t!_lt* indusi )¢ i de o

e B o= B (G ) 9°(x, y) St i, Y).

o vident ‘I..;' este asociativa (cact g este asociativa) $i admite ca element
neutru pe e € 1. Daca r = [f, atunci simetricul sau x’ in raport cu ¢ se€
gaseste 1n H deci este simetric al lui r si in raport cu %', Rezulta ca (H, %)

- I
2 ope. este grup.
1&—-‘.'!._.::'_...

Exemple
1. Fie (G, =) un grup, ¢ elementul sau neutru St ) 2 e}, Atunci I este sub-

grup al lui &, numit subgrupul untlale in adevar, daca r, y € I, atunci

T =Y = ¢, decl

rupur
I #| pa ¢ e € I, *
¥ = ¢ =¢ € L,
Daci G este dat in notatie aditiva, atunci 0 = {0} este subgrup
purilor : al lui G, numit subgrupul zero
de ase- 2, Fie &, grupul permutarilor de trei obiecte, Sy = {e, o, m, a B, 1}

Urmiitoarele submultimi ale luil Sy

i " . = | o 1 } I = _

E — le}, H, te, @, L, H . 1€ X, I, 18 By H, 1€+ Tlt

| & s | |
| sunt subgrupuri ale lui S;. Sa facem verificare pentru H,. Din tabla opes
i

raliei grupului o, se deduce ci elementele lui H, se compun conlorm

fablei urmatoare

o parte slabili a lui S, in raport

Se observa pe aceasta tabla ca H, este
de trecere la invers, deci /H, este

¢l compunerea precum <i e operalia
2  subgrup ‘al lni Z,.

49



3. Fie n > 0 un numir intreg s nd. mullimen tuturor moltiplilor )y ;

f:'fllilrl '”h f', i f

existda N, k& = £ astlel 1neit i, 1 e, Ilezulla o

o b3 [ -"'i'r- 1y J I ”x

\unct n este subgrap al grupualu (4 ). In adevar, dacaz. y o W

|

r (1h) Nn(—n) & nL..
deci nZ este subgrup al lui (£, ).
Defincfee, Fie (G, -) un grup, @ € G sin > 0. Spunem ci a este rlemen
¢ ordin noal ;_L'r'i_lllllhlt (» daca a" ¢ S1LA" = €, [ F= [i .
L ._..F
Exercitii rezolvate
IH |1 5d se determine ordinul pentru Liecare element al grupului zZ,,

solufie. Pentru clementele lui

= pastram notatiile de la & Folosind tahla operalie
grupului =, avem
! g #* e, o 2fals Tt ¥ & o alug Ton ¢
deci o este element de ordin 2 Analog se aratd ci r este element de ordin 3. Cum x| ¥

@' ="xoa = ¢, rezultd ci x este element de ordin 2. Analog se arata o3 3 sty sint elemente de

ordin 2. In fine, s& observianmn ca inlr-un grup G elementul neutru ecte singurul element

de
ordin 1.

" :.‘1 t'ie @ un element de ordin n al unui grup (G, ),

iy 4 y . i . - ! )
L) Ardtati ca H, 9 fp g g* . @7} este subgrup cu n elemente al
lui gy :
o 5 . 27C AT
<) Daca  — cos ;_rh ~ 1 Sin —;—I- atunei T egte element de ordin n al

grupului (C*, .) .

3)' Daca (7, — iz € C | 2" L §, atunei U,
al Tai (€

) numit grupul raddacinilor de
) Reprezentati geometric ele

este subgrup cu n elemente
ordin n ale unitalii :

mentele grupuluj U, (resp. g, UD.

i = a% unde () < ¢ Jicd
= . Avem i}

Solulie, 1) Fie X e H r a,

L = g 4 0 <r

S0 mai observim ¢t inversale elemente
w = H  deei

T este subgrup al 1ui 6.
Dach o — ! unde ) < ; ; |
= ar S hJ S omatanek T = L Iy adevar ~
I ol | & . il : {i‘ l 3 :
o P Ay — ity b, G0 st anr, daced ¢
artd i nu putem avea [ > }'

n. Fie . r € 4 astie]l ineal
= (@) a" = pog’ =a" @ Hy
Csunt respectiv o, @

a'a’ A e gk
lor e, a. at .
n"

-
. "_ W gy

I, atunei 0 - 1 =
POSIbIl efe ordinul lu] a este i

Deducem. eq clementele i H,, sunt distinete

Analog se |




",l'_".z*.nz

uing

‘_gu

Operatie

N a*r=3
mente de
rment de

nente al

fin n al

§ 5. MORFISME DE GRUPURI

A Fie he N, O g ) Folosind formula lmi Moivre, avem:
F iz I|I J,l = [ .
* : - - i '
- s SEN M | i1l e
I J I F
Deducem ¢ 3" # 1 pentru 2 I | sj QN | esle clement de ordin
n Al L.-Hl!'lll.lll ("
4] Este sulicient s arttaun ot Uy, 1< o I Sl 4 fi unde ()
L SIN Dacd z € HT, atunci z = & 0 < v, e unde 20 ot {7 = 1
"

deci: 3 & Un. Asadar HS [Pie acum COS @ <+ 1 8in ¢ L'y, Cam =? o= 1, rezulld
l'.:l 1‘”‘; I'_l':l_'_l b= | "‘\|]t ] ";_ l |l- |-" e ||l _.ll|| x. J I |'_||' ¥ i }“J‘ Il ||: | TR L [ | F|.- it ¥
.I -E-.:' e ¥i
Avemnm:

2hm 2hr

r = CO8 | §in —— (Y2 T (L") i Hr

i [
de unde U, < I/-.

i >o UE!-H'I"'--] (il reprez [ | 1 1". A (] n | netele =-E'IJ,I~I;'.-“' sunt
varfurile uvnuy poligon regula ! | L nirul in origine sicu un varl o punctul
de coordonate (1, U} (vezi fie. 111.]

|
-
ol
J".lr o
i
[:__/ I %
e . O PE— - .-,.,:l - el
I‘I L _q.;

Numarul exemplelor de grupuri este considerabil s1 din acest motiv

se impune o clasiflicare a acestora

Doud grupuri ¢ si I' vor i declarate ca

fiind de acelasi tip (izofipice) dacd sunt la fel de bogale in elemente si. mal

putin o bijectie [: 06 — |
asupra elementelor i (. respectiv |

2.1, Definitie. Fie ((,

Mai precis :

#) si (I,

E;I]t‘l;lllnh* celor doud !_';'I'Il[xllr'i :H.'{i-'}rll':t.'r’;_l la fel

-y doudt grupuri. O aplicatic bijectiva

{26 — I' se numeste izomorfism de grupuri daclt este -§i un morfism de

grupuri, adied;

[(r%1))

- f()ef(y), v x, ¥y € G.

: Spunem ca un grup ( este izomorl cu un grap I, si seriem G =~ I, daed

exista cel putin un izomorlism [ : G

at este izomorf cn grupul I' si seriem O

- I"'
- !

~ I'. In caz contrar spunem ¢a grupul 6

[ ]

1




Cu alti tecmeni, grapul (G, =) este zomorl cu grupul (1

o aplicalie biectiva [ G 17 astiel meal arieare ar o, {4

JIl'i._{-""rl',l"} ol 1."”[})11-“[[1] vel] Pl / sl L'L'_IE.-| ("'t u:.!!:]ll!nill ;1:’; I,I"H,-I' al 11

'!l‘ L ,"_J'jl,"l.'f.'ri'r'ff { 1)) j/ U (i

prin [ ale lni @« s1 g (v, Lig 1113
cu compusul tmagenilorn
PDacd € s [ ~tiel S LIt cil Clte 1 ¢temente, L

!
Cste aplicatlia fl]|:-l-"

i ned ; CsLe 1Z01optsm ~1 JhLl Lidel ) Ol pelLiu orpee 1St |/,

mmagmes prin f a e ot a, e e la mlersectia himer il q, eun coloan:
lut ¢, din labla operatier lu (V111 - clementul 6,20, de la Mmiersectia
liniei luir 0, [la,) cu coloana lur [ta,) din tabla operatiei lui I

114,

H]mnt'ln'm acest caz ea ltablele operaliilor celor doui Srupury sunt {(a

(v, g,
fel struclurate (relativ la )

2.2. Teoremad. Fie (G, ») si (I, =) doui grupuri. Daed

esle 1zomorlism. atunei si -+ (i este izomoriism.

Demorsirafie. Fie u. j ESte calie bijectiva exista x, y < (@

L. Sl il | ‘s . 1". LT e 3 . : " =g ' !
unic determinati astiel incat fia) t s . Lenform definitiei aplica-
tiei f' avem [ Yu) 7,

Dar




SN

tl-.l.'f!n

L

- r—

| 'fh."'l
Lin lln;

“ 1*{1".:1

R LIMY | -

0! 13

Y F

sunt la

w1l CL LI f

th.“ 1 l'ult'

vel) == [ (e "(Y)

r" {0 i)

St :nl-J.’l-.llll.' Dljectiva rezulta e If el e Jzomartism
Exemple
ln v ) . {I: | "'-'II.-'I."I'.'I 1"4'.'|’.'." EI.: . ) ”_In' “”””!“.‘,l‘ | .-F'i‘l’”I'F F"ufl I:“f““f"
ci yrupal ”'I'!'J“‘*'J"J'!'r""'rf- (IR wl onnerelor reale strict fih.‘”h"r
I'n ;H!:".'.L!. e U l{ (1 () n Y gl ,f It . *
||r1.I] (i ') { It
'.““1. .1' l"‘”t' ;I.I"ilt |!|| irl:“-. LIV S|
f'l'll iy (¢ ey i) b "
|T'.'tlit.|. L wl ‘I'r ! '\I1 BERNEY |
> observam | acesl ' | jzomorlismulul | este .w'r!l--n:ll
J 18 i
1 i
vl
[~Hxy) = log.ey) — 1oy log, 4 = [T+ W ¥ 1 S K
[ntre doua grupuri pot exista mar multe Zzomorb1sme, i cazul de lalg
chiar o inhmtate (la oree @ . a # 1, corespunde un 1zomorhism).
{L' ) ) T i‘} | il rf::.'r 4.'..'I'|!r.'|" 'Ill..] ) |.'|"I .'.'.’.'.I',h_"f.f';ruf f”'“”””ff- T ,'-:,;fj'

!flﬂh'h'.'f[ C L _-_:fl-_illti i.fI|L||'i|.1J.l LU (R v al nnmmerelor ralionale sirict P“:”“’E'

In adevar, daca [ ©Q ' este un zomarlism intre aceste doud
grupury, exista ¢ O astlel incat Jtr) ooLuam J(r <. M I‘I 41
| | ! /
i rjll.-' ‘Ir ( ] Jlr )'rl 1 jf AL ))
i J d J L."r
rezulta cd xf',’ O (Conlradiehe
Dacd ((:, ») 81 (|, ) stnr doua grapurt vt cdte Iret elemente, atunct G = 1,

Cu alte cuvinte, exista un smmgur Lip de gillp tu irey elemente,

in adevire. [ie (i e, @, OF. | jn i, vl unde ¢ Si 0 cunt elemen-

tele neutre ale Jui G si 1" respecliv. Pentru ca ¢ 51 0 sunt elemente neutre,

in tablele operaliilor celor doua grupuri putem complela urmatoarele

pozilii:

- | L (1 h D, 0

P
B -

¢ (f /)
(l (1 7 s
[ 7 /4 ] D : :




Avem aedal /)
;H ]Hl-l-l. 5l Ih' st i Ll

lt']n*i..:r:i bied a0 s1 ¢ 1 e

I‘ji'lnll;l't‘ i) Ii!'H'!.ii 1Y i ll'_l
i o h, pend
{'l_'llii.:llll'il' idlllllli 1-|il‘|,|[ll|. TR N L, ],lr. | |

fl#h (. s\.“lilr;,:. S I.HIII[I!I'|'.'1. v Labla Op i

il
¢ ' &
(l ()

Definind [: G — ' pran [(¢) 0. [la) iosi [(h) v, rezulta ca f este

irr_“““” I.]'*-';IH {it' (7 i]lpL[J'! |_H_-;::_'[ J" s ¢ .'IE']if i il’ bl|t'1r|!"~.ll S |Ll}i‘|t'h‘ 1‘IJE.IL[TIJ‘]|"- L Lo

doua grupuri sint la fel struclurate (retaliv la [)
Rennntand la condilia de bijeclivitate din definitia izomorfismulu|
obtine notiunea mail generald de morfism (omomorfism) de grupuri, anuine

J.5. Definitie. Fie (GG, ») st (I, <) doua grupuri. O aplicatie [:G— |
se nuesie moriism de grupuri daci

f(r%y) Ho)oi{y), ¥ . i € 6.

Evidenl., oriice 1izomorliism d

mortisin de grupui .

Aplicatia [: 4 — R, la grupul (7. e grupul (R, @),

oSt il morl a mod 4

fie) @ f(b). ¥V a. b & Z,

deei [ este morfism de gorup s
sSrupu norism surjectiv dar
ne este njectiy

\stflel :

fl:T].' _T o ! \ !” ool t

f(19).
neutre ale lui [ *) doudt grupuri, e gi 0 clementele
CUIre &ie Il G 5t 1 respectiv. Daed f: ¢ 3 :

. : oo r = ¢Ste un morfism de yuri,
atunei : S qruj

1) f(e) =0
2) i) =(f(r)) varegq
unde &' este simetrieul ui 1

2d. Teorema Fie (. ») «i B

ar (f(r)) este simetricul lag JLx)




lh‘m.nnn.'m,fn: 1) Avem:
Y
" g . 0:f(e) = [(¢) = [(esr) = [(€)=](¢)

:;1 pl'ill ‘-iitlll‘l.llll';tll' cu f(e) se obline O f(e).

Hile .
| 2) Pentru orwe r < o avem
td ¢ | :
U' J,':.-',l |I.'{M»J! ) ;‘Iij ;11 )
deci 0 L) Ja L analog f(v ) J(r) 0, de unde [;I.Hjlr [(1).
e G un geup. Lo izomorlism (morfism) f: G — G se numeste aulomor-
fism (vesp. endomorftsm) al grupului 6.
‘F |
! st Exercitii rezolvate
' Celgr y
I R—1 | Fie (GG, =) un grup cu patru elemente astfelineiat x° = ¢ = G
Hui s '

de ¢ este elementul neutru

1) Ardtati e¢d G ~ &, unde & este grupul lui Klein (v. § J).

G- 0

2) Aratali ca grupul (G, =) nu este 1zomor! cu grupul (38

; / B ] 1 = ="
“;ﬂ:r”;:f‘ 1) IFie G : Ld . LA IDely '-'E'I-_!.{',,.I:.’ EIUPUriiol (r S1 okl

Ex. R-—-3, § 1)

- f . .l 11
y. ¢ ' ] L, It !
o ! (! 1, I
I ) I ' L I ] il
| - i) (1 o VL ' L I 1 : - o
Aplicatia [: (G — K deflipild prin f( e [(a) n, f(b) 1, f(e) 1w eshi

nod 4 | g
‘ tablele ul;_h_ar:\!_jjlur ccelor doua gruapurt sant ln fel de structurate (relativ la |

",

#
'I.J..

sunt (v. 8 3 M

izomorfism caci

= ' 1.. " = E = ] = - " § ..l
9) In adevar, sd presupunem cd exisla un jizomorhism |1 G = RN, si Tie x = G astfel incit

f(x) = 3. Atunci

Contradictie.

b =7, 2= 2h=

f(h) ¢ 08 ——— | S11) ~——- v I € L
' {i n
iy daf
, es.e un morfism d> la grupu! (Z, +) la grupul (G%, -).
;' Determinati numerele r = 7 astfel incar fixr) = 1.
;
r | Solulie. Pentiru orice N1, kK = 7. avom

LA K) = 00§ st 1 LN
{1 fi

' I

2R 2KT ke
.(:-c..u. Ti—-— L | sin _.,_,,] [(IMf(k)

$i decl [ este morfism de la grupul (Z, +) la grupul (L%, +).

' . ) | d & e A = K 2 £ Al 2he
w _.14'rf }\ . , iﬂ _E_r_'____,__._.- ({".I:.l.‘ b .i | S]] e




- ubselvd ¢4 Dentiu

Pentru orice a< R

Aratall ca

1) Mullimea S(47)
funetiilo:

2) Grupui (I,

i.‘.-' l.'..'l'il" Ir; [.

G800t

L. Lir

rezulidt et (7

i

2) funetia f K

f.- e ffil

-I-lr f i 1
) AFELLaa i i)

'_J|!||L'| e 1fiimultaacd

Moo oLty
3y Dletebrmnmity
Arditat: ¢cd coresvondenla (s

111.' lu'l',!.U:Llrl,'
e intervalul G ( k. 1) %

Pie ¢ 12+ Y82 si 6 _
1} Aratali ca G este o parte stabiliac a ul G oan raport cu inmultirea si aledtuiti tabla
operalietl induse.

2) Deduceti ca (G, -) este grup abelian
S FiekE=R\ {0}si i:EFE=L, 1<1i</1,

= ——

fi(Z) = x, Ja(x) = '_1" [4{x) ‘ ‘

. g

Xy [uX) == 58 s VX & K,
x

1) Ardtati ca mullimen G == {f;, [,, fi, fi} este stabild in raport ~u compunerca
functiilor si aledtuili tabla operatici induse.

2) Deduceti cd (G, o) este grup abelian,




1) .\E.li.ltl ¢ multimea ( | TR ARl [ .’. w18 dalila in raport cu conpu

in

'y re poerea functitior st aleatulli taoky operatiel s
f-;n :
- =) ih:l.t“l.'q'l‘l O (U, } esle Srup necoulally,
6. Fie O (), o) L. Ardatalr ed corespondenta

il
| ' | l ¢
cste o0 ]I."L.:i" e l.i*“.-i"l‘l,','l.u D¢ w51 Cl) ({r. ») CSL drup comultatis
7. Fie G I b ok T [ I, co) si urmittoarea lege de Compozijic pi i,
i - " o 1
l: ,\,r-‘lllltl ca (s ad 1 i1t ],l.i;i.; ='-.;|_'..'. a1l ii;. H iIN T i-..-!‘ 11 el t: 011 iFARRE
I| ¥V . — .
-dtﬁl ﬂl II;I;"._' =3 . 7 | . o SR I.:|!1 r i*id Ill""'-lii'. ;|1|1|I-.- :|. |': I -:pr I 1'% I 1# e
Htllnl‘i (r, -T =1 I SUIND mMonDolZzl Compataiivi
3) CGare dintre monoizi (¢ ) si (] ) esle grup ¢
B. F’! .l‘t sC flf'flllil.’“u'.“ lereil e con =|"IF.-"|1.'I'
(10l

Z T B lx. 1Yy — 2 —_ X 4 L

Ardatati ca (£, ) este grup abelian,

9. Fie (G, «) un grup comulaliv si a € G, Pe G se defineste legea de compozilie

. Ao d
{ (s » Ls, LY, 1) + I 1] = .ii:l_,'lh'.
Ardtati ca ((r, ) esie Lrup.

10. Fie (G, -) un grup cu proprietatea
Il | !';I L =y I L
| : " i ! i )

- Ardtali cd G este grup abehan.
 foimesid | -
1. VFie (G. <) un grup cu proprictaten
1 i g X (s

rompt " Ardlali ca ¢ esle grup abehan.
12. Vie (G y si ((F. ) doudt structuri de grup defimle pe aceeasi mullime. Daca legile de
f'lll'l"lpln':i.l.il' “ of . T“ aun acelasi elemenl neutru Si

i fab® s x (T TETY V. xpst

atunci :

1) x |y

HxLp=y.L7T

l:: Fil! a3, "rﬁew (s 1

. 54 se ﬂﬁ!l‘ltﬂ 2 @ E, astfel incal gog =



1) Aratatt

1y llezolviadi

Fie (G, -) un grup s o,

. e (1 8 [ac conditi!
. Fie ((r, *) un grup s € elementii sau newtri Daca elementele a, b < ( salislis nd ¢

atunci b = e si ab = ba.
Fie (G, ) un grup sSL a =
!. I, —l 'F,

- lij'

sint If]t]l;_"-. 1V e,

I'1e

1) Arataty ¢
29 H, si I, s

1) Dacd {1, si T, sunt subgrupurt ale |

9y Ardtati ca pentru suligrupurils

Fie f: R = R o funch

"i'l-;.'i:
(&)

1) Ardtaii ca
al grupului (R,

2y Determinati

a) Jix) SiT

. {I
b) fix)
[,

Aratali ca grapul (G, 28 este izomorl cu grupul (R, D).

Aratatt ca grupul lul Klein este izomorl cu grupul (G, <) de In x. 1.

Ardtafi ¢ grupul (=, ) este izomorl cu grupul (G, o) de la Fx. 0.

Arktaty cd Tunctia [: (0. 0) —= (=1, 1),

A -

i
(X)) = YV x&E(D, ao)
" ol &

g :
X e‘stﬂ un izomorfism de la grupul (R%, <) I grupul (G, «) de la Ex. 2
‘98




L) Asitaty e O este o parte stabila o YRR YN R
tubliv operaliel induse

h' L*I i l‘. I|_ ! i \ | |
- | ARty Ca ) L e ()
1 . | 1 f i ! i
2“| EL.' ll‘ il I:'I;--Ellil L] : .."‘ - il N Sl | '.: II ,'I rl
pazilie L A\*, nui .
XN ) \ , :
1) Alcitunl ,
=! L.0omp .
. |
‘ {-1.1'1 ih | : .' ¥ I.IIJ'I_I;-Lilr i L |
iy Deducel A A )

al 1w G,

* astfel .
- Arataly ca

1) ol ¥ .J !
23 Multimen (G I ' it sl . U cu operalia de compunere a
functiilor.
subgrep incy
3) (s, } ~ (R, = P

cos H - %I I - cos Y . i)
W% Fie Rg %2 ‘ J '
Hi!l i cos Sin 1 vos 1
) = Riv. Ex. 6, Cap. 1) st [ Ll A B, Uy V, WL 1Ry

| , E — F'“I l lrll_: T H F':Ir'_ : 'rl -Ih"m- 1' -*;1-2-..- ""‘: -"""_"':.

1) Arittati e G este parte stabiliv ol V(1Y) in raport cu mmmuallirea sioadedtoit
# tabla. operaliel induse,
2y Deduceli ca G este grup st (G <) (=1

C M Vie . ) o grup st H oo submultite Dot a Tor G | rrnatodrele abimaln <antgeeluyva-
1_ . I'E"Il‘. .

D Y'x, ya Ho xy = H:

2) H este subgrup al Jui (r.




3:'. I'le o “I'l..ﬂt“l:ll.' ‘:-I. & X G — L EX3 UJ + XY O ey
afirmatii ~uni echivalente

1M ((, ) esle grup

9y W a. b€ G exisld x, y & € astiel LT
33*. Fie H o submultime nevidd a lul 2.

1) H este subgrup al lai 4

9y 3 n = 0 astfel incat H 1id.

14*. Fie = € €. Aratali ca existd n = U astiel invad
~isin2rw, cur € Q.

a53*. Fie H un subgrup cu n clemente al grupului (€%,
arupul radacinilor de ordin n alg umtatil.

16*. Determinati automorfismele grupulul (7.,

{ rmilloarele afirmatil

de compoziiie asoclalivi

TR o 81 yd

ynr echivalel

1 duca s1 nuiidl dacu

). Aralati ca I/l




Capitolul 1V INELE SI CORPURI

e ——— e =
§ |. DEFINITIA INELULUL EXEMPLE
u:.‘_lr‘r:. \.l]“l !"'h“I.L“il. Iin continuare o noud structura L]l;__lrl'l,ii{ 3 {tructura de
inz,'f. NU{HIIH‘;& de inel s-a deoa jal mmilial in cadrul teoriel numerelor, unde
f.“ esle a llpi:l['ll[ sub numele de nel de rnumere, ]::thnl,”nﬂ Fiind € lual ““i.“-““u
eu operalitle de adunare si inmultire a numerelor inlreg
L e L& (x, ) A
respectn
& ; L ?. | rIIII' /
LU terior. notiunea de inel a avut numeroase aplicatinoan o e )
ale .\IE“LF'*—W (mele de LInOAame, ineleée de rmats \1 ' el |
(inele de Tunctu), in Logica matemal
1.1. Definilie. O multime nevida .\, luaid bupreuna ca doua legy de
eompozitie (adunarea si inmullirea)
1 .; II: i ! J
§i
.li ‘ 11_ I ! l||
s¢ numeste nel daca :
G) (A, +) este grup abelian,
M)y (A, ¢) este monoid,
D) inmultirea este distributiva fata de adunare, anune :
I{” g ) LY 1 Lz, LY + 2 i1 .l V.ol _I'J'. ol = .1..
| I\Iirm;i!_i;l ear L. =+ ) este grup abelian revine : l-.!isi_lll ci adunarea inclului
satisface axiomele
) (xr + Y + < r +( +2=) VI Y, = \
G,) 30 € A astfel incat) r -+ r ¥V x € A,
;) YyxeA 3 =4 astfel incat ¥ 4+ =X + & 0,
! 80 &y =ytzx VT, ¥4
| Afirmatia ca (A, -) este monoid revine la faptul ¢d inmulfirea inelului
i | { satisface axiomele :

JHI) (2Y)z = x(yz) v, Yy, € A,

M, 31 « A astiel incat | -x r-l
qrupul aditiv al inclului A. Ansamblul de

arta numele de aziomele inelulut. Elemen- P

» ¥ € A:

| Vom spune ¢a (A, 1) este
~ eonditii G, -G, M,, M, si D po

61



tele

~1

Ny mnese elemenlui

: 3 s ol T nute .';ui S |
0 si 1 sint Uni deterimi £ 4 s nume e finit da ’
mentul unilale al inelului A. Aneld & 75 50 sabile in i) |
*pumar finit de elemente I'lementele 2 -"J- o unildli 1e in
T TR TR L Rl f
Lirea I .1 se nuimnesc elementle HHHmff
. L i h ﬁl'ﬁ*l ALLEL
Daca inmultirea inelului satisiace LGS
M, xy =yx Y, Yy € A
spunem ci 4 este inel comultalt
' Y. I ) Y(ai 4 | |
Uf‘fr'm:‘.'a' Spunent ca Ao oeste el /:’H (i
r |
s &
ry 40 si g #0=xy £V
' ‘ ' 1' - I | | (11V 1. i { ;
l ' n inel comutativ cu cel !HHIIII dous elemen
numeste demeniu de tnlegrilate
Exemple
Inelul Z al inlreqilor ralonalt. Din proprietatie adu
3 \ i -4 24 14 . f'
numerelor intregi, enumerale in Lap P N1 reEi

numit itnelul inlregiior raltonait
[Fie Z[i]| multimea |

cu a. b € Z. numite inlreq

inel comutativ,
\ % e
Inelul Z[i) al indregilor (u

L'I,:llil'}h‘_‘u' (o f*._-I'Eiiul g — f’l

(2 (LSS,

a + bi si ¢ + di ~uni din Z[i], atunci
. : r o
(d — U1) —+— (C (i) 18 =+ &) = (0 _- d)1 € L '
(- bi)(c d1) (ac od) + (ad - bC)l € :/.]r :]
Hrmli‘..'t ¢ ﬂ ] £8SLe O |I.'-[1l' r'l.'t'lullkl ol lH']. ()i Iral [*1

o 1||1|-:_'Et.']1'1 A numerelor n'*':|.;1'u e, Evident. '-i-l'I'ri*_':
axiomele Gy, G, M, W, s1 D

Cum ¢ () -=-0-1 s1 | i ()1, rezulta ca aceste operalu
axiomele 6, si M., In fine. penlru orice : Ziil. 2 .

s { a) +— |\ )1 € Alr!! dect este verificata s axioma AR
Z[i] este inel comutativ in raport cu operaliile induse pe Z[i] de adunarea
si inmullirea numerelor complexe, numit inelul inlreqilor | {

[nelul (R,. @. ®) al resturilor modulo n. Fie n un n':-lm.-.:' I ntreg pozi

;] { i ] =
o3 i) ) . -~ : : : . .
51 9\, 43 0 e SRR Ly C 4. Operatiile induse pe R, de adapared

st inmultirea modulo n satisfac axiomele

Cap. Il). Asadar, R, este inel comutatis

!“ttllllll l“l’h:! |‘|'|"1 ! ~.

3 raport cu aduanarca st inmuk

Lirea modulo n, numit inelul resturilor et

.Un interes aparte, prinsaplicatiile e
ale tehnicu (aritmetica calculatoarelon

(*:"{‘\-_“ D, @)

care le are in diferite domentt

Leoria codurilor) jl prezinla melul

EF_]_H”___I r:_'.*v.| AN
' o BGRR 0] 00
LIt e 1Y 3

[ablele operatiilor mnelulug R, == {0, 1!




i inelul R, avem 2 @3 - 0,1 ® 3
‘t’u di#i.‘lﬂl‘i ail lul zero,

9- + '}'_ i > ) §i (€, ‘) sunt ele comulative (v Lap. 1. ¢ 1)
& uhﬁ,{‘l‘\'u“] "A il I‘L'llllll e r £ U din ) I sau R SISLA 11 £ 0 t‘-!_I* “.
'Brﬂﬁput‘[i‘u t astlel inei '] | l nelele CU iCCuastia pronrielati ¥ ]I-‘I."
mﬂﬂtilrﬂ Yor 11 studiate mai ti 1l | I 4 l

U, deci (Ry, @, ®) este inel

i Inelul malricelor pdlralice. Fie A un in nelul A poale {i e din
melele Z, Z[1], £,. Q ete, Notam cu M.(1) multin or malricelor
Pitrali{‘f th' ”l'tllll 2 Coel 1entt adin '

Dot U, V.= V.(1)

T 11
ste i
definim matricele

lor .’ e gt £
A

{_1‘11._-[("1,]:;}:. - dya O, () ! [ \T (A
Matricele O, I« 51 ) din H_'. )

r. () () | U ; _ 4321
() ( ) [, ( | ( {
| 0 0 a1 d a

.' ; " EER . 5 i 3 F i o F 1 hev i r.
5€ numesc I‘E'Rpt‘['fn' maltriceaq zZero, mairice (1 I ! . |

§
. W - i l & - - " i 1_-.r. l!-’rl ) -
Am amintit o serie de proprietaty ale adu o InImu i matricelon

. 3 ' s : - - : i .-'I D) .l' :.I.
din M.(R). Demonsltratiile multora dintre ele se lac Praprietsd

v (e asemenes adevarale

o

RN % 28 adunirii si inmultirii numerelor reale, care su s
SV e £ a - - el A ; cest moiiy, asemenete
ERENrN adunarea si inmuilirea oricarul inet .3 L)in aci . ! ey ] | | !
v p a - s s saafdrients din. N6 ) e acecasls
itiv M@BMonstratii pot fi reproduse si pentru maln |

. i“' 8¢ poate demonstra :
} F[‘r Gy (U V) -+ W U -+(V 4+ W)

L
»
Fi i

B0 - U - U -0 = U,
"'t"“q;) R —U) ~ (=U) + U =0,
_"_'f_ SV - V..U

-;ﬂ;) (U)W - U(VW),
B EU - Ur - U,

Y L W) = UV
AR I U, v, W < Mi(A)

VW AV WU = ¥ U 4 WU



w

atricelor confera lui M.(A) o strye.

Rezultd cd adunarea i inmultirea m

B Jael. e Y a matricelor patrat
La fel se organizeazi ca incl muljimea AM,(A) @ 1 Patraties
de ordin n cu coelicienti din A.
Gind n > 1, inelul M,(A) nu esle
Astfel. daca U, V & Ma(Re),
e

['”“111[;]“\' ‘;.I gl IIIR (1201 a) illi Lero

1 3\3 0y (10303®°
- g (:s 3)(:; z) “3R393®3

deci inelul M.(R,) are divizori al lui zero.

§ 2. REGULI DE CALCUL INTR-UN INEL

Calculul algebric cu elementele unui inel beneficiaza de toate regulile

date pentru grupuri si monoizi daca sun! implicate separat adunarea, respecti

inmultirea inelului. In afara de acestea, intr-un inel avem o serie de regul

de calcul specifice, care se referd la ansamblul celor doua operati ale inelulul,

1. Pentru orice r € A avem: 10 —=0x = 0. In adevar, fic y ). Gum
20 = 2(0 +0) =20 + 20, avem y = y 4+ y. Atunci:

=y +(—=9) =@ +9 +(=9 =y +@ 4+ (—y)
si analog, Or =0,

2. Infr-un inel A cu cel pufin doud elemenfe avem 1 # 0.
In adevir, daci 1 =0, atunci £ =1r —0r — 0. de unde
Contradictie !

3. (regula semnelor). Oricare ar fi «, ye A avem: (1)U ( —y)
= —xy $1 (—2) (—py) = 2y.
In adevar, 0 =0y = ((—2) + ) : - e
& AL W =(—2)y a2y =ay +(—2N: °
unde rezulti cia (—x)y este opusul lui zy, deci (—x)y ~xy. Analo§
I(—-—y) = —T. Il'l flﬂE, (—'-I) (—-y) — __(‘r(__y)) = ( _ “ﬂ xry.
% (distributivitatea inmultirij fatd de

avem : x(y — z2) =y — xz Si
Reamintim ci y + (

scadere). Oricare ar fi . . © A,

(Y —2)x =pyx — 21,
—2) se noteazi cu Yy —z. Avem :

2y —z) = 2(y T(=2) = a2y 4 x(—
$i analog (¥ - 2)x =gz — 55

?) =zy - x:




& ol
=
4

il
|"'-"F
3

y TP s

-

5 Intr-un inel A [ard divizori ai lui zero, din XY = xzsQU Yr =zx, cux # 0
rezulld y = 2. ~ :
In adevir, dacd xy - 2z, atunci

Xy — 2) XYy — x2 XY — xy =0

: 0 rezulta ci -2 '
si cum ¥ # ezulta ca y z =0, deci y =2z, Analog, din yzx X

7 rezultda y = 2.
r
I
) : lvat
‘ . o3 Exercitii rezolvate
0 r
IR — 1 l Aratati ca intr-un inel comutativ A avem :
1) (a +b) (a — b)) = a* — b2, va, b € A
.i
2) (a + b)?* = a* + 2ab + b7, va, b € A,
' ande 2ab = ab + ab (v. Cap. 11l 3 1).
Xate r
m Solulie. Folosind distribulivitatea inmuliiru fald de adunare si apoi fala de scadere
€&, respecty avem :
e de -. . (@ + b)a — b) =ala — b) + b(a b) aa ab + ba — bb
ale inelubi =q* ab 4 abd bt (1 b2,
== g0, Clal 2) Conform deflinitiei puterilor unui element si distributivitdtii inmultirii fald de adu-
nare, avem :
(@ + b)* = (a + b)(a + D) = (a + b)a + (a + b)b = a? 4 ba + ab 4 0* =
o :’ :ﬂ * — a® 4+ ab + ab + D a? 4 2ad 4 D,
iR o 2| Fie A un ipnel comutativ cu proprietatea :
| o a4+ a =0, va € A.
* “. =m' ( ) ¢ —1_ i

1l

ki) Ardtati ca (a + b)° = a® + b3, Va, b A s

2) Aritati ca inelele &; si M.(R,) au proprietatea ().
e adeviratd formula

Solufie. 1) S& aratidm la inceput cid intr-un inel comutativ est

(@ + B)® = a® + 3a%h + 3ab® + b, Va, b = A.

In adevir, folosind rezultatul de la exercitiul precedent, avem :
(@ + b)* = (a + b)*a + b) = (@ + 2ab + b)(a + b) =

: i3 =(ﬂ’+2ub+bt)n+(ﬂ:+2ab+bs)b=u=+2a!b+nxu+a'b+2ub'1—b’ﬂ

— a* 4+ 3a*h + dab* + b,

Jarb = a*b + a*b 4 a'd =0

= 3ab* — 0, de unde (a + b)* =@+ b
g v, |
" : ‘algebrd, cl. a Xll-a




4 " ‘!r }_1_ ) ]nl:ulul R, avem :

0 0POB0 = (0HLVIBV — UBHOL = 0,

o S 1@1P1 = (1GND! = 2B1 - 0,
. . 20202 = 292)D4 132 0,

e unde a@ada =0, ¥ a & Rs.

u
: Fiﬂ U — f'f;(a,.}. {T . (b ‘:J cu a, bl L4 d « .ﬂ}.

In inelul My(R,) avem :

a@adu b@b@b) __(u u} -
cPede d@d@d 0 o

UvpuepU =‘

i &

Al ; § 3. INELUL CLASELOR DE RESTURI MODI[ ),

Fie n > 0 un numar intreg. Conform teoremei IMPartirii cy ree
orice a € Z existd ¢, r € Z unic determinali astfe] ., . 4 TEsL, pentry

ﬂ=nq_i_r1 (J

N

et R.

Numirul unic determinat r din relatia precedents

i wme . # : Iillllj]i r‘l-h.!‘ . =
| firii l.m a prinn, s-a notat cu @ mod n si s-a numit in et ul impir-
1 . al lui a (v. Cap. II, § 1), O U
| I - - ot . . w
It 'Ca rezultat al impart{irii numerelor intregi prin n ~ ( p %
il 1 ! Lurile : - il posibile res-
I|l.
| SIHI
| _ ;
;I:'i'| p 0'1'.."!-""-” ]
i rin im i (
Al j partirea lui ¢ la n se obline restul r dacs «i 4l
il e forma nh - : daca S1 numar daca a este
| < Mulfimile de numere
o

ﬁ‘ Cl' SR (:rr

U nde

=flaey |
) 'Cl —-:{ﬂEZ ﬂrﬁndnzn}ﬁ{nhlhﬁzf nt.
Ek B ok 2 1 (0= 2} —nz
: | a mndn-.—.fr}h{nh EPIh & 71 — 7 Ly

"lz{ﬂez’ﬂmﬁdn

‘e clasei €, dacd si numar daci a i

. . .. (‘I
ljl (--lHF-H Lll‘ I"l‘!*“l'“ r




Si notim cu Z, multimea claselor de resturi modulo n,

s, =, -, .f‘"f o
/ P 10 e % Y 1}

i,

Dacit @, b € Z,, delinim suma « 0 st produsul a b prin

- i o b g
3 * i o || III'._.r"'

e | e |
a4 + b=a® b, b — u@

Se delinesc astlel pe Z,, doud legi de compozilie

Y r

P s e By iy 4

& A A

?:.r:. f* ’ Z:rw {”. f"j el "'1

- ‘\\ anumite adunarea, respectiv inmullirea claselor de resturl modulo n.
Astfel, pentru n b avem 7 0. 1, 2, 3, 4, 5} si tablele adundrii
si inmultirii claselor de resturi modulo b sint @
s L3
i hci A il Rt : -
& By 2 3 4 ) B S 2 =
9 >0 a1 2 3 4 5 8l 8 0 O Owilish
r 1
Ji i s | S | () | 907 .8 2o
! My F. 3 A, 2 L -, ) L Py ',.ﬁ., R
ﬁ o 5 i ) () | ) () 2 ] () 2 i
- v — Aﬁ ?ﬂ 1 :1 fﬂ] I 3 L 0 90 8 N 5
L Y Y A Y - o ot i~ -~ ..h ) F e Y
?. e 5 01 2 3 0o 4 9Nl AT
A, A - A, A A, ~ - A 1- .-:-. :'\ .i..
3 5 (} b 2 : i \ () iy i 3 2

323 Teoremi Adunarea §i inmultirea claselor de resturi module n
numit inelul claselor d¢

T IF* r‘Ir-—- -

ponferd multimii Z, o structur:
resturi modulo n.
comutativ. In esenld de-

| 3 a N ' = 1}V are
. monstralia se fundamenteaza pe faptul ca &, t“,‘ Vi 2inlissih ; } :; |
0 structuri de inel comutalv in raport cu n;wralnle induse pe R, de adu-

' | ' : . axioma D se
narea si inmultirea modulo n (v. eX. 3, § 1). De exemplu

_ Verifici astfel

Demonsiralie. Si verificam axiomele inelulul

ab 4 ¢) = ab @ ¢ — a®(bDc) = a®IPa®c =a @b T e Bc= _

A AOA
=ab-+ ac )

A =

'ﬁ Ia fel se arati ca G,, Gy, M, si M, sunl verificate de adunarea §i inmul-

irea claselor de resturi modulo n. P :




4
M. sunt verilicate,

rezulta cd si axiomele Gy §1

F

Ya € Z.., cu « Z ()

'ﬁ L] . . = - ¥
deci orice clasi a € Z, este simetrizabild in raport cu adunareg

S . resturi modulo n
iy
l v * . A A A _ . " 4 -,I
| - —a=n—a Ya<s Z, a#0 si G =0
\ , lrf:r;i
s 4 : 3.4. Remarcd. Clasele de resturi modulo n au fost nolate cu . }t ##A\I N . ]
1 s oaNUimerele S
- i A 4 77T &
. 0, 1,..., n — 1se numesc reprezentantii canonici ai claselor de resturi 0 . L Te l
- . . S E-I
Im aplicatii este adesea prefcrabil s descriem clasele de res‘uri < o alle mu-uf 45, :
| L nere care ,
I aparfin acestora. In acest sens, pc:ltru orice * € Z, se noteazi cu r ¢lasy de restur ¥
1! _ Co 0 €1 < nastlel incar z € C,; z se numeste clasa lui 2 modulo pn.
1 Asadar, prin definitie avem - Inve
] I
I
| | || - (I} A {if'f /\ .
il :’ T=1x mod n, YV & Z. |
iR ey ~
I "o Astlel, dacd n = 8, atunci
S
| o /\ ~ .
hig J2 = 32 R ’-:f/_.\\p i P e 51
wod 5 = (6.5 -+ 2)mod 5 = 6.5 jod 5 g irn.:Tl B 7
A £ 3
= (0-—2) ol 5 (5 Nmod 5 e

e .
e O | 2

=25mod 5 — () e ' A

alt o # modulo n, si scriem r= 7 (mod n) dacd si numai
Atlel seris -—..._._f

Din definitia () rezults
B N

4Dk regulite .

E z‘l

c.’s pentnl orice r, y « 7

”l X — 1 e 1 = Iy (mod n).

‘“Nm t_lﬂﬁ ¢

Clage p _ _ :
de resturi date prin reprezentanti arbitrart st

R, k& Z pitlel inci

WS n(ahk 4 ak | M) | ab




mod it SiI Q C =
: X b = i“h] moda g, acum din ':..rr’ﬁ} st Teorema 8.1, ¢ i1
i ] & -Ii- ¥ ¥ rllil

e . -, A, -"'A"“\-
S P e ~
riy=a +0=a@d@ b d /s 1 5
{ !
A A i 1
-
r' ::II I » ] ll"‘J_H"'-.

Exercitii rezolvate

-

R —1 Fie M.(Z;) inelul matricelor patratice d T
patratice de ordin 2 cu coeficienti

din Z; $l MoV, FE. X MAZ,).

>

&

. N“H U — 3 1 V ) 1 \\‘ I l {r_.J | n
. 2 A xR p . L, E l ‘ A .- £ EJ\
L Tespectyy, 4 g9 J LB - J \ v 3)
Umere | .
& = ‘ 1) Caleulati U + V 5i UV
2) Determinali pe X astfel incar UX L. Deducet : le element
“ﬂﬁ faucet) ca | cSLe elenci

mversabil al inelului M.(Z;).

Sr::fut:'e. 1) Avem :

teed e revine In -

g: -I-‘g'\( =;
%) si b)

\,
A A

LA A A A
da 4 4y =0 5B + 45 = L

A A

'ﬁ*rmmm sistemul a). Sa nbsen Am cé elemenlelc inversabile ale inelului Z,suntl si 5
utele sistemului care au

I
. v‘ﬂ*ﬂr inmulfirii inelului Z,) sl cé Q) = =1, G = 5. Necunosc _
S Eoeficienti elemente inversabile din Z, pot fi exprimate in functie de celelalte. Astfel, cste :

% -f"‘* aceasta cu necunoscu € Z,, ininelul Z, puiem

ta « din a doua ecuatie. Cum




» e P
7 _‘..','."
R m"‘

.!

N g
-.' : B

la flecare termen al ccuaticl a doua se obline

_-_r ‘-*1"* mw F‘n ‘

L ~

A
.,#ﬁ‘ 5'3:‘2‘1'

=
=

. A Y s ¥ '
o de unde, pan amulgire cu (31 =5 deduceimt g
'

A A

o (ba) = b (2y)

( Er}*:x (O 2)y

si in definitiv & = i-(., Inlocuind in prima ccualic pc a cu 4y accasty devific

A A,
: s =]
I A 4 A ul:h i:-l
Bl v = 5k afugel'c = 4y = L0 =4
| g
*I | \F Analog se rezolva sistemul. b) st se obtine 3 53, 8 = 3. dect
| e
| ; 2 )
q X = € MAZ.)
: 3 L
| 5) 3

" x . |
| win _
| L -‘;'-;ﬁ -'; - -l
| A, s F.3 o Ly T - -y - - i, s § &
5 T AL o % 1 BLn 3 e )
| XU a el 3 1 ()
| ,.:. A, A A A A A A A - . . ' A »
:1 3 5 " S>3 - 3+5 H5e5H 4 . () |

avem XU = E.-Analog UXN = £ deci U

este element inversabil al inelului M (£) i

! A
Il — 2 I e —
l ) Fie asZ,.

Aralati ca a este element inversabil al ine

IU'IIi 4 1 S1
- daci s at A :
e s Y4Ca 51 numai daca a este relativ prim cu n;

o e =
2) Determinati elementele

Inversabile ale inelului Z, si rezolvall B

inelul Z, ecuatia 'F.r +- 3 = }

% . S m c: : ” |
i S A e €8 a este mversabild in inelul Z.. Alunci exisla b € Z, astfcl
Wil @ b - L, ﬂum . Age 4 :

A A

”b—nb

A

- avem ap .y
e ad — 1 si din proprietate,
deireg astrel

1MeRl ab b

£ xistd

(B) rezulti cx numirul ab — 1 _gc divide prin m
nk. Asadar

l'l.‘ i.

an. |
ah 4 nk =1 (v.§ 4, Gap: ’

L,{\* 5

"“h+nk-nh+n == ah
gm'ﬂ h'l‘l!fulu{z si fﬂ)




\
Ny Y A

.t.? Hementele inelulul 72, <uni | 1.:
mtn tl l; 1.. W ey h LAFR Y | ]liill\. I”Il 2
] e ¢cu 9 nuterele | 9 .2 e -

_ ﬁﬂmb“"' ale inclulul Z, <uni l - N A ; ; 4 v W 481 8, ddel ele-
e r -] . ’ . N
e miuu inve rmh acestor clase. C O 8 Dintabla inmulyivii inelulug Z,
N 'l. ; ' . '
S auumtum e D=1 @b G :

b ') i .il_

nu““'[ﬂ (lill.ﬁ SC rezolva astiel

» A N *
. Tl — _I. AL b ) ) i A '
- tunc s
si atuo e
= ({) 'S N | . 8 0
Pun[ru .,l delerminia inversele aceslor cluse 1 > | )
" i ;
ih J I""_' “ = !u b -” ‘l.*“ I-i 'J' " 7
S j
A A r _ i K |
.[il ,‘_1: b‘: zu-«::v l” ]1|_;||1,J|1 P < :
rq
'
A A :
[lﬂ ;'_-""l = L & Zi e ¥ I LINO YY) e y X -
A A : - __
.“t ?_1 B tf = J’-I_,"ﬂ-:' .HII = | {_'i.'-"i A L . 7 ;
§ 4. CORPURI
1 - = . 1) sntr verfectar po . S | ;
Un cadru ideal pentru perfectarea calculeior algebrice este dal de ini

lele cu proprietatea ca orice element diferit de 0 este sim
g Inmultirea. Asemenea inele sint cunoscule sub numel
precis :

| 4.1. Definitie. Un inel K se numeste corp daedt 0 % 1 si orice element
2€ K, x %4 0, este simetrizabhil in raport cu inmuitivea :

Yr € K, v £ () = Jx ' €« K astiel incat 1 ' ¢ v b
ne- Uﬂ {‘ﬂl'[} A se Illiﬂ]l”;.f.t‘ comulativ daca mmullirea sa este comultava.
3 Proprietiii 3
in 5 |
W Corpurile nu au divizori ai lui zero. In adevir, dacid x, 7 h, T # 0
Wl 0, atunci xy # 0 cici daca xy — 0 deducemn
trel

e | g=1-y =@ ')y =x Y zy) =170 (),

\ &i ¥ = 0. Contradictie. \
’f* ‘1 Elementele diferile de zero dintr-un corp formeazd grup fatd de inmulfre.
mﬁr fie K un corp si K*¥ = K> {0}. Din proprietatea 1) rezult

‘nmulti ()
“ ‘esle o parte stabila a lui K in I‘]pnrt cu inmultirea. Cum 1 3 0,

| 1 irea lui K
SEA el 1 € K*, Deducem cit operalia indusid pe K* de mmul[:rr.-'.l :
I;:' T tru. Fie € K¥  Atunci T #

e itivi si admite pe 1 ca element nevlr ;
3 K. Cum 7% = L # 0,

hl‘b'er!ul siu Iin raport cu inmultirea [ul | =y
Tt £ (0, deci x- p - x*. Evident, * #, oste inversul lmz:f: Hi,,:-:
4 ..‘* indusii. Deci (K" , +) este grup, aumit grupul mutlip .

ului g, - - . ]
# W

" 71

E :




Exemple y .
m.l; 0, R si C. Din prupriﬂlﬁlill‘ adunarit 1 inmultirjj
RN S ez ultd ¢ . M (T, -, ) sl
f.?rpul Cap. 1) rezultd ca (Q. +: ) (B +, *) H (Y -+, «) sint COrpur;
(v .mita-tivﬂ . ith respectiv corpul numerelor raftonale, corpy| ftumerely,
lo " g .
:*ml!. corpul numerelor complexe.

Corpurile de numere patralice Q(/d). Fie d un intreg libes
O/ @ = {a + bJ/d|a b= Q}
Daca 2z, w € Q(\/E).: = 0 + b\/d. Wie it v/d cu g, b,y e A

de !th“:,ltt $i

N | ;

atunci
z +w = (a +u -+ (b v)/d € Q(/d)

2w = (au + dbv) + (av + bu)/d & Q(/d)

deci Q(\/ff) este o parte stabila a Jui U in raport cu adunarea §i jnmyl-

~ — - . < l))_ — III ] 1 . A ._ = =
lirea. Observand ca 0 =0 + 0-/d € Q(/d), 1 1 -Jd = QJd)
s¢ deduce usor ca Q{‘v’f'” este inel comutativ in raport cu operatiile induse
pe Q(-\/J) de adunarea si inmuliirea lui C. Penlru a dovedi ca Q(, d)

6 =

s-".lx .

este corp miai ramane sd aratam ca pentru orice b

-+ b\/ﬁ z # (), exista z U(x..-"'ff_j astfel incat =z L,

=
Daca z # 0, atunei a # 0 sau b # (. Rezulla cad a* — dbh* # 0 (daca

a® — dbt =0 s1 b =0 deducem si ¢ =0, rar daca a* — db® =0 si 0 #0
deducem \/d < ), ambele situalii fiind contradictori
Fie

0/ 3 _. f_;; _}

Sl avem :

Rezulti ca Q(J:T) f{:;rmeuzﬁ corp fala de operafiile induse de Iid_ll‘
nm:en o i’!l“i““l‘f‘ﬁ din €, numit corp de numere palralice. Asticl QH-’IH’*
Q). @/ —5) etc. suny corpuri de numere pitratice.
lnel?le (£, +, +) si (Zg, 4+, <) nu
ar li x = Z, deei
inelul Z

sunt corpuri. In adevir, 2r # 1 oricart
A ;?‘ au este inversabil in raport cu inmultirea lui Z. DI

ave s . X 5 g7 g : f
¢ (Z E Ea ag »1€um corpurile nu au divizori ai lui zero rezulti
= e A, ) nu este corp,

Corpul Z, al claselor d '
‘ e rest
inelul Z_ este corp. e

.l# adevir, elementele lui Z, syn

. T Cl
p. Fie p > 0 un numar prim. Atun




i.i.- < Pl P nu d“ldt" Pe a, deci a '}I p
itiv. anume pe 1. Alunci 1 C.m.m de

bi (a, p) = 1. ﬁt; hednd dcum rezul alul de

e clasd a L, h
3 wul oric " 4 = u » ” ésie inversabilda in raport cu ipomul-
, ﬂ'ﬂ. ‘Ei z, este corp. In pnluuln Z; este corp, F

&. ‘ *U este inversabila in raport cu

admit un singur divizor
al IUItI“pta'r‘igul
Li l!\ l{ r..‘.', g dﬂ“'

apltul ¢a orice clash

inmullirea se obseryv Sl
T . ¥ ‘ 2 ﬁ A, A ~ »
P‘m inmulticii lui Z, : (1)~ L, (@)™ =3, (3)t =9 (1)~ ;Y
0. A ~ A A a -~ ~ -
_h +l ) 2 3 4 0L X' 8 3
A A A :-; :'\ Ay ., .-.-*.._‘__.--, = _ﬂ._ ‘_ﬁ_‘_-.—._‘:
‘ el 2 -3 4 RE D '8 6 86
A A A A A - & A ~ A A
BEEe2 3 4 ( % T O N
RS 4 0 1 &0 @4 %3
| A A A A A, ~ | A A A ~
:% s 4 0 1 2 WL e T
. - ~ A A A ‘. 3 “ 4 : g
ue 4 4 {} l ..: ) i L) 1 } .: l
-‘"E} . Tabla adunirii lui Z,. labla iomullicii lui Z..
cd | *,
.0 B Exercitii rezolvate

- ]}_ll Un corp cu palru elemenle. Fie K = {0, 1, «, b} unde 0, 1, aq,

' ) 2 : - 1 adunarea si inmul-
K este o parte stabili a lui M,(Z,) in raport cu adun ,

| fatricelor si alcatuill tablele operaliilor induse.
are turi de corp comulativ.
. Mtule induse confera lui K o structu 1

i - :. . )
: ." Solufie l) Gonform definifiei operaliilor cu malrice, avem:

-
»
are

e

r-



.mm K este o parte stabild a lul M,(Z,) In raport cu operatille de adunare : ol
tableie operaglilor induse fiind : E.

+ |
0

. ‘J ] il b

|

1 0l 0 0 o g
0 | B3
b

d

( U a

0 // 0O b

1
a
b.

2) Cum adunarea si inmultirea matricelor suut operatil asociative, la fe] yvop i 51 ope
tiile induse pe K. Din acelasi motiv operajia Indusd de Inmultire este distributivg g, rap:.:
cu operatia indusd de adunare,

Pe tabla adundril lui K se observa cd aceastd operalie eslte comutativa, admite pe g &
element neutru i orice element din K are opus. Pe tabla inmultirii lul K se gbs
aceastd operatie este comutativa, admite pe 1 ca clement neutru si orice element
diferit de 0 are invers. Asadar (K, +, +) este corp comulaliy.,

din K

IR—E 1) Teorema lui Fermal. Fie a, pe Z, cu p> () nUmir prig

care nu divide pe a. Aratati ca:
a?’'=1 (mod p).
2) Fie a =149"* Calculati @ mod 7.

W - =5 B A w - L
Solufie. Fie Ly, = ZF\{U}. Cum (Z). +) este un grup comutaliv, din Ex. R—2, Cap. 111,
© § 3, rezulta :

R = ] Vr € Z;.

Dar cum p nu divide Pe a rezultd ca

a mod P # 0- l.lL"Cl

kAN

@=amodp # (.

Deducem ci a e Z;, deci




*\ § 5. MORFISME DF INELE 1
AL

CORPURI

e B

Ca si in cazul grupurilor, notiunea de izomorfism de inele (corpuri)

w un criteriu de clasificare a inelelor (respectiv corpurilor), un ecri
(! dentificare a inelelor (re | e

' specliv corpurilor) o |
'ﬂ.‘*l | corpurilor) cu aceleasi proprietali

.' m D‘ﬁm{mrl. ie ‘;1 :;‘l ;1' doudt inele. 0 aplicatie bijectiva f:4 — 4
e izomorfism de ‘nele dacs |
_”M

1|

mm k 1) [z + y) = [(x) + f(y)
pe | 2) [(xy) = f(x)f(y)

"erva: | Muli,x,yE;L

'tﬂil‘ ]

{

‘ Vom spune ca inelul A este izomorf cu inelul A’, si scriem A ~ A’ daca
existd cel putin un izomorfism f: A — A",

T prig ~ Si observam cAd daca f: A - A" este un izomorfism de inele. atunci

m)_,]'_ In adevar, acest lucru decurge din surjectivitatea lui f caci daca

¢ e A, atunci ' =f(x) cu x € A, deci:

)z = f)fE) = f(1-2) = f(x) =2 =2'[(1),
' de unde f(1) =1

" Renuntand la conditia de bijectivitate asupra lui f in definitia de mai
] mial adaugind cerinfa :

N K1) =V’

" ge obtine notiunea de morfism (omomorfism) de inele.

Dacd f: A — A’ este morfism de inele, atunci din 1) rezultd cad [ este
" morfism de la grupul (A, +) la grupul (A", +). Conform rezultatelor ob-
finute pentru morfisme de grupuri, rezulta ca:

3 () =
R f(—2) = — f(x) vV € A.

~ Ca un argument asemdnator celui folosit la grupu

W

2@ A este inversabil, atunci f(z) este element inversa

i fz-1) = (f()"- |
I — K’ de la un corp K la un corp K
daca [ este izomorfism (respectiv mor

\

ri, se aratd cd daca
bil al lui A" si

= spune ca o aplicatie f: K
orfism (morfism) de corpuri
) de inele de la K la K'.

morfism de corpuri [: ;
% 8 K astfel ncat [(z,) = f(zs) $* S

K —» K’ este injectiv tn adevar, [ie

% potam T =T — T

— fz) = f@)t
D flz, + (~2) = fiz) + (=2 =TT (— ) = fz
!"I | + (— (=) = 0.




Daci x % 0, atunci putem scrie 1= /(1) = [(xz™") = [(v)[(x ) O'f(r »
Contradictie, ciici 1” # 0’. Rimine adevirat ¢d v = 0, deci r, ) st

rezultd cdi [ este injectiv.

5.2. Definifie. Fie (A, * © ) si (A'. A, ) doud inele gi f: A _ A ) :
catia f se numeste izomorfism de tnele, daca: plis

J-_'I dl: uﬂdﬁ

i) fesle 0 funclie bijectiva '
ii) feste morlism de inele, adica:

1. f(z+y) = f(z) Af(Y) |
2. f(zoy) = f(z) v {(y). pentru V z, . € 4.

Daci A este un inel, atunci ca §i in cazul grupurilor, up iZ0mop(js
(morfism) f: A — A se numeste aulomorfism (resp. endomorfism) a] ineluly; :‘
Aceeasi terminologie se foloseste §i pentru corpuri, '

' i— — e
S S — Sl T g e

Exemple
1. Aplicatia [:Z — M,(Z),

@ = d

' ¥a € Z
0 ﬂ)

este un morfism injectiv de inele. In adevir, pentru orice g b 7 avem:

b;aﬂFbO :ﬂ’O bﬂ_ _
b ( UILFJ (UtJ+(o J-Iﬁ)+ﬂ@
0)(b

ab 0 0
LR I T Jo 3) =@

Injectivitatea lui [ este evidenti.
2. Pentru orice 2 e 2

. a + bi Cu ﬂ. b (== - 4 B '

Jugalul i z. Aplicatia R, notim cu Z = a — bi con-
[:€=C, fz) =3 vzec(

St un automofism al corpului C. In adevir

f{((jw;rz)_;if_m Tk B =) 4 (),
- Pt :f(é')f(”‘) oricare ar fi z, w € C.

Cum z‘ =2z = [(3), rezult
corpuri este injectiv

Exercitii rezolvate

e,

s [R—1]Fe K={0, 1, q,

s R

B | b} corpul cu ~1,§4.
Mlhh Cd - patru elemente de la Ex. R=1.§
1S N,

h—- F\‘n
1 . *.‘_ -

-




.I'
¥

hlhﬂ‘“’ ' A, (X)) =2, v & K

7 e
’}wﬁ g # 1, este aulomorfism al lui K, atunci

N 1 Din tabla adunarii corpulul K (v. §4) rezulla L
"

este automorlism al corpului

g =]

a4 = L 4 1 UV, VYr e K.
mul A este comutativ, penlru orice r. y €@ K. avem
bem (2 4+ UNX + U}) o ([ !
=+ =¥+ UN y U T NE ) =2t o ay 4 ogx 4
w2+ IY I Y =T (x4 ) 4 Y= a4 Oy

R
‘.&\ = (‘"){Iy} = x(y(xy)) LYE)Y) r((xy)y)

1 .”'; 1] t ul

‘ m)‘ r(x(yy)) r(xy?) (XX)Yy* = T
i ‘ I H - - -
B S Polasind pet. 1, pentru orice 3, y € K, avem
(2 +9) = (x4 y)t =2+ py? = f(x) + )
f-: r ::.; '! ' I |!,||| } - | 1 b . 'I,r. : I|F ! |;

H ’ iHESﬁ Irﬁ.tinl Ca f este l.‘lljt?'p!_i"-. Folosind tabla in nultirii "-'l-.ll'['r'-hi].,-.,u, K (v. .':;a A
'ﬂhmuutlai rpﬁt fl dﬂlﬂ' [H‘in t:tht-:“l urmator -

!-:1:' ¥*1 U | D«

g observil astfel cd f+ 1, si cd [ este aplicalie bijectivi
- 3) Cum g esle morfism de corpur: avem g(l) U s1 g(l) 1. Atunci, pentru ca g # 14

{rebuie ca g(a) = b si g(b) = a, de unde g f

I:B—leiE K multimea tuturor malricelor U € M,(R) de forma

U = g J a. be R.
- a

1

1) Ardatali ca mullimea K este o parle stabiia a
lhmm si inmultirea matricelor si ca operaliile
_ﬂ“tﬂri de corp.

~ Solufie. 1) Fie U, V = K,

lui M,(R) in raporl

induse confera lui K




! 1 0 . : u b

0 0 v P ( J - I\ y { ( ) 1

o & K, k= ' < K
0= (ﬂ i]) 0 1 { ~8) (

te limpede cd operatiile Induse satisfac axiomele inelului.

e o & 7 G U# 0
AR y 1 g od v CLLL u .
Fle Us K, U#0, b“(---b b S gl b
i
a* + b # U
Fie a b
i {1 at 4 bt a* + b?
BE | U’ = - K,
,J|‘1'-'. b a
|F |j at -+ bt at* 4 bt
[
':r | O verificarc imediatd arata ca
| i :a- # L,lr — {; {_F i : f:'l
| deci U este inversabild si U™' = U’. Asadar, K esle corp.
2) Fie z€ €, z=a + bi cu a, b € R. Delinim
{
| ’ a b X
| ) = = .
; =y
i PDacd z, we L, z: =a 4+ bi, w = ¢ + di, atunci
b
| 1|| T+ W= (a+c)+ (04 d)i, 1
!!' tw = (ac — bd) + (ad + bo)i :
| deci
a+ ¢ b 4 d a b ¢ d
[(z + w) =( ] = 1 = [(2) + [(w)
- —(b+d) a-+ ¢ — b0 @ a ¢ .

! ac — bd 'ﬂd ' b D . 1 \
il f(“ﬂ):( ; . o [(z)f(w). - ;I
. “ —(ad + bec) ac ba b o d ¢ ' ].J

| l| S mal observa cd [ este aplicalie bijeclivi, deci [ este izomorhsm. de unde C=h | ;

3 6. FOLINOAME CU COEFICIENTI INTR-UN INEL COMUTATIV

In clasa a X-a s-a dat

compleesi. Sub forma zis
inir-o nedeterminaty \

0 (‘DHSII‘U{‘{E{‘ ]’)[‘HII'U p{}]jn(};]”u;]ir Ccll l'!'!l‘fit'li‘ﬂ“
d ﬂfg{'bﬂl"{i un p“”ﬂe"?fﬂ f{'ll {"DE'ﬁl“l-l’-Ilti {v[_”]][}lf‘iffl.
este o expresie de forma

f= @, + a, X -4- 0. X" s, ”n‘\:u‘
= 0.
S-a notat = R}
i plecsi in nEdElZ:nE[I}X{] m;lllmea tuturor polinoamelor cu coeficie
) ) : o 2 . a a . = h 2 . . oo
gy \ !"4‘-&4- ﬁ;X—[- b, X* 4 Dac3 r'_Q'E (‘[:\], f = (g + a4\ ”:‘\2 'duPi
- eum urmeazj - ~++« S-a definit egalilatea, suma *:: prnduﬁut’ .

nli com




F L

- L
.

S lista proprietatilor adunarii i inmultivii polinoame -
pin o : | | loamelor cu
| pm-.'ii' stabilite in clasa a X-a. rezulta -

-ﬂ’dx' esle inel comulativ in raport cu opercliile de

2 uamf‘”r.
.pﬂf" tia lu U] X, prec | -
_ in construcin A precum st in demonstratiile proprietililor ope
' . i

ﬂ‘i“ﬂr ¢l p“““””““'. d 1ntersvemi || HLOWU st ntial. |.IiJ!Il| Cad adunarea )
Illllllt'l‘l‘lul' L'Hillpll'?\u salisliace axiomele immelulut comutativ, 1 i

coelicients
;

adlunare st frunallive

nﬂﬂst m{.}li'\' pUlt.‘lll I‘thn.-“i pu C cu un inel comulaliv oarecare A. Se obline
iﬂel“l comultatiy .’4|..\| al polinoamelor cu coeficienli in A. Inelul A poale
Fi:inelul f/ al i|1lr|};_"|l“‘: lul*l”“;'iL inelul :f.“ al claselor de restnri modulo n ele.,
ln parlit‘llli”' A l“’“li“ i.l R €COTD "“'“I”'iim- de exemplu Q, R, €, Z,, p numar
pl’il'ﬂ- Obtinem astlel inelele de polinoame

BIX) Z.[X] 0[X). RiX], C[X)., Z.[X]

cu EﬂE[i{"-it"nlri n Z ?.n- Q H L, f‘ i't'ﬁ}u't'!ik-

Fie [E ;1[.‘('. f Iy + X . (A Elementul a;, € A
s¢ npumeste coefivientul de rang 1 al polinomului f. Daca a, ) atunci ler-
menul nX# poate fi omis, 1ar daca « |, atunci termenul 1 Xt poate h

sa':l'iS Simphl \' I};IL":I fl".‘wit_‘ diterit de l:--lll;u!l;nl \ alunct exista n =2 0

aStrEl L (i, = ) ‘-.l (l; ), Yl rn. In aceste condiln f va [i seris de re-
guld dupa cum urmeaza :
f =a, + 0. r. X",

NumﬁrUI n —_— ITIH\ EE{I‘, _-rE: H'II o SNTRARE '.~I" -"..'-.".-' !Il |g|5|.||‘,;_|.]|.,=| , “"11'“ b

gi‘&d f. iHI‘ i, St ['llll'lli‘i-.;“‘ .'ruf,-a r'rn.-“.-'ff donvinanl al al |
Prin definitie, polinomul O are gradul 0O
K. R 3 Biel, g © AlX] [ =a - @ X + ..o QAT
| ( b, + by A o D AT

> m. Alunc)

I.]'t'-.HE.I:'!!'.I'TH ca N

sua, #0, b, #V1). Pentru a face o alegere,
!'rr.-l.l'\ G

f+ g b {”U B h“} ) I.”l h'l]'\: . ' r:I'rrr
AR P, Sl e SO a1, -\

o
5 |
. r'_,,, rg - ﬂﬁbn + (”ubl =i “lbﬂ)*\ 0 IR
]L_, undg

- grad [, g_}['ﬂ{l q)

i grgd(r _li\- y) < max :-T"‘l

F
]

(.2 a b IX"
i+ =R

b srad (fg) < grad f -+ grad ¢

‘Il

5 :-"' mulele de mai sus rivrnan ad

¥ - : a = Ly n
&N —=msia, — — bn, alunci in prif

«i atunci cind [ 0 sau g =0.

a formuld avem inegalitatea 5tru:ti:

‘l fara divizorl ai lui zero, atunci

b # 0. Mai mult, in
m

evarale

—

:e-;__.,_r, f#0 8 g # 0. iar A esle ine S
#0 efici din a, # 0 s5i bm # 0 deducem €< ©a

g () = g 1854 8




Asadar :

6.1. Teo ewi Macd A este domeniu de Integritate,
¢sie domeniu de integritate §i

grad(fg) — grad [ - grad g, V[, g € A|X].

Fie A un inel comutativ, f€ A[X], [=a; + ;X + ... + @, X" g Teq
Elementul f(x) € A,

atunej A[X)

! I(IJ {-I—_t——-!' a, + O, = s 1 ﬂn.f-

se numeste valoarea polinomului [ in punctul z.

6.2. Teoremi. Valoarea sumei (produsului) a dous Polinoame
[, 9 € A[X] intr-un punet r este egald eu suma (respectiv produsul) yaje.
rilor polinoamelor f si ¢ in punetul z:

(F + @) = f(x) + g(x), (f9)(x) = [(x)g(x).
Demonstrafie. Daca [ =a, +~ &, X + @, X* + ..., g=b, + b, X + by X 4
+ ..., atunci pentru orice r € A avem :

Kz) + g(z) = (ap + ayx + a,2® + ...) + (b, + 0,2 <+ boxt 4 ...

= (a4 + b)) + (ay + b)x + (@ + by)x? + ... = (/ + 9)(x)

[(x)g(x) = (ay + a,x + a.x® + e s O + by + box® +...) =
= U0y -+ (aph; + ayby)x - (Aol + a1 b, 4 aybp)x® 4 ... = (fg)(x).

Fie f & A[X]. Asociind fiecirui element r e A valoarea f(x) a polino-
mului f in punctul x se obline o fu nclie f: A - A4

i L

[(x) = [(x), vz € A,

numila funclia polinomiald asociali lu: 3
Zerourile functiei polinomiale f:.l -+ A asociati polinomului ] & :’t{X'
1) ale lui f. Cu alte cuvinte. un element ¢ € A se

numesle rdddcind (din A) 1 poligomului f e A[X] daca valoarea lui f in
punctul g este egala cu 0, decj fla) = 0.

S€ numese raddacini (din |

Exemple

*, atuneci funclia polinomiala asociatd
€ 0 variabili realy F:R - R

f(z) =8) =7 = gp 4 e

| v Yo € R,
Ra dicinile (din B) ale palinomulyj [ sunt




B B X)L = X 12X 4 X 47, g X 4 Bx | (coeli
ki h Y ¥ : - e o~ Ir EU{‘ "
_I-F?T.e_.ﬂ ﬁﬂpm'[“dtl tat egali cu 1) atunci lunctiile

.&-‘za‘ Qiza “ e ZJ Pot L descrise Prin
| folosind tabelele

polinomiale asociate

valorile lo Il orice r e 7

,\ r|0 1 2 [ T T
"“4. " | re oo st i
, el 11 2 1 I,“,,\ 1 9

ge vede In acest caz ca [ # g 5i totugi f — g

Si mai observam ci iln“lln;i[]“-]p " 81 4 nu . 2w 4 N
f LA dU radacini in /1

“ S Fﬂlinﬂmul f=2X —7 € Z[X] nu are radicinj In Z. In adevir, daci
Vajg. pﬂltm a € Z avem f'l'n‘} U, atunci 2g V. deci 29 70 90

| este par si 7 este impar. Contradictie.

Iy Orice pnlinﬂm f de ;.:l‘ilil | cu 1'{1,-I'irn'n!_i dintr-un cor P comutativ A admule
'ﬂ rﬁdﬁcinﬁ in K' [n Hdl"\ ;“I“-‘ i“H; f = ;\'E \\] ‘|||" l.: \ u LIAUE E; = If'n '
b*o Flﬂ' { = =0 'a € K. Atunci

r(f) = (1 —+— br = a —+ D b !H} (] (] (1 (] |

5 Radacinile 1n Z. ale polinomului f € Z.,[X], { Ay Yog N ] ;‘-h;_ In
adevar, funciia polinomiala asociata, f:Z. —-Z. ia valorile date in
tabelul :

161 2 3 4
o p f([} i :;' () !] _‘

Fie K un corp comutaliv. Corpul K poate [i de exempln C, R, Q, Z,,

numAar prim. Teorema de mai jos a fost demonstrata In l.];-*-;l!hii ?\_-:l
% eazul K = € si demonstralia s-a bazal In “r.f:l: i-"11~£-!n} ca n_r Ice
gumar eomplex z # () are invers fata de inmullire. Din acesi :-’_"'t“.
i‘ezultalul ramane adevarat daca in loc de C ludm un corp comutatiy A
~ parecare. Asadar : '
2 b <F o 2 KIX + (). Orieare
~ " 4 rp comutativ §1 g = K| X]. g 3 :
N .-3- Teorem a. ,P IF K lfn B P. 3 1 r e h‘[,\'] unie determinate
| ;i ﬂp“ﬂﬂﬂlﬂl fE h[;\]* exista pnlmn.nni e (,
"
N <

&

=91+ T grad r < grad g¢.

iv res impartirii lut
~ Polinoamele q si r se numesc citinl respecliy reslul imparti [

it

}dﬁxa +§X 42, g =2&%"F

;if 5 g«Z[X] f=3X + 4 X4 3X° -
i - A _ = = LN
Xk 1, S§ se afle cAtul si restul impar{iri =
j dominant al cAtului este IL?l'E'mI[h'lﬂtnzlun'}rn':';‘*nlam‘, a
ficientul dominant al lui g da goeficientn

i rin 4. 5 :

1 lui f. Deci




Folosind tablele operalillor corpului Z, si organizarea uzuala a caleulelop
din algoritmul impdrlirii polinoamelor, avem :

" e ‘.

{X4 £ 3X9 + 3X2 4 2X - 2

- 2X¢ + 4X°
X4 + 4X3

]

XS - X3

/” ."\' J

Rezulta ca q = 4X® + X

L 3X 4+ 1) (4X

L

3X5 1 4X3

Y

i~

¥ i i
'J\ -
i |

Fie f, ¢ & K[X]. Vom spune ci polinomul ¢ divide polinomul [ si scriem
g!f, dacd existi ¢ = K[ X] aslfel incat [ = gq. Se mai spune in acest caz
ca g esle divizor sau factor al lui [ in inelul K[X] sau ci [ este mulliplu
al lui g in inelul K| X].

Calculul valorii f(7) a unuj polinom f e K[X] intr-un punct a € K
poate fi facut cu algoritmul impartirii polinoamelor. In adevar :

6.4. Teorema restului. Fie K
$i @ € K. Atunei valoarea f(a) a pol
restul impdartirii lui f prin X — 4

Demonstirafie. Fie ¢, r K[ X]

un corp comutativ, f e K[X]
inomului f in punetul 4 este.egald eu

astfel inear

@) =(X —a)g+r, grad r < grad (X — a) = 1.

Rezultd ci r e K si deci

KM=«X—®¢+OW)

Tot ea o consecinti _ e : saraclerizare a di-
Vizorilor de grad 1 a un ‘

- ®)q(a@) + r(a) ~ r(a) = r.

+ (Bézowr), Fje K un corp comutativ,
X — a divide Pe [ dacii si numai daci




|.

wnstrafie. Evident X — a divide [ daci si numai daca restul r »l

- -

=irii este 0. Afirmatia rezultd din faptul cd r = [(a).

ai“'* {irea unui polinom [ & K[X] prin X — @ (deci si calculul valorii
ace cu schema lui Horner.
1) § Pa.ala !

L
1.1._

; Exercitil rezolvate
|

R—1]| Sda se det rmine doud pohinoame [, g ¢ Z[ X] astfel incal

—— . ) : i
8X — 12X* 4 8X3, grad [ =1 §l grad ¢ = 2.

hu-—- 1+
| Solulie. Gonform conditiilor din enun}j avem f = a, + a;X, g = bo b, X + b,X?, unde

* .’ - zi ay # U h‘i b: * 0. Avem :
r’ = u*b.' + (“I'l:bl + ﬂtbl}}"{ _J[_. {uﬂbi + ﬂlbl)-'{l "i'

conform definitiei egalitatii pnlinuumwiur.

a,b,X* = — 1+ 6X — 12X + 8X°,

deducem :

de nnde,
by = — 1;
luﬂbl 4+ a,by = b,
a,b, + ;0 = — 12
1 | \uib: = B
| = s B R RN
Dar, din a.b, = — { cu a@,, b= L rezultd @ =1, bp= — 1 8530 & &
=1 0y = — {, avem :
b, — a, = b,
b, + a,b, 12
E a, b, = 8,
" de unde a, = — 2, b, =4, b= — i, _d}*f:i_ f = ‘.I.'{r s g_i__ .1 4 4X — 4X% Cand
Bm=—1 = 1 se gaseste [ = — 1 + 2X §i ¢ 1 4X + 4A%
3 I f e ZJX] astfel incat

\l’. --—2\ Determinali toate polinoamele

f~= 0 si grad [ = 1.

Kceeasi problema pentru pniinnnmele nelului Z [ X).

e

Solulie. Fie [ = ; - ;}{ e ZJIX), b# L. Cum [* = 0 rezultd cé

0=[t= feet: hX)(a + bX) = a* + 2abX + b'X*

- sl deci, prin identificarea coeficientilor, avem :

N




A A A A A A A A A A
Rezu ltd ot solutiile sistemulul (S) sunt (0, 0), (0, 2), (2, 0) 51 (2,2). Cum b 4 ) dedugey

A iy iy
¢ polinoamele cidutate sunt 2X sl 2 4 2X,
Observim cit Zy este corp, decl inelul Z,| X] nu are divizorl al lul zero $1 alunel djp T ﬁa
Ay
rezultd [ = 0.

IR.....:] l Fie f'E Z;}[:{L f = X3 l :Ai,x -{--‘1. Sa se alle catul §| rEstuI

impartirii lui f prin polinomul X - 3.
) 5 /,A} . .“//\.1

- ;
Solufie. Avem 3 = —2 deoarece —2
st folosind schema lui Horner

Fy .

i —

deducemcéq=]{’+2}{—r§$ir:§:f{‘}-

' R—4 | Fie feZ][X], f=a +aX +... + a,X". Aratati ci f se

divide prin X 4 1 dacid si numai daca [ are un numar par de coeficient
N
a; # 0.

) ! -, iy
Solufie. Cum 1 + 1 =0, avem X + 1= X - ; Dar

e
(1) = a, + G <+ .00 - a,
] ] - A oy
gl cum 1 + 1 = 0, rezulti cj f(1) = 0 daci si

: )
numal dacd numdrul coeficientilor a # 0
A | esle
par. Se aplicd apoi teorema factorului, |

| R —-5| Fie K un corp comutativ, f e KlX]sia b e K. g # b.

1) Arata{i ca restul impirtirij polinomului f prin (X — a) (X — b) este

;;(a) — 1Y) - _ 9f(}) — bf(a)

a —-h

a—p

2) Daci X —alf, X —b|f si @ # b, atunci (X —a) (X =0)]F.

Solufie. 1) Cum gradul polinomulys (X — a)(X

PHR D cate de forma X 4+ 4, cu ¢, d « K. o g ) este egal cu 2, restul impértirii fui f

€ K[X] astfel incat

M““’mﬁf(ﬂ)=m+d

$i f(b) = |
ol d = (@ — b)-(app) — bf(a)). ®)=¢eb+d s cm a # b avem: ¢ = (a — b)~(f(a) = D)
?) Dack X —a|fg x _ |

| y = 0| f at

.-ri—.
&1 3
L

¥
= ‘. f
o




3 T l"{‘.I‘LIN(}AME IREDUCTIBILE, DESCOMPUNEREA POLINOA
MELOR IN PRODUS DE FACTORE IREDUC TIBILI

P

” un corp comutativ
ata X ¢u coeficienli in K. Yom
e lcetﬂﬂ cu cea a inelului Z al iullt'y‘llul I.'11|inn.'1h. Se slie ca pt

jntreg a > | exisla numerele n. unic deler

M

si K[ X) inelul polinoamelol in nedelermi

arita cd aritmetica inelului K[ A ] esle 1n

nmiru orie

prime p; > . 1. %1

St pumar o
‘r-tﬂ ISUG‘ incit a = p\Pa. -+ Pa rezultal cunoscul csub numele de (eo
rema ﬂlndumenlum a arilmelicii. Un rezultat aseminitor este adevaral i
fﬁﬁ : | | tru polinoamrle cu coeficienli Intr-un corp comutaliv K. locul numerelos
1 fiind luat de catre polinoamele ireductibile (v. leorema &:.2)
s F& f\[.\fl i pmrhnnm de

7.1. Definifie. Fie K un corp comutatiy
n >0 Spunem ¢ii [ este polinom reducli 0l
doudt polinoawme 7, h € K[X] de grad strict mai mie ca n astie
In caz contrar, spunem €3 [ este ste corpul A

peste corpul Ix dacia exislil

| incal | (1

puliuulu ireduclibil pe

- se | Exemple

‘nt " 3. Orice polinom de grad 1 din K| X] este ireduclibil peste K. In adevar, lie
' [ = aX + b, a # 0, un polinom de grad 1 din K[ X]. Daca [ este reduc-
tibil pﬁtﬂ K Eﬁiﬁtﬁ {q, n € I'\,[\I a5l [el ineal
f = gh, grad ¢ < {, grad h < L.

i
Evident g # 0 si h # 0, de unde grad g - grad h = 0.
grad ¢ - grad h = 0 +0 =0,

Obtinem 1 = grad [ = grad (gh) =1
Contradictie. Deci [ esle ireductibil peste K.
- 8. Dacd un polinom fe K[X] de grad n > 1 esle ireduclibil peste K, alunct [
nu admife rdddcini in K. Reciproc, daca un polinom [ € K[X] de grad 2

f sau 3 nu admile rddidcini in K, atunct f esle ireduclibil pesle K.
In adevir, dacd grad [ =1 = 1 si @ € K esle radacina a lui f, atunci

conform leoremei factorului X —alf deci exisla q € K[ X] asLfel ineal

f = (X —a).

Cum X —a,q € K[X]s;igrad(?( —a) =1 < n,graaq =" — 1

rezultd ca [ este reductibil peste K.

< R

aca [ este reduc-

]
.(: " Reciproc, presupunem ca gradul lui f este 2 sau 3. D
' te o radacina in K. In adevar, fie g, h € K[X]

tibil peste K, atunci fadm
astfel incat

[='gh, grad g < grad f, grad h < grad [.
3. rezultd grad g = 1
g:ﬂX—!-bEK[XI. '

- Gum grad [ = grad ¢ + grad h, iar grad f este 2 sau
sau grad h = 1. Presupunem ca grad g = 1. Atunci

a # 0. Fie ¢c = —_a-'b € K. Avem
fle) = 9(Oh(c) = (a(—a”D) + byh(c)) = 0+h(c) =0-

85 |
o
i




Astfel, polinomul [ = X? — 2 & Q[ X] este ireduclibil peste @, 1,
adevir, in caz conlrar existd a € Q astfel incar 0 = f(a) — 4 2. &

inde \/E =a € Q. Contradiclie,

S& observam cd acelasi polinom A® —— 2 este reducltibil peste R

[ ' B
elci [ = (X —/2) (X +2) si X —/2, X +/2 € R[X]
Polinomul [ - X* | G F A1 € Z[X] este ireductibi Pesie
corpul Z,. In adevir, grad f = 3si f(0) — 1 # 0, [(1) =2 # 0, [(2) =} ;ﬂ{;,

& Polinoamele de grad 1 din ClX ] sunt singurele polinoame ireductilile pesfe
corpyl €. In adevir, din EXp. 1 rezulta ca polinoamele de grad | din C[X]
sunt reductibile peste €. Fie  acum [ € Cl.\|, astfel inea) grad f > |

Sa aralam cia [ este reductibil peste C. Conform teoremei luurla::m-nta]e
a algebrei (d" Alembert-Gauss) exista z € € astfe! incas [(z) = 0. Din
Exp. 2 rezulld ca [ este reductibil peste (.

Polinoamele de qgrad 1 si polinoamele de grad 2 [ard raddcini reale din
R{X] sunt singurele polinoame ireductibile peste rrarp}n' II. Esle suficient
$a aratim ca orice polinom [ € R[X] ireduclibil peste R St de grad
n > 1 este polinom de grad 2 fara radicini reale (v. Exp. 1si 2). Conform
teoremei fundamentale 3 algebrei existd z —a 4 ib € C astfe]l $neas
[(2) =0. Avem b # 0 cici in caz contrar z =a € R si atunci f ar fj
reductibil peste R (v. Exp. 2).

Cum polinomul f are coelicien{i reali, avem si [(() =0, ‘unde 7 =
= @ — 10. Deoarece RIX]C ([X]), avem [ € C[X], {(z) =0, [(3) =0,
deci in inelul C[X] polinomul [ se divide prin X — : s1 X Z. Dar
b # 0, deci z # 7 si atunci (V. Ex. R—5, § 6) deducem c¢j polinomul :

(X —2) (X — 3¥ = X2 — 24X L a8 + b* € R[X]
divide pe f. Deducem ca exista ¢ € R[X] astfel incat

(o) b= (X% _ 2aX + q® 4 [JE)Q.

Daca n > 2, atunci din (o)
Ipotezei. Asadar,n — 2 q € R,
de grad 2 fara radicin; reale.

Fie [, g = K[X]. Spunem c3 [ este asociat in divizibilitate cu g Si scriem

[ ~ g, dacid exisli ¢ e K, a # 0, astfel incat f — aq.

Putem acum enunia urmitorul rezyly

(d o 3 at care generalizeazi la polinoame
¢u coeflicienti intr-un Corp comulatijy e

orema fundamentali a arilmeticil :

72. Teorems. Fie K un
. corp ¢ . o 5 .
de grad mai mare ¢a (. Atunej : Sl 8 [ € K[X] un polinom

ireductibile

|
3

-




- 2) Daecdd [ - | 7 A “hfie - o[ sunt doud descompuneri ale polino-
mului [ in produs finit de polinoame ireductibile, atunci m

8 permutare a « S astiel incat f, /

m sk exis f

af i) | = { & M.

Demonstrafie. Vom demonstra numat abirmatia 1). Fie n grad [.
Dacad n = 1, alunci [ este ireductibil peste A si deci 1) esle

adevaral (printre
le prﬂdusele finile accepltam si produsele cu un singur factor).
~ 3 - _ | - . : : . -
0 Presupunem c¢a n > | st ca alirmalia 1) este-adevirata pentru poli-

noame de grad mai mic

ca n. Daca f este ireduclibil atunci 1) este adeviral.
‘_’r In caz contrar existi 7. he K [X] astfel incan [~ gh, grad g -~ n, grad h — n.
:" Conform ipotezei inducliei ¢ si A suni produse linite de polinoame iredue-
libile peste K., deci si [ = gh este un produs finit de polinoame ireductibile
e p 4
esle K.
n (.3. Consecinl(d. Orice polinom [ C[X] de grad mai mare ca S€ repre-
Zintd ea produs finit de polinoame de grad 1 din CIX], unie determinate mai
) pufin ordinea si o asociere in divizibilitate a factorilor.
: Demonsirafie. Rezultia din Teorema 7.2 sj Exp. 4.
l /4. Consccintd. Orice polinom [ e

RIX] de grad mai mare ca ) <o
ame din R[X| de grad | sau de
¢ mat pufin ordine

repre -
grad 2 Jira riada-
4 31 0 asociere in divizibilitate

| zinld ea produs finit de polino
tini reale, unie determinat
a factorilor.

Demonsirafie. Rezulti din Teorema 7.2 si Exp. 4.

Exercitii rezolvate

,‘R_—I l Sa se de

el f = X' \3__ \2__ oy

scompuna in faclori ireductibili | este Q, R s5i C poli-

a 4 : b, L 1
- 2 stiind ¢ia admile radacina = — — — 4
2

S
2

-
L

- ] 3
| ~ Solufie. Polinomul [ avand coclicienlii reali, admite si rddicina z = — i i——2{-,
g flt divide prin polinomul (B — KX =3 =X*"E X 31 (v. Ex. R -5, § 6). Ob{inem :
| 1

M f= (XF < ¥4 X + 1)

'!. ?ln ridiacinile polinomului X2 - X 4+ 1 sunt complexe rezultd cad X + X 41 et
. ihil peste R $1 cu atdt mai muali peste Q. Am observat ¢ X2 — 2 oxte iredactibnl

X (r. Exp. 2). Asadar, (1) este descompunerea lui £ in factori ireductibili peste Q.
' lui [ in Tuctor iredactibali peste R e.-;ll C sunt;

-

.« [= (X = J2(X + J2(X* + X + 1),

2 SN .. 4 3
BN - e+ o+ 418 x4 1),
#




I-‘

‘T;_I S5 se descompundt in factori ireductibili peste corpul Z, pep.

9 ” iﬂ v »
nomul [ = X* +2X* + X + 2 € Z,[ X].

Solulie. Pentru a vailorifica observaliile filcute la Exp. 2, sh cercelam valorile f(r), 1 & Z,

‘vem:

deci fse divide prin. .Y
schema lui Horner

obtinem [= (X — 1}{11 - l} Cum X* 4+ 1 nu are rfid&um in L, rerullu ca fau ireduclibil -

peste Z,. Descompuncrea ciulalll esle f= (A = l}{\‘ “ = (X + ..J{ Al 4 ll,

I R-3 ‘ 1) Cite polinoame de grad cel mult 4 sunt in inelul Zi,[}{]?

2) Sa se gaseasci toale polinoamele de grad cel mult 4 ireductibile peste

corpul Z,.

Solufre. 1) Daca = Z,| X] are gradul cel mult 4, atunci

[=a, + a, X + a; X* + a,X? + a,X* (a, € Z,).

o ”~
Cum pentru fiecare coeficient a, avem doui posibilitati, 0 sau 1, din deflinitia egalitétii

polinoamelor rezullda ca avem 2° = 32 polinoame de grad cel mult 4.

i,
2) Singurele polinoame de grad 1 sunt \. 1 + X si aceslea sint ireductibile peste &,
(v. Exp. 1)

Un polinom er:lurl bil pesle Z, de grad 2, 3 sau 4 are termenul liber egal cu 1 cici allfel
admile Lﬂ raddcind pe 0 e Z. si deci ar fi reduclibil peste Z;. De asemenea, numadrul coeficien-

Lilor +# 0 al unui asemeneca polinom esle impar cici altfel ar admite pe 1 € Z, ca riidicind
(v. Ex. R—4, §B) si deci ar i reductibil p{-ﬁlr: L ‘Gingurelt polinoame de grad 2 sau 3 care

satisfac ambele condilii sint 1 X + X1 1 + X + X3, 1 + X* 4+ X? si conform cu obser-
valille de la Exp. 2 ele «unt ireduclibile pesle Z,.

In fine,

X4+ X4 X3 4 Xx¢ si fie f unul dintre ele, Dacd [ este
tori ireduetibili nu poale contine factori de gradul 1 cicl
atnnci r{l}) = ﬂ sauy r(l) = n Ceca ce am exclus.

Acum este clar ci descom
(ciici alunci ar contine

ireductibili de grad 2. Cum 1 + X 4+ X
[ = 4, rezultd cj

reductibil descnmpunerm q"l in l'at:

este singurul polinom ireductibil de grad 2, jar grad

f=l(1+x+XI)I.__;+x.+x.-




!radurum

le de grag 1 sunt ;

Awl x2 delinim legile de Compozitie

(a, b) 4 (¢, d) 11:_' (a & D 1)
, it

del
(a, D) ¢, d) — \dc ‘ibh", ud Ue)

ed aceste logi de compozitic
Seied divizori ai lui zcero.

jimea £ a numerclor intreg o

a

conferg mullimij

A 0O Structurd de in.l comutaliv

Tnim 1egile e Compozitie

L el [

+ | =

VI, yez
e f

* T ) — 11} 4 3x

y e Z,

F _|_) estc grup abclian.
s 1) este monoid comutatiy
L) = (*T o) L (xT2), V£, it §u
'. - Y e eh(Z, 1, T)este incl comutatiy (ard divizori m*-“;_ L f“. = _
~ RS abitt inel. ¢ Ul zero. Determinati clementele

R f:Z -7 [(2) =z — a

vIie/J

u“ﬂlu cd s¢ pot defini in mod unic doui

\CRL de compozitic pce Z astiel

[(x + y) = [(x) | [(y)
f(xy) = [(=)T [(y),

,".h amatatl ca (Z, |, T) este incl comutativ si fard divizori ai lui zero, clementele sale
le fiind 1 —a, — 1 — a.

= J, comparali rczultatul cu cel de la Ex. 2

b

() e

M cd A este o parte stabiia a lui M,(Z) in raport cu adunarca s1 Inmulfirea matri-
‘ ﬂ formeazd incl comutativ si fara divizori ai lui zero in raport cu operaliile

A =7 x Z definim legile de compozitie:

L

(a, b) + (c, d) & @+ b+ d),

.’a.' (a, b) (c, d]t!-_i—r (ac, ba).

umlﬂ' legi de compozijic conferd mullimii A o structurd de inel comutativ
b al lui zero. Care suni clementele inversabile ale acestui inel?
‘Utli inele. Pe multimea A = A; X A, definim legile de compozilie :




L |
1) Ardlaji ca 1 are o structurd de Inel in raport cu acesle legi de compozilic (A este

numit produsul direct ul lul
2) Arital cd A este comutally

7. Fie (R @, X) inclul resturilor modulo Y sl

eu inelul Z (v. kX, ().
1) Enumerail clementele inversabile ale Inclulul A.
2) Cum pol [l caraclerizale elementele inversa
2sl B = R X L, produsul direct al lpelulul £,

8. Fic (R, &, &®) inclul resturilor modulo

cu R
1) Alciituifi tabla adunarii si tabla inmuljiril inclulul H.
2) Deducell c¢cd ¥ -+ x = U si x? = x, YV = (X, x,) @ Il

= r. YL E U, Aralali cas

A, Ccu Ay

datd sl numaial dacih
A N > f / |rl'm’i+.ra|.l direct al inelulul $
™

i, si A, suwr inele comulatjye,

bile ale produsulul direct a doud incle?

9. Fic B un inel astivi incat o’
1) x4+ X - 0, Yx e [l
2) xy = yx, Yx, iy € B.

A avem:

Eannt D*°Y), ¥Yd; b & .1,

a® — b = (¢ = b)(a" ' + a b 4

Aridtali cd inlr-un ind comutaliv

{ este valabila formula binomului lni Newlon

Aritali cid intr-un incl comutalin

n
IO N=A KA -
W €5 a0, v, b .\

k=0

fu k= )Y =

. Fie (Rs, @, @) inclul resturilor modulo 5.

1) Verificali ¢t e«@u@a@uaPa =1, Va € R s

2) Deduceld, folosind formula binomului lui Newlon, cd:

(a@ by = a* P b* Va, b € R,.

13. Tie U = M,.(R),
0 a O

U190 cl a, b, ce L.

D 0O 0

1) Pentru ce numere a, b, c € R avem U? = 07
2) Daca U* = 0, atunci E — U csle inversabild si (E )y = £+ U.

li| Il" i b 155 L] % : ' .
ic Z,, inelul clasclor de resturi modulo 12 si G mul{imea clementelor inversabile ale

acestui incl
1) Delerminali elementele lui G si ;
- : ‘ ¢ lui G si ardtali cd G os Yo%, .
o PN AEE SR LR RN este o parle slabila in raport cu -
muijirea lui Z,,. P . port «
-E]' Aleatuitd : - - FaT 1 - .
cuifi tablax operalici induse si deduceli cd (G, ¢) esle grup izomor[ cu grupul

lui Klein.

11' L] i ok oo .
». Rezolvali urmatorul sistem de ccuatii liniare c¢a cocflicienti in inclul Z,. :
JI: 5

IS. Fie U'e M (Z,,) U =




Y

A4
¥ D) Ardtatl cd matricea U este element Inversabil al ine

AA A

det (U) esto canl cu 1, 5. 7 san ﬁ <

Wwiul M Z ) dacd si numal dacs

2) Urmdtoarela matrice din M (£ ,) st inversabile 1 gasiti Inversele lor

- |
e 3 Ay %
§17. Pe multimea A = Q < Q deflinim legile de compozitie :

-

(@, h] + (¢, d) = (4 4 ¢, b i d),
(a, b)(ec, d) = (ac — bd, ad + be + bd).

Ardtall ca aceste operalii conferd lui K o strucluri de corp comutativ.
18, Pe mullimea K = R x R definim legile de compozilie :

(@, 0) 4+ (¢, d) = (a + ¢, b + d),
(@, O)(e, d) = (ac - bd, ad + be)

Ardatali ca acesle operalii conferda mullimii K o slructurd de corp comutativ.

19. Pe intervalul K = (0, oo) definim legile de compozilie

- Y Y 2, g & K,

T p=x""%, VY x, y € K.

Aratall ci tripletul (A, |, T) este un corp comutativ,

20, Fie L — ( x 9
—0 a

o - - n - & My
1) Ariitali ca x* + y* £ 0, Vr,ysZ, xr#0 sau g # 0.

a, 0 € Z,

2) Ardtati cd I este o parte stabila a lui M, (Z,) In raport cu adunarea si inmullirea si
cd formeazd corp comutativ cu 9 elemente fald de operaliile induse.

Pe multimea A = Z x 7 definim legile de compozilie :

(a, D) + (c, d) = (a + ¢, 0 + d),
(a, b)(e, d) = (ac — bd, ad 4+ be).

1) Aritati ¢ A are o structurd de inel comutativ in raport cu aceste legi de compozitie.
2) Determinati elementele inversabile ale inelului A.
3) Aritati ca A ~ ZJi].

. 22, Aritati c# functia f: Q(Y—3) = K
k& fiz) = (@ — b, 2b), = eQ(/=3), z=a + b V—3 cua, b = Q este un izomorfism de

la corpul Q()/ — 3) la corpul K de la Ex. 17.

fﬂu Aritatl ca corpul C este izomorf cu corpul K de la Ex. 18.

&

:"h' Ariitati ci corpul R este izomorf cu corpul K de la Fx. 19.

1

:.



; b
25, Fie N -{(n ' ”ﬂ. b & 0}'
O a

1) Arditati cd mul{imea A esle o parte stabild a lul M, (Q) In raporl cu adunarea i Inmujs

tirea sl ¢d formeazd corp in raport cu operaliile induse
2) Aritatict Q (%) = K.
Fie a. b, ¢  R. Pe R definim legile de compoziiie :

r | y=ax + by — 2, Y,y =R,
ITYy=xy—3ax — 2y + ¢, Vz, yeh.

i

1) Determinati a, b, ¢ astfel incat (R, |, T) si& lic corp.

2) Determinati apoi a, B € R aslfel jncat funciia ;

e ——

f:R—=R, [x)=ax+p VeER
sd stabileasci un izomorfism de la corpul (R, +, ) al numerelor reale la corpy
(R, 1, T)
Fie [, g € ZJlX], [= 2 X3 + :Xl +?3J{ +ji sl g = BﬁX' + i.f' + X + 3, Calculati
f+ g sifg.
Fie [, g € ZJX], f=3X*+ 3X + 3, g = 2X* +4X + 2. Calculati fy.

i T

Fie fe Z,[X], = X*+4+2X* + X + 1. Delerminali toale polinoamele g = a X* &+

+ 0X* + ¢cX +d € Z,|X)] cu proprietatea : ;,:.:. f.
Enumerali radicinile din Z, ale polinomului f = 3X* 4+ 3X € 24 X].
Sa se¢ delermine doua polinoame [ si g de grad 1, [, g € Q| X], astfel incét

49" = X'+ 1, [(2)9(2) = 2.

/

Determinali gradul pelinomului f € R| X],

[= (A" +3A +2)X2 + (A* + 4A 4+ 3)X* 4+ (A* — 1)X 4 1, unde

A este un paramelrn real.

5 se delermine doud polincame fsigdegrad 1, [, g € Z| X], astfel incét

(X? + 2X 4+ 2)f 4+ (X* + 3X 4 3)g = 1.

Fie K un corp comutativ si f,, f, f; € K[X], grad i =i, 1 <i<3. Aritati c3 egali-
tatea

a;fy + af; + afy =0 (2, € K)

este posibild numai in canl a, =

& : = &y = a3 = (. Generalizare.
e f€ R[X], grad f < 2. Dacid existi trei numere reale diferite &y, &y, &y aslfel incal

flz) = 0, i e {1, 2, 3

atunei [ este egal cu polinomul zerg. Generalizare

Fie f, g € Z,[X], =35

+ X'+ 2X 44, g=2Xx 4 3X* & ? AfNati catu! si restul

impdr{irii lui [ prin g.

Fie [, 9 = Q[X], [=2X% — 3x» .
astfel inedt g| 1. +aX 45, g = X1~ 2X 4. 3. Sk s determinec a ¢i )




4L

42.

43.

M

4.

46°,

4.

48",
49*.

£

o PREXL w0, + 0, X 4 a;X* 4 a, X,

¥
Determine (i coclicienti polinomului [ daca

!1' AR ' [N ' ¥, N
mﬂ ri rI‘l":llr f - ik - 'r’\'; 'i AL 'I]t'lu'-'ri':kl:.il. il
X + 1.

Fie [= Q(X], |
galeulati f(3).

Caleulal: eu schema lui Hormer cdtul

’ asiiel incldt [ s divida polinomul

L'l a A oAl P, S &« 0l
18\ 15X X 4+ 4. Folosind schema lui Horner,

restul impdrticii polinomului

I‘ (= f| \}, f At L TXE L X J prin A
Dacd pelinomul [ € Z[ X ] admile doud rddicini intreai de paritall diferite, atunci f(k)
este par, v ks 7.

S se du:.:-‘.-.‘m‘upun.t i factor! ireduclibili nesle R osi peste € polinoamele X*¢4- 4. X& 4 97
' ' ¢ - - 2, . T &,

54 se descompunid in faclori ireduclibili peste Z.

1
polinomul

, e A L e b ¥

Fie f€ Q] X], | X3 2.
t] .-'\.I'iif.ull ca I|r ¢sie i‘."l.'li'il-"L'..-'.t [,Jl:_“ifl; lJ.

2) Descompuneli in faclori ireductibili polino [ peste R si peste
I:I'E’ "j' — ;”1' 1+ i, o} Ui el CuU b i i ."l. tatl Ca
1) Functia [: A — A, [f(x) 1 r = 4 agl eclivi

2) (@) =14+a+ b
re A

Jd) Daca. A este corp, atunci 1 + 1 ()

54 k4141

Fie A = {0, 1, a, b) un inel cu patru elemente. Afirmatiile urmétoare sint echivalenle .
1) A este corp ;

il) Exisla r € A asllfel incat 1 + x

Fie A un inel astlel incat x° r. Yz € A, Ardtali cd »? r, Vv € A.

Fie A mullimea tuluror functiilor continue | . Bl s R _

1) Aralali ca A este inel comutativ in raport cu adunarea si inmullirea funcliitlor reale
de variabild reala ;

2) Penlru f€ A, f# 0 existi g€ A, ¢
mullimea x| [(x1) 0} un inl

) Determinalti funcliile din A

Dacd [: Q — C este un morfism de corpuri, al

automorfismele corpului Q(4/2).
Fie R corpul numerclor reale si f: R — It un morlism de corpuri. Aratali cad [ = IR.

Fie , g = Z|X]), h fg si p Daci toli coelicientii Jui I se divid
‘ ; ! E I - - 5 - - -
prin p atunci cel pulin unul din polinoaiitele [, g are toli coeficientii divizibili prin p.
Descompuneli in produs de polinoame ireductibile pesle corpul Z, pelinoamele de

grad =4 din Z,[ X].

1

£ () astfie!l incat [y (), dacd si numai dach

conline erval

C1l] 1‘!'!:!1’.'[91_111-". f2 J

unci [f(x) v, Vr € Q. Delerminali apoi

> () un numar prim.




INDICATII SI RASPUNSURI
CAPITOLUIL |

| | RNt {
3. 1) Penlru orice re i oavem (f., sof: 4(%)) fo A, 4(X))

=l i @i ) x=a, f=ato.

! ' W ] ! ) T 9% B Ul 1
4. Pentru orice x € Z ~ 7, [ (x) are a 2-a componenld pard, decl [, nu esle surjeclivg

pentru orice y = Q <X Q, vy = (y,, y,), sistemul de ecualll Sx, + X, Uiy 4%, + 22 {
solutie unicd, deci [ esle bijecliva,

y drg

6. Primele egalitdli prin verificare directd. Apoi se poate conlinua asltfel

| i) | G o
RSy = Rgliy ( : 1 )-+0° I g0 Lt
1 -

()
2. Mineli condilia ca A sa comule cu nmlru‘t]v(

) i)
¢ 2) = 1)

!
N -'( )‘*'-
1) |

12. Inductie dupa

1. Avem i

ohivol prin 5

frle) rezulld cd (o

din [,(e.) Fales) rezulld (o, .. (..) deay Iy elce,

I8. Daca A: 2 oatanci A ( J ‘W ua, b, ¢c €Y, at + be 4+ 1 =10 e

S Udin 1?- i F r'['?f”]li‘l .
i :

= del(l) = det(AT)del(A) (crd — be) |

' ac - bd
“fll'; ri 4. ﬂ.!] .

Nacd ad — be = 1. atunci
astfel incdl @ = cos 0 si b = sin.0 ele.

gect ad — be = 11, a* + b —

. 1, ac 4+ bd = (0. o2 e AlY i
€= —0, a =d. Cum a* + b2 — , exista 0 e [0, 27)

1
0.4) B=— (A4 ATY. € = —!—-—(.—l — A7),
2 P

=l. Exist® n astfel incat 4 — bq, + t,, b = p

= Faeiqn + Ty, Fa—1 = "alfnser + 0, cu ( <
pentru a si b). Alunci:

@y + Ty, Py == Ple + P viva T

-'l".:rn__l f:_: §

< Fe < b (algoritmul lui Euclid

Py = {rm n} - = {rl—l'l' rn) — (rl—r‘h rn—l)

= ve0 =Py Fy) = (B, 1y) = (a, b).




ﬁq' + :]r thl'

sunt l-lr Jy 4

5

I‘T" 'll+ nﬂw A

L

—-l:&“*r_

1 a prin b, atunci
eete ultimul rest diferit de
umul rest diferit de zero din nlgoritmul lul
e _ 1) =2

a9 Conform ¥
'-". ﬁlf

|

r J doar pe by |

CAPITOLLU

I. VCz

|

A WAFA

3. Vezt

9. lJaca

3. \ez

A |

= (I -1
ﬂ* l"’t b. Vez
l?‘p il
g r! e () ()
! |
p. -
i 3

[ ]
Lablele 11-1 <
fabla 11-3
rablele 1-1 s;
Lablele 11-6

1 (2. O

=) > 1. G
Labla 1I1-8

1 2 '.

II' _'.__ ;

J 3 1

3 () I

i) ! &

' F
-

b

L

3

lj'

-

L esle rest

iy
= 5a L

ele, atunci divide si dilerent

'.:LI.. :':l, -1 I.iln i

‘Il

(2

dsunt relatis

I||4.|1 i

)

EE"‘II Ce Se l"_'\',l.'llulll.{' prin ll.'ll.]h'j:.l q

1) si

sulicient

)

1)e’

ucelid pentrua 2°

b 11 |

; ;j .HUH]

ur

Ul bmpdrtivii ul 29

dAratam

in perechi.

el L

AN ' '
0 din algoritmul luk Fuclic

-

Tahin

11-6

P SN astfel Incdt a = 8¢ +r, 0 €1 < b, Avem :

1 penlru a sl

numerele
Jacd un nunidr
VAP vadoare absoluld. Diferentele In

|

- v b
Sngura complicagie poat e

DO 4 27

1. In particular, daca 4
b, alunci

1

=

prim p divide douit din

valoare absolutd posibile

by Ea

';i'

aparea cand 5 divide pe G o

1. unde

Decl dacd r oesle restul Impartint

* unde

~¢ observi eod 2 divide doar pe ﬂ.r'r )

= 51 bg 4

|| Ili h § - fr\
lrebuie ¢ > b,
i | L 3 d
i | L. 3 i
I 1 I 4 3
J | () | -
1 2 | (] ]
dq 3 2 | ()

Lishia 113

1 abla

17

I este ul-



7. Elementul neutru este 0. Dacd, x, y = (-1, o)atunel x 4+ 1 20,9 + 1 2 0 dm,
r+u+ap+l=0+10+1 320 de unde xoff © -1, aO).

8. Operatia | * admite ca element neutru pe b <nd /1 este [a, b] sau (a, bl lar Ope

ralia . T" admile ca element neulru pe a cAnd H esle |a, 0] sau |a, )

9. Operztlia , T admile ca element neulru pe 1. Operatia J.,H nu admile element ney.

tru, lar cea indusd pe H de L~ admite ca element neulru pe 12.

12. Daclk ¢ € Z este element neutru, puneli condiliile e = O 51 el & 1.

13. (1, n, p), (M, n, 1), (M, 2, 2);

1
14, a=0, b=0,580ua=—, 0= L
' 2
| 15. ¢ = 2.
|
| l\ Al dock ¥ () (3 ” e 1
L | 16. 3) Avem AV = A, VA € | ac = X1 4 ue s
i ]
| R o7z . !
- 18. Operalia ,+“ nu este asocialiva si admilc elemenl neulru malricea — E yyd, -
| F esle malricea unitate. .
29. Fie . ye H.x=a + b L_?_ = ¢ + d I.:',E, alunecr xy = (0c + '_j*h;.l’;} + L + #-f.;hﬁ :
si (ae + 20d)* — 2(ad + 0c)? = a*(«* - 2d%) 20%(c? 2d®) =1, dect xy € N. Cum (a 4
- bV 2)a bY2)= a* — 2b* = 1, avem ' = a — b)2 :
r R - :
; ; 21. 2) A esle simelrizabil dacd si numai dacd a # 0 si & #£ 0 si avem .
L ] a* ()
A=
( rﬂ"lb“l b"l]
E‘ik = 1, f} = 2
1' el .
i) =0. Elementul neutru este (1, 0), elementele simetrizabile synt{1, 3) sf (—=1. B cu b € Z.
=b. Fie & & )M astfel incdt a = aba. Fie ¢ = ab si f= ba. Avem ey = abara = axa =y
|| I I = araba = axa = y, Vy € M. In particular ¢ = ef = [.
7. Ludnd z arbitrar, y = ¢, t= esi v = ¢ se obtine r = = | ¢. LuAnd z = ¢, y==e,
i = € 5' I :lTE'rI!]dr 5¢ {-'l'lt-ltq”f_' g = ¢ L i, ['_lt'- '”nrlt'\ F = \‘.F ;ELU.IT.[ HKETT.’ T i 1 = f.l' --r— 'P]J_
LeeTH=ELedT(Ly)=2Ty, Yz, ye dM. De asemenea, x [ y= (¢ I) L 4
LWLd=(L)NT(EL)=ypTr=pr t

a8. 1) 32:2) 38: 3) 3s st ot . : 0
L] ! g - i) in -.T+ T1Prﬂ.l. Fﬂntrt] n mUItIH'!'E' EI! ” .E"lt"mflnte‘ aq'l-{.r.... ? n'l- - n- B | "

|
Al 2 Mg respectiv,

30. Orice cuvint g = V[ se P

mata cu prim 2 litera - e e
< q{ EIP”J litere ale Jui = : 2"’ este secventa formata cu urmatoarele 3 litere ale lui a.
\I 1| .I‘-q.lp- E 3 » 1 = 7 & "'-'q. — rF- -r- - i 'Y ] o i

. 2 I ';r A # e 4 ] :-" T :i tj ¥ Y — "‘-I.’ 'l-rl . atlln{ul {I'.r:l}.‘[’ — {Il_rj-."'.{q..'-.l- 'I - 1 " =
= (2°x") «(B'v") = 2e(Bav). | 2 oY) . :

oalte scrie sub forma x = a'z”, unde a' este secvenia for-

CAPITOLUL IIY

T N R )

|
=
e

2. Daci x yE€(—1, 1) at
L) 1 ' llnti (Fr ..I_ u'}-"{‘r
Elementul neutru este 0 jar simetricul lui .rh oy - .:m « (-1, 1)

3. Vezi tabla 111-1. 4. Vezi Tabla 111

2. B, Vezl Tabla 111.3.



TV

ol fl Ii r; I o f; Iy I ri fi [s
‘rl -li rl f: rl .\rl fla fl r: .I.l .r; l’i
IR KL A RS b &k Rk A
rl lrl f.l .’.i 0'1 I'I I .'i Jrl lfi Ii J'
Tabla 111 7 PRl KV K6 6 Erfr
I‘"”“’l‘i (ii-2 /3 .r]- .'u I; |IJ J n'r
[ N Bl 4 Bt h
Tabla 111:3
1I0. Avem zyxy = zryy. lamullind la stilnga cu x7' i la dreapla ¢u y!, rezullda zy TR
i 1. Avem (3y)' = ¢ = ¢e = iyt sl se aplicda Ex. 10.
N - 12. Pentru x arbitrar sj y= erezullax= (x°T )T x. Decl £T 2 de unde x
- e . = X, (. - Ade ]l U=
\E = £ 1 U. Aplu‘iud s, 11 deducem 3 A y | x. { l
Ly ”
1 2 i ) )
~ i TR T W I L M
/ i‘ “' ' 1 J 2 } -4 o | | = ]
111 "
I| h 15.Clnd &1 = 0 s5i kK = 0 demonsti ijte prin induclie aca N < U 51 K J, atunci
|...‘h a'.b" == l*;_ﬂ,:l"i.'f'r“i i — ll.-’j- ‘1 i {Q el [ h=%) : = !I"-..'.. ete.
16. Lun Qe = O rezilitla ¢ O 1ha =t Atunci b? hrh b b 1 D a0:a?t,
de unde 0% = ad’. Atunci a! 7= 0'a ;, de unde e. Inmullind la stanga St

drmpl'] L ﬂ E'-Eﬂ‘l'ildtfﬂ 08 = La'-.;;" fezuila af = W

14. \ezxi leoremele 1.1 si 4.2, Cap. 1l § 4.

n..l‘.t _f 19. Evident 12Z € 3Z () 4Z. Dacia a € 3Z | 1Z. atunci 3la si 4] a si cum (3, 4)
“’. = 1 rezulla ca 3§ « 4 12 divide a, decit a € 124
L 2. a) H=(Z, +);: b) 1l (0, +)
' 24. Se observa ¢i [(x) e (-1, 1), Vr = (), w0) st [lxy) [tx)efl).
L gy ' '
R Iy 25. Funclia f: G — R, [(x) = lg(x), Yxr € G esle un izomorlism de la (G, ») la (R, +).
L M 26. 1) Vezi Tabla 111-4. 2) Definili [: X — G prin [(¢) E. J)= A; [Jib)= B 5
' flw) = E.
s 1 / ( A ) ' 0 \a, o)
I ! 1 B { ' ) | @ ! {0} {la, b]
1 A E L B e} | 8 1a, fﬂ!. {b}
gk B € E A {0} (b} {a. b} @ {a}
gL ¢ o A & (a, 8} | {a, b} {b} fa} @
Tabla 111-4 Tabla 1115
|L . 88. Vezi Tabla 111-5; 2) f(e) = @, f(u) = {a}, [(v) = {8}, [(w) = {a, b}

31. 1) = 2), Fie @ = i{. Cum H este mullime finita, aplicalia [: I — H, [(x) = ax, esle
bijectivia. Exista deci b = H aslfel incdt ab — a. Atunci b = e, deci e € H. Exislda a" € I

a8tfel tnedt aa’ = ¢. Dar a*' = a" € H si deci I esle subgrup.

1 : ; 32, Z)» 1). Existd e G astfel incdt ae = a. Pentra b € G avem be = yae = ya = b,
B . Analog existh ¢ e G astfel incit &b = b, Yb & G. Evident, ¢ = €'. Dacli a € &, existd u’,
& & G astlel incdt a’'a = ¢ = aa” i cuma’ = a'e = a’(aa”) = (a’'a)a” = ea" = a* se deduce

eh a ' exists

97




33, 1)=2). acd H = U (0} se I n 0. aca

~r & M rezultd ¢d M contine numere Intregs strict pozid
stmet poaltiv din M. Avem nZ < H s [olosind teorcina
Hc.Y

3. e =3 cos59 + 15N 3. Atunct 1
L |

h € L. Rezulld ¢ z COS 2rx + L am2rs, unue 1

exisla h. n € %7Z. n>0, astivi incat | N/ st nlonvi

35%. Notdam elementele 1.z, =, caxcocade Jul Hoastfel mcat ar

. L

0 <9 < Psr < ... < Pu e, Gum argumentol Jui 2.5, ' < 1
¢l @; Py @, Exploatind aceaslia idee se arata ¢ @, 19, pentru U

Rezulta cia i HE = U, unde § =€08

36. Fie [:Z — Z un automorfism al grupulul
= f(1 + 1) = [(1) + (1) =« 2a, f(
Cum [ este surjectiv, exisla 7 astic] incat 1

a =1, atunci [ = 1z 1ar dack d _&tunct 2

CAPITOLUL 1V

1. Lilementu! zero a!

= (0, 0), atunct ar 4 30y -

= a% — :.H:"‘ = L) de unde x U, § = SRS ] are divizory ai lw zero,

J. Daca , | " si " satisfae conditliile din enunt, atunci pentru orice

I+ y—a=((x—al (y ) s1 I u (1 « & El a). Ubserviana c¢i
s pnotand = — a = 1y, i} —a =9, avem u L v iU+ 0v+a st uaguwv

—at —a, Y u, v = Z. Elementul zero esle a, elementul unilate esle 1

9. Elementul zero este (0. 0) iar (1. 1) esle clemenltual unitate al lui 4. Ele
sabile sunt (1, 1), (1, 1), 1, 1) si | R

R 1) (L ) (2B O 1), (4, 1), (4, 1) (o, 1
(B- _I.L

) l;.‘li

8. Vezi Tablele IV.1 si IV

4 B 100 0.1 (B . (3 1)

0,0 1©,0 (1,0 O 1 (1,1 (0, 0) 0y (0. 0)
R B D) 0, 0) (D WD (1, 0) (1
W, 1) @O 1) (1, 1) © 0 @@, 0 (0, 1)
(LY, 1. @O 1) (1,0 (© 0) (5 1)

. U
(0, 0)
Sy E A

Tabla IV. 1. Tabla IV, 2

. T + 2= (x 4+ 1) = (* + 2)}(x 4 x) = Tt 4 x? .
T+ IT=0sideciz= —3 ¥ e B. De
Y=+ Y =A(x+ y)x + y) = x
+ Iy =1, deci yr = —xy = xy.

r 4 x. de unde
asemenea,

- T 4 A1 . '
T+ Ty 4= x4 yx -+ xy 4+ u, de unde vx +

10. 1) 16 ; 3) Exista 8 elemente inversabile.

12, l}n$u$ﬂ$u$ﬂ={l$1$1ﬂal

$ Il@-ﬂ"—' n@ﬂ'-n: ().

2) Se observd ¢ 5| C* 5
[ 9 sl se aplici 1) §i Ex. 11.

ru"'-::ﬁ""..:




1) Ovicare ar i ¢, b. ¢ It cu ae 0 : 2) (1 CNG 4+ U) !

NVezt tabla 1V,

"

sl 2) (1, U), (—1, 0), (0, 1), (O, 1) ; 2) Aplicalia [:Z]1} — A, [(: I, | Y T € £Lli),

2= a4 T lh. esle 1zomorlism.

o [ ﬂ-':;' ‘\p'“l':‘iil.“! I {I B f"‘-- jr.'l:r' = L0 '5;’t. ' - B | - Ll i | 'S5 10 | A1) oriitsnl.
4. Aplicatia [: K — &, [(x) Inx, ¥V x € K, esle un izon
25. Aplicatia | {j-ﬁ..;_'_u*u K, [(2) _- “.} iz € (42 : _ by2 esle 1zo-
\ O '
| rfism.
i o
’ . 28. 1)a= b= 1, ¢ 6: 2)a=1 A =2
: =d. | + ¢ \ 1A + 4, [y X# \: § X* P, 2 X
28. fg = 0
s
'33.?!.\."&:':\- R <2y 2\ \ 1, 2X 2.\ |
bed -~ A A, -, = &,
e ko2 3, 4 O

3. Fie[f=ax + 0, g e N 4 d. Punand eondilia [* + ¢° \* 4+ 1 rezultd at 4 2= 1,

I ¥ - - ; ) Yo 4 ol 9

P +d= 1, ab + cd = ). De asemenea, (=a - )t & (2¢ +d) = 5, (2a 4 b)(2¢ d) = 2.
: ! 3

: ‘ i 26 ddacinile ecualiel {7 ol 4+ 2 0. Se gasesle | — N f—
Deci 2a 4+ b si 2¢ + d sunt radacintle ¢ . .

- 4
g=— X — — elc.
2 9

1:2 dacd A= 2; 3 daca A #£ 2 si A #F 1.

T

grad [ este 0 daca A

f= X + 2, 9=

f= —~1 44X 6X? 4+ AN

-

M. a= :_{:Lb::“;ﬂ—--' B

“l r(:}) — lgﬁ.

4L q= gx' +?3X' $2X 45, r= 5.



42 Fie a, 0 & &, a 2s, O 2 4 1, aslfel incat f(a) f(b) _“. Cum a # b Dol
nomul (X - a)(\ — b) divide pe [, deel exisla g & Z] A) asll | incat ( X 2\ X 2

— 1)q. Se obseryvd cd penltru orice ke Z unul din numerele A %, N ‘ 1 esle par

3. X' +4=(X*+2X +2) (Y*—2X + 2)= (A + ] _, ; (e
(X—-1-1), X0 +27=(X*+3) (X*+3X +3) (X?—3X +3 X + iJ4) (x

-

b (X + 2) (X +2) (X — ) (X — z), unde = = (341 y3)/=.

1)

M. f= (X + 2)(X + DX + X + 1)

45. 1) v. Ex. 2,§7;2) [= (X — -{E'-j}[};: + vV 23X

(X — V/3e1), unde e = (— 1 + i//?)

“‘r}.ll
1 ) [ e

48. Cum A este mullime finitd estc suficient sa aritam ca [ este Tunclie injecti
f(z,) = [(z,), atunci 1 +, =1 + 1, de unde =, T, cici (A, +) este grup. Asadar
A= {1(0), (1), [(a), (D)}, deci f(O) + f(1) + f(a) + [(6)=0 + 1 + a + b, ceea ce in grupul
(A, +)atrage 1 4+ 1 1 4+ 1= 0. Dacli A este corp §1 1 + 1 ## 0, atunci 0 # (1
=141+ 1+ 1= 0. Contradicile.

V. bLaca

-4 ]}: —

€. Cum 1=(—-1)°*= — 1, avem 1
G
YVae s Avem: T +r2=Q +2)= 2, (3= 4 + 2 4+ 1, de unde s =

k=0
In fine, 2= 2% = z'.22 = x* 1? = x' = x°.
49. 2) Fie fe A, [# 0
mentul zero al inelului. Fie [ =
orice » € (a, b

Delinim funclia g : [

l=a(l + 1)= a0 =0,

—Tt — It

L] = 5 .
1] €311 viE-

- f, pentru

I:I.Ilgl.l_‘;rl‘ ) =.!||||!|I-H' l.li__l|||' !|||.| | -,Ilr_..{rr'- *il ]"I* ..-"l'rD

o — 0.Fi1e ' € [V, ]]
cit ' el sl glx) = (0,
folz) = 0, pentru orice

Regiproe: daca pentru f e .

astiel incdt g(z’) # 0. Cum g este
orice re f. Cum fylr) = 0
re |

d) Cam /= = { atunci {(f
= f(r) & {0, 1}, orice »r = 1. unde f.
pentru orice x [0, 1]. Cum f([0.1]) C ! |
lui Darboux obtinem f = 7, sau f = 7,

50. Avem f(1)= 1, f(2) = f(1 + 1) = f(1) + f(1) = 1
I general, f(n) = n, ¥ n = Z. Daci r = Q, atunci r = mn™, cu m, n € Z, de unde f(r) =
= (fmn™) = f(M)f(n™) = f(m)((n))~* = mn= = r. Fie g un automorfism al lui Q(y2). Evi-
SO =", Vr <0 Dach = a + YT e, be Q, stunct gle)= gla) + FOWYD =
= a +j§(w/2}- Dar 2 — 9(_11) = g(NZ+2) = 90/ 239(J3) = (g{\/'}._j);; deducern of (V3=
= +42. Daci ¢(42) = V2, atunci g este automorfismul identic, iar daci (v2) = ~y2,
atunci g este automorfismul cu acliune a + b2 — q — b,ﬁ!.. ; s

51. Se observi ci [F)=r, Vr =

Q (v. Ex. 0. Daci r = R. » 0
= ¥ ::' n‘ HtunCi I ‘:‘ ®
<y F::r;ﬁ: -Tegpghe }.ﬂ astfel incat y* — z. Atunci [(Z) = f(y" = (f))* > 0. e
{ﬂr}{ﬂr}:‘r‘::;}u L Ny, ry = Q, I—Eﬂ:rl":l'-f:r!:‘::r-*..g_ Atunci r(I_.t}f:
)=z, Ye=R ) =~ x) < ¢. Reézu

{] = 0 pentru orice z € [0, 1] =
ementul uniltate al inelului. cu filz) = 1
\r J;_,‘ ste continud. ";' Hi'“{iﬂ[i I'T‘U}’ij‘“”fa

+1=2, f(—2)= —f(2)= =%
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