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CAPITOLUL I 

ECUAŢII DE GRADUL INTÂI ŞI DE GRADUL AL DOILEA 
(RECAPITULARE) 

§1. ECUAŢII ŞI INECUAŢII DE GRADUL iNTÂI 

11. Forma generalI a ecuaţiei de gradul Tntdi este 

ax + b = O. a,", O 
a. b fiind numere reale. 

(1) 

ObseNJali~. In practică vom considera şi ecuaţii a căror rezolvare se reduce la rezol­
varea unor ecuaţii de gradul tntAi. 

Ecuaţia (1) are rădăcina _.!:. 
a 

Interpretarea geometrică (fig.I.1). Graficul funcţiei {: R _ R, ((x) = 

= ax + b, este o dreaptă care intersectează axa Ox In punctul de abscisă _.!: 
a 

r -.; fiind rădăcina ecuaţiei ax + b = O). In figura 1.1 am construit 

graficul pentru cazul : a > O şi b > O. 
Exemplu. Să se rezolve ecuaţia In x, 

m - x = 1 - m 2.z:. 
Această ecuape devine 

{mi - 1}% = 1 - m. 

DacA m' - 1 "" O, adică m '" 1 şi m #- -1, atunci 

ecuaţia (2) este de gradul tntA.i, având rildăcina 

_1:....=-:-m::. d' _....:1,--:-.au;ă- . 
",1_1 mŢI 

Daci ,.. = 1, ecuatia (2) devine 

O' x = O 

care .te adevAratA pentru orice număr real :t. 
D_cI m _ - J I le obţine 

O • z 2, 

are aa _te verificatA pentru nici o valoare a ..... 

(2) 

y 

b 

-§ • 

FI,. 1.1 

I 
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12. In.culţlll. d. forma 

ax + b > O, ati: + b > O, ati: + b < O Iau ax + b .: O, 

. -"' O le numeiO inuuaţi.i ~ 
unde a ,i b sunt numere reale date, ,ar ar' . 
/R//l, . 

Ob6tl"VaJie. In practică vom considera orice in6('~aţie ~re le reduce. foIOl
I 
•• 

prietllile inegalităţilor, la o inecualie de gradul In!Al . 

1. Să considerăm inecuaţia de gradul intA! 

ax + b > 0, a + O. 

1° Dacă a >0, atunci x >_~,adică ti: E (-~, +~). 

2° Dacă a < O, atunci ti: < - ~. adică ti: E ( - 00, - ~ J. 

77 7 J ; ) 77 >7 ' 
_.1!. 

a 

Grafic, cele două sItuaţii sunt rep_ 
tate In figura 1.2, respectiv In figura 1.3, JIOf' 
ţiunile haşurate marcând mulţimea I()luţiilor, 

2. Pentru inecuaţia ati: + b ;. 0, avem: 

Fi~. [.2 

b 
)( J(. - 7i 

, 

l ' Dacă a > 0, 

XE [ -~ , +OO) . 

h --, atunci z;' 
4 

((('1111111) 
111 I I I I / 1 ; I 

_p. 2' Dacă a < 0, atunci 
6 

x.fit- - . 
4 a 

Fig. 1.3 x E (-00, -~} 
Observăm că punctul b 

- -;; face parte din mulţimea soluţiilor. 

Exemple. 1) Să se rezol"e inecuaţia 

z + 4> -2x + 3. 

Obţinem succesiv: x + 2.% > -4 + 3, •• " 

~ Ei (_1., +00) 
3 ' 

1 _ _ o 

3 
3% > _1 , dt' undp :x > 

2) Să s. rezolv. • 
mecuaţia 

4(6 - xl > 3(.r 
Ob 

. 1:\) 
ţmf'm au('reslv: 24 - 4r . 

,% > - 63 1 adirA .r < 9 De' ~ 3.r - :l9, 1411\1 I 
• CI;r • ( - .~ 

00, 91. 

adiel 

.did 
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1 3 EcuaţII clre conţin necunoscuti tn modul 

l",,/oartll absolllt(l n unui număr a, lIotată pl'in I u I, bO dcrio(·,ti' l\~trlll: 

a, tlat'll a > 0, 
lai O, dacă a O. 

·a , dat:il a < O. 

llt\ e "t'mpl/l: 9 I 9, 1_ I = 
3 

1, I 
3 

30 I 30, 1 V:i 1 

(3) Valoarea absolută a numărului a se mai numeşle modulul numărului a. 
Rezultă că 1 x 1 = max (-x, x) ŞI deci: x .; 1 xl, -x.; 1 xl, (max (-x, xl 
ri1l1d cel mai mare dintre numerele -x şi x). 

Să nlenţionăm proprietăţile lundamentale ale modulului. 
Dacă a şi b sunt numere, atunci: 

1.Ial~0; 

2. 1 a 1 = O dacă şi numai dată a 

3·labl=lal·lb l; 

4. I a + b 1 .; 1 a 1 + 1 b 1. 

o· , 

Primele trei proprietăţi sunt evidenle, după derini\ia modulului. 
Să O demonstrăm pe ultima. Intr·ad"văI', dacă a O sau b = O, atunci 

este clar că 1 a + b 1 = 1 a 1 + Ib 1. Deei 'ă PI'c,upunem a '" O şi b '" O. 
Să considerăm cele patru cazuri posibile: 

i) Dacă a > O şi b > O, atunci a + b > O. Deei 1 a + b 1 = l a i + 1 b 1. 

ii) Dacă a < O şi b < O, atunci a + b < O. In acest caz 1 a 1 = -a, 
1 b 1 = - b, 1 a + b 1 = -(a + b) şi deci 1 a + b - 1 a 1 + 1 b 1. 

iii) Dacă a > O şi b < O, atunci 1 al = a şi 1 b 1 = -b. In această situaţie 
avem, sau a + b ~ O, sau a + b < O. Dacă a + b ~ O, atunci 

1 a + b 1 = a + b .; a = 1 al.; 1 al + 1 b 1; 

iar dacă a + b < O, atunci 

1 a + b 1 = - a - b = - a + b 1 .; 1 b 1 .; ! a 1 + 1 b 1. 

iv) Analog, se demonstrează cazul" < O ŞI b > O. 
In practică este loarte utilă următoarea proprielate: 

5. 1 al .. c dacă şi numai dacă -c .. a .. c. 

(In a""ste relaţii se poate Inlocui semnul .. cu semnul < ) • 
. De aRPmpnf~A., avem: 

6.: a 1 - 1 b II .. 1 a - b 1. 

Proprietăţile 5 şi 6 o. demonAtreA?/\ Uş<lr p" baln eolor preood,'nla. 
OPJRonwtrarl?B lor o IăRăm CA. oxerdţiu. 

5 



• 
Iva ecua\la Exemplt. 1) Să se reza • 

. x - 3 I '" 4. 

Dup~ deliniţia modulului avl'ffi 3 > O 
3 daC'ă l. - .. 

{ 
, - , 

1" 3 1- _( .r _ 3), dacA" - 3 <. O, 

adică 
x 3, dad l :r:> 3, 

I x - 3 I < { _ x + 3, dacă x < 3. 

AŞ<l dar , ecua ţ ia (.) devine: ., > 3, r,"uhA cA , _ ••• 
4 de unde x _ 7. Cu m '" ... 

al Dacă x::>- 3 avem x - 3:=: , 
rădăcină a ecuaţiei. 

. 3 • de unde x _ 1. Cum - 1 < 3, rflulU ti -1 
b) Dacă x < 3 avem -x""t"" ~.' . . • _ .. I 

este o rădăcină a ecuaţiei. Deci râdăclOIle ecuaţH~'J (4) sun t. .%1 '. Xt -

2) Să se rezolve ecuaţia 

.Avem 6 x 

6 - x I = 2x + 3. (SI 

{ 
6 - x, dară 6 - x :,;;.. O, 

._ 6 + x, dacă 6 - x < o. 
A~adar. ecuaţia (5) devine 

a) Oară 6 - x"> O. adi<'ă x " 6, avem 6 - x == 2x of- 3, de u ndt! z - I Cu. 
t < 6, rezultă că 1 este rădăcină a ecuaţiei. 

b) Dacă 6 - x < O adică x > 6, avem -6 -t- x ~ 2x + 3, de unde z _ - 9. CUII 
·9 nu verifică inecuaţia x > 6, rezultă că. -9 nu este rădăcină a ecuaţ iei (5) Dea « ... 

ţia (5) are rădăcina 1 

§2. ECUAŢII DE GRADUL AL DOILEA CU 
RĂDĂCINI REALE 

2.1. Rezolvare. ecuaţle l de gradul ,1 doilea cu r~d ~clnl real. 

Fie ecuaţia 

ax' + bx + c "" O, a " O 
a, b, c, fiind numere realr. I 

O astfel de ecuaţie se num l . 
1· S "ş e eruallt d ,-,-rea.. e numeşte solulie sau r'~ă . r Crad"l al doura cu tOtf~ 

1 ' , U(l cmd reald· . ..a 
nCal" avem 1\ ecuaţl I Un num Ar .... a1 • _ 

a~1 -+- b~ + c .. O. 

8 
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-1 

(5) 

C"m 

Cum 

• 

Prin Tf:"lh'.:rta ecuaţit\Î UJ'· b.t t (" _ O se lnţl'h'gl' df:'terrniuRC'l'h 
tutUI'tlf soluţiilor (r1tdă(~inilor) 8t'('d(\i ('(~unţll. 

Et'uaJLll urt' rădtlci1ii reali' ducă ~i numai dură b~ itaI',) O, /Jll('ă 
b

j 
- '~d(, 0, t'c'lut/la nu arc rădul'Uli rt'alt,. 

E\.istt\llta rthiăl'inilor reale ale ot'unţi('1 de gl'adul ul dOlh~a, PI'I~(;UHl ~i 
numtirul lor dt'pind de expresia b2 tiUC, Accastit C'PI't~l)W se lluJHcşle dLscn-
minantu/ t'l'uaţiei de gradul al doilea şi se not.ează ('li A,-

Dani discriminantul ecuaţiei de graduL al dotlea este poziti~, atunci ecualia 
are dvuc'l rmIticini reale diferite între ele 

b· V3 
-- -' 
2" 

Dacă dLScnminantul ecuaţiei de gradul al doilea este egal cu zero, atunci 
uuaţia are două rădăcini reale egale 

E:rt>mple: I gl'uaţla 2r x 3 f) ari' di~(")"inllllallttli 
( - IJs __ 'I':! 1 ·:JI '= 15> O. IJcl"i, l'!'uaPil, al'c doufi. r;\d,11'it11 rl'ilh-' dift'rilt' 

2) Ecuatia 2.l'~ - {IX + 2 
~ (-4)'-4'2'2 

• 

r, 

I 
r, 

I + V25 
. 

'. 
V :.!5 
4 

3 
• • ., -

1. 

o are discrimÎnantul 

• 

O, A('easld ecuaţie are rt'l.dJdni r('ale egale 

r, 1. 
2 . 2 

3) E('uaţia 2.r! ..... .:r t 1 = O are disrriminantul j, - I - 4 . 2 = -; < O, Ded, 
~:uapa nu are rildăcini reale. 

Dăm acum câteva forme particulare importante aJe ecuaţiei de gradul al 
doilea, care are discriminantul 6. > O . 

1. Fie ecuaţia ax' + bx + c = O şi să presupunem că bare formo b = 

= 2b, (de exemplu, b = 2, b = 4 V2 etc.). 

• 

Rădăcinile ecuaţiei ax' + 2b,x + c = O ,uni 

_-.-.::h,,--,-+,,,V_..:b..c?_-_,,,ar " 
Xl = b, - V bl- ac 

a a 

Exemplu. Să se rezolve ecuaţia 

3x' - 10x + 3 _ O • 

• Erprtlla b' - ~ac le mal nume,l. reall.onlul ecua\lel. 

• 

7 



O 2 · (_61 .pllclm f",.1deII .. 
Deoarect" COf'ficlentul lUI ~ tst, _1 - • 

Iti oblinem: 

I 
_ 3,':r. - _ . 
.... 1 3 

2. Forma redusă a ecua/iei de gradul al doilea. O ecuaţie de gradul U 
8e nume~te redusă dacă coeficientul lui x· este ef(al cu 1. Forma 

ecuaţiei reduse este: 
x' + px + q = O. 

lIudl' Il şi '1 sunt numere reale. 
Pun,ind In formula generală a rădăeinilor eouaţiei de gradul al 

.-=b -,±~V;.b_' .:.-~4a:::..., 
Xj'= ," 2a 

a = 1.' b = P ~i c = q se obţine formula pentru rădăcinile ecua\iei 

al dOIlea sub formă redusă: 

X, = - p + 
2 

EXt'mple. Fi{' eruaţia x' 
Atunci 

de und(' 

----
(~)' -q; X, = ., -

p ---
4x - 5 .... O 

2 t V4 +5 = -2 ± 3 , 

Xl I ;.TI = - ,., 

- -
(~)' - q. 

de gIWhI 

Obser~aţle. OriCE' E'ruaţie- de d . 
fie adus;'$, la 'forma redusă tmpa.rţi~: tii a.~ dOllra ax' + bz + c ::&. O 

ambII membri ai săi prin a: 

• 
(a >F OI POlltt. 

ax' + bx t- c = O E'gte {,r'hivalenU\ Cu ;rl + .!. 
fi 

, 
r+ 

a " ti • 

1,.2. Relatii Între coeflcientll \1 rldl I II c n e unei eCUltli d. ,radui al doll .. 

1. Relaţiile lui V iete 
Dacă rădăoinile ecuaţiei 

ax' + bx + c = O (a .. O 
llunt TI ~1 3"2. atunri: ' 

.1 _ h' f 
- qQC ;. O) 

:r 1 -+- .r h ,- - • • 
,T I,T, - r 

• a 

8 



Inainte 

(3) 

• • 

\l'esttl rt"'luţli poartă numele Ut· relu/I'tlf. lUt rtfttt 

Hor m.pl!.4 E~·ll<Iţi.l'il·· :).1' ~ I Il <l/"~ dll)1 rlllllllbiuluJ .l 
llt'cl t't'u.lli,l lIre dtlll.\ ţ,hl,l, ,'", "",1, "t 1 

ul~ ou' l' '1 I ,.lI. IiII' 
J ti , 

, , 
• 

I 1 -" , '. 
2, Formarf'tl llllt'i ulla/il de grUllul al lloilt'll f'âml.sp rurwsr rădrififlilf' 

.Dul'l\ .f l ŞI J';l8I1nt numel'(' I'eule , fin Xl t J'2 _ P ~I ,.f 1'(2 q, AtUIH'i 
.f l ŞI .1'. "unt l'udăI'Înile t'cuaţitll dt' gradul al doill'll ;rl! +- pr +- q O, 

lntr-udt>v(\l', J.'î + pl'l r q = xr -. (Xl +- X 2)X
1 

' Xl Xz = x~ ,l~­
-.r;a.t1 + t't.1';a = O. Analog, aVem xi + p.ra +- q -- O Df>ci Xl şi X2 sunt rădă.­
l'lIl1le ecuaţlel l" + px + q = O. 

EXt'n1"lu fit' XI = -,5 ~i 042 2 .\lUflf'i Xl Iz 

:;oi lh'd P :J ţii q ...:;;: - JO. Ecuatia l'a re arI' r,id<'kinill' .el 
10 __ q - 3.. p, IIX: 

5 !;Oi IZ 2 t'~te 

3x - tu u, 

2,3 Studiul semnelor rădăcinilor ecuaţiel de gradul al doilea 

Fie ecuaţia de gradul al doilea 

ax' +- bx + c _ 0, a oF ° (i) 
cu .l b' - 4ac ;. O. 

Să notăm cu S şi P suma, respectiv pl'odusul I'ădăcimlor Xl, .T2 ale ecua­
ţiei (1), adică: 

S Xl + .(2 
b - • - , 
a 

• p r 
I 1.(2 • 

a 

Impărţmd ambii membri ai ecuaţiei (1) JlI'in a, se obţine o ecuaţie echi-
valelltă: • 

..' + ~ x +' _ ° 
a a sau 

• 
;>;' - Sx + p O. (2) 

Vom arăta cum, in raport de semnul lui P şi S, se poale stabili dacă 
rădăcinii. pcuaţici sunt pozitive sau negative, fl\rl\ a le afla efeeth-

Sunt posihile următoarele combinaţii ale semnelor lui P şi S: 
1° P >0. Deoarece XiX, = P > ° rezultă că ambele rădăcini au ",,!'Iaşi 

.emn, Dacă S :> 0, atunci x, + x, = S > O şi deci ambele rădăcini sunt 
pozitive. Dacă S < 0, atunci x, + x, = S < O şi deci ambele rădăcini 8unl 
r1"J,(flti,,'e, 

:2 fJ".. O D .. tJUrf>t'p .I"I,f2 P ...... O, Id\lIlCI unu uilllrl' riHiot.:ini t~51(' por.i, 
t,v t, illr rcnlnltii. J1I~gAtÎvă. Dari{ S > 0, nhlOl.:i Xl t- XI S "'> O ~î d"l'i 

9 



I oa absolută a rAdA IQU 
. .. ,lecAt va oar I 

"\1Jăt.:Îna pozlln" il este JlIIU JUau . I \'aloureft ah80 utA • 
, \'<O'llf!Cl 

Uaei\ S o(,. O, atunci ZI + 1'. I zitivA. 
d At rhuile",. 1''' b I 'If'gati"", t'ste 1I\at IIHtrP. ec . I III urrnă1I)f·ul tii e : 

t rpllft'Zf'll a 
Hezullatele obţinute ~. 1'" r . 

}) > o -

P < O 

" s . o 

II J. ~ " It < • 

nl' dlfl'ritl' Il": fi, I, 
S > O ritdficinile {IU st'm ' 

S <" o ri1dfil'inilr aII Sl'mnt' difi'ril r II < fi, :T, 

-

• '1 , " " 

-
Obseroaţ,,: 1. Fie S = O. Ecuaţia are rădăcini reale numaI <lael P, O 

In acest caz 8,'em Xl + I2 - 0, adică Xl --= - Iz, 

2. Fie P = O. Atunci x, - O şi x. -= S. 
- II. .\\'t'm , .l 6" 8 o Dea 

-E:z.l'mple 1 Fie ('ruaţia 2:r' - l-l.r 

I'(;uaţia are duu;t rădărwÎ dift"rite. Cum ItII 

, 
~I Xl ... 8 

I, • 
adkA JUma , 

'1 - -
produsul r1\dăcinilor sunt.pozitive. rezultA. cA ambele rAdArini sunt po1tt~ve. 

2) Fiill ecuaţia LI ..... 2x _ 15 .. O .. \vt'm ~ " 60 6't O, deci ea; ţl& Ift 
două rădleini diferite. Deoarecf! XtX. _ - 15 şi Xt +- X. - 2, rt>lulLă că răcLkllrile II 

semne diferite şi valoarea A.bsolută a rădăcinii negativI' este mai mare dorit rAdlc .. 
pOl.lliv<'l . 

2.4. Descompunerea trinomulul de gradul al doilea in produs d. 

polinoame de gradul indl 

;·,e. pn.linomul de gradul al doilea aX' ţ bX +- r. a # O. In Mdeltr/IU­
nata X .• L n astfel de polinom se numeşte tnnom de gradul al doilea _ 

1. Sa presupunem că ecuaţIa ax' + bx + c O are rădăCIni ale flt 
acestea Xl Şi Xz. Atunci I 

sau 
aX' + bX + c = a(X - x,) (X _ x,) 

• aX' +- bX + c = (aX - ax,) (X - ;r,) . 
. \şadar. daca b' - 4ac '" O at . . 

dpscompune in produs de 'act;;"· d' undrl tnnol1llll aXI + bX 4- r. a'" O. It 
• 1" 'ffan/~l'r f· . 

2. Recipro C'. fi./' t rinomul aX2 +- 1. 1 Il COt InfrI(, ri!ah. 
acesta se descompune In produs de r 1X. + r, a ,. O, ~I şă presupunem 
.. lIră actori de !lradul Inl A ' r - • _1' «1 ('U CO(I lClf'n,' .~ .. 

aX' + hX .. c "'= (a Xl . 
unde al! bll a 2 , b

2 
sunt numrrc 1· '+-)d (U R:\ +- b, ), 

+- r = O sunt r .. le reale. A1un"i rAd" . ·1 
_ _ ___ C"l! e ~CUAI;tl ari ., 

• ,\pdf'lf'rminatA polinom I . 
II 111 fie nOi a A 

l. t uzuAl, rU 
I t rrA nl8l"f1. 

10 
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~I 

• 

.. O. 

Oe, 

• 

r .. 

" 
.. 

l:'.r .. mpltl. II S.\ şe dt>scompun.1 lriuomul 6.\" _ X _ 1 In factori d(. gradul InlAi 
fU l'Ot·tl,l"it'nti rt'<lli. ' 

rtht.l.dnilt.! l'CUilpt'j 6x' I II !:>unt- I . I x x, " r, " • 
" " • 

"\tunl"i 

6 .l~ X I 6[ X- ~)(x + ~ ) (2X 1) (3X il 

:! I Ot'llilrl'l'e di~('riminantlll e!'uaţil'i x 2 +.J; 2 Il l'~ll' j, I ~ 7 < fi , 
rt'"zultil 1'1 trino01ul.P .f :! nu se dl's('ompunl;' in (<ll'lori dl' gradul tntAi ('U l:odi('1 
t'n!l rl'ali. 

Apllcatie (referitoare la poziţia rădăcinilor reale ale unei ecuaţii de gradul 
al doilea faţă de un număr real). 

Fie ecuaţia x' - 2mx + m _ 1 = O. Să se determine valoril e lui m pentru 
care ecuaţia să aibă două rădăcini reale distincte astfel IncAt să avem: 

a) ambele rădăcini să fie mai mari decAt -1; 
b) o rădăcină mai mare decât -1 şi alta mai mică decAt -1; 
c) ambele rădăcini să fie mai mici decAt - 1. 

Solulie. Avem t. = 4m' _ 4(m _ 1) = 4 m - - + - > O; deci r 
1 I 3 

2 4 
oricare ar fi m real ecuaţia are două rădăcini reale distin r tC' , Dacă XII Xz sunt 
rădăcinile ecuaţiei fi e z, = x, + 1 şi z, = Xz + 1. Atunci a"(,ffi : a) x, > 
> -1, x, > -1 dacă şi numai dacă z, > O, z, > O; b) x, > -1, x, < -1 
dacă şi numai dacă z, > O, z, < O; c) x, < -1, %, < _1 dacă şi numai dacă 
Z, < O, z, < O. 

Deoarece x, + x, = 2m şi x,x, = m - 1, rezultă că Z, + z, = x, + x, + 
+ 2 = 2(m + 1) şi z,z, = (x, + l)(x, + 1) = x,x, + (x, + x,) + 1 = 3m. 
Atunci z" z, sunt rădăcinile ecuaţiei In z: z' _ 2(m + l)z + 3m = O. Prin 
Uribare "robiema se reduce la studiul semnelor rădăcinilor ecuaţiei In z. Astfel 
avem: a) z,z, > O şi Z, + z, > O, adică 3m > O şi 2(m + 1) > O, de unde 
obţinem m E (O, +-); b) z,z, < O, adică 3m < O, de unde m E (-_, O); 
c) z,z. > O ,i Z, + z, < O, adică 3m > O şi 2(m + 1) < O, de unde m > O 
ti m < -1, ceea ce nu este posibil. 

ObluvIJ/Îe. Ecuaţia In z precedentă se poate obţine direct daci punem 
J _ :le + 1 ti Inlocuim x - z - 1 In ecuaţia In x. 

IXIACITfI 
1. 81 le relC/lva ecuA~iile In z: 

'1'" 1 m; b) mz - mi • - 2z; r.) z "_ ,..1.1'; 

I 
• 



1 _ ns II 1 ... I;&;!- ,,, ; 
m r , 1 fi m- -- j 

" u d) - - , 1 , 

I I O ~ Xl _ It 1) " ~ 3- b • " - ~jz I - • 
9s _ II) I 1 _ 18. 11) /7" - I / _ 21 • 

k)1 I " -- 3 
;aS+;r, 

/" .. 1/+ r- 1 • r jl 
2. ~ s" rf>zolve inecuaţiih', 

2 -- -> 
:J - x 

+ b ar - b az > ' 
O', d· . .:.. b (a > O, b > '" 

12 ', b) a) 7.x - 6 < Z T 
a _ II a 

r - 1 > r _ 0 1 _ ar 1) 1" t S 
d) ar + b > 3 2r; e) x T- a + 1 a + j 

< !i; 

I _ I ' h) / x _ 2 / + ) x - 1 > 1. 
g) I 2x - < r, 'sld radicAlii urmillori (In mulţimea 

-1 1 - pentru care CXI 8. Sl se determine valori e Ul x 
relor reale). 

a) Vs + 3x ; b) V6 - x-, c) V2x + 6; d ) VI - 3 .. + V:;· 

4. S<'i se rezolve ecua ţiile: 

A) 6,1'- - :r - 1 = O; b ) .. ' _ :r + 1 *' O; c) - z' + 8.% - 16 ~ CJ; 

3r - 7 x - 3 5 9 
2 i e) --+ - -d l -, - = 

2 ' ~ % 1- 5 r .. x 1" 2 2x + , 

6 3 2 
1 : ti + = -, 

%' - 1 t 1 % + % -
X - 6 12 , 

5 1 tOm :r - ., 
g) _2 + h) -- - ~ -. • -

6 6 - m i - x' • 12 x - x x m m x 

5. R1. se dntermine m. asUr l fncA t (>('ll a ţia Xl + mx t - O: 
a) sii aibă rădi'll'ini egale; b) ,,;1 aibă rădăcin i r('a )p d iferilr ; (.) să nu aibA rldlchi 

realI' . 

6 . . \celaşi enunţ ca Ia problf'ma 5,ppntru eruaţia X Z _ 2m,r .J- m I I t n&) O. 

7. S.'\ se determine valorile lui m, ştiind că f'('uaţ i i l p xt + x of- m I'S O şi %,1 + z. II' ~. 
au act'laşi num<1r d~ rădiir'ini rN!le. 

Ft. s1 se formeze ecuaţiile de gradul al doi lea, ('tiM' au r i'i.d ăl'Î nil e' 
a) Xl -3 şi XI 5 bJ XI m 

V 3 d/ XI V2 + Va şi Xt 

n şi X, m - n; r) Z I 

V2 - V3. 
1-

9. Fit' Xt şi Xt rădăcinile e(,lI~ţipi X' p:r + q 
doilf'a in y, ale căror r.1dărini sunt: O. S;\ st" (ormt'Z.t" t'('uaţillt. d(' gradul" 

a . fii , 

y, 

:r, _ 
- ŞI Yt 
x. 

x, 
-, , b) y, X, + 

1 
-'..2 ş i Y. X, 

10. Fi'trii fi: rpzolvn f>ruaţiilp HrmHo'" .oI: 
"rl. g" 

al.x
2

-x 6 O,b)6x· J' t 

1 2 

I 
XI t _ J ; .. , X, 

1 

lor 

• • 

I 



o 

o 

!-

.1 

_O 

1~. s, li ,It' 1'01111'1111.' fu ("dur. 

,\ 6.Y' 1 \ :!. L)\' .\ ,III \ 

1 ;1. :-it 8.' tic' 11' rll li ,It' \',.Iurilc' Iii i ,ti , ,Istr", tm'At 11'11'1\1114' 

" /U.e 1 II ŞI " , 
'" " s,' ;( Ii,:\ " rild;', i 1t;1 11111111/1;1, 

1 1. :-;"' SI' :>llItlll'lt' 51'11111111 r"I!;'" j II j J ur 1"'U;I\i,', 

m ... • :.! (ni 1 ·1 - II, m fiind 11/1 1'01"11'111'11"11 "\'i.I, '" 
l,l, FiI' l'I'lIil\l<I '''''.E"* '" I :.!m).r J{m 1) II, S,' :)1' I!I'll",It!i1l1' \"itltJ/'JI,' "II '" 

astfel tncAt să avem: 
al ambeltt rădăcini sA fie mai mici decAt 1; 
b) ambele rAdăcini sA fie mai mari decât 1; 
cl o rAdAcin/1 mai mică dP.rAt 1 şi alta mai l\Iar(> J.ed,l 1 

18. Să se determine valorile parametrului m, astfel tncAt fiecare din urmAtoarele 

t't'tliI\ii Si' albii. dOIJ<l r?l.dănni egah' 

17. 

1 _. 

tU. 

al .t_r~ +- nl,c 

11 I 
+ ~j II b) 1I1J.·~ r !eI 

:t'lll.r +- 7,:1 .. 1111) • 
'" _ro " 
Drscompullând tlwmbrul stâng in (ado!'i 
.1 -i..c* ~ 1M.r J y, - 63 = " h, f).r l . ) I' ·1 ' ·I I fi ,f ' .. " 
~'I SI' r'~lol\'t:· t'I"II,qlll" 

1 2<- 1 1 .) + - --
5 12.r2 ........ rl.z~ - 5 'I - 1:! .r 

&1 ~t' rt'l.oJ",e I-'t:lJ;lti i1p 

H\ " • 41 1 " • b) I' '1.,,3 1 ~ 

s.'\ ,. rt'lul"t, t'('mltUI!' 

" - 'atsf)" + .1 - ". 

.1, - 6.1- - " ;1 J -2 - ., 
II. b I - =0 -". • 

" 1 , - r -.r 

L J r ( , 
J mIm 1 ) II • ,. ) 

1-1 + J • -

Ind i r fl ţie, a) AdunAm la ambii membri pc Z,r' + 1; M' ob\lnf' "('uttţln 3"1 + I -

V2':r 11. b) ~e inlonlipşle'x cu I şi Sl' uLţJnl' p\,uaţift dp la p\llll'lul tt), r) AdlJ. 

n4m la ambii mf'mbri al ecuaţiei pe 

y' y - mIm 
• 

X 

2x' 
, 

x 

• 
~I obţintm (;'('ualia • 

t 

O. unde y ..-:: 
2x1 

20. Fie ef'uatia .T2 x = mxrx + 1:. Să ~E' determinE' mim e R , Astft'l inc-At aceastA 
ecuatie ~i1 aihJ lrf'j rădăcini realf' 
In.dicaţ ie. Se consideră nn.urile: al ..r~O, x' x mx(x -t II. bJ x< o, 
,rt + x mx{x ~ 1), 

2J. Să se rezolv!' ecuaţiile tn x. m tiind un parrlmelru rea I : 

il) :Jx* 5mx 2m'. O; b) x(2x + 5) m(x 3) 
:lm ± -

#: 0, alllnl"i 
,m 

dt' unde Indic"{te, a) il 49 mi ~ O, O'H',1 m X • 6 
1 • 2m . Dacă m O, atunci x, O. X, - m Ş I x, x, 
:, 

h) il (m +- 7)', f)1\1'.'i m = 7 atllll,'i ~ II ŞI rt'wlU'i. x, .r. :J. 111td\ 

ni :; + In 1- 7 m • t . d.· IIndt' • m* • ,ltlJnl"i ~ " ~I x_ - - X, '1 , , , 
" ~ 

~. _- ,J, 
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CAPITOLUL II 

ELEMENTE DE LOGiCĂ MATEMATICĂ, MULŢIMI, FUNQI1 

§ 1. ELEMENTE DE LOGICĂ MATEMATICĂ 
1.1. Elemente de calculul propoziţiilor 

Noţiunea de propoziţie. Se numeşle propozItie un enunţ· dup" care lIuIt 
ca este sau ade"ărat sau fals, însă nu şi una ŞI alta simultan. 

Exemple. Considerăm enunţurile: 1) In orice lriunl!hi şuma unghluriJor 
.ale este egală cu 180'; 2) ,,3 .. 2 = 5"; 3),,2 > 5"; 4) "Balena este un mami· 
fer"; 5) "Planeta Venus este satelit al Pămîntului". 

Toate aceste enunţuri sunt propoziţii, deoarece despre fiecare 
ştim dacă este adevărată sau falsă. De exemplu 1), 2) şi 4) sunt 
adevărate, iar 3) şi 5) sunt propoziţii false. 

puu-m II . .. 
propoU\II 

Obser(J(lţlf. o dasi\ foarte largă df' propozitii adl'văratt' o ronstlluit> tf>ortmele dia 
malC'matică 

Exemple. ConSIderăm enunţurile: 1) "x + 2 5"; 2) .,r - 1 < 4": 
3) "D",chide uşal"; 4) ,,\'umărul x di,'ide numărul y"; 5) ".\lomul de aur este 
~albf'nl'. 

Se ob'Orvă că 1) 2) 3) 4) şi 5) St nt ţ' d' . d . ~ • " 1 enun Uri ppnlru carp. eon 1118 e m&J 
"1S (de a fi adevarat sau fals) nu esle îndeplinilă. ~!ai .'acl enunţurile 1 ~ 2) ti 
4) au caracter vaCJabii (vom vedea că ele sunl predica te). Enun ul 3) e t~ o 
poruncă (ordm) despre care este li 't d .' ţ 
f I E 

.. , pSI e f'f'ns sa afIrmăm. ('ă e!'tt': ade\"ăra\ nu 
Il. s. nunţul 5) este absurd deoare· . '1 l' . 

I 
. ' . te Ui P I P!\lt tit' !\t'll!\ ~ă yorbim de~prt 

I;U oarea unUl atom, 

Valoare de ade"ăr. Dacă o propoziţ t 
(Jaloarea de adepăr adevă 1" . IP p!\ P ade\'RratR, ~punt'n\ cA (Ill al'f' 

Il ru ŞI vom nota val i 
prin semnul 1" (sau alt). cAnd . , . OAI'f'(\ (O ndpYllr, tn RC~ t cal 

" '" tt propoziţIa est fiii 
tip ade"ăr "falsul" şi vom not I . • a S spunem l'A ea a .... ""IoaN' 

a va oarea do ad •. " . ,o) 
Obsl!rIJaţie. "O" şi ,,1" ~1Jnt fl.' ," " \ ur prII) ~('Inn\11 "O' (S8\1 ,, 1 ' 

1(.1 Simboluri rArI'\. t t 1 
Vom nota propoziţiile cu lilerr.lr , n !' t'~ IlIlJnPri(' 

pot compune cu ajutorul flşR-nllmlţ'l p, q, ', ... !-l.A..\l Ph P'l. p~ ..... \ ('nl;trR iti 
...I"~ ...1 " ". l' lOr conrrt, '1 . u· 
ultnll propOZiţII (In ce in ce 'IrI (lfl'lrl non" _1" ~A 

" ' , . mOI rOm Irxr . !"l. ti •• ~~'\ . .. 

modul de obţmere de no, propoziţii 1'\\ p ,Să m,hI'Am, In '1'11' tI' urm~ul, 
. Ajutorul ('On" '1" 1 I . 

• U d \Of! Of \IRlC'l 
n rnllnţ rslf'c un A~flmlll(l' lip 

J 11l' rn n f' (' I\r t'lr n li 
R dnt \1.11 ~t'ns • 

• 4 

{ 

'" .1 
p, 
se 

se 
<4, 

p, 
fa1: 

IJ II 

t1p 



TII 

d.n 

~. 

• 
e te 

• 
mal 

:lI ti 

.,., 
cas 

~epll. propolillllor. 4'\ egalUl propo!t{U'j P fsll' pro/J()! Llta "n(J'~ p", ra'I' M · 

nolrQ:il 1 P Şl cart' t'.,·It, adl'~'(lratlf fdfld p /'sil falsd ŞI falsl1 I'd"d p esli' adf'vdratd­

"dlnar"a d~ ad~\"(\r t\ p,·opoz.i\it!i lp \'s le dl~lt\ tII tU.hl'ht. următoftrt': 

P 
1 
O 

' lp 
O 
1 

-

D\~ t'XE'ffiplu, con.stderăm propoziţia p: "Bah.'na e.s l.' un manufer" . !\'egl1 ' 
ţia lp tl:ste propoziţia: "Non" balena este un mamlfl\r sau , In limhajul obi~nuit! 
"Ba18nl\ nu E:'ste un mamifer". In acest exemplu lp este o propoziţie ffli s ă. 

Conjuncţia propoziţiilor. Conjuncţia propoziţiilor p, g este propouţia care 
se cilqte "p şt q" (nolată p 1\ q) care este ade"dratd alun('L ş~ numai atunci cc1nd 
,tecart din propoziţiile p, g este adevărată. 

\'aloa ... de adevăr a propoziţiei p 1\ q este dată In tabela următoare : 

p g p ll g ---
1 1 1 
1 O O 
O 1 O 
O O O 

De exemplu, să considerăm propoziţiilE:' p: ,,2 1. It ..,- 6 " şi q: "Luna este 
satelit al Pământului" . Propoziţia p II q .,te ,,2 4 6 şi Luna este satelit 

al Pământului". In arest exemplu p II q este o propoziţie adevărată, sieoarece 
p, q sunt amAndouă propoziţii adevărate . neseori In loc de p II g se mai folo­

seşte şi notaţia p & q . 

Di~jnn('ţia propoziţiilor. Disju.n cţla propo ::, i/ii for p, q esli' propo:.iţia care 
se citeşte liP sau g" (notată p V q) şi care este ade,-'araU, atunci şi numa~ alunci 
cand este adevărată cel puţin una dmtre propozIţiile p, g. 

Valoarea de adevăr a propoziţiei p V g este dată in tabela următoare: 

p I q PVq - • 
1 1 1 
1 O 1 

• O 1 1 
O O O 

De exemplu, să considerăm propoziţiile.p' ,,2 > 3" şi q: "Balena este un 
pe,te". Propoziţia p V q: ,,2 > 3 sau balena este un peşte" este o propozi\i,' 
laleA. deoarece p, g sunt amândouă propoziţii false .• 

Cu propoziţiile p, q, r, .. : am construit propoziţiile: 1p, p II 9, P V q, ...• 
Ilin Rcest.a obţinem alte propoziţii, ca de exemplu: (1p)Vg, (1p) II (1q). 

(1p V ql A r etc. • 

• Nepţia propoziţipj p 81' m;.ti nol"lull ~. 
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,."Ie p f/ ' 000 (DUm'W 
din ropotl,U I .,' ' •• 

PropoZlţ.lle car •• e ~bllll o • ~ i conectarii lOgiCI .. 1, A. 
nmple) aplil'And d. un număr Ilnit e O~ţllior studlliZA propU&l~lile 
numi p~oPOZ'lii compuse. ('alculul ?'OP"rZ 

I lui 101' In raport cu Vlilurile 
. I d °tl uluI SUII a 8U tim punctul dA vedere a a e' r 

. ' I . I ' nre In rOJllpU TI , 
Rle proPOZiţII OI' 81011'. ( ' d ,Ii I P""p,mţ.a r'm'puI' n, 

Implicaţia propoziliilor: 5,\ .. on~~hl;,lla"urUlAloar<" 
a cărei valoa,.. de atievăr rezultă dJJl 

P q 1p I (1p) V q _ 

- 1 1 O 1 
10 0 O 
011 1 
O O 1 1 

Observăm că propoziţia compusă (1p ) V q esle falsă alunci , t "uma. alU,. 
cclnd P este adevărată şi q falsă, I n celelalte cazun fttnd adevărată . 

Propoziţia compusă (1p) V q se notează p -+ q ŞI se Cltef1.e, ftdacA 1 
atunci q" sau "p implică q". Ea se numeşte imphcaţ ta propozlţtilo, p, 9 (II 

această ordine), • 
r n implicaţia "p -+ q", p se numeşte ipoteza sau antecedentl.l implic8tiei, 

iar propoziţia q se numeşte concluzia sau consecvenlul imp l icaţ i ~i . 
De exemplu, să considerăm propoziţiile p: ,,2 . 2 = 5" şi q: r Balen8 l!IIe 

• 
un mamifer". Propoziţia p -+ q este "dacă 2·2 = 5, atuncI balena este UD 

mamifer", ('are e8te o propoziţie: ade\'arală deoarece p este ral ~ă , iar q adevA· 
rată. 

Ohsf>rmţIP_ ()('5('orÎ st' In'Ampla. ca propozitii It· l'ompwj(' pt' rarE' le ob\mem al (It 

"bizare" ra tn t"o'mpllll <1,11 miii ~IIS la IfTlplirH\il' Din plllH'11i1 fi" vf'(:! f>rf' n I IOJr1('1 ' IW'tr. 
11Iitlin', III ~lll(lilil prop(Jli\iir(:r l'IIJIlPIISI' III' illlt'j"I'SI'i1z;, Iililiiiii \,dlnHr"iI Uf d" ~ df'\ or. 

Echivalcnla propoziţiilor. Cu propoziţiile p, q putem fo rma propo'iţia 
compusă (p -+ q) /\ (q -+ p), care se notează p , • q ŞI se cit<>şte ,op dacA fÎ 
n~ma~ dacă q".Din t~bela de mai jo. 'e yede că propoziţia p , • q este 6k­
varata atunCI ŞI m'mal atllnclcând p şi q suntîn acelaşi timp ad"'drale sau falst, 

p q p-+q I q-+p I p. , q 
1 
1 
O 
O 

111 
O O 1 
110 
01 1 

• 
1 
o 
O 
1 

Formule echivalente În I I ca cu ul propoz iţ ional 

• 

Aşa cum In clasele mici cu literplp a b . J. 
. - : putem forma expres"J I b' 1 ,C, "', .(, y, Z, ... ŞI l:' lIuhlllurlle . , , , Il e fi gr rler . _1 "-
literele p, q, r,,,. (sau p p p )' ,nŞa ŞI In ('Rlculul 1''''1'''''\lon ... r 

l' 21 3,'" ŞI cu ~Imhol I . . V"" -., • , putem să formAm div,or _ :. uri (\ l'(mt~rto ril(1r Jog«:n~ . ' 
, se ex prt·," . t _ 

poz"-ţwnfll. Formulele calculului p _', 11\111\1 t' formulr nIt r«lrulullH r'-
rnpfl7.1ţlOl1ttl 11\ notrun fll li tC're lf! a r ~I y. 't 
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P 
'1 In 

,. 

I , 

" 
"" labe 

Frfmple. pVq. (pVq)/\.r, (pVq)-(pl\q). (pVr)-p, 1p··p 
sunt runl\ull' u", l'ulnduhll pI'OpOll\HIIl,.,L 

Fiind d !llA U [tH'Il\Uhl IX IX (p, fi r, .. ) In IIni1'H'1t nm ia IIlt,.ă litl~rf:l" p, 
q,', ,lin li!\ l't\tt' tll'( Inlol'uim Itlpl'I·!l· p. fi, " ... l'lI dlvnhl' JII'IJ(J4Jziţti uhţlltl'Jf1 

1) IhlUtl PI"I)Plllltlt~ (ntlt'Yll'ntu :-oIlU fuhil\) CUI'" ISt' V/l numi YldOHl'l'U flJl'HlUh·j IX 

lwntl'u pl'tlJlIIll\lIlt· p. q. f, duh'_ 

O."ser""ţ·t> l:ililtlrlt! 11I1,llt' Si' Iael im"that 1t')(iHlIra ('II \.doart'a IlIIl'i 4'xprt'liii i.i1Iţ1". 
brin' pt'lItrll dln'fs,l \'alllri II li IHl'rin' date lih'rl'!or ,'1' o ('OIllPll!1 

o f,)('mlda a.(p, q, r, ... ) carp are ,'aloul't'u o propoziţie adevă l'atti indirer~nt 

\'\lIn lSunt pl'npllziţiill:l ]1, q, r , ... se nUlllPşte formula identic adeNirală sau lau ­
toIO!,'It' . 

D~HH' ftu'mule IX şi ~ in scrierea cărora inLră literele p, q, r, "0 se zic echL­
~'lllenU dtlCd şi numai dacâ. pentru orice 'inloculre a hterelor p, q, r, ' .. cu dwer~'e 
propo:iţii, ,'alorile celor două formule suntpropo:.iţii (compuse) care au aceeaşi 
... aloare de allelJllr 

Când tltllH\ ft)rmul~ a şi f3 sunt f'('hivalf>nlf> !:wrif>m a = ~. 
Ohser"ll/j~ :;ii :tii,! cititorul (KlJtt' ş:qii d"a Şt'Uml Imt'dial l'a. t'{'hivalt'nţa formuh'lor 

In c de,altll pr"plJzitional t'!:ih~ allaloag,l noţiunii de idl'ntitattJ a două l'Xprt'sii algebri!',' 

Pentru a do\'pdi că două formule alt' ca lculu lui propoziţional suntechi\'a· 
lente se folosesc tabAlele de adevar. 

F.xf'nlple. 1). FiI' :x. 
<.:'1 .% _ ~, 

p 

I 
I 

II 

(J 

2 ~ rit' '( l IP/\Q) 

p 
-

I 
I 
() 

O 
EXERCIŢII 

" , 

I 

l (pV q) ,i ~ 

q "V q 

I 

" I 

O 

I 

I 

I 
1) 

() 

1) 

II 

I 

a (11') V 11'/1 
q p /\ q I r 

I I () 

O (J 1 
I o I 

O o • I 

' lp l /\ 11q ) II i n tabt>la dt> mai JOs rezultă 

lp lq 
I ~ 

- -
f) 1) () 

() I () 

I " O 

I I I I 

II i Il tabl'la d(' ma i jos rl'zult.1 dl. '(!!!i 8: 

I lp lq I a 

O I O O 
o 1 1 
I I 

(J 1 
I I I 

1. Să se decidă care din enunţurile următoare sunt propoziţii şi ce valori 
de adpvăr au: 

a) 2· 3 ~ 6; b) (2 + 5) . (3 + 8) = 80; c) Ix I > O (x numilr real); 
II) Orie"r" ar fi numărul real x avem Ix", O; e) Inchide carLeal; f) Există 
un număr real "'. astfel Incât "" + 2", -3 = O; g) Dreptele d şi d' sunt paralele. 

2. Din propo7.iţiile p:,,2 Il" şi q: 113 < 5" okătuiţi conjuncţia, 
diRjun(:ţJH, irnpliraţia şi pchivalenţa cplor două propoziţii, 

3. Fnlf):~ind tAbp.If>I~ de adevăr, si1 8(> vpririce: 
A) pV(~l\r)=(pVq)l\(pVr); b) pl\(qVr)"" (pl\q)V(pl\r); 

e) p=1(1p) II) p _q""lq .... 11'; e) pVq "" qV P şi pl\q=ql\p. 
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''0 Cl,iţii au valoarea de 
~. Sa .. arate I'A u,.,nAtoK,·.le li'. 

" . )'l'HII compUII. 
f,'''' nI d. p"'poziţllle 8UHI' , . 1') (p /1. (1' .. q» ... q; 

a)p ~(pV'i); b) (1'/1.'1) ~P,: (1_'1) .. «'1" r) ... (p .. 
d) «p - q) 1\ ('1 - r» ~ (p ~ 1'), ) I 

f) P V (1p); J.() l(p 1\ (1p)). 

1.2. Elemente de calculul predlcatelor 

. . lanţ{l d('''SI·bil ă In matematici. 
'1oţiunea de predlCal a,'e o ,mp"r cot" t • 

. ă l" matemalH:i1 D '" un eflun)' ce fi. t"HH!f' 1'8 , aproape orice teo l'em ( In ' 

unIII sa u mai multe predicate. . 
S a/lu nea de predicat . 53 cons id e r'ăm enunţUl'de : , 

1) ".c ~ 2 < 3"; 2)".c divid e y". 
Si) luam enuntul "x -+- 2 < 3". Se vede că dacii Inloc uim .c cu 2, 

propoz i ţia laIsă.,,:i . 2 <' 3". Dacă lacem x O, o bţ inem propoziţia 
J'at;i J) +- 2 < 3" etc. 

• St ('omwlerăIII enunţul .,1' dh'idp y" , Ppn t ru :r 2 şi y 6 o hţinem )II't-
pozitiH ad"v{l.f'aLel ,,2 divide 6" , Pentru .r .,- 4 şi Y 6 obţinem propoli\il 
rulsii. .,1 diVide 6" f'tD_ 

Cn enunţ care d<>ptndp dp una sau mai multe varwbup Şl are p,opri~"" 
,.,i prnll'u IITirP .,valori" dale vanabilelor corespund. o propo:i( LP (ade văratl ... 
lalsa) se lIluneşle predicat (sau propo:l(ie cu ,'ariabile). Predicatele sunt: """'" 
hinart', lf'r!wrp pl(' .. după ('unt df>pind l'psJwdi\" dr 1. 2, 3 .... va riabile. ~otim 
predicatele cu p(x, y, z,,,.), q(x, y, z, ... ) .. . Ori de câte ori definim un predied 
II'f'hU/f' sii wdlc/im şi mu/ţiml1p in ra,,' variabilele iau "alon. 

~':x"mpll tI Enun!lI! prII,." 
11/1 p,'pflil'at tlJlar 

I ;", Illlfk .r dl'SPlHnl'az1 un numllr Intreg. fiII 

:!I Enllnt li p(r yl . 
lIi,',II binar ~stc rratt' f'lI .11" unde r, y d~sl'nlll(')IZă oamf'ni. f ~te un prt-

:~J 1· il IOlul p(.t: l' ~ I ., I 
.1' v .r y .:. II/II t' .r . .ti. z d $l'Illnt',lZ1 nUm N' ; ntregi. eet 

1IT1 prt'dw':lt 1<>. net • 

'ti Ila 1 ;l\-Cm d 11- predicll(' P II' ,. 
I . l' t • X. V· =,. '" Q q(.r V. =. ). ra r<' C D ... 

<\1 . "iI'::l \" .. , )Ih' pL f' TI farm CII IJlltorll1 f mf'cIOi'iIClr IeglCI 1101 Ilndu'.1 t E' ,p. P AQ. 
l' V Q. /' -+ (l, Il •• Q ::',! (\ 

\,1, Sprf' t'\I'mpl". p .,tru prl'dillltli I 
.r~ \',IIL.lN':r .r, ii )r,'spTlnri' .t.(.rL l/'(.r1 f"st\~ pn,lilOlhli r"'"lIta r nlnl tit 

. ! prOpOZl\la 1p{x(l1. 

('!tanllrICalorul eri.\'IPnlial (3) " r 
Ilf' noţiuJlra de predicat A:1;ar :lia::1flrlrat()rulluHI'('r,~al (V), Strâns 1.11 

f' nnţ,HIJWn fiI' ('lin. t' r l ' 1 ar p(.r), undf'. .r df'~f'mn('azR un "1 ' Il I H'otor. 'it~ prt lii o:,tll un 
,- PIllf'Ilt. 0HI'Pt'i\ li' , l' f~nIlIltlll' .• r, 'In 1l\'tlţlll\ 'l8, / ' Put~m orJll 

llf'XIStd ('el puţin un x din R tr l 
.\ cesl enunţ e,sIe o prapa"llC, ca~/';.\~/~ tl'r~~ 1'(,")", ,'A !'tI .e not~RzA (3,r) JI{' 
rr:r.nl.To dl~ E, astlel Incât propozllia ad I(!rald Itl l'd c.'I .\'ln cclţ,"/ilO liN 
t.fl.\'fa n,n fin ·:ro din E o <.:trrlIn d p{.ro) (sir ad cw}ratif ~ I ,. ~t,. ILM r4It4 

. l' r I p(r) 'ă r ' ' 
. 0,\ '" adrl'oratd . 
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'l) 

,.s 
,It 
". 

• 

ICon. hh'rilm pi IIIt ,1 d pet' , .., f' Hit!· r dt I JIllltflt/\ JII 

I rop"z I I 3 (x :1 O) l'at., 1I1,'v.1.r.lll, ci J II " 't'll U .ro j 
.. r:} l.' t'~h ,J{vAnI1 

E~IU l~ 
nllnl 'r fntrl'M' 
propuliţl' p( 

31 10'1 Il 
13.l'J {~ .. t 

,It ~t al u .r . •• r 1 I u' IILlttt.r de~t'llîu 11.. 111 Il In.. .p li 1" l 

.r~ I ti 
O) t>:)t~ falsA, dt.'oart·('I' nu l'XI:;ld lIit'j un lIU1u<1r r","l..tu asl{(!l ImAt aâ Il\'tllli 

• 

Cu 111't\di"ntul 1'(.1') pulprn furllla ~I "[lUllţul: 

"uricarf' ar fi x din H are loc pix),', 

ellre St' nt>lt'fl!/i ('Ix) p(x). Acest enunţ este o propo:.iţif', CUf(' f'sl,~ adpvaralfi t/,u:(l 
pt'ntru unce element ..ro dm E, p(xo) estt~ ad~",ârala şi (~slt' fal.,>d ln ca?1L1 ('ând 
e.rLsllI cel puţin u.n Xo din E pentru cart' p(xu) este fa(sll. 

E:r'mple. 1) Fie prt>dicatul p{xl; "x :1 O", IIlIdl' .:c d.!!;t'mueu:d un num<1r i'll['eg 
I'ropozitii!. (V.rj(.r + 3 O) I'~tt;l f"lbll. dt;lOarl'eo d(' t'xemplu ).H'llll·U Xo 4. prop( zitw 
pl', .. 01 .... :1 0-' t'sle ralsă. 

:!) Consid"ri~m predicatul p{X!; 0.X2 :> f}" lud,' .1' d,'M'lI\nc(iz:) lin num;'ir fntreg. I'ro· 
puzitia \V.c) {.r3 ~ o} t'slt' adl'v.lraUi. deo<lrt>eo I"-nlrll IIrico Illllll,h inll'l'g :ro avem ., 
.cii ~ o. 

Echivalenta predicatelor. Două predicat. p(x, Y. z, ... ), q(x, y, z, ... ) se zir. 
,chivalente şi scriem p(x, y. z, ... ) .,. q(.r, y, z, ... ). d.că oricum am alege valorile 
varlAbilekr Ia. Yo. ':0'0' , propoziţiile p(xo, Yo. ':0"") şi q(.ro, ?Ia, ':0"") au a(~PN\şi 
valoare de aclt·văr. Daca oricum am Alf'~t-l \'alol'ilt' val·inhil~I.or Ia. Yo, '::;0' o •• 

prnlru carp propoziţiA p(xo, Yo, ':0' .. ,) este adevărată rf'zultă că şi propoziţia 

q(.ro, Yo, zo' ... ) estf> adevărată, vom srrip 

p(x, y. z, ... ) = q(.r, y, z, ... ). 

Se vede că p(x, y, z . ... ) .,. q(r, y, :, .. ) atunci şi numai atunci când 
p(r. y. z, ... ) = q(x, y. z, ... ) şi q(r. y, z .... ) = p(x. y. z, ... ). 

Exemple J) Considt'ri'\.m prt'diratrlp. p(,r\' ,x < O" şi q(r): ,.I ~ o" undp x dl'$I'm 
ue<tzl un nnmlr real ;':'1' obst'rv,) rf\ 

l p(.r l _ q{xJ şi 

:l, C,>nsider.1m prediratele p{x. yl "x 
n"it1.'l numpre rr;d e Se observ:'\. că 

l q{x 1 _ plx). 

1/" ~i q{r .1/1 

1p(x, yl _ q(.T, yl. 

31 Consid r,1m predica lele PIx): ,.X > O" şi q(xl 
, 

... T 

num;\r reul 

.pT ::i=- y" und!' x, y dl'sl'm· 

Se vede r.,1 p(x} =O> q(x). d;\r rIU. ou loc lmpliralHl q{r) >O p{x1, dt'oart'(·e f 'f'lll rn fn 
.,. " propoziţia q' -1) : ,,( - 1)2 > O" I$le adevAraUi., pc r.And propoziţia P I 1: " 1 > 

V" esli- f<1I!411 

Il_CI/li d, flPliaW. Fie p(x) un prpdicat unar, undp .r dp,pmn, RzA un .. It· 
rnent din rnulţimpfi R. Atunci 

• 

1) 1((3x) p(x))::;o (Vx) lp(x), 

2) l((V.c) p(x)) ~ (3x) l(p(x) 

( . . 1 · 111"1 1I('",nu ,,~ dr!8cmnI!Az1\ rnptlll efi Cldl' dUlIli propn'l.i\il /\11 
• 

IICl't1 HŞI \ II 

loftre rin RrI .. vM). 
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• 

1(3x) (r 
, d J l.Il~t:JnnCltZl1 un numir 

) ('" d' 1 1 () :r ~ o' lUI Il 2 .Orl!'lupram prt' Il'a II p.r .. I 1 > O" tJb o 
Propoziţia IV r J( r ;. uJ l"slt> falsa, dlloRrI't't' pt>rJtru .ro • " 
(.Iba Alunci, propoziţia 1 (( V.r.)(.r > O) ) ('sle ad(!.viirnld . 

I'IJ (ÎI" alUI part"' , 1p(.c) es te echivalent eu Vr'·dll"atul •. .r < (l' ProJJoIJlia (JZ) (z re 
·o;:, le Hl l' \' ,1r 11 ;1 J) f> f'i am \,prifirllt di 

fi)) .. 3r) 11, • O) 

"",Iirale de mai mulle paflabile. Fie p i x, y) un predIcat Linar. FOIlllili 
' ·lIant ili ,.to,ii (3) şi (V), putem forrn a predi r alele ullare· (3r) p(r, r) 
(V.r) p(,r y), IInde y este variabila aee. tor două prediMlle (y se ZIce -UI6rI 
liherti, iRr J r;ariabilrl/egatli)- lJ in A,c(>b l e două prrd icat fl! unare putem ro".. 
j11'/Jpoz't l II' 

.. 13y) (3x) p(,r. y), (Vy) (3r) pix, y ), (3y) (V x) p (x, y ) ş i IVy) (Vxl p(r, fI 

l' 
1 

n 

p( 

IV 

re 
(V 

In' 
Selllll"I.JO următoarele proprietăţi de <,oroulati"it " t" ale cuanlllieato- es 

/ullll lip !Il:eloşi fpl: 

(V.c) (Vy) pix, y) == (Vy) (Vx) pi r , y) 

(3r) (3y) pir, y) '= (3y) (3x) p (x. y). 

Oin reglllil!' de n"!,"\I' pentru vred icatelr uoare obI Ilem /'el'Uliw df 
11 pj.m I ,~ pPlllru prp(hratele bIfl9"e. ~ 

Il,' .,"Plpl" 1«3r) (31/) p(.r, y) _ (V.r) ('1y) lp(.r u) . 
1,,11' ild",,,, 1((3'1 (3y) ( )) • 
(:"",,, "1'\( l' . P :r'fY - (Vz) 1(3y) p(.r. y)) - (Vr) ( Vy) 1p(r.,) 

1 ll.n); oage se pol 8('0 ppntru pr,_,dicftle CU 3, ~ sau m al' multe \"1' 
I'mhdt' 

ml~f'n'lţli. I Dal:J. P\Z, y, %, Ş -=- ql I d , . I 9'IX, y. S, \ I'unt două prttdlclt(" aluncl pls, 

Ipl
" ~. =, al' ŞI numai dacă "slt' ld"vlrAllj . 
.. 1/, l': ... q' Y' De 'IH'(IPOlll a 

, ' ,~, J <lsf:>m,'nf'a ( Vy IV' 
I alun numai alune când este adevăraP _ < 1" Z. y. z ... J - qlx- y, ". CI propoIlllH 

iV.r. iYy) ' V.:) [P(I, y, z, " _ q{;r .. 
. n 1Il1lt" lMremp ,<:,. 8f'rw . .r/lf, (or " '!I • .... 

mn 'mpltrnru'i 
] . 

1
" pir y,', )". q(r V • 

l.omlldf'rJm 1pofPma in - . . ' ) 
.. . orI( f' trlUnuh' l' 

rf'mii ,'sll' d" (nrm1 pix Y:I ( fOI t TOPI IlIn('lt· "11111 r Il 1" . • . • ~ q .r, '1 z) 1, . 1II1I'll r ntt" .... " 1,; ('.115 
Simt ml'duHl!'l/" unui triunghi" iar q(; y' IIn(1 p(x '1, "') ,'sit- JlIl'di"a,tu l t r.rner .. ~, 

" ,~ <'nl 1 01:1\';'\ II/(' t"Sh'" . ZJ f't;1t, prt'd II ,11111 .z 1/ l .... _a'fI" 
If" \1 In l' . lin Irt!ln~l I • • oi SUit on" .. , 

I Orr'lI1.;l f'Sln d .. formH 1\ I ""('plllllghi\ alllnri He. 48' 

untll' FIS. y, J) fi 'p prt'di('Rlul 
p(, .v, 

<:l/f" 1. 

'o 

IAr gir y, Zi rlUng tll 
~ ... 



, ... 

d. 

1 
va-

1" 

'.r-- Tt>,}f'tIITIU urnllltourl' .tlllh' doui\ 11I1'lt"/'t' rt\-,onltlt' (IIM IICW hU ~ te. III tlll!llllr 

ra l ,llnil dlt,·r.l tit' H't -lei", $o :it rit ~ul. 11>1'11/., 

P" !I .. "(~.!I untlt) I'~' '1 l' It, PI' ,ti, lIul: Il. fi: y) ,,( <:"!I i, q. y) t'sle 
pn.."tll'" ,d ,, 3 :1'1 U.e ~I A :1' < fi) 

• 

EXERC IT II 

l. htl , pl'l'din\lul p(r, y): nX di\'idH .II" UIHll' .f,!J dt·~'(~'lInl~a1.(t 1I11HII'''' 

l1aturRh .. 

. a) SI\ SI' detl'l'Inine ,·"Iorile de adevăr pentru propozlţnle: p(2, G), p('l, I~J, 
p(20. 1(0), p(t,5, 100). 

b) Si\ .stI d l1lel'mllle valorile lin adev.l" ah~ IJI'O!)(l/.lţillol': 
(Vr) (V !I) p(.r, .'/), ('I l') (3 .'1) p(,f, !I). (Vlj) (31) p( .... !I). (3.r) (3/1) p(J .'1). 

2. Fir prt"dicRtul p(x): nX:! - 2.l' + 3 = O" unde :r desrmnea1.;-"t un numftr 
real. S,; se delermine valorile de ade"ăr pentru propoziţiile: (3,f) PIx) şi 
(VI) p(x), S,-, tie vPl'ifit~p regulilp de IlPgaţlt'. 

3. Pt~ntru oru,:P predicat binar p(x, y). s("t Sf> \'!'I'iritt, ,'il fJ"opoziţiH 

, 3,f) (Vy) pix, Y) - (Vy) (3,r) pix, y) este adeviu·.tă 
4. Fie predH:atul p(x, y):"..t y -= 2" unde .t1 y. t!pspmlwaza nUITlPI'l' 

Intregi. Să se spună dacă propoziţia (Vy) (3x) (p(x, y) - (3x) (Vy) PIx, y)) 
.,te adevărată sau falsă. 

o). Sa se drlerminp valoarea ciI-:' adt-!"ilr 
a) (V.r) [(r > O) V (x < O) V (x O)J. 

!'cal ORrpC81't'; 

b) (3x) (3!1) [(x", O) II (y '" O) - (.·Y 

oarpcarp. 

~ 2. MULŢI M I 

2,1. Noţ i unea de mulţime 

R propoziţiilor: 
ul\dp ,T dpseJlllw(\z;''l 

• un IIUn1(1I' 

O)], lInd" l', !I sunt nUI1\crp 

• 

:\'llţîu n i lp de mulţ ime şi de plflffipnt a l u n!'i nltl l ~ i mi far p,u'Lp lilll ,;at"!:!,l~';il 
.lcp jor n otIUnI matpmatice care nu pol fi ddlOih', dn r sunt imp""" dl' nIl1r\H(lilS!' 

exemple . 1) mul ţ imea cu"intelor din limba "OJHân;t: 2) IJlllltilllP'l p).,\·il"r 

dintr -o clasă; 3) mu l ţ i mea numerelor nalura le: 0, 1, 2, 3, .. . etr . 
-\şa cum scria Canto r, creato rul t.eo rif' j mu l ţi m ilo r', (l I Il Ulţ. II IlP (·. l t, ,,0 

rotile/te dp oblecle (num ite element('le mulţimiI) se nalurci narecar('. bine deter­

nunflt~ ŞL bLne distinrte". 
Vom nola cu litere ma ri mulţimile, cu li te re mi ei (~ I p,m (' nl p lt ' 101', D rlt'll ·1 

f, to o IT\Ulţimp şi x un element a l său 1 vom !-\c ri e xE 1 ~ i vo m {' iti "x a pal' 
\Inf> lui A'l . Dacă x nu se găseşte tn A, al.\IT\I' i vom ~H' ri(~ ,r ~ .-t şi \'(l ln ,' it 1 

"x nu Apnrţine lui , L", 
A~II f;lIm rp,zlIltă elin fraza tie moi ~U ~ , rh'lfiont"lt· \l1wi multimi sunt tii ... 

linf'k,ndif'/I lin o( : plnşi f~lf'ml'nt nu ~ I' ['nall' I' lI p!' la rit ' III il 1 I\JUllt' 0 1' 1 Il · H" t'fIll! 

1If18. ~lplllt.'lItrh! lInei n1uiţimi trf'huil' SI\ fi,· huli' ot'trrminntf\, E\:l~tl\ două 
rtlOfluri cip fl"finirf~ (d~ ţflllprminllTI') 1\ unl'i mulţimi , 
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I In acest caz mulţimea .. 
II) Yumwd /1/dlv,dual t'tlll",lele sa f. • De exemplu: A _ 

1 I 8ule' {x y, .' , st'rund flLtn' aChltlde t>1t'JJlPIl (' Il . • : .1 aWltl nurllPre naturale; B 
f tti dllt jll'UJH l' 'f 

3, 4, ;) 1 atlll'ă JUulţunt>8 orlHU . . I 1,.I/'lI literfi ruJUl ale 
U. ti )J'JIIU' l' ţi. ~ o L adică JHulţiml'a Curma 111 , 

grt'(' . e o au flflflt'lltt'/r. sull' ,i nu fi "a 
b) Sppc/(icdnd v prvpfl'lal' pe. car ta "III'\" da lfIul/,mea 

.. d Iă propl'wtatl', 80 poa . .. 
tl"nfnl" ~Ial precIS, • o . I Mul\JIlllle d-Iullte In ._ 

. l t espectl vă are {JC.. _ opiede p~ntru care proprie a ea r ' 
mod ~e vor nota prin 

A • {x I P(x)}, 

adică mulţimea acefor obiecte x, pentru care are lor. P(x). 
. .. 

proprietatea' "es te numnr prIm par In amI ca, 11111 Exemple. 1). Considerăm 
ţintl 'a ţ's tc {2} .• 

2, Dal';'i considerăm proprietatea' "numă r natura l par In a~est 1'87. A este ... 
tim/'a numerelor naturale parc_ 

o mulţime definită după primul mod se zi ce că este datA sinuti~, Iar o 
mlJltime definită in al doilea mod se zice că ~ste dată analitic. 

'0 mulţime care are un număr finit d~ ~ Iemen te se zice (mitd. rn cu 
"ontra r se numeşte zn(mită. De exemplu: mulţimea elevilor dintr-o clan, 
mulţimea oamenilor de pe glob sunt mulţimi linite . ~Iulţlmea nume. 
naturale, mulţimea numerelor naturale pare, sunt mulţimi infinite. 

In lroria multimilor se admite existenţa unei mulţimi care nu are nici 
un element; aceasta se numeşte mulţimea vidă ~i se notează cu simbolul 0. 

SOla/ii Cu "S vom nota ffiul{imea numrr('!or rwLurale' 
~ {:l, 1, :.!, 3, } CII Z Ill'llţim"il numerrlor Intregi, ('u Q mulţimea nUffiprelor raţjo­
Ildlt'. iar ('II R ffi1l1limt 1 numt'rl'lor rl'a!t'. Oară a şi b sunt două n\lffi('re reale cu •. '. 
vom nola ('U: 

fn, bl 
f n. _) 
In, b I 

f·r :r E R, a ,.,;;; x ,.,;;; bf, numit inler(Jal Inchis cu f'xtrf'milAtlJe a ~i b; 
f-r x E R. a "';;;:r b}, numit interval rnrhu la ,<:lduga f' tk~}ItS la dr{tlptt; 
{x x E R. a x ~ b}, numit tntf"r(.lul des('his la stan,u ,<:i Indus la drHpl4. 

Dad aER. notăm tu' 

{a. Xl) - {x I x e R, a';: x}, (respectiv (a 001 - {I R 01 
h 1 . . . - • - % :r e • a <.. x l), numit H.IIN 

tn,. /$ a stanga Şl nemdrglnula dreapta If(>5J)(>dit l t 1 d h I _.. U 
la dreapta) n er('a t'$I· IS CI stdn,a fi ncpftUţUI 

Ot> ilSpmt'nt>a noto'im ('II· 

co. a f.c x E R, :r :s;; fl} (ro'pert' ( 
,.. IV - :-c. a) 

(Jal tnchts la dreapta şi nemdrginu 1 d 
nemdrglnit la stânga). a si nga (r(>sprt"! jv '''/f''r('al df".tr-}us la Grfapla " 

Se observă că toate a('eslf> multimi 
Sunt dE'finitt' nn:\lil ic 

{x :r e R, r. o)), numl~ 1.IlftI'" 

• 
2.1 Mulţimi egale 

SI' SPUJl(\ "ii mulţiml"'fl A rstn eg 1 J 
il lui .1 apAr-ţinE' lui n Ri .. (l (. cu O mulţimI n oaflA nri('f' ~1(l-J11l'n' 

, rpnproc, \'oli'im f I 
"j.wln A"t.fl~l A ::1 B. nptu dt mulţilllilr- .A ~i B fiuD' 

81 r 
Da, 
cii· 

( 8' 

adI 

5, i 

IlU 

cA 

hll 



~I~ 
(O, t ~ 
Il '., 
'. L I 
"""

t llhii 

• 
Iar. 

In eu 
c18!l. 

l'.. '1 .; ~, 1~ 

~) Mu)ţ~mt't\ {2} este t'.c.II/\. eu mulţiml'il lIunu-ttolor nallltd)e pilrl: "Iirf' luni J)tJIIII'. 
3) \fultlflllltl {:.l. 3, 4} şi U. 3. 7, tOl nu sunt t'gitlt". 

Ht~latlit tiI! tlg.ditato inlrt'! JIlultiulI Hl'U lIJ'IHdlotlr1'ie 

1) ~ 1('0 frf!,'xlvfl, adiei'i..t .1; 

ii) AslA sillwlrlel\: dncăt 11, alunl'j II J t ; 
il)) ,'sb! tml1zili\':1.. ducii .,1 /J 7i Il (' allUl!;i t 

2,3, Relaţia de Incluziune 

St' spune Cl\ tI mulţime A este inclusli in mulţinwa 1J (iu('1t OI'ic.:e ('lt~IIIf>1I t 
al mulţimii .t f'slt\ şi element al mulţimii B. SI' noleazil Ac lJ sau lJ => A. 
Dil\',} . 1 n\l tl~lt· inclus{l in il se sef'ie A ~ B. \Ilfel ~pus, A rz.. il Înseamnă 
04 există x E A astfel IncAt x II! B. 

Când A E'!\tE" m<.:!u!)ă in B se mal spune că B contine pe.tl sau că A r.sle 
t) submulţlme (sau parte) a lui B. 

Exemple. 1) {I 2, 3}t'sh'inrllls,11n {I, 2 , :J, j, ;}. adk,) {I, 2. :qc {I,:!. :1.5, 7}. 
21 ,rlllţimt'a numf>rt'lor Ilalurall' pare t'slc inclusi in mullimNl IlIlIHl'rl'ier naluralf' 
,1 Xc Z c Q c R 
'1' S" (il ce "lllvi'nţia 1::1. pt'ntrll orict' mllitime ·t, Olul\Îmt'H vid;1 ('~It' inc'lusă in A, 

adlc1 OC...!. 
5) "Idţimt'a {I 1,:i} nu este indus,) fn Il\ul!imt>;.l {2, :1. .'i. ";"} f!l'mU'tTC' I ~ {2. ;J, 

nici 5. ; '-

0. Fie .4 o mulţime şi o proprietate P(r); nlulţill\l'H pll'llH'lllplul' elin 1 ('(\1'1-' 

ralJO. 
• < •. 

"u proprietatea P(x) se notează: 

B {x E. A P(.r)}. 

E.rf'mplf'. 1) ,rllitilll('" llum"rt'lor naturalI' l"al"l' f:t' div'(] 
-= {.r e ~ ,) divid\' x}. 

2· 'Illlţirnt><I nUllwrelor intrrgi x ("u pl'o[lril'latt'H -;.r 
\J €: Z IX 8 6}. Se vedl' r;'1. A {2} 

R fi SI' sl-rjr A 

Din definiţiA relaţiei de Incluziune rf'zldl1\ (':1 fH'ea~tR Hre următoarele 
proprietăţi. 

a) este refle,ivii, adică A cA; 
b) cst~ anlisimelrică, adică dacă Ac B şi B c .1, atunci A = B; 
r) pslp lranzitivă, adică din ...t c B şi B c r re~ultă ACe. 
Pr0priplalPA b) R(> utilizeazl:l in practică în ~en~ul că pentru a do\'edi 

eA A IJ SP- probează incluziunile Ac B şi BeA. . 
DHuii A p.slp. o mulţime, atunci mulţimea carf' Are ca elemente toalE' sub~ 

mulţimile lui A se numeşte mulţimea părţilor lui A şi se notează cu tp(A). 
Aşad"r 

tp(A) = IXI XCA}. 

Ob •• rv~m <A mullimea vid4 0 şi mulţimea totalA A sunt elemente ale 
lui tp(A). 

Exemplr. Fi. A ~ fi, 2, a}. A \'em 

'P(A) = {Ii!, {t}, 121, laI, il, 2). II, al {2. 3}. It. 2,::In 

1. 



2 3 Opera\,1 cu mul\lm l 

1. H'un.unea mulflll/ilor 
douA mulţhnl A ,1 JJ mulllm .. 

Il ~ f I D i ţie. Se Dllmeşte reun U'''":I eel puţlD uneia din mulllmlle A 
elementelor care apar, D 

, i B rin A U B ,. citilll HA reunit cu 
:"Iotăm reuniunea mulţunllor A , P 
De.c. AU B = {x I x E A sau x E Bl, 

{' 4 10 1" 13) (I 2, ~I, 4, 10, 12, 13), 
l:'"mple 1) {1. ~, 3, 4) U 3" ,- ' b d, fi 

21 fa , b, el U {e , d, " f) = {a, , r , " ' 

Fig 111 

G f 'c reuni'lfiea" douA mulţimi est. reprer.. raL, . ha 
taLl În figura 11.1 prin pM\lUn.a ,uratii 

I b '.. ' C;'l ('um 1101 drfinil r€,unlUnPA ti dOtlI l1li-) seM 'OIIr"- , ."\ ,' . . • 
, t ddini rl'Ull ll llWa IInlll num:lr (lOll de mulp.t "",p.,m " 

Ma i exact, dacA Al . AI" " An sunt Il mulţimi, ,atunci m4 
1\t'<i dr>Int'n tdor I ('U proprit'latca .. I aparţlOe cel p. 

' 1 l' 1 1 • sa" SdU -1 . 1 se n U IW'~ t t· reuniune-a mulţimilor AI'A. HlH'lil I irI mii ~lIni ~ • 1 sau , "1 1 • n , 
In I I't! notcazi1 Al U A: U . U An. lh 'ci Al U AI U U An -= {x I (3t, IC;I , 

-< n 8sl(el in"At .1:: e . f .:} 
I':./"emple. I Fie Al 

II 2, ... , 't, 1 

I t 2} t j {l ,3,5} .\lunri AI UA.UA._ 

~J (1011.) III {II. Ba {:!, 'l}. B3 
U U:1U IJ I ,1,1 1.6,;} 

2. fntN.\'rrr.a mulţimilor 
, 

n • r i II iti., Se numeşte intersectia a două mulţimi A şi B mulţimu M0-
mentelor care aparţin ş i lui A şi lui B, 

ln\er pr in m'JI\lmilor A ŞI fi se notează A n B şi se cite~te ".4 inte ... 
\ l li" ~f'(' a cu 

Ih'r. A n fi ~ /x I " E' A ~, ,T E BJ 

\Inlţimile A ş' B se numesc disjuncte dacii A n il 
au in COntu11 nl(.:i un elempn l. 

0, adică dacii nu 

CC/!'I1. ţ.lt. n n, 2. 3} n {:.!. r., -: , 8} .... {:!r. 
~ \01, b, c, d, c} n {I>, d, fi _ {I>, d}, 
01 11,2, :l} n {I" H, \1) n , 

A 

Fig Ilt ~ Gra(ic, in t l'!':-;pcţia a d o ul\ mulţimi ('sit, rt'prt'left 
\IIta in r"'urn II 2 ' 

r"I • prI n porţ m llt' R haşurată. 
Ob.tpf'va/ip A~1l nlm Im dt'rin,'1 ·,1 ' 

II I'rSf'l'(r'! I 1 ~ 
n li lllm·\r rmit dl m' l nu Mai fi,' '1 1., ,1' f (ilill 1I1111t 11\1 prl l t'n\ til'rini inl('ISI"I 

oii (.u ;i • ." t "'li In!". l'IL=lV'llh'lc!' ,r CII propril"hll' 1 , 1, 1, .... '1 sunl n IlHl l\lIni fii mrl 
• • , •. 1: ItJlaq1tU, 10; ,' I ' ' 
1I~ .) mlll~irnik I j I " II ' l i 1111 t. t lui 1,," (' n1ll1l 

, 1 VI" ).:t." ş.j 110 1(',171 , '1 1 \ 1. n ',n 4. 
- C I v i .... < '1 lVf'm ra t i} \, n i " {l t'(1 1'1 

B. 

D ef 

• 

1 

J 

alunci 

cu m 
ţlUne 

De r 

De r 



U.Aa .. 

U 8'1\1 

mler· 

, 
au 

l:.'#n'l'le n Pit' 11 1I:l, l, ',}, 11 il, j, li, ~} ,1 I {II" ti) 
\tUIlCI .-i, n l ~ n t , 1I1J. 

2) Dal"A 8 t {I, 2, :1,',. 5},lJ, _ (I, 4,~, 6), /1, (I" ') .. }, It "1, li tj:} 

B. P,~,~}.·lIUlu'llJlnlJ~nJJ~nHlnlJ, ('I ), 

~l Com.plrmrntara u,flei ~'II,bmul{ifllt 

De fin i I i e. l'ie]o; O mullime ~i .t O submullim" a lui H. ~u"mul\im.a lui 
]o; formati\ din are le elemente re nu aparţin lui ,1 '1' IlU"""t. 

• complementara lui A in raporl cu }.'. A(~easti\ mulţime fj{l no­
teazll CEA (sau mai simplu CA cind nu existA nici un dllbiu 
asupra mulţimii 1:.'). 

Deci: CEA = {x", EI .l" eA}. 

Epmple. 1) Duc", E {I, 2. 3. 4. 5} şi A {I, :~, ~}, ,1tUIH {2, ',} 
2) Darii..t este ffielltiml'a num\!rl'lor Iwhmdl' part', 

atunci CN t t!slt' muIţÎmt·;\ numerelor n;lturalt' impart" 
3) Dară Efa, b, e, d} ~i t {b, d ttull"i 

CEA {a, d. 

GrafLe. complementara un",i ISubmultimi .. 1 in rt 
eu mult imea E este reprezentată in figura 1 LI )lnn 

ţi unea haşurată. 
IIJ.:ll.s 

4. Diferenta a două mulliml 

De fin i I i e. Fie A şi B douil muilimi. )llllţim~a liă din elementel,' 
lni A care nn sunt elemente ale lui B se numeşte diferenţa 
dintre mullimea A şi mu1limea 11 şi se no(eazăl - B. 

Deci: 

A - B = { x I x E A Ş I X e B} 
Ezemp/_. 1) {I, 2, 3. ~, SI - {2, ". ;,.;} {I, 3) 

21 {a, b. el {do '. fi {a. b. r}. 
!lI la, b. el {", el - {b). 

Grafic, diferenţa dintre A şi B esle. reprezen­
tată In figura 11.4 prin porţiunea haşurat •. 

5. Produs cartezian 

A 8 

• 

Fi~. II !.t 

De fin i ţie. 8e numeşte pereche ordonată (cuplu) formatA din elelllNllt'le 
x şi y o ordine Intre elementele x şi 11 in scnsul eă.l" ,'.te primul 
element, iar y este al doilea element şi S~ Jlo!~azi\ cu (l', !I). 

In per"ch.,. (x, y), x se mai numeşte pT/ma compO/len/d. iar y 
eomporunlă. 

DouA pereohi (x, y) ,i (x', y') 8unt egale d .... \ şi numai dacA .t 

, - ,'. 

a doua 

, . 
- X ş' 



r tea" v And 100 numai penw 
Rezultll cII (x, y) .;. (II, x), ega l,ta .<lona!A < tll <lIrefltA de cea 

d 1)('f'CC le OI llu ,111'1 J't'Z\.i: t ă cA. noţiunea o 
tunl;> tUI'Jl IlU din Jouă olt'JIll>Jlll>. . t rell l ordon<at I 2 

I . • ) Jut UI rvrlIIl d ... u, p 
Lxempl. 1) (li rl tllll~I il'!C I ŞI .... ' 2) i (2 il aunl dirtrlte da mulll .... (1. 

('are sunt distincte. In plus perechile (1, '1 '1 ) 
t I rmal:uplUI (1 , 2 Cu numt' r i' ll ~ 1 ŞI 1 pu t'1fi o 

. .. ,.' fi două mulllmi, 'Iul(lmea al. rilrei ~1~meDt. 
D efI n 1 ţie, F,. A ~I 1) In ('Bre a E A ,1 b t II lIf 

toate perechile ordonate (a, I , 

t d l carte ' wn al mulfimJlor A şi li (in ........ 
meş e pro usu - --......,. 
ordine) şi .e noteazl1 A X B. 

Deci ' A >< B = '{ (a, b) I a E A şi b E il }. 
CIi,,,I .t = B, se notează A X A = A'. 
1· x\'rnpJ,J. Fie t {i !, 5 • .o;;i B {i , 2, 3.} ') rai 
Atunci A x /J 1. 1 i1.:!', (1,:1), ,', ,1 , '4,21, " , ,3 (S, i} ' 5._ . ~ , 
ş i 1J )( 1 ' 1,1 1.4. 1,5). 2,1 , (2,41, CZ. 5'. (3. 1 I t:i,., . ! ;J ,I) } . 

Se ohst'rvi1 el. A .;; B #- B x A deoarcct', d~ t'xf'mplu ele-me-nl .J1 (1, ~ , e Â )( • 

ŞI (1 21 jţ B x A 
Ob:"uvaţii, 1, fn exerdtilie und,' avem dl' d 'lf'rmina 1 prudusul eart f' zian a d 

1II'11ţirni t'~1t' bine s'" r('pn('m faptul c:1 d,td, t t'~lt' (1 mltl,inl" finit.1 ru hl ch men·' ,.ar B 
.' tiI o 1ll11ţhlli~ finită "I ft t'lem!nlt!. atund A x 11 ar ... In' Il rle m"'nle lntr·ad rit, eu 
r ii' Iri' t'lt'llLcnl tl e ...t putem construi n ptTl'l'hi ordomlll' d t' forma (a, y l ('U Y e B, (. 
/1 il' In 1·lt.:1111'Jlt(~, II li 111'1 rll1 lolid d,' lh'l'l'dti ordJnaft· f'Stc m ' 1. 

:lI Fii' 1 ~i B subm'i1timi <tIp m'lIlilllii IHlflll'rc Jor rea le R . :\J Ul t1 ffif>3 A x Bie 
p inl" I,,~pn'l 'nla grafil' printr-o m'lllimf' df' putH,.:It' din p l all, În fa r c s-a fo.::at un SIStem 

dl' a ...... l'l'I'lillll{llli:w' rr)If' ;lsociind fit'I''1rlli rlpOl<,nl {,1' III E: A X R. punctul Pir. ~ .. 
('Clllrdol\;lt.~ l: şi " 

2 

o 

• 
Ih' t""llIp!!. 1 Pac'! -t II. 2i ţii li l:!,41, alum'l. t ')( B ar~ ca rt'preltctarf 

tn plan drt'ptun,i.l"hiul haţ;llrdt AlJCD , fig. Il S, undt 
..1(1, 2J. H{l, 41. ('{'l,~1 ~l D(2. 2l. 

, , 
1 
I 

2" DII"", .4.,... B II:: R, atunci R x R RI are CI 
'(,r{'Z('nlilrf' lot planul 

6. Propnrt')ri ale operaţi.tor cu _Ii"'" 
(E,,,r,.ill i) 

l' Dacă A, B , C sunt trei mulţimi, atunci 
.1 J (lJ U C) (A U B) Ur şi A n (Bne' 
- (A n il) n C (asociat"'l t,'t ,a "umanll " • 2 x . nZlersec(tei), 

, 2' Dadi A , B sunt 
• 

mullimi, aluntl 
Fig. 115 ,tUR fiU t şi l nfl lin 

." Dlleă.1 este . reunlIInl/ ŞI tntr:r.\'IT{ifl), 
I (('",nil la/l "itol 

_ ". o rnulţune! at.unci A U 1 _ 
t,.,I(. "'UO/UIlII !' mte"erţiei). ,A ŞI A n I _ ti (,dem,.. 

t. Oricarp. flr fi mul\,im{lR ,1 I U 
" 1) "o O o "roil A R r ' " F!unt trt'i mlll\' 

n, t U C) (d/strtbllli"lta/ra .. 10" . nll" ,,-, 1 L.. ( /I n r) (A v B) 
1( UTHlllHl rlt\ 1 

- ( t n il) U (,1 n (') (r/,s/flhl//ll'l t. il '1' '"lrrS.'/lr ) ,i 4'1 (R U CI-
t n trr ,ntnr~'''rr r . '. ,ard n'O rrunp,u.",. 

t ş , ,1 n n o. 

26 
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I 

, 1 
u' 

! I 

... It. I l, 
• 

A, , 

Iar, 
B C .. 

x B~ 
SlSt.,o 

Z. J ... 

. .6" narli A. B sunt aubmulţimi ale lui H. atunci (' ,:(A U B) _ ('xA n (' ,,8 
ŞI ( .(A n R) ('.,1 U C,;fl (ful'lIIu"'I" lUi ti,· ~IOIX"")' 

7 OUl'Îl. t ~sh' U lSuhmultiuH> ului F, HlulU'1 ("~(('l~ t) A. 
8· na,'A A. B sunt doui! mulţimi, atun"i A - lJ _ ('A(A n B) . 
9· DaoA A, B, C sunt trei mulţimi, atunci 

1) A (B U C) = (.1 B). C; ii) A (lJ n C) (.1 lJ) U (.4 _ ('); 
iii) (, 1 U B) C (.4 - C) U (B e); IV) (A n II) Ci n (B e) 
-(,t C)nB, 

10· Dari! A, B, C sunt trei mulţimi, atunci 

i) I X(BUC) (A B)U(AXC); ii) A (Bne) (AxB)n(AxC); 
iii) .1 .x (B - C) - A x B -A C. 

\ om demonstra, ca model, dislributivitalea reuniunii faţă de inter~eqlf~l 
adică AU (BnC) = (A U B)n (A U C). 

Fie x EA U (BnC). Avem: 

xEA U (BnC) ~ xEA sau xEBnC ~ .rEA .au (IEB şi xc:C) ~ 
~(xEA sau xEB) şi (xEl!. sau xEC)~.tE.4UB şi .rc:AUC~ 
~XE(AUB)n(AUC). Deci AU(BnC)c(AUB)'i(,1UC). 

Fie xE(A U B)n(A U C). Avem: 
XE(AUB)n(AUC)~xEAUB şi .rEAUC~(xE=A sau xEB) ~I 

(xEiI sau xEC) ~ xEiI sau (xEB ŞI XEC) ~ x( A .au :cEBnC ~ 
~ xEilU{BnC). Deci (AUB)n(AUC)cAU(BnC). Din cele două 
incluzium rezultă că A U (B n C) (A U B) n (A U C). 

Observaţie. Ca exerciţiu, să formaHzăm In termeni logici câteva din definiţiile din 
aL" '3t paragrar. De exemplu: 

1) relaţia d) inc.luziunc, Ac S, se scrie: 

Ac 8 _ (V x) (x E A ~ .L e il); 

~) relapa A rt:. B se scrie: 

A <t:. B - (3x) (Ix E A) 1\ Ix ~ IJI). 

Folosind legile d~ negaţie din calculul cu prt>dic;\ll', s{' poah' vf'rifica uşur 1'1'1 prGpoziţia 
13z} I(.z: e Al /\ (x ~ B)) este eehivalenli'1. cu prop(lzitia 1 'Ix, (.c eA::::;> x EE)), 

3) detiniţia reuniunii A U B, se scrie 

x E A U B-(x e AIV fx E 11), 

~I d" (iniţia mterse('ţîei An B, se saie 

x E A n B _ (x E A) 1\ (x Eli), 

,'iJ defi niţia complementarei CEA, se scrie 

x E CEA - Ix E El 1\ Ix ~ A): 

6) dp(in itia di ferenţei !4 - B, se scrie 

x E A - B _ Ix E A) 1\ (x ~ B). 

Propunem cititorului sA formalizeze şi alte definiţii tnlAlnite . 

EXERCIŢII 

t. 84 l e verifif:8 egalil.1ţiJ e: 

a) (z . li I x' - 4z + 3 - O) - ( l, 3) ; 

b) (x . lf l z' + z - 2 -0)- {Il ; 

27 



• 
d ~z EI l. ar +- , ,): -
d, {Of Ei Q 2%' - Jr 1 !I) 

t') i.c e:: Z r 1 ~) I 
2. ~A se delerm.ine multimea : ) ()'M'ulil' . 

• l' 1) In II , I V Ei Z mr m. .E .1 . A U II 
. . "1 . A C II A nil· ~, 

3. ~i1 Sl' urale eă orirare dlll ('ondltJl .t', . >t. ' 1 I Il" do," 
, ..... mplH'it I't' e a Il 

m'lllimiie A şi B ale mulţimII 4, 1 ·' '"1., .. 
'," t adl'vli.rult' 8Itu.. . ... Cart' dintre urmUoarele propozi il sun . 

a/ In. b. e) •. (b. a, c); b) (4, 5, 6) (6, 4',5); 
,.) , . + 1, 5 ) o (5, 9 ); d ) 3 e (3 ); ") 3 ~ (.1) , 
' ) 'lc !'l) g ) m (4 ); h) (3 ) ({3)) ; 
il OC{l ); j ) 0= Il)· 

li. sa se dt"scr ie mul ţimi le : 

~ : ~ ({l))) ş i ~ ' ! : ! I {I )Il: 

dpt l'r mi ne mulţ i mile 

{ I 4" xe :S x-
n :2 

a) A ne N} j 

b l II {re zlx - • ne Z ; 6n + -; } 
3" + 1 

1') (' .re ~ .E - .ne S. 
{ 

2n2 + 4n ') } 

n* + J 

II, pe"lru 

7. Fip A 
A - JJ 

( I, 2, 3, 4). II (2,3," II ). ~~ se de lermine mliitimiie A U B, AnB, 
LJClt'ă E A U 8, să Sl' dl:' t l'rm ine CEA ţii CED. 

• 

8. FiI' A fi, ~J, 5, 7}. B {3, 1, 9}, C _ {:l,!"i , i, 9}.;;;1\ se ara te că AU B = Â UC. 
9 . f);IC'ă I 

JJ C 
Il. C sunt trf'i mult imi asI fp l IncAt A U. B = A U C ş i An n "'" An C. al OII(' 

IU. ~1 SI' dl'l t' 1'111 i Il t' In iISt('! IncAl: 
{.r e it i • \r ~ O) n (. x' . o' m eR 3x 2 ()) '" O. 

II . Sl st' dt'l I'rnli nE:' m 1~1ft'1 IncAt 
{.r e R Xl - :J.r '" 1 n (..TE R l x :· • 4 {Il o. "X 

1" :-;i\ st' d"l.'rmin~ m cI~1 el fncât: - , 

ve;: It :(2 ...... m.:c ._ I 1)) { 2, ~ } • 

1 a. :-;, '\1' ;!r;tl(' CH ffiul".mea 
{.c E R , 

x' mx . 1 O) U Te R r' 

It. 

Il 
10'. t. 

/1 

m 
• I 

~I. F-

.1 

~,> 1) ..... . 
A 

n 

:!3. F I 
tu 
I 4 

.' 

A 

lip f' . . 

tip fl.!' 
in r, 
d. 
1" C'I 

o e f 



P nt 

B .1"1. 

d ~c 
ne 

I,.!" Ilo' 1, t tl}llllt iti t r, tnrât I UlI~lm ';.1 

I - EI It I - "tor t _ tlJ J II 1( J r ,,.+I.O} 
al I lut Il 1,'10 Il nit- 11.11, L\l!t "',_ d, W'U ? 

IU. FIO 1', 1', < 1'" Jltlllh'rJ HIII II tii' . Fiu li,' IlSt'lllt'IlI' 1, U un II Llu r II • Iral. 
Illlruor";'1l11111rlllllld 1101 n 

Ilt t" .. " Iml~. " 
PfJVl' ilii l' II" \!::;Ll nll'l III ,1"11\1'111 lI1LHII I t IItr 1111111111111, 

:,!U. Fii' C II dlllul lU dluui. \)L ru I I I.JII (1 • 
/;) v li I 1 Jţ 

IlIIm st·· d'/ere 'Iu /O'mll r {'d ;1 1Il:J!\lluilo/, 1:;-_ 

lI\~dtillH .1. Il, (' a/'t' loc t'~,llitaka (.1 'J.1f\~( 
d A.\U 1I..l~1 III t .l.1 ~\ 

/II Ou\' ·d; I (") 

I ~\(li " ) 

, , 1II'Iti 

,) \.1 '" 
I • 

~I. Fi.' U!) 1111 llumll' IIdluraJ Ildinim IHlIlt,llW<I 

.).) __ o 

·'1 - ' . 

I {Il,. ti. Il J. , fi,.> I !Jntl,> ". . \I'ilLIj. \';\ mlll tim·' 1 I Q'I Il 
I /1 " I • 

D.I! .) .1/ I'sl U IllIPjrn(~ finiL, \ {JIU 11011 J"ill III.lI J 'II 11111' li d· ni'1I1 • r le I,e 
A. 1/, I • I ro> i 11\'11 HUl DOVl'Ihll 1 

"1. t L II U (', '" I " 1/' " I I III 1 r')/i 1/ I r(, "Hl() 
" 1 ('1 11 Il ('\ 

Fit· 1. II' ,1, •. It Illulţimi (II';:; :!!, l'uv1.'cit. • 
..J I"'"I U :)111 (Juu:) IW lIlt!r . r . 

lurale j II "" I " Il, I .:60 J '" II ,I\'tm 
(11nl.n.nl.n{.I'ln nt 1, 1 1. r 

""l -1" 

',u ':lU 

• in sunl nUIll!:'rt'!t· l:l ., ilS 
',} L· ·1"1,, lo L 1. 

.lln n"l\ ·1j,(l nl
'n 

ni, t , I , 1 n 1" -

) II l I I, t l L L 1 

ri!'tl intr-o ultii. ordine, alllnei 

t.t. FiI' ·1 ll.:!,;q ;i 
,,( )( t. Jl x II. 11 x 

B 11 :1. 'I~ : .. q!-: ",'It'/'mirl" lUuljllllilt-

.,­_.). 
dOllall' .c()!! 

1. 1/ )( II ~j ilpoi S,l !oiI' l'l'prl'l.inll' ~I:lri,'j/ilr 1111 [l1;IJl ,k q (r 

Fil'multinwil·1 JI,:.!JUr:l,'IJ. Sll~('d"t'·I'JJlilll'.1 x l';Ii:1JlllIS'\ r"pI'I~,jllt" ~/":Iri, 
intr-lUI plan (fI' ('(lordonalt' ,rO!!_ • 

r:" 1II'/ltilnl',1 Il = (, 21 U {:J,', . ...;ti St' .J.-1t- 11111'" IwdtiITl1';J li )( N ~i i'l'd s:'i H 
r"J"·t:,,inl~ /.,'T.,ril,; intr·un plati II,' ·U(,.'d.'lJall' .IN" 

§ 3. FUNCŢII 

Cuvântul "funr.ţie " f>ste ade~ea utilizat in '-'orbirea eurentA , Se spune, 
dp exp,mplu. că recoltalul graului SE' race in runcţie de start'8 \ rt'mii SE' spune 
dp, asenJf"npa, că nota pe care o obtinp un elev I atun(·i ('âod pstp 8~(·ultat. este 
In fllrwţin d ... rihflummrilp liP carp h· d:l. Ca ~i in "iata III' toall~ ZIif'It'. ('O IH'l'pllll 
ti" ruru;ţia jnQ{:ii un rol impn~ in loatii fIlHh'malicH şi duo!" il! foal), ~tiinţn, 
111 ('fHltinw-\rp rW vom o('upa lip ~Lurlill l I~ont:t'ptll hl\ II\IIIl'llIl\tll' dt' fllnt'ţlt~ 
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ner i nil i e. Fir A şi fi doull mulţimi. Prin (11/11'(11' rI'(willl 1'" /IIul( fUm 1. 
efi 1)(1/flr; In muflim('(1 IJ ~I\ intl\It\~I' flril~~ ','S'o (pfoeede-u ~8U 

f'mlHl!1fic ţ'tf'.) (, in hn1.11 f':1rl'ia fll"tedrul,. ~1l'mellt a f A i t' 

ll'ilJt'hl1.:\ Ull ILn~r ('11'flu'nt, Ilnl",' (ta). din R 



I t ex,.tenla a 're, eU".."" 
, III "" ar atA Ilofmilia luorllO l pl'l>SUPU ,,0 ',LA (ullel,n ~I care le numer-

'e j'slt1 "II' III to O mulţlmt~ A, pe "tU 

le de'i",' .. al fllltCllf' , I '1 fu" 1'0 ti (Ori' ti,' IIUII1 ,... 
l' ; I . nI HI \ il III .. 

2.J O n d~Hla JIlulţiullI /J II CH - f wr 1'" 

'ltul valurlior (uncţiei ".u co<lOll/l'1I1l1i 1) fţ 
tl "pn\i,·'.·t,'. I f .1- O Jt.'gf! (pl'oce cu. ('OII t 'I",i t>1t'IIII'Jjlt> .1, '1, IUfll 

" 
I ,1 l'" a, ... 8 ,> 

Pl'Jltl'll a sirnbo lZ!:i illlu JliU1I'H 1 ru valol'J In 
eonstiluante ale UJl~i fUIlCţ,ii definită flt t JllU ' 
se scrie Simplu: , 

{ : A _ /1 ,au A - H 
. i Jj u 

~i Sl' tlle!:.te ,l definită pe A l'U \'alol'l II • 

" " Iti {(a) ,.... B .. ' IIUIn"Şt,> liliac",." lUI. Dacă a EA. alunCI e emell U "-
funcţia respectivă, ~au valoarea lui r in. a . . _ 

O functie r: A _ B se Il\ai nUlIleşte ş' apllcal" de la A ,a IJ, 

ObS""Vl!11 J Ih'::;J III de(iuiţia lllh'] (uIII,tii ... t r~ H apar In m6d n(,fur ltei 
IWlll' tott; Ş) lIlI('ori pentru Jiimph{icarea llmhajultu se ~pU'J~ ed! J t,~ o IN,,} 
urmănd ('n cplelnlll' dOIlJ f'h'lllelltt' să rezult e din l'ontt·",1 

2, 1>,1<'11 ŞI }J~unl două multimi uilr't'l'lI rt ', <llurh'i, in gt'nt'r~)l t'Xlst~ u:.s .... 
f'llH'tji ddinitti }J~ .t ('II \',!lori iri }J, 

:1) J)oIlă fllnl'ţ 1 { .1 .. fi ŞI ţ l ' + IJ' ~I' II1WlI' ... C egal~ dacă A _ A', B~' 
~i in pIli!>, w'ntrll ori('e el. "'.'111 a e A, an'lII {(fii g(fll, Dacă există cel putJn un ~Jf8111 
ti e I IJI'nlru ('ari' (,111 -f::. .t:'ul. atulwi fllIk\iilt, {~i 1{ nu sunt t'g;IIt. C4nd (I,UlC"iilf 

~i g ~\lllt <'Kalp notăm f g; ÎI! ('azul rând nu su nt egale noti m { #-, 
" Fip {:1 ." H o (Ilndil', I liIi':1 :r d"sl'mllcnză lin ('l('menl oarecllN?' din A, au 

d"s -1l1nf'<lz1 rh'Illl'llt Il (IX), atunei vom st'rie: y CI {(x) ArC'aslă egalitaLc purtA a_ 
tir' tJ':IIt'Il'I"lIfd {'J'I"tiOlloLă asociată funcţif'i {. iar r se numl'şte "UI'iablld sau CTKkntntl. 
dp (',li!' ori n!' ('sle ('1;lr {';I\t' l'~tf' domt'niul !;'i eod(lmC'niul funqit.'i { putem bol iadictl 
IlPulru ;kf'.ls!;\ fun<"ţlt' Ilum.li dCJl(>Tl(lt'n1a funrjinnalft Y f % • 

Fx'm/,/e 1 FH~ f}t'llţimilt' ,1 {a, b, (', d} ~i H n:!' .1, ~, ~} Ddinlm[wMiil 
{ , I .. H dup" I(,~t'a": lui (1 181' ttsociazit 1 _ lui b i se .lsod;lltt :2: lui c i se asociull 
lUldlst'; .. ~o n). 'eotru<lI '>ast;i.fUllr'ţif';)VI'm:((aJ "' I ,flll). Zif(C)'" 2şif(i).· 

III' ISt'nH'lle;~, d(' la A la B }Julem dt>fini ftlllcţia 8 1 ... Il dup.\ I('gea: orielJ"l 
.. It'rn"nl .r dl 1 ·1 I si"' I~O{,UIli1 num.>(rlll I 

I'.'ntrll hUl Iii ~ avem .t:;(a) K(bJ ~(ro) 
:-0." vedp dl fund le f :;>1 ~ nu sun! ('g; 1, 

1 

:.!) F·!'.I 1l1.1IPnWd IlIrrrllr tArilor rJ .. 111'\'~' I fi 1 ... ,. 
I(loh ,., " ',Iar 1lllllţlmNI tuturor or8Şt' or ~ 

f)pfinilll fUIlf'lia f:1 .... Ii dqp~ le, . 
( g,'.t: IIlIrl tt1ri iSI' 1<', 1 '. I'(~nlrll llf'I~-t'l: '1lnqit' iln'rn rlP el', .. aSO('lllld n\p' a 8. ' 

=Hollla pic .\. mpl". f (HnllU\llIlt) HIIC In'şti, (Utah-

,:1 1, Fi" .Z 11(·,lliIlH':1 Illln\~'rf'lor intrt'gi. Ikr ' 
1/ E '1. 1 -;1' ;ISO('lilz:"'i p.1lratlll MlI, Hdi(';', {(n) 1I:,'~1Il funcţia { Z ... Z dupA Iritf'.!' 

t2 Moduri de a defini o funCţie 

Când dprinim o rUI\('ţip I r'ph,' .. 
I I IIU 8/1 PI'I'('I7:fi , rarte' 
flrl7.I'llzA f ort\f'1111l1 fi" dl'l'inil-" ' , III ('1' l' 11'1'1 p"'llIt'nlt' Cf' O 
l ' t' I \,1 1

, f 11 111('111111 ' , \ 
Il S Ingl1 f 01l~ lllndnrl II~ n d 'f' \n 111"111'1' "1 If'~t'A dp .A,"OCU're 

f IIlI o fuuqitl, • , 
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defim: 
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\' alori 

{Ia = 
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" do",._ 

'en tel. 
. 
uneti 11 

prin 

el. 

multe 

B' 

I 

• - .... 

-

u) r"Ulrlh ,1~fU!.II" ~·tll/d/l.". tII IUUItI' {'UlUn II hllll'ţu' l . Il .. /J I'llillt. fi 
.1t'flllil,l, /lumi/ui pt'Ii/ru {tt'flln' ('{emotiin pariI' din ~1 d'"llIf'ulul el' r .\"(' (l\'()('W,,tl 
din mlj[{lIl1t'1l /1". 

t.'z·"'plu.I'Wl ,1,2, J. '.J.:;oi 1/ 1,' ~I} 
Dt\linim f! • t -+ li punând: r 1) 1, f{~1 -; r:1) 

l.t\g't'll du U~()(,lt'IV n f111H'ţipi r I ~B 
Jhltl t l' fi rup I'OZUIl tu ti. gr'uric ]H'i ntr-o f 
li iU~I'dmi\ (fig. J I .Ii) suu pl'inil'-ull 2 f tabel (fig 11.7). (In figUI'H 11.6 săge- A· 3 7 -8 
ţilt ... Înlii~~{\ leRea de definire a funcţiei 
lit' la mulţ imeR ..t la B. tn tabelul J", 9 
figura [l,i • • 

linie sunt trecute In pruna 
t'lemt'ntelt~ mulţimii pl' ea,'e estf' FIg. I I ,Ij 
definltt\ funcţ ia, iar in linia doua a 
elementele din mulţime unde funcţia la ,'aIOl'I): 

.& l 2 :j " ~ -
{(.c) 1 - I lJ I 

Fig, II ; 

Pentru orice funcţie defiIlJlcl ~lIllpli{' ~i' pOHtl' H~ol'iH II diagnl'lIH. ('U in 
figura IJ.6 sau un labeI (nunul tab/'lul tii> ,'alof! al (u.Tlc(ipi). "U In fiQurH II.Î. 

De multe ori e~le prefel'abil şi sug!'~-
ti\" să indicl.lm diagramA sau tab(~llIl dp 
yalol'i penlru a defini funcţia ,·eslwcli"<l. 

lJe exemplu, S:l ("JIIsid('r,im diag-l'iU1H IIIU 
figura 11.1'1 . 

Funcţia a~;(Jdill[1 pst!', f ~ 1 • /J tind!' 

f{0l = -1; (Ib) = 1. (le) = 2 şi (Id) 

:-;all goi ("(;tl!:iidt'l'o1m tabt'lul din rigura II !t. 

.c a b c d 
- ---::---:-

f(x) I 1 7 10 13 

Fig. 11.9 

Q'-r=~ 
~ :::::j=-____ 2 

3 

-1 

Fi;.., II,fI 

Fun('ţia ilsl;("irtli1 f'ste f: {a, b, c, d} ~ {I, i, 10, 13}, unde {(a) = 1; ((b) '-' i. 
I(e) = 1 O ~I Ild) = t:J. 

101 b) Funcţii definite analitic. O funcţie f : A ~ B pa.te fi definitii .pecili 
c4nd n prnpneta/i'(sau relatiile) ce leugă un element arbitrar a E A de elementul 
((4) din B. 

Exemple. 1) Fie A mulţimea tuturor oAmf'nilor din HOllu.l.nin. iRI' " 
mulţimea numerelor nAturale. 

Defmim funcţia: (: A ... N .,trel: 

Its) .ne egaIl eu vAnta (In ani) 8 lui x In momentul de 'aţA. 
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d
. RomAnia iar C multJm •• 

2) Fie B mulţimea ora",lor In 
Definim funcţia f; B ... C asUel: I 

. t· rţin- ora,u It. 
((z) _ Judeţul căruIa Iapa . I b' ·A) B(r) put.m 11-' 
3 f 

IA (sau expr.!le a ge ne " .. 
) DAndu-se o ormu .. una aC8Ite funrţli vor av .. 

o funcţie sau mai multe funcţll. (Intotdea I ) .. I I'·m·inwuerdorreae. 
,i codomeniul, submulţulIl a e mu ,1 I 

. . EI) • t 1 I'ul.m defim funelt. , 
Dt exemplu, conslderJm exprE'SIB x - .r 

astrel Incit f( x ) x· -- I , . 
A('eleiaşi expresii E(zJ =- Il + I putem !lA - ) aso('lf'm 

x' + 1, 
Este evident că funcţiile f şi g sunt djf{'rilt' dt·oorer..e dum .. nlul de defini .... 

este R, iar al lui g este Z. 

Reţmem faptul că unei expresii sau formule i se pot asOCU/ IMi 

funel,i. 
De asemenea, când definim O funcţie cu ajutorul uneI expres" 

trebuie sd a"em In "edere dacd acra expresie are sens pentru elementele 
domeniul de de fi nt ţie. 

De exemplu si1 consider.1m expres ia: 

E(r) 
r j I 

x - I 
• 

\ r'fstpj .". "rt·",· ,. n" ,. p ta· ( ,., - u ('m ioela o 11 nf'ţ IC' h: R-+ R, h(x 1 

,'xprpsia F(rl nu are Sf'IlS prnlru x _ I 

It) Dându-se mal mult. 
sau mai multe funcţii. 

~;, l'OJ1sidt'ri:im pxprf'siil€': 

.. 
('x pr~~m algehri ce putem .ă 

E,lxl 2, f..,( r I • • 
E.I"') 

1 :ro SI , - • 
x 

Ilt'fin'm hnrţia 
x 

f R -+ R asUrl 

2, dd 1'1'1. x < 0, 

x' , dară Il .. x .. 1 , 

1 
, df\rf\ r • 1. 

I 

x + ' -- , 
x-I 

defInim o fuDCjil 

• 

Art"Ioraşi exprPsii putem s;'1 1(' nsoriem ~i ("n \. , l' IA g 
:r + 2, ()a,.;, ., 

R -+ li da tA In r.lul urmllor: 

1 , 

,(x) x' , d<l('i'i 1 .. x .. 2 • 
1 

, <1111';' r " z '. 

SI' ohsf'l'v;1lmpdiat cii l\'Pm f12\ _ I 
.,I.IR(21, 

Int .un mori a~em;ln!\l:.! ' . d'~(,l f şi ~ ~unt rllnr\h 
or putem tit,! . 

mal ml\re fie rormll e Inl o r llnrţ' 
1" prin pat ru ri na &AU chiar "" 
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R_II 

Il 1uII 

m"l" 

• • 

din 

. ".." 

TI't'<bUltl ~t\ r~IlHU'l,;lt'1H fl;t.lJt ul l";\, Jlf.l'ti fUllr\u\ f' .t - n e,le ilt>fuul 
prin HUli lHulttl flll'lltult', ttt lIH,j fil·t·l\.m tlin ffll'lJlult\ t'!Sltl yltlfl,bilA fH·tttrll J 

81H1HlIU ::mbmulţimt' H. hu AI IIU' douA tiin ("!'Illul" nu p'll fi f(Jlo.;ll~ pI!ntl"u 

dtolermioartlH. iIHI\J(inii UnUIH, !oIL Ih'l'luia,1 (·II'mf~J1t. 
, ' 

~l) (n>nO'wtrltl IW fUl'nizeHzA o gamA vH.riali'i de funqii uf~fJlllte analit.lC. 

Iată câteva exemple: 

I ~"III'jt't"lll iti rll!'url ('1' 101 Pu.wt. Fii' li Ull PUIII'l [i\.ll din pl3.nul Il ~utaltl 
.nI p ... P funqia dt>tinili'l 1151ft'l; 
'~ \l ( .\' ) ttinwtriculllli X faţ" III' ,lI. FlItJl'Pd fI',l! ~r n\lIl\l!!;I(' 6wldria fattl dr putlrtul.ll 

;! I Sitl&rtria " I rllporl cu o drPltptrl, Fit' (el) o dfl'.IPl.'\ din pltwul P. IH'tinim funt'ţia 
:ii' • P - .. p. <tstlt>l: Si'(X) _ sim"'lril'ullui .r rap. dt· ul'I'apta. (d), FlInqill ",j be numC~lt· 
:i11Mlrw rat_' dt\ drl'ilplu (d). 

;1" }o'il' o un punct tix in planul 1'. Vom dt'fini lun,.,tia d : P -+ R agHel d(.\ l -
_ lungim(la 51'l(ffi(lnlullii 0.\. 

4 ~ Fi~.t Tnulţin\<'<1 lriunghiurilor din planul P \'om udini (uTlt'ţîa a; A _ It a5tfrl 
al T' - Miu trIUnghiului T. 

3.3. Graficul unei funcţii 

Fi. f: A -+ B o funeţi •. Prin graflrul acestei funcţii Inţelegem ,ubmul· 
ţ :mea C, a produsului cartezian .4 '" 8 f"rmat il din toate perechile (a. f(a)), 
cu a E A. 

Detl: 

C, = {(a, f(a)) la EA}. 

E:umplu.. ~;1 ('oTlsidf'rlim fllnr!ia 
itsol'iat<'\ următoRrl'i diagraml' (fig 11.10) 

(Ia) 2, ((b) 1, f(c) - 2. f(d l ~ 5. 
fn arest ('az grnfit'ul G, P5tC mul· 

timl'iJ : 

C;, ~ ((". t). (b. Ii. le, t l. (d.', 1) 

, 
:~p~ 
c-~-

Fig. 11.10 

3.4 FunCţii numerice ~i reprezentarea geometrld a graficuluI lor 

I 
2 

J , 

Se nUffipşte funcţie nUn/erică o funcţie r . .ti - E, pentru care at.At dome­
niul de definiţie A cat şi domeniul valorilor B sunt submulţim i ale mulţimii 
numerelor reale. 

Epmpk {-rmiltoarele runrţii 
1) { ; R _ R. {(x) = 2x + 1, 
21 , : [O, 2]- [O, '.], ,(x) = x' sunt ("neţii • numerlct" . 

Graficul unei funcţii numerice are o particularitate deosebită, carc constă 
In aceea cA el se poate reprezenta ca o submulţime de puncte din plan. 

Fi. f: A - B o funcţie numericA şi C( graficul său. Fie xOy un si. tom 
de axe perpendiculare din plan. Dacă (a, b) oste un element din C(, atunci 
li aooeiem punctul P(a, b) din plan (a e,t •. al""isA, iar b •• te ordonata puno· 
lului Pl. Mulţimea de puncte din pIAn de coordonate x şi y unde (x, y) 
P.lte un element Of\rr-r,are din mul~imeR Gr Re nUffif"şle rrprt';rntarra hraTrlrtriră 
II trll(it:ului funrţi.l" f. Darrf nu rstr perICol dr confu:ir, prnlru simplifir/Ju/J 
limblJjulai, vom numi, simplu, acea.,[d rrprr;rn/art gromrtrirtl graf.rul f"nct~i f. 

• 
1_ ............ 1 .......... JJC •• 
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f:zempte ti Fi. tuncţla ( 

_1 
1 

O -
2 

-tf:! I 

'Setlatl 

8 

_ V2), (O, II, (.;' 2)' (3, - V"i)} , 
Graficul lunclie, ( este; 0, - {(l, 

, ,. G t'I'te mulţimea pUllclpJQr 
Rt' prelcntarea geQmetriCă a multimII t 

(rig, 11I1), 

y 

;; :'')11,21 

PjO. 
Plan) 

-1 3 
, o , , , , , o , , ,"" . F:'H,V1J --------------!:(J,-fl) 

Fig, II 11 Fig, llt~ 

, 

2) Fie ftln('ţi" dt1 gradul tntAi f . R ~ R, ((x) 

(;rilrirul ad'stpj funrţii f'stp mulţimea 

mx + n und" m, neR:;-L ". ~ O 

Ua, {Ia)) fl e R} {(fI,mfljll) ae R } 

D •• 

aunt ' 
r: 

cel p 

1 
2 

sap'" 

Din 
cAz 

Ht'prezt'ntHrea gt'omf'trică ii graficului funcţiei de ~radultntAi r(x' -= mz t- n, ni';' (1 _ 

" :.....---~O '---------. 

Fij,C 11.13 

3) Fit" funqia modul ( ; R -+ R, fi.) - Z 

.r, dr:t r "> O. 

O, da('ă .r o, 
.r, dat.·A .r <. o, 

<1rnfil'uJ arn'I",' r 1" , d'n do" ~. ,- 1I1lr II ~fite ('(ln~titUit I 

srmidrrptr d şi d' (ri~ 111 31 nnd.' ~ II" 
hIM .. rtonrt·R unghiului .r()y. ill r d' nlo hi"f'Ct(lllfl 
nnghiului x'Oy. 

De f 

un 

((zi 

tie y 

Ob4e,.va/tC CAnd,A.y('m o functie nllm.t'ril'.i\ • 
trQM grafir ni Ac'stf'i functit. Ad'.J( d • O prnhlt'O\Ifr ('Rr(' 1; ('1 pun€' ('slP de din 
t le \" a vedea "fi.... 11. t --
ti plan. '\ ceat lucru va fi flkut . ""Ir j{f'cmu' I IfA J"(' l' rr lmli IrH ~ ~II) 

pentru f l('C<lrf' ~l 1" 
rarte 
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3.5. Funciii Injoctl.o •• urj,,,,,o. bIJo"',, 

D. riD .t. e. }'I. f : .4 .... B o funrlle. Vom .pun. c~ {~,tl\ o funelie LUjecItvd 
sau eA este o inju(te. dacA peutru oricare două element. x ,1 
yale lui A. x .. Y. avem {(.e) .. {(y). 

Fllptul 0.\ funcţia {este injectivă .e mai exprimii ~i .. tiei: daoă x ti y 
sunt ~lt'Ult'lltl' OOrl'4..'Ure din A Cu proprit>tateu ({J:) = ({y), tAturwi r(~zullA:: = y. 

Din definiţie rezultă că o funcţie f: A .... B nu esle injecti"ă dacă CX1,ti\ 
cel puţin două elemente x şi y din A. x .. y, astfel IncAt ((x) = f(y). 

EDmple dtJ f"ncţii inJective 
1) Funrţia. f: A ..... B, asociată diagramei din rigura 1I.14 esle o funcţi~ injpctivll. 
2) Funcţia 8' : N -.. N, definită prin formula ,(x) _ Xl, este illj~ctivă. Intr-adevăr 

să presupunem clg(x) = g(y) unde x, y e N. Atunci x' = y' de unde (x _ y) (x -+ y) := O. 

I o ( o k , 
b 

2 e 2 

3 d e 

• 3 -8 , 
I 

5 9 , 

Fig. II.14 Fig. 1J IS 

Din această pgalilate rezultă că x - y ::::s. O sau x + y O. Din prima egalitate avem 
cA x = y. Dacă are loc egalitatea x + y = 0, cllm x şi y Sunt nUffiPr(' naturale, obţinptn 
că z =-= y = O. Oricum, din egalitatea g(x) = g(y) rewltll. cA, :r """ y şi deci g este o funcţie 
injectivă. 

3) Funcpa h ; Z -. N. h(x} = x' nu este o fun ctie injectivA d~oarece h(-2):r.. 
=AI2)=4. 

4) Funcţia k : A -+ B asociatA diagramei din figura 11.15 nu esle injectivA, deoa ­
rece h(l) = A(4) _ e. 

D • f 1 O 1 .1 e. O fancţie ( : A .... B este o funcţie surjecti"d sau, simplII, este 
o surjeclie daei pentru orice element DE B exisIA cel puţin 
an elemeot aE A, astlelloeAt f(a) = D. 

Rezultă că o funcţie {: A .... B nu este surjecIi"d dacă există cel puţin 
uo element DE B, astfel IncAt pentru orice element xE A avem ((:&) .. b. 

E»en.pltl tU (uncţii .UI'j~ti~ 
1) Funclia r : B __ B delinilA prin relaţia 

1(.) - GZ, fi '" O, eate aurjectivcl. Intr-adevăr, 

tie , ••. AtUDci z _ ~ • B şi avem r( ~) -
•• .l_ ,. 

• 1) ha ... , , A ... B uoelalA dlolJ'omel 
..... IJ.I •• te de ... m ..... lurjectlvl. 

.el) _ II') - 6, IIi) - -, ,(6) - .. 

A= 

2 __ _ 

3·----: 

{-

5 

Fia. 11.18 
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F'g, IU; Fig, 11.1. 

De fin I ţie. '0 funcţie f : A --+ B eaTe este simultan InJ.l'riil" ,1 
se nume5te funcţie bijectivd sau, sImplu, b'Jecţu. 

I::xemple d~ {uncl" btjt'dive 

11 F\lnr.ţi~ I : A ~ B asof.Îală diagramcl '}in figura II 18 ~te bijf',cU": 
fii) , h, fi2) c, mi = a, fl~\ J 

2) Fil'!' A ..., {x e R x ~ O}. Dtflllim funcţia ,( .... , .. A prin formula: 
FUlu:ţia (est.- bV'divi1. fntr.adţ'văr, lrl'huil' sJ1 Hrtit.im (;\ « ~IA inj~tivA ti 

Fu,'cţ;u g esUl injec!i,'c} Fie:r, y e A it~lIl'\ tn( J.t g{xl :a ,(y'- .\tLmd ~ _ 
lln(lt~ (.T y) Ix t- yl ... O :;;i dpci :r - y _ (1 ~'tU % -+ y '= (\. DacA. :r _ , _ 

:r y di1l'.1:r 01- '/ ). 8\'t>m z = _.y ~i rum r, y s'mt num"fC TraJt.;> O 
.r .v n Oril'l!T1t, d;n t'j;{alitatt'a g{:rl .. ~(y} rf'lultti:r '1 • 

• 
l Ul\1'(I<1 , ~st'! ~urJ~tmI" Fif' y ('! A. Cum y ~ 0. 01 und :ln" &rns V y. CUID 

atlllH:~ V ~ e.~ . ~p \"' d~ c" ţ (V'Y) _ (V"y)2 _ y )'oI dt'ci« e .. t,. 8urje' tÎri: 
"il F tln,"ţI3 I : R -+ R. ("I) ""'" tU ..:. b. lmd6 a, b e: R ti a " O t!olltt 
t'l'.rail('\·"r, d~(';1 flT 1) .: /;.rd. atunr:i aZI L _ ax + b de unde 

a.1' l " l.t:m a :f:. O, atunci Xl = X" Deci f ~Ele inj"d :\";), ~ ftrăl~m cA f rsle oi 
Fit' Y E R \re sf'ns numărul real x .... y h AI • f' ) (Y b) +' -- aunt·\~.r -=0 _ _ -

t:"'t'a ('e arată C'";l f este şi surjf'ttivă, 
a a CI _ 

3.6. Compunerea funC\illor 

Fi. funcţi,lo f : A .... B şi : B .... . 
Al funcţiei g coincide cu d g . C. Ob'erv~m. eA domemul de 

. 00 omp nlUl funcl . r A ., 
ne perm.te 8~ facem urm ' ( 1 ,le" c"astA .. tuAI.e 
f " 0aro o ,'olls,,1 " 1" . (a) găsindu·s. In B putem . b' '. OrA,lI."~ "EA; a\.\lnOI 

" VOr 1 de " 
g(f(a)) din C. Observăm că a tf 1 '"\aI(I01111'. prin g, adici\ de 
plpment unic din mult Îmf\6 C S l' putflrn f\[iona oricilrui f'1E'men\ 
dehnit o funcţi. h al 'iir'" 1 ,an\lml' ol""'"nll\l g(f(a)). rn r.lul 
1 , , (omon'\l rlo d f' . . . 

t omf'nllll pjţfp ('pl sd rll 1"" fi ITlIţ 1 tt f'~t(\ cel AI func~" 
nr, Iri ~. l)Prj h t • 

:, • (' Iln,l. h(al "",,«(le), 
36 
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_ z' 

aTOm .. 

6 :::or ,. 

ork. a E A D" ubi".i f,,,,eţia h "treI d,./,. 
!titA .e n" toa.A g o ( (sau g() ~i SII num"~t,, 
compUlltrt ll (ullrW' g ru (unrl'" (. (In 
figura 11.19 osto "'p,,'z.ntat modul tie. dofi 
nire al funcţiei g o f.) 

E:UPlpll!. 1) Considl;lriim tunc~iil0 I.A +- R şi 
, : B .... C tl\\ rinlte rt'spl'l'liv prin diRgfUllwll' dm 
f igura 11 .20, 

tn n,,,,.t fn, nvem lţ o 11111 - ţi f(l)) _ 
- ţ( 3 ) - 1: IK o f) 12) = slfI2)) _ ţ(6) = ': 
lţ o Il (3) - slf(3)) = g(1) = q: Is o f) (4) = glfl4)) = Fig. H.19 
= ţi I ) - ni . 

Fun cţia , o 1: A -+ C poate fi feprf'zentatA. prin diaKrama din figura 11.21. 
2) Fie 1: R -+ R şi g : R ~ R fun('ţiile definile rel)p~('th prin formulele: 

fix) = x' - 1: Slx) = 1 ... x'. 

}'u n cţi a lor' R _ R are sens. Pentru orice x E R avem: 

18 o f) Ix) = slflx)) ~ &1.&' - 1) = 1 t Ix' - 1)' = .r· - 2'" + 2. 

1 
901 

1 

J 

,-
A 

A c C 

Fig. 11.20 F ig. 11.2 1 

Deci funcţia compusA 8 o r es te dată de formuht; 

1& o f} Ix) - x' - 2x' + 2. 

n 
p 
q 
r 
s , 

Se observă cA are sens să vorbim şi de com punereA. 1111 f cu,. P r nLru orice:t E R avem 

If o ţ) Ix) = f I8Ix)) = fi i + x') = II + x')' - 1 = x' + 2x' . 

Deci functia 10' : R -+ R este dată de formula: 

(( o ţ) Ix) = x ' + 2x' . 

OblOfJGţii . 1l DacA I : A -+ B ş i , : C -+ n sunt dontl funcţii , are sens să vorbim 
de compunerea fun ctiei, cu fun et ia f numai afund eAnd /1 = C. , 

2) DacA f: A -+ B ş i , : B -+ A ~unt doult funcţii a re sens ,0 f : A -+ A şi 
fOI : B-+B. ~ cum re zul lJ1 ~ i din f' '(f'mphll 2) tn genera l gof -:F fo,. adkA 
compunerea , nu este comutativd. 

T, O re m 1. Fie f: A ... B , g : B .... C ,1 h: C ... D trei funeţU. Atunel 
fleeare din fuucţiile h o (g o f) , (h o g) o ( are 8~n8 ,1 nlll&i egali­
tatea: h o (g o f) = (h o g) o f. 

DenIilMraţU. Codomeniul funcţiei 1 0 f est.. mulţimea C, Cum domeniul 
de clefiDilie • lui" .. te tot C, atunci aMI sen8 compunerea h o (Ion Analoll. 
domeaiul d, definiţie al funcţi~i hOl este B, iar codomeniullu! f fiind tot II 



) f FUJlCţiilo h o (g o () ,i (II o 1) o ( au 
are sen8 compunerea (h o g .o . " I . codO/lionlU (mulţimea D), 
domeniu d. definiţie (mulţImea A) " acr ~' ) f rA RA"e IA duvedim 01 

Pentru a arMa t'gllhtatea ho(go{) - og o () / ) 
pentru orice;c . A av"1II (ho(g o f)) (I) - «hog)o :t: I ) ()( ) 

rntr- atievlu' -(hO(gof))(l') ~ h((g o f)(.r)) " h(g(f(I))) . I~r (log o z"-

-, (h o e) (f(J')) = h(g(f(x))). 

Comparând. obţinem egalitatea cerută , 
1\ I t d lTlai bUS rw numlllt., "'OCUlti"i· 

Obst'r"",i~. Proprit>lt\lca dl' mom5lra l II eOr(' J1Hl l' 

talea compunerii fun cţiilor 
.. \ l:casli\ propridate flf' permite s1'l. fol os im Seril'rl'B 

h o (8 o Il (h o g) o r - h o g o f. 

3.7 Funcţia Inversil 

Fie A o mulţime oarecare. VOIn nota cu 1. : A ~ A fun c\la definit§ 
asUel : l A (a) = a pentm (lI'ice a E A, IA se numeşte fune/ta uJ-ntied a mu/­

I,""i A 

P r o p o z ili e. Fie A o mulţime ş i 1. funcţia sa identică. Atnnci: 
10 Peutru orice mulţime B şi peutru oriee funclie 

(: A ~ B, aY8m ( o lA = f. 
2 ' Pentru orice mulţim e C ~i pentru orice funcţie 

.g: (' ~ A, a vem lA og = g. 

Demonstraţ;p . D"monstrăm afirmaţIa 1 . Funcţ i i l e ( şi f o IA au acelaşi 
<lomeniu ŞI codomeniu aşa că pentru a arăla .. "aHtalea f o l A = f rămâne 
gă dovedim cii pentru Orice a E A, (f o IA) (a) - f(a). 

Intr-adevăr (fo 1.,) (a) = (l A (a)) = f(a). 
Demonslrăm afirmaţia 2' . Funcţiile lA o g şi g au acel aşi domeniu şi 

codomeniu, adică mulţimile C respectiv A. 
Pentru fi arăta egalitatea 1 .• og =g rămâne să dovedim că pent ru orice 

eEC avem (IA o g) (e) = g(e) , 
Intr-adevăr (1 .• o g) (e) = l A (g(e)) - g(r), 

D e f i n i ~ i e. O funcţie f: A ~ B Se numeşte inversabilă daci există o 
func~ie g: B - A astfel incat 

cot" t, ŞI fog ~ 1/1' (1) 

Observăm că funcţia g definită ele relaţii l e (1) este uOlcă, Intr.adevăr, 
d9Cli g' : B - A est.e o altă funcţie astfel IncAt 

nt.ulwi flbţlOf'm. 
g' o f -' lA şi f og' - 111. (2) 

g. I A o g (g' o f) o g g' o (f o g) g' o In ... g', 
undo I "" "t..illAt rela\lIl" (1) ŞI (2) re' " 
ţii lor p elim ~ I a~o('JRt l \·l t A tt , A. <"(l mpunt'rii run('~ 

3R 

Te.r 

exiatl 

Fie Z1t 

obţine 

= tAI 
se obţi 
atunci 

R 
In mo< 
IncAt 
Int.ru 

S 
rezuit 
Rezult 
definiţ 

Atunci 

OI 
o luocţl 
~": ( 

E. 

I( 
s. 
\' 

aN" dă~ 



8, la. I 

DJ. 
dim ~4 

''''''''' 

mul· 

f' 

once 

o 

(1) 

(l ) 

Da"A {e.lu o luncţie inver ... bilă, atu noi lun"ţia g t1eliJută do rolaţiil. (1), 
care aata UI\IOt\, 86 nunw,te i,,"usa (unt/iei f ,i 80 Jlotoază (-1. 

StI pUfll' lntrt>btu'\)8, ronu t-Osle o fUIl('ţill iUYt'rtlubilă? HăIIJlultl5ul elite dat 
de urmAtoal'<l8 tO.remll. 

T e ore fi li. O funclle {. A _ B este inversabUiL daciL şi numai dacA e.te 
bljectiviL. 

Demonstra'Le. Să presupunem mai intlii că { est. inversabilă şi să arătăm 
oă { esto injeotivă şi surjectivă. Din faptul că { este inversabIlă rezultă că 
există ,1 :B-A as tIei Incât 

{-I o { = IA şi {o {- I = l B • 

Fie "I' x, din A şi să presupunem că {(XI) = ((X,). Din prima dintre relaţiile (3) 
obţinem că XI = l A P',) = ({-I o ()(x,) = (-' «((X,)) = (-' «((X,)) = «(- 'o fl (x,) = 
= IA(x.) = X,, Deci (este injectivă. Fie YE B. Din a doua dintre relaţiile (3) 
se obţine: Y = l B (y) = ({o (-') (y) = f({-'(y)). Dacă se nolează x = (-'(y), 
atunci y = (x), ceea ce arată că (este şi surjectivă. 

Reciproc, presupunem că ( este bijectivă. Definim fupcţia g: B - il 
In modul următor. Fie YEB. Deoarece {este surjectivă există xEA astfel 
Incât (x) = y. Elementul x este unic determinat cu această proprietate, 
Intrucât (este injectivă şi definim g(y) = x. 

Să dovedim că g o {= IA şi (og = 18' Fie XE A. Atunci, notând y = (x), 
rezultă din definiţia lui g că g(y) = xşi deci g({(x)) = x sau (gofl(x) = l A (x). ' 
Rezultă atunci g o (= IA' Să arătăm acum că (o g = 18, Fie y E B. Din 
definiţia lui g, g(y) = x, unde X este elementul din A pentru care (x) = y. 
Atunci ({ o g) (y) = (g(y)) = f(x) = y = l n(y), d. unde obţinem că (o g = 18, 

Obser"aţie. Din demonstraţia teoremei precedente rezultă că dacă f : A -+ B este 
o funcţie bijectivă, atunci funcţia sa inversă {_1 ; B -+ A se deflneşle dup4 urmdlOrul pro· 
ctdeu: dacă b E B, atunci (-I(b) ~ste umeul ~lemen' a e A, asl/~l t"rot ((a) = b. 

Exemple: 1} Fie funcţia (: A -+ B asociatA. diagramei din figura 11.22: 

(1) ~ e, (2) = a. (3) = o, (4) = d, (5) = b. 

Se vede că (este o funcţie bijectivA. Atunci există funcţia inversă (-1 : B -+ A. 
Vom avea: (-'(a)' = 2; f-'(b) = 5; (-'(e) = 1; (-'(d) ~ 4; (-'(o) = 3. F,mclia (-' 

are diagrilm~ reprezentată tn figura 11.23. 
Se observă tA. diagrama funcţiei (-1 se obţine din ateea a lui (, inversAnd sensul 

IIiIgtlilor 

:"-_ 0 
b ............ 

• c· 
--' c =8 8~ A -:::::::::: - -d ---o 

t ·ig. II 2J 

311 



unde ., ••• ,1 • 0/1 O, 
...... R, f(z) - OII + 6 • R. Alllnl'l (.'(,) _ • 

t) FIe IwIcPa ( . b' d.I .... ' .... · Fi., II I In"" (:f) _ , .. u .. • I.t blJectivl, deci putem vor 1 • Am s • B, III • I 
nod daI r •• trebuie sA deterrum _ b 1 _ b . Vrcl, '~l(r)' -;' 

y ---- -.y a niD ' -- + 6 _ ti oblinem di z - ~ - (1 a 
- '. . f"II': . !' in \'t'rs4 o. I tii &ind notaţia cu z, atuncI tune Ja 1 b 

1-' : a .... B unde ("(x) - -;. x - 'a' 

• 

• . . unei funcţii n/tm"lce elried a UlPersel 
lntupretarea geom . . A .... B o (uncl ie numeric! 

Fie {. . , _" 
b 'Iă . {-l. B .... A (uncţla mve._ saI ~I . y 

Q 

----

Fig. II :H 

Mlx",y,) 
I 
I , 
I , 

p 
• 

lui f Fie IIf(xo• Yo) un punct ~I 
funcţiei {(fig. II.2"), Atu~c' Yo = 
şi deci Xo = (-I(yO)' Rezult~ (C4 ţ" 
IIt'(yo. xo) aparţine grafIculuI unc 181 

(reprezentat punctat In fIgura II.2ij. 
Dar bf şi II!' sunt simetrice, (aţă.de 
bisectoarea unghiului xO!! (nwDltă PM~ 
bisectoare)·. Rezultă că graficele funcţii. 
lor { şi (-l sunt simetrice faţii de prima 
bisedoare. 

Oh,vt"I"f·(Jlte. Ca e'\f'rtiţiu, să tormalizAm 1n t,{-rml'ni logici rAtf'\-a din d~finiţiile date 
fn RI'f'sl ptlr8gra t 

1) Dflliuiţia funcţil'i JnjPr.the, f : A -+ B. se srrj(': 

«( inj.,·tiv~) - ( ..... ) ("'yl [(x *- y) .. «((,) *' f(y))j , unde liter,.]. " y dcsemn •• JI eJl'IIlt'nte din A. 

Faptul cit I nu estp injertjYă SP formalilt.:"RzJl il.,f(~I 
«( nll est. injectivă) - (3x) (3y) [I.T"" y) A (f(x) & f(!I')). 
2) DefiniţII. rUllcţif'i sllrjectivP. f : A -.. B, se serip: 
(( ,u'i·rtiv~) - ("'yl (3x; [y = (/xIJ. 

und" y drspmneRză un plem/-'nt oarecar.~ din B, iar x df>!'\f'mncazâ un pleropnt oarecare din A. 

Faptul dl f nu Pste "lurjf"ctivlt se lormali7
P
8z.1 asUrl 

I( nu .. te 'urj<CllvA) _ 13Ui i"'xi:v *- f Ix)]. 

unde y d.,.emne.,4 un el.ment din B, ;ar x dl'Scmne.'1l tin eleml'nt oarerare din A. 
Pr('lpunem dtitoru!lIi sJ rormaliZ(llP şi altI! definitii nf41nile. 

EX ERCIŢII 

1. Fie funcţia f R -t> R ddinită astfel 

fIx) = 
~.r - 4, da{'1i ;r < _ I , 

L 

-
.. -
i. FIe 

lui 

.. 
DiLi 

7. Fie 
«il -
8. Foi 

dOle 

a) f 

b) f 

el f 

dl f. 

ej f. 
fI f. 

D. s~ n 
h'gea 

10. ~., 

li. Fi. I 

preei-

I~. Foi 
{t\'r ( 

d. Ia 

18. Car. 

H, '\otlr 
Ddin 
i fUI! 



~.~ 
..... • . 

• I - , 
e '\ 

.... 

li. Fi, lu"'II. f ' II, 2. S, 4 } _ It, 3, O, 1 ) de/ln ltA •• 11'" 

1(11_ 1. f (2) _ :1, fI S) _ 5 ,i f(l ) _ 1 

,Uun"t1". ~ t~ : 2, 3 . 4J -t li , M, ~. '} l1t 'fil dt 4 ul:l tfl" ,1.1') _ 2% _ 1 b4aeuraleeA 
1- , . 

8, . , 1 .x v p Otl e d.:iu ..:18 h,p r t'bWi E' __ -' _ 
X ' _ 1 

o funt;ţll' { R ..... R, 81:1 Uel IrlfAt ((x) _ 

z . 
- ...., - p t'nt r u lIr lt: tJ. x E R ? 

.cI _ 1 

.:'. Jo·ol.o~indu . st' d j A.~ rama asoc,.' iată unUI f unl'ţii, oSii btj d,·t.'rmiu{' llum:1rul tuturor tUlH:ţiilur 
d~(lnlltl p" mu l ţimea {t , :l} ('U vu lori tn nhl l ţimea {3. r,}. 

li. Fi.e !Un c ţ,ia I Z -+ {O. t , 2, 3, 4. 5} dl'linil.1 după le~pn: 1(.) <-Slb r,slul Impartirii 
lUI % 1. 6. S~ s. determine 1(-12), f(-9} , 1(3), f(9), 1(272) . 

6.F.,xlst.lun numitr tntr"K m :1stfel1nl'lH să ni.sltl o runt·p~ f : {1, 2, 3} -+ {I, 2, 3} ddt· 
Ol ti\ dupA tormula f {xl Xl + m? 

7. Fi.lunr l io f : 11, 2, 3, 4 ) _ ţ., 4, fi) d<!ini\A .. tIeI. fII) = 4 ; f 12) = 2; f l3i _ 2; 
f(4 ) - 6 Să se trasez.e gmficul acestei funcţii. 

8. Folosmd faptul că gra(i(.'u l funcţiei de graaul tniAll'sll' o drt'aptti să se trasezE:' grafi· 
l'f' le urmAtoare lor funcţii: 

a ) fi R _ R , "(z) = { 2x - t, d."ă z ~ -1, 
- 5, dacă ;r; > -1, 

b ) f • • R _ R , f.(x} = {2Z - 3, darI! z ~ o, 
:'.t, d",rll x > O, 

.) f 'r' I } R ' f () { 2, dacA z" 1, e , ·-,OO -+- 3.t=--
3x - 1, dacA x > J ; 

d i 1 • . R - R, f. (x) = 

-2x + 3, daci! x .. - 1, 

5, da(.'l - 1 < x 

• , 
- J; - 2, d.lcll. x ,!li 
J 

e i (,. ~ _:i, f ,(n) = 2n +- 1; 

1) f,: Z _ Z, f, r%) = 3% - 2. 

• 

8 •. :;.;j notAm {' J. A mulţimea oamenilor d"" pe glob. Definim funcţia { : A _ R dupi\ 
legea .,{(z} ".,. tnA.lţimpa lui x" . Este (injflcliYă ? Da r surjectivA ? 

10. Să ee arate cA func ţia din exerrlţtul 5) este sur jectivA, da r nu este injectiviL 

lI. FiA muJţimt:l8 A = (O. 1} . SA. se constrni8Sf~ loate funcţiile de la A )a A şi să se 
precizeze care sunt jnjedive, burjective sau bijectiva . 

11. Folosindu·se dioRrama asocia lA. unei luneţii sA se df'ltrmine numArul funcţiilor injt"c· 
tiv" de la mulţimea A _ {1, 2} tn rn1l1~im(1a B - {3, 5, i}, Există funcţii 8urjpcliye 

de 1. A 1. Bl 

II. Care dintre lunc~ii1e de la exprci\iul II) Buni injcctiv('? Dar l'urjective? 

14. NotAm cu A mnlţimp8 or9~!lor ţ.'irii noa!!r,', iar R mulţintf'J Jntio'ţl1 1car ţ.\rii nOU8Lre. 
Defialm lunelia f : A ... B dupA legoo "floi - jud. lui pc '.rilorlul cAroln ••• IIA o" 
,1 luneli. , ; B ... A dup:l logea .,,(h) _ orofUl c.re .. t. r.",dml' judelulln h ", 



I (TeleorJDlln) ti ,(Meb'ldiD\lI' 
i) Cllle .. 1. ((Oala ţi} ti ((FAg'''')? Cin ... • , 

. . A '. InJecl,vA. li} SI ae Brllte ,"'4 'r6tl' 8urJlldlV '1" 
1',01,.1 .. . 

IIi} l>4 1. arate că (o, - B" . 'Iormulele: 
R d .. I,nlle .... p.ctJv pr .. 

Se colUllderi! funcţiile ( , R ... R; , : R'" 

((:r:) = r' + % - 1; ,(y) - y' - y + t, 
16, 

84 se determine I o I şi fOI· 

{ 

2% - 3, dacă :r: .: O, 
16. Con~id~r4m funcţiile f : R -+ R, '(xl = 7z, dacA z ? O 

şi ,: R ... R: ,(:r:) = {:r:" 
2x - 1. 

Să se determine 8 o f şi fOI. 

dacA. % Ci -2, 

dacă r> -2. 

17. Fie A o mulţime finită şi f : A -+ A o funcţie. 
tivA ... , surjectivA. 

Să .e .. ale că: I bijeclid - I 

18. Considerăm funcţiile A ~ B '. C. SA se arate cA: 
i) dacA f şi ,SlIrrt injective, atunci, o f este injectiviL 
ii) da(';1 I şi ,sunt surjective, atunci, o f este surjectivA. 

19. Sa. ae df'lermine numărul funcţiilor bijectiva de la mulţimea {l, 2, 3l In mulţ.imea 
{I, 2, 31. 

~O. Fie ( N ... N Ivnclia definiti! astfel: ((O) _ 1; dacă n:> 1 atunci ((n ) .. IA! ultima 
cifră a nUffil\rului 7n. 

i) Calculaţ, ((1), ((2), ,((7). 

ii) Să se arale că ((n + 4) = ((n) penlru orice n:> 1. 
iii) Trasaţi graficul funcţiei' 

21. ArAtaţi rA douA funcţii f : A -+ B şi 8: A -+ B sunt eg<lle darA. şi numR.i daci. gra. 
firele lor sunt egale 

i2. Considerăm funcţiile definite respectiv prin formulele: 
i) (:Z ... Z; ((:r:) ~ -% + 4, 

ii) 6. Z ... Z; ,(zI = % + 1; 

iii) It Z -+ Z; h(z) = Xi; 

iv) k Z ... N; k(%} = %'. 
Si' se arate că ( , sunt bijective. Cum sunt It şi k? 
~~ SI' dt'lt>rmine funrţiile inverse rv>nt r' 

. r-~ ru ŞI,. 

28. ConsiderAm funcţia ( : N -+ N', definitA astfel: 

((n) = { n + 1, dacă n "le număr par 

n - 1, dacA n este nurnllr irn~ar 
,\rAtaţi că ( este o bijecţie şi construi~i inversa 

t I •• , 4. ""ie unr~iR' R ..... 8., 

fir) _ { 2%, dacă % ~ O, 
8z, dacA ~ < 0, 

RA le arAtc cA I eate bijectivA şi al le d 
Clf'rrnine inVE'n& II. 

r R 

• 

f 

I 
-It a 

l0l'll\a 

• 
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CAPITOLUL III 

NUMERE REALE 

§1. REPREZENTAREA NUMERELOR RAŢIONALE SUB FORMĂ DE 
FRACŢII ZECIMALE (PERIODICE) 

1.1 NoţÎ unl preliminarii 

In practicii se foloseşte, de obicei, reprt'z('ntarea (scrifrpa) nUfllPN>l\)r 

raţionale ~ub formă de fracţii zecimal\:!, 
Aşa cum este cunoscut din al'ilmelică. cu ajutol'ul ale-oritmului de im· 

părţire orlL'e număr raţional nenegatlv 111 (m > o. n > O) se r('prezintă ~ub 
n 

forma unei f"acţil zec-imale (inite SAU infinite (adieH. cu O mfmitate de zeci­

male). Astlel In lor de..!... se scrie 0,2:>; In 10" de 5. se >erie 0.62'); In lor de 
I H 

+- se scrie 0,333 ... . Deoarece avem de-a lace atAt cu !racţii zecimale finite cât şi 
cu fracţii zecimale infinite, pentru uniformizare, I'n pol adăuga la dreţtpta 

fracţit>i zecimale finite o infinitate de zm'tlUri. 
I 5 

Dt' exemplu: 0,2!J000 ... : '= 0,625000 .• 
't l:I 

Astfel pulem spune că toale Iracţiile zc"im"le sunt mfinile. 
Numt.>rrle intregi se reprezintĂ. evident, ca frartii zerimale cu o infi­

nilale de zer"un după vir!!uIă. 

De (>xpmplu. 'j 5.000 .. ' 13 1:1.000. • 

Aşadar, orife număr raţional n('negativ ~. poate (i rf'prezf'ntat sub 
~ 

forma unfi (rerţIi zecimale infinite: 
m =°0,(71°211, • 

Numărul 00 ţjO numf>şle partea tntreag(l 

O, al02tlS'" 

• 

Il IUJ M. I iAr 

" 
pa,tea {ratfionnră 8 o •. :-Iumer.l. ah a,. a ..... 8unt cuprlMe Intre O fi l\ "dicil 
O < al'" 9, pontru ,- 1.2,3 .... 
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I egallve au o astfel de re ... 
Ob . rele raI""'·" " I .rvălli acwn c4 " lIum_ 6r negat,V cu ,emnu mln .. 

zelllare. VO/ll nota partea IntrtagA a U"UI nllm 
~ I •• poltl( ,erle iub {"rma lr,5000 .... 

dra lIpra, Astrel num~rul - 2 - - 3 + 2 

.\o"log. - 0.321 ~ ·1.67!l000 .. ; 

2 66 26 t I = 2(,,313. ... -25 = - 25,6 .. , = - ) . a 
a 

In ace,t mod, orice numilr rallOnal (negaI IV, pozi t, v ~au zero) .e r.pre. 
zintă şub forma unei fraclii i"fi,"lo: 

,,, 
= aOl a 1a113'··· 

n 

1 
m , 

unde Qo pste partea intrp.agă a tii ~ lai' 
, n 

O, a taz03'" 

(1) 

tl~te parlp.A. (racţÎl)nară (zecimală) a !ol.Q (ao este. un număr lntrpg, iar al elt • 

a3,,·· sunt numere cuprin~p. illtT'e O Şi ~). 

Partea fraf\ionară 0, alata" .. din I't'prezpnturea (1) a oricArui numAr 
raţional este un număr pozitiv mtl.l mic d('{'At. 1. Reprezentarea nUJnerE'lor 
rallOnale negative sub forml\ de f ... clie "'l'imaIA, infinilă, cu parlpa IntreagA 
numar negativ (iar partea fra('ţionară un numilr poziti\") o vom (ace cu scopul 
tip a uniformiza in continuarea Rl'tl:-;lui ('apitol studIUl numerelor reale (poZI' 
tivf' şi I1cgatl\:e). 

Observaţie , S.'rit>tl,u, nUllH'rt'!or nl'g,lll\!' sub forma indieată mai lnainte se tntJlnette 
In pradll'.1la eakulul cu logrtrlhni, 

12, Fracţil zecimale periodice 

Să ~edem acu~ caN:" ~unt fr~c~ii1e 7eci!Dal~ prin care se reprezinti nume­
rele raţtonale, Mal Int ,lI, sA definim fraCţIa zecim.Iă periodică, 
Il ~ fin i ţi.. O frlleţi. zerimală infillitA 

°o,a t fl 2Q 3' 

st' numeşte "rnodirii, dacă există numtrele naturale k 
as!!el incAt 

an-l-p = Q.". pentru ori re n ;e k, 

şi P 

O fracţie zAclmală periodică se n()t.~8ză, pe scurt, prin 

ao·a lUZ' "aJt_ t (Q,It Q,It "-1'" QHP-l)' 

Mulţjmp8 rifrelor scrise (In acpaslii ordine) In 
prrioada {racliei zecimal., OArh k = 1 l' ,. , paranteZă se num.~I .. 
,laI Ita pf'rIOAda, 1 . d ' d > 
Virgulă, avem de*A, face C11 o {racţii' ;"rima/ii p . d' , nCPpn unt' lal uIls 

rrlO lCa ~'mpld' I t 8.Vl'llU dt\'a face cu o {rar(ir :,('cLmfl.lll. prriod·o l ' ' I n faE ron .rar 
t ' , ( nJ.u'lel. 
n "lt'mplele nUffirrlco de ffiA.1 h\l\inlf\ (r ") . 

A.Uol, pentru 0,3.1.3.. 8wm k ~ t P t aO\11 O %o(')lI\al,' sunt l\Prindic. 
I S O 3"3 O ,-" a'+ l - a '1 . n.), • ,f'flf'm l' ," '. .. (:1) R.I·f1q~lR. ,.' .1 "', r(>ntru r,re 

• 1 ' IUlli CI frAtţ ' . 
10 tt1fllnaiA pl'riodicA 
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• 

1) 

t. 

• 
I 

'''opti. Fracţ ,ilo .ecimale r' t 
t t r .' . 1111 6, l'l:lrtl dupA. cum tim OhSbf\"st pot fi con,i· 
l ttr. 8 e li raC)H Z6ClJlla..le infimt ( j 
Dt'! t'lxtiJllplu pent. O 2' 00 e VrU\ at Augur" tiu lt'flluri) Bunt periudiCt· 

, J U I ,) O .•• UH'm k _ :1 _ 1. i a _ _ O . 
01" « ,, > 3: '.1' p""tru 0625000 . ,P 1. Ş M' a" • pent!" 

. I "0 8,vt>JI} i\.... P t al\-+1 .. a _ O 
"\,,nt\,.u 'a"',eu

t 
n ~ 1\ n"l'i 0.25000.. 0,25(0), i.; 0,G2S000 ... _ 0:625(0): 

.. tai ar ue l) l'a, sunt. frtlcţii " 1 . . 
__ " , . ZtlClJlla 1:' perwl.hce JHixte. In dA.r'lit, frucţia 
15,T.l3 43~ .• esle 1")"o,I,c,\ şi se scrie. pe scurt, 1:>,n(34). 

Am o bl)\" l' vat ('.il rt'prl,\zenl ' " . . ' . ' ,·tU'e8 unuI numtU raţiOnal sub fOl'm.ă de fracţiu 
I.umal. se ob\lIld CII ajutorul algoritmulUl de Impărţire . SII considerăm de 

:i 19 I 

exemplu . numorel ... 3') !li ~ . Avem: 
..J 'Y 55 

5 I 33 
50 1 0.15 ... 
33 
tiO 
165 

5 

Exemplul 1. 

19 1 55 
-190- 0;345 ... 

165 
._-----
250 
220 
300 
2i5 
25 

l.xemp'"' 2. 

Fiecare număr de <lup'> vi"gulll se obţine printr·o ImpArţire parţlalll: 

50133 , 
331 -
17 

170 I.~ 
165 5' 
--'..:.. - ' 

" " 
t;.remplul 1. 

190 55 
16~ T 

250 I 5'> 
220 "-
30 

E~'tmplul 2. 

. __ o 

300 155 
275 S 

• 

2:; 

Fi"car~ delmpllrţit parţiai bU deduce Ulii restul precedent prin adăugarea unui 
zero la drea pta sa, fl<licJ mărindu·1 d~ zece ori . fusturile parţiale sunt toate 
mai mici dectlt lmpărţitoruL Dupa un numlir finit du operaţii parţiale se regă· 
.e,te rleel , ori delmpărţitul iniţial (exemplul 1), or, un rest deja lntâln it 
(exemplul 2). De la acest pas putem sll nu mai continullm Imp~rţirea, deoarece 
In etltul Implirţirii lui 5 la 33. r espectiv In eâtul Impăr\irii lui 19 la 55, cifrele 
ee vor repeta. De aceea 

5 0,(15); * = 0,3(45). ---33 

In general , avem : 

'1' e ore mal. Orice numAr raţional se reprezintA sub tormi de fracţie zeci­
malA lnfinltl periodicll., care lIU are perioada (9). 

DeMOn" rIl/ie . Oael1 a estt~ un număr raţional ORrecart' , atunci a -= aii + a' , unde Ro 
eatt un numllr Intrf'g (partea tntreagă a lui al, ia r a ' este un numll.r raţiot19.1 nenegJ..tiv 
lUi mlcd teAt t . DRd. (I' se reprozlnt4lub formA de (racţie z{'eimalll. periodi l'l1., care nu 8r(1 

perioada (9), atund ,i rz It~ reprezinUl.ub tor mi' d(l lrarţif' zf'cimalA prriodicll, 'art· nil MI' 

Tastele InJe~n8te , u o barA la mllrainfB J)a-cinil sunt fflC'ult;llivl~ . 



iar lartta trac~lonDr4 li reprninUi pe .'. 
pt"rh .• ih.la (9\, In ('a."8 l)ortt'!I tulrt'Hj(A (1It" a,I, _ , I

t
.< .Id~'r"fll numai numere r.tJo. 

. 1 8ufll'l"JI ... CUU fi Aşadar, pentru dt'lIlUfl!)traţin h'ort'u\l'1 t'I ti 

m o' • It' (m> O n ~ O) un ullf'1 de nwnlr nHlu In, iltMol hk4l 0< _ < 1. f lij decI fi. • 

" n _ . IH. n 6UOt pObibile resturile; 
NJjOIlUI. Prin algoritmul de tmpllrllft.l Il lUI m 

0, t, 2, .. ,n I 4 ",,1 mult n pa~1 ai algoritmului 
D\,08N,'('O rt'slurilc iau (~l'l mult " valori, rt'zulltl eli dU,p, . d .< 

. It t u:~ţi(' z('umah'l Pf>tJO 1(41 !)ll repetă unul din elo. DeCI va r('zu 8 o ti.' ". d':l1 da lA unui nurrtA.t rllţio. 
SI' uratii că nu este posibil ca fracţia zec~mală P('flO ICtr:;Oja ar avea p"rÎlJsdd. (~J 

nlll 811 aibă perioada (9). Să ptf'supunem, prm absurd, ci1 tt dat la un rest r &.lUd 
'. . J 't 1 d t I1r'ire ajungt'ffi la un mamen 

.\lUDCI, prm 8. gOrI mu e mp )' , b . <'i cAL egal cu 9 fi r~lul al fie 
tncâLtnmuHindu·lcu 10, şitmpărţindu·lla n, sAse o ţin un 
de aSCmem'G, r. Deci după leorema Implirţirii cu rt.'st, avem: 

lOr = n' 9 + r, cu r < II. • 

De aici so obţine 9r = 9n, de unde r = n, ceea ce este In contradicţie cu I poh z.a r ~ n. 

Obser"aţle Fracţiile zecimale finile (adică dp. perioadA (O)), se obţin alunci cAnd prin 
nJgorltmul de t~părţire se obţine la un moment dal un rest egal cu zfro . DupA aCf'Blu 

toah- resturile vor fi ('gale ('u Ltro. 

Impărţlrile parţiale din exemplele preced.nte se scriu astfel: 

Exemplul 1. 50 = 33· 1 + 17; 170 = 33· 5 + 5 . 

. Inmulţind cu 10 prima rela\le, şi folosind pe a doua avem, 500 (33 ,1 .. 
+ 17)· 10 = 33· 10 + 170 = 33· 10 + (33, 5 + 5) = 33· 15 + ::i. 
Deci 100· 5 ,33· 15 T 5, adică 15 este câtullmpărţirii lui 100 . 5 la 33 . 

• 

Exemplul 2. 1<)0 ~ 5';· 3 + 25; 250 = 55·4 -1- 30; 300 = 55 . 5 + 25. 

Inmulţind cu 100 prima rel,ţia şi folosind pe următoarele două avem 19000 . 
. - (55 . 3 + 25) . 100 = 55 . 300 + 2~0 . 10 = 55 . 300 + (55 . 4 + 30) . 10 ~ 
= 55 • 300 + 55 . 40 + 300 = 55 . 340 + 55 . 5 + 25 = 55. 345 + 25. 
Deci. 1000· 19 = 55 . 345 + 25 şi 10· 19 = 55 . 3 + 25, adică 345 ..sI" 
câtullmpărţirii lui 1000· 191a 55, iar 3 este câtul Impărţirii lui 10. 19 la 55. 

In continuare vom observa că reciproca teoremei precedente p~te. de a~p­
ffipnea, adevărată. 

S6 dăm mai întâi două exemple: 

1) Fi. 0,(43) o fracţi. zecimală periodică ,impIă. Dacă .xi,tii un nWlliir 

rallonul m, astfel încât fracţia dată să se ob'ină din t 
n , ace. a prin algoritmul 

" .. lmpArţlre, atunci 43 este cAtul Intreg al Impărţirii lui 100 I . . I 
1" . d 'd"tl I man,malmlll, 
(In motn"'l ~ pf>rl0 1('.1 a e, r('~tH b.Cf'stE'lÎ tmpArtiri .. ".- I D . 

~\.'U flgl\ ('·U m. ('el 

100 m '" n . 103 + III 

99 ni .. n· 43. 
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NumArul ra\ional căutat 't" 43 es O; __ 
• 

. 'l 99 
V'''fl<art Esto .uti~i.nt să r 

ap IcOm algoritmul d. Irnpăr\iro J><,ntru a 
ved •• că numărul ra\ional 4~ so ro ' 

99 prozlIllă sub Ivrma l .. ao\loi zecimale 0,(43), 
3) Fi. 0,41(23) o lractia ,'1 '. , 

l' ZPlllna. ă pnrJOdwă mIXtă. DacA exiHtă un număr 

ra\ional !!.. astl.1 hll'l\t Irac\ia dată ă b . , 
n 8 se o ţină dm acesta prin algoritmul 

de Impilrţil'tl. atu""i' 

:. 1·1.1 •• t. d\tullntrl'!l al hnpârp ii 1 '10000 ' 
al ImpArt"ii lui 100 m la n, r UI mia n. laI' 41 este câtullntl'eg 

Mai mult, din motIve de periodicitate, cele două 
egale, De"i resturt obţinute sunt 

10000 m = n· 4 123 + r 

100 m = n . 41 + r 
• '1 prlD scădere se obţine: 

9900 m = n· (4123 - 41). 
Numărul raţIOnal căutat este: 

m 4123-414082 -- = . 
n 9900 9900 

Verificare. Este suficient să aplicăm algorttmul d,' Impărţire pentru a 

vedea că numărul raţional : ~~~ se reprezintă sub lorma fracţiei zecimale 

0,41(23). 
In general, avem: 

Te o rom a 2. Orice fraelie zecimalll periodicA, care are perioada diferită 
de (9), reprezintă nn aDumit Dumăr raţIonal, din care se obţine 
prin algoritmul do ImpAr!iro. 

Fie 

a., a ,a .... a._I (a.a.+1, .. a ... _I ) (1) 

o fracţie zecimală perIOdică, care nu are perioada (9), Trebuie să arătăm că 
oxi.tă un număr raţional, astfellncât fracţia dată (1) să se obţină din acesta 
prin algoritmul de Impărţi"". Nu vom da o demonstraţie a acestei teo""me. 
ObJ!ervăm In8ă că cele două exemple de mai Inainte ne sugerează reguli de 
gbi .. , In general, a numărului raţional oăutat. A.tlel: 

1°. DacA k = 1, adică fracţia este periodică simplă, avem: 

) + .... ... Ilp 
a., (a,a .... a. = a. -99 ~,~ 9 

_
__ o 

• L 

pori 

(ta parf.ea din d""apta .. egalităţii de mai SU8 a,a .... a. reprezintă numărul na~ 

tiIraI avind cil .. le a" a, ..... ap)' 
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2'. l)acA k > 1, adl'-' fracţia 8,te periodică mixtA, ava ... : 

aOI 41a •.•. a .. . l(4./t4ItH·.·a.ll-W-l) -

4'\ " lO"OIt't1 • 

99 .. . 9 
• . ' . 

pori (k 1) ori 

- ~ . 

Formulele 1° şi 2° dau reguli după care '8 g~,e,te numărul raţional care 
se reprezintA sub forma unei fracţii zecimale periodICe date. 

3 1 45 5 
0,(3) ="9 = '3 : 0,("5) - 99 = 11; 

453 - 45 408 34 
2) 0,45(3) = - ~ - ' 

900 900 75 ' 

2745 - 27 2 718 15 1 
3) 0.021(45) = - - = • 

99000 99000 5500 

UbserlJalle. Am definit fraeţiile zecimale periodice fllrl a face presupunerea ci a.u 
83n nu perioada (9). Da('! considerAm o fracţie zecimalA cu perioada (9), a pl icând 1n mod 
lormal regulile 1° şi 2° de mai sus', se obţine un numAr raţiona l. Fie, de exemplu, fracţia 
zecimal.1. periodicA 0,(9), După ft!gula 1°, acestei [raeţii l;ecimale li corespunde numArul 
raţional 

o, (9) 
9 - = 1 
9 

Pe de alU\. parlt> numărului 1 ti fOl'(>spunde prin R.lgorilmul tmpărţirii fracţia lui zecimalA 
1,000. _ 1. (O). 

S .. \ considerAm un alt exemplu şi anume fracţia zecimală periodicA 0," (9) cu peri­
Oi.ula (9). Dupi'i regula 2°, at.:esipi fracţit li corespunde num:iru l raţiona l : 

0.,(9) = 49 - 4 _ ~ _ -'-. 
90 90 2 

Pe de altl1 parte numărului ra\ional I ti corcsp d . 2 . un e prin algoritmul tmplrţirij frac-

ţia zecimalA 0,5000 .. = O.~'[I} . 

Din cele douA expmpl{> rezultA cA tf>orema re . . 
est<> adevArată pentru fracţiilf' zecimale inl" 't p cede~tA (In ul ltma sa parte) nu mal 
datA o fracţie zecimalA. infinitA. cu perioada (';)' ~ tu ~erl~ada (9). Mai precis, daci eait 

, arestCl8 11 corespun de dupA. regula 1- 58U 

rf'gula 2° un număr raţional ~ • fnsă acp.st . . m 
n 111 număr raţIOna l • prin algoritmul lm-

părţirii, nu-i mai corespunde fractia tf'(:i JK d' n 
• J('. ma 1\ aUI. ('lo t \ . prm mdrlrca cu o umtate a numArului d- ! \ .' .' rnr .l(' r..aN' se oblin(' din 80tada 

t Se t d m a n prlml'l p.' d . oare. poa e ve ea uşor cii aceastA r' J1f. . rlOn ti Ş I ln liUuraN'8 dCrt'lor urmA· 
.' d 19) cgu ti, St' ruffrA, la t tI " pHloa a . un e rac ţlli c I('CÎmale periodice cu 

Dt' !lreea, ori de ('Ale ori Inullnim t 
nim &;'( ~ Inlocuim cu frar'ţia zp r imC:l.IA cl~;;:,C'Ult' (1 (rurlh· Z(\('Îmfl JA ('U l")('riotlda {91 Ctlnve­
ţutA mal tnamtf'. De exemplu loadll (OI (rini t lt) oht inutA dupA rt'iU1a eDun. 

0,'-(9) _ OJI(O). 
0. 1 (9) _ 0.2((1). 
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au 

, 
ma· 

.. u 

In l'unchlZI~ nUlIhH' 1 ~ . ,- I ' , 
, • "t " tJ l IO)uJna II (~1 HumOi ule) 86 ICIH"OllOl1 sub ltrmA 

dl: fracţu ItH ItURle mfuuh' I",r,',· 1, Il tă 1 
1
, 'Il vl II. ar IIXIS 1 t 1.1 tUUall' cel t 

PerUlllt.:('r \ă~pun:ml la tt(" I't ' t t I t, S II II 1'1' IIU'j tblo .f nnbtl\" Do \ "Olmpll,;, frlH:ţlf1 
O,IOI001000I0UOOI000001 .. 

(dupl. yr~mul 1 tl:tlt~ un 0, dupA tiI doiJl'Q uut toi (10 O lIlc.} Olite u r ~ţl" leei 
nuda lnhmll\ JlMpt'rioJiCă. 

Intr-ade"Ar să !.r"suI'u' I " . ' . " nem Ca aC8Wilii l'at:ţlU t'sll:l I'tf10dlC t '1 [10 P 
nUJlu\rul Oltrt\l,or om pt'rlOadă. PerIoada Ln.huip al'i Cf)lltlfU'i ŞI o Uflltot.e De 
al'era 1ntrt\ urlce uouă unităţi COIHil'l',utivc (d(~ după vll'gulll) n~l pul fj mai 
Juull de P,- ,1 zl'rouri; contl'adil'ţie. Contradi(~ţin ob~illuU\ anlW că frit~ţd 
este Jlt'ţH1rIOt.hCt\. 

In puragl'o.ful urJulitor se vOr indica probleme t:unl'i'~te Caft' CUJlduG la 
rracţli zecimale infinilf' neporiudice. 

§2. NUMERELE REALE CA FRACŢII ZECIMALE INFINITE 

In clasele anterioare a lost p,'ezentată nece.itatea lărgirii Jnulţimil Q 
a numerelor raţionale, ohţinându-se astrel rnulţimea R fi nUJhel'elor reale. 

Iată două probleme conc,'ete care conduc la aeeasta, 
1) Nu există nici un număr raţional al carui pătrat ,ă fie 2 
Intr-adevăr, să presupunem, prin absurd că e:\lstă un flumăr raţional 

m ,astlel incât (m)2 = 2. Putem p,'esupune eli 

" " 
fracţ.ia m f'slp lI'erillcCbiIĂ, adică 

n 

m şi II. sunt numere intregi prime Intre ele, Din (: r 
Cum 2n2 este număr par, atunci ~i m3 este par şi of-ci 1n este par. Fie m =­
= 2k, k un număr Intreg. Inlocuind pe m = 2k In relatia precedentli, rezultă 

• • • 
4k' = 2f~2. de unde 2k2 = 1l2 , adică Il este par. J)pfl 1'1 ŞI n sunt numere tntrqn 

pare, ceea ce contrazice ireductibilitatea frac-ţlei m . Prin urm8rt~ presnpu' 
. " 

nerea noastrli că (~r = 2 este falsă. Acest lapt arată că ecuaţia cu <,oefi-

ca soluţii, numere raţionale . 
dreptunghic isoscel ABC 

cienţi Intregi ZI - 2 = O nu are, 
2) Fie acum un triunghi 

(Iig. 111.1). 
Aleg.\n.1 cateta (ABl ca unitate de măsur1\(adlC'ă de 

lungime 1), vom arăta că ~u există un număr raţional : 

care I~ .. 'prezinte lungimea hu Br AdiC,1i a n-a part.e 
~in AB oii le c"prllldă de m ori In R(. Intr-adevAr, 

[IJrj • . Ar exprima prul "umilrul 
dacA lungimea hu 

A 8 

Fig 111 I 
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. I'·t' ra rczultl(!!:JI- 2. D~r am rtt\IOJlnl !!' • atunci cOJlforJll tt.>OI'PIIH.'1 llll J 8.g:r, ' ,. 
• I f I I . I \'·0 JIU (JlJlttc JlvI'a uc. nrtH'lt la pd-. 1) CI) o Qsl (' (ti It' U Z 

Oucu ne a rezultl\ l'A a ,·.t" " l'/ldlklllA a ccuaţ.cJ x 2 - O. 
Nolum a V'f.' t·an:.' 1't')1l'nzÎJlla JungÎllwa jfJOtf~C1Ulflj. Am v/h~ut că V:2 nu 

. . I fA' d,·" natură nouA. lJn & Uel de t"st~ un număr raţIOnal, deCI p va ,un IHIIIl I . 
. I . {·o,.al In "",·1,,·, mod Jlumerel. numltr, cart\ nu este raţIOnal 1 JlUJIlIJn tfU l. " 

~/J, V 5 ş.a. care sunt rădăeini ah~ (~clla\iJlor: Xl - 3 0, .IZ f) = ~ '.8 
sunl numerp iraţionale (Există şi nuffitWP iruţJOllalp cart'>; nu Sllo,i rlidl1c'uu aJ~ 
unOl' ecuaţii, de exemplu numl1rul 1';' eal'e e~le ogal cu raportul tliJllrH lungimea 
unui cerc şi diametrul său·) \Iullimea numf'r<"or ralionale Im[J",ună cu lOul 
ţimea numerelor iraţionale formează mulţ.ÎJnea R a numerelor real.e. 

In clasele anterioare. a fost indicat un algoritm ue construclle 8 fracţlel 

zeumale sub care se reprezintă V 2: 
V'.l = 1,41421356 .... 

Deoarece V2 este număr iraţiona1 rezultă că fracţia zecimalJi tarc·] J'ppre­
zinlă esle o fracţie zecimală mfinilă neperiodică. (Şi m-vnărul 1t" arp. o repre­
zentare ca fracţie zecimal,l infinită n~periodi('ă.) 

Accf'pLlm că fie(".8.I'{' fracţie zecimală O(~ptwioJică infinilă repn ZlI1tti un 
lllunăr real, mai pretiR un nUJlllh ir'aţionA.1. 

In acest mod orice număr r(lul a se r'pprpzinLă prlfllr-o fracţif' zt\cimalJ. 
infiOllă (periodică sali Iwprriodi('ă) ao, 010 2a3'" • 

FuncţiA. 

a --10 ao, a tQ2G3'" I 

ele la mulţimea llU1nerelor reale la mulţimf'8 fracţlJlor zecintaJe infinite, {'art> 
nu au perIOada (9), e~te bijedivă, adieil fipcăruÎ numAr real i sp asociază o 
f",,,,ţie zer,mală. care nu are perioada (9). bine determinată. şi f,ecare astfel 
de rracţie zecimală reprezintă un număr rral bine detern\inat. 

Teoria riguroasă a numf'relor reale ca fracţii zecunale infinite depii.~pşte 
programa daRei a IX-a. Introducerea fmcţiilor zecimale infinite ne pernHte 
si'l pătrundem mai mult in natura acestor noi numere (iraţional!:'). 

ObserCJaţit' , Pentru simplitate, pe baza hijl'cţi(>i pr('('rdl'nlt>. vom Idt'Ilt fit"'.A tn ('onti 
nuare numărul real ru frar!ia zer.imală prin ('an' se rt'prrzintă, adir~' 

a 

tn particular, numerele raţionale s(' idf>ntirirll 
prrioadă diff'ritii de (9)) prin eare SfI rpprrzintă 

§3. ORDONAREA NUMERELOR REALE 

Vom ,Iefini ordin., pe m lţ' 
lor . U Imf'A nl1ln('fo]Of T{\n}e fo]o"lnll 

7.f'C'lmnli'i Ar-t.ff' I I !lf'/i , R("'fi··tn ·.1 ,. 
, .... Nil (~nln"H il Iwn1 rt • 1 

Cf'/\ <I(lJI\ introdUijil. pentru A('e~t{\ nUJTl(\l'[l!n '1 I I H~Il\,'r(' f1 

l R~t' f\ Rl1lf'f10are. 

so 

N'Jlrf'r.pnt A ",8 

rn.ţlOllalH ,'U 

• 



:.1--"0 

~ Jn~ 
It I q. 

"'1. 
-(\ 

Fi. a - a •. a,a"' .... Ii b - b" b,b,b •.. două numere ",ale, unde (rBeţiil" 
a •. • ~a"" .•. l' b"b,b,b, ... nu au perioada (9). 

Spun.m "" cela dou~ nume ro HUlIt ,paie da' o r·· O I 2 o Cu I'Jcarc al' It=- I , ,'. ft.,'em ti, -= b,. 

De f I D I P e. Spunem cA numlrul real a 
numArul real b = b b b b o, 1 I 3'" 

a<b 

aOI ala.aa·" e~te mai mic dreAt 
şI scriem 

dacA existA un numAr natural k ;. O. Bstfel IncAt a. < b. şi 
a, = b, pentru orice i < k. 

In acest caz se mai spune că b este mai mare decât a şi se scrie b > a. , 
E:umple. t) 3,90140'0 < 4,1735 ...• deoarece ao = 3 < 4. = b

o
. 

2) 3,451;0. < 3,45181 ...• deoarece ao = bo = 3, al = b
1 

= It, a. = b
t 

= 5, al = 
::II ba .= 1, u" < b, (7 < 8). 

3) 20,432 o •• < 1,720 ...• deoarece ao = -20 < 1 = bo. 
4) 3,113 o,. > 3,165 ...• deoarece ao = bo = 3, al = b

1 
= 1 şi a. > b. (7 > 6). 

5} 4,2320'0> 4,193 ...• deoarece ao = bo = -4, al> b1 (2) 1). 

Un Dacă a < O se spune că numărul real a este negatie, iar dacă a > O 
atunci a se numeşte pozitiv. Este clar că un număr real a = aOI ala~3'" este 
negativ dacă şi numai dacl partea sa Intreagli a, este număr negativ. 

De exemplu, 

-
1,372 ... < 0,000 ... = O, deoarece ao = -1 < O. 

ObserlJoţie. Pentru numerele raţionale, definiţia inegalill1.ţilor daU mai 'nainte este 
tocmai cea pe care o cunoaştem din clasele anterioare. AsUcl: 

1 51 
0,5000 ... <0,51000 ... dacă şi numai daC'ă 2 < 100 • 

1 334 
0.3000 .. < 0,334000 ... dacă şi numai dacă "3 < 900 • 

Este adevărată următoarea proprietate numită legea de tricowmie. 
Dacă a şi b sunt două numere reale, atunci este adevăratli una şi numai 

• 
una din relaţiile: 

a > b, a = b, a < b. 

De fi D I f le. Se spone cA numArul real a este mai mic sau egal co numArul 
real b, şi scriem a .. b daci a < b sau a = b . 

• 
Relaţia" .... aro urmAtoarele proprietăţi: 

1) /1 .. II, oricare ar fi a din R (teflexi.itate~), . 
2) daci II .. b ,i b .. a atunci a = b (antLII,'!'.et:,a), 
3) daci II .. b ,i b .. c atunci /1 .. C (trllnz,tw,tatea). 

Aaearil relaţie le nwne,te ,eliJIUi de ordine pe mulţimea numerelor reale. 
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Obs."'ăm că proprletalea d. tranzltivltate O pOladl fi 
811i.-l\ uacă d < b ti b < c, atunci a < c. 

llovenim ,'u alte proprietAţi ale JOe!(alit6ţllor In § 5. 

§4 APROXIMĂRI ZECIMALE ALE NUMERELOR REALE 

In practică, aproape niciodată nu se cunosc valorii. exacte ale. ,".llrimiJ?r. 
Orice JO,trlU,,"nt sau aparat nu arată cu exactitate absolută mămull •. O'1ce 
termoJnetru indică teJnperatura cu () oarecare eroare, nici un am.permetru 
nu poate Indica intensitatea exactă a curentului etc. O anumită eroare 18 face 
chiar la citirea rezultatelor măsurătorilor pe aparate. De ac~ea In loc II 
operAm cu valorile exacte ale mărimilor, suntem obligaţi să op"rAm cu val"nl. 
lor aproximative. In general,. ° mări ma se reprezintă printr·o fracţie zecimal4 
infinitil, dar un aparat nu poate indica, practic, decat un număr finit dintre 
zecimale, ddică o vaJoare aproximativă a mllrimii. 

Fie a un număr real oarecare reprezentat sub formă de fracţie ze,cimală 
inlinită. Aproximările (valorile aproximative) =ecimale prin lipsd ale numă­
rului a se delinesc ca fiind numerele care se obţin prin InlAturarea succesivă 
a tuturor cilrelor sale care stau după \'irgulă, Incppând cu prima cifră, apoi 
cu cea de-a doua, după aceea cu cea de-a treia ş.a.m.d. 

De exemplu , penlru numărul a = 2,1i3256 ... , aproximările zecimale prin 
lips~ vor li: 

2; 2.1; 2,17; 2,173; 2,1732; 2.17325; .. 

Dacă 10 ultimul număr de după ,-irgulil al fiecărei aproximări zecimale prin 
lipsa a nlUnArului a se adaugă 1, atunci se obţin apro:ţimările (valorile aproXl­
mallCJe) zerunale pnll. adaos ale numărului a. De exp-mplu, pentru numarul 
2.1732:;6 ... , astlel de aproximări zeCImale \'or fi. 

3; 2.2, 2,18; 2,174; 2.1733; 2,17326, .... 

Av,lml in ye.de~p, relaţia de ordinp pe mulţimea numerelor real~, introdusi 
In § 3, primele cmel aproximări zecimale ale lui a se pot iluslra In urm~torul 
tobel: 

2"a<3 
2,1 " a < 2,2 

2.17 " a < 2,18 
2,173 " a < 2,174 

2,1732 " a < 2,1733 

Cum num~rul a = 2,173256 ... este Cuprin, Inlre: 
1) 2 şi 3 şi 3 - 2 = 1; 
2) 2.1 şi 2,2 şi 2,2 - 2,1 = O 1 . 
3) 2.17 :~i 2.18 şi. 2,18 - 2,17 .:.. 0,01 

"r sll' ş.a.m.d. 
" .P. •. , a I'fOX1!I1"rl zf'C'lmnlf1 ~unt.. . 

t'flfitJlf'('t IV . ru o N'.)ltre .. 
0,1 - llr'; 0,01 = 10-' ,.a.m.«(. mal nl1 l deeAt 1; 
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, In generol, ventru nUlIl ' I tlru U a 
tM o eNart mal mird Ulcdt 10''' U· uJa.a, "" aprvL fU rll -,p'''/ft'lle 

bUlIl 

il prl1l "p.d a" uO,u1" aa :J; ... a : 
li) prin ada." ". -.. aU ,uttlatla _ .u" .. 10 fi 

Ubarlaţu 1 nill'A lIunlllruJ a l'Sh' r t' I ~ 
,tunl'l tn,'{'pdl\d fU 1111 IlH umlt Mn "1 1 r-':Ltl~ltal ti .. o 'r.\1 t' fOr odu; rHlad' UI, 
,'u nunl"rul t"'II,'I . li I tor , 1 roxllui1rlln lOdllllll. "' I ... ... " "Xt'll~l1 II pt' nt 1" l.? luni t'gal 

• ru număru l J ,52 1 2 ) 
I 

.,ivn. 
I !'j. 1 5')' 1 '2 I I 

• 1 - , ." l ,52IJO: 
Il" act't'd, pt'ntru a l'uprindu t oah.' ,.. '1 

I 
ldLurl u In hLdll1 I 

numJr i't'a , int'f{l\lilnh'il din stân tl'. .' . ('II ttprox ma~'jJ z( "m II t..le lOIl 
. 1">.1 o 8l rlt'm __ ., 

2) S,'rlt'rl;la vnlorilor a proximative ,.,' ~ . 
millJ finitit filr" 11 mai lid:'i . 1 an ŞI a U "(JIII t.Wl' uit firmă 1 fr''l.c\H' ZI ci-

I , Ugil a dreapta li infiuil.ltl' dp lt'rour 

Dupa delimţle ('-ezi 1) şi ")) -
uI 

II I precum Ş I obsf'l'vat ':t pl'eocl ti) pc" 1) 
rez tă că I1wnărul Il este- mai mare . .'" • 

. . . . sau egal cu ll!'l~ apl'Oxuna." zf!cimală 
prm hpsă a ~a ŞI mal mIC decA.t orice a' , 

A~ d r -... . vr Xlman: tOOlma 1 prw aos a sa. 
- ',a a . unUl numa r real a 1 se aS{J('iaza aproxImările sale 'lerl nalp 

astlel tncAt 

a. 
• 

°I 
• a. 

• • 

.; 

.; 

prin lipsă : 

prm adaos' 

a < a~(cu o 
Il <-. o;(c u o 

" a < a;(cu o 

('fOare 
~roare 

eroare 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • 

mal mic3 
• 

ma l mică 
• 
miră mal 

• • • • • • 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ... 

decât 1) 
decât 0_1 ) 
deciÎl ".(1) 

• • 

• • • • 

Ob~vaţlt~. E.c;te foarte import ant de sC'm n<t lat pent rn C'f'b 'c urJUf'llz<i d <Jp roximil.rilt, 

locim,:6!f" prin liJk'i'\ şi i,rin adaos ale unu i numil r reti a. ~ .. nl 1nl .Idr"una numere 
raţionale. 

§5. ADUNAREA ŞI INMULTIREA NUMERELOR REAL E 

5.1. Vom delini adunarea şi tnmulţ irea numerelor rpalp , folns. ld "p" 
Z4'otarea lor zec,mală, astfel IncAt aceste operaţ, să COI,Cld A pe~trl' numerele 
raţionale cu adunarea ,i Inmulţirea deja introduse in clasele ,mt 'rt are. 

Fie date două numere reale a şi b şi să considerăm aprOxim . ·, e zeclmalP. 
prin lipsă ,i adaos cu o eroare mai mi,'" decât 10 ~ .\tum'i pentru orice n. 
avem: 

• • an ~ a <. an, 

b~ " b < b~. 
Dup~ cum am oh,ervat In .Illrşitul porngr_ruhl pr-'rlent,. ullmerele 

(" <.. 6~t b; IItlOt raţiCHlHlo '1 dt~L:I, dA la aduna··cu. nll.l'f8relor roţlollale, nu 

MIII IUJIIAle a~ + b~ ,. ,,~ I b~. pentru orice n 
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Il ~ rin II le, Se num~~t suma ,,"meu/w rtale a ,i b UD oomil real t, ,.. 
pentru orlre numAr natur.1 n, atlhfll('e IneglilitilUe: 

o;, t- /1:. , c < tJ,; .. Ii;, . 
S .. poate demon. tra cII Ull astfel <1 .. numll r ('"aI r _xlBtn '1, mal mult ee ... 

1111ic O"mo llstraţia riguroasă u ae,,, tlli r"pt d"J1 ll ş,, ~t,. J1logllilllli c1B,Eel a I X a, 
Eu !lecaslt,\ no ţIUnea de l imită ,i 8e va face la A"aIJZă wattrnatl cll In clasa 
" X la , 

In exemplele de mai jaR vom arăta cum ac"asU definiţie a l umel n" 
pprmite sii găsim va loarea aproximativ ă a ei l cu o eroare oricât. d~ micA dorim. 

Errempk l) Rtf. găsim primt:le pu tru d Cre după v irgu lă prlliru su ma numertlor 
a =V2 ş i b ~ V 5. 

A vem : 

Del'i 

1 " V"2 < 2 

1,4" V2 < 1,5 

1.41 " V"i ., 1,42 

1,4 14 " V2 < 1,415 

1,4142" Vi < 1,414:1 

1,41421" V2 < 1,41422 

2"V5< 3 

2,2 " V5 2, ~ 
2,23 " V5 < 2.24 

2,236 ~ V5 < 2,23Î 

2,2360 " V5 < 2,236 1 

2,23606 " V5 < 2,2360; 

as + b; = 3,6502i I!il V2 + V5 < a; + b; = 3,650:.'!9 de unde 

V "2 + V ii - 3,6502" 

i b _2) Să ~i1sim primele p~tru rilrf' după virgulă pentru suma numerplor a -= 3.12Ît~ 

t
ş - 2,42731. . (celelalte Cifre după v,rguh1 carf ar urma după eele sl:risf' nu au impor, 
a n ţă, pentru problema pusă ). 

," Avem ~; "' " b; = 1.55445 ... a + b < a; + b~ ..... -î ,5544i . Astfel. pulem scrip patru 
clrre după virgulă prnlru Suma 

. 

a .,. b 1,5!i44 == 0,44;)6 . 

3) Fie numerele 223751 " b. a = , ~i b = 3,76248 .. . Alun r i a ' ;. b' =- :; Q99Q 9 fa r 
ar; + 5 = 6,00001. Deci , 6,00000 l'Ste o valoare aproximativă a SUS p' 5 b'-' .• 
ma i mică deci t 10-' mia..... ,cu O U08rt' 

Analog, se defineşte produsul numecelor reale neneg t' " 
Obsprvăm mai 1ntâi ca şi pf'ntr ă a l\ r. 

. ' li Sum • că dt'ORl'f'{,t' • .. b 
numere ratlonale, produsele a;,b~ şi a" b" . a". 11". 1\. b: ~un t 
raţionale. n n au srns ŞI ~unt rrodw:.f\ dt~ 1111111''''' 

D • ri D i ţie. Se numeşte produsul numerelor r I . 
re. l d, car. pnntru orice nil il e: e nenegatll'< u şi b. Ull nllmăr 

m r 1\8 ural " . sati ~rar~ iD~galitAlilc , 
a~b~ .. II <. u' h' 

s.. poate demonstra Că un a,tlel I n n , 
'}acă unul sau ambele numA (O munll r roBI d ('\i. t ,\ şi "< le 
I It' ro ""li nogati,"" t )1'0 U O ŞI apoi se ţi np. seamA fi ' R un(~1 E'P !nl11\1lt o[l;O 

8 r.unO!\cuta rf'glilA 
1\ ~emnelo r fi anUIDt: 
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t· proeiuiui elta po&itiv daca a .. 
mbll factori au acela,i lemn 

06 - 10 11 6 1' 
r produsul est. negativ dacA I ' 

emnele faotorilor O""t diferite 
a6 - - 1 o I 1 6 1. 

,i atunci : 

,i atunci: 

Ez ... pl4 1) &1 16 l'llkult\18 pătratul numArului 

• 1,4142 
• 

1,4143 Aluncl : 

O~I - 1,99996164 < al < o;' ,,",", 2,0002Ut,,9 . 

Se obll'!'vl d. plUralul numi'lrului a est t 
e oarte aproape de numArul 2. 

2) SA •• gh.a.că trei cilre după . IX 
VlrgU d. pentru produsul 

ti ~ - V:l: 
1 numerelor a = -
3 

Do<i 

.\v.m • - 0,33333 ... şi V"2 = 1,41421 .. . 

O tIiii « < 1 
0,3 tIiii Q < 0,4 

0,33 < • < 0,34 
0,333 < • < 0, 334 

0.3333 tIiii a < 0, 3334 

0<ah < 2 

Atunci 

l<b < 2 
1,4 < b < 1,5 

1,41 < b < 1,12 
1,414 < b < 1,41 5 

1,4142 < b < 1,4143. 

0,42 < ah < 0,6 
0,4653 < ab < 0,4828 

0,47062 < ah < 0,47261 
0,47135286 < ah < 0,47152162. 

AII/oi am oblinul: 

ah = 0,471 .... 

5.2. Proprletlţlle .dunlrli II Inmulţlrll numerelor re.le, 
Proprletlţlle Inegalltlţllor 

MenţionAm In continuare proprietăţile operaţiilor de adunare şi Inmul· 
\in a Dumerelor reale, precum şi unele proprietliţi ale inegalităţilor. Pe baza 
defmiţiilor operaţiilor de adunare şi lrunulţire data mai Inainte şi lolosi n: 
JII'Oprieti~ile corespunzAtoare ale adunării şi lrunulţirii numerelor ra,,," . .. 
nrirJCarea aceatora ae lace fAră dificultate. Lăsăm ca exerciţiu dem':I"'! 

... lor. 
Ada_eOl pe mulţimea R OI numerelor re.le are proprietdţile: 
t" lIte eomul4livtJ, adicA oricare ar li a jl 6 din R, avem 

o+b cc ' , 

2" .... _tieliNlI, adicA oric.", ir 

(a + b) .... 

,r 1 ~ "linR 

, ' . ' I 

A\(']I, 



.enlru adunare, 
3 0 numArul O esle rlem'''' l~ulrjJ I 

adicA CII'ICIIN 

a din R, UHUI 

u+o ... ota - a 
u us care Cite 4<> ol'jrt> numă,. Tt.' RI a ar& un p 1 

a, adicA 

a+( - a) - ( - U) f-a - O 

( b) vu/ll ~ cr,,' /1 - b. Ca dl' obi r ei . In lo t' ,le a + . 1 . 
I Iare prap".ta, L t. IUltlul/irea numere or rea e f.· •. dlll n avem 

. . e al' I a '1 CI • 1, este comutati~ll , adJCă orienT 

ab CI ba; 

f · a b , i c din n. "'·PJll 2. este asociati.d. adică oricare ar I , 

(ab)c a(be); 

.1. nUffi iirul 
a din R ~ avem 

I Inmul ' II ·" , h dl C~ .m care ar Ci 1 este element neutru pen ru , 

a1 = 1a=-a; 

4. orice număr real a di rerit de zero arE' un in",ers. adicA p ).if!tă un numar 
rea l, notat cu a-l, astfeJ incât 

aa-l -= ala = 1; 

5. este distribllllvă (aţă de adunare, adică oricare ar fi J, b, r d in R 8" 
lot' eflalităţile: 

a(b + e) = ah -t- ac. 

(a + b)c = ac + bc. 

Ca de obicei, in 10(' de ab· '(b # O), vom scrie a : b 'au a 
• 

b 
Am dat in § 3 unele proprietăţi ale ine/(alităţilor pe mulţim"Q numerelor 

I·pale. O,lm mai jos ~i alte proprietăţi ale lor le!!ate d .. operaţ,;le cie a dunare 
ŞI inOlul\;'· •. Astlel: 

I dacă. II <" b, Îar c e~le un număr rea] OarI2'CArf>. Atunci 

a + c < b + c, 
2' dAcă a < b şi c > 0, alunCI ac < bc , 
3' dară a < b şi r < O. atunci ac > bc. 
De aici J'?zultă uş0r că: 

4° dacă a < b ŞI r < d atunci a + C < b + d ,i a d < b _ r 

5° doră a. b, c, d sunt numere 1'12'8112' p01.ith·p R~t.irl hwNt tl < 1J ~ , (' <... d" 
atunci ac < bd. In 8\,pJeaşi conditii, In"em şi : < b . 

\celrnşi proprietiili (1 " 2', ~' 4' 5')" 1 · I <h l 
" , un \ .. H. I nşI ptntru ~ 1ft.118 t , .... 

Ob8prVf1!i,," 10 grot'ral, eAnd tit' l\lC'rt'fili'l. t"U I I 
. IIl1nt'rl' rt'rI h· 1111 se I'f': IrlYf' II I'f"tfll .-rl 'pr'"7.f'olnrC'a Inr zl'l'imalfi H<'lIlltnlullln('Î prohl, , ~~ 

1 - 7t
3 tml' Plllti f, In suh furlnA. l '1' ..... V!. ,,1(2 -4- V ~l) "îV7. T' 
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§6 INTERPRETAREA 
' . • GEOMETRICĂ A NUMERELOR REALE 

.. 
" I I . 

x o u 
Fig. 1Il.2 

Sel al t-g-{lm Ca unitate do milsură lungimea se.?rnentulUi raU ]; atunci OU = '1 
DJ.cA J\I eblt' un punct al semiaxei pozitive Ox, .să notăm cu xM= OM absCÎsa 

rn acest mod se dC(inpşte o func ţie ' 

M -fo xII 

sa. 

de la punctele semîdreptei (O.z la mulţimea numerelor reale pozitive. 
In cursul de Geometrie se afirmli ... a : J' n Lru oric'e număr n>al pozit iv \Iungime) $) 

exist" un punrt binl' determinat ftf pe semiaxa O:r, care sA se giln'flS( il la distanţa r de 
punctul O, adiră .%'.'1 = %. Ace.'lSla ne spun4' ca (unrţia derini1ă mai inainte este bijectivă. 

Dac.' punrlul M aparpoe semiaxei nt>gative- Oz', ab6c~a sa este numărul xM = 
- - OM. Convenim ca X() = O.(zero). 

Atunci funcţi a 

M -+ %.1( 

derinit!l pc toa lA dreapta d eli v:,\) .,ri tn mhlţimea R a numerelor rE'ale stabi1e~te o bijecţi e 
tntre aceste două mul ţ im i . De aceea mulţimea numprt'Jor reale se numeşte adesea 
dreapta numerica sau dr~apta reald. sau ara realII, iar elementele (numC'r"JeJ sale se numesc 
puru:~le dr~p~i numerice . Bijecţia stabilitil permlte sA folosim, adpsea, pentru numere. 
terminologia geom~trica . 

Exista prOl':p-dee simple dp construcţie cu rigla şi compasul a unor puncte pe axa 
z'z care corespund unor anumite numt!rp reale (cum ar fi: numerele raţiona le, precum şi 
unele numere iraţi onale ca: V2. V3', V~ ş.a. ). 

·tn 8~eat 8ell8 vom prezenta următorul e:c:emplu. 

Enmplu . 8<1 Se con:: trui..1 sdl le dre:lI,tl d, cu ajutorul rj~le ; şi compasului, 
OIllnArul Vi (Iig , /I1. ~" 

~ conatrui~te pă trJluJ de latură [OUJ: OU =- t Conform teoremei lui 
Pit~gora, OAI - OU. -+ AU'J -= 1 + , =- 2. Deci OA ,.. 112. Cu aj u torul <:ompasului 
.. eo .. t'Ui.şU> OM - OA = Vf 

P 'O • tot ~i aproximările zl'dmRl t' prin lipsn şi prin adacs cu tit '('"lIa19. .r am rf'prpzr.n ., ~ 

f) PJ'Oate IMI mic.'! '11 .. ·.:11 1 , 0, 1 rpsprctiv 0,01 MIe lu i t/2: 
•• 1 . t '1· I toor"mf'i Rmintil f' mni ht il mlp, ('II njutorul Teprezt>n '.Ht VJod"m lerlJl u In III IV n , ~ I 

Urii ' . III a nllmprf'lor rflnlA. Dt~ la r('pn1zentnr('ll, numf'rt' or WI lub formA d'J frAr't1fl z/'rlmll li . . t • 
II . t · n p"nI"! ,lf A dlrlll abrruu' '"8 t' un num"r ('AN' ". onllie pe dl'1':lplll, ~t'm.A con. rUIm Il ., 

-- r..p~lJntA !!Iuh tormlt dp CrlH"tÎ1' l.I'rimAl11 (milA . 
F,. 

:17 
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fig . 111.3 

un număr real OHret'are 
• ,1 

• • • 
"o. a" (/:Jj .., 

• • • 
"o, a, , a21 ... 

aproximările zecimale 
iln ~ [M( a~), M( "~)] 

prin lipsA ~i prin adaos ale lui a. Să considerăm spgmentul 
cu ('apetele a' şi a· şi de lungime la-n. Avem 

" " 
6 1 :::> 6,:::> 6..:::> .. . :::> ~n:::> An+t n .' ... 

Se arată că există un singur puncL care să aparţină tuturor segmentelor j,n, ptntru 
orice n. Acesta esle punctul M{a). 

De exemplu, fie a = 1,671. ... 
Atunci 

1<a < 2 

l,6<a < 1,i 

1,67 __ a < 1,68. 

Interpretarea geometrică este datA In figura 111.4. 

O=MIO) 
I 

U:fv/(I) 
I I I 

Ta) 
1111111 

f.ot;1) 
I 

/ \ 
M11,6) Mn.7) 

Fig. IlU 

EXERCIŢII 

1. Să se ar-rie sub formA de fracţie zecimalA infinitll 
• numC'N'If'! 

II' h) -

15 1 
a)3;b)-,c)-.d)O) I 2 

84,' i e -'4 ljf)-'8;i) 29 --' 

~8 

n~ 

11 

• , 

• 



1. Ptntru rra ţiill' ItTilllal~ ptrJtd'. 
I '. He I.I tlu4lvttrt. o. 

care- NprttJlotil Şi ~l\ S~ Vttritif,.;e a '. .~ II i'e gAseallcA numArul raţi<mal pe 
l~dmd.I,\ iniţiall ; POl prlU IlJKorttmul de Impllrţiru l'4 IW obtine fracţia 
a) 1,331~), b) 0,(7); e) _ 0(14) d) 

. ' 2,073(83), e) -o 01(023) 1) ~ 001(7) •• .... Ic.~ .rlit. clire thntre lIuml'r~h, d . . I I I • 

V V e mat J08 "unt raţionale 1,3;3,75 3 5,V6,03434/.344434" 
dupA al doilea 3 urnw8t.J. doi dt3 4. d )~4t344444 ... (după primul 3 urmeazA un 4; 
It'riu In ordine toale nUml're1e natljl~:~~) .. . 0,12345678910111213, (dupa. virgulă se 

4. Să ~4:l indlC'tl O\tCVil numt'rt' Iluturale 
11. aslft>1 Incât ;) Vn etsto rl.lţional; b) V'n nu este raţional. 

6. Să se arate că nu 
existl numere raţionale!!!:.. astfel 

n (ni)' (m)' (m), al -; =- 2 i b) 11. -= 3, el -;;- = 6 . 

.. SI se s~un~ care numere din perechile de numere următoare t:ste eate mal mic: • mal mare ŞI care 

al 3,41479. , şi 3,43497 ... ; b) 15,25 ... şi ţ; e) _5 şi 0,(5), d) _ .:!. şi -0,375 ... ; 
• 9 8 

e) -5,4833 .•. şi -5,5829 ... ; 1) 0,(6) şi f; g) O şi -0,00011; h) _1,1 şi -1,IIÎn). 

7, i) SA se gc'l.sească aproximările zecimale cu o eroare mai micăded.t O,t, prin lipsă şi 
adaos, pentru numerele; 

) V- b) V--) Il ) II V- V-- 178 V-a 5 - 5;e Ţ;d -Ţ;e) 7;1)_ 7; gl 13 ;h) Il; 

ii) 8A se gtlseasccl apoi pentru aceleaşi numere primele trei aproximări zecimale 
Iipsl şi adaos. 

• prm 

8. Fie z - 2.1154 .. şi y = 1,4281 . ... Să se găsească primele trei cifre după virgulă 
ale sumei % + y . 

•. Fie % - 2,1468 ... şi y = 1,5431. .. Să se gdsească primele două cifre după virgulă 
ale produsului lui % cu y . 

1 •• SI le g;1seasc4 primt>le patru cifre după virgulA ale suml:'lor ' 

a) ~ ... Va b) V2 -t- V3; e) V'5 + V,; d) V-3 + (- V'7); e) (- V'3) + V". 

11. sa. le gAato01C4 primple tr~i cifre după virgulă ale produselor: 

a) +'V7; b) V2f7, e) V:i'Vs; d) vH-V'S); e) j-·V2.V3. 

II. a) D. t·.. 'gla ,,' compa.ul.egmentele de lungime: V'3, V 5; V6, V1O. ION. le con, rUI81('..« cu rJ 
" apei IA a. ligur ... p. ax11, 
b) 81 .. filUrpz", pe a..xa reală punctele corc au abscisele: 

-Vs; V:î. :VS; V'S; - V6; V6; - V1O, V10 
'I"ealle. Se lol"'''tle 'eo"ma lui PitBllor •. 

... ,/'- v-a,t d 2-VIf."ntirR\iQn8I •. II .... \0 ci num .... l. y 2 + Y 



• 
14. I I~ :J ş, b lUmtrt' rpal) .. slf , 'ne. t a oi ",. a 6 _A fie numere raţionale. Sunt --. 

q,~lfI " b ~I a' b rllllvllilh'" 

16. tie G 01 b nI mt!ltC ra\i'lIUile SA titl dIIl\OIl8tr t·,e ra daei "ot II V2 • 0, Hluad 

• - bV • t O 
18. fio a un llumll.r l •. .,lc pOlllbd oar.., ca primelll to puteri ah, numl1rulu~ a 

, a' a, a • I 

om fie iratiollal~ Iar urmllloilrcic 10 p"1l'ri: 

., alO 

"U a" a" a" 
"'" I ," 

să fie lat onale? 
17. Daţi exemple de ecuaţii de gradul al doilea cu codic:;ienţi intregi ale căror rAdAcini'" 

fu inţîonalc. 

18. ~ se demoll~tr"ze ";1 t'f ua\.ia x 3
• px 

raţ.onal ... _ 

1 = O, pentru P E N, p .? 2, nu are rădâciDi 

lruil('alt.e DdCi1;;c.::::o m ('bIe o rddlicină a pcuaţil'i, atunci se arată că 
• m ŞI n6unt 

" t 1 sau ! dCI ;;c. este ('gal cu 1 b.W 1, dar &cest\.: numere nu sl1nf I f'vidp.nt, rlidăcmi 

al,,) ecuatiel 
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CAPITOLUL IV 

FUNqlA DE GRADUL AL DOILEA 

§l DEFINIŢIA FUNCŢIEI DE GRADUL AL DOILEA. EXEMPLE 

De' i nil i~. J'iind dnte nUllwrelo re""o, a, b, c ru a '" U, funrţia 

~finitA prin formul ,,: fi·r) ~ ax" + b"' t c .e numeşte lancIi, de ~radul al 
doUM CII coefiCient" a, b, c. 

O/J#,-ţ·trh. 1) DonH niul ~i I'ndomenilll funl'ţhi de K"sdul al doill'a "stt> mulţin\l't\ IHlml'. 
relor reale. Dfti hmrtia d\' gradul al doilea f'3h:' o fUllcţie numl'ridl. 

21 Deoarel'e domeniul ~i codomeniul (unl'tiei tie gradul ,ti doilt'R fsh' R vom indica 
ItftSt4 fund it' a~trt'l : 

ax t -t b:r c sa ti '1 n.r l + bJ: ~ (' 

3) (J (unl 1i~ dt' jlradul al doilf'<I f : R _. n, f{r) ax' /Ix l' ~tj' pt>rff'd defrrmi-
DatA fAnd le .·unos(· numerele rpale a, b, c fa =f:. o). 

~) Trebui{' Bă obs('rv~m rA in definitia (unrţiei dt' ~rildul.al doil(8 ITI;r]itic a ::1= O eslt. 
tl7DUalA In St'nsuJ câ ipoteza a O ronduee Iii (un('ţia d" gradul inlâi, studiată In dasa 
• VIII· •. 

50) [k>uumÎrr:\ d!:' (unrţic de gradul <11 doilea provine din faptul ..... ă ('StI' d",finită prm 
iateuJltdiul trinomului de gradul al doi Ira fiX' ~ bA + c. 

Enmpk tU lumlu rk gradul al doil,," 

1) f.(z) _ 7z'- 9% t 10, 

2) f.(z) _ V2z' ~ V2z + 1, 
3) f.lz) _ O,~lr' - 2", 
4) f.lz) _ x· -1 0.31, 
$) f,lz) - _ZI - 5r - 0,31, 

{a "S 7, b ..,9, (' 10), 

(a=V2,b j/i,c-I); 
la_O,51,b~ 2,c O) 
(a 1, b 0, c "'" fI,31); 
(a - I,b -ri,c --O,3l). 

'n61sn ... ~tJn l'Qfldur In luwlirr rlr ~r(ldul al doill'a . 

__ L I ' . -le ('.IN' flll impus !{ludill! sistt'mllllr AI flln "tit·j df' .--tI nUmerORI4:' t'xpmp ,. (Onf rl 

"elot,": r .\'0 d" lunjitimrA IHlllrii SHII' .r. \fai J)I't'ds, aC'eRstl ArIIr A a unul pAtrat f'llC' llnl I '. 

luellonalA .. to ·d.t~ ~o rrlo\,n, 
• A _ :r 
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I I r"", '\I" dt' IUflgiml
'''' 2) Arin A Il unu n'rt' t'" e ' 

huu,tionnlA. I)t' t!xprimA tu.Ud. 
A _ 1t.L', 

undt' rt t'sle o tOfislanUI. aproximativ "gal,li (:U 8,14 . r In vid, aulJ acţiunea (ertel 
:)) In fizicii se arată dl In ('lldt'fl'Q Ilht-rii Il unuI co P d r l' 

d t t'mpul t cslt' dat .. CJrrnU a. 
Krt.wituţionnll', spaţiul sit) parc.~ur8 e corp n I 

sit) _ J. ,1, 
2 

unde, este o const.antă aproximativ egală tU ~,8 m//i,', 

4) Dintr-un turn de fnălţime ho se aruncA o piatrA pe verticală In sus, cu viteza ioi. 

ţială "'o- lnălţimea hit) la care ea ajunge la momentul t este datA de formula 

K 
hIt) = Ilo + .01 - 'i t' 

5) In mişcarea uniform acceleratA spaţiul ,(ti parcurs de un mobil In timpul t aLe 
dat de formula' 

a 
s(1I = - '., 

2 
unde a este acceleraţia mobilului. 

§2, GRAFICUL FUNCŢIEI DE GRADUL AL DOILEA 

Ne propunem să construim graficul funcţiei f(x) = ax' + b,x + c, a '" O. 

Aceasta o tacem cu scopul de a pune In evidenţl1 elementele principale ale graei· 
,'ului funcţiei de gradul al doilea şi de a avea posibili Lalea ca atunci când studiem funcţia 
de gradul al doilea sA interpretAm din punct de vedere geometric proprieU.ţile obţinute. 
Graficul funcţiei de gradul al doilea Il vom Cace tn mai multe etape. 

1. Graficul funcţiei f(x) = x' 

(Legea de asociere a acestei funcţii se poate exprima foarte simplu şi In 
cuvinte: "fiecărui număr real i se asociază pătratul său".) 

Trasarea graficului f{x) = x2 se face prin "puncte", Mai precis se asociază 
următorul tabel de valori funcţiei f(x) = x': 

x 1 1 -
2 

, .. -3 -2 -1 o 1 2 3 .• --
2 

f(x) = x' . , . 9 4 1 
, 

1/4 
• o 1/4 1 4 9 ... 

Reprezentăm Intr·un sistem de axe xOy punctele ale căror coordonat .. 
sunt valorile din tabel. Punctele obţinute le unim printr·o li' t' ă In 
f· IV t me con mu ca Igura .. 

(Facem observaţia că punctele reprezentate nu se ,t ' 
In fig. IV.2.) unesc eu segmpn .. c. 

Curba obţinută sr numeşte parabollt Pontr' . 
mRi exactă. arestei parabole, tN\bl1i. sil'. U • Oh\ln. o .conSIMJr\" rAt 

rpr •• rn\.Am cAt mRI mult. puncl. 
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aie graficului. Parabola funcţiei ((x) = .;;' are următoarele proprietăţi impor. 
\anle: 

l' ea s.e g~s(>şte deasupra axei ,L"X; trece prin originea axelor şi, punctul O 
are cea mal mică ordonată (egală Cu zero) dintre toate punctele de pe para 
boli. Punctul O se numeşte ""r(ul parabolei; 

2' axa y' y este axă de si metrie pentru parabolă. Intr.adevăr, dacă P(IX, IX') 
OIle un punct al graficului, cum ,,' = (-IX)', atunci şi P'( _ IX, IX') aparţine 
gralicului. Dar punctele P şi P'sunt simetrice faţă. de y'y. 

1'. Graficul functiei f(x) = -x' 

(Legea de asociere a funcţiei f se poate exprima şi In cuvinte: "fiecărui 
număr real i se asociazA opusul pAtratului sAu".) 

In ligura IV.3 am reprezentat punctat graficul funcţiei f,(x) = I'. 
Gralicul funcţiei f(x) = -x' se poate obţine prin simetria faţă de axa x'x. 
I gralicului funcţiei f.(x) = x'. 

Intr·adevăr dacă P(", ,,2) este un punct al 
graficului luncţiei (.(x) = x', atunci simetricul 
lia fata de axa x'x este punctul P'(", - IX'). 
Cum ((IX) = -IX', atunci P' se găseşte pe gra· 
lieuI funcţiei ((x) = - x'. 

Graficul luncţiei ((x) = - .. ' se numeşte,de 
-.nenea, parabola. Ea se găseşte sub axa x'x', 
.ba "" 1lIJte AxA de simetrie, iar O ere cea mal 
.... ordooatA dintre toate punctele graficului 
111) .. -x'. Punctul O se numeşte, de as~. 
~ rItr(al pnrabole.i funcţiei ((x) = -x : 
.... . f'cului func'lel ID practICII construcţiA gra 1, , 

. te U ca la runc-- Zi se fac*' tot prIn "pune , 

- x'. , (a .. O) 
(uncţiei ((x) = ax , 

&cutei luncţii se constr1lleştet ~~ funcţiei '.(x) ~ x' tot prin "punc e • 

" 

I 
I 
I 
I 

'1 

, 

r l 

Fig, !V,3 
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I 
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I 
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F !g . IV.4 

I , 
I o 

e La ohlllJUtA e numofte. de ur t. •. 

I olă Să vedtrll cllre ~a.., POliţia 
JJUf'H. ) -
lui IUII(·ţiel (x) ax" In raport cu 
Iuu('ţii)ur (.(I) .r

l 
,. (.(:r) -:zi. 

\iil ,. f . (j) .1" ei {. ( 1)'" I' lunt 
particulu e(' ah· ~Ullt\"" ((I) ax', 
a '" 1 ,i nI' poetl" a - i .) 

('a:ul a > O. In figura )V.~ am 

I.,." t at punctat graficul fu.lltţ.ei (.(z) = ~ 
-;- Fie P( ~ , ~ ') UII punct de pe acest graf ... 

a~2 '""> «2 ah: C fruHuplr , 

Dacă a > 1, atu nci punctul PI(~' a«') apu. 
line gralicu lui fun cl iei (x) = alO' ,i CUII 

paraboJQi luncţiei ( x ) = a L" se găJ,e,sc Inllt 
, 

ramuri le paral",le. (.( x ) : j . 

Dacă r < a < 1 alun' . p Ull ct ul P,(<<, a<l') aparţin. gra ficului luncţiei 
{(x) ax' §i c"~ ~2 -" a~' atunci ramurile parabolei luncţiei ( x ) = ax' It 
"ăsesc s ,,~ r<mu:r 1. p r bol. i {. (x ) = x'. 

eL c' a e t~ I ~are raOlurile pambo!e' (x) = ax' se depărtează mai 
ler" de axa / el care .,te axă de simetr ie. Originea O ore cea mal mică ordonati 
dl .. tre to 'e punctele ~ralicu lu i funcţ iei { (x ) = ax'. Ace,t punct Ee V 8 numi. de 
aSemenea Iar/al parabi)lei aces :ci funcţii. 

Cazul a < \'. Grafic I luncţi,,; {(x) = ax' este simetricul laţă de axa x'z 

al graf'cu l 'unc\le' {'(x) _aL' , unde - a > O. Dile,".lc pozili l ale gra' 
ficulUl funr ~Iel ({"' at' •• obţin din cazu! precedent (Iig. 1\'. 5). Axa y'y 
răm,i ne d'Xtt ~ ilme-trll', iar punctul O corp are eea mai mare ordonată dintre 
toate P"O( f'l(> ~"2'ic JI~i (um ţlf~i {(:r) = (1 )'2 se Yfi numi ,'4rful graficului. 

\. G"'Lcul {uneţ fi ((x) ax' ţ e(a '" O) 
Vom C' ll"" ra lunrţia g(x) a.c' Fie P(xo, Yo) un punct a l ~raliculul 

'uneţ.e. f( 1 ax' t c (fIg. 1\ .• 6). At u nc i 

'10 aJ~ + r de unde Yo - C = aJ' <au y C - r(x ) 
Der pun.-.t 11 P'( . (1 • o - - b O ' 

ro. '10 e) aparţ I ne grafi cului ' Iuncţiei ,(x) = ax', repl'f' 
zP-n lat p" ctat Il: l2'ura IV.6. 
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Rezultd cd graficul fIx) = ax' + c se obţine din graficul (unctiei g(x) = 
- ezi, printr-o translaţie de-a lungul axei y'y, cu o cantitate egală cu c (dacă 
e > O, /raMia/ia se face In sus, iar dacă c < 0, translaţia se (ace In jos). 

Axa JI'JI este axă de simetrie a graficului funcţiei (x) = ax' + c. Gra­
&c.I funcţiei fIx) = ax' + e se numeşte parabolă, iar punctul V(O, e) se nu­
...... v4r(ul parabolei. 

1. rlgUra IV.7 Bunt date diferitele poziţii ale graficului funcţiei (x) = 

- qI + c la raport cu valorile numerelor a şi e. 

4. Gr.(ieKJ (uncţui (x) = ax' + bx + e (a " O) 

qI + bz + e le poate sorie sub forma: 

.:cI + bx +-c _ a(x +~)' - b' ~.4"" = a(x + ~r + ~al>, 
_ DOtat cu â _ bt _ 4ac (â eate disoriminantul eouaţiei ax' + bx + 
0). Eate clar ci pentru orice număr real x E R avem 

;--------;--;;-
(xJ .. a(s + ~r + -",,!1 

.----
(1) 

.. 
II. aur .. 
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Egalitatea (1) .e nume,te "".".. 

"ied a fUflC/iei , . 
'f m aoum la cOflltnurea lP'ar .... reoe Co . 
., fIx) - ax' + bx + e, lIIic1w1!a 

funcţiei 

funcţia de gradul al doilea g(x) - azi + :.', 
1 f· "IV 8 am repreztntat puncw n Igur~ . 

fl'cul funcţiei g, având p~ 1/'1/ ca UI de 
grI!. • ( _ â) 
simetrie ,i cu vârful In V 0, 4a ' "11 
P( Y) un punct pe graficul funcţiei f(z) -

xo, o . (t) b ' 
Fig. 1" 8 = ax' + bx + e. Din egalitatea le o ţlM 

( 
b )' - A Y = g (xo + ~). RezultA eA. punetul 

Y = fIx ) = a x. + - + sau o 2. o o 2a 4a 

P' (xo + ~, Yo) aparţine graficului funcţiei g. Se observă cii P se Ob~7 

din P' făcând o translaţie paralelă cu axa x'x cu O cantItate egali cu 2a' 

Deci graficul funcţiei fIx) = ax' + bx + e se obţiM din graficul fUIII:ţÎti 

g(x) = ax' + - A printr-o translaţie paralelă cu axa x'x, cu o eantitale egalA 
~a -b 

cu -b (dacă -b > O translaţia se face spre dreapta, iar dacă < 0, lrans-
2a 20 _l 20 

laţia se face spre stânga l . 
Cum y'y este axă de simetrie pentru graficul funcţiei g, alunei dreapta 

x = -b 8Ste axă de simetrie pentru graficul funcţIei fIx) = ax' + bx + c_ 
2. 

Graficul funcţiei fIx) = ax' + bx + c se numeşte parabnld, iar punctul 

( 
-b - Al V 2.' 4. ,e numeşteydrful parabolei. Graficul funcţiei fix) = ax' + hr + c 

intersecteazd axa y'y In punctul A(O, f(O)), unde ((O) = e. 

Urmărind figura IV.9 obţinem diferite poziţii ale graficului funcţieI 
fIx) = ax' + bx + c In raport de valorile lui a şi 11. In figura 1\'.9, punctat. 

am reprezentat graficul funcţiei g(x) = ax' + - A , 

•• 
Exemplu, SI1 construim graficul tuncţif"i (( 1 2' 

.:r - x - 8z ..... 9. 
Cum 6. ::z bl 

- 4ac = M - 72 __ 8 şi ~ - S 
2 - - - -2 ruultA cA turma r.anoniel • 

funrţiei este ((xl = 2(x - 21' + 1. •• 

Graficul funcţiei Il construim astfel: 

II Prin puncte construim graficul !uncţiel ,(zi ~ 2 • 
2) TranslatAm parabola funcţiei ) ~ . 

Ace"la eale gra!lcul !uncţioi h(.1 _ 2~(~ +-.2..' de'a lungUl axeI "'1/ cU unUlalOl I 
(- .. vadoa !igura 1". (0) 
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" ' • , 

8) ta tOl o t.r nalaţl P r 
2ag!II,' 

tU C811Ulal, fI' 
_ , ... +- I ,1 o~\lneDl g 

1 ,... 8$ + 9 rIu 
• I H2 Il. Iar lUa <1. 

!'un u • 2 (a .. ye<! a !lgura J 1) 
tllcaptJt z 

bllerpretarea geometn·tI /1 rc:.owb 
ecuaţlei de tradal al doilea 

ax' -t bx ... c - O. (/1 .,. O) . 

010 figura IV.!) rM: lUi urmltoarele' 
1° Gralicul luncţ I (x) - ar + 

Fig. IV.IO + bx + c interaecteazA axa x'x In dt li! 
puncte distincte dacă ş' numai dacă t:. = b' - 4ac > O. Punctele de Inter· 
secţie ale acestui gralic cu axa x'x .ulII pur.clelc de c ordonate B,/x" O) " 
B.(x,. O). unde x, şi x,sunÎ rădăcinile ecualiei ax' t bx + c - 1). Reallil .. t. 
că aceste rădăcini sunt date de formulele 

-
• 

Cum .1:, + x, = _ b alunci '.!. t r •. __ !-. Rewllll că axa de !imotr 
a I 2 2a 

a graficului funcţiei ((x) = ax' t bx +- c trece prin pu~ctul de co<rd nat 

( I, : ~ , O 1 . 
2° Graficul funcţIei [(.r) = ax' + bx + c intHscclează axa z x Intr·un 

singur punct (spunem In acest caz că ax. x'x esle lani(cntă la g.'e.f'") dau 
şi numai dacă t:. = b' - 4ac = O. Punctul de Inltr.ecţlC a' grafic: cu aXl 

x'x este V (~: • O} care esle şi vilrlu) graliculUl. Ecualla /lr .. bx .. c O 

are In arest caz două rădăcini real. Plta)p; 

b 
• 

. 3° Graficul funcţiei ((x) = ax' t b.r + r nu 11Ile"pcleată ax. r'r dal 
ş' numa' dacă t:. = b' - 4ar < O . . . . ' ,('flN\ {'f' t'sll" l'du\'alenl ru rartul cA ~.U8\18 
nu are mCI o rădăCină reală. 

§3. MAXIMUL SAU MINIMUL FUNCŢIEI DE GRADUL AL DOILEA 

Considerăm funcţia de gradul nI 1·1 [ /1 ..J. (1 
( OI (In (:1:) - ax' .... bz + t. r 

Am văzut că penlru orice x E R avem [( .) ( ~ )' _ oi 
~ - a X + ~ __ . 

Cazul a > O. Cum {x + b l' O J, ,. 
. I 2,,;" nlllnci şi a (.r .. ~,' (l. de undr 

prm adunarea c8ntitA\Îl con.lant" ~ 1 ' ("\ , -.1 
'tit o lţ lnl'!1l\ eli a ~ ) -+- • >: • 

::a "ti .. 
S8 



t. 

el· • 
+ 

JD 

o. 

• 

{(.e) ;. - . ~ OI'I·C. 
~u' "ro ar li .c r R 

(1 ) 
( 

b • '- • 
rum egalitatea '" + -) ... O I\l'e I 

211 (le numai ('And x ~ b 
b -b _..\ ~"2; I atunci pentru 

~ _ 8,\'en\ - ~ _ . 

- -- e8t(~ 
' ld ' 2. 4. 

cr,l /ilai IIIIC< mtre ,'alorlle {uncţiei {. N _ c. 
uml\rul real se numeşte mim,mul 

" f • I -b 4. 
(untllel ,Iar va oarea - este valoarea ' . 

2a ar gumentulul x In care se realizeazd 
• 

at'tst l1Unlm . 

Ca:ul a < O. Cum (x + -2b.)' ;. O . ( b)' ŞI a < O, rezultă a x + 2a .; O, 

dE" unde prin nuunul'ea cantităţii COJlSlante - c. . (b l' obţmem că a x + _ + 
- ..\ ..\ O 4(1 2a + .; . cci pu tem scrie 
ia ',a 

{(x) " -..\, oricare ar fi x E R. 'a (2) 

Am văzut mai Inainte că ((~) = ~ • ..\ care, Imprelmă cu inegalitatea (2), 

~ratU că f( -b) = -c. este cea mai mare dintre mlorile funcţiei f Cantitatea 
~ ~ . . 

..\ se numeşte maximul funcţiei f, iar =.'! este valoarea argumentului x In 
40 2a 

cflrp se realizeazd acest maxim. 

Concluzii. 1) Dacă a > O, functia [(x) = ax' + bx + c , • • are un mtntm 
-, - c. ., l' ă -b tI'" cu I mtn, m ce se rea t,zeaz pentru x = -. 

4a 2a 
-oi 

2) Dl!că a < O, [un 'lia f (x) = ax' + bx + c are un maxim egal cu • 
4a 

-""'Xlm ce se realizează pentru 
-b 

X= -, 
2. 

Jntnpretarea geometrică 

In ea7.ul a > O, parabola funeţiei f(x) = ~x~ + bx + c .are ramurile 
Indreptat .. In 8u8 (opre y pozitiv). In acest caz mmlmul f~ncţlel este egal .cu 
1II'd0ll41a vArfu III i gralicu lui, iar valoarea lui x In care se reahzează.acest mlfilm 

eno ableil8 vArful"i graficului (Iig. IV.11). . . 
In cazul a < O, parabola are ramurile Indreptate In JOs (spre y negativ): 

1. 1C •• t CRZ maximul funcţiei este, de aoemenea, egal. cu ordonata vârfuiui 
-'le I . . l l' de". realizeAză acest maXim este, de asemenea . 
.... U UI, '"r va OAre" UI x un . 

... eu ab.cila vnrl"llIi gralicului (fig. JV.12). 
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• 

o 
Fig. IV.II 

Fi~ IV U 

1 Cum 4 _ 1 > O. ace .. tA funct ..... Ezemple. 1) Fie funcţia !Iz) _ Zi - 4% + . 
. . -.6. 16 - It = -3. Act'st minim S6 reallustl pentru z_ un numm egal cu = - - 1_ 

44 • 

==!=~=2. 
24 2 2 + 1 Cum a a:::: _ 2 < 0, runcţia I are un maxim 2) Fie luneţia !Iz) = -2%' t- z -b I 

egal cu - 6 = _ It + 8 =::o .12 =::o ~ Acest maxim se realizeazA pentru z - "2c; - "2' 
44 -8 8 2 

§4. INTERVALE DE MONOTONIE PENTRU FUNCŢIA DE GRADUL 
AL DOILEA 

D • fin i • i e. Fie f: A .... B o funoţie numerică (adică A şi B sunt lub­
mulţimi ale lui R). Spunem cii f este crescdtoarc pe o mu41171t 
1 c A, dacă oricare ar ii x,. x, E 1, astlel incAt :t,":r, avem 
f(x,) " fix,). 
Functia I se zice descrescătoare pe mulţimea 1 cA, dacă ollrare 
a. Ii x,. x. E 1, astfel IncAt x, " x" avem fix,) > I(x,). 

Vom spune că , este strict cresedtoare (respectiv strict descrescatoare) pe 
mulţimea 1 dacă oricare ar li 1',. x, E 1, asIel lncM 1', <...:r, să re.ul~ ((1',1 < 
< fix,) (reRpectiv oricare ar li T" x. E 1, CII Xl < x" să rerulte fir,) > !IX,)). 
a luncţie numerică f : A .... B crescătoaro sau desCl'escâtoare )le o submulţime 
1 c A se zice monoton el pe 1. 

E:eempfu. Funcţia de gr;lrllll tntAi r Jt -+ R {(xl =- mI + n (m "O) este .trjcl 
crt"scătoare dacă m > O şi strict df>serf>Scălonrr. darA m < O. lntr.adcyAr fie z. <. 1', 

Dad1 m > 0, atunci mr l < mr. şi deci şi m.T1 + n <.. mz .... II erE-a Ct.' [nseamnld tlz.I <. < ((x.) • 

Dacă m. < 0, atunci dîn inegalitatf'Q .TI < .l'. ubţinem m.r
1 

'> m,z. dt' und mI'a'" + n> m.t. + n? ceea ce Inseamnă c.'i. ({Xl) > ((.:t.). 

Relativ la funoţia de gradul al doi Ioa vom I t 
T o e P' r ,. d- , t mnOIlR ra' 

o • ma. 'o unc"a e gradul al dotlea {(x) _ , b ... t 
l' Dacă a > O r . ax + r , 

, UMIla f e8te 8tri~t deRore ~Atoare pp 
valul -00 -b . 
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-1 

• 

are 

z_ 

I -. 
~ 

L 

lUI>-

avem 

pe 
< 

Z,_ 
< 

o 

2· DatA a < O I 

( 

b' unella ( este slrl 
-00, :;-] ,i strict d ot ereseltoar~ pe Intervalul 

_a eStresclitoare pa Intervalul..1 + 

, :-] ,1 [-_ ) 
2u 2a I -+- 00 8e numesc LnU''''ale 

de mOllotOlli, ale {uneli.. {J 
Demonstraţie 1° Vom pres upune căa>O p -

canoniei! a tuncpei {, {(Xl = a (x + !.)' -li. '. orntm tot de la forma 
2. + ~ •. F,e x,, x. două nume .... reale 

care se găsesc In intervalul (-00 ~] 
, 2. ' astfellnci\t x < D' . 1 X2. eel putem scrIe 

X < -b 1 X2 <: -
2. 

de unde prin adunarea cantităţii ~, obţinem: 

+ b b 
X, 2- < x. + - .; o. 

• 2. 

Prin ridicare la pătrat se deduce că 

(x,+ U >(Xz+ ~r-
• 

Prin Inmulţire cu numărul pozitiva, obţinem' 

a(XI+~r >a(x.+i.J'-
AdunAnd cantitatea _-_li.::. obţinem: 

'a 
a X, + - +-= ( .b)'-lI. 

2a 4.a 
>a x. + +-:-= ( b)'-lI. 

24 Ija 

IlU, a1Uel scris: {(x,) > {(x.), ceea ce ne arată că funcţia { este strict descres· 

cltoare pe intervalul (-00, ;:]. Presupunem acum că numerele Xl> X. se 

.''Iie In intervalul [;:' +00), astfel IncAt x, < -;',. Deci putem Bcrie 

de IIOde prin adunarea 

-b 
" x, < x, 

2. 

oantităţii ~, obţinem' 
2a 

~ b 
O" x,+- <x'+-2 . 20 o 



-

Prin ridicare la pătrat obţin.m: 

b' ( b)' (I' -1- 2.) < :r, + 2_ . 

Prin lnmullire cu a > O şi /ldunall'lI ('antlt6ţi, 4-: "httnem 

sau {(x,) < {(x,), ceea ce !n'8Ilmni1 că (este strict CIPfci1toure pe intervalul 

[;.b, +00). 
2° Presupunem că a < O. Fie 3'" x, num"r~ .. "al.. din intervalul 

(-00, 2:] astfel Incât Xl < X,. 

Am văzut la poL. t ° că 

( b)' x, + 
2a 

care, prin inmultirea cu numărul a negati,', ne COIHluce la .negalitatea 

a(x, + tJ < a (3', 

Adunând cantitatea -.:..t1 obţinem: 
4. 

b )' +- -
:!a 

a X, + + < a I, + _ + __ ( b )' - t1 ( b )' - .1 
2a 4a 2,} 4a 

sau alUel scris: {(x,) < {(x,), ceea ce ne arată că funcţia r esle 

cutoare pe intprvalul (-00, 2~)]. 

• SlrIct ('res 

Presupunem acum că nUffiE'rele ,(1' Xz sunt in 

Incât x, < x,. Am văzut la pct. jO că avem 

int,'rvalul [...! . +00) 811 
14 

b )' :.! (J , 

din care, prin înmulţire '" 
cu numarul nrgali\' a, RP. ohtino: 

a(x,+")' 
2a 

AclunAnd cantitate. -..1 ".'ulLii: 
l,a 

a(x,+O)'+-..1 l 
2n 'lfl ::> a :TI 
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_1 

cres-

VV'-' • U In ervo..lul """"1 I elite lirici ,Io.cr~ecl\loar. p . t [ b 

. -, + 00 • Este foarte IU. ptlv AlO tr/lnspUJlO IIfll1l1l1\iil" t0,. 2° d' 2. ) 

roJo IIlb 10 I In teo1WIl/\ d. mai su. In urmlitoa. 

r • '00 -b -- "' 00 ,,>0 2. - . - -
{(X) --ll. -4a 

• • minIm 

X -00 ·b - +00 4 <0 2a -
((x) -ll. 

4a 
maxim 

fn arubel. tabele, Inclinaţia săgeţilor indică intervalul pe care funcţia 
eate strict descrescătoare sau strict crescătoare. 

Intupretare geometrică 

Caml a > O. Parabola funcţIei {(x) = ax' + bx + c are ramurile In Su' 
(fig. IV.13). Fie P(r., Y.) un punct "!'bitrnr Il!' pAraholii având proiecţia ]le 

axa r'x In Q. Cund Q 'e apropie tir la stlÎn~" la dreapta de punctul A (~, 0), 
alunci punctul P coboară. CAnti punctul Q 8e IndepArteazA de pundul A 
'pre ",-eartn, punctul P urcli pe ramura din dreapta a parabolei. 

,. 

, , , 

y 

• 

• • , 
• , , 
, 

• • 

y 

p 

Q Q 
X' 

• • ,. 
'" 

-- :vr-!a' -fa ~ 
-l~ .l..! _~:_". Jâ x-a x 

Y' 

f.gl\'11 Fi~ IV", 

. '" ax' ţ h ţ. t are ramn1'iJ. In jM 
" ..,. O ParuLol. funaţlm fer) I I ti I t!nga a dr'., tJ. pune, 

IV 1~, (. ntl Q 8. &propip cle 1'1: cI" r fi • ti r, se IndepArteazA 
Parloo1rJ Jar (;t!n v 

r i' r·.mur., d". at n~a I din dreapt 8 parabole •. 
f V\JlJct 1 P cnb, \rlJ pe rfUll, 8 
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-6 I lUD ........ 
Cm.- 2 ,1 - I ..,.. 

. I( 1]'1 lIricI dtlcreadltoare pe mbtfvalu - 00, 4 
crOlc4loare pe Inlorvalul .. ' 

Tabelul asociat este urmAtorul: 
t +00 -4-

1 -8 f(%) = b ' - % + I 
• • rnlOlrn 

- 6 I . C ;:o::: - 1 < O şi -r - 0, uncţia eate Itrict 2) Fieluncţ .. f(% ) = - %' + 2 um _ 2_ 

" 1 . le alul ( 00 01 şi stricI descrescăloare pe inIRrvalul [O, + 00) . cresl,iCl oare pe 10 rv -. 
Tabelul asociat este următorul : 

- 00 O + 00 

f (%) = -%' + 2 2 
• maxim 

§5. TABELUL DE VARIAŢI E ŞI TRASAREA GRAFICULU I FUNCŢIEI 
DE GRADUL AL DOILEA 

Am văzut că graficul funcţiei ( x) = ax' + bx + c se poate construi 
In mai multe etape pornind de la funcţii simple al căror grafic il construim 
prin "puncte" şi apoi se fac una sau două translaţii. Dar In practică se con­
s truieşte graficul prin "puncte", adică se reprezintă un număr cât mai mare 
de puncte ale graficului rare apoi se unesc jntre ele cu linii co ntmue, Iar figura 
geometrică ce se obţine con,tituie o reprezrntare aproximativă a parabolei 
funcţiei (. Pentru a obţine o reprezentare câL mai bună a graficului funcţiei 
date, alegerea punctelor care se reprezintli nu se face la Intimplare. Se pro 
cedează astfel: 

Se (ace un tabel numit tabelul de pariaţie al (ancţiei (in care se trec urmd. 
toarele date: 

1) Valoarea x=O şi valoarea (O). Punctul A(O, ( O)) reprezintă int~ ... 
secţia graficului cu axa y'y. 

2) Rădăcinile "'t, x. ale ecuaţiei ax' + bx + c = O când acestea existA. 
Punctele B,(x" O) şi B,(x., O) reprezintă intersecţia grafi cul ui cu axa x'x. 

3) Valoarea x= ~ şi valoarea ((-6) -:, P 1 1 ,.(-6 -.l.) 
2a -2 ~ - - unc. li - • I 

a 4a 24 • 
reprezintă vârful graficului . In tabel so ro . 'f" . :' . 

'n !:tprCI 10.1 tI/len es t.e \In Illlnlm 
• 

( .• 
sau un maxim. La trasarea graficului -b 

so aro In " edere cii dreapta :& _ ;; 

este axă de simetrie.) 
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strirt 

~T EI 

con­
mare 

figura 

pro-

IU'md:-

inter-

-b 
, 

2a 

4) Se mdk4 prin B§gcţ intervalelo . 
5) Pentru II obţine o rt>PTelentaro ca~o n~onotom. al. funcţlcl. 

18 \tOC eventual,. alte valori alo lUI x ' m .. ~ exactă a graficulu. In tabel 
, JU OCum '1 valorile ES'tlllplu. 84 se rl'prt>lin· gri,!, ul! • corespunzătoare f(z). 

' un"olf() TIlM!Jul li" variaţie al functit'l este: t .(' x' ~ 2x 3. 

I ce ,- -~ 

I(z) - Zi t ~ .. - 3 I 
-3 - 1 - -O -\o - . 

minim 

Punctul AlO, -3) este la intersecţia grafi­
cului ('11 axa y',. 

Pund.le BI(-3, OI şi B,(I, OI Sunt int,rs"c. 
pile rraficuJul fU axa :1:'%, iar Y( ~l. -4) t!tile 
,"rful paraboJl'i . Graficul functiei !(x) Xl + 
.. b - 3 ost. red.t In ligur. IV 15, X 

§6. SEMNUL FUNCŢIEI DE 
GRADUL AL DOILEA 

/ 

O 1 -
-3/0 

• I 
I 

A studia semnul funcţiei de gradul 
.1 doilea fix) = ax' + bx + e, a",. O, 
lnseamnă a determina valorile lui x 

t f() t A · . F'g IV 15 

"00 • 

pen ru care x es e un num r POZ.t,v Ş' 

valorile lui x pentru care fix) este negativ In studiul semnulUI funcţiei fix) '= 

= ax' + bx + e, un rol important II Joacă diseriminantul t. = h' ~ae. 
Vom avea. urmAtoarele cazuri: 

1, Cazul t. < O. Folosim forma canomoă a funcţIe. f; fix) - a( X + 2b.J' + 
+ ;-A. Cum (x + ~)' este pătrat perfect atunci (x ~ b J' "O, Dacă 

4a 2a 2a 

o > O. atunci a (x + ~J' " O şi - " > O care, adunate, dau 
2a 4a 

a(x + ~J' + - A > O. 
2a 4a 

IL R f( ) > O. Dacă a < O, atunci _i, In acest caz, pentru orice x E , avem x 

a (x + ~r .. O şi ~.A < O 

-, adunate, ne dau: 

ax+ +- <. ( bJ' - A O 
2a 4a 

D.ei, In aceat caz, pc"t"J orice x ~ R, ((x) < O. 

"'lalb enunţa regula: allu. a orÎM1'e ar fi z E. B. 
~ 01 < 0, alunc, fix) ore acelaşi 8emn ca , 
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A < O _ ·~I ~-::!OOL--::::;;;;;tlw-;--":";'--.. fi.) lemnul lui • 

Grafic hht!lul eate transpui In figura IV.t6. 

y y 

i ==:'-=-=-:":-=-7----------- ----
, o x , , -

++++++++ +++++++ 

/J.c.O 0>0 • 
l1<o,o<lJ 

Fig IV 16 

2. Cazul !!. = O. In acest caz, pentru orice 

= a (x + 2:)" Dacă x # ~:' atunci (x + fa) # O 

Rezultă că pentru orice x # =!! semnul lui fix) este 
2« 

o • 

x E R avem f z) "" 

şi deci (z +~r >0. 

acelaşi cu al lui •. 

Dacă x = =!!, atunci (x) = O. Putem enunţa regula: 
2" 

Dacă!!. = O, atunci (x) are acelaşi semn cu al lui a, oricare ar fi x E B, 

cu excepţia lui x = =!!, unde f ia paloarea zero. Acest rezultat se trece In 
2" 

tabelul următcr: 

x -- b -00 -l.oo 
• !!. = O -::---: 2" 

((x) I------:l~:---- ------
semnu lui a O semnul lui a 

• 

Grafic tabelul este transpus In figura IV.17. 

y 
y 

--- -- - - -10-- --------
• 

++++++++ + '"t 
o -fa -'--'-~ J.,-

I'ig IVI) 
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x) = 

>0. 

lui a. 

x E R, 

In 

--

1 (a"oll.l O. 1.. ac t cu. eCuuţ, t 1 b 
~~I X. , • .r" II l.nCle. \I.i lIlult t". • a

X

I 
r .f t r - O are douA "lidă. 

IIU .1 I . UlOlllU aX' .. bX 1-. d lactor. do gra.,11 Int.l': re Il' .Scompune III 

I-c a( .\ .e,) (X 

o"" pe"tru "ri, "~It, avem ((.e) a(.c - .f,) (.c "or,). Cum .e, 1< ., 
putoP! presupune el", <. ·2· Duc" numilrul real x nu aparţlOe intervalului 
[" r .. J, atuncI Z X J Bau It <' ..r. Pl'e:-;upunem că x < ~ at .. 
-It ..... O .... 1' uneI Şl x < XI!' 
D"'" X - . .e, < ş' x . " ~2 <. O de unde re~ultă că (x _ X,) (x _ X,) > O. 

In .,lun\"1 r, <. ~ ""'1Il •. , < x ş' dec, X - X ..,. O . O d 
". 1 .. ŞIX-X2 >, e un.!. rt"ullt' I'll (x - x,) (.r. ",) >0. 

Deci, l'tln I .r nu IIpnrţ,~e mtervalului [.e" x,), obţinem (x _ x,) (x­
z,) > O şi d,'c, semnul lUI {(.c) esle acelaşi cu semnul lui a. 

Oac.\ x se gib"şte Intre rădăcim, adică x, < x < x" atunci (x _ x,) (x _ 
z,) < O şi deci semnul lui {(x) este conlrar semnului lUI a. 

Când.r x, "aII x = x" ({x) = O. 
Putem enunţn regula: 

Dară j. > O, alllnc, ({x) are semnul lui a in afara rildăctnilor şi are semn 
wntrar /lu a in lllll'f"alul dintre rădăcini, cu excepţia lui .c = Xl ŞI. X ~_ XII 

.nde { IQ .aloarea zero. (x" x, '"nt rădăcinile ecuaţ.ei ax' .. bx 1- c = O.) 

. .\c.st rezultat se reprezintă In labelul următor: 

x 
.l>O 

, 
'00 --- Xl XI - too 

((x) scmml! lUI a O semn contrar lUi a O semnul lut a 
-

r.r~fi c tahelul e,t" tra",pus In figura 1\'.IR. 

y 

'1 

. -------

... ++ +++ f- + \ .... - - - -~, 
O 

±++ 

o 

Fi~ . 1\ . 18 

3 ellm.l 4 - 12 -8 
E "'pl. ') r:" hn(' ~ifl I(:r) - .r' t 2.T +-., I ' (lIfl('t i('J rste urmălorul 

1 fi labl'lul 8t'mnu tii t prim, f 11 (~llm II _ > I 

tco , --- --.----t t + + t t t 
3 I + 

... O, nr 
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2) Fi. lunclla ((z) __ Zi - 2z - 1 
.. mn_1 luncli.1 ( .. t. urmAtorul. 

Cum A _ • - • - O ,1 a - -1, 

-b __ 1 , 
-00 2. 

((z) __ Zi - 2r - I - - - -- o ------
A 9 8 _ t '> O, stunrl el!UBlia zi _ 

3) Fi. lunclla ((%) - zi - S% + 2. Cum - - I z 2 Tabelul 
_ 3% + 2 _ O are rAdAcini reale şi distincte . Ac.eatea sunt Xl - J ~ J 1; . .... 

oului funcţiei este urmAtorul : 

-00 1 2 "'00 

((%) = %' - 3% + 2 ++++0- - -

• 

§7. APLICAŢII ALE SEMNULUI FUNCŢIEI DE GRADUL AL DOI~EA 

1. lnecuaţii de gradul al doilea 

Inecuaţiile de forma 

ax· + bx + c > 0, ax· + bx + c .. 0, ax' + bx + c < O şi 

ax' + bx + c '" 0, unde a, b, c sunt numere realo date, a .. O, se 
inecuaţii de gradul al doilea. 

Obs~Nlalitt. to practic<'1 vom ronsidera orice inpcuaţie care s(> reduce-, folosind 
lAţile inegalitAţilor, la o inecuaţie de gradul al doilea. 

numesc 

• 
proprl~· 

~ezolvarea inecuaţiilor de gradul al doilea este o consecinţă imediată 
a studiului semnului funcţiei ((x) = ax' + bx + c. 

Ezempk. 1) sa. S8 rezolve inccuaţia Zi - 3% + 2 > O. Se vede că ~ _ 9 _ 8 _ 
= 1 > O. RAdAcinile ecuaţieJ z' - Sx + 2 = O, 5llnt %1 = 1 şi x, = 2 
Tabelul semnului funcţiei f(x} = Zi - 3% + 2 ('Ste urmAtorul: 

-00 I 2 

((%) + + T + o - - -- o T T T + 
Din acest labei rezultă ~ mUlţ,imea soluţiilor in('cuaţiei dale esle (-co, 1) U (2, _~), 
, 2). SA. :e rez?lve mecuaţla 2Z 1 + % <; 1. Această inecuaţie eslA ecruyalt"otl eu 
mecuaţla 2% + % - I .. O. Se vede cii. A-I + 8 9 > O 1 Adi!. . '1 l ' .• I + 

- Ş ra elOI @ ecua Iei ",r 

+ % - 1 = O sunt %1 = -1 şi ZI = +, Tabelul semnului runcţiei ((z) _ 2z1 + z _ S 

este urmAtorul: 

-00 -1 I -
((%) 

-r++++ 
+++ O - -- o 

Mulţimea soluţiilor inecuaţlel 
dat. Plt.[_I. +]. 
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cu 

+" 

-
z' _ 

EA 

• proprie· 

+:JC 1
• 

cu 
2%1 +-
z - 1 

a) 10 ",,"Iv. In-.u8\IS z' < 2. _ 

I' - 2 ... "'::J O. Curn A _ 4 _ 12 . A 08,tA Inl:lc\lltţltt hle tI(·hlvaltmt.a cu Ine. ::." - 'z -r J .t. urmAtorul - - 8 < O, atunci oemnul funeli.i f(r)_ 

f(z) + t TOO + + t t 

'" 2 
f(z) 

+ + t 

+00 
T t t o 

Din areat tabel rl!zulti'l că multim(~a soluţiilor inecuaţiei date este R _ {2}. 

2. Sisume de inecuaţii de gradul al doilea 

Prin s~um de inecuaţii de gradul al doilea 'e Inţelege un ,istem de in"cuaţii 
In cate 001 puţin una dintre inecuaţii este de gradul al doilea, iar celelalte ine. 
cuaţii ce compun sistemul sunt de /!radul Intăl sau gradul al doilea. 

~,i~ tn prarticil vom considera oric.e aisttm de jner.uaţli C8.~ 8e N'duCE', tol06ind 
proprietAţlle inegalitAţilor, la un si.tem d. inecualii d. gradul al doilea. 

EZ6mpZ.. 1) Să se rezolve sistemul de inecuaţit 

% + 5 ;;. 4% + 3, 

(S) 2 .. + 1 > 3. _ 1, 

%' + 2% - 3 ;;. O. 

Sistemul (S) este echivalent cu sistemul de lnf'ruaţii df> gradul al doilea 

- 3x + 2 ;;. O, 

-%+2>0, 

x'+2%-3;;'0. 

Mullimea soluliilor ineruaţiei -3% + 2 ;;. O est. M, - (-00, ~]. 
, . + 2 > O este M - (-00, 2). MuJ\imea IOluţillor inecua!l .. -z O t: M _ (-00, -3] U [1, +00). 

Mulţimea .oluliilor Inecuaţiei ",' + 2", - 3;;' ;; n M n M, _ (-00, -3]. 
AI1Dcl mulţimea soluţiilor .istemulul (S) eet. M -, , 

al 81 I~ ruolv. lis temuI d. in.cuaţll 

(S) 

x'+2:&+3>0, 

Zi _ 2% - 3 > o, 
2x+ I <2- x 

I (S) eate echivalent cu al81t>mul d. 
rol.lnd proprl.talll" Ine~litAţilor lislemu 

...... 
x' ... b + 3 > O, 

zi - 2x - 3> O, 

8« - 1 < O. 

gra· 
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1IuI~ .0b.\III .. ID ..... ~I .. + .. + 8 > O. ... II." 
..... ~ oolu\lll .. IDICua\Je1 z' _ Iz - • > O.IAI II. - C-:" 
Mulll""8 IOlulUlo. In.cu81lel 3z _ I <: O •• t. II, .. (-00, 8)' 
Alunci. lIIullilll.8 .oluliilor .'"loIIIUlui (SI .. te II - II. n II, n 11.- 1-

3 
. . ..x' + b.z + t. un~' a b c "- 6 II!.. . Semnul expres/,t' E = - ...,.. •• l' -.. ..... 

0,%' + bir + c. 

nu",ere reale dale. 
A determina semnul expresiei E, revine la a determina pentru ce 

reale ale lui x expresia este pozitivă şi pentru ce valori reale ale lui z 

este negativă. 
Se ştie că: l' o fracţie este pozitivă dacă şi numai dacă numărătorul" 

numitorul au acelaşi semn şi 2' ea este negativă dacă numărătorul ,i numitclI" 
sunt de semne contrarii, 

Rezultă că pentru a determina semnul expresiei E, vom determina _. 
nele funcţiilor ,,(x) = a,x' + h,x + c, şi '.(x) = a,x' + box + CI, care II 

trec Intr-un tabel. TinInd cont de 10 şi 2' se obţine semnul expresiei E. 

Exemplu. Să se determine semnul expresiei E = %1 - 5% -r 6. ConsiderAm 
%-1 

funcţiile !llr) = Xl _ 5x + 6 şi 'I(x) = x - 1 Rădăcinile ecuaţiei x' - 5% .,J.. 6 = O 'UfII 

Xl =.~ şi XI =.== 3, iar rădăcina {,t'uaţiei x - J este 1. Facem următorul labei eu &tmoele 
rllnfţllior fl ŞI f.; 

x 00 I 2 3 Ta: 

f,(xl + + + + + + + O - - - O + ++++ 
f.(xl - - - - O .,. + + + + + + -+- "- + 
E - - - - ( ~+O---O+ '+ T ~ 

Ilin tabel rezultă fă expresia E este T li 
x e (-00, II U (2 31 şi esle egal:o",v penlru x e (1, 2) U (3. +00), negat""l peolN 
Sl'ns pentru x = ;. w zero p('ntru x = 2 şi x = 3. Exp~ia E nu lJ'f 

Studiul semnului expresiei de forma E = a,x' + b,x + e, . tă 1 , + b ne aJu a re-
zolvarea inecuaţiilor de forma E > O a,x ,x + c, 

, E ;. O, E < O şi E .. O. 
Exemple. 1) Să se rezolve inecuaţia 

x' - 1 

x' - 4 
> -1. 

Inecuaţia dată este echivalentă' x' - I cu mccuaţia :..._ - + I '> O', l'a'" .. 1. 001II-
valE'ntă cu inecuaţia 2x' - 5 x' - 4 

x' _ 4 > O. Vom determina semnul 2' 5 (lxprt'sil'Î F. _ z - • 
z' - ., 

~ Este greşit de scris x' _ 1 
nf>gallv. > -l(~' - 1) d , ooar."" z' - \ pOl le II 
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, 

+00 

-1]. 

alari 

sem­
se 

o sun ! 

are 

re-

IY .. " 

"". &&bOlul 

• -R -2 

-
ts' - & + + + l- t l- t -
!~ + + + O - --+ t + I IS , -

-- 5 

2 

t -j O - -- - -- - - -- O + -+-

~ 

Z -- O -
-

+ t L 

2 

of t 

O 

t tabt'l rt'lul U l'i' mulţin1l'tl soluţiilor 

5 

~ O - I 

'-00. -2) U -
" • 

, 

2) Sit :se rezolve inecuaţia 

• 
lIIl'Cuaţiei date este. 

. U (2 t I 2 .00. 

Act.dA inet:uaţio este echivalentă cu inecuaţia x' - x + 1 h 
Xl-/- x+l-1~O .... .r'~ x 

Delerminăm semnul expresiei E = -2x 
x' -1- x f- l' Facem tabelul 

% -'" O 

-2% + + + + O - - - -
%. + % + I + + + + + ... + + t - --E + + + + O - - -

Di. 80est tabel rezultă că mulţimea soluţiilor inecuaţiei dale este [O, too) 

~ I~cuaţi, cu modul 

1) Să se rezolve inecuaţia: Ix' - x - 21 .. 1. 
IIeJolvarea acestei inecuaţii este echivalentă cu rezolvarea mecuaţiei 

-1 " x' - x - 2 " 1, 

I 

cn la rândul său este echivalentă cu rewlvarea sistemului de inecueţii 

x'- x-2" 1, 
x' - x - 2 ~ -1. 

[
1 - Vi3 

IOluţiilor inecuaţiei x' - x - 2 .. 1 este A-l, = - - 2 ' 

11. .. ,- 1"1 . .... x - 2 .. -1 este -tunea 10 Uţll or mecua"e, x -

( ' - V'5]u[Ij-VI, 00)' 
/;fI - -00, - 2 2 

IOluţiilor inecuaţiei datA este 
, 

- M, n MI = 2 2 

, +Vi31. 
2 J 

teo 

-
.. 

.. O. 
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1 ·· ultlmea M '" [- 1, 5]. 
CIIN lIN ~ uţil, m,.... I 1 1] U [2 5] inecuaţia 

ResultA ci pentru :z; E [- , ' 
I zi - 3:z; - 21 .. :z; + 7 eete verificati. .. 

.. 1 A· d E (i 2) In acest cAZ meeuuţla dati. 2° CoD8lderlm calU e n:z; ,. 
aatlel: 

_(:z;' - 3:z; + 2) .. :z; + 7. 

elIN este echivalentă eu inecuaţia: 

x' - 2:z; + 9 > o. 
Această inecuaţie lIN ca soluţii mulţimea MI = R. . 

Rezultă că pentru :z; E (1, 2) ineeuaţia I:z;' - 3:z; - 2 1 .. :z; + 7 ... 

verificată. 
In concluzie, mulţimea soluţiilor inecuaţiei date este: 

M =[-1, 1]U[2, 51U (1, 2) =[-1, 5]. 

§8. APLICAŢII PRACTICE ALE STUDIULUI FUNCŢIEI 
DE GRADUL AL DOILEA 

Ata cum am apul ti In I 1, exilUl numeroase exemple practice care au Impw "'01 
diul funcţiei de gradul 01 doilea. In continuare vom prea.ntacAt"va dintre ele • 

• 
1) Dintr-un turn de tna.lţime h. se antncA o piatra. pe verticalA In SUi cu "iftll 

iniţial~ v,. BA ae aiI.: 
i) la ce lnJt~,,~. maximA ajunge piatra; 
ii) dupA. t timp piatra ajunge pe pAmint. 
Caz numeric: ,,-= 30 m, 110 == 20 mIa. 

Soluţie . i) InAlţlm.a AI') la car. ajunge piatra la momentul, eat. datA de rea m .... 

A(,) = It" + v,," - f ", unde, _ 9,8 mis' 

Pentru a .. Ieula Inllţimea maximA Am .. Ia care aJu I t ~-te '. n_ .......... 
funcţiei A(,) care eate lII" p a ro... 1 iluD_nI _ 

Am.. - It" + !! 1, . 
ii} Pentru a determina dupA ('At tim ' 

min~m pc 1 astfel Inclt A(I) _ O Dpc. P PlRtra ajunge pc pA""nt trebui. II 
., avem d. det"mln"t rAdArlnlle .., ....... 

It,,+VoI-.L,,_O 
2 ' 
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Icrie 

scrie. 

este 

• tu-

-tlcuaţie gbhn Boluţiiltl: 

timpul dupa 
car~ a' Junge pilltra 

v V'- - -
to - ! + _. .,VU_ + _ 2gho , -- . 

...
.. _ 30 m ,i v. - 20 m/B, atunci hma:K: ~ 'so . 

'. In ŞI to:::::: 5,5s 
t) Din Rpr(lplt\r~1\ unUI turn !l"ând InAlt" .' ' 

• 
_ la suprafaţa pl\mAntului ('li vit .... z" . 'ţl~tl,'l ho este ttrlliwatA. o piatră. ver1icalln 

'. "" " 1111 la li (J 

1) cat trebuIt'! si\. (le "o ppntru ca piat a 'a, d 0, 
ill fn ipotez,l \~11 pi;1tra depă~eţite tnăI~jm:a t epl1~ea~l'fI. Jnălţimp<t turnulll1? 

..... deasuprll Itll . urnulUI să se detf'rmlll€ 'al. IlU}J 

Cu numeric: Ilo = 20 m, Vo = 25 m/s. 
,.,.. i) La momenlul t, piatra se v. găsi la !nQlţim •• hit) dată de for"ul. 

hit) = voi - + gt', unde g _ 9.8 m/s' 

JIIIIIU ca piatra sA depQşeascli Inillţimea turnului IrebUIe ca hit) ,.., p .. tru on .... o. 
Avem inecuaţia de gradul al doilea rn , 

.. 
I 

vot - - gtl > Il. 
2 

gt' - 2v,t + 2h, < O. II ) 

... ale pozitiv trebuie ca discriminantul Il = 4tJ~ - 8gh, să fie POZitiV adlcll 

4vJ - 8gh, > O de unde v, > V 2gh", "'CI piatra silse ridice deasupra lurnului vileza sa t'o Irfl uiesA fie ma.: marl' (·aV"Z,ho . 

• 
U) SI. presupunem acum că Va > V2gh,. R('zol\"1nd ineruaţJ8 {II (JbţineJIl el 

v, - V v3 - 2gh" < t < 1, + V vJ - 21..'" • 

g g 

v, _ V .~ - 2gllo ", + V v~ - 2g'" 
~~ ,'.= K 

« I I d f In dPcursul cl1ruia piatra la > O, iar intervalul (t" .,) este lnterva u e ,mp 

se obs€'''v~ rA 

...... pra turnului. 
piatra H ilo.,te deasupra turnului un timp egal cu 

2V~-2gho • 

« 
n.oue.e Vi ,.. _ Vr:T.8 '20' '" 20, atunci v, ?' 20. 

, I I AI\ime. turnulUI . 
.... ra prin arunc.,e, depA"". n 
,.... t • t AD'sl cu 

• lI,..tI deaoup" turnuluI OI e •• 

, V ÎI - te. _ ' V"'6i'"a -::~:"i,.-;;, ,iJ,.r:·,",o ,., S •• 

, ' 



illl, rll , , tdl(l' 
I ,1 I Y 

l!J o d t r ,.) _ :Iz x' s 

I 
de) 

llr..a 1 1 mU111 D1 'timul lUi 
S Vr-Hl dl Lef 1118 rn'"xlmul t JOc" 

((x) x', 
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,,+ _ • d. unde Din teorema lui PU ...... ob\1nem: ( A )' 
OA' _ OM' -t- MA' Iau R' - 2 

h' _ ~R' - 'r'. 

Atund S' _ 40*'''' _ 4n'r'{I • .R' - 4,.'). 1 Il . d -" I .1 d.el S' .. to maI m . 
bie cI.r el $ OIte m.xlml .... , num ,lmA rAnd cuntit.te' ,'lUI' ''', OIle 
De08J"e('O 4"Jt* esto un numAr, alunci SI OIle ma t ximl rJnd s l41l' - U .te 
maximA. Notind" - z, .vem cA "I~!l' - 4"\ "lofU~:\;e1 do gr.dul al doll<_ 
maximA. Deci totul revine la a detrrm1na mas mu 

Aceat maxim este egal cu 

f(z} __ ~z' + ~R'z. 

_ .A. R' 
4. 

1 • d' Vi 1 .$ 2R"ir'_-R',8H.:Ar- It 
şi se realizeaza. pentru 2: = - H', Deel mox" n 2 T . 

2 . 
In conclu.;e, ca cilindrul tAi.t din sfera de met.1 al .IM .... l.te .. lA maximA trebuie 

ca raUl cilindrului sA. fie ,. = V2 R. 
2 

§9. REZOLVAREA CÂTORVA SISTEME DE ECUAŢII 
CU COEFICIENŢI REALI 

In acest paragraf avem In vedere cAteva tipuri de sisteme de ecuaţii cu 
coeficienţi reali a cAror rezolvare se reduce la rezolvarea unei ecuaţii de gradul 
al doilea. Trebuie să remarcăm că ori de eAte ori rezolvăm un sistem de ecuaţii 
avem In vedere numai soluţiile reale ale acestui sistem. 

Vom indica In continuare modul de rezolvare a următoarelor tipuri de 
sisteme de ecuaţii: 

1. Sisteme (ormate dintr-o ecuaţie de gradul al doilea şi una de gradul tAtd, 
Aceste sisteme sunt de forma: 

ax + by + c = O, 
a,x' + b,:cy + C,Y' + d,x + e,y + (, = O. 

(S) 

Rezolvarea acestui tip de sisteme 8e face prin metoda subsWllţui. ro 
prima ecuaţie putem pre'upune că, sau a >F O sau b >F O (cazul când a = b =,0 
ne-ar duce la dispariţia primei ecuaţii). Presupunând c/l b " O, atunci ecua\ia 

ax + by + c = O este echivalentă cu ecuaţia Y = -c -..., = _ !.:r - ~. 

Dacă substituim pe y In cea de-a doua ecua" . t b l' ~) \ (. " 
este echivalent cu sistemul: yle 8. 818 emu Ul (1.. 1 a unei • 

• c y=--x--
b b • 

(S') 
a,,,,' + b,x (- !. x - !!..) + C (_.! c)' (.') + b • ' b x--. +d,,,,+., --:r--b b 

-+ {._ O. 
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R , 

de 

In 
O 

c -. 
b 
(S) 

+ 
o. 

f oluAnd cHlcul •• I. In ",'uu\il\ a du ua a satemului (S') obţ em In glnera 
E e .Ie gradul al doilt'<\ CHI", ""zulvati!, lIu dă valenle lui x Apoi Inlocu. ua\1 "u' , 

o ti< lu prlllla ('"Utl,IO III S,&tclIlul (S') obţin"", valor,le .u, y, 
Pld

u

-

I

• aţld. 1) Oacl\ ~cuaţi<l a tlout\ " oi,temului (S') .re două ră~1cin, rea •• D~ temuI (S) uro dOUA soluţii reale, une, ti' 'd,', , 
al Dalt/l ".:Ull\"l Il Oua ulIl , .. temuI (S) are două rădăoln ega.o. Ba', 

1) I cArtd acea. II' PSI. o ecuaţie de gradul Intlli, atuncI slste,-,ul (S) are ~ III calll 

\' • ...,ala. , . " . , 
1OIu' D ctl ecuaţia a doua din "stemul (S') nu are me, o radaclIlă reală, 3) aII" 1 ' 'temuI (S) nu are so U,ll rea e. alun'l SIS 

EZ4mp/~, 1) S.l SC' rezolve sistemul 

(S,) { 2. + y _ 1, 
yl = Xl _ 3x + 3. 

h
' I til )' y __ 1 _ 2 ... , :)!::;lt'mul (SI' t'sle 

l 'a 2x T Y • 1 esle ee Iva t:n cu ecua la GWD ecua I • 

ectuvalent Cu sistemul (S.): 

. {Y = 1 - 2., 
(S,) (1 _ 2.)' =.' _ 3x + a 

, I mului (S~) se reduce ]a ecuaţia de gradul al .ioJlca Ecuaţ.ia a doua a SIS e 

3x' - x ~ 2 _ O. 

2 are rădi'lcinile Xl = 1 şi Xl = -"3' 

Pentru Xl ... 1 obţinPffi Yl = -1, iar pentrn Xi 

2 -

2 

a 

3 sunt soluţiile' sistf'mului ~S,~ 
7 

YI=3 

2) sa se rezolve sistemul 

ohţmf'm 11. " 
3 

{ 
• - y - 1 = O, 

S ) • + a-o. 
(. x' - xy - y x - I InloC"Jlnd In .cuaţia 

h'valenlA cu ecuaţia y ,., % -. 1-0esteecl Ecuaţia x - y - -S) te echivalent cu • ... p, II oblinem că ( , os 

{y - • - 1, 1)' r _ 3 = O, , 
• ) (x - aţ,. 

(S.) x' - xIx - 1 - kllielor, 8e reduce la eC"J Din 
• )f( et('duarea ca blOC :r _ XJ _ 2, 1 ' (S) dup. - dA inA du • , leuaţia :] dnuo R 8ist(!mu III _ 'Jo: care arI' o rii c 

.. Pl4u1 al don ... x' - 4x + 4 . I 

- t t mului ,S.) • - I obţinem il> - y, I 1'0 dublă a sis e 
) fn n 80 U I lIIct perechra (2, 1 ea 

III le .... Iv. Iistemul 

{
V 
1/ 

I • 
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SI.I ",u! (S.l eat. «hlvalrnl OU Oiot"nu! 
y _ 1 -+ ~. 

(,-,;J s' ... 1 ,% - ~O 

.' ua\I •• doua a .,.temu!ui (S.l" re 8~ "" O atoll' CII m I (S.I. ... 
'H _ O. Cum â _ bl ,CU' .. 169 - 2Q4 - - I 

.1 o 1010\i ..... 11. ~_ n' I de 'vrl1l4 
1 A_· $ ',umu[UI ac ecu-,' l' 

/nwpretarea geometrictl a re'" ~IM II U 

ax + by -4- C - O, 
(S) Y = a,x' + b,x + (II 

• b ~ b (; :mllt J1Ullwre rt'ale !lut" l:U "1 of:. U. 
\1 "le ",. q,.", . ., + b" .J- c _ O IIU' eu B 

Să notăm eu Â mulţimea soluţiilor ecuaţ,el ax ~ • ' .. . . , + b x + c. Mulţimea " reprezUll1 
mulţ,mea BOluţlllor ecuaţ,el y = a,x , , bOt A 
In planul de coordonate xOy o dreaptă. Mai preeis, dacă " ,a un' rep .. 

1 1 ". (x) - - ~ x - !-. Dacă b - O zin<t;:i. J.i,'''"8 ficul h .. :1 cţ ei de ~radll utU I - ba' 

. '1 atunci ecuaţia ax + by + c = O e. t e echivalent li cu ecuaţ'a x = - a • • 

acest ca. Â reprezintă dreapta paralelă cu axa '1'y, care trece prin punctul de 

coordon te ( - : ' o). 
Mulţunea B reprezilltă In planul xOy graficul funcţi ei g(x) ~ a,'" -t 

+ b,x 1- c,, care este o parabolă. 
Cum mullunea Bolu\ !lor si.temului (S) este ega lă cu Â n B, atunCI BOlu· 

ţii le sistemului (S) reprez:ntă In planul xOy punct ele de lOt.eJ-<ecţie ale drep· 
tei A ou parabola B. 

Discul~· 1) Sistemul (S) are două soluţii distincte dacă dreapta A iri!er­
seelealil parabola B In două puncte distinc'c. 

2) Sistemul (S) are o singură Boluţie dacă dreapta A int .. eetează para 
boIa B Intr un sini'lr punct. Trebuie să observăm că 1 caz,,) h u 
dreapta A mt.>'"Sectează Intotdsauna parabola B Intr.un 81-gur puncl. 

J) Sisle.c! l' (S) n are I!.Ji o ,r 1ţle dac! dreapta A ~u i~te:'Scctead 
parabola B 

Crle trei 'unţii ritscutal', nt reprezrnl1te li fi~U1a I\' 22. 
y il 

B 

- - ~_.~, 

I 

88 



B 

0, 

In 

t 

• 

r I 1" 

I~, I { ;x 
al" Ix t 11 ~ o obl", .u V 

i 2.r -1'1 .. Z 1" 2. Sau .t' 

-1 ,1 r. 2 \I ulld IVl'JI I III ,. 
.... _ ,l ~Uit mul IS. ) d.rl' 80lui c: 

{ 

• I 

.V, 

1 

6 

IIU l I 

• Q 

I' 
4 _ 1, 
, +. 

ş. { " 
y, 
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( ~'1 ..... Il rc('~ plill pun Ici de It.tl' u,' Ş I I r 'I! lin' gJ'8r'('uJ ftJnt'tU'i fIx I ,. ,
. ţ r !Il '1 iiei -() I ...1 ~ .. lai p r.l OI B ft'p ~_ 

gl'il Il U l o .l" :r .Lt + .. Dr 'apta A III r a '1 pllr I B IIi 
I d ()(lrdoJt!l t e ( 1, ti) şi (2, O), l;<lrll :-illll! SI)!uţiiJe sislemuiui S unc 

r 

, . 1 SI I't!zo l vl' SIS emul de eC"Jatli . 
• 

(.1', { r 
y 

y - 5 Q. 

Xl ]x I 

S Il ohtinl'm y 
.z - ~). fnlf'('uind J-I y 111 ( 

JUl' 
1 ~ l u :la \ ÎI SIS ttml ob~,' I'Dl er laţll x , I' ox - 1, sau ,TI _ 

" ~ A 1\' 
, 

il e .. soluli dubll z " .HUlu'j !I - • - r - " 5 1. DlC - li- :stI " ur r I • .,)\ dublă perec ~<" (_, l) 

i ::.:.:rprtlart ~to1Mtru:d. rn (igurl1. IV.~,'. dn'lpla A fepl't'zi lUI gr ' 
r 5. iar parahpl.l IJ r"prezint..1 grafi,- 11 (unc' (1 s{,r) I !l 

III dt Il parabola II In 1,un/tul de ('oortlon.ltl' \2, '1) f Irf-' rrJlr 
oulUi (S,), 

3) :;il se rf' zolvl' ,islem 11 -tii.' t't'lliIţli 

{ 2.x+Ytl.~. (S,l 
Y = ,Ll - 'iz i' 4, 

l' nf'ţh I ) 
I ))(")IJ iA 

Il' ~'" J' sis 

I . d I \' d 1 1} st m1 lu Olt %z + y + 1 O ob ţ nc>m y = -2,r -.. 1\ orum n e 11\ ( 1 ~ 
b! .... m ecua~la du grIuul al doil" 1 Xl - ~x of- 5 . Cum.tli 1fT1I ar t· r~ I 

fallţil ti''" \ hl 
- ' ac _ - 11 < O, rez.ultă el sistrmuJ (S" nu ere OI! ~ solu11 reaiA 

1 

6 e 

J K 

• 

h )\' 
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, 

• , 

Fig. IV 25 

B 

J , -, 

Jn'"p''''''' ,,,,,,,,,,,<4 In Ilpra IV 15 ....... 
.il .. 10 grallcul funcllel tir) - -2r - 1. iar .... 
boIa B , .. te gr.fleul funcllel ,Iz) - z· - 6& + •. 
Dreopht ,tA nu mlorHcltuA parabola B In nici UD puaot 

2. Sisume df ecualti omogtM 

Un a.tI~1 dn 'leLem 6eLe de forma: 

(S) 
a,x' + b,x" + c,y' - d" 
a,..,' + b,x" + c,,,' - d,. 

Sistemul (S) se numeşte orrwgen deoarece 
polinoamele a,X' + b,XY + c,Y' ,i a.X' + 
+ b,XY + c.Y· sunl omogene i~ lenlul ca 
toale monoa.mele care apar In SCrlerea lor au 

acelaşi grad. Presupunem mai IntAi că d, oF O şi d, i- O. Există In aceat CII. 
numerele reale " şi ~ diferiLe de zero astfel IncAt o;dl + Ild. - O 

(de exemplu 
" = 1 şi ~ = _ ~). Se InmulţeşLe prima ecuaţie cu « ,i cea 

d. 

de.a doua cu ~ şi apoi se adună. Se obţine sistemul ech,valent: 

(S') 
a,x' + b,xy + c,y' = d,. 
("a, + ~,)x' + ("b, + IIb,)xy + (<<c, + IIc,)y' = O. 

Notăm coeficienţi, ecuaţiei a doua din (S') cu a" b •• 

(S') 
a,x' + b,xy + c,y' = d" 
a,x' + boxy + c,y2 = O. 

Ca, atunci 

Deoarece d, i- O ,stemul (S') nu are soluţia x = O şi Y = O. Putem presupune 
cii xi-O. AtunCI, In eCl1aţia a doua din (S') tmpărţim cu x' şi obţinem ecuaţia 

de gradul al doilea In JL: 
z 

. oua Ya ori k, şi k. p>ntru Y. adicl: care, rezolvată, ne dă in genpral d - I 

Y·=k· Y -/' z J , - -2' 

'" 
Acum. rezolvarea. sistemului (S) este echv I două sisteme forma.te dintr.o e ţ' d' a entu "cu rezolvarea următoarelor 
al doilea. cua ,e e gradul mult şi o ecuaţie de gradul 

rl : (S,1 y k,r, 
, o,.r' +. b,.r'l -t t,y' d,_ 

CInd d, ~ O sau d, ~ O, sistemul (S) I tinuă ca pentru si8temul (S'). es • d. forma (S') ,i rezoh'are& le oon-
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p\ 
lr8.. 

-- 4.. 
nat. 

+ 
că 
au 

o 

16 reloh\t 11at,,;,"ul d 
e t't'uatil: 

(S,) { z' -j. 3'1/ i- y' _ 
ZN+yl_,. 

• _1Ilod prllWl ""u·ll~ Cli +2 ,1 adUnAnd_o 

-2 , 

~. PO" doua, oblin . 
(S) 

{ 
2.;[1 + 7 em sistemu) echivaleut 

1 .ey + 3y' _ O , 
zy + y' c; t", 

__ ..... Ii· o ImpArllm cu " şi obllnem ecual' d 
..-- la e grodul al doilea a (-; )' 

I o caro, relolvatA, ne dA rădăcinile 1/ . .. 1 
.. - , . - ~ -2 ,;tI ..!.. __ 

.r y - _. 

~ (S,) .. roduco la relolvarea sistemelor: Z 3 Rezolvarea sÎB-

{
II = -2 .. , 

%1J+y-'=~ • 
• 

iii ptiIIlDI .iotem oblinem soluliile: 

,,=V2 
, - ~ 

Y=-2V2 

CII .... I doilea .iotem nu are solulii reale. 
1) SI .. ruolv. sistemul de ecualii: 

1 Y=-- .. 
8 ' 

zll + Y' = ~. 

(S,) { 2z' + 3zy + y' _ O, 
zy + y' = O. 

DIr:I J' - O; atunci din prima ecuaţie, rezultă y = O. Presupunem a: " O. Atunci lmp4r~ 
il prima """alio cu :r' ,i oblinem ecualia de gradul al doilea 

(;Y + 3 (; J + 2 = O, care are rădăcinile: ; _ -1; ; _ -2 . 

... ~ ecualia a doua a sioletnuJui cu z' obţinem ecuaţia 

{!.J' + !. = O, care are rAdlicinile: J!.. = u; !. _ -1. 
:r z % Z 

.... !. - -1 eate comunA ,i deci perechea (a, -a) unde aeR, este solulie a sis· 
z 

-.. (8,). Deci .ioletnul are o infinitate de solulii. 
.. II .. rezolv. liatemul 

{
2%'+3%y+1I'-O, 

(S,) z' _ "'11 + 1/' _ o. 
O presupunem z " o. ImpArllm • O, aluncl din prima ecualle trebuie ca 11 - • 

a doua ,1 oblmem ocuall. In ;: 

I I p .... ch •• (O, O). (8.1 are CII Ilnru,A 10 ul o 

• .1 



.), '-! Isteme cu "ua/u "metrI-ce 
O ecuaţIe III ,loullllecun08cute 6" ZICfl llmelflctf daellinlocuind 1& OII 

Y <lI _, llCUdţUl n:. 8. 8chllnbA 

"&11~ I l-' 'l<)~ia 2x' 1zy 2y' 
. IlIItI .r. (.J y ŞI d I'U x Ob~lDt'nl ('Culiţ.a 2y' -

('U l'U in:r"1ă. 

10 _ O eate .lmetrit .... Intr adevlr, lai ... 
IZV t 2s' 10 _ O, care e te .dentici 

2) F ~u\ia z y t 5 o nu t'Ste 8I1n('lrÎclL 
Un 8Îsll'nl de ecua\u formal din ce.uaţii l!imttlrit1J 80 Humf~şte "wtru. [)eoartoe 

(~CUil\itlc ullui sistt'm ~imettie nu S(~ schinthli dad1 11l1of·uim pt' ;.c. cU 11 ŞI Y CU z. rez.ulU 
t"~ uae<1 r a, y b f>::;.t(, o oolu\it.' Il si~lt'mului dt~ pcuuţii, atullr:i '1 x - b, V - G tA: 

soluţie il !wduiaşi sislt.'m de t'ClUlţii. 

R"zolvu['ea sistemelor de ecuaţiI simpll'iee .e lace astlel: .0 introduc 

newnoscn!el. auxHiare $ şi P date de relaţiile: 
x + y = $ şi xy = p , 

Prin introducerea acestor noi necunoscule $ şi p, In loarle multe caZIlM ,ilu,­
mul simelric se reduce la un s"leln de ecuaţii lormat dintr-o ecuaţie de gradul 
Int,;; şi o ecuaţIe de gradul al doilea In necunoscutele $ şi p, Penlru a lace aceste 

""hetitulii se va ţine seama de idenlităţile: 

x' + y' = (x -1- y)' - 2xy -, s' - 2p, 

x' t y3 = (x + y)' - 3xy(x + y} = s> - 3sp, 

x' 1- y' (x' + y')' - 2x'y' - ($' - 2p)' - 2p', 

Exem.ol~, 1) Să se rnolvl.! sislt'mul 

(s) {ry + x .,. y = \, 
ry - 2( .. ' + y') _ 23. 

Sisll'lTIul (S) {'sle simetric. Fi\f ănd sub~lilu\iile x...l· _ . ll'mul ""l y , ~l ry '- p obţinrm lis· 

(S') {8 + P - \, 
- 2.' + 5p = 23. 

tnlol"\lind pt> P 4 - s 1n f'Cll~\-la a doua, obţinrm l'("ua\ia 

2sZ t5s+3 3 s. "lE::" - _ • 

• 
0, carp arc soluţiile' 

-
.\tund Pl 4 - SI - 5 şi p~ .." " 1\ 

s. - 4! • Opci, rCznhRrt'R sibh'mului (S) It' I't"'durt 

la rezoharea sistemelor: 

.. t y 
~ 

{HY -
-1 

, 
, . ~ 

xy il ş' 

.. y -
\1 -, 
~ 

lut IIU ;tU nirl o Roluţip. reAlA. Rewlltt t~ lish'oml ( , .sI n\l A.m nici o ,.olu,il. 
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• I 9' 

nlo~ 

hc!\ 

re l' 

111 L'\ 
'le 

n ul de tii ţu 
loh 

" { ~, t y' , 
"il 2 

11 • f' '9 P "Jbt 'ICln 

t III" z 

) 
• -, lfe H't! ,sulul t 

2p 

~I 1'1 - :l ob 111\'1 SI~ll'lIlUI d 
1 l'l'unr . 

{ 
, t 11 J, 

II 2 I rl' tZolvJ l, Ilo t tolu 

, 

.IIU • J Ş' p, :! oht em si .. muI .j .... CtUil r~ 

(z/ 
3, 

ru, 1\· .... t 1 lr 
le i d 2 , o: 1~11 

,-,te ... ul ~l "O pa'r'l S4 'uţii 

IJ(!RClr I 

fInkli. de gradul .1 doi le. 

J " 
11'1 

2 ( . 
l' 1 .. , 

•• 

L ntl_ 
SI 

IX
II + b1% "1- c, ŞI g!.r) 

ar le că I I ... "l, aii ('. două ~ lncţii d~ G':"lI 1 

C, 
1. I adui la forma c.lnonu";1 lrrn Hoa 1 .. (unrtJl de gr d.u a d JJ fi , li - z t 11 L, f(z) 2.' ". t '1/ z Sx· 2r ~ l' Il) ('x) nI:l xl ,1 Ix • 1 1 1 2 ' 1'.; " z t • Il fix z' 2 3 • , , 

• 
'''.ru Sf'll grah.:uJ următo~1 elf'r (un 

• l ~ouă Ir ",Iaţii): 
lI'!>l)5 nd metoda p. 

2z1 t- 1, 

1,r1 +- 8r .. 'J, 

f. x' t z 2; 

lill se II'D,I •• ",<\ n13x.::nul 
• Iz z' - 2z tl0; 

I r) z' 5' , 

sau 

!II ((x, 

dl f(:c) 

1) f(z; 

r' - ;z; +- 11. 

2z 1 

_Xl t- .,;c - 2. 

mÎm nul urmi'ltJardol" funcţii 

b) flzl = r' t 2z - Z 

-l2z' ~ 11r 1 

I z' 2z ti, 

dl Ilz' 
1) tI·1 0, 'ir'" .;... 'J.;.x - 01 

1 

• ..• te 

1 I 

1 

It ILlb". I Înlf'rvalt l d" monotona' pt'fltrll urmn· Irf>lt" funr f e l lC'U' 11 

2'1 2.T _ 1; 

0, ~ I 'r 
• 

.. .:t .('mnu I 

2. 1 

i , 

• h) I(r) 

ti) fir) 
" 

I rmMo.i1r lor rnnriu . 
b) f'r) 

dl 11.1') 

,,' _ 2,r 1 

-IJ,.b l + z 

c ~ , 

n. 

ni. 

I 

9 



7. SA .. facA tabelul de varl.ţlo ,1 apoi" .. \r ..... ,rallcul la ut"'~ ...... 
a) ((x) _ s' _ 4r .. s, bl ((r) - _b' -1- 8r - 1: 

c) (lx) _ s' _ 2z _ i: d) ((r) - e' - 0.6r. 

el ((z) _ z' _ z t 10' 1) ((z) - e' - 2% ... 1. 

8. SA 1 • .,at. el orice lunelie d. gradul al doil •• nu .. tA nlellojectlvll ,1 nlellurJ8CUtl 

U. sa le determine luneli. de gradul.1 doilea (1') - o,," + b.r t- • .. tI.llne!t grafleul 
a< .. tei luncţii IA treacA prin pun('h'le A(I, -8), O( 1, .1

0
1 ~I IA Ud. axa r'r 1. 

punctul C(O. -10), 
10. 81\ se dell'rmine funlin de gradul ni doilea ((.1- az' + b.r ... r, "olM IncAt grafleul 

IH'l'::.tri functii si'i aibA vArfultn pundu1 Vii, 2) şi 84 taie aXB.1j'y tn pundul HIO, 81 . • 

11. Fie !amilia de !unclii de gradul al doilea (m(z) - Z' - 2(m - t)", + m - 2, unele .. 

este parametru real. 
SlJ. se arate că. vârf urile parabole1or asociate acestor funcţii le glaeIc pe o paraboll. 

12. SA se determine !unclia de gradul al doilea (("') = az' + bz + c, ,tiind cA admil.e UD 
, , . mInim egal cu 9 şi graficul !uneliei trece prin punctele A(-I, t3) ,i B(2, 10), 

lnecuaţii de gradul id doilea. Si.ttmtl cU inecuarii tk gradul al doilea 

18. Să 58 rezolve inecuaţiile 

a) 2.' - 3z + I > O; 
b) z' - 3", + 4;;> 3z + 2: 

e) 2,x1 - 2:z: < - .!.. 
2 ' 

d) _.' - 3. + 5 < z' - l' , 
• • 

e) x' + • + 7 " O, II -x' + 2", > 
I 

'" +-' 4 ' 

g) • + 1;;> 2. - 1 • 
x+-2 x-2' 

h) '" - 1 
x l -3x+2 

> 2, 

i) I z' - 3x t 2 I < 1. + 2 ; ) ";;1 ' ') \ •• - 5. + 41 
x' - 4 • 

k) x' - 6% - 16 -z' + 8. _ ii > O; II -1 < ",' + 3", + 2 <; ",' _ 4x + 3 2, 

mecuaţle 6te verificatA. pentru orice % • B 14. Pentru CE' 'Valori reale ale lui m urmAtoarea' . 

• ,(m - 1).' - (m + t)", + (m + Il > O. 

16. ,1\ se d~termlne valorile lui In A=' A ' .....,- nr l mecuaţia 

m.' + (m - I)x - (m - 2) > O 

8~ nu aibli nici o soluţie. 
16. Sa. se determine valorile lui m ast! 11 A e nt' 1. ecuaţia 

(m - 3).' - 2(3m - 4) • ,7; + im - 6 _ O 

sA albA rădlkini reale. 

17. Fie lracţia E = .' + (m + 1). + m t 2 
A 'b

Jol

' x· + x + ;" . SA 6e dt'termlne 
8 al <l lena '1 IA fie pozitivA. p t ' en ru orice li: • R. 
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O\ll: 

tivi. 
ieul 
, 
Y In 

31. 
• 

'" 
• 

un 

ea 

, .. - s .. > -2. "+ .. ~U; b) 
- .r' - ~ < _ 6, 

2.' _ 1 ... t7 
- z' 8 • "-I>z_~. 

(z - 1) (z - 3) :. (z _ 1) (z + 2). • -. > O. 
d) 

(z - 2) (z - 3) ... (z + 2) (z 'i-a). .. - Sa - 6> O; 

Z'-3"+2~O; 
"-"'+~·<O. 

- .... - Iz - 1 
1) { )Z·-b+ 3 1+z_2>o. " 

.. ' <;; 25. ..< 16; 

.... . - IullIJa d. lunclli d. ,radul al dOilea 

I .. (z) - mz' + 2(", + I)z + iri + 2. unde iri. -'{OI . 

" 81 .. uat. el.vArluflle parabolelor asociate aceator lunclll .. III',"" pe dreapta ,._+1. . . 
~ ne A. B punctele d. lotersecll. ale uneI parabole oarecare cq :It'", fi li proiecţia 
~ui Y al parabolei pe z' ... sa se arat. cA oricar. ar Il "'. AB = 2FY 

(1) 

" II .. arate el toate parabolei. dellnite prin (1) trec prlntr.un punct t,. . 

.. DIaI, : A .. Beat. o luncli. oarecare. vom numi i",.,._ el mullimea notala Im f IIIIIIIlII utlel 

Im/_ (f(z) IzeA)= (yeB lb_A. ~-fl"'» 
, 

... determin. Im I pentru urmAtoarele luncţli: 
It,:. " •. IIz) - 1 .. - 1 1. b) 1: R .. R. fi .. ) - .. ' + 1. c) (o It "R. fi",) _ 

... - Sa + 2 d) 1: R .. R. II"') _ ",' - b + 6, el ( : R'{ll-+ R.fI"') _ .. + " + 1 ' z' _ 2", + 2 

... - b + ., Il!: It .. R.II") _ z. + '" + 1. "-"'+1 

AplicaţII practic • 

.. temele de ecualii: 

"-'.6, 
"-'; 
r,. t, 
.+"'- 1; 

- 1, 

'1 

) :It - ~ - -1; 

( 
z' - r' - ar - -6; 

d) b + r _ 3; 
• -,-..,+t. __ r. 

f} -+r 
• 

• + t,. 6. 

• 

• 



II. t:)4 H rezolv~ ala t m le amos Il 

( ;JzV1 V' I 

al r' ~!f' - I 

r' r1J - 6. 

el { h' lzy - 19V' • 25. 

s' - 61/' - 250, 

7;t' - 6'lJ + .2y' - 108. 

e} 5 
, 

y' ... tS, ori __ xy + 
J 6 • 

11) dZ' - -V T . v' 18, 

{ 2V' - Sz' - -19, 
~, _G, ·V 

{ 
2 .. ' 

1) , 
x 

8%11 + 211' - 5, 

z" - JI~ - ... 2. 

28. Să se rezolve slsleml"le ti" 'rud\ii simdrico 

{
XV + y + x_ 11 "J 

b) 

8, 

xly + yl.: ;,.::o: JO, 
I 1 • 1 1 _ +_ 8 1, 

x II a) {" t xy t y ~ 
r - zy t y I 

1 , 
<Il {

.xl -t. yl 

1 

c {5;rt - 6ry + .5yl - 29, 
I~t _ 8,ry -+ Îyl _ 43 ; 

fI {XY 
xy 

+ :r + " .. it 
- 8( .. + y} - 9 

z t y 

2-1.l'ie O un \ând tUlm .. lrllAB 20 "t' af'cst diHm('trUt·(jn~id"''''Dn un punct 
variahl lf (onslrt: m QdU! ce' cul"i (h ŞI ()2 a .. ·ânrl !'>t'gmt'nl('14~ [AJt] şi {At JJ ca d 
mfllrt' a ~e L">t rnllne pu lelul \1 as~rd !Hcât mia fuprinsA. tntre cele trei cercuri li 

fifl m"'xlmâ 
25. he ~Br III r mgh irf'lll.HngtJÎI In \ArluIA, ,lvând c'lletde AB a Ar.b 

Se tn:iCr1e In Il" {fI IOglI! Jn (Irtptun!{hi -\1 YPQ 'lvânJ vârhrJle P şi Q pe lpotf'RUlI 

I ilJnghlului, '" pl' I tII ~i \' 1'1' (A('). :-ia H' dd'·rmIOI· • ..ilurÎlt' art~llli drepluR,:I. 

l~1 \'\ in('A uOa sa să "ie na;..iulI'I 

:!8. Un ctllălor merge cu aII, omobilul pc o şOlif'a rect llinif' AR d in oraşul A până Inlr-un punct 
C. d~ undo pl~acă [Mi d,'part.l' po JOIi Pl'bll' rAmp tntr-un sal D. &, şlip cA vilna auto­
mohillliui f'Slt' v\ kmlh, iar pr jos dHAtoru) raer v, km/h. Cum lrt'buie alrs punctul C 
tlstfl'l el tol d!'ljffiul să se facă In timpul minim? 

21 ~1 s gJ&<'Rfc:ă maximul t... iei unui drt'phmghi tnscris tntr-un ("t'rc dat. 

28. sa. se gllseasr.'\ min·moi perimetNlui unui lrapez isoscel c.rrt:msr.ric:: unui cerc dal 

29. S.' Si' Cl) b'ulezp ('a t t'lt"le un u i lJ·lUnKh i ci re pt UJlKh ic' f unoscând i pa tt'n uza tt si i nă H imea 1; 

Di·'~li.. . 

80. 

:H. 

aa. 

Să se. calc~lpze laturile unui triunghi drrptunghic fun(l~('tlnt1 pl'riml'trul 2p şi tnillţuufJ 

h. DISCUţlf' 

tnlr-'10 semif 're de rază R d se Inscrie un Irapt'Z isoscel dl' Ilt'rimdru dal 2p. Discu1i<' 

S,;l se drlUffiSrri(l unui crt( d ~ . ~ (' TIU:\ Il un lr,I}H'7 i~lş.t"f'l de arie dntl'i. U,' l)iH"'111 

tnlr· 10 pntrulatl'T ARCD rare arc 1 •. . 
laturile AH a Re b· . \ nglHurilfl din Yi'rfl1rlll' din A ~i (' dfl 9(1-, liP dau 

, - ŞI aria C'Ru!lI. c'u kl Sl\ 1 ' 1< 
pulrulalenllui. Discutie. . ~(' C":l C'Ult'll' ('('1('1altp d(\uA laturi a 

n" I : dr"}lunghi este Ins('rl!~ Intr.lln 
I md ;'\ riifrorrnta lo!" ('sh' ('gAIA 

4·rl' 1·'1 rll11\ dr 50 Ill. :-:'1\ Br dt~t('rmin(l lal1.lrllr 511
(1 

III 2(1 10. 
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j i.l. 
să 

b. 

dat. 

h. 

dau 
ale 

.. 'e 

CAPITOLUL V 

PUTERI ŞI RADICAli 

• 

§ 1. PUTERI 

• 

P. parcursul arestui capitol '"om t 
no a cu X· In It raIe nenule' N· = {1, 2, 3, . l. • li Imea ""mere or natu. 

11. Puteri cu exponent natur.I nenul 

Fie a un număr reaJ şi n Un nuntur n 1 . I . 
a Ula mal Jnal'(' sa 1 .2 Se numeşte puterea n a nuntărului a pC'Odu,ul 1 ega u . 

d I \ t a. n lJUJnp.re, tico a.r- P. Jm .~r hin e~a cu a. ~' ces, numilr se flolea:;,â Cu an n 

Voci; 

an - a· a . .. a. , 
• • 

In reprezen larPEI. an, a 'e 
CO.llfntm să punem al = a. laf' n nponf'ntul putHii. 

E,,",p/ •. I ( ·21' (-2)' ( 2)' ( 21 -8 

1 0I ( I ) I _ 1 1 1 1 
- 2 -2'2'22=16 O,fl62;J, 

t. S'mnul puterii cu exponent natural 

Putfrt'a unui numiir real pozit ip cu exponent natural nenul (>st~ pozi­
fiii. Pukrea unui număr real negativ cu exponent natural par este pozItivă. iar 
.. tzpoNnt natural Impar este negativă. 

Intr-adev"r ,Ia"" a > 0, atunci an fiind produsul a n numere pozitive 
pozitiv. Dar:ii a<O, alunei din regula semnelor rezultă că a'", care este 

....... 1 UnUI nUlnllr par (ip numerp, negative, este pozitiv, iar. a 2m +I, care este 
unui nlJffilÎr impar dr numere negative, este negativ. 

(-21' tiri' II,'mnul (_) Î:tr ( 2)12 MI' srmmll (+) 

htt"a prQrllI IIIrU şi Il ,.rlllI/IU a doud numue reale 
., b, d?utf nllm", renle ŞI n f N·. ,1tanel 

(nh)" n"bn • 

(.!!)" .. ":.. (h " O). 
h b" 
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Intr.adevăr: (aW _ (ab) '(ab) ... (ab). - (~ 'a .. , ?) , (b 'b .. , 6) .. 
" ·orl nori " • 

lllJll 10105.1 asociativitatea ,i cOJl\utativitatea I'rodu6ului Il douA 

reale), 

( 

4 )" CI (1 CI II • CI. CI a.
n 

De asemenea: b - b • b o" b - b' b b - "b;;-. 
ObservaJie: In calcule. det;oori.Colosim aguliU1.\iIO de mai sua aub forma: 

a"b" = (ab)" şi ~ _ (a)" , 
b" b 

De exemplu' 6' . (.!..)' _. (6, .!.)' = (1.)' = 3' = 243. 
"t It 2 21 32 

3 Inmultirea puterilor care au aceeaşi bază 
Dacă a este un număr real şi m, n E N· atunci 

am . an = am+n. 

Intr. adevăr am ' an = (a ·a ... a) ·(a·a ... a)=a ·a ... a=a
m

.". 
o' .' '.' 

mori nori (m+n) ori 

De exemplu: 1) 23 · 2' = 2' = 128; 2) (-2) . (-2)' = (-2)' - 32. 
4. Ridicarea unei puteri la altd putere 
Dacă a este un nu..măr real şi m, n E N*, atunci 

(am)" = am". 

m+m+ . +m 
" 

a il 'ori 

• • 

n 

(Am folosit proprietat!8 3.) 

De exemplu : (2')' - 2'" 2' 64; [( - ~ rr = ( - ~ r = 2~6' 
5. 1~ părţirea a două puteri cu aceeaşi bază 
Daca a este un număr real nenul şi m, n E N*, astfel !ne'ol m > n, atunâ 

am _ = am- n 
qn • 

Intr·adevăr, folosind proprietatea 3 , avem: am-n. an = a(m-n)+n == am, de 

unde rezultă că am- n = a"' , 
a" 

O 310 

e exemplu: .......:... = 31~' - 3' 38 - = 9; 

• 1.2. Funtţls putere 

Fie n E N* D f' . • e lfilm funcţia 

4' =- It &-3 = 41 _ 16. 
4' 

\ 
f : R ... R (x) _ " 

• ceastă fun ţ' ' . .l . 
C 18 88 numeşt f . e l//te/ia putere de gradul n 
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• 

do 

• 

....... ,u: 1) Funcll. putere 
2) Pt'ut ru n I .~r:~' o C\luqll\ .lulHerk 

I .. ob,iud hllh'ţi<t U gr It! 1 'lilO f\lnqlil tIo li" d 1 
U ti UOilt'i\ f(.t) Xl e

l
•
l 

U IitlA ( r 
• r iar penlr 1 

' 

•• rl.a 1. 1 1I,'rl\ " ~'t. t ' . 1111 numAr ~,e slnd d~"t'r~"t'l\to .. r ~ .. r, .. tuncl funclia (x) • 
rresrMoar. pe int • pe Illtervalul ( O],:' 
,» II ' ~,valul l (1 00) 00, ŞI str,d 
... l\('I. " (liste un x.' . t ' t numu. lUlpar t . s rit' rr~"rl\toare pe It. a unCI funcţia fIx) - xr. e,t. 

J)fMOA',nt/l •. \ (lin ilr.lla nHi int", I'g'\lit , 
al'l bit ' a ('il 

... (., - b) {Ull"'l +- an'-~b 

fplr.-ddt'\·i\r, (a b) (a" 41 
1" a"--!b L r ... -r ab"-- 2 

".+ o'bn- J f- abl\-l an-1b _ an- 2b2 

SI dt'mllllstrilm arum Rfirm'l\ia I d' t - - ab
11

-

1 
bit an b

n 

. In eoremi'l l' ' ' • F' . rt'::iUpun('fil ('11 t 
:::: .M, I~ It. Xt e (O. 001 asUl'l ine'l '1 t·~ e yar, adil'.i.[ '1 

It :tl < Z 
'l 2 . 

Din egtllilall'i\ ' xi'" - X~III Ix ) ( 2111-1 " ~ t Xt Xt t- L~'''''2 

cum O < XI < rl. alunl'i Xl - Xz <: O ~i x2111-1 2~l 2 .el 
• 2ru "m ~ I +- XI Il . . 

ob\1nem x. - .I; < O, deci flx,l < fI.r,)· 
Rezultă dl rundlil I (x) - - x1:m este stri(,t, ăl lrl'Sc oart> pe intt>r"ol I " \ 
acum Ci\ Xl' XI e(-ro, O] astft::l ~inl'ât I y" \1 ,00 Prt'SUPUllt'1ll 

. . 1 < . .ct· Cum olt <: Xt ~ O, atunn (- :r) '"" 

> (-XI) > O ŞI deCI (-xt)1m > (-XIF-1I1 adică X:!II' :!m 1" 1 
ceea ct" ne araU fă ! este strict descrrsc~toare 1. t .... .r~1 1· rm urmart' I(x

t
) ;.. HII). 

')" , .' _ pt" In ",n'a li {- 00. OI, 
_ 1 rt:supun t.>m aeurn ('ă n este impar ·ldldl.'l·} l' r' . ' <, ~"t· ţ;1 It' x t ' XI' 

Dadi O , Xl < XI' la rei ca mai sus avem ("j x:!rnt 1 2m. 1 1) , . 1 <,[:.1 • '\(:'l ::r 1 Ia~ o. 

atuncI (-:,Xt) > (-Xt)::>- O !jiÎ deci ( _xt )tltl+l • ( It)~H-I. adică xi
mt1 

şi defÎ xim+1 < X~In + l. -
DatA Xl <. O şi %, ::> O, atunci xrmt ll'str un num1\r n('~ativ. iar l'~mtl > O şi dt'ei În 

amt caz avem xim+1 < x5m 1, tn l'oncluzie, din Xl' XtSC obţinf' .rimt1 
< T~m-l, 

adicl!(xl) < ! (XI), adică funcţia !(x) xtm+1 t'slt> strid a('scMoarp pe R 

D. fin i ţie. O submulţime A a lui R se zice simetrtcă dacil peIltru orice 

x E A avem şi - x E A. 

Ex~mplf' 1) \(ulţimlle R , R {O}. [- t, 1] sunt simelrirf'". 
21 \(utţimilc [O. ce • [O. 1], [ 1, 2] nu sunt simt,tril·e. 

II fi n I ţi e. Fie A o mulţime simetrici!. şi f : A - B o funcţie numerici!.. 
Funcţia (se zice pară dacii pentru orice x E A avelll; ( - x) ~ 
~. ({x). Funcţia f se zice impară daci!. pentru oflce x E A 

avem ({ . x) ~ - ((x). 
••• 2. Dacii n eHte un num~r par, funcţia ~utere fIx) =:' x

n 

oRte 

r 
.. il Da"il. n este un număr Impar, funcţIa putere 

o oM,le par. ' 
(x) .lA eHte imparii. 

2 
-tunci ( -x) = (-.r)'''' 00< x,m = (x) şi 

Dnc5 n = m, " . f( ) \ 0""\ n ~ 2m + 1. aluncl -x = 
(x) = x'" este pO"', I " r lor' ia (x) _ xtm I oste imparA. 

_ x ..... = - ( x) 9' (eel I , 

II 



, 

. 4 F· (. A -+ B o funcţie .... Interpretarea geomtl"C, le '. ' , 
, t l'că DacA (este O funcţIe pară. atuncI V V eate ad de mea A este Slmc r ' 

pentru graficul funcţieI (, Intr:adevdr uacă M (.x •• V.) eate Un punet ,al 
eului funcţieI (. atunci din egalItatea y. ,(.ro) ,(. x.) reZIl~tA cii fi p" ....... 

M'( ) te un punct al grafIculuI. Our M este 81metrlcul lui II fa'" 
.ro. Yo es . ., l O .. 

de y'y, Dacă ( este o funcţie Irnpară atuncI orl/,'Inea axe or eBte cen~ de 
Ermetl'le al graficuluI funcţ i"i f. . . , 
I"r.adl',."r. dacă .\l(.ro• Yo) esle un punt:! nI j.(r/lf,,:ulm, dUI "galit.te. V. 

(.co) (- ro) rezultă tă şi pUlldul, ~f' ( .co• - Yo) apa'1,ue graficului, 
Dar .lI' e!:ile simetricul lui i.11 faţă d!? Ol'lglJWil axelor' . 

• 

Gra(icul (unc/iei pule" (.c) x" pentru n 3. /. 

I Func/ ia ( .r) 
.. purwtft"' . ~lai ex act , 
\ .tlol'i 

1'3. Tr'asa,'ea ~rafitului funcţiei fIx) .r' 8" face 11110 
funcţ i e i (x') x·3 i se asociază următorul tahel do 

00 
., 
" 

') - · 1 O 1 2 3 4 -+= 

fer) .r' -t 4 ! O 1 H 27 64 

H"'pl't'zentăm int.,.·" ..... s ~ t'm d .. H.\P J:Oy. pundple ale eăI'Or I:oordonate 
sunt valorile din t,-tbf'1. PL. dt'lt-> obţlllUft' le unim printr-o lini(~ cOIltinua. In 
r~1I1'a \ test' s< 11\e' II: afi"ul func\le, fIx) = 1", 

f(Y} 

Graficul acesteI fWlrţli se numeşte parabolă cubică, 

Parahola cubi('ă arI-' lIrmĂ.llar"'r propr irtă ţi : 
1) lrl'('p prin ol'igi Il C'8 axelor, carp {'slp un C'pntru de simetrip (deoarpcp 

r ~st{' fundif~ Jlnpar'A); 

• I 

I 
• 

I 

-

2) ramura din dreapta a graficului se găseşte 
deasupra axei x' x, iar ramura din stânga se găseşte 
sub axa x' x, 

f r 

Ub PI'l(If' (;I'afil-lll furll' ţi pi 
fI (' mprr lrl~ Hspmli năloart> 

• 

fix) y!m+l 'm li 
('II graficul hllwţit, 

~.4. Graficul acestei {uncţi, 
~p tr .., t ., H,SrJl/l nt prin " puIwip ·'. Ppnt"u 
ft neţ e ~e aSO('18zii u l'm f\tol'ul tabel tip 

a('ea,t~ 

YQlori 

-00 -10 3 2 
Iti 

lO t 2 3 4 +00 
2:;6 RI 

I O 1 16 R! 256 
Pune le A Il e ~ 

t ('ftl" ~ (:Qorrlonaf,r SI t . l ' . 
n1 . Jn sistt:!m "ecte..rg'ula ~ rin ' ,iIl, \ R. 01'110 dm t.abel lp rcprezt'IlUDI 

lint con'.im'ă 11 f'~IJr! "2 ~'" xOy, Punctelo nbţinute le unim print ..... ' 
e .ch'IAt g raficul functiei f(r) ~ x', 

\00 



a.-licul 
Următ". I "re ti 

'1 
r Se ,la~t. deasupra axe. ~. ~ . .... .".~tlI'. •• trece prin 

r AXa II II ~st. axA des.m"tr •• pentru graficul -, 
(IIIII\Îfi f( x) 1" (tI,'o 1\""'·lI f(.f) l'C 

(IIIII\Î8 panl). e,te o 

0tItf11GI1'. (,rl\fkul tUllt'liI', I( ) . x ~:nl( 
_POI'\i.u't' il~t'J1U'nlHollrt' ni Krafi' I . m:>. 1} ari' tU ruOC'ţlt-'I!{.c) x' 

1 J. puter •• cu exponent Intreg 

AJI\ d"Jl\on,trat ci. pentru 111 > n 

aUi. " . II = an - n (a # O). 

\oJIl cAuta să Iărgim noţIUnea de t ~ ••.• (a # O) să aibă loc şi pentru
Pu 

.ere la'tfel Ill'a formula o" . " -
cazu ('aud nt ~ 

1) Exponmtul O. Dacă a '" O prin d f' . . IL. 1 P mlţle "011 I>U o 1 
Daei m - n, atunci am : alt l' 1/1--'1. o' ne a -ŞIa ~- a = 1 n.. Ită f 
",..-. are loc ŞI pentru cazul m = n. zu că or~ula a'" a • 

.. os. 06YN'aţit. Expresia 0° nu are nici un S'" 

2) Exponent negatie. Dacă n E N* şi a e!o\le un nUffillr rt~al nenul 

definiţie vom pune a ·a I 
. - • 

an 

De tumplu, 2-' 
I I 

= O 125' 
I -- 3-1 

= 
Z' ij 

, , = 
:l 

lIIcI m, n E ~ astfel in··Al m < n , , a'" 
atunci 

an 

0.(3). 

= = 

pl'lll 

~ eli formula am : a" = am-a are loc şi pentru cazul m < n. 
3) E:cporumt intreg. In urJl\a definirii puterIlor cu exponent O şi nega­
bprMia n'o n E: R, n E Z este bine precizata .. ,crpt,I11,1 cazul a = O. 

Irita că proprietăţile puterilor cu exponent natural se păstrează şi 
exponnnt Intr"~C 

1 (a . b)" Il" • bn ; 

1". Pentru exponenT n > O am demon~trat egalitatea 1°. 

0, atunci (a' b). _ 1 şi a·' bO '" 1 . 1 "" I eC' 
(a • b)" a"' hA, .fI' lor şi pentru" - U. 
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I 
Presupun~ro " < O. Atund (ab)" - (ob!" ' 

I I 1 a" . b". Deci o . 1 
Cum -n > ,atuncI (ob)" - a-O' b-O 

(ah)" ... aOb" are"loc şi pentru II < O. 
In acelaşI fel se verifică egalitatea 2'. 
Să verificăm egali tatea 

am 'an _. am•n (a '" O). (1) 

Deoarece pentru m > O şi n > O egalitatea (1) este adevă/'ată, J'ih"âne de 
arătat pentru următoarele trei cazuri: 

Cazul m > O şi n < O. Atunci am . an 
I am = am ' __ = . 

a- n a-n 

Dar cum -n > O am văzut că ,am = am-(-nj = arn+n şi deCI am . an - atnHl 
! a-n 

I I 1 
Cazul m < O şi n < O. Avem am. an = . = . 

a-m a-n a-m • a-n 

Cum -m >0 şi - n >0, atunci a-m • a-n = a -(m-tn). 
1 Deci am . an = __ ~ __ = am-t n. 

a-(m+n) 

Cazul când uliul dw/re m sau n esle ;"0. Presupunem că n = O . 
• 

Atunci am . an = am . aO = am . 1 am şi amtn = a m· o = am. 
Ded Ri in acest caz avem am . an = am- n • 

• 
Din egalitatea 3° rezultă şi e!(aJitatea am: an = a",-n (a '" O). 
Să veri ficăm egali tatea ' 

(am)" _ am" (a '" O). (2) 

Deoarece pentru m > O şi II > O egalitatea (2) este adevărată, rămâne de 
urătat in următoarele cazuri: 

. Ca;/ll m < O şi II > O. ,hem 

Cum -m >0, 
I d' = !H eel a- m, • 

atunci (a'"')" 

(am)" = amn. 

(am)" = ( I )" _ I 
a-m - a(-m)n . 

a-mn
. Dpoarece -mn < O atunci am" -

• 

Ca;"l m > Oşi n < O. Avem (am)" I I 
= amn. Dpci (a'")" _ anUl 

(a1r1 )-1I a-fIIn 
= 

Cazul m < O şi n < O. Avem 
(am)" = ( 1) _. Din primul oaz obţinem că 

am ~'n 

t . I I 
a tln('·1 - 0::::' _ amn , Deri (am)" ,......, am". 

I - -
('a,n' eu",i nnul dinlre m ~OJt n I O . 
(om)'\ 111 = 1 D r' 'mn e.~ (' zero. nd\ In = O, at unei a'" = 1 ~i d(l('l 
D O a cum a = aO c::: 1, l'(Izulti\. (a'")" 1: a,"n 
Rcă n =- ,Atunci (am)" .., (am)O l' . 

t\vcm (om)" = om" - ŞI a
mn 

- aO -= 1. DE"ci şi In 8CNot ('II 
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• 

• 

• 

• 

• 

U a-I . 8' - a-..... - s' _ 9' 
• 

1) ("r' - ~ •• - I _ I . 
~. 2~G' 

Il [e 11' [( - 1)-']' - (a')' .. 3' ~ 729. 

14. fIInclla putero 

V ... sludia hmcli. 

I 

do ox ponent ne,at lv 

R - {O} ... R, I(x) _ "...n, n .. N* 
1) n CI::!m 'l) n 2 • ,- = m+l 

1 
Il ( : B - {O} .... R. I(x } - • 

l' 1-- arătat cll dacă O < Xl < XI' atunci x2,?n < x2m 
2 , 

I 1. d . 
• ... .... > 2m. ŞI eC I I t'ste strict descrescdtoare pe inter~'al 1 10 

1, .1' 2 IL • 00 \ 

1 1 
< • 

x 2m x2m , 2 

_ ce ne ara tA că I este strict creollcdtoare pe intervalul (- 00, O). 

ea'" (-x} .... atunci { (x) {( x) şi deri { esle o (unelie purd 

1) ( : B - {O} .... R. f Ix} = I • 
X 21n+l 

[ici O < .1'1 < XI. atunci O < x Zln +1 < x 2m ~ l de unde 
• 2' 

.. • 'JCPf'«dlOare pe ln1er"alul (O, (0 ). 

I 

x 2mt1 
• 

1 
... şi ded 

I2mfl • 
( .s'. 

şi deei 
I I • ceea 

:r 2m-f 1 
I~ R ra t~ 

ele ",ici u.cre.c4loare şi pe intervalul ( - 00, O) . 

x 2m t 1 

• 2 

r.. ..... '_ -(x}""", atunci ((x) = -((-xl şi deci f .. te o (unrlie ,mpord 

......,i •. D",i funcţia f .. te strict descrescătoare pe intervalele 1- ro , O) şi 10, 00 1 
"""irici dO!SCl'eacătoare pe mulţimea R _ (o}.lntr.adevAr dacă x, = - 1, x, - 1 

"- < z Dar f(z) _ f(-I} = 1 = - 1 şi fIx,) = flO = 1 şi deci 
-. ,., (-1)-' 

~. . --2 . 
""'iei pu"'" fIx} _ x', pentru n = -1 Ş' n -
:. _ {O} ... R, fIx} - r'. aceasta asociem urmAtorul tabel de 
palicului se (flC" prin "puncte". Prntru 

1 1 1 1- 2.. -' 1 2 10 100 +00 

-100 - 1 O - 2 -1 - -2 - 10 - ::1o:::0~1 0:,:0_1_0_
2
-; -

1-_._._ - -" .- 1 1 1 
I I - 1 - _ 2 _ tO - 100100 102 1 2 10 100 __ 1 - ---100 10 2 
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o. 1 ,,<,lOII dill le In (~mai mari al I 
In 'l\t:'lt tttbt I . ISI' VI '(k C , P:~ :,1:" , 't' In ('., nud miII ale lUI :c, ((zI la 

~f' "OPI'UPlt" ,t~ !I'rv, Ulr Pt'llt rU
I
\ld

l 
',1,) ( rafll 'lIl ItHl('tll i (fr) • I tlit, 1( hiţ.at In 

I . I (fn "",lotU'tl ,1 I~O \1 a • ," n t 't' IUtil mar • l ' bul1 FI I'Slt ' n)fl 1IlIUl dlll douA r -muri ,1m_trlO8 
\ 3 lV +':il ~r,lrit ' StI Il\lnll'~h' IIpf-r _ ( î ;, Il:ih' u funt tii' Impart, . 
. Ie urlKillt'U Ilwlur 'dt 'OtIrI ' I'" hlllt"ţlli fix :r 
fu",',,, I R - 10) - R I I; ) ,-', 

y 
y 

-x ' , o x ' 
o 

• , 

Y' 
Y' 

Fig. \':1 Fig. \" It 

P~lIlrll I rilSClft'il grH rit IIm, dt.:l'~tt'Î fllll!"lii ii ilSOL'itorn u rmă t o rul la lH'! dp valuri 

I 
, , , , I I 

100 1" " I- I " 10 I lO · 00 - - -- ., III 1011 I 'III I II .) - - - -- , I 1 1 I 1 
,. .rI _J 1 " fllu 1 tJ nOII 101l01l10U 4 1 , 

II' (jOO II II 1 " 4 100 10000 
1 

Ilin iH,t-sl LIiH'l SI' \'\'d,' 1;) 1H'lltru v.don alt' lUI .r din ,'t' in ('t' mal a prop ia lt· de O 
sau 1lt'f.(a\.i\"P) fIlIH'\ia f ia valt,ri din n' in 1'1' Jll<li mari )'t> nlru Yil l or i~ al l" l lIi 
('" ill ('1' Illai miln funqiil {iol \,Ilori din ,·t' In 1'1' mai m ie i . 

( P ° l. l la\"f> 

r din 

• 
Grafil'lIl fUIlt'ti,'i {(.r .x:l. 4'sh' sdli\al in fi,l(Hra \' ~, 

\!'I'sl 
f (.xl 

j,{r;lt"i,' psll' constilul! din \10\1,' ramllti sinwtrin' laFt <It, ,nil ,/j',V ( c! t'Oilrccc (11111' \'" 
.r- 2 t'f',Il' par~l Sltuall' dl'aSllpra CI'\"i .fI 

EXERCIŢII 

, 

1 .• 
• ;-;,1 SI' .( ...!.. )' .(' [(_ 1)']', 

1:!:-. ) 3 ' 

-'. ( ~ rr· "1 
, - ~ \100 

) '1 )' ( 1)' [ :! • -15 ;f) Il 
--

I 
2, I , 'lpnrl t 11 yalorile 

al rn,3.h)fl 
li ,n,o !i;il SP el. It>rlllinl' SI'IUIIUI \'\Jlrl'siih1r 

" rimJlU, t: \'. :!m 101: 

'nlnll.,z!' OI) .r'!I"\~' ',r'l'l)3 ',.'1 -' ni '/.'( 1,"'" 
:"'aJI ,fi 1- h '# tiI, 1)11 ! ') • ('" 

I ,,' 

I "' 1 ' .1 Sr' ar'a l' fii. n2n.j.' 

:-). .,:'\ sara I • '1. (o: 
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fi - b 
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'a 

• 
7. QaN dintre urmAlollrt'lt> numefl' {'ete miii mAre: 

1) ( 1 )1" tiAU (1)'". g) 5-" tiau 6 u. h) ( 1)" _ ., ..... ,. 
16 .2' • ~ tldU ... 

8. SA S~ rt·prt·1.inlt> graCk ClIIu:ţiilt'. 

a) ',:R .... R,f,(z) =2x·; b)I •. R .... R.I.(x) x'-I 

, IIU ( __ 1.)', 
8 32 ' 

l') 1.' R .... R,I.(x) ~ (x -- 1)'; d)f.: R .... R,I.(x) (x t 2)'; 

.)f,;R .... R,'.(x) ·lx'I;I)I.,R .... R,'.(x) I(x 1)' 

8. Să se I\r.tle cit funcţia putere f: R -+ R, !(xl x~m nu este nici injeetivli, niti SUf. 

jt>divc1. 

10. Să se arate ri1 funcţia putere I • R -+ R, f(x) 

11. Să se snit', folosind exponentul negativ 

1 1 3 
a) - • ..' (a b c -F J la -F b ; 

aSbt ' (a + b)S{a1 _ bS)1 • al>b'ct J . ' • 

bj 0,0002; 0,000003; 0,0015. 

12. N1 se eleclu ... ; a) (a-' .. I){a· - a··' t II (a -F O), 

b) (.-' +- 1)' - (<r' - 1)', (a -F O). '., ala .. b)··' t b(a t b)-" (a +- b -F O), 

18. Să se reprezinta grafic funcţiile: 

• 

a) I, ,R - (O) .... R,I,(x) - ;r' t 1. b) f, : R - (O) .... R, I,(x) 

1 
;d)I.:R. (1) .... R,'.(x)~ 

x .. 1 

§2 RADCALI 

:r- t _ 1" , 

1 ._, 
(x -1)' 

Fie ,,~'1 lin nUllltlr naturaL Îar a un număr rPAI. ":;1\ eon5iderăm ('euatia 
r n _ a O. (1) 

In continuare n~ punem problema existenţp.Î şi a numărului rădăcinilor 

(soluţiilor) reale ale acestei ecuaţii. Amintim că o rădăcină reată a ecuaţiei 

(1) este un număr real (x, a~tfel incilt 2," --- a --: O . 
• 

2.1. l!.adlcalul unul numlr pozitiv 

Fie ca mai SUB n .. 2 un numdr natural, a > O un număr 'real pozilip ,i 

tcU&tia :1&" - a-O. Atunci avem 

.. 1. Beaafl' • 

:1&" - (1 ... 0(" E N," > 2 i (1 E ., II > O) 

• tUIe'" reali JIOIItI'1 ,1 .... 1 n •. 



Demonstraţia riguroasA a faptului cA .Xl8tA o rAdAcinA pozitivi • 
tlCl (2) U"pl\~tte programa d"sol a IX a. Ea OAcellltA nO~lUn~ ~e 
mutat" " so va laee la Analiză matl·maticA In dasa.a X 1 a. \ om indIca 
mai jos pe un exemplu (1.,01llJllul 2) cum poate 1,. gAsItA o v81081'\1 

malivll a rădăcinii poziti,e a unei a,tlel de ecuaţII. 
Să demonstră1II acum uni"itatea. lntr·adevăr, .A presupunem pna 

absurd, cA ecuaţia (2) ar avea mai multe rAdAcini pozitive diferite. Fie atuncI 

x, " X" x, ... x, douA astfel de rădăcini, adică 
(3) 

X" - x" - o t - 2 .. . 

Cum x, ... x" atunci unul dintre aceste numere eRte mai mic dc,,!lt celAlalt. 
Fie, de exemplu , x, < x,. Dar funcţia putere fiind strict crescătoare pe 
[O, 00) (după cum am arătat In § 2) rezultă că x~ < x;, ceea ce contrazice 
relaţia (3). Această contradicţi e arată că există o singură rădăcină pozitivă 
a ecuaţiei (2). 

Cu alte cuvinte, t eorema precedentă spune că pentru orice număr "al 
poziti" a > O şi orice n umăr natural n ~ 2, există un unic număr real pozitIV 

cu prop"etatea că puterea a n-a a sa să fie a. 
,\tunci putem da următoarea de fin iţie : 
~ 

Il efi nil i e. Daei a> 0, n E N, n .. 2, 8e numeşte rad cal de ordin n din 
a, numArul pozitiva cărui putere a n-a este a. 

Confo rm teoremei precedente există un astfel de număr şi este unic. 

Notaţie: \'om nota radicalul de ordin n din a prin];Ya. Pentru 

de obicei, se omite 2 şi se scrie, sim plu , Va. 
Aşadar, j;'Ya este un număr care veri fi că rel a ţiile : 

j;'YiI > 0, (j;'Y a)" = a (a > O). 

Exemp,," , li V9 - 3 /1125 5 ; ViS - 2; V:i2 = 2 ; V SI = 3 

(}fi, • 

2' ~i\ ariH.lm acum cum p t f' J(' O , . oa (' I gtlsilă o vnloar(' aproximativă a numărului Vf· 
eoarere t 13 < 2 < :.P:=. 8. ft'lUIU\ că 1 9/- . . ~ . .' . . . . . < v 2 < 2 ŞI deC I 1, r espec tiv 2 sunt valorile 

,tprOxlmative prm lipsă , respt>div prin ~daos ah.' 1 . a/2 . . (". 11. 11" ' \II V ,cu o eroare mal nurA. de<'Al 1. 
,a s. g' 51rn v<l:lorlle aproximatiyl;' 1'11 o {'roa .. 

in modul următor Sniem ş,' rl J d • re mal "uc!\ <h"{'Al 0,1 a le lui V2. pro('('d:\m 
- • I {' numere 

1,0; 1, 1; 1,2; 1,3 ; 1,4 15 16' 1 ~' 'l 
Căutăm tn acesl şir d li • , , , , ti, 1,8, 1,9.; - ,0. 

l • 1" Ou nUffiPre consc('uU\,(> t I ee Sd. le mal mic decât 2 ',a c b J . • as (>1 In rAt eubul primulu, dmlre 
p , r .u U ('fim dE' a l d . 

enlru ac-easla să ridicăm 1 1 -, "01 1(>0 sA. ri t> m::\i mare dN:Al2 . 
Obţinem 1,53 = 3 3-5 a ('ti) număru l dlll mijloc_ 

i ' I , ('arC' f'slf' m'lI m d 
( rl'apla lui 1,5 prin ridicare In ('l h d' < ll r(' ('rAt 2 . Dt.'oar{'(' <, toale I1Ul1lt'r(')e d(" la 
Mul;\tA. va fi printre n J , 1 '\ U lI u m t'r (' IIl Ai m a ri d l'I" t q llm(>r{' (~ u .. , pt'r{'t.'ht.'ll de numere 

)
"d' t , t ; 1,2; 1. 3- 14 
\1 lI"i1m In ("llb P(' t 2 ' ) " I • 

n şi mai " C ,~I o l \mf' 1H t.'2g ,-n rl' ""'1 ' " " 
mI(' .alnllrlln i\lu n l"i '"lI l1 u l il ii I ' ' 111 Ui I1Ilr df~:'AI 2, ~I dl'('i t'upuiiui t,l \ .. 

• .1 "1 ""11111' 111 ( 1,:1)' 2,19" {'Htf' tf' mAi 
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• 

i. 

.. redecdt:!, nl'l'l tI :l. <: ~i 11:.1. AştuJar 1,~ rl'bpedl\" 1.3 vur fi vidurilu allroxlluativ,," 

priD li plul , rcs~tli\" prin ndaos uit· lui ~:l., cu o !'roaru JUai mica dc\,;At J.1 
Dun\ .... r\.U\ b"\ ij't\sim vttlorilll tlpro).lll\llllVl' l'U U l'rOUl'l' lUai mil'll de<'ât 0.01 bll' lui 

rIl prOl"t·J.i\m I'n mui tllniute ptmtru :;;irul lil' IHlIlwrl' urmi\lor 
121 ' 122 , 12", 1')',' . 12q , , , . ," , ," , ." '" 

V~tH\rt'l'l' (11:!5)~ 

numt'rt!l~ : 
1,953125 l'slc mai miI,; dt'l:ll 2, U să luo.m In cOlIsidl'rarl; numai 

l,26 , 1,27; 1.2M, 1,29. 

Cum ( t~261' - 2,00376 l'ste mai mare de-cât 2, avem 1,~5 < V2 < 1,26. Aşadar 1,25 
rt'spt't'llv 1,26 vor fi valorile aproximative prin lipsă, rl.'spectiv prin adaos ale lui ri 
l'1I o erOMe mai mică decât 0,01. ' , 

ContinuAnd procedeul putem găsi valori aproximativI;' ale lui W, cu o erO<lre oricât 
de miră dorim. 

In general, ecuaţia xn - a = O (a > O) poale să aibă şi alle rădăcini 
(care evident trebuie să fie negative). De exemplu, ecuaţia x' - 4 = O are 
rădăcinile Xl = - 2 < O şi x, = 2 > o. In acest sens avem In general: 

10 Dacă n = 2k + 1, atunci ecuaţia x" 1 - a = O (a > O) nu are ră­

dăcini negative. 
Această afirmaţie rezullă uşor observând că oricare ar fi o: < O avem 

~ .. ·1 < O şi deci 0:'0+1 ". a (a > O). 

20 Daoă n = 2k atunci ecuaţia x" - a = O (a > O) are o singură 

rădăcină negativă ~i anume - 'Va· 
Intr-adevăr, avem (- "Va)'" = ('\Ia)" - . a şi deci - 'va este o 

rădăcină a ecuaţiei X" - a = O. l' n raţionament analog celui folosit la de­

monstrarea unicităţii in teorema precedentă, ne arată că - 2R.((.î este unica 
rădăcină negativă. 

Prin definiţie, avem lYO = O (.n ., 2, număr nalural). 

Evident, !rO = O este unica rădăcină a ecuaţiei xn = O. 

Observaţie. AvAnd tn vedere deriniţia radicalului, mai precis că radicalul unui numAr 
pozitiv (sau nul) este pozitiv (sau nul) este folosi lor de remarcat următoarea formulă impor. 

tantA: 

Cu aII. cuvinte, Vx' = 1 x 1· 

x, dară x > O; 

O, dacă x = O; 

- x, dacă x < o. 

Eump": I)V(2 - a)' - 12 - a 1 ~ 

2 - a, dacA CI < 2 j 

0, dacA 4=2; 

" _ 2, dacA CI > 2. 

tI V (x' + I )' _ I-x' + I I - .' + 1 • 

...... orice It. u_m x' + 1 > O. 

-



2. FUMţ.a rud"a/. F,. n ~ 2 uo lIumAr JlaturHI. 10 paragraful 
dr!illlnd nol,upea d" raclical de ordm n !lOd!rul JlumAr IIOZI~'V ("au 

I s " asociat un numAr bIne detcrllllOat pozll'" (sau nul) IY a. 
Astrel am obl,n"t o luncI'" 

,. [O, 00) • [O, 00), fI') -lYx. 
Acea,U luncţ,e se numeşte fancţie rad,cal, lală cAreva I'rCJpr,et ţi ale rupeţ, i 

radical' 
l' Fuocţia radical este strict cre.cătuare, 
lotr-adevăr lie x" x. E [O, 00), astlel incât .r, <' x.' De(IAreCe 20, ~ 

~ W'x;)n şi x. = (1Yx,)n, avem (trx,)' < (JYx,)". -Dar funroţia pute", 
fimn strict crescătoare pe [O, 00) (după CUIII am văzul in § 1.2) rezultă că 

1Yi:-;- <' 1Yi:, adică f(x ,) < fIx,). 
2' Funcţia radical este bijectivă. 
Deoarece funcţia radical este stnct crescătoare (proprietatea 1 ') N'zult!. 

că pa "ste inJectivă. Intr-aclevăr, fie x" x. E [O, 00), astfel Incat x, y, z.. 
AtunCI avem Xl < I2 ::iau Il> ,cz. Dacă presupunem, de exeinplu, că Xl < x2, 

rezulta fIx,) < f(r.) şi deci fIx,) i' fIx,). Analo~, dacă Xl > x •. Deci r Cl>te 
injecl l ',l. Fie, acuJll,y[O,oo)alullclf(!I") lÎ'yn y. De,·if.sl .. surjertlvă, 

ObSNVJ.!' H [),'oaru"c blid a ('(fliil-ili 

f : [o. : -1°, ,,), f(J') iYX 
f'stl' hlJI'l'Ilvi1 (proprietat il 2'1, rpzi 11,,\ b'l'zi It'()r4'flta, § 3.'1, din cap. Il) că ('a l'sll' in"u· 
.wbllo, 

Pin rC);lllill' !'FX" I ";-;1 ('- ) 1 ) V z r ~ V Y' Y J., 0, Y -7 O rpZlI lă di. lIlVl'rsa ba nu 
~sle alta dPI"I\t funcţia 

g L), 00)_[11, (0). ,I'{(J") x 1l 

(a nu se confunda funcţia g Cu fum'ţin putere. ele nea\'And acelaşi domeniu de definiţie). 

lOR 

Int ad"", (8' f r gUrx}} g (ft/ J) (ft/'i)" V y x, X E [O, :-..:-). 

(f o gl (yl f(g(y)) - f(y") ft/ y" V y, Y E [O, 00). 

I 
I 
I 

J. Ig V 5 

2) Din pct 1) rezultă digestt' iny,'rsabilAşi 
I'onro~m h'orrmei din § 3;, tap. Il, t'l)ll' d.'CI 
},IJ!'dIVă 

3, Graficul func/lCl radical ((x) _ '" x 
pentru n 2, 3. 

1) Funcţia (:[O, 00) -+ [O, 00), {(x)-= 

1/ J' Din jll'Opl'iet.\ţile 1· şi 2' de mal ~u 
rezultă, in parlieular, eA funeli .. { e.te 
'Inrl 1'I'('.("t( . b" 

, ,.(1, IRI'(' Şl lJPdlVă. (Jrafiful Becs· 

lf'i fllnrţ.ii «'onstruit. prin "puncte") ~ t~ 
repl'f'zt'nlnt in figura \',5, 



Q 

• 
I 

2) FUlh\1I1 (:[0, 00) .[0,00), {(J') 

- r,.E· Df' n:-;t'lJll'TlI'H., llt'l'l\:slil rUllet,il\ p ttl 

tru.'l at' C«tOHI'H !1i bijl'di"iI. (;mricul tiHU 

(construit prin "pUllt:t,,") t'stt> l'I'prt'zi'lllal 
In fÎt(ul'il Y.I>. 

S~ ObM'I'Vll din lWi:'sle> fiKuri Cit grn(it,t>lp 
l'plor tlou:' fUllt;ţii rH.di,,-~nl eonsidprall:' sunt 
IlSl:'ffi !lnii. loa re. 

In L't'le tIOUI) figw'i am reprf;>zl'ntat prin 
linie jntl'l:'l'upt.\ g'I'Qficul funcţiei invers!:'. 
Cele dau" !(I'afice (al funcţiei { şi al inversei 
salE' xl sunt simetrice faţă dl:' prima bisl:' l'­
tuare (vezi § 3.7, cap .. Il). 

x' 

2.2. Radicalul (de ordin impar) al unui număr negativ 

" 

I 
I 

• x 

Fie n ~ 2 un număr natu;al, a < O un număr real negativ şi ecuatia xn -
.. a O. AtunCI avem: 

Te ore fi il. Fiind dată ecuaţia' 

x" a o (n,,- :\', Il " 2: Il f n, a < O) (1 ) 

avem: 
l' Dacă Il 2k (k " 1), ecualia (1) nu are răd(lcini reale. 

2' Dacii n 2k + \ (k ;. 1), ecuatia (1) are o rădăcină realii 
negativă şi numai una. 

Demonstra/ie. Afirmaţia 1" rezultă uşor ob.ervAnd că .. oricare ar fi .. E R 
BVPffi (l2 .... ={a2)1l> n ~i df'l'Î x 2 /l,#o (f' < O), iidir.li a!lt. a~(). 

Să demonstrăm Rcmn 2°. Fie pentru a<,e.,ta y- -.r. Cum y'" 1 = (-x)'" ,= 
= _ xtJt+1, ecuaţia uevinf' -- y21tt 1 __ - a -~= O, ~au Inc~ y2k-t 1 - (-a) = O. 

Cum a < O N'zulti\ -a > O şi după teorema din § 2. t, rezultă că ecuaţia 

In y are o rădăcină reală pozitivă unică. Areasta e.te tocmai lY -a (-a:> 0)_ 

Dar, atunci este clar cĂ. ecuaţia in x arp o rădărină negativă unică şi anume 

iI- -Jr-a (-a >0). 
In vedere afirmaţia 2' a teoremei precedente putem da urmAtoarea 

Ilie. Daela < 0, nEN ,1 n .. 3 elite UD numdr imptll', ... .... 
l'IUlical tk ordin n din /1, .umlnl - .. 1 ..... . 
11'/1 .... a, 

esi'" ti eate unio, Il notim prin ~.: 
• ,0Ift vwI(IoI "1_\\lIe: r. 



Din consideraţiile anterioare rezultA: 1"­
Dacă a < O, n _ 2k r 1, atunci rr a - - -II. 

o 1" + 12:; _ o nu au rAdAcini reale 
Er,,,.pl., 1) Eeuaţiile ;r' + 81 - 0." Z u ,.AI. o .Ingurl rAdAcinI reali ....... 
2) )o~uaţiile Of' + 32 _ O ~I ,C' t- 125 O a 

~i anumo: 
V 32 _ -2. respt'div r· 12~ -5. 

li t raI Impar n - 2k t t. ~m definit radicalul • 
Ob.ervaţi~. Pentru un num r nu u . ndiţ'ia ca a:> o. A&tf~1 ac obtine o 'IIIIML.. 

ordin n din orice numAr real a fI1.rli a pune (O -.,-

f: R-+ R, fIx) - jYâ. , 
AceastA funcţie esle inCJersabi14, inversa sa fiind funcţia putere ,: R -+ R, ,(z) z't 

2.3. ProprietăţIle radicalIlor 

In cele ce urmează vom vedea că radicalii au o serie de proprietăţi 8!e. 

mănătoare puterilor. 
Amintim, la Inceput, că dacă x şi y sunt nwnere reale, iar n un număr 

natural nenul, atunci x"y" = (xy)". 
De asemenea, dacă x, y" O sunt numere reale, iar n este un nwnăr natural 

nenul, atunci din x" = y" rezultă x = y (vezi, de exemplu, observaţia din 
§ 2.1 pct. 2). 

In cele ce urmează m, n, k vor fi numere naturale neonule. iar atunci 
când ele indică ordinul unui radical, vor fi mai mari 88U egale decât 2. 

1. Oricare ar fi numerele reale a, b " O, atunci 

(1) 

Intr·adevăr, fie x = JY(ib şi Y = iY a!yb. Atunci X" O, y "O şi x. = 

= (iYlib)" = ab, y" = orâ !Yb)" = ora)" orb)" = ab. D~ci x" = y'. de 
unde x = y, ceea ce trebuia demonstrat. 

Ceri~\a a " .o şi b ;. O este esenţială numai pentru n par. 
Daca n este Impar, lormula (1) este valabilă pentru orice nwn_re reale 

a şi b (inclusiv negative). 

Exemple : V25' 49 ~ Vii V49 _ 5'; = 35. , 

~~125'8=~_125 Vii = -5'2 - -10. 

Remarcăm că lormula (1) rămâne adevărată pentru orire 
numere a" a" ... , a. ;. O (k " 2), adică 

/Ya,a, ... a; /Y a 'Va- ,"/_. 
IV I'..·.vah' 

2. Oricare ar li numerele reale a O b O . 
, ">. atunCI 

" n -

110 

număr finit de 

(2) 
• 

(3) 



" "/-
Intr·ad.vllr, ri~ x_ u V • 

, y - - -. AtuncI 
b n x .. O, ~ :. O " ",._ 

" ." a." (ro)" (ro)" -= - - -= - 91 Y ~ ~-
b b ~b (V'1)" 

• DtJci .i" - y", de unde % = li, 
b 

ceea ce trebuia demonstrat. 
Cerinţa a .. O ,i b > O este esenţială nwnal pentru n nwnăr par. 
Dacă n este impar formula (3) este valabilă pentru orice num'lr 

,i orice nwnăr real b # O. 

• 36 vas 6 • -64 
, 

64 V6(; 
Ex~mpltJ: 4 - = - . • • - - -- -

49 V49 
, 

V2? 7 27 27 3 

3. Oricare ar fi numărul real a ~ 0, atunci 

fY a"Jrl = am. 

Intr·adevăr, 

= !r(a,,)m = 1Yii". W· .... lYii" = a' a· .... a = am. .. .. . . 
• mori 

4. Oricare ar fi numărul real a ;. O, atunci 

(tYli)m = iYii'" 
Intr· adevăr 

.. . 
morI 

(ty(i)m = tr!' . Jra ..... !Yl! = !r.a . a ... . ~ = tyam . . , . . . 
mori m Ofl 

Dacă n este impar, formula (4) este valabilă şi pentru a < O 

Exemple: (V3)' = V3' = V2î; (V!6l' - V2" = 2' - 4; 

(P)5 = vr":2)' = V:':'3"2· 

5. Oricare ar fi numărul real a ;. O, atunci: 
.r::m; tyam = "VamA, 

real a 

• 

(4) 

• 

(5) 

(6) 

Intr.adevăr, fie x = "ti am. ,i y = ram. Atunci x .. O, y .. O ,i x" = 

.. CUi .... )" = "ti al"ll"' = a"' ,i y" = (tyii"i)" = a"'. Deci x' - 1/", de 

" _ 1/. ceea ce trebuia demonstrat. 

0fIeuI It fi numlrul real • > O, atunci 

V fjj - "Yii .. 

• 



• 

rnt, .de,l1r fie J: 

I'roprtetă\lIe 4 ~, ~ 

,,"1 r 
V u. Atu,," I :r ;. O " !I ;. O. 

Jlm va' va. Cu In ~ 

v~i", 
(""V)" uv.(fi y";;a a 

dupa definiţia ndicalulUl d. ordin n 101.ult6 c 
Deci Y :I, l'pea ee tn~buia (I~Jnonst rat 

'V7. 
• 

24 Operaţii cu radicali 

1. Scoaterea unui factor de sub semnul radical şi introd.terea unu, fuctor 

sub semnul radical. 
l'neori numărul de sub !oif'Jnnul rarlicl:tl se descmnpunp în factori pentru 

care raehcalul este uşor de calculat. In aceste cazuri.expresla radicalul', deVIne 
mai 8implă (se Slmplifică),da,·ă sc<oatem a"eşti factori de sub semnul ra":cal. 
In efeduarea unei asU'" de opelaţii ne bazăm pe proprietăţile 1 '1 3 ale 

fu..tindilor. 

De uemplu: Vit V Fa 

u' II 1 

l'neori pst,- folositor sn lJItl'odu<'f'1Il factoi'i sub semnul radical. Peni u 
l'ff'duHrra, tlTlf'1 astff'l lip 0pf'I'atli ne baz{IlJl JH' aCf'lpuşi prnpriplA.ţ.i ffipnţ o­

n/lle mai gus. 

De exemplu· lYl6]/ 2 • lYv 16;- 2 = lY Voi. 2 ~ lYV2i = f!20 = V20 - ~ V:· 
2. lnmC/ll"eo radtr~lc1or. Proprietatea 1 a radicalilor ne dă legea de 

înmulţlrp a rari c:=\liIor de acelaşI (ll'din: 

Ira, . a. • o •. (1) 

Ca !-l.ă inmulţim radicali fie ordine difpritp, est.p neCl'!-l.ar !'ă-Î aducC'm la 

acplR~i ordin şi, apOI, ,>;·i inmulţim după formula (1). Fie, <l,' eWJllplu.lYa 

ŞI 1 b. Folosind proprietatea 5 a radicalilor l\4·rm: 

A lunci IY n Y'b 
'Imrh~ " 

V • 

ne I"zemplu.. I F3 V-i) 8/7;'; 11/ - 11/ 
V .:1 V al v 91 - V 3' . 91 _ VII. 34 _ f, ~ 

Ohservi'\m cA ~p. pOR I (> 

lo!' TI" I cpl mnl mic: multiplu 

112 

1111\ ("1 orllin comun (lI rtHhrali or V/"â 
COTnun Al '1uTHrre!or 11 ~i nt. 

ŞI , b, 



D , 11)111 ptlll m Iti I'U orlll I OIU'JI\ P nl li ru.:] 1" V'l ,1 ni 
, ' I 

.,'*' pf 1= 
Intll I • Il.U IIlIt plu lH1Jl Jldll mr.lur', 1; 

l' ~ ţ " " _ . 1 I ," 
. ,. Impdrltr~a radu'altlur Pl'UPI'Il'lltl'a 2 

ImpArtire ct I'cldiealilol' lIt' a,'t'la~i onlill. 

" • • b 

\tune El v, In ' 

\;; 2\ 
12 / ~ 

l \ 2 

Ca Sti. impi1Qilll mllic';-di dl' lll'dine Ihfl'l'ill-", ÎI rlllu<"i'1ll mat intii J 

il apoi il Imp'-ll' ţint dupii formula (2). 

6, -

" ,'\ ~ " • ~ ., • 

~ ., a ." - -V :! 

i,Cf' O,Ş: (JI' 

, 

't Uaţl mal' :area numitorilur. lnţel+>grtn ['in ritUl: aHzJl pa J'Ult JrI!or, 
q>pra-la .It' f'liluin.\I'l' (prin trans(offllar) E r-lIlicalill r tit' a ulllllrrut unei 
frlH'ţi1. \"fIIl1 lal'ir inJ an'a ('l prin câteva ,'az\ll'i s. w(' nil" pt' earp " \01 1 1'1'1 

Zt'[,l"t IJIiU J03. 

Sit precizăm mai ÎnlaÎ noţiunt>a dp, tJ.prt..sle CfmJ'l.~ntli. A~tfd. rxpn"'lP 

'H,H' ('OUţlllf' mlll/'ah SP TJlIlHP~ti' COIlJilUlllll UIII'I Idlf! {'\.pl"" ii 1 p 

I'tlI1I('ali, ihll 'U Pl'OdUSll1 H.I'e'tol' P,XprplSlI ~p pllalp "GI'IP fam radi('ali. 
1"1'1f> dO\l:\ ,,'\ !H"''i; 1 ~f' IIllTllf'SC conjn;.:ale. 

t"OllţlJlI> 

\lllll,"j 

tn I"HzlII'ilI' unn Hnarp. rH.ţion;tliz,tI'PI\ llullulondul fii' ['{'alÎzPi\Z;1 

il't l pliht'III"1'"\ fr~lI'ti{,1 ('II ('onjll~i\L\ tl!l'niloJ"Lllni n ,V~"l'a \"II~ 1 pllliP În 

dl'ld 1 1)1'1111"1\ fil'l'al'!' caz În part.I' {'ollju"al ~lp n lTIulOl"ullll 

P 1" 111 

I \umi/orul est" un fl/dtcal. In Rf l '!'t caz mlli, Hnt! fi" la numitor 
., . , , 

·.>1i11l1ll8 print" oll <-unpliflf'}\I"f', 

De I!Jl'rnpltt • 
~ ~VI ? 1/ ., .. ~ ... ·1t " r l' 

(Vi)' • • f' -:)i".-3 fi • :1 1 , 11 . , 

2' Xrumlnru{ esle d~ fi)rma; ~ a +Vb(a, bO), 

Observ:,m (Va +- ~ b)U'a V h) a b. 

,i VIi- Vb sunt conjugatp. Pentru a rationaIiza 
• 

numitorul 

fracţia tU f;onjugala numitorului. 

(V:I' II 2)' ----
(Va ,V2)(V3 - V2) 

• 

La +- L/h 
amplificăm 

Numdarul ts/e d, forma Va ±' ~r;; l: Ve (a, b. e > O). In Acest 

d. )a numilllr se eliminA succesiv, reduoAnd problema la oUlll 



2 - 112+116 
~/ .. r 1"/. ± lYăb + lYb' 4° Numitorul este de forma V a ± V b BaU va. 

Avem: 

(iYa" + ty"b)( tyiii - tyăb + tyi>i) = a + b ~i 

(iYa - LJli»(JYiii + tyăb + iYbi ) = a - b 

aceotea fiind perechi de expresii conjugate. 

V3 _ V3 (V5' + r5 . 3+ V3')~3·.!...-__ 
E:remplu: -n _ f;'~ - eri=- V3l (fIS' + r5 . 3 + r3i) 

ra· 5' + 1/3" 5 + 1/3' = 3 + /11.5 + r7~. 
= 5 - 3 2 

Cazul 4° se poate da mai general, astfel: 

5° Numitorul este de forma tya - ty b sau ty an- 1 + tr an-'b + ... 
+ ''/6n", . . . ~ . 

Avem (II' a - ty b) (ty an· 1 + ty an· 'b + ... + trbn-l) = a - b 
acestea fiind deci expresii conjugate. 

6° Numitorul este de forma tyli + tyb sau ty on-l _ lYtinc'b ...... 

... - !yabn':; + tybn-t, unde n = 2k + 1, este impar. A\'em: 

(tya' + P' b )(ty a"-1 - ty an-'b + ... - tyabn--, + !ybn-i) = a + b.(n = 2k + 1) 
acestea fiind deci conjugate. 

2.5. Ecuaţii iraţionale 

1. Se numesc ecuaţii iraţionale, ecuaţiile care conţin necunoscuta sub 
,emnul radical. A~a, de exemplu, ecuaţiile 

11 ~ 

V.,-':2 = 5 + V;I'; V.r = 1 _ 2.r; 

17'4--% - \Y .. +'10 + 5 . 
,X, ,.a. 



• •• 

• 

~intiJll. ~.A r~~licalii ue ordin par sunt uefiniţl nUlIlai ppnhu nwnere nenega. 
tlve, a"e~tta funt! tie asemenea nwnere nenegath·e. Si con.itlel"ihn de exam 
plu, ecuaţiile iraţionale: ' 

l' V.r - 3 + V 2 - x = 3. Cum ratlicalii tie ordinul doi sunt definiţi 
num~1 pentru nume,:" nenegative, rezultă că soluţiile ecuuţiei trebUIe sa 
venite" SIStemul de mecuaţii: 

x - 3 .. O; 2 - x .. O. (1) 

De aici rezultă: x .. 3 şi x " 2 şi deci sistemul (1) evident nu are solu­
Iii. Aşadar, ecuaţia dată nu are soluţii reale. 

2' VX + V 3 - x = -5. Cum VX şi V 3 - x sunt nenegative, avem 
VJi + V 3 - x .. O pentru x real. Insă -5 < O şi deci ecuaţia nu are 
soluţii reale. 

Observaţie. Cele două exemple precedente ne aratii că €sle necesar ca Inainle de a 
trece la găsirea, prin diferite metode, a soluţiilor unei ecuaţii iraţionale, să ne asigurăm 
dar.ă astfel de soluţii pot să existe. 

2. Metode de rezolvare a ecuaţiilor iraţionale. Calea obişnuită de rezolvare 
a ecuaţiilor iraţionale constă In eliminarea radicalilor, prin diferite transfor· 
mări, reducAn.du-le astfel la ecuaţii deja studiate \de exemplu, de rradullntAi 
sau al doilea). Mai jos prezentăm câte,·a exemple de ecuaţii iraţionale a căror 
rezolvare se poate efectua prin ridicarea la putere sau Inmulţire cu expresii 
conjugate. 

Exemplul 1. Să se rezolve ecuaţia: 

, • - V2 :;:. (2) 

Pentru ca radicalul să existe trebuie ca 2 - x ~ O, de unde x " 2. Orei soluţiilf' 
ecuaţiei trebuie să verifice această inegalitate. Ridicăm acum ambii membri ai ecuaţiei 
la pătrat şi obţinem: x· = 2 - x sau x· + x - 2 ... O. de unde Xl = -2 şi x. = 1. 

Cu toate că :&115; 2 şi :&1 :Ei; 2, nu putem ttage Inc' concluzia cA. acestea sunt rădăcini 
ale ecualiei (2). 

Aceasta pentru că la acelaşi rezultat am fi ajuns (prin ridicare la pătrat, membru 

cu membru) chiar dacă am Ci considerat ecuaţia iraţională x .... - V2 - x, care evident . 
este diferită de ecuaţia dată (2). Deci printre rădăcinile ecuaţiei obţinute prin ridicare la 

pAtrat (membru cu membru) a ecuaţiei (2) se găsesc şi rădăcinile cruaţici X = - V2 - x, 
care pot sâ nu fie rădăcini ale ecuaţiei (2). De aceea, trebuie să verHicăm dacă, !ntr·ade­
vAr, :&'1- - 2 şi XI = 1 sunt râdăcini ale ecuaţiei iraţionale dale. Pentt-u:& =. -2, mem-

brul8tAng al ecuaţiei (2) are valoarea -2, iar cel drept vr = 2. Cum -2 -F 2, ,"",uItA 
cA -2 nu este rădăcinâ a ecuaţiei (2). Pentru x = 1, ambii membri ai ecuaţiei (2) iau 
'f8.loarea 1. Deci 1 este rădăcină a ecuaţiei iraţionale date. 

Eztmplul 2. Să se rezolve ecuaţia: 

v. - 5 + VI0-. = 3. (3) 

Din condiţiile d" existenţă a radicalilor rezultă ('11 soluţiile ecunţieÎ verificA inep.li· 

IlIAII fi .. " .. 10. Prin ridir,are la pAtrat •• obţine: 

,,_ 5 + 2 V(" - 5) (10 - %) + 10 - % ~ 9, sau 

2V(% - 5) (10 - %) -~, 18.U V(z - 5) (10·- %) - 2. 

ni 

• 



prmtr.o noul!. rldifare la plUrat ae ob\ino: 

(z - ~ l (JO r z) _ • IllU ~. I~x ~o 4 &8U r' - tOr -t 5~ _ G 

\1 '('.1511\ cuaţi" prt' r:ld:kiul!lt : ;fl (' • .T", 9, dt'd '''prlnat> Inlre :. '1 to 
ficureu oratA l'll utA t 6 l'At tii ti !lunt rAdAcwi ilie erua\ici date 

F mpll/l 3. HA a(' rt'iwlvt· (,t'uH\in' 

V I ~ 7 t V xl'. (. 

Din {'olldiţ i iJto. dl' t'xi~tl · n\li. u radicalilor rI'zulta ;c ;;' 1 
Sol rl'zolvc1m această t' cuaţil' prin tnmulţir('u anthil<Jr mf'lIIbri (,'U tXPT(118 ronJugall 

a membrului stâng, adică cuVr +- 7 - Vx " 1 AISU(,lob\intm. 

(V" t 7 + V x - 1) (v;: ~ 7 - Vx 1) - , (V x f 7 - Vr -
(x ~ l ) -(x - 1) ,(Vx+7- Vx-1). 

De a ici, avem Vr t 7 Vx - ., = 2. 

1 , . de ullde 

• I .', 

Adunând membru cu membru ecua ţiile (1) şi (5) se obţine 2 V " + 7 - 6, d. unde 
.x + '; 9, adică x :. 2. Prin vl'ri ritart', se ob ţi n e r-ă 2 es le o rAd:1 tinl1 a f'CUe.ţJCI dale 

Obser,·a!ie. Prin metodele dl' rezolvare a rtuaţi il or iraţ ion a l e, indir-1I 1p In exempleI/:' 
dl' mai sus, nu se pot pierdt' rădăcini ale ee·uoţiei iraţionale da te. Dimpotrl\'l1 , ecua\Jd 
(ftlr" radi,· ·li) la ("are SI' ajungi' prin transformări ak ('c'ua\il:i i ra ţi o na l e da te, poa te avea 
~I alte rud:kini. De ac'~t'a rl'ntarcăm rlin nClU nec<"sitaka d!' a vI'riri eH 11 3(:11. r .1d.1emi1(' 
~cuaţi('i obţinute (prin transri1rmâri l sunt rădărini ale ecualiei i ra ţ io n :l. l e d atE" lin (Hma 

iniţială .. \t"eastă etapa. răcând parte din tnsAşi rezolvil rea ecU.1lii lor i raţion ;J. l e 

2.6 Puteri cu exponent raţional 

In a("l'·l paragraf vom pl'ezrnt.a o pxtinuere a noţiunii de puteN"', ; arc 
cuprinde in particular, atât noţiunea de putere cu expon~nt Intreg, cât şi cea 
ue radical. 

1. Plllen cu e:rponf'nt raţional po:.Ltiv 

De! in iti e. Fie a ;. O un număr real nenegatte şi ~ un numii" ra[wnal 

paziti"_ atunci definim 

m 

a 71. _ rY~m 

(citim a la puterea ~) . 

. Observăm că In această definiţie intervin 
defmesc numărul raţiona! dat. 

" 

( I} 

nwnrl'ele nat urale m c:.i n ca.re > 

Cum numărul raţiona! ~ > O este 
n ega!, de exemp!u, cu numitru! raţio· 

J..-m 
nil!' , )1l'ntru k număr natura! ! 

.. AII nOn\l \ ~r puno in mod firc~c prt'lhlt,'ma de a 
nrutn ca n(,f'fI~tă definiţie {'ste con'dA . , . 
ZI nh-mţ.iJoJ". 1 nchd\ n u dt'pmd" tip f\lf'~f'(';a l'('PI'\"· 
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. I 

" \ 

1.\ 

I} 

, 

'oi 

" 
11/ ' 

I atun(~i a" 
oI' 

Cu ... It~ cuvinte, trebu ie arătat ca tlacll 'oi 

Intr·a,tlt'v r , an lm m - m' dacă 'il IlUJlUu dacă mn' m'u. 
It , • 

• \tuJlt.: i rolo~ inu pl'opl'ldaleo. 5 a radit'ulilol', avem 
m' 

a II' - 'V" u"''''' ' 11'11/' I/Im 
V n a " ' 

Obţ In, 'm as tfel noţiunea de pulere Cu exponenl raţional po:;l;v, 

De ex emplu: , 
9/19 9v'3 8

3 
- VS'= Vi' ~ 4 

, ' 
, 

u 

Din noţiunea. de put ere cu exponent raţional pozitiv, partieulanzat 1 la 

nWllprcle na turale n, respectiv la numerele raţ.ionale pozitive _1 • se obtin!' 
oi ' 

noţiunea de putere cu ex ponent natural, respectiv noţiunea de radical, l)Pnlru 
numprrle pozitive. 

Obsenalie. Cerinţa a:;::' O, d in dr f i n iţie, t'blc I'stnţiiJlă dl'Uilrt'tt> in caz 'ontrdr, 
I 

formula ( t) ar putt'a 81\ nu aibă sPnso De t'xemplu, (2) 4 după formula (1) ar tr· hni s;'\ 
fi t' radi(Oal de ordinul 4 din 2, care nu an' seu!). 

Propriellili ale pUlerilor cu exponenl raţwnal poziltv 

I I ă ă m ", p n ce e ce urmeaz presupunem C - .1 -
.. g 

sunt numere raţionale pozi-

l i vr . .\tunei : 
m m .. p m • p 

11) an , a' an , (a " O); 
-

3' (:f an 
(a " O, b > O); m 

... m m - bn 

2 (a h)" an . b n (a, b " O); ( :r m p 
• 

4' a q ~ a n , (a " O); 
• m 

m 

&) Dacă 
m p , atunci ,," a" > - -
n q p 

p -
• (o > O) , 

a ' 

Aeeste proprietăţi se demonstrează uşor foloslUd proprietăţile radica­
lilor, SA demonstrăm prima proprietate, Avem 

'" p nlq + np 

4" • a" _"": li""°am V 'aP = nVamqnq(anp ~. "'Vamq t np _e=.. a 1\11 

ofl! + l!.. 
~- a" QO 

La.am ca exerciţiu, verificarea celorlalte proprietăţi. 

....,.,ie. Proprh tatra J~ r,slr ud! v~rltlA şi pfntrtl ,In numAr finit dr rlldrri. ndh:'\: 

m, 11'1, 
t t 000 "1 " • • 

Il' 



I , 

1 .6 
5 ." 

I , 

" 5 6 LI 5 I 

6 8 6 71 
~ f 7 I T _ ar; (a > O). 

P~ntru a ". 0, 81Il 

a U - a O' 
a' '" 1. Ex pre5ip i convenit să punem 

nu I ,e dA 

niei un sens. _ A a cum am dr·finil puterea cu 
. t ţional negaM. Ş 

2. Puteri cu exponen ra d f' 'm"1 puterea cu e:rponent raţ"1141 
t · ( . § 1 3) e I/ll y exponent Intreg nega IV vezI ., 

negativ. I -t' A' 
.i !!!:. un număr raţIOna pUZI IV. .unel Fie a > 0, un număr real pozitiv Y n 

prin definiţie, 
., 

- t n a ~ • 
m 

n 
a 

D. exemplu: 

2 , 
t - , t - -- t t 2i 6 3 

~ 8 ~ ~- , 
2 W 4 

, 
--

27 S 8
3 

t t t t 
~ .... - - s=: _ ~ • 

V2î' V 3" V 3' 9 V 3 

Acum ştim ce înseamnă puterea cu exponent raţional oarzeare a oricârul 
număr real pozitiv. Puterile cu exponent raţional oarecare au următoarele 
proprietăţi de bază: 

m 1'_ m +p 
1) an. a' = an, (a > O); 

(.,)" m 
p 

• - . 
4) an q = an • (a >O)i 

m m '" m -- m • an -
5) n • (a > O). =a • -

2) (ah) n = an. h" (a, b > O); 

m m 

a • 
3) (fr=~(a, b>O); 

b n 
, 

Am demonstrat In paragralul preoedent aceste proprietăţi pentru eazu~ 
exponenţilor raţionali pozitivi. Ele se pot demonstra şi pentru exponen\1 
raţionali oarecare. 

'" Să demonstrăm, de exemplu, proprietatea 1). Fie pentru acea,ta n 

şi P numere raţionale. Cazul In Care ambele numere sunt pozitive a I",t dat q 

In paragralul precedent. RămAn atunci de considerat urmiH<la ... 'lo cazuri: 
1

0 
ambii exponenţi 8unt n~gativi; 

2° unul dlnlre exponenţi CRte neRa.tiv, iar (w)Ala1t. pnliti,~; 
3° Cf'1 puţin unul dintre ('xpon('nţ.i E-Rlp. '-{'ro. 
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u 

o 

• -• 

SI le anali.ăm pe rAnd: 

l' DacR "', p O, 
• q 

t· II' P 
Il unci -, > 00 După defini\i" ŞI aplicAud 

.. q 
pr(lprietatea analoagă a puterilor cu expOIH'ut raţIOnal pozitiv, aV('fIl 

,n • 1 1 '" + p an 
o a • 1 1 

o - an • -m p m 
+ ( ~ ) l ,,~ i - -%-) -- -.. • .. a a .. 

a a 

2' In cazul al doilea fie, de exemplu, : > O şi ~ < O (adioă - ~ __ O) o 
, 

Să presupunem mai IntAi că ~ > - 1'.. o Atunci, după definiţie şi proprie· 
• q 

tatea 5° a puterilor cu exponent pozitiv, avem : 
o 

m p m .. , 
'" -( /' ) 1'1 P - - - - + -.. '/ » I a .. .. '/ » 

a o a - a • a 
, 

- = a o 
/' / ' -- - -

a 
, r 

Dacă 
.. p atunci -< -- , 
• q 

In • m - - 1 1 1 an o a' = an o - o o 
p m p 
q n • a a a -

Dar -!!.. > ~ = - (-~) şi după situaţia precedentă, avem: 
q n n 

1 1 --
m • m p -- -- ----n q n q 

a o. • 

In BfAr,it, dacă ~ = - !'.. adică 

!"+.E.. 
=lc::ao=a n 

q. 

• q 

1 
~+E... 

= an Il -- " 

a 
-l~+%) 

ni 
m JI n-

~ + J!.. = O, 
• q 

- -
atunci an. a q = -=a,-_ = 

• --q 
a 

3' Daloli unul sau ambii e.<ponen\iBunt zero proprietatea este evidentă 
(avem In vedere că a' = 1)0 

LAsăm ca exerciţiu demonstrarea celorlalte proprietăţi. 

06.rvlJ,i~. Dflf:11. tn I'azul putrrilor ru rxponrnl rAţionfll pozitiv am putul vorbi dt's. 

proprietatea 5, doar p('nlrll _'!'-_?.1! • tn RCf'5t paragraf (dupi'\. re am definit pult'rilt. 
n q 

....... t ,.ţional negativ) ea se poalt· demonstra şi 

-,IM, 

ro pf'nlrll -
• 

.. P (rind" > O), 
f 

I I 

vt" 



lllplJlr . , ,'JIU" rc1 "md 

" • 

m 
lllJl,t d,tt UII 11\.1111 ,[" ri:lţltJn I 

" 

f 1" 
n,Jluil1 (Uiti 

I III' 'I' flxl 
:lfl4 '1l as, Il J;'\to..t 

{v:; 1 ,'ezu 11'1. 4'1 flllWlll1 VH tt',.~: 

" \ .. , alt' f llll'tll'i pul, r't' \sUd 

lIf' It 

.. 11\') !It l'~lt. pUl ti\", allllH'i (11111'1la {!'sll' sin. t 'r sdl.L (IrI' .. 
.. 

ci h'lt t I {("lf' III\" .sahJlă ill"'lTSil.sa fiind 

g 10,0,;) -+ IU, X»), sl·r 

S:) d\ nons' lm Col), F H" x· .1'1 E 

,,' 
" :r. 

dt> rIlOlI1,Iollll' '''n4·t Ilor ldil [tI 0,;, J\I 

u. x) ('U XI < x, Folosind prollrie'lt"a ~nd tJ 

.~ 1i"111 < !Il ('l'\ Vrl ~. dt~ untk (;tIJ," 

("/ ,,) .. v~ di4~flxl) fx 
• 

\ J.ll<,g SI iem~ nstrc~zc1 b 

ltât1mln fâr:;,it proprietate:1 (' I )a~.l .1' t; (O, 0:' "Iund glflx) 

YI 
• 

II 

, 

J 
F.g V· 

laf da('1 y ~ (Il, :-=), atunci {(g(yP 

I)t'('1 g o { :-;;; {o I? sunl t'Kal" t'U fmH'tla ldt'nt d, " a IIIi 
{O, ,~ \şildar, f l'Stp iUYl'rbabilă, g fiind illVt'lIi3 $3 

"ili IllUlt, fiind inwrsabilă, fllllrţlu put('rt' U 

t'''\l'onf'nt rational ('sit' bljpdÎ\'ă {n7.1 { 3.7 din 

ap II tn figura \' , am ft'prl'7.t'nl1t grafîcu! '~n( 
t - -

I·e'f:·l. 
, 

+ '1 ",' {'xl 
2 

(rOllslr1lil • r pr n , 
,~un('te"l, (" J inie intferupta m rqlr{'V'n, t graf 
' • .m • ('1 In\' S 8 ' (0, 00) -. (0, 00) C' 'e -. • 

EXERC ŢII 

1 , , s 6·' •• ă radica' i 

- -
bJ vt. , 1) r) V 12x' - ·1, + .!III I ) II , - ~ 

~ <II 1 ( " 1 " r 
2. , , .. !'fI 11'1,1' "II ma 

VV -:l ):r + VI" r " 
'1. 1 nn Ir 1<15('<' gr fklll fundH'i ( : n --+ H. 

i/'; fi, 2 • + VI, -\. 
1. • , ~ \ fl!orl!(' 1 I i X, l' Il ru Irr simt d"fiul!e " rf'slIle: 

-1 I ~' , • 1>1 f ,T I V, -, 
" f( ~ 3r1 

1 '1, - , 
I 1, 

, . , 
r >X .. ) fi." 1 ~ • • 
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1\ 

V 
I 1 

sa 

cu 

,1) Y I 'JI ~~ O) ~ ;11:11 :.!5:.!' 1") V(2!,:.l,~)' ('.h,l/I 

d. ~l ~ll illlll'iLfltO t·'prt:>iih,. 

l' (1 , r.)" v d • 

:l~ti 

tu (,r­
~/ v 3 

il) ~ '[(r IJ 1" + I)J' ; b) rlJ' X ~ 1)' 

ţ/(V 1 t)'; 

4)',ţ/(1 

~. F.\r:\ <1 I'alcllia ffH.lil'alii, să se gil.st'ilbdi rart' dinlrt\ JlUrnt'rt'll· urmlHoarl' (stc' lUai mari' 

,1 :.!V:I S<lU aV2 bJ 5t1; sali l:lt!3 el 3V,. SitU 'IVi. 

U s,'i :se simplirin' \'xprt'Siill': 
-

" ~ 
-- - .) + V2 V ~ /l62~ 4/18, al b l V 2 -< 

2 V2 
2 V2 

• 

2 V2' 
-

-

d " Iva I 
• 

u I a 1 

10 :::iit St' calculeze 

ai VSO -,V 8 ~ V 2 + V128 ; b) /12 /li50 /16'6 /116; 
• (2 V 3 - 3 V 2 + V 6) . (V 6 - V 2 - 2 V 31. 

d) (V~ 3V2 + VlIl)' (/2 + Vi,ti + 3VO,4 ). 
11. ::;i~ SI' ril,\ionalizeze numilorii rra("ţiilor: 

1 - V2 I 12 d) • • • -- _. - - , 
15 

• , b) c) ,,) , , 
1 V2 /125 - /124 3 t V2 Vil /13 + /Il 

31 I I 
,h) VVa-Vb 

; 1) g, ., - --
~I 5 

-- - , 
2 t V2 - V 6 + )/ 2 2 - V 2 + 1/'3 - V 6 VVaTVb 

II. :Să st' ~implifief' expresiile: 

i) 3V'"ă + 
a 

2 t -
6 a7 aa' 

a va - .V-;; - V-;; (a> O); 

3 3 - - • 
z-y 

li~ V- -V~ z- y 

~2 _ y2 
_ -- (x> 0, 

z-y 
y> O, x.,. V)· 

• NlOlve eeuallile: 

_ S; b) V z - 8 - z - 8; el V", - 'i + I - V~ +V '" + 1; 

• .,. V. , 

• 



.-::-:-_' _ - ,1 8 '/~+8_2-viO; 
h) LI. + ~ + Va - ~ - Via; II v # - - v 

i) VI T .... _ z ... ,11 _ az; kl r z ... 4~ - r z - 16 - 1; 

1, V. _ 1 + Vz :1 + V • _ 8 !- 1 - O; m) z + V6 ... ·-V"";'=, - o. 

t t. ~a. le construiascA graficele funcţiilor 
b) I It It I,(z) - r % - '2; 

"1I,:ll,oo/-+R, '.(.1 Vz - l; ,,-+, 

r) I,:R-+R, l(z) - rx- 2. 

16. SA se aşeze 1n ordine crescAloare nurnttrale: 

2 • 

al (~)-" (~)" 
, ' 16 ' 

(9)-0,1 
b) - ; 

4 

e) I ;V2; V3; VT 

16. tiA se demonstreze identităţile (formulele radicalilor compuşi): 

a +Va'- b 
2 + 

a-V.'-b . -
2 

• 

• -V.'- b 
2 ' 

• + Va' - b -
2 

unde a, b şi aS - b i:I!lnl numere reale nenegative. 

17. Folosind formulele radicalilor compuşi sl se transforme expresiile: 

a)V5+2V6; b) V6-V20; c)V'10-2 V2I; d)V9-V45; 

o) V x - V z' - y;. 

18. ':':>â se demonstreze că, pentru 1 <: x .;;; 2, 

V z -t 2 V z - 1 + V z - 2 V z - 1 = 2. 

19, Nt Sl' 

29, Să se 

• 

I -V. '/f"Y ..:akulclt." x - • - . 

IV-y" ti Xy-l 

('ah:uleze: 

( 1 1) • 
;. + y2 (r' + r') 

21/3 .. . 

9 

I 
3 

• , 

I -3 
, 

3 - -
• 8 

• --
y 3 

• , 
-3 

, pt:'otru 

, 

.r =- .'1. y = 20 . 

, 

21. :-;i\ ISI' aratI' n'L pf'ntru ori,· a ,,> O, b > O (' O' V'-
t .. ŞI abc.> 2, UN': lor identitatea 

a 1 - , V. 122 • 
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CAPITOLUL VI 

NUMERE COMPLEXE 

Prin introducerea numerelor reale se pot exprima rezultatele oricăror 
măsurători, dar problema soluţiilor ecuaţiilor de orice tip, cu coeficienţi 
reali, nu este rezolvată. Ecuaţii simple ca x' + 1 = 0, x' + x + 1 = ° nu 
au soluţii In mulţimea R a numerelor reale. De aceea, se pune in mod necesar 
problema extinderii in continuare a noţiunii de număr. Această extindere 
conduce la noţiunea de număr complex. Vom arăta la sfârşitul acestui capi­
tol că mulţimea numerelor complexe este suficient de largă, incAt orice ecuaţie 
de gradul al doilea cu coeficienţi reali să aibă soluţii in această mulţime . 

Numerele complexe nu reprezintă rezultatul unor măsurători şi de aceea. 
teoria numerelor complexe are un caracter mai abstract, mai formal decât 
leoria nume"elor reale. Remarcăm că in pofida acestui grad de abstractizare 
e. nOţiunilol', tf'oria nUDlerelor complrxe, prin implicaţiile sale, are multiple 
aplicaţii p"actice (de exemplu, in: mecanică, electrotehnică, fizică atomică 

ş.a.). 

§1. MULŢIMEA NUMERELOR COMPLEXE 

11_ Definirea numerelor complexe 

Prezentăm acum construcţia mulţimii numerelor complexe, plecând de 
la mulţimea R a numerelor reale. 

Fie produsul cartezian 

R X R= {(a, b) la, b ER}, 

adică mulţimeA perel'hilor ordonate de numere ieale. . ' 
Precizlim cl\, d01lli pcr!'rhi (li, b) şi (a', b') sunt egale darii ŞI numaI dacii 

• a' ,i b _ b'. A.tI!'1 pglllitHtl'H (a, b) (a', b') I',tl' erhiYRlentă cu douA 

tpIităţi de numeri' fI'ale: li . a' şi b· b'.... . 
Definim pe mulţirnea R X R dOIlA operAţu AIgehmr: adunarea '1 11III\I&l-
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Da A ; ... (a, b) " .. 
(a', b') aparţin mulluml R x R, atu"tI 

.: + :' (u + a', b + b'). (t) 

EI.mentul (a t- a', b ~ h') •• IIUI\\I·,t" $Ul/la (h"l," : ,,:' ,ar operaţia pnn 
"uNI oricAror elemente: şi z' din 1I\IIIIul\ea It ;( It "O a oClazA 6uma lor. se 

lIumeşte adunare, 
De asemenea, dehnim: 

zz' '"- (aa' hh' , ah' + a'b), (2) 

Elementul (aa' _ hh', ah' + a'b) se numeşte produsul dintr/' ; şi z' ,ar IIp'' 
raţia prin care oricăror elemente Z Şl :' din mulţimea R x R M' IiBOl'ioză pr(J· 

oll"ul lor, se numeşte lnmu/ţLre, 

De exemplu,' 
(2, -1) + (-3, 1) = (2 - 3, -1 -\- 1) ~ ( 1, 0), 

(2, -1) (-3,1) = (2· (-3) - ( 1)' 1,2·1 + ( -1) (-3)) = (-6 + 1,2 + 3) 

= (-5, 5). 

D efi n i ţie. Fiecare element al mulţimii R ;< R, pe eare sunt definite eele 
. douA operaţii precedente (1) şi (2), se numeşte număr CDmp/ex. 

Se notează cu C mulţtmea nUffl('relor complexe. 

Fie submulţimea lUi C: 

R' . ((a, O) 10 E: R}. 

Func\ia de la R la R' definilă prin 

a ~ (o, O) 

psle evidf>nl o funcţie bijectivă d(' la mulţimf'<l R a numrl'elor rt~alp in sub· 
mulţimea R' a lui C. 

Mai mult, oper~ţiIle de adunarp şi tnmulţire fi JlUJnprelor complexe care 
aparţlO mulţlmll R se transcriu astfel: 

(o, O) (a', O) (a a', O); 

(o, O)(a', O) (aa', O). 

Aceste relaţii arată că adunarea şi lnmul\'r R' 
fllJ,(uli ca adunarea 9.i lnm W .) (lR PP se fac dupĂ. a(,{,lr8~1 

.. y U vlrea nll.lIl.errlor rf>a!p. D' ,. ' -
("\ RI are ac~leaşi proprietA" '1 . 10 aCl;'st motn 1't,t.ultA 

• . Vi an Inf'LlCfl ell mulţ R 
.\r,pst fapt permite să idrmL' fi " ~ . IflH'H a nUIlH'n'lnr reah' 

1 • 1 cam numnrul C'Olnll]p\ ( O) I I 
a. PractiC:

1 
această idf'ntificare I'pvi • I . .' a, ru 1l1lmAru rea 

, . Of Il a tnlo{'Ul III . I 1 O) 
,;\1 numărul real a ŞI mvers. nllnt'U C(lmp \ \. (o. 

A,adar punem (a, O) = a. t n p l I 
sunt nllnH'rpl~ rf'Alf'; O ~l t, Ar 11'\1 ar. nUf1\Pft')e (lomplel' (O, O) '1 (itO) 
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1 2. Propr leU\"e adunlrlI numerelor complexe 

1 \ dunarf!8. €'lSle comutatiJld l adică OI'icare ar fi z ~i z' din (\ aVPHl 
, 

z + z' = z' + z_ 

tntr-lldl'văr. dacA z - (a, b) şi.i' _ (a', b'), alund avem z + z' _ (a, b) +- (a', 1/1 _ 
(a 1- a', b + b'). Analog avem z' + z _ (a' + a, b' + b), Cum fnsă adunarta 

nunll'rt'lor rea le este comulativă avem a + a' _ a' + a şi b + b' ..;;. b' t b. Of'(;i 
(a + a', b + b') = (a' + a, b' + b), ·adică z + z' =- z' + z. 

2~ Adunarea este asociati(Jă, adică Oncare ar fi ZI z' şi z· din CI avem 

(z + z') + z' = z + (z' + z'). 

tntr-adev~r, dacă z = (a, b), z' = (a', b') şi z· = (a", b"), atunci avem (z + z') f-­

t " - [(a, b) + (a', b')] + (a', b') = (a + a', b .. b') + (a', b') = (Ia +a') + a', 
Ib t b') t b'). Analog avem z + 1" + z') = la + la' .. a'), b + (b' + b')). Cum Insă 
adunarea numerelor reale este asociativ~ avem (a + a') + a" = a + (a' + a") şi 
Ib b') +- b' b + (b' + b'). Deci I'"j- ,') +,' = , ~ 1,' .. ,'). 

3° Element neutru. Numărul complex O (O, O) este element neutru 
pentru adunare adică oricare ar fi z dm C avem 

O -+ z 
, 

• •• 

J n tr -adevăr. dacă z = (a, b), atllnrl cum O ('stt' clt-mpnt neutru pentru adu. 
nart'a numerelor reale, avem 

, + O = la, b) , (U, O) la + O, b t O) {a,b)_z. 

Dar după proprietalea 1°, avem de asemenea O + .1 _ z. 

4° Orice număr complex are un opus, adică oricare ar fi z din C ex i stă 
un număr complex, notat cu -z, astfel Incât 

z + (-z) = (-z) + z = O. 

1ntr -adevăr , darA z = {a, bl, atunci -.1 = (-a, -bl, deoarece 

, 1- ( .,) = (a , b) + (- a, -b) = {a t ( a), b + I -b)) = (O, O) = O . 
• Conform proprietăţii 1° avem, de asemenea, (··z) + z = O. , 

Oe exemplu 

dac;1 z. (2 , 3), atunci - ZI = ( - 2, - 3), 
dRf:J1 z. _ ( 1, 1), atund - z. := (1 , - 1) _ 

. ' 
Ob.,r"a,,~ _ VadI.1 şi .I ' ~lInt numere complexe. suma .I .f- (-a') se noteslil, simplu 

prin, - .1' "i IA numeşte dift'!nn,a dintrE' Z şi .1' . Oppraţia prin care orietlror douA numt'rfI 
tomp1he .1 ,1 z' M aaor.iAz:l difrrf'nţa lor 8(' num~'ştr ,riId~rl' . 

Ds(;."l I (a , b) ,i .1' _ (a ', b'), fltunl'i avrrn formula. 

De 
(2, 

, " - (a - a', b - b'), 

t%tmlllu, dacA J - (2. - 6) ,1 s' _ (-3, II. Alun(" 

~I + l {-3, II} - (2. -~l + I~, -II e {5, -6" 

• 

(~l 

12~ 

, 



1 3. Proprletl\lIe Inmul\lrli numerelor complexe 

1 lnmulţirca este comutativd. adică Ol'lCarO 
ar fi z 

, ' zz =- zz. 
, , \ ' , ( b) (a' b' (' w 

tnlr-adl'v<1r. dată z _ (a, b) şi z' _ (a • b 1, n unCI n _ a, • aa - -. 
ab' +- a'b). Analo~ QVl'ffi z'z = (a'a - t/b, a'b + ab') . Cum aduflurea OI tnmulţirea 

, , , bb' a'a l/b ai al/ t .'b 
Jlumt' rdor reale sunloptraţii comulallv(', QVl'rn aa - ;;;::; - " ~ 
_ a'b -+- ab' , 
Deci zz' -= z' z, 

2°, Inmulţirea este asociativă, adică oricare ar fi z, z' şi z· din CI avem 

( ") " - (.,,") z ... z _z ... .... 

Intr-a devăr , dacă z =- (a, b). z' ~ (a', b') şi z" - (a*, b" ). atunci ~ ZZ;'J r: - Hu' -
bb', ab' -r a' blJ (a", V) ~ ((aa' - bb')a" - (ab' + a'b)b', (",,' - bb' lb' + ."(ab' t 
a'b)) = (aa'a"!' _ M'a' _ ab'b" - a'bb', aa'b" - bb' b" + a"ah' + a'a'b ). Analog. 

avem z{z'z') = (aa'a' _ ab'b" - ba'b' - ba*b' , aa'blll + aa'b' + a'a'b b'b"bJ • 
Având in vedere com utath"itatea adunării ş i tnmulţirii numer elor reale, rdulta. cA 
expresiile lui IU)i" şi z'.' :'z"') sunt acel eaşi; deci (zz')%'" == ziz'z"' J. 

3' Element neutru, Xumărul eomplex 1 = (1, O) 
pC' ntru i nmulţire, adică oricare ar fi z din C avem 

z·1 . 1 · z - z. 

este element neutru 

• 

tnlr-adl'v<1r, da('ă z 
numl'rl'lo r reale, aV('ffi 

(a, b) alund ('um 1 este element neutru pentru InmulţÎ.l'l"a 

,.\ - (a , b) (\ , O) 

După propri<'lall'a 1° avem, de ctS('ffi('Jlt>a. I . z 

(a, b) 

. " 
~ . . , 

4 Orice număr complex diferit de O are un invers. adici\ oricare ar fi 
.: F O există un număr complex, notat cu z- J, astfel incât 

Fi., ~ (a b) diferit de (O O) ad' 'il 1 \' 
mnulă, altfel ~pus , a~ -+ b2 -=F' O ' Da~ ('.e pu In lina din componentel€' a sau b E:ste 
(a, b) (x, y) = (1, O), atunf! · (x, y) E'sle un număr t'ompl€' x asUd loc-At 

De ajd rt'zultă: 
(ax by , bx t ay) _ (1, O), 

HI'1.o1vind sislj'mul , St' obtint': 

ax -by 1, 

b;J.· + ay _ o. 

n 

a' ~ b" 
1>lIpA proprif· tlltt·a I H\'t' Il"L dfl nR(' m t' IU'H , , 

(x, y ) (n, /,) - (1, O), 
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,-1 _ (al L~. ba J -;,.; b b' ). 

CJlm.l"i;aţia 1, rn loc de r 1 (.1" O), se folost.',te uneuri notaţIa. 1. DacA J' _ (a', ',') , 
, 

81ttl un alt număr complex, atunci .1'.1- 1 se notează fncA prin ~ 'Ii 86 numeşte rdtuJ Im­, 
ptlr/lrii lui l' Itl .: (, ." O). 

I 

" CJ.tul - este definit de formula: , 
• 

Exemple : 

.:: = (aa' + bb' , 
z al + b' 

06' - a'b) 
al + b' • 

1) dacii, = (2, -1) atuncir' = ~ - (4: 1 '4 ~ 1) = (~, +). 
2) dacii, = (2, -1) şi ,'= (1, - 1), atunri 

,'r' =.:: =(2'1 + (-1)'(-1), 2'(-1) -1'(- 1)) = 
, 4 + 1 4+1 

=(2 ; 1, -\+ I)_(~, ~l 

(4) 

5°. Inmulţirea este distributiod fald de adunare, adică oricare ar fi z, z' şi 
z" din C, au Joc relaţiile: 

z(z' + z") - zz' + zz" 

( + ')' . + ,. z zz =z.: ZZ. 

tntr.adevAr, dacă z = (a, 6), z' = (a', b') şi z" = (a", bUl, atunci :1(.1' + %")=(4, b) . 
• [(a', b') + (a", b"n = (a, b) (a' + a", b' + b") = (a(a' + a") - b(b' + b"), alb' +b") + 
+ (a' + a")6) = (aa' + 08" - bb' - bO", ab' + ah" + a'b + 4"6). Pe de altă part~ 
avem u' + nU = (a, b) (a', b') + (a, b) (a", bUl = (oa' - U ', ah' + a'b) + (oa" _ bb", 
ah" + 4"6) - (oa' - bb' + aa" - un, ah' + a'b + ah" + 4"b). A"ând tn vedere comu­
tativitatea adunArii numerelor reale,rezultă că expresiile lui .1(:' +-li") şi .1.1; + u" 

I Sunt aceleaşi; deci ';(.1' -tr .1") = .;z' + .u". 
Analog, se demonstrează cea de a doua relaţie pe care o lAsAm ca exerciţiu. 

Ob"'''''Ji4 2. SA ob.ervim cii numilrul complex (O, 1) are proprietatea (O, 1) (O, 1) _ 
(-1, O) _ -1. Rezulti deci cii (0,1) este o rAdicinil a rcuaţiei x' + 1 _ O. ~dar, 

ar.eutA ef."uaţie are Miu ţii In mulţimea numerelor complexe, coea ce nu era posibil tn mul 
ţJmea numerelor reale. 

§2. FORMA ALGEBRICĂ A NUMERELOR COMPLEXE 

2.1, Notaţia % - (a, b), IntroduSI' pontm numeN'le complexe, nu este 
prea comodA In calculele CII numere compIAx •. De aceca, de obic~i, se '010-
1.,1e o altA scriere a numerelor complexe. Convenim IA notAm numn ... ul com-
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• 

plex (O, 1) prin i. Atunci, dupA regulile de adune.re ,. Inmulţire Il nwnerelut 

complexe, aveln: 
(a, b) = (a, O) + (O, b) _ (a, O) + (b, O) (0, 1). 

Deoarece (a, O) şi (b , O) se idenllficA cu a respectiv b, iar (O, 1) 1'11 notat 

cu " atunci această scriere se reprezintă sub forma 

(a, b) = a + bi. 

Această expresie se numeşte forma algebncă a numărului complex (a, b). 

De exem plu : 
(2, _ 1) = 2 + (-I)i = 2 - i , 

(1, O) = 1 + O • i = 1 , 

(O, -5) = O .,. 1-5)i = -5i. 

• 

In continua.-e vom scrie numerele complexe sub forma lor algebricA 
Numărul complex i se numeşte unitate imaginară. Numerele de forma bl, 

cu b nwnăr real, se numesc imaginare. Dacă numărul complex z se scrie sub 
forma z = a + bi, atunci a se numeşte partea reală, iar bi par tea .maginară a 
numărului z. Numărul b se numeşte coeficientul părţii imaginare". 

De exemplu. pentru numiUul complex 4 r Si, partea reală es te 4, iar partea Imalll­
nară 5ij coeficientul părţii imaginare- este egal cu 5. Pentru numărul -2 i, partea realli 
este O, cea imaginară -2i, iaf coeficit'ntul pârţ ii imaginare esle -2. Penlru numă · 
rul 3, partea reală este 3, ct'8 imaginară este O . i = O, iar coeficientul părţii ima~nnare 
esle egal cu O. 

-
Reluăm mai jos adunarea şi lomulţirea a 

zentale sub forma lor algebrică, Astrel: 

două numere complexe repre-

(a + bi) + (a' + b'i) = (a + a') + (b + b')i; 

(a + bi) (a' + b'i) = (aa' - bb') + (ab' + a'b)l. 

(1' ) 

(2') 

DeCI, suma a două numere complexe este un număr complex a cărui parte 
reald, respect,,, l.magznard, este suma părţilor reale, respecti" imaginare ale 
numerelor date. ' 

F?rmul~ (2'! care dA lomulţlfea a două numere complexe esle mai greu 
de ~eţj~~ ŞI chiar de formulat. Observăm Insă că, dacă z = a + bi ŞI " = 
= a t- b I sunt numere complexe t . ·A d I d .' ,"1 C ,a unei a' o n ve ere propr'etă\,le opera-
," or pe rezultă: 

(a + bi) (a' + b'i) = aa' + (ab' + a'b)i + bb' i'. 

Dar, Inlocuind iZ - 110 ultima rda\ie, 6" Ob\i M formula (2 '). 

"'-Pentru un numAr complex 1 o t b' .. re,,) df! ," ,i b _ 1 () . - . 11f!. notu zA, un(lori, o - Rt'l (a:), CAre 1(' cilt,t. 
m Z • ('.Are le cllfl,l e "lmftglOar dtl ." 

• 
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2.2. Numere complexe conlu,"tl 

DacA: _ a + bi e.te un număr complex, atuncI numărul abi, nubl 

prin: (adică: barat) sau a + bi se numeşte conjugatul siiu. Evident. ~"nJu­
gatul lui 1 e.te z. De aceea, numerele complexe Z ŞI 1 se /lUl!1('SC conJugat,­

Dacă a el:ite un număr real oarecare, atunci 

a = a + Oi - a Oi Il, 

şi deci a este egal cu conjugatul sllu. Mai mult, dacă a + bi este un /lumlir 
complex astfel il".,it a + bi = a - bi, atunci b = - b, de unde b ~ O. D_"i 
a + bi = a + Oi = a este un număr real. 

Astfel, am arătat că: dintre toate numerele complexe, numerele reale (şi 
numai ele) SIIII{ egale cu conjuga/ele lor. 

Avem următoarele proprietăţi: 
l ' Suma şi produsul a două numere complexe conjugate sI/ni numere reale. 

Intr-adevăr, z + ! = (a + bi) + (a - bi) = 2a şi 

z! = (a + bi) (a - bi) = a2 + b'. 

2' Oricare ar fi numerele complexe z şi z' avem 

z + z' = ! + li, 
--zz' =- !!'. 

-
Intr-adevăr, dacă z - a + bi şi z' a' + b\ atunci 

-

z + :' = (a + a') + {li + Vii = (a + a') - (b + b')i = 

= (a - bi) + (a' - b'i) = z + Z'; 

zz' ~ (aa'- - bb') + (ab' + a'b)i = (aa' - bb') - (ab' + a'b)i = 

= (a - bi) (a' b'i) = !!'. 

Formulele (3) şi (4) a r t brică, dau relaţiile: ,p lca e numerelor complexe scrise sub formă 1I1i(t'-

-
(a + bi) - (a' + b'i) = (a - a') + (b - b')i (3') 

a' + b'j aa' + bb' ah' _ 'b 
= + a. 

a+bi o'+b' --a l. a + b' (4 ') 

Pentru relaţ' (3') Obse . Ia se poate da o regulă analoagă Miri 

rvăm, de lIBemenea, cii (4') rezultă dl\cil 
tll\!.. pentru I\du-

1U1Iplifidlm frl\cţil\ a' + 6'1 
-r:nJU~atul numitorului, care este a - bi 

particular, ata Re poate procedA . -
Intr-adevăr dacă a' +'6" '1 r n

.
tru 

AflAl'f'1\ invol'8l1ll1i unui 
l' I ... '1 a + bi " 0, atunci 

-:.. __ 0-61 a-61 a , 

• + ti (o + 61) (o - bI) - o' + 6' -, - - i. 
o + 6' o' +" 
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B%''''pl" 1 
7 _ 1 (7 _ i)(3 _ i) 21 -71- 31-J _ 20 - I~ _ 2 - 1; 

1) 3 + i - (3 + i)(3- _ 1) - 9 + 1 10. 

2) 2+ 3i _ (2 ± 3i) L2_- . il_ 4 .-:..2!.:r 6i + 3 _ 7 ~ 4i - i + : 1; 
2+1 (2+1)(2-1) i + 1 " 

I I-i 1 - 1 I 1. 3} _ . _ _. - _ _ ---~ - -- L 
I + I (1 + il (1 - i) 1 + 1 2 2 

2.3. Modulul unul numlr complex 

Modulul unui număr complex z = a + bi se defineşte ca fiind num4rul 

real Va'+ bl şi se notează prin 1 z 1 = 1 a + bi 1· 
Modulul unui număr oomplex z = a + bi este Intotdeauna pozitiv, el 

fiind egal cu zero dacă şi numai dacă a = b = O. 

E%emple: 11 + 31 1 = V I + 9 = V iO, 1 - 1 - I 1 = VI + 1 = Vr. 
12i 1= 10+21 I=VO+4 = 2,141 = 14 + Oi 1 =VI6 +0= 4 

Dacă z şi z' ~unt două numere complexe, atunci 

1° Izz'I=lzilz'l; 
2° 1 z' 1 - 1 zi .. 1 z' + zi" 1 z' 1 + 1 z 1· 
Să demonstrăm prima relaţie. Intr-adevăr dacă 

z = a + bi şi z' = a' + b'i, atunci 1 zz' 1 = 1 (aa' - bb') + (ah' + a'b)i 1 = 
= V(â'a' - bb')' + (ab i + a'b)' = Via' -+ b') (a" + b") = 

= V a' + b'Va'z + b" = 1 z 1 1 z' 1. 
, 

A doua relaţie o lăsăm ca exerciţiu. Noi In să o vom demonstra In para­
grarul următor pe cale vectorială. 

2A. Puterile numiirulul I 

Conform observaţi ei 2 
deduce succesiv: 

din paragraful 1.3 avem il = _ 1 Atunci se 

'3 .,. ( , . , = 1 I = -1), = -1. 

i' = i'i = (-i)i = 1. 

, 

• In general, fie n un număr natural oarecare At ' ă l ' . ' un CI num ru n se găse,t .. 
Intr'una (ŞI numaI Intr-una) din următoarele s't ţ , 

1 ° 4k k I ua Il, 
° n:: (, număr natural) şi ded in = i'~"", (i')~""' l' _ 1; 

2 n - 41 + 1 (1, număr natural) Ş' deci in _ ',"" ." ' t ' 
3° -4 +2 ( - = 1 " ' , 

, 
1; 

n_ p p, număr n .. tural) şi deci in i'r.. ',p '1 1 I 
4° n = 4q + 3 (li . ' "= (- ) - 1; 

. q, num r natural) ş' dpri in - i'q.'_· .. , '1 _ ' 
Aşacl.r, putarlle cu exponent natural ale 1 . . " - I ( - 1) 
{_ 1, 1, -i, il, \11 1 8111\\ elementele Inullimil 
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De exemplu, 

j- - i····1 _ (i')' . i 1. 1 _ 1, 

P' - jf. HI _ {i'I' 'il _ t • ( 1) _ -1, 

jll_ i'·?' _ (i'r' 'i' _ 1 • {-il _ --i. 

§3. REPREZ ENTAREA GEOMETRICĂ A NUMERELOR COMPLEXE 

3.1. Ammtim că numerele reale se pot reprezenta prin punctele uneI 
axe. Mai precIs, fie d o axă pe care lixăm o origine O'şi o unitate de măsurii. 
Dacă asociem liecărui punct al dreptei d abscisa sa, se obţine o luncţie bijec. 
tivă de la punctele acestei drepte In mulţimea numerelor reale. 

Un număr complex z = a + bi, este determinat prin două numere reale 
a şi b. De aceea este natural ca să reprezentăm geometric numerele complexe 
prin punctele unui plan. 

Fie pentru aceasta Iln plan" in care ne fixăm un sistem de axe ortogo­
nale xOy. Fiecărui număr complex z = a + bi, i se asociază punctul M de 
coordonate (a, b) (fig. VI.1). 

Punctul M se numeşte imaginea geometried·a numărului complex a + bi. 
iar numărul a + bi se numeşte afixul punctului M. 

Din teorema lui Pitagora, aplicată In triunghiul dreptunghic OM M'. se 

deduce că OM = V 0,11" + MM" = V~i + bi = Iz,. Această egalitate ne 
arată că lungimea segmentului [OM) este modulul numărului complex 
• = a + bi. 

, 

X' 

y 

M ---------- (o,b) , 

o 

Y' 

Fig Vl.I 

, , 
. , , 
• 

,." x 

, 
y 

J - - -/"1. , 
:2 M): , 
1 , 

M ... -- , " , , , 
-X' -1 O 1 3 , 

Ez~m.plt_ Numerelor complexe 1 + 3i. -1 +i, 2i - O + 2i, S.- S + Oi, 1i se aso. 
ciozA respectiv punctele M,ll, 3), M.I-l, 1); M.IO, 2), M.13, O) Illg. VI.2). 

Avem OM, - 11 + 3i 1 - 1116, OM. ,I ii 1 = V2~ OM, • 12i 1 - 2, 
O • ..,. _ /3 1 _ 3. 

• 

z ~ a + bi .... M(a, b) 

este o (uo"-ţ.e bijectivă de la mulţimea numerelor rom~le," la punctele p~a 
nului ", Prin .ceoltă (uncţie, mulţimii numerelor reale li rore.punde axa :r x. 

13\ 



• • 

rtaII. III ua ua 
ou nUlDerel, oomplexe prin 'unc~a 

num •• pltIIIlU comJkz. 

3.2. Intirpretarea'leometrld, .dunirll ,1 ICleI,rll 

"'umerele complexe au şi o altA interpretare geometriei • 
• 

fiecărui punct M al planului" vectorul OM, care are originea In O ti 
In punctul M. Această asociere este evident o funcţie bijectivA de la 
numerelor complexe in mulţimea vectorilor care au originea In 0(0, O). 

fiecare număr complex a + bi poate fi reprezentat geometr.ic ca vectorul 
unde Mare coofdonatele (a, b). Se spune cA (a, b) sunt coordonatele 

• OM. 
Reprezentarea numerelor complexe cu ajutorul vectorilor ne dă o inter­

pretare sImplă a adunări i numerelor complexe: 

(a + bl) + (a' + b'i) = (a + a') + (b + b')i. 

Este cunoscut că la adunarea vectorilor coordonatele corespunzătoare 
• lor Re adun". ~? aceea dacă vedo rul OM (fig. VJ.3) are coordonatele (a, II), 

iar vectorul 0.11' are coordonatele (a', b'), atunci "ectorul OS (S fiind al patru­
I .. a vârf . 1 par. lelo!(ramuIUl, eare ar<' relelalte t rei vârfuri resper t;" M.O şi M') 
aI'e coordonatele (a + a', b + b'). Arest vector co respund e numărului com-
plr~ (o a') t- (b + b')i care este suma dintre a + bi ş i a' + b'i . 

y 

, 

• 
/ 
'" -x G , 

x' 

FiR' VI:l 

" 
t 

t 

PII,:S 

o 

y 

• 
~ 

• 
" . 5 • 

<of i,2J 

+ 

Fi~ \1 4 

-, 

EII'mplu. FiI" numrrph~ <'flmplrXl' ~ _'" .. 
7.~" . ~l - ,1 + 21 !; I • - 1 + :1' la 

p rin v~ dnrii 0Jl 1 ş i O,ll lin 1 .. II {' . ' ~ ... .1. r\' prel f' nlatf' In p • 
• (1 • I .l, 2) Ş I ,lt.(I, .1) (ri \'1 1 . 

+ %. _ (3 + 2i) + (1 + 3"i) =: 't .' g . 4 • :\1\111(" suma a. - la 
u t + 1) 1 t's l t. r"' pr' zrntAt' • ~ '~" I'S p punc tul df' coordona lf> (4, ~) I I 10 plan prin vflCtorulOM, 
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Ob •• rvăm, de aSl'IJI.'neo, că opusul numărului a t b., oare eote - a - b., 
• • Ie .... p"'aentat prin vectorul 0.11
" 

unde M, este .imetricul punctului 
11(11,6) faţă de origine (fig. VI.5), Astfel se deduce ufOr interpretarea geome . 
Viol a scăderii a două numere complexe. 

eWIl :' -: - :' + (- z), • \'I\nd In vedere interpretarea geometrică 

a adunării nmnerelor complexe, rezultă că D are coordonatele (a ' - a, b' - b) 
• • ,i vectorul OD corespunde diferenţei 

z' - z = (a' - a) + (b' - b)i . 

Avem 0..,1 = 1 z 1. OJf' = 1 z' , OD = 1 z' - z i şi OS = 1 z' + z 1· 

Relaţiile dintre laturi In triunghiurile O MS şi OM M' dau respectiv: 

MS - OJI .; OS .; !tfS + 0.'1/, 

OM' - OM.; MJf' .; OM' + OM. 

Dar cum MS = OM' şi MM' = OD, rezultă: 

1 z' 1 - 1 zi.; 1 z' + z .. 1 z' 1 + 1 z 1, 

• 1 z' 1 - 1 zi'; 1 z' - zi.; 1 z' 1 + 1 z 1· 
Obsu()a!ie. Definiţia produsului numerelor complexe are o interpretare geomclritli 

mai puţin simplă. Aceasta se va tace la geometrie,cu ajutorul reprezentării trigonometrice 
a numt>relol' eomplt'xt'. 

fvI (a,b) 

.~- ~ 

X ' ~ 
f , 

/ 

M f-o,-b) • 

y' 

Fig. VI.5 

X· 

• 
OI 

f 
y·1 

-"'''''(a.b) , , , , , , , 
, , , , , , 
• , 

..... ,..,(o,-b) 

Fig. Vl.6 

3). Interpretlrel ,Iometrlcl a numerelor complexe con!u,lte 

... imaginea geometricA l numArului oomplex /1 + ~ (r •• VI.8), 
II' ului II 'aţi d. ara reali ..te iJftqinll 1'O'Il ...... 
• - N. 

• 



-X' x 

Y' 
Fig. VI.7 

Observăm de asemenea, cA nnm.NII 
complexe d. modul egal cu ' ... rep/'8zint.t 
In plan prin punctele cerculUi L'U centrul In 
origine ,i de rază egală cu r. 

112 V'i.V2 
De tumplu, numerf·lfl: - 2; + ~~.r 1, :1-

112 Vf 112 112_112 
-- 21'---2 + 2 1, - 2 2" ',alc:lror 

modul este egal ru 1 se gAsesc pe nereul cu 
centrul fn origine şi de razA unitate (punctele 

M" M" M •• M.I (Iig VI 71· 

§4. REZOLVAREA ECUAŢIEI DE GRADUL AL DOILEA CU 
COEFICI ENŢI REALI 

In capiLolul 1, am rezolvat ecuaţia de ~radul al doilea cu coelicienţi reali. 
In cazul In care disrriminantul său est. pozitiv sau nul. Am arătat a.tlel că 
rădăcinile ecuaţiei ax' +bx +c - O, a oF O, pentru t. = b' - 4ac ~ O .,.:--=:- ' 
sunt d te d l 1 1 -b ± l/b2 

- 4ae ! a e ormu e e: Xl ' i = 2a . n acest caz rădăcinile 

ecualiei !\unt numere reale. 
. Să rezolvăm acum ecuaţia 

ax' + bx + c - O, a oF O, 

In cazul In care t. = b' - 4ae < O. 

Ştim că eC\laţia ax' t- bx + r O se mai poate scrie ~i sub lorma: 

(
X + b)' _ b' - 4ac = O. 

2a 4a' 

Cum t..= b' - 4ac < O, atunci - t. = 4ac - b' > O. 
In mulţunea numerelor complexe ecuaţia se poate scrie astlel: 

(x 1- ia)' -C~;;- L\J'= O 

Bau 

(X + ~ + i ~ - ':') (X + b _ IY - ':') _ O 
a 2a 20 - , 

de unde 

+b+iV-L\ b 'V--
X 2;; 2.' = O sau X + - - '--~ O 

D 
2. 2. . 

educem d. aici că, In acesl caz rMă . ./ .. 
b' _' etniI! ultaţ ... de grad .. [ al dod"" sunt· 

X - - + IV .... - .' b ·.F - -
1 - 2a şi XI _ _ Iy. 4tU' - bl 

20 -_. 

A,ad.r, dacA {:" < O rădăcinil. ecuaţiei azi 
numPre rom pl.". ronjugate. + b:» -1- c - O. a ,. () onn\ 
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Relat"le 11/1 
rie/, sunt Hiupnt ~l'~Il'Hşi "/\ III Clllul ('And 8 .. 0, lidiei 

b C .. _ , ",..cl :::- · 

" a 
.. , + .. , ... 

l. Formar,a ,cua/iei de gradul al doilea rd1ll/ <e CUIWSC rddcIcinile.. . . 
Fi. x, ~i x. numere complexe date. Pentru ca ele 8/1 f,~ rădăcullle Ull~' 

ecuaţii de gradul al doilea cu coeficienţi reali, trebuie ca x, ~, x. Bă f,e eOIl)U ­

gate. Deci XI = a + bi ~i x, = a - bi. Atunci 

XI + X, = 2a şi XIX, = a' + b'. 

Ecuaţia de gradul al doilea care are ca rădăcini pe XI şi X, va fi x· + px + 
+ q = O, unde -p = XI + X, = 2a, iar q = XI", = a' + b'. 

Deci, ecuaţia x· - 2ax + a' + b' = O are ca rădăcini numerele com-

plexe: a + bi şi a - bi. 
3. Descompunerea trilWmului de gradul al doilea cu coeficienţL reali In 

produs de polinoame de gradul în/dL. 
Fie trinomul aX' + bX + c, a i' O, cu a, b, c numere real • . Dacii x, şi 

I, sunt rădăcinile ecuaţiei ax' + bx + C = O, alunui un raţionament analog 
celui făcut In capitolul I. §2.4, pentru cazul b' - 4ac ;. O, dă 

aX' + bX + c = a(X - x,) (X - x,) = (aX - ax,) (X - x,). 

Deci orice trinom de gradul al doilea cu coefici enţi reali se descompune 
In produs de polinoame de gradul Intâi cu coeficienţi complecşi. Din cap. J, 
§ 2.4 rezultă că In cazul b' - 4ac ;. O şi numai In acest caz, lrinomul de gra­
dul al doilea se descompune In produs de faclori dr gradul întâi cu coeficienţi 
reali. 

Exemple. 1) Să se rezolve ecuaţia: 

Xl + x + 1 = o. 

Avem A • t - 4 = - 3 < O. Atunci x t = - 1 + i Va şi x
t 

= - t - iVa . 
2 2 

l} Să a _ se g sească ecuaţia de gradul al doill'a care are rAdAcinile x - Va '. 
_ V 3 .. i. Avem x x _ V- . . 1 - - I ŞI %t = 
-+ 4 _ O. 1 i"' 1- 2 3 ŞI XIX! = 4. DeCI ecuaţia c;.'\utală este Xl - 2 V3x + 

~ &l ~p .drscomp~~ă In factori de gradul fnlâi Irinomul X' _ 2X + 10 
AdD.rmtle ecun~lel ZI - 2% -1- Iti ~ O sunt: " 

Xl = 1 + 3i şi XI = 1 - ai. 
Atunci X' - 2X + 10 ( . = X - 1 - 3i) (X - I + 3i). 

. Ap11rfllte. J)rstompunc1'('a t1'inomului in fAr! "d " 
flrAN' fractiilor. J)af'il printre fact .. ori (' gradul tolAI 10;(' folos('ştf' lu S.iml\]i. 

, . 01'0 numărălorll]ui ~i n" '1' ' 
gradul al doilea,}" des("ompunem in f t . d ,1 numi o1'llhll sunt t1'inonmt' dt' 

ac ori e grAd1l1 InlAi ra h I 3' . 
munt la numArAlor şi la num'l' ' Il(', ŞI "pOl fudorii ro~ 

I or se pot simplifica. 

Eftliipk. 1) SI se simplifice Iracţla: X' + lUX - tI 
-5X'+ IX -2-

o..-ompun'nd In factori numArAtoru! ,i numitorul, obţinom: 
Z'+IOX-II (X-I) (X+ II)' .. 
-6Z' - . ." oi II 

+'X-2 (X-I)(-6X+2)--U+2' 

• 



ZO+X'+X+I 
1) III .. "mpli'''' 'racli8 -x-','--.·'c(--'I _ i)X' '. li' 

ZO+X'+X~I 
AV'm -X' t (1 1) X' - iX 

EXERCIŢ" 

(X + Il (X + !U! - il _ 
XIX i n (X T .) 

1. SA. le gbeaacl numerele N'ale x ti y din ecuaţiile: 

a) (5x + Syi) + (2y _. xi) - S - i; 

b) (x + 3yi) + ~ y + 2xi - ~ + 8i; 
2 

c) ( _ 3y :t + xi) - (- 8x + Syi) - - 2 + 12i ; 

d) x - 2 +y -3 ~ 1 -3i. 
1 - 1 1+1 

1. Să se calculeze: 

X +- i 

X 

a) (2 + i) (3 - 2i), b) (-6 + i) (5 + 2i), e) (V2- i) (Va + 2i); 

d) (V2 + 3i) (3 - V2 il; e) (Va + V2i) (Va - V2 il· 

8. Să se calculeze· 

-2 - Si 

• 

6 - 7i 
- , . a) 2 + 3i. b) 2i . 

.' 2 . , 1 - 1 - 1 

e) I ,+ ! q; d) aV~ +bV~i; e) 
l-iV3 bVa-aVbl 4 + i ~ -i ' 

• _ bi .b -.i VI +. + iVI -. VI - a + iVI + a 
1) - 1 • g) • - • 

b+.i .+bi' VI+.-iVI-. VI-.-iVI+.' 

h) 1 + i 1-'1 ' + 1 - i V7 ' , 
22' 

4. Să se demonstreze t'galita,ţile 

6 i 13 ..... 4ti 2 ... i 
·ti = . bJ 

3 4i 25 + 25i 3 I 
-- 13 + 4i 

17 9i 
• 

5 Să se spunA care ~lInl conjugatele numerelor complexe: 1 + i, 2 - 3i I 5; Iti O, 2i - 1 
şi sA se interpreteze geometric. 

8. Să se calculeze: 

a) i' + i" + i" + i" + i"; b) (-i)' + (-i)" + (-i)" t- (-i)" + (-i)"; 

e) i + i* + il + i~ + _. + in (n:> 4); d) i . il. i' . i. . . il~; E') J.. _ -.!.. + .:.. _ 1 "i 
i11 ;U in i MI 

1) [i(2 - i)l'; g) [2i(3 - ~il1'; h) in + in., + in., + in .. , ne N. 

1. Sl se găsească valorile reale ale lui In asUel Ilu'AI numArul Si l _ 2mi
' 

ti _ m}i + 
+ 5 sa. fie: al real; b) imaginar; el nenul. 

8. Să se găsească toale numerele complexe alt' cl1ror plUralf' sd ril': 

a) i, b) .~_1I3 i, c) -i; d) 1 +11"3 i 
2 2 2 2"' 

S. ~!\ tie rf'prczintf' tn plan numf>rf'l~ ('ompll'xe. 

1) 11- Si; b)4 - i (',) 2 -21, d) 41, r) tJi f) , . 
• 11 , 
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18. SJ &u dl.lil lutl'rprd<ltl'u tţt'ollll'lrică ,1 rormuldor ' 

It ISi) t (1 li) 2 
(:111 T ( 1 ~ .JI, 2 21 

11. SJ. Sit il, s(',JmpuJl<l In rador! de gradul InUL lrinollllll.le 

il) X' - 2 X +:1 b) 4.\"' +- 4X + 5; d.P 1f.X 7' .. 

U. ;-;i\ so rt'lolvc sish'nlt'h' 

a) { 6 t y 6, 
'" IY -t,l; 

b) 

18. S<l St' simplirke rracţtile 

15X" tlm-Y + mi 
.11 -- -- -' , . 

m l~.LP mT 

{ 
2x 

xy 

3y 

t. 
1 , 

t2X" - X - t b) - , 
3X' + 5X - 2 ' 

e) X'-2X I 
_ X 2 

XI ;lXI t- 2.\: J 

dl X' +_,;1 __ , e) X' - X + 1, 
X' t X V1 + 1 ' , X' t X' + 1 ' 

X' t 3iX - 2 1) =--' _ , 
XI t- iX +- 2 

14. S,l se gc1st"<lst:1. ecuaţiile de gradul al doilea cu codici"nţi rl'ali, ilt"U, I Îlh <lt una dintre 
r,\di'h'ini sA fi,· 

• 

al (" - ,') ('.', - ')' b) 32 - i 1 V- V-b' ( b 1" d 1') ol .. C a + J a, lin nunwrc "ea ~ şi pozltiy\' . 
1 - 3i 

16. M s{> rt'zolvl' N'uaţiile: 

a) Xl 27 _ bJ x" - 27 e) 3xa 2, d, .r 5 (1) It 16; r) x' -16, 

g) x· - 3 h) 3x' = 5, 

lR. Să se g,1!;l'as(,il suma tuturor rădădnilor ewatiilor' 

a) x 3 olt ; h) x t ..::: 4. 

17. S<'i s{' gi1~t'Rsdi produsul tuturor riid1dnilnr t'fuaţiilor: 

al Xl = 6; h) x t 7 , 

18. Să ge arate cli pri.tratul unui număr complt'x.; a + bi este real daL~ -şi numaI dată 
ori a ..z 0, ori b - O. 

19. Sfi se "l'it!leasril. numerple reale x şi y astfel lnl'" 

.) (xi -- yl' 6 - Si + (x + Vi)' 

bJ I + I 

r V 
,1 I l+b'(." 
t' = - a ŞI b fund num€"rf'le realt' CII a .f 0' 

a r y y 

20. sa toe dt'tt'rmine pt'l'I'('hile l.r, yl din plan pe-nlrll r<lre: 

.: /lr' ~ ~ tVy 

bl . V2r ' y , V x ,,2~ il," Va , 2x ' y;;. o, x + 2y ~ o. 
'1. 1;ă se rt!zolve sÎstemde de ecuaţiI: 

{

X' + y' .. 3:1 { x· + yt = 5 { x· -- xy .. 28 
a) ; b) '2 ; c), 12 z + y ~ 3 ,y Y - xy' -

•• nacA (J + bi pste un număr eomplex dllt, să se gihlNlsrA nnm('rl'Je complcxt1 ~ - % + 
i~, astreltnrAt J:I a" bi. 

SI le determine numf'rele complexe 1. {'Hre veririră rtlAti8: tt +- :1 - Iti O . 

• arllte- cA pt'ntru pcuatia de tgrarllli Rl rloill'R «Zi . ,~x I Y O. (,~I.cOt'rici('n'i 
rAdAcinii .. lliaJP.llilJnl date de lI('e~4Şi CorrtmlA ca ŞI In cazul f'('uaţlel df' Rradul 

ca eaencienti noii. 

11'l 



• 

"RO.LEME REC&J'ITULATIVE 
• 

relaţia ax' + ~b:ry + ey' - O, sA .e deterJIIl" 
J. Daoll x " y satIsfac 

r 
(y ". O). 

y • 

2. Dacii a, b, c sunt laturile unUi triunghi oarecal'", sA le arat" cA ecua~ia 
b'xl T (b l + Ci _ a')x + c' = O nu are rădăcini reale. 

3. Să se determine valorile parametrului m, astf," IncAt .cua\ia x' - III + 
+ m ~ Osii aibil două rădăcini reale dintre care una sil fie dublul "eIAilalte. 

4. Să se determine două numere nenule, astfel IncAt suma, protlu.ul ,i 
diferenţa pătratelor lor să fie egale. 

5. Să se determine legătura dintre rădăcinile ecuaţiilor; ax' +- bI + C = O 
şi cx' + bx + a = O. 

6. Fără a rezolva ecuaţia, să se găseascii suma pătratelor rAdăcinilor ecuaţie" 

(x' + 2.X)' - 5(x' + 2x) + 3 = O. 

IndicaJie. Se notea:tă y = Xl + 2%. 

7. Să se determine mulţimile A şi B şi numerele reale p şi q ştiind cA: 

A = {x E R I x' + x + p = O}, 

B = {x E R I x' + qx - 4 = O}. 

AU B = { - 2, -1,1, 4}. 

Indicaţii' . Se folosesc relaţiile dintre rAdAcini şi coeficienţi. 

8. ~Il SI' determine parametrul real m, astfel Incăt 

{x E RI mx' + (m - 1)x . m + 2 = O} n (O, 1J ,. 0. 

• I IndicatiI" , Punem z 
x ' (, , unde O şi 1 sunt C'apt>lele intervalului obţinpm ecuaţia 

in z (m . 2)ZI - 3,lm ţ. i)z + :lm + 1 """ O. Fie x . . . . 
ri1dAcinile ecuaţiei ln .;. AVf'm' al . (o Il d 1. x~ rădăcInile ecuaţlel rn Z ŞI :,. :, 
b) ( . xt E. atA 91 numai dacA 

:r,i li! O, 1) dacă şi numai dadi Zi > O, i """ 1 2 :, < O. I - 1. ~-
O(>CI problema se reduce J:t !\tudiul semnel"r răd.K' . -1 ' . 

9 S
· ttl'ml or ecuaţlel In ~ 

• A sp determIne parametrul real m tf li' . 
{ 

I a..~ e 1 nea t 
x ERI mx' + (m + l)x + m + 2 = O) n [_ 1 _ 

10 Să ,e d t . • 11 - o . . . e ermme numerf>]e reale . b 
{x ERI x' + 2ax + b _ a!, astfrl Inet\l 

. - O}" {x E Z I x' + 2bx + a _ O} _ n. 
11. Se conSIderă mulţimile A ~ { x Ez i ," + J 

E 

S~ s. arat. că A = B 
• 
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12. SI •• arat. ci'! [un"ţi" 

{. R .. R, ((x) _ <Il' + bI +', "" O IIU ... tll IlIj"dl\'il. 

Indica" •. ~\J obStrv.l e,' t'l'Ull'iil f:x) (' o tiri' douA r1 d<11'i II I distilld," 

13. S se aruh' că tlllCl1 ecuaţitle x' + ax' of b O ŞI x' l' u • 
(II, b, C. d. Z), au o rădăcină iraţională CUJIlUIIU: atullui a 

U. Să se nralt' cil numllru\ V 2 + V j + V'S estI' lI'UţlOlIl1l. 

ti __ 0, 
qi b d. 

15. Stl se o.l'ah\ că numerele raţionale I şi m I undf' m şi n ~lInt prune intl"H 
It n 

ele, au nc(')nşi număr de cifre în pel'ioatlă. 

Indu·aţit!. Fie (n, 10) - I Dacă k este cp! mai mic l'XpOnl'nt pl'ntru tare 1 Un rI·1 +- 1, 
undl' 1 e ~. ;tIHnei k este numărul cifrdor din pl'rioada rr<ll'til'i z\'dmale suh (\-'I't' se 

rt'pn'zin!!\ IlHrn;lrul 1. Din lOIt n 'i 1, rt'zultă m 'IOIt nwl t In şi reciproc. 
n 

16. Să se arate că orice număr prim cu 10, are un multiplu stris numai cu 
cifra 9, 

Indica,ie. Fip in, 10) "'"' t. Xumărul 1. se rt'prt'zintă sub fonna ullci frarţii zl'cimale 
n 

periodicE' simple. ~olând cu P numărul reprezl'ntat de JX'rioelda sa aVl'lll 1 p. 
rl 99 ... 9 

dE' undp n • P _ 99 .9. D('dll('cm de aici ('{1 dad\ rt l'slt' I,rim şi ni 9, atunci el admite 
un m\lltiplu s{'ris numaI ('u rifra 1. • 

17. Să !U" ol'ale CA un număr raţional ~ 1 a~t(>l hH'1lt n (·~tp prim cu m şi cu 9, 
n 

se reprpzin tii. sub forma unei fracţii zpciml1lf' fi <..:<lfPI Pf'l'io{l(Li l'f'prezint.ă 
un număr m\i1tlp\u de 9. 

Indicaţie . Fit> ...!!!... un astfel de num.lr raţional, r:\re i'l~ rt'pl'E'zinUisub forma ufl('i frart ii n 

z~f'imHle pt'riodkesimple: m = 
n 99 

p 
. Cum n este prim C\I 9,l'ezull:1. c;) P se divide 

9 

('II 9 Da{'1!. m SP. rf'prf'zintă sub formă d(> fracţi(> zecimalA mixtai, an'ro Ion m = k + 
" p 

+ --'--, unde k este Intrrg, iar n este numihul 
99 . 9 

18. Să se arate că rracţiile 

i) O,a.OOa,OOOOa,O ... Oa. O ... 0a,.+10 , .. , 
, • 
2n ori 

ii) O,a.fl,OOOa.O ... Oa.OO ... 000a'+10 ... 
n(I:2 .. ~) lori 

n 

cifrelor dinaintea pt'rioadei. 

• 

unde O" a, ,,9 şi oricare ar Ci m E' :,".există n >m,Mlr"l 111\'1\t "." O, 
repre1.intă numere iraţionale. 

II. sa le g~seaso~ 

0,(004.3!l92). 

I 
ŞI - , a o~ror @llln~ ._1" "ilaI il cu 

y 
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~(). 

1+ I "'­
• arate cA 01l08re ar li nwnărul Intreg n, BU1l\a n niT 

n' 
, rr ,mIA prmtr o frarţ,e periodică mixtă. La fel, pentru ,,(nI • 

I I I 8(n + 1)' I Se oLI ... A ,. 
I ".. + + - - - . n n +' n + 2 ,,(n + Il (n + 2) 
t, • ei, te multiplu dl'l J, pe I"And lIumltrltorul nU ''It muJtlplu de 3. umtlon 
, I ~ici adusA la (vrma irt>dudibiiA arrr (u<:torii 2 ti 3, dt- undt'" ţ( tuUli d rracţia 
r ) (, 'ltA pc ntr-o frarţit' periodicA mixtA. 

21. F·. ecuaţia V m + x = vn (m, n c N), Să se ar'at" dacA 
,) ecuaţia poate avea rădăcină iraţională; 
i ) ecuaţia poate avea rădăcină raţională. 

22. F,. a, b, c numere raţionale. Să se arate că a t b !y 2 t e 17"4 - O dacii 

ţ numRi flRCă a = b = e = O. 
~3 Le~ă a, b. c sunt numere reale, să se aratf~ că 

., ula, min(b, c)) = min(ma,(a, b), max(a, e», 
rr.,j 'a m.x(b. e)) = max(min(a, b), min (a, el)· , 

!1. la se determine m,mmul expresiilor 
'1 J(a, b) = 20' + 2b' + 4b 1; 
,) l:(a, b) ~.b t- a'b' t 2, 
. .illde a, b E= R. 

2;,. 'ia e reprezmte I/r.f,o funcţiile' 

1) f, It -. R. f,(r) - 1 x' 4.T + 1 ,. 
,) f • . It .. R, f,(x) = ~ " x' - 4x + 5 1 • 

!6. F'" fIU li. de funcţii de gradul al doilea 

, , 
1 

f m(r) = mI' + 2(m t 1)x t m - 1. 

1 '" al'Rtf' "ă ,"ArCurIle 
eapta y = t 2. 

afahe lelor aSOcIate acestor 

, 

luncţ il se găsesc 

11, \. p rţmne din această dreaptă cuprinde 
.le In qus. 

vâdllI'l.e parabolelo" CI: 
ram 

~ •• F «' r R -+ R şi g R • R dOll~ funcţii 
D f. funcţ Il. h, : R -+ R oi h . R R "1 1 -+. prm. 

h,(x) , ma"x(f(x), gIr)) ,i h.(x) ~ min(f(x), g(x)). 

,) arntp ca dacll! ŞI ~ 811l1t ~tl'lct {'!'PSI I1to ' ( . 
( 1) pr mulţ Ilrpa AnI . l' l\Te \fPSprl't y strlct \tt~S(,I"" 

• Il unci ',~1 h "Ullt!-lot t ' 
tn l lct de-!';cre-~căto8re) pe acpeaşi m~lţi~e. . I'n' fl'P,{'ot('lRI"{' lrl'spr 

II)' 'reprezlnte grafic funcţiile h . 1 
, f() 2.., t- 1 () _ ' ŞI '., dacii 

ş' g x -.T - 3; 
)/,x) 2J'-11,ig(x) xt-3" 

e) f(, r 2.., - 3 oi g(x) " , .T 1- :1. 



98. SA se rezolve ecuaţiile' 

[

E ... 1] S I b) al 3 - 'l.-.j 

Ind,ca/l •. a) DupA dt'filliţla pllr\ii fnlrt'gi a ullui lIuuu'tr UVI'II) 

x I 1'+1 ... -1 tI 
~--- < 

2 3 2 , 
x I 

- E Z , 
2 

• x-I 
Din inegalilăţilc de mai sus,rezullă x E (- 1,5). Cum - e Z, ilnffi x e {I 

Jl) La (t>I ca mai sus,Bvem' 

15% - 7 5 t 6% ISx - 7 I -<i-'< +. 
5 8 5 

15% - 7 E Z 
5 

2 

R"zu1tă x e { 7 • 
15 

• 

29. Să se construiască de la mulţimea Z a numerelor Intregi in ea In să şi o 
luncţie injectivă care să nu fie surjectivă şi o luncţie surjectiva care să riu 
lie injectivă. 

30. Fie N' mulţimea numerelor naturale nenule. Să se dea. exemplu de două 
luncţii fşi g de la N' la N' astfel ill"âtfg = IN', dar gf # IN" 

31. Să se determine numerele naturale x. y care verifică relaţia 

x' - y' = 135. 

32. Să se găse~seă rădăcinile Intregi ale ecuaţiei 

x' + y' + 2 = 4xy. 

lndicali~. Ecuaţia devine (Zi - yl)J ... 2(xy - 1)1 = O, de unde 

33. Se consideră luncţia f' R -+ R, dată prIn . 

fIx) = 
ax. r < I 
bx, x ;. t 

{

X' - y' = O, 

xy = 1. 

• 

a şi b lilOd numere reale. Să se studieze monot-onia funcţ"i f, după valorile 
lui a şi b. 

34. Se'~nsideră luncţia f: R -+ R dată prin 

f(x) = ax', x < O 
bx, ,f ;. O 

• 

a ,i b li,O/I numere reale. Să sp ,]et.erminr n ŞI li a,tll'! Î1".\!I'" lie hIJ"cli\'i' 
ŞI In aei' L C87. să se determine inversa. 

15. CAt .. solu',i In I t '. numere n rel(i nenegnt.ive are e"III1\i ... 

V,r t Vll VI [JGO> 

141 

, 

• 

• 



• 
llldicalie. a) Se noteaz.ă y _ V~-I!r 2 i b) Se noteaz" V r l + 6% = ri e) Se 

x 4 V 6 t x' = y ; d) Se note.z~ y .. - - .. • 
3 x 

a9. Să se rezolve ecuaţiile: 

a) Vi + ~ x = 12; b) 16x' - 625 = O; 

c) x(x+1) (x+2) (x+3)=24; d) 9x'-13 x-6=0; 

e) (x + a) (x + 2a) (x + 3a) (x + 4a) = b'. 

Indicaţie. a) Se notează y _ VI., el Avem (Xl + 3x) (X' + 3x + 2 f - 24; pllnea 
y ~ x' + 3x; d) 9x' - 4x = 9. + 6, x(3x - 2) (3x + 2) = 3(3I'" 2Ji (a. + 2) 

5 
(~xt ..... 2x 3),.,. O elr ; el ~e nolN\7.A r + - a = y. 

2 
40. Să se rezolve ecuaţia: 

x' - 8(x + 3) V x - 1 + 22x - 7 = O. 

indicaţie x::> 1 Ecuaţia devine {x + 3 - 4, V x - 1)2 = o. 

41. Să se retolve ecuaţIile: 

2 2 I 

I} (a t x)' + 4(a - x}' - 5(a' - x'}' = O; 

ii} Va + V x + Va - Vx = !Yb; 

iii} 1197 - x + 11';; = 5; iv} V(X = i}' + V (x _ 4)' = 2. 

Indtcalie. iii) Se notează u 

42. S,l se ArAle c~ V2!, t -~ 

1/, V2 t V20 -
141'2 4. 

43. S~ o. r .. olve ,"ecuAţiile' a} V2 _ 
- r > r' b) V2 _-

-11. SI} M~ arate că Cuburl!p l\ dOI .\ I .r < x. 
, 10 nllm('r" ('om'lll(1 . . 

mf~npn conjugale. X{\ f..'OIlJugR.tf' sunt d~ 
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ti. S4 88 8.l'Utu că prlJdtl~ul Ol'Îc'ror duuă rAJAl'iJii t{lo l'cUl1ţifi .;t:' 

eate tI~ aselnene-a o rAdAcină a aCl'~tt:'i t'cuaţu. 
t o , 

S I 1- ui 46. ă se arale n\ Jlwuulul llUJn.ăl'ulUl COHlpltlx . I JWlIll'u a număr 
1 u, 

Nlll, este 1. H"l'iproc, sA t5e arate că orice nWUt'h' <:olllplt.x dt' modulii pou,te 
fi ~cri8 In mud unic !iub fOrnla pl'ecedentă. Dai' dacă a este numAI' complex? 

47. S~ •• determine .r şi y, numere Intl'egi, astlellncfit 

x - y = 48, 

=+ y V-=--,--,- - xy = 18. 
2 

48. Să .e rezolve sistemul de ecuaţii: 1 x - 1 1 + 1 y - 5 1 ~ 1, 
y = 5 t 1 x - 1 1. 

lrulicaţie . ::;e foloseşte y ? 5, după cQm rezultă din el doua ecuaţie 

49. Să se rezolve sistemele de ecuaţii: 

a) 

c) 

e) 

x t y t V xy = 14, 
x' t y' t xy = 84; 

lo/; t lYY = 4, 
x t y = 28; 

x4 t x'y' t y' = 133, 
x'-xyty' =7; 

b) 

d) 

f) 

V x t y t trx - y = 6, 

lo/(x t y)' (x - y)' = 8; 

1 1 4 
V-X t Vy =- ~- , 

yx = 9; 

=+y + :cy 
xy x + y 

3 

1 = a t-, 
a 

X- Y t :cy =bt.!.. 
xy x - y b 

Indica/i •. b) Se noteazil u = V x + y, v = r x - y; e) Se foloseşte 

z· + xtys + y. (Xl -1- xy + yl) (Xl - xy + gl); fi :-:t 1I0{t"fu.:1 U 

x + y 
v~ . 

:cy 

60, Să se rezolve sistemele: 

relaţia 

,&-y - -- . 
:cy 

• 

x VYz" ,,= 4, 

al y Vxz = 9, 

z V:ry = 16; 

x(x t y t z) = 20, x t y - z 7, 

ti) 

b) y(x t y t z) = 30, 

z(x t y + z) = 50; 

e) x'ty'··z·=37, 

• 
zt!J-fz a, 
x t 'y + ,IZ &c b, e) 
xt.·ytu r, 

(unde 1 + • t C" O) ; 

ll+v 2, 
li.' of t·y 
11." + vy' 
U.r 3 ~ Vii' 

x' l y' 

I , 
t, 
5. 

.' - . 1 . , 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAŢII 
, 

(Capitolul J 
m' 

IN 

1 " I ; b) Dacă m '" -2, .tunc, x 
\ ". 

• 
2 ' 

penl ru m - 2 nu are 

I 
, d~ , d) TI ,"il m '" 1 şi '" .,. a atun(.j x 

4 ' 
2m ; penllu m t '1 

I 

m 3 IIU II e ,·ădAdni; e) Dacă Il ~ O ~i;/I 1, atunci :r c'Ste oare,"aTf'; dlt.l" 

J '" 
Il O şi '" # 1. nu are rădăcini; pentru Il # O şi m'" 1 x ,,'m 1); 

• ( ru II .,. O şi m = -1, nu are rădăcilli; h) - 2, ~; i) x (' (-00,-10]. 

J) x f [1 3], k) -14, 14. 2. c) Dacă a > b, alurlti x ~ (- 1,00); 
• 'Cil a ,- b, atuncI x E: ( 00, - 1). d) Dacă a > - 2, ahmc, 

3 - b 
b. udcă a < 2, atunci x > ; 
,,' a+2 a • 

dacă a - 2 '1 
1, ul C x f'slf> oarecare; pentru a 2 ŞI b.; 3, nu are soluţII. 

f) Dl('l a ....... 1, al unei .r > 
(a 

2 

f-Js' 

2 
dacă a < - 1, alunci x < . 

(a tI' 

J. u) '1, Le e "8 t 3x ., O, de und .. .l " 8. d) X E [O, J]. 4. a) x, 
3 3 

I . '. ., 1 ;b)nuarenldărinili'ale,d)x,-I;x, = 1; 1) 2; g)Penlru 
3 2 -

3 3 
ni JIU -=trf' rădăeini; pt'lllru m '" - 1 X = 3 + m. 5. ~ = mi _ 4. 

2 2 

Il 1 I m 2, atunci Â = O şi In arest caz ecuaţIa are o rădăcină; dacă 

I rn 2. a unci Il > U " In IIcest caz ecuaţia are două rădăcini dIstincte: 

c m ~ 2 nu 8r~ .~ ... rini. 6. m = O; m < O; O " ' 1 m > . 1. I m < 
I 

.. ) 4. I Xl I.f't ~~ x~ IX, .. .r \1 2r I p' ,. a "vr'll y, T y, = - T - . = - , - " __ -2 
II:r "IT. .rt.T

t 
, 

Y,'I. = 1. E Il,ţia este m [Y' (p;- 2) y + 1) = O. m Iii, ci lin ~umAr 1'1'8' 

<lRr ea C. ~r'lul. 11. a) m < O; b) rn >0. 12. c) (2.\ _ 3m) (X _ 2 m' 

13 rn = 2. Iii. p. ,om z ~ x - 1 şi obţinem N'Ul\ţla in :\",;' ~ 4= 

(111 1) -= 0. Fip 3"1_ J"2 rădă(' n le rcuaţ.it.'i in .1' şi :1'::2 rădăcmih' f'c .• 1.ttrt 

In - \ven cI. a) "',. T, < 1 dacii şi numai darii: - <O 1) _\ ~ • 
, , "'2 • I .:r H "". ~ \.;l\CIl ~t Jlnffif\1 ,lar.Q ZI' ':2 > O; r) .r < 1 ~i:r 1 1. '-', ,., 
. - 1" 2). 1 (Rea ŞI Ilmnl:l.l dRCA :, < ;1 

" z, > O. Vec, pnbleml\ ,e reducr I .1 \' I 
'. Il fi li! Il! sf'lJlIw1or rldiirim10r ('l.lla\If') !' 16. a) r ebmo CI\ Il O, 1\,1 c\ ",' 1'" ) 

m, 12. 17 1\) (z 7) (2, 1) (2r .1) dr unde "', Il 
O, 

b) (rx 1) (T ~(r t 9) O; (.) 'T ..') (.c 
4) I r 4) o 

IH 



• 

""pitolul Il 

. § 2. )luliimi 

4. a) .. devărată; b) adevilrata; e) adcvu"ată; d) uIII'varul,;; e) fil 

g) falsă; h) fal.ă; i) adevărată; j) fabă. 6. a) AlO, 2, ~ h 1)/1 

o) C = 12, 4[. 7. AU B= {l, 2, 3, 4, 7, 11); A n IJ : 12. l, 1 

f} t , 1; 

I 1, I} 

/1 

= {I, 41.10. m - 3, m = 4. Il. m E R {4,2}. 12. m :l 1- f' I • ;). It H. 
'1 -

16. Submulţimile lUI A ~ {l, 2, ,3\) sint: 0 {I}, {2, {3. li 2 II 1 
{2, 3}. {I, 2, :J}. 17. i) 1, a E D(a), li) a ~ număr I,rim, Iii) 01 r, , 

forma a -= p3, unde p este număr prim sau de (.JJ'fIli:t pq. unde fi ~I fi m ,t (lI 

prirne difente; iv) D(8) = {I, 2. 4, 8} D(1611) II. 2, 4, ~). H. 10, l( 21/. III, 

80, 160}. 18. m : 1:: 3. A are 2 elernente .. ,i,," 11/ 1: 2[12. I!!. ])j' I r " 

oricare ar fi k ~ 1, atunci x = a t 'ImI =-- a + ,;:fJ/z - a t- f:J1iI
3 

•• ~ 

obţine mi ..> ma > ma··., contradIcţie cu fapt'Jl că există doar un nu tlr'l J 
de nUffif're naturale mai mici ca mI' 

§ 3. FUIH'! ii 

1. ((~2) = -10; f(~I) = f(2) = -7; (4) = 10, 2. Se vl'rifiril faptul (',1. 
g(l) = ((I). g(2) = (2), g(3) = (3), g(4) = (4). 3. Nu. 4. Se put fiefi"i patrII 

funcţii. J'. f(-12) = O, {(-9) = 3, ((3) = 3, ((9) = 3, (272) = 2 o. Trebuie' 

ca lIumerele 1 + m, 4 + m, 9 + m să aparţinA mulţimii {I, 2, 3}. NI exisU 

nici un numilr Intreg m. 9. Funcţia nu este nici injectivă ,i nici s""jectivă. 
'II. Există 6 funcţii injective. Nu există funcţii surjective. 13. (" ( •• (., ",rl 

IDjective; nici una din funcţiile date nu este surjectivă. 14. ((Galaţi) _ 

"" Galaţi, f(F4găra,) = Braşov, g(Teleorman) = Alexandria , g(Mrhedinţi) ,. 

-Droheta Turnu·Severin. 15. (gor)(x) = x' + 2." - 21:' - 3. +- 3; tlog) (x) .. 
.. -:Ix' + ~x' - 3x + 1. 16. Pentru x" O, avem ((x) .. -2 ,i Joci 

'"'I(((x» = [(x)J' = (2x - 3)'. Pentru x > O, avem ((x) > O şi deri 

.. J«({It» = 2((x)- 1 = 14x - 1. Pentru x" -2, avem g(x) _ 

, deci «(o I)(z) =- ((I(x)) = 71(x) = 7 x'. Pentru x E (-l, : J. 
1. 2t- j .. O ,i deci «(ol)(x) = (I(x» = ~x) -3 2(2x t)-

I 
:1 >.' avem I(z) > O ,i deci «(o 1)(1t) (<I(It» 

tt. 7. Deci 



• 

•• ~ 
_ t, ,aoi II >0; 

7 (2) "'" 9 «3) - 3, Il') 
1 •• 6 funoţii bijective. 20. (1) = , ... t ;(U + 1) -7, 
( 6) = 9 f(7) = 3. In general, fIU) .'. . 01'01' ,"r~ 

, . . . lect,ve .' ,--•• , 
f(4k + 3) = 3. 22. " ,i k nu sunt mo' ID. f r-' _ tII ti W 
= -z + 4; g-'(",) ~ z - 1. 28. Se verlf,ci ci o 

24. Inversa este 

• 

r' : R -+ R, r '(x) = 

.1 "', z .. O, 
2 

1 X '" < O . 
:1 I 

Capitolul III 

1. al 3,000 ... ; el 0,2',000 .. ; d) 0,000 ... ; e) 1,75000 ... ; 
- ttM 

gl 3,(36). 2. a) tie' 

7 __ ~ _ -1~. 375 = 3.75. Celelalte numer(> sunt bl - · a. -1,3- 10 10" 100 
9 

nale; pentru demonstraţie a se vedea § 2. 4. al 4; 9; 144 ; 1024. II) 2; 

3' 7' 1001. 6. a) 3,43479 .. , < 3,43497 ... ; e) - 5,4833. > -5,5819 _. 
, I tt 

7. il a) 2.2 .. V5 < 2,3; b) -2,3 .. - V5 < -2,2; el 1,5"., < i,6; 

d) -1,6 .. !..' < -1,5. II) a) 2 " V5 < 3; 2,2 " V5 < 2.3; 2.23 " V& <: 
7 

1 " 1! < 2; 1.~., 11 <' 1.6', 1,~7 .. 11 < 1,5~. t\. x +, 
7 ' 7 7 

• < 2.24; el 

0,144.. . 9, lY 3.:11.... 10, al 2,06')3 ... : b) ,,146L . 11, a) 1,322 ... ; 
3.741.. .. 12, al \lp~ân,1 o IIllilale de mU'urll de lungime 1, am r,lOstruit pe 
V2 precum şi orice segllH'nl Q\ulld IUllgil11('1\ un lIumăr Intreg. Ftllolând 
leorema lui Pilagora pulf'm ron!'lrUl !o\('gm{'ntplf' lip lnu:c;iml\8 Cl'rutA. Pea. ... 
Iru ar ('aRIa observăm e,'. ( V 1)2 l' -1- (V 2)2; (V5)2 _ l' + 2'; (L/6)1 

2' + (V2)2; (VI6)2 l' + 3'. A,t!.,) tI:1 ('sle ipotl'll\1[R triunghi'" 
dreptunghicavând ra\~lf'lr dO' lun~ill\o 1 şi V2 ş.nm,d h) P,".ctcl. rare •• 

abs('iRnh~ l,/:~ ş~ -- .V:~ R\~nl Rimt'tI'Î('('~ fnţt\ III' (ll'i~lnf' ş.n.m.d. 11. 
~ ~ ,. f/3nrfll"~\J(,n"l, nlllnrişi (t'2 t 1 3)2 :, t 21 ti ar li 
dj' unde V fi 1\1' fi rn'lonHI. })I\r I'\un 1 fi Il" ",1, \' l (d t'" • I'n Iona.. ~monl ...... 
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I I ," Il O COli V2) H"'m (" a ac .. . • l Q1l1 da.t·o 1.H'lltI'U , I aloagA arelem pe care . V 2 V:3 • 
an V2 V3 este j,'lllioJl ul, Iar V ~ il' J 
Ir_dic\le. Cum .. Ia + h) la /. 

V 2 - V3 este ira\tonul. U. A"'1Il a t -.ultă cIl ŞI 

1'- • bl b ' h siut fU I t b) la b) b _ ~ t b)' - a , Cum a + ~I a a . a - 2 

b - 2' . I 16 Dacă ulIlIl <lin a j- b V2 I - Il b şi ab sunt. ('apona e" - V"" ) \ion.le rezu ta c a, . ( + b V 2) ((1 _ b ~ • 
b V2 sunt egale cu zero. atuncI (l ~ua- . 

- O de unde - - . um b 
- I b • 

' /' d tă observând că a E Q, iar b V2 E Q, ŞI deCI .urna Altă soluţIe poate I a lu X
Z 

_ 2x _ 1 = O, 
lor nu poate fi număr raţional. 16. Nu.17. De exemp , 

x' - x - 1 = O. 

Capitolul IV 

1. Dacă[ =g, atunci [(O) =g(0),f(1) = /: (1),[(-1) ;:( - 1), de. u"ndl' 

Tt!lultă al - a2, b1 b21 CI - C2' 2. a) x 2 + " I 4 ( 1 )' ~3. h) _ 2 (x + ,). + 

+ il e) 3 (:r - {) + 3' i d) 0,51 :r - 51 + mie) '2 x - 3' + 36; '2 (5)' 203 1 ( 1 )' 7 

1 ( S)' 28 f)-- x+- +_. 
3 5 25 4. a) Ymln=9i b) y .... =-l1i c) Ymln=-5; 

d) Y,""" - ,9 13 i e) Ymax = 2i f) Ymin = ::'11. 5. a) Pentru x E (_ 00,1), 
~8 200 

funcţia este strict descrescătoare, iar pentru x E [1, 00) funcţia este strict 

crescătoare. d) Pentru x E (-00, il, funcţia este strict crescatoare, iar 

pentru x E r: ,00) funcţia este strict de~~rescătoare. 6. a) xE(-oo, -1) U 

U (3, 00) ~ [(x) ;;. O; x E (-1, 3) ~ [(x) < O; d) x E (00, . ~J u 

u (1, 00) ~ [(x) .. O; x E (- ; , 1) ~ [(x) > O. Se folo.rşte rOJlI'I'ZI'lIla_ 

rea grafică a funcţiei. 9. [(x) = x' + x - 10. 10. ((J') -;'.i' -t 10x a, 
11. Vârful pArabolelor, V (x, y), are coordonatele: .r - /It - ), y _ mi t-
+3m -3. Eliminând pe /Il se oh(ine Y - .r' r,r - 1. 12. Se ,,'whll 

liat.-mul: a . b te 1.1, 4a t 2L c 10 r. b'~" b 
'-ncţiile: ((I) 1 I x 

9 

10 
.T .. 

9 

" ,tar ,u'a, , e Il lin 
lor, , ((.r) 
9 2r t 10, 1:1./1) r 00 1) L' , 2 
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U (1. 00). b):c ( 00,.3 
Vl] l) '3 t V"i. 00); d),x,,-( 00. 

3 

v( j /\1. 00). el.c lE It II) J' ( (2. :); 1) x{ (O. 4/; J).I' [O. 

1.1[:.00): I)IE.(oo,ll ~'II~)u(J1 ~JlJ".oo)' 14. s., pun '''Od,!II'' 

1/1 1 ... O. t1 < O Ş' se ob\lI.e m(; (~ .00). lI>. Se pun condIţIIle; m <O 

şi t1 < 0.16. Se rezolvă inecualla t1 = b' - 4ac .. O. 17. Pentru C8 Irac~ia E " 
aibă sens pentru orice x real. t .• ebuie ca discriminantul ecuaţiei x' + x t m-O 
să fie negativ, adică 1 _ 4m< O. Apoi din condiţia ca x' -l- (m+1 )x--t" ni + 2 >0. 
orirere ar fi x real. se obţine că mEf+, 1 + 2 Vi). 18.a) xE[ -4, 1)U(2,3]; 

b) XE (2 .3j·f)X E [-5,3 YS)ul5 r~ 5J-19.a)Xv=_m:I,yv=-: 'de 

I 
und e mI\.. = m + 1, sau m _ - I deci Yv=xv + 1, b) AB ~ 

1 + Xl" 

= Ix, - XI 1= ? , FV = _.:.. = I Ueei AB - 2 FV' 
mi m I m i ' 

c) Punctul fix este (-1.U), 20. a) Imf=[O. +00); b) lmf=[l. +00); 
[9 21/21 9 + 2V21] [1) [3 e) l mf = 3' • 3 ; el Im{= -8.+00 : 1) I mf= 4' +ooJ. 

22. a) (2,1):,2, 1): -aV5. 7_ , i!.V·5, -; 
2 2 t/5 ' 2 2 VS : b) {(2. il; 

(-1, 2. ,1. 2): i 2, -1)}, e) {(20. 5); (-20, ·5)} · d) {( 3. 2) 

(3, ~2)}. 23. d) (1. 5); (5. I)}; b) {II. 5): (5. 1): 12, 3) ; (3, 2)}. 

c) {(2, 2" : 1 1:. V3. - 1 .f:. v.~l): d) {(O, 1); (1. OJ), " ((2, 3); 

( 2, 3), (1,2): (·3. 2)-- f) {(3, 1): (1, :l)} 24, Daca ,e notează 

1 II .r şi cu S arUl cuprinsă inll'p l'ple 
_ tl't'i Ct'f'('uri se obtine .S 

- ; I·T' 1- 2ax). ~IAximul lui Sare I ' " I 
Ol t,;HI1( :r = a. 011 ... l' "P = MQ x' 5 .. t • • , 0 a . l' -

ŞI cu, AriA dreptunghi l' n . 1 ' '. \l 111 arii [tlJ] 1 . . pe IpO ,~nUZI\, Rlunrl din asemă . .1 e!' e lnA lţlmt"8 .:lm A 
MoV __ Al) ':c nAref\ trnItH!hltl r il"r -1 .~fl\· ti AB( Ihlint'm 
HI' An Cum Ali RC l R ' 

.

"" ftr "A(.RluII"i4D ah f:dee' 
~YI y 11" IA/) .r) al b l 

( lh V ai +- h
l 

o' b _ r ..!!." II, V ni ". T J. I )"r S - M' . :::t: -

ah fii 1,1 x ) .r Sf! Oh ţ ll (i O r IInel , e d. 11" ! • ~odea 
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• 
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• 

• , 

• 

II> s. ~6. . ot 1\111 .4 J) Il. 4( , .r, IJ( y . l )~cA 1 • t" 1 

lUI J) 1'" [III), VOIII lIota J)Jo; b. ,\ ""11 1 V? b' 
, Y 

Timpul t"tul pe ('are li fa"" "ăhUorul ,'s tu " I ", b' 
, 

t • -
J... _ ~~, 

rilJlJ.lUI e.stt' li li II I fi} dacă l'lllllitHlpH III t'. (.'1 m IJ JlII f. r I 

( . ' ) ' nhlll radi"al"l ubţillem eruuţlll de wudlll !lI dode8. III y . V, ". il am II 
( 1 :l I b')v' • O °e pune rOlHli\ ia ca dlSCflllUlIlillluJ IIC' l~s t u (' t t'tm - J - 4 • >J I ' 

, ,,,' - j 
b V t't 1'2 ) - - I . f'1:i t pozitiy şi se obţine ca m ;) __ J eel tllnpu Hllllllll . e 

t'J V' 

I 

b' 

• 
t b V .,t - 1'1 . 27. Dacă x şi y ~tllIl laturile dreptulJghi uJuÎ le 

~I~ . - c 
f r u 

"ercul"i atunci ",' + y' = 4R'. Dac{, S e, t e aria dreptunghiui ui ." e 
.1' este maxim când S' = x'y' = x' (4R' - x') este millim ă .. ·uf. l T 

.(' "hlll," o funcţie de gradul al doilea. 28, DacĂ R es t e rala ce:cu I 

scmibazele trapezului avem că perimetrul este 4(x + y) . Se ar/ltli ('Ii :ry 
J 

li' 
,i deci avem minim pentru perimetru când x = y = R. 29. Fie x, 11 p~ 
iecţiile catetelor pe ipotenu~ă. Avem sistemul de ecuaţii x + y ~ a fi 

-
xy - k'.30. Fie x, y catetele triunghiului. Avem sistemul de ecua!" Z y ~ 

+ Vi,' t y' •. 2p şi xy = h V",, + y'. 31. Se la ('a necunOSt utii 'mJ!lI\' t 

inferioară. Inălţimea trapezului ~ste V II' - xi. Laturile neparale l .", IrR 

pezului au lungimile egl\le cu V 2R' - 2Rz. Se obţine etua! ia 2x I 21l 
• 

+ 2 V2H' 2ifi 2p. 32. Se iau ca necunoscute x, y semiLal'le f 'r
p 

zului. Se obţine sistelnul xy = R', R(x + y) = 2R'. 33. Fie ti D 
De' y, Se obţine sistemul ax + by = 2k', x' + a' = y' + h'. 31. D • 
x. Y N'lll'('ZIII!,i numărul de Ore necesare primei brigăzi, respecl" ('pTe l de " ( ( 

brigllzl. pPntru termmarea intregiI lucrari, obţinem sistemlll " + Y .. I 

18(' ') 'II{ 3 .. l ' 
:; ~ 1- II = 1. Se obţine x = O, y ~ 6. 35. Laturile dreptllugllluhlJ t 

80 m ,i 60 In. 

Capitolul \' 

, 1. Puteri 

I 
s,' 2. n) m 



.ero: m> i, esto negati"A.b) m <- ~, ee te pOzitivi: m"" 
: el te 181'0 • /It 
S ' , 

o.te negativA: e) esto pozitivă oricare ar fi m .,. +. Pentru m = ~ , Nte .... 

8. a) xy': b) (a + b)': e) 2". 4. se calculează membrul drept. b. Se deacomp"'D' 

In faotori a" _ b" _ (a")' _ (b")'. 6. a) (xm .. ' + 1) (x'" n+ 1) i b) O. 7. a):JO: 

b) 9': o) sunt egale: d) 4300 = (4')'.· şi 3'·· = (3')'00, 4' < 3', 3'" eate mai 

maro: e) (- ii-l': f) L~r·. 9. Se foloseşte repr,pzentare8 grafică. ]0. Eate 

.triot oresoAtoar •. 11. a) a-'b-': (a ": W'(a - hl-': 3a-'b-'C-': b) 2 ·10'"': 

3. 10-': i5' 10-': 12. a) a-'(1 + a')' (a' + a' - il: b) 4a-'; e) 1 

§ 2. Radicali 

1. a) I x _ i l: d) I - 3x' + x - i I = 3x' - x + 1 2. 7 - 2x pentru 

x E (-00. 2): 3 pentru x E (2,5]: 2x - 7 pentru x E (5, 00). 3. Conform 

problemei precedente,.ayem f(x) = 7 - 2x, xE(-oo , 2): f (x) = 3, xE(2,5J: 
f(x) = 2x - 7, xE(5, 00). 4. a) XE(2, 00) : b) mulţimea tuturor numerelor 

reale: e) x E (-00, -2) U [~ , 00): d) xE(I, 00). 7. a) V x'-1 ; 

b) V x' - x + L 8. a) 3 Vi> 2 j/3: e)" iY2 > 3 !Y4. 9. b) "'/2': 
• 

d) : : :. 10. e) 4 V6 - 81/3: d) 8. 11. c) 2 (2 V2 + j/1O -1/5 - 1) : 

d) ~ (ty9 - t7'21 + tY49). 12. i) , r a - 'Vâi ., ii) V;Y . 3 3 4 
2 

v ' V . r 1 . b) , ' 
v z tVY 

d) 12: e) 4, -5: f) 4: g) O, 5: h) -a, a: i) 7. 16. e) I < Vi ~ t r4 <. ty3. 

17. a) V3 + V2: e) V7 i/3. 18. Se scrie x + 2 ]!'x - 1 sub forma 

x - 1 -r 2 V x - 1 t 1 (' 'x' - 1 + 1)2. Analog, d V ~ se pro{'e ('azA cu 

x - 2 V x - 1. 19. 0,1. 20. 1 • 
243 

Capitolul n 

" 2 2 1. a) x ,y 
7 

: b) x 
1 7 

1, Y ~ (4·- 1) 
3 ' undl:' l 1'~le lIll număr 

92 
i7 ' Y r~A.l oarecare; c) x 

ci) 6 V2 1 7i: e) 5. 3. ") i V" 
" 

1 

Hlft --.-
" 

ci) • , 

1 ; d) • I , o. y ~ 

1. 2. 8) 8 

, 
I . , f) 1 1: e) 2a, h) 1. 6. e) O. 

4k, i, darii n 1. i 1, darA 11 fok t 2, 1, 'he. n 
I,kt 3;d) 1;f)I" :t 7. a) 111 2; 10) /Il 
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> :i 
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e lera. 

npune 

. a) 2'; 

.8 mal 

, Este 

to-<, 

!orm 

'J; 

, 

2' , 

1}; 

4 

cu 

o. 

, 

/II .,. - ~ 8, a) .l: _I~ (1 + i) , b) .L Va _ I 
IAU 2 V2 ' ;.<: . • _ 11 ) 

:1 • a :X - 1 .) 'X _1 + il; b) (2X + 1 - 2i) (2X ~ 1 "t- 2i). 12, ' \ 
6' 3 . a) ", '" 3 . -r 6i; z, "" 3 -r 1, y, - - 6, 14. a) m(". + 20 - 1;', II, 3 ţ 

b) /II(2z' - 14x + 205) "" O. 16. a) Scriem ". _ 27~"" 200) -, O m E Il 
. ' . - (x - 3) (x' + ~ -r 9) '"' O " se obţlO rAdăclnile: 3, - ! (1 ± V3 ) '" ~ 

2 '- Avem X>"'27 
- (z + 3) (x' - 3x + 9) = O; se obţin rădăcinile' -3 3 ( 

-V~'(1 V - ') ,~I:t:V31j; 
d) -f5, 2 ± 3, . e) Scriem X'-16= (x+2) ( 2 

. . x - ) (x' i' 4), d. Unde rezultă rAdAmmle: - 2, 2, -2i 2i' i) Avem '+ 16 
- '- ' x '= (x' + 4)' _ -8X'=(X'+2 V2X + 4)(X'-2V2X+4)=0 R4dă'1 '. 

• C'OI e ecuaţ'e, Sunt. 
- ~ '2 + V'2i, - V'2 - V'2i, V2 - V'2i, Vi + V2i' g) _ Vi2{1 1, • 

I 2---' 
rI2(1 ±i). 16. a) O; b) 0. 17. a) xlX.x, = 6' b) x xx x _ 7 20 ) P 1 

2 'Ii 3 • - • 8. uncte ti 

18 aO! pe parabola y = -X' + 10; b) Punctele se află pe dreapta y = 

.. 1- x. 21. b) {(1, V'2) , (1 , - V'2), (2,1), (2, -1»). c) {(7, 3), (-7, -3)) 

n. Pentru b > O, x + yi = ± a + Va' + b' . 

penlru b < O, x + yi = ± 

-"--'--,-: - +- , 
2 

.,:a_+,-,-V-::a:-·_+"-.:..b' . 
-1 

2 

nolead z, = y şi se are in vedere problema precedentA. 
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