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ﬁ Prefata
]
I

fn multe taﬁ, prinfre care gi in tara noastrd, s-a trecut la predarea axiomatici a
geometriei in liceu.

Se pune intrebarea: ce fel de axiome sa stea la baza manualului de Geometrie pentru
clasa a IX-a?

Tinind seama de dificultdtile conceptuale si tehnice legate de axiomatica lui Hilbert,
g-au propus si s-au pus in aplicare, in diferile {4ri, variate sisteme de axiome, mai accesibile
pentru elevi, Avem la dispozilie, in limba roména: traducerile manualelor Alef zero, care
prezintd de fapt un model algebric al geometriei (definind succesiv structurile vectoriale,
afine §i metrice) si care au la baza lor axiomaticile lui H. Weyl, respectiv J. Dieudonné;
traducerea din limba rusd a manualului de geometrie pentru clasele VI—VILI, redactat
de un colectiv condus de academicianul A.N, Kolmogorov; traducerea din limba englezii
a cirtii lui I, Moise ,,Geometrie elementard dintr-un punct de vedere superior®, in care se
expune intr-o forma modificatd sistemul de axiome propus de G.D, Birkhoff (in 1932) si
care stfi la baza noilor manuale de geometrie in S.U.A. Mentionam c# se folosesc si sisteme
de axiome care modeleazd grupul generat de simetriile axiale plane, de exemplu cel al
lui G. Pickert. In axiomatica lni Kolmogorov simetriile axiale ocupa de asemenea un loc
central. ) ‘

Dintre toate acestea am adoptat axiomele lui G.D. Birkhoff in varianta lui E. Moise
cu mici modificliri, criteriile noastre llind urmatoarele:

a) menfinerea unui paralelism intre nivelul abstract si cel concret al gindirii;

b) reflectarea si posibilitatea interpretiirii cunostinfelor cit mai direct in realitas
tea fizici; ‘

¢) asigurarea unui grad sporit de accesibilitate:

d) posibilitatea participirii active a elevilor la lectii;

e) integrarea cunogtintelor de geometrie in ansamblul invitimintului matematicy

f) valoriticarea traditiilor invatdmintulni de geometrie din tara noastri,

La redactarea manualului ne-am bazat pe unele cunostinte de logicd matematicl,
mul{imi, functii, numere reale pe care elevii le au din clasele anterioare sau le obtin in
primele lectii de la cursul de algebri, _

Simplificarea realizatd prin axiomatica lui Birkhoff, ca dealtfel si prin accea a lui
Kolmogorov, rezidd in acceptarea distantei printre notiunile fundamentale ale geomslriei
§iin atragerea in acest mod a numerelor reale in tratarea geometriei. '

Mentiondm cd in acest mod geometria unidimensionald va fi algebrizati, tratarca
aspectelor bidimensionale riminind sinteticd, apropiati de cea traditionald. Capitolul cu
privire la putinele elemente de geometrie analitici se leaga organic de tratarea sintetici
prin punerea fn prim plan a teoremei directe si reciproce a lui Pitagora. |



Este clar ed pentru incepitori problema independentei axiomelor se situcazi pe un
ullim plan. Totusi mentionidm ci axiomele noastre sint independente, ceea ce nu inseamni
insi cd nu pot fi tnlocuite cu axiome mai slabe. Din axioma riglei, ultima parte poate fi
eliminatd, axioma, de separare a planului poate fi inlocuitd cu axioma lui Pasch, iar axioma
L.U.L. poate fi restrinsa la formularea lui Hilbert, dar nu fird a cauza unele complicalii
tehnice. Misura unghiurilor poate fi scoasi dintre notiunile fundamentale si atunci axioma
U.3. devine superflusi, dar acest lucru creeazi dificultiti mai mari.

Credem ci este un avantaj ci notiunile delicate de ,a fi intre* si ,congruenti™ au
primit definifii directe, proprietifile de ordonare devenind exercifii cu module. De asemenca,
s-au eliminat dificultdfile legate de aspectul dublu al proprietitilor de continuitate
(pe dreaptd s1 in R).

Cu privire la capitolul IV dorim si observdm ci instrumentul principal este formula
distantei intre doud puncile. Din aceastd formuld decurge imediat condifia de perpendicu-
lautate iar de aici ecuatia dreptei, Cu aceleagi mijloace stabilim formula cos (o — b} =
= ¢08 @ ¢os b + sin ¢ sih & pentru orice a, b = R, fard a fi necesar si se deosebeascd
mai multe cazuri.

In legitura cu folosirea materialelor bibliografice traditionale trebuig si ariitim ci in
geometrie avem propriet#fi de: inciden{d (coliniaritifi gi concurente), congruentd, parale-
lism si ordonare (pozitia unui punct pe un segment, pe o semidreaptd, intr-un semiplan san
a unei semidrepte in interiorul unui unghi ete.); solutia traditionald a unei probleme mai
complexe constd in rezolvarea riguroasi a aspectelor de incidentd, congruentA si paralelizm
si admiterea unor situatii de ordonare pe bazi intuitivd. De reguld, o asemenea soluiie
poate i completatd (uneori eu usurintd, alteori mai greu, eventual cu analiza mai mulior
cazuri posibile). Dac4 s-a atins un anumit nivel de pregitire gi elevul a infeles legitura dintre
mtuitie si deductie, §isolufia tradifionald poate fi acceptati {sub rezerva posibilititii de
completare).

De aceste considerafii se leagi si o obuervatre cu privire la rezolvarea problemelor de
geometrie cu un grad de dlfmultate mai ridicat. Dupd ce problema a fost abordati la nivel
concret, in mod intuitiv, pe baza desenului, solutia intreziritd va fi contrclati in mod
riguros mai intii sub aspectul proprietdtilor de incidentd, congruenta si paralelism {deci in
mod traditional) i abia dup# aceea in privinta ordonirilor. intr-o ultimi fazi rezolvarca
se redacteazd la nivel abstract. Acest procedeu se motiveazd prin faptul ¢i momenlul
decisiv in giisirea solutiei este cel tradifional, in timp ce aspectele de ordonare sint niai
tehnice.

Pdrtile din text insemnate cu o linie laterali nu sint obligatorii.

Teoremele trebuie si fie refinute intocmai, chiar dacii demenstratiile siné [acultative,
cici problemcle nu pot fi abordate cu succes decit pe temeiul cunoasterii sigure
a teoremelor,

Unele dintre exercitiile si problemele din manual au fost preluate din alte manuale,
culegeri de probleme si Gazeta matematicii, fird a mai indica sursa.

Ne face o deosebita plicere si multumim profesorului universitar Radé Francisc pentry
sprijinul acordat gi sugestiile sale la elaborarea acestui manual.

Mulfumim de asemenea colectivelor de cadre didactice din Timisoara, Alexandria,
Craiova, Constanta, Galati, referentilor si colegilor pentru observy atille f&cute care ng-au
fost de un realfolos In definitivarea acestul manual,

Autorii




Cunostintele de geometrie le obtinem in doud moduri: intuttie si deductiv.
Cunostintele intuitive sint extrase din observalii i experiente. Din anumite
eunogtinte geometrice putem deduce cu ajutorul logicii alte cunostinte;
acestea din urmi sint obtinute pe cale deductiva, prin demonstratie, fird a se
recurge la intuitie. ;

In tratarea modernd a geometriei se cautd a se prezenta cit mai multe
proprietiti pe cale deductivd. Bineinieles, cunogtiniele intuitive nu pot fi
eliminate complet, ciici geometria prin ele se ancoreazi in lumea reald, obiec-
tivd. Pe de altd parte noi trebuie sd avem la dispozitie de la inceput o colectie
de proprietdti geometrice, din care apoi si putem deduce altele. Aceastd
colectie se limiteaz& la un minim de propozitii, care se numesc axtome. Axiomele
sint admise fiard demonstratie gi reprezintd punctul de plecare in tratarea
_geometriei.

In axiome gi in consecintele lor intervin notiuni de logici si de teoria mul-
timilor gi notiunea de numdr real, pe care le presupunem cunoscute. Afard de
acestea, in axiome apar citeva nofiuni specifice geometriel, numite nofiuni
geometrice fundamentale. Aceste notiuni, extrase -din lumea obiectivd, nu
primesc in geometrie o definifie directd, insugi sistemul de axiome constituind
definitia lor. Celelalte notiuni geometrice sint introduse cu ajutorul notiunilor
fundamentale prin definitii directe. Proprietdtile geometrice demonstrate cu
ajutorul axiomelor gi definitiilor se numesc teoreme (cele de importantd mai
micd sau care pregitesc alte teoreme se mai numese leme sau propozifii).

Asgadar, la baza unui studiu modern al geometriei stau notiunile funda-
mentale §i axiomele care exprimd proprietdti ale acestor notiuni. Existid
diverse posibilititi de a alege din multitudinea de notiuni gi proprietdti geome-
trice notiunile fundamentale gi axiomele. Noi vom considera urmitoarele
notiuni fundamentale: punct, dreaptd, plan, distanjd si masura unghiurilor®.

* fn axiomatica lui Hilbert notiunile fundamentale sint: punctul, dreapta, planul,
incidenta, relajia ,intre” i congruenta.



In acest manual vom studia geometria in plan in care se considers existenta
unui singur plan. Axiomele acestei geometrii le grupim in axiome de incidentd,
axioma riglei, axioma do separare a planului, axiomele unghiului, axioma de
congruentd si axioma paralelelor. Treptat, dupid ee vom introduce cite o
axiomd, vom defini imediat unele notiuni gi vom demenstra un numir de
teoreme. Se recomandd sd refinem care dintre teoreme se bazeazi numai pe o
parfe dintre axiome, cdei astfel vom intelege mai profund legdtura logicd
dintre proprietdtile geometrice gi ne vom insusi esenfa metodei axiomatice
in matematicé.

Prima prezentare axiomaticd a geometriei a fost datd de Euclid (365—300 f.e.n.), care
a servit ca model pentru cdrtile de geometrie pind la sfirsitul secolului trecut. Axiomatica
lui Euclid nu este perfectd; in axiome nu se vorbeste de pilda despre proprietiti de ordonare
si din aceastd cauzd in demonstralii se face uz de intuitie in mod tacit. Primul sistem
axiomatic complet al geometriei a fost dat de D. Hilbert in 1899. fn acest manual, asa
cum am aritat i in prefatd, se pleaci de la axiomele lui G.D. Birkhofi*, intr-o formi
usor modificati.

fn tara noastrd geometria a stat in atentia multor savanti ilustri, care pe ling# cerce-
tarile lor originale au realizat si valoroase lucrdri didactice, impulsionind tnvitimintul
geometric roménesc. Dintre ei amintim pe Gheorghe Tifeica (1873—1939), Alexandru
Myller (1879—1965), Gheorghe Vrinceanu (1900—1979), care au intemeiat o renumiti
scoald de geometrie diferentiald, pe Traian Lalescu (1882 —1929), Dimitrie Pompeiu (1873 —
1954), care odati cu cercetdrile lor de analizi matematici au adus o remarcabild contributie
si in geometrie. Cu studii de ‘axiomatica geometriei s-a preocupat renumitul algebrist Dan
Barbilian (1895—1961), cunoscut si ca poet sub pseudonimul Ton Barbu. Gazeta Matema-
ticd (Infiintatd In 1895) antreneazd si stimuleazi tineretul in studiul geometriei.

Primul grup de axiome se enuntd astfel:

Dacd A este un punct s1 d o dreaptd, relatia A & d se citegte astfel:
punctul A apartine dreptei d sau A este situat pe d sau d conjine pe A sau d
trece prin A sau punctul 4 gi dreapta d sint incidente. Punctele 4, B, C se
zic coliniare, dacd existd o dreaptd d astfelca A € d, B € d, C € d.

Fie A si B doud puncte diferite. Potrivit axiomei [.4 existd o singurd
dreaptd d astfelincit 4 € dgi B € d; aceastd dreaptd d va fi notatd cu AB.

Demonstrajie. S4 presupunem cd teorema nu este adeviratd. Atunci
existd doud drepte d,, d, §i doud puncte P, @ astfel incit d;, # d,, P # Q,

* George David Birkhoff (1884—1944) matematician american.



P,Q € d,, P,Q € d,. Conform axiomei 1.4 d, = PQ, d, = PQ, deci d;, = d,,
in contradictie cu d; # d,. Asadar presupunerea noastri ne-a condus la o
contradietie, Rezult.ﬁ ci teorema este adevirati. _ :

Observafie. Metoda folositi in aceasti demonstratie se numests metoda reducerii la
absurd. Ea constd in a ardta cd negarea concluziei teoremei conduce la o contradictie,

Exercitil
1. Oricare ar fi dreapta d, putem giisi in planul ? un punct nesituat pe d.

Rezolpare. Presupunind contrariul, toate punctele planului sint situate ps dreapta d,
ceea ce este fn contradictie cu axioma L3.

2. Dacd A4, B, C sint frei puucte necoliniare, dreptele AB, BC, CA sint distincte
doud cite . doué

8. Presupunind ci existd in ? punctele A, B, C, D dintre care nu avem trei coliniare,
sd se arate ci dreptele AB, AC, AD, BC, BD, CD sint distincte dous cite dou#. '

4*. S presupunem ci 4, B, C, D, E sint cinci puncte diferite, 4, B, € sint coliniare
5i D, E ¢& ARB. Dintre dreptele AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE, DE cite pot
fi distincte cel mult? Ariitati o situatie in care avem mai pniize drepte distincte.

6*. Pol exista 5 puncte in  astfel incit unite doui cite dou#, s obtinem exact 7 drepte
distincte?

§ 3. Distanta si axioma riglei

Stim din experientd cd fixind o ,unitate de masurd” (un ,segment etalon*)
gi-folosind procedeul de misurare, fiecirei perechi de puncte putem face si-i
corespundd un numdr real (nenegativ) unic, ,distanta intre cele doud puncte®.

In tratarea noastrd, distanja este o nojiune fundamentald. Admitem deci
c# oricare ar fi punctele 4, B € (D existd un numdr real unic, notat cu AB
sau d (A, B), care se numeste distanja intre A st B.

Pentru doud puncte oarecare A gi B, distanta AB este un numaér
real unic.

Obsereagie. In aplicatiile practice se folosesc mai multe unititi de misurd, de exemplu
1 m, 1 km, 1 cm etc.; in aceste cazuri trebuie si se indice unitatea respectivi. Spre deose-
bire de aceasti situafie, la noi distan{a este un numar real. De exemplu d(4, B) = AB =
= 5 si nu 5 cm.

Notiunea fundamentald este de fapt o funcfie § : ? x P — R, numitd funcjie-
distentd. Intr-adevir, stim ¢ un element oarecare al produsului cartesian ? x 7 este
o pereche de puncte (4, B) si deoarece acesteia fi corespunde numirul real AB
determinat in mod unic, avem o funclie definitd pe mulfimea ? x % cu valori in R.

In clasa a VII-a s-a iInviitat despre reprezentarea numerelor reale pe o
dreaptd, ceea ce permite sd definim o functie bijectiva fintre multimea punctelor
unei drepte d §i multimea numerelor reale R. Intuitiv, punem in evidentd
aceastd functie insemnind unele puncte de pe dreapta d si scriind sub ele
numerele care le corespund, de exemplu punctului A4 ii corespunde 2, punctului

* Problemele previizute cu stelutd se adreseazdl cercurilor de elevi.
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B 0,6 punctului ¢ —1,3 (fig. I.1). In acest fel dreapta d apare ca o ,rigli
gradatd infinitd“. Cu ajutorul ei putem cunoaste distanta dintre doud puncte
' situate pe dreapta d. Pe figura I.1 avem AB = BA — 1,4, AC = CA = 3,3,
BC = CB = 1,9. Observati ci distantele sint pozitive, in timp ce gradatiile
(valorile functiei f) pot fi pozitive sau negative.

Prin axioma urmitoare admitem existenta si precizim proprietitile
acestei functii f. ‘

1)
Prin aceastd axiom# se mai precizeazi ci funefia f : d -+ R, definitd prin
f(M) = x4, este determinati in mod unic de conditiile 1), 2) si 3).

. \ Functia f :d — R .se numeste sistem de coordonate pentru
dreapta d (sau pe dreapia d), punctul A originea lui, iar numdirul z, abscisa
sau coordonata punctului M (in sistemul de coordonate considerat).

Obsercayii. Condifia 1) aratd ci funcfia f : d — R este bijectivi.

Condifia 2) arata ci oricum s-ar da'doud puncte M si IV pe o dreapti d, existi un sistem
de coordonate pentru care abscisa lui M este 0, iar abscisa lui N esté pozitivid (M reprezinti
originea sistemului de coordonate, iar rolul lui IV este de a preciza un sens de parcurgere
pe dreaptd) (fig. I.2, a 5i b). Dacd s-ar permite i modificarea ,,unititii de misurd® am putea
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asocia punctului dat IV abscisa 1, lucru care in teoria noastrd nu este posibil, deoarece —
precum s-a precizat — functia distantd este fixatd.

Conditia 3) indici o legiturd intre distanfe si abseise. Dacli cunoastem abscisele a
doui puncte, putem calcula distanta dintre ele cu ajutorul formulei (1). De exemplu, in
cazul figurii 1.3 24 =1, ap =& §i AB=3 = |ap — z4 |; sau a4 =1, a¢ = —1
§'lAC=2= |zgt—za|l=]—1—1]|=|—2]

@)
3)
(4)

Demonstrajie. Fie d o dreaptd ce contine punctele date P gi Q. Conform
axiomei riglei existd un sistem de coordonate pe d gi avem

PQ=|z2g—2zp]| > 0;
PQ = |2g— 2p | = | 2o — 7q | = QP;
PQ=0w |25 —2p| =0 zp=2ag« P =0,

ultima echivalentd rezultind din condifia 1) (sau altfel spus din faptul e
functia f : d - R, f(M) = zy este injectivd). In cazul R € d putem scrie

PR:|37R"‘_5P,I:i(le—xQ)+($Q—xP)l-<.
< |zp— 29|+ | g — xp | = QR 4 PQ.

Observayie. Deoarece la baza nofiunii de distantd std procedeul de misurare, s-ar pirea
cd ar fi fost mai natural s4 definim distanta ca un numiir pozitiv, si nu ca un numir real.
Atragem din nou atentia asupra faptului ci in axiome -postulim cit se poate de pufin;
presupunind numai PQ € R, din teoremid rezultdi PQ > 0.

1. Fie AB = 4. Exist¥ un sistem de coordonate pe AB cu x4 — 5, ap — 87
2. 24 =— 2,z =3, g =10. 54 se afle AB, AC si BC.

3. Intr-un sistem de coordonate pe dreapta AB, z4 = 3, AB =5, 2p < 0, a) S84
se afle zp. b) i se determine g stiind c& C < 4B, BC — 7 5i AC < BC.



4%, x4 = —2, zp = 5; si se defermine punctele M, N = 4B, $l;1md ci AM = &,
MN =1, NB = 2. :

B* z4 =1, zp — 4 Si se afle M, N e AB, stind c§ AM =1, MN =&,
NB = 2.

¢

§ 4, Segmente, semidrepte si unghiuri

Intuitiv, pe figura 1.4 'puhctul M este ,intre A gi B“. Dém definitia acestei
notiuni,

A M 8
Fig. 1.4
Dolinilll. Fie A gi B puncte diferite. Zicem ci punctul M este inire
A $i B (sau M separd punctele 4 g1 B) daci
(1) A, M, B sint puncte coliniare diferite "
gi | ' |
(2) AM + MB = AB.

Prin segmentul deschis (AB) infelegem multimea punctelor intre A g1’ B,
iar segmentul inchis [AB] este multimea (AB) U {4, B}

Apadar '
(3) [AB] = {M € AB| AM + MB = AB}, |
(&) (AB) =[AB] — {4, B}.

Notatiile (4B) si [AB] pot fi folosite i in cazul A = B, dar atunci
nu inseamnd segmente: (A4) = @, [44] = {4}. .

Prin lungimea segmentului [AB] se intelege distanta 4 B.

1. Ar#tati ci egalitatea (2) este satisficutd dach M = 4 si dacd M = B.
2. Demons‘trat.i dac#l C esie intre A si B, atunci Ceste si intre B §i 4.

Indicajie. ‘Se admit conditiile (1) si (2). Trebuie si demonstrim (1) si (2) cu htemle A
8i B schimbate tntre ele. Se {ine seama de formula (&) de la § 3.
8. B4 se arate cd [AB] = [BA].

4, Fie C = AB, z4 = 2, 2B = 10, .zg = 4. B este intre 4 5i C? dar € intre
A gi B?dar 4 intre Asi B? :

Indicatie. DeoareceAB._ |z — z4 | =8, BC—-|&—10[—6$1AC—|4—2|—2
condifia (2) nit este satisficutd, deci B mu este infre A gi C. C este jntre 4 si B.
- Punctul 4 nu este fntre 4 si B, cici condifia {1) nu este satisfdcuts.

10



Segmentele pot fi caracterizate cu ajutorul absciselor:

()
©)

7)
(8)

Demonstratie. Fie r, << xp. Deoarece (5) este o egalitate intre doui
multimi, va trebui si luim un element din membrul I si s aritim ci el
apartine i membrului IT, si invers.

Fie P € [AB]. Tinind cont de (2) avem AP +4 PB = AB, prin
urmare

(9) Czp— 24|+ l2p— zp | = 25 — 3y,

(c8ci zp > z,). Considerim urmétoarele cazuri:

a) Zp < x,;atunci din z, << zp deducem zp < x5 5 egalitatea (9) devine
Ty — Tp + Ty — Tp = Tp — Ty

Reducind termenii asemenea, ob{inem 2z, = 2zp, deci z, = z,, in contra-
dictie cu zp > z,. Asadar, acest caz nu este posibil.

b) zp > xp; acum relaia (9) se scrie
ZTp — %4 + Tp — Tp = Tp — Ty

sau zp = xp. Nici acest caz nu este posibil.
Rezultd cd z, € zp < 2p, deci P € {M € AB |z, < zy < x5}
Fie acum M un punct din membrul IT al egalititii (5). Atunci M € AR si

(10) ﬁAéfru < Tg.
Din (10) rezultd =, — 2, 2 0 i 25 — 73 > 0, deci
AM-}-MB——|95M—IA|+|$ﬂ—13M|—IM‘"Ta+$ﬁ—1’M:
_.Q'B-—xA::|$E—$A|gAB

Prin urmare M < [4AB].

Tinind seama de (4), formula (6) rezultd imediat din (5). Formulele (7)
§i (8) se obtin din (5) si (6) observind c&[AB] = [BA] gi{4B) = (BA).

11



(11)

5. Care dintre urmitoarele relagii sint adevirate, dacd punctele A, B, C au abscisele
8,9, 7

A = [BC]l, B e (AC), C e (AB), C =[AB)?

8. Punctele coliniare A, B, C'au absciscle 6, —3,- —2. Unul dintre punctele 4, B, C
este situat intre celelalte doud?

Afirmatiile teoremei urmatoare, numite proprietili de ordonare ale punctelor
pe o dreaptd, sint evidente sub aspect intuitiv. Totusi trebuie si le demon-
stram, deoarece numai axiomele sint admise fard demonstratie.

Demonsirafie. Alegem un sistem de coordonate astfel ca zp = 0, z; > 0.

Din relatia (11) rezultdi ci z, < 0. Deoarece z; < 7, A intre BsiC
ne-ar conduce la 0 = z, < x4 < %, adicid x4 > 0, in contradictie cu z, < 0.
Faptul cd C nu este intre A i B se aratd in mod analog.

7% M e AB, A & [MP)], B &[{MA]l=> M < (4B).

8. M = AB, A & (MD), B & (MA) => M = [AB].

9. C e (AB), D & (AC) = D = (AD).
10. C & (AB) = (AC) c (AB).
11. ¢, D  (AB) = [CD] c (AB).
18. C = (AB), B = (CD) = C, B « (AD).
18. Orice segment contine o infinitate de puncte.
14. Fie m un numir real > 1. Ardtali ci existi un punct M = (AR) astfel

ineit AM = AR i

+——AG——¢ e

Fiind date purctele distincte
A st B, semidreapta inchisi[ A B sisemidreapta
deschisi (AB se definesc astfel (fig. 1.5):

A 8 M
AB— def i
[AB [AB={M | M €[AB] sau B € (AM)},
def

Fig. 1.5 (AB=[AB — {A}.
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Dreapta AB este suportul semidreptelor [AB gi (AB, 1ar punctul 4 origi-
nea lor.
Daci B & (AC), semidreptele [ BA si [BC se zic opuse, la-fel (BA st (BC.
Semidreptele pot fi precizate cu ajutorul absciselor:

(12)
(13)

(14) - L i
(15) f ' ,
Demonstratie. Presupunind z, < zg, din teorema 1 obtinem
M E[AB]l < z4 < Ty < Zp
Bc(AM) e x4 < 2 < Ty
Asadar M € [AB < z, <zy < ¥p 88U zp < Ty, ceea ce se scrie mai simplu:

M E[AB <« x4, < zy, deci are loc egalitatea (12). Egalitafile (13), (14) si
(15) rezultd in mod analog.
PAT.0 ac - | in notatia (4B,
punctul B poate fi inlocuit cu oricare punct al semidreptei (A B.
Un unghi este reuniunea a doud semidrepte inchise avind

aceeagi origine (fig. I1.6).
Daci cele dou#t semidrepte sint . = [AB si k = [AC, unghiul va fi notat

bk sau Bffl\é’ sau A (dacd nu e pericol de confuzie). Punctul A se numegte
virfal, iar semidreptele h, k se numesc laturile unghiului k.

Dacd k — k, ik se numegte anghi nul, iar dack h i k sint semidrepte
opuse, atunci ;?E este un anght alungit. Un unghi care nu este nici nul, nici
alungit, se numeste unghi propriu.

Daci punctele 4, B,C nu sint coliniare, mulfimea
ABCE[AB)U [BC]U [CA]
se numeste friunghi. Punctele 4, B, C sint virfa-
rile, segmentele [AB], [ BC], [CA] sint laturile, iar c

P e L
unghiurile BAC, CBA, ACB sint unghiurile triun-
ghiului.

Daci doud (respectiv trei) laturi au lungimi .
egale, triunghiul se numegte isoscel (respectiv
echilateral). Fig. 1.6
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Exercltil

15. Fie z4 = 2, zp = 10, xg = 1&. Care dintre urmitoarele egalitdti sint adevirate:
[AB = [AC, (AB = (AC, (BA = (BC, (CA = (CB; (AC = (BC?

18, Fie 4 = —1, zp = 3, g = 5, zp = 8. Siise arate cd B e (AC, [BC]c (AD,
B e (AD, D & (CA.
17. Sedauzg = —3, 2p =0, a¢ = 5, ap = 9. Sl se afle (CA N[BD]si [CA N (BD.

18. Si se arate: [AB]C[AB (A =£ B). :
19, Daci A = B, atunci: a) (AB 0 (BA = (AB), b)[AB N [BA = [4B],
c) (AB U (BA = AB.

§ 5. Axioma de separare a planului

1% Fie d o dreapti si A, B doud puncte ale planului ), nesi-
tuate pe d. Dacd segmentul [AB] are un punct comun cu d, spunem ci
dreapta d separd punctele 4 si B sau ci A si B sint de o parte gt de alta

. @ dreptei d. In caz contrar se spune ci A si B sint de aceeagi parte a lui d.
Pe figura' 1.7 dreapta d separi punctele 4 gi B, de asemenea punclele A
gi C, dar nu separdl pe B gi C. Expresiile ,d gepard A si B“ gi ,d nu separd
4 g1 B“ au sens numai daci 4 gi B nu se afli pe d.

Admitem urmiltoarea agiomd de separare a planului:
8 ‘ 4 punetele A gi B. Dacii d nu separd puneiele

i S iy
, 5:11{ J)

iy d o dreaptd ¢e separ

Observatie. Pentru puncte coliniare 4, B, C afirmafia 8 face parte din teorema 2
de la § % (punctul 5). Asadar este suficient si se considere in axiomi numai puncte
necoliniare. Sub aceastd formi#t mai slabd axioma § se numegte azioma Iui Pasch.
Pentru a simplifica referirile, am cuprins tn axiomd ambele situatii,

1*. Oricare ar fi dreapta d si punciul 4 nesituat pe d, aritai ci existd un punct
Be? —dastfel ca d si nu separe A,si B si existfy un punct C astfel ca d si
separe 4 si C.

Rezolpare. Liuim un punct P pe dreapta d. Stim ci existi B si C asifel ca A = (PB)
§i P e (CA)(§ 4, teorema 2,3). Atunci d nu separi pe A, B si separi pe A, C.

A 2. Dacti dreapta d nu separd 4 si B si nici B si C,
atunci d nu separd punctele 4 si C.

X : Rezolvare. Tntr-adevﬁr, in caz contrar d ar separa A si
N ¢ C si atunci din axioma 8 ar rezulta ci d separi 4 si B
\ (c#ici nu separi C si B), in contradicjie cu ipoteza.

\ Teor

orile
Folla

1. Daed o dreapid d separii atit
i1 A eit gi punctelo A gi C, atonei d

Fig. 1.7 nu separd 5 8 [i“lg. L7

" B & punctele B
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Demonstragie. DacA punctele 4, B, C A
sint coliniare, teorema revine la punctul 4) N
din teorema 2, § 4. Vom admite deci cid
punctele 4, B, C nu sint coliniare. Sd
presupunem ci teorema nu e adeviratd.
Atunci existi pe dreapta d punctele M, N, P
astfel fncit M = (4B), N e (4C) si
P & (BC) (fig, 1.8). Cum punctele M, N, P
sint coliniare, unul din aceste puncte va 8 5 c
fi situat intre celelalte dou# (teorema 2, § & ]’
punctul 1). Pentru a face o alegere, si pre- Fig. 1.8
supunem ci M este intre IV gi P,

Asadar dreapta AB separd N si P; pe de altd parte AB nu separi N si C (cHci
conform tecremei 2.2), § & din N e (AC) rezulti cd 4 nu este intre N si C), deci
din axioma § deducem cii AB separd punctele P gi C, adicd B = (PC)., Dar avem gi
P = (BC) in contradictie cu punctul 2) al teoremei amintite.

8. Daciidreapta d separd 4 si B side asemenea C i D, dar nu separd A si C, atunci d
nu separd puncfele B si D,

4. Fie A, B, C, D puncte distincte. Daci 4 si B sint de aceea$1 parte a lui CD, putem
afirma ¢ € si D sint do aceeagi parte a lui 487

Fie A un punct nesituat pe dreapta d (fig. 1.9). Considerdm toate
punetele M de aceeagi parte a lui d, ca §i A. Multimea formatd din aceste
puncte gi punctul A se noteazii cu (dA si se numegte semiplan (deschis).
Spunem ci dreapta d este frontiera lui §i i semiplanul (dA este limitat de
dreapta d.

Avem

(1) : (A = {M € D |[AM]Nd = O}.

Intr-adevir, pentru M # A, relatia [AM]Nd = & inseamnd cii 4 g M
sint de aceeagi parte a lui d; iar pentru M = A relajia [A4]N d = & este
verificaty, clici [AA] = {4} & d.

In notatia (d4 punctul A poate fi inlocuit cu 2 \
orice punct al semiplanului (dA: \
(2) B & (dA = (dd = (dB.

fntr-adevir, cum [ABINd = @, exercit,iul 2 ne
aratd ci[AMINd = @si[BM]INd = @ sint conditii \ i
d .

echivalente, deci mulfimile de puncte, care le veri-
ficH, coincid. Fig. 1.9

15



1)

2)
3)

Semiplanele S gi S’ se numesc opuse.

Demonstrafie. Ludm un punct 4 nesituat pe. d; stim ci existi un punct B astfel
ca d 84 separe A si B (exerc. 1). Si considerdm semiplanele § = (d4 si & = (dB.
Luind M'e ? — d, si ariitim ¢i M e SU S". Daci M < § afirmatia este evidenti.
Daci M & S dreapta d separi A si M, deci conform teorcmei 1 dreapta d nu separi
Bsi M, adici M e §'. Asadar ? — d < S U 8 si deoarece incluziunea inversi este
evidenti, ? —d = S U S".

Sl presupunem ci P < § N S’; atunci 4 nu separﬁ A i P sinici B .51 P, Cunt d
separdl A si B sinu separdi A si P deducem din axioma § c# d separi B si P. Confra-
dicyia dovedeste ci nu existii nici un punct in S N.5%si astfel am demonstrat afirmatia 2).

Un semiplan oarecare S* limitat de dreapta d se serie sub forma S$* = (dQ, unde
Q € ? — d. Am demonstrat mai sus cA Q € S, sau Q = 5. In primul caz (dQ =
={dA = § (vezi (2)), iar in al doilea caz (dQ = (dB = &’. Agadar §* = § sau S§* = §’
si afirmatia 1) este demonstrati.

Fie P, Q e §. Atunci § = (dP si din defini{ia semiplanului urmeazi c¢i [PQ]Nd =
=@ Daci P S, Re §’, avem § = (dP si [PR]Nd == @, deci si afirmatia 3)
este demonstratd.

Reuniunea unui semiplan cu frontiera sa se numeste semiplan

fnchis. Simbolul ‘[dAdZM(dA U d se citegte ,semiplanul inchis limitat de
dreapta d i continind punctul 4%,

6. Dacit punctele 4 si B apdrfin semiplanului § (deschis sau inchis), atunci
[AB]c S.

6*. Dacl 4 & d 5i B = d, atunci (B4) c (d4 (fig. 1.11).

Indicatie. Se va arlita: M = (BA)= B & [AM] >
A = M = {dA. .

7%. Dacd A & d si B e d, atunci'(BA c (dA.

M
Indicatie. Se ia un punct M e (BA i se  disting
cazurile:
d
B 1° M = (BA); atunci M e (d4 conform exercmulul 6;
Fig. 114 2°M=A; 34 e (BM),
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8%, S5 se arate ci intersec{ia dintre o dreaptd @
i up semiplan deschis este sau dreapta d sau o semi-
dreaptd deschisi sau mulfimea vida.

g*. Daeli M este un punct pe latura [AB] a unui
triunghi ABC, iar P un punct ce se giseste de aceeasi
parte a dreptei AB,ca si C, atunci semidreapta (MP
intersecteazi latura [BC] sau [CA] a triunghiului
(fig. Y.12).

" Indicatie. Conform axiomei S, dreapta MP taie Fig. 112
segmentul [BC] sau [CA] intr-un punct Q. Trebuie si se
demonstreze cii punctul Q este situat pe semidreapta (MP. In acest scop se va ardta ca
P si @ sint de aceeasi parte a lui AB, ceea ce impliei [PQ]1N AB = @.

10. Fie ABC un triunghi, B’ € (AC) 5i €' & (AB). S4 se arate ci segmentele (BB’)
si {€C’) au un punct comun. :

11. Folosind notatiile exercijiului 10,- fie D e {(BC). S5i se arate cd (AD) D
N (B'C) = @.

Se numeste mulfime convexd o multime de puncte, care are
urmitoarea proprietate: dacd P, ¢ sint doud puncte distincte oarecare ale
multimii # (fig. 1.13), atunci /I contine toate punctele segmentului (PQ) :

(1) P, Q€ M= (PQ) c

Multimea vidd gi multimile formate dintr-un singur punet se considerd
convexe, deoarece pentru ele nu se pune nici o conditie.

O multime formatd din doud puncte nu este convex#. Multimea din figura
1.13 este convexd, cea din figura [.14 nu este convexi.

Fig. 1.13 - Fig. 1.14

1. Ardtati ci planul @ i orice dreapld sint multimi convexe.
2, Orice segment gi orice semidreaptd sint multimi convexe.

Indicatie. Fie de exemplu (AB) un segment deschis. Dacﬁ P si Q e(4B), atunc
(PQ)c (AB) (§ 4, exerc. 11).

3. Aratali ci semiplanele deschise si semiplanele inchise sint mulfimi convexe

Din multimi convexe putem forma ‘alte multimi convexe cu ajutoru
teoremei urmitoare. '



Fig, 1.15 Fig. 1.16

Demonstratie. Demonstrim teorema pentru doud mulfimi convexe , /i,
gi M, (in cazul mai multor multimi convexe se rationeazi la fel). Trebuie sX
ardtdm od M, N M, este o multime convexi. Fie P, Qe M, N M,. Atunci
P,Q € M si P,Q € M, Cum 4, si M, sint multimi convexe, (PQ) <
C M, 51 (PQ) C M, Dar atunci (PQ) c My, N A,

Interiorul unghivlui propriu BAC este multimea de puncte
N
Int BAC = (5 N (cB, unde b — AB, ¢ — AC (fig. 1.15).

Int BAC fiind intersectia a doug semiplane deschise, adicd a doud mul{imi

convexe, este o0 muljime convezd.

Doud unghiuri proprii cu acelagi virf i cu o laturd comuni se
numesc adiacente, daci interioarele lor nu au nici un punct comun (unghiurile

AOB i BOC pe figurile 1.16 gi 17).
N
Unghiurile AOB si BOC se numese unghiuri adigcente suplementare dack
(0A s (OC sint semidrepte opuse (fig. 1.18). '
B

[}

Fig. 1.17 Fig. 1.18

4*. Fie BAC un unghi propriu. S se arate:

N N N
a) (BC) ¢ Int BAC; b) D & Int BAC = (AD c Int BAC.
5%, Interiorul unui triunghi ABC se definegte astfel

It ABC Y (ad 0 (68 n (cC,




e F
5 C
A B E 8 A B

Fig 149 Fig. 1.20
unde ¢ = BC, b = CA, ¢ = AB. 54 se arate:
1) Int ABC este o mul{ime convexA.
~~ N N
2) Int ABC =Int ABC (N Int BCA N Int CAB.

~~
3) Int ABC = (a4 N Int BAC.
6. Fie ABC un triunghi i D e (BC). Se iau punctele E si F in aga fel ca

B e (AE) si D e (AF) (fig. 1.19). Sdse arate ca /' e Int Cﬁ.

Indicatie. Se va ardta ci C, F¥ sint de aceeasi parte a Iui BE si E, F' de aceeasi parte
a lui BC.

7%, Fi BAC un unghi propriu si D e Int BAC. S8 se arate ¢d Int BAD c Int BAC,

Teorema 2. (Teorema transversa 1 0i.) Daes punctul D

~
ne interiorulai unghiului propriu BAC,. atunei semidreapta (AD gi
B
ntul (BC) au un punet comun: i
(AD' n (BC) # 9.

Demonstratie. Fie (AB’ semidreapta opus# lui (AB (fig. 1.20). Semidreapta (AD
intersccteazi segmentul (B’C) sau segmentul (BC) (§ 5, exerc. 9). Dar (4D nu poate
intersecta pe (B’C), decarece aceste mulfimi stnt de o parte i de alta a dreptei AC
(§ 5, exerc. 6 5i 7).

Exerciiii

—~ ‘ /\
8, Fie BAC un unghi propriu §i D  Int BAC. 84 se arate ¢4 punctele B gi C sint de
o parte gi de alta a dreptei AD.

Indicajie. Se aplicd teorema transversalei.

9*, Fie punctele B i C situate de aceeagi parte a dreptei OA. S8 se arate cd

A~ P ~~ ~~
C e 1ot AOE sau B e Int AOC sau AOB = AGC.

-~
Indicaie. B suficient sii considerdm cazul B & Int AOC si B & (OC, céci altfel afir

o~
mafia este evidentd. Dacli am avea (AB) N OC =@, ar rezulta ci B  Int A0C sa
B e (0C, deci A si B sint de o parte si de alta a dreptei OC. Asadar (AB)NOC =

v P P
= {P}. Aritati ¢t P e (OC, de unde va rezulta (OP c Int AOB i C e Int AOB.

1



-4 vacd punctul S~ aparfine interiorului triunghiului 4BC, atunci dreapta AP inter-
secteazd segmentul [BC]intr-un punct A’ 51 P e (A447).

11*. Dacd dreapta d trece printr-un punct P, situat in interiorul triunghiului ABC;
atunci dreapta d intersecteazd triunghiul. In cite puncte? !

12*. Fie A 5i C de o parte si de alta a dreptei BEB’,iar O & (BB'), 0 & AC. Si
se arate cd dintre semidreptele (OB si (OB” exact unma este situat¥ in interiorul

. /\
unghiului 40C.
13*. Fie P un punct in interiorul unghiului propriu AOB, iar @ un punct in exte-
N
riorul lui (adic’ Q & Int AOB U[0A U[OB). S se arate o segmentul (PQ) intersecteazi

TN
o laturd a unghiului AOE,

-

Defi

O linie poligonald este o mul‘pime- de forma
L =[PP U [P,PJU ... U [P,P,,] .

Punctele Py, ..., P, se numesc eirfurile liniei L, iar segmentele [P, P,], ...,
[PnPny;] se numesc laturile oi; Jaturile [PryPy] st [PrPr,,] se zic vecine
(fig. 1.21,a). ;

Linia poligonald Z se numegte inchisd, dacy Py = Py, (fig. 1.24,b i ¢)
§1 stmplu fnchisd dacd tn plus oricare doud laturi nevecine nu au punct comun
gi doud laturi vecine au suporturi diferite. O linie poligonald simplu fnchisi
se mal numegte poligon. Linia poligonali din figura 1.21,b) nu este poligon;
un poligon nu se aulointersectenzd! Un poligon cu trei laturi este un triunghi.
Un poligon cu 4, 5, 6, ... latari se numegbe patrulater, pehtogon, exagon etc.
Poligonul cu virfurile P,, P,, ..., P, va fi notat cu P P,.. P, Segmentele
[P;Py), care nu sint laturi, se numesc diagonale.

Poligonul P, P,...P, se numegte poligon convex, dack, pentru fiecare latury
[PyPpry4], toate virfurile diferite de P, §i Pyyq 80 gisesc de aceeasi parte a
dreptei PPy, (pentru k = n, P, — Py) (fig.1.21, c).

8'11«7 P
4—' i G
A ’ i?’"’ ’3
/ %
/ t
/ ' I
[ ! B
R A 5 3
N a 5
i 5
a) b) c)
Fig. 1.21



Un poligon convex PP,...Pn nu este A 2

o mulfime convex#, dar interiorul siu S
(care se definegte precum urmeazd) este /

o mul{ime convex#. Jnteriorul unui po--

ligon convex este intersectia semiplanelor P

deschige limitate de suporturile laturilor R
poligonului si care contin virfurile nesi- /
tuate pe laturile respective (fig. 1.22): daca = ~

notim dy==PpPy, pentru k=1, .., n—1 1\ /2

§i dy = PyP,, atunci Int PP, ... Py = Fig. 1.22

= (&, P, N (dePy N o (@nDLr.’
Reuniunea dintre un poligon convex P, P,...P, si interiorul sdu se numeste
suprafatd poligonald convexd, care se noteazd prin [Py P,...0y]

[P, .. P,] = PPy . PyUInt PP,... Py

In cazul unui tritnghi A BC multimea [4 BC] se numegte suprafatd triun-
ghiulard.

14. Si se arate ci diagonalele [AC] si [BD] ale unui patrulater convex ABCD au
un punet comun (fig. I.23).

15. Daci diagonalele [AC] si [BD] ale patrulaterului ABCD au un punct comun,
atunci patrulaterul esfe convex.

16*. Intersectia semiplanelor inchise, limitate de suporturile laturilor unui poligon
convex P coincide cu multimea Int £ U P,

17*. Reuniunea unui poligon convex cu interiorul siu este o muljime convexi.

18%. Fie P,P,... Pny o linie poligonald. Daci D
P, si Ppyy sint de o partesi de alta a unei drepte d,
atunci aceasti dreaptd intersecteazi linia poligonala,

c

19*, Daci o dreaptd d nu esto suportul umei
laturi a unui poligon convex, atunci ¢ are cel mult
2 puncte comune cu poligonul dat.

>

20%, Dac P,P,... P, este un poligon convex,
unde n > &, atunci PyP;...P, este de asemenea un B
poligon convex. Fig. 1.23

Vom nota cu @ multimea unghiurilor.

Misurind unghiurile cu raportorul (fig. 1.24), fiecirui unghi i se asociazd
un numdr real. Astfel se obtine o functie definitd pe @ cu valori in intervalul
inchis [0,180].
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180 o

Fig. 1.24 : Fig. 1.25

Ultima notiune fundamentald, pe care o introducem in geometrie, este

inspiratd de procedeul de mésurare cu raportorul.
Admitem existenta unei funetii m: % —[0,180], numitd furctic misura
unghiurilor (in grade), care satisface urmitoarele axiome (evidente sub

aspect intuitiv):

Din U.2 vezulti imediat

1)

al bl
Fig. 1.27
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In particular, suma misurilor unghiurilor a douii unghiuri adiacente suple-
mentare este egali cu 180.

Deoarece in capitolul III se mai introduce o mésurd (In radiani) pehtru
unghiuri, pentru a distinge cele doud mésuri, in loc de m(.A/(.)\B) = 1,
«c[0,180] vom adopta notatia m(;@) = ¢°. Mentiondm cd in numeroase
cirti se utilizeazil i notalia z@‘ == i@ .

Definifil. Doys unghiuri se numese suplementare dacd suma misurilor
lor este egald cu 180°. Atunci fiecare este un suplement al celuilalt.
Doué unghiuri cu acelasi virf se numesc opuse la virf dacd laturile lor sint
- TN
gemidrepte opuse (AOB si COD pe fig. 1.28).

Teorema 2 Doud unghiuri opuse la virf au misuri egale.

i IV . A . /\ 3 .
Demonstragie. Fie AOB si COD doud unghiuri opuse la virf. Avem

P N P
m(40B) 4 m(BOD) = m(A0D) = 180°,

TN P N
m(COD) + m(B0OD) = m(COB) = 180°,

Il

N N
deci m(A0B) = m(COD).

Teorema 2 are gi 0 reciproci:
Teorema 3. FieO € (44’) i B, B’ doui puncte de o parte gi de alta
/"\. '/\.. , . e
a dreptei AA’. Dacd m(AOB) = m(A’0B’), atunci semidreptele (0B gi (05
gint opuse (fig. 1.29).
Demonstrajie. Fie (OC semidreapta opusa lui (OB’. Conform teoremei 2,

m(A0C) = m(4’0B’); dar m(40B) = m_(A'OB’), deci m(A0C) = m(A0B).
Din teorema 1 oblinem c (0B = (OC, agadar (OB g (OB’ sint opuse.

Q
N

Fig. 1.28 Fig. 1.29
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Fig. 1.30 Fig. 1.51

1. Fie m(40B) + m(BOC) = 180°. Rezultd'cd A, O, C sint coliniare?
2. Care dintre urméitoarele egalitiiti sint valabile in cazul figurii 1.30:
N N N N N N
a) m{A0B8) + m(BOC) = m(COA), b) m(BOC) + m(COD) = m(BOD),
N P N
¢) m(COD) + m(DOA) = m(COA)?
N P s P
8. Stiind cd m(40C) = 60°, B e Int AOC si m(AOB) = 23°, s34 se afle m(BOC).
4. Pe figura [.31 m(COD) = 30°. Si se alle m{AOC) si m(DORB), stiind ci
N N
m(DOB) = 2 m(A0C).
6. Fie AOC un unghi propriu, 4 si Cde o parte side alta adreptei OB si m(AOB) 4
TN o
+ m(BOC) < 180°; atunci (OB c Int AOC.
Eainy
Indicatie. Fie (OB’ opusi cu (OB. Presupunind ci (OB ¢« Int AOC, avem (OB’ c

N . X N N N : !
CInt AOC (§ 6, exerc. 12), deci m(408’)+m(B'OC) = m(AOC) < 180°, din care se va
deduce o contradictie.

—

Definitie.

Spunem c# segmentele (AB) g (A’B’) sint congruente gt
~~ N
scriem (AB) = (A'B’) daci AB = A'B'. Analog, unghiurile AOB si A'0'B’
. AN N N
S¢ numesc congruenle §1°se noteazd AOB = A'0'B' daci m(AOB) =
AN
= m(4'0’'B").

m 1 T A lnn e S 2 L Ty e
Teorema 1. Au 10C Urmatoare:d propriovati

(1) 4 { r"ﬁ:l . -::,-':I ;"}j = ( A D) (rekie rivitate)
2) - (AB) = (CD) = (CD) ='(AB) (simetrie),
(3) ) f i ] ;) e (7“" : { '_«--" \."'\} =] ,\ [ 4 F ) !“-7 7 , - ;.“ Y . trar
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Fig. 1.33 Fig. 1.34

Demonstrajie. Ardtim proprietatea (3). Din ipotezd rezultd AB = CD
si CD = EF, deci AB = EF, ceea ce inseamnd ci (AB) = (EF). Pro-
prietitile (1) si (2) se aratd la fel.

Enuntati, in analogie cu teorema 1, o teoremd pentru unghiuri!

1. Punctele A, B, C, D, E, situate pe.o dreapti, au abscisele t4 = 1, 2 = &, a¢ = 9,
xp = 11, g — 12. Gisiti segmente congruente determinate de ‘aceste puncte (lig.1.32).
2. Giisifi unghiuri congruente pe figura I.33.

Demonstratie. Alegem sistemul de coordonate pentru dreapta CD astfel
ca g = 0 si zp > 0. Punctul P trebuie sd satisfacd doud conditii:
a) P € (CD, ceea ce inseamnd xp > 0 (vezi § 4 formula (13)), gt by CP=
= AB, adicid | 2p — 0 | = AB. Asadar zp = AB si astfel punctul P este
determinat in mod unic.

(4) / | J i ‘:"-:H_: -‘I":.‘ — ( VJI{,“] = \‘('(‘fﬁ}

() (AC) = (4'C"), (AB) = (A'B’') = (BC) = (B'C").
Demonstrajie. Deoarece B este intre A §i C' si B’ intre A', C*
(6)  AC = AB + BC A B G
si A'C' = A'B’ + B'C".
Din ipotezele implicatiel (4) rezultd A B e
AB = A'F’ §i BC = BC. Fie. 19
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Folosind egalitatile (6) obtinem ¢ AC = A’'C’, deci (AC) = (A’C’). — Din
ipotezele lul (5) deducem AC = A'C’, AB = A'B’, ceea ce impreund cu
(6) ne dd BC = B'C’, adicd (BC) = (B'C’).

Observatie. Daci B e (AC), segmentul (AC) este numit uneori ,suma® segmentelor

(AB) si (BC), iar segmentul (BC) ,diterenfa® lui (AB) si (AC). De aici provine denumirea
{eoremei 3.

Definitie. Spunem c# segmentul (AB) este mai mare decit segmentul
(CD) si scriem (AB) > (CD), daci AB > CD. In acest caz se mai spune ci
(CD) este mai mic decit (AB) ((CD) < (AB)).

Exercitii

3. Ariitati cid (AB) > (CD) dacd si numai dacdl existd un punct M = (4B) astlel
ca (AM) = (CD).

4*. (AB) > (CD), (CD) > (EF) = (4B) > (EF). .

6* (AB) = (4’B’), (CD) = (C'D’), (AB) > (CD) = (A’B’) > (C'D’).

6*. Fie B = (AC) 5i B’ & (A’C’). Ariitali c3 atunci a) (AB) > (4’B’), (BC) >
> (B’C’) implicd (4C) > (4°C).

b) (AC) > (4°C’), (BC) < (B’C’) implicd (4B) > (4’B’).

Definitie. Spunem cd punctul M este mijlocul segmentului (AB) daci
M € AB si (AM) = (MB).

Obsergatie. Dacli un obiect matematic se defineste printr-o condifie, atunci se pﬁn in
mod necesar doud Intrebdri: 1) conditia poate i satisficuta? (adicd existi cel pulin un ase-
menea obiect?), si 2) cite obiecte satisfac conditia? Definilia respectivi este corecti, daci

condiia este satisfdcutd de un singur obiect. Vom demonstra acum ci definitia de mai sus
este corectd.

AL —~7 A

Teorema 4. Orice segment (4 B) are un singur mijloe M si M <(AB).

Demonstrajic. Fie x4 = a, xp = b si a < b. Punctul M & AB este mijlo-

cul lui (AB) dacd si numai dacd AM = MB, ceea ce este echivalent cu
|2y —a | =8 — a2 |

Deosebim cazurile: 1) zy < @, 2) 2y > b, 3) a < 25 < b. Cazul Zy <a ne
conduce la @ — zy = b — Ty §i @ = b, in contradictie cu ¢ <b; la fel, nici
cazul zy > b nu este posibil. Prin urmare numai cazul 3) este posibil. Dar
atunci zy; — @ = b — x,;, de finde

: a--b
(7) Ty = j .

Asadar abscisa z) este determinatd in mod unie, $1 impreund cu ea gi punctul
M, mijlocul lui (4B). Cum

a--b

< b,
2

a <

rezultdi M & (AB).
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7. Fie C mijlocul segmentului (4 B) si D un punct cu proprictatea ci B este mijlocul
lui (CD). 84 se arate ¢ B e (4D). 84 se calculeze z¢ si zp, stiind ¢l =4 = 2, aBp = 7.

'8, Se considerd trei puncte coliniare 4, B, C si mijloacele D, E, F ale segmentelor
(AB), (BC), (AC). 54 se arate ca (DE) si (BF) au acelasi mijloc.

Din axioma U.2 rezultd imediat

(8).
)

Demonstrajte. Folosind axioma U.3 pufem scrie

~ ~ N
m(A0C) + m(COB) = m(AOB)

(10) TN b P
m{d'0'C’) <} m(C’'O' B} = m{A'Q'F).
Din ipotezele implicatiei (8) rezultdi m(ACC) = m(A'0'C’), m(COB) =

T - P P
= m(C'0’'B’), ceea ce impreund cu (10) ne conduce la m(40B) = m(4'0'B’),

deci AOB = 4'0’'B'. Analog, din ipotezele lui (9) si egalitdtile (10) ob{inem
N - N N AN
m(COB) = m(C'0’'B’); de unde COB = C'0O'B’.
Obserpatie. Dacd (OCc Int AOB, unghiul AOB este uneori numit ,,suma® unghiurilor
AOC si COB, iar unghiul COB este numit ,diferenfa® unghiurilor AOK si AOC.
i - e S . A~ . P A~
Spunem ci unghiul ik este mai mare decit Im si scriem kk > im

N P
dacid m(hk) > m(lbn).




b)

~
Demonstratie. a) Dacd (OB c Int AQC, atunci folosind axioma adunirii
unghiurilor, avem m(A0B) + m(BOC) = m(A0C). Deci m(AOB) < m(A0C)
e ~
de unde AOB < AOC.
b) Conform exercitiului 9 de la § 6, unul dintre urmitoarele cazuri
N . AN TN T .
are loc: (OC < Int AOR, sau (OB c Int AOC, sau AOB = AOQC. Lste
clar ¢& ultimul caz nu este posibil. Niei primul nu este posibil, deoarece din

(OC c Int AOB rezultd in virtutea axiomei U.3 : m(408) = m(A0C) L

+ m(COB) > m(40C). Dar atunei AOB > AO0C, in contradictie cu ipoteza.

LA A A -~ A A~
9. Ardtali: hk > R'K, KK > bk = hk > h*k".
A e A N A ~ N Fa
10. k= WK, Im =Um’, Ik > lm= i > Um/.
. N AN
11. Fie € = Int A0B, ¢’ < Int A’0’H’. 83 se arate:
AN B S SR AT Py P
a) 40C > A’'0'C’, COB > C'O'B’ = AOB > A'0'5".
N SN N TN N TN
b) AOB = A'0'B’, A0C > A'0'C" = COB < 0’1,
12, Aritali ¢i AOB > COD dacd si numai dacd exisli o semidreapli (OM c
N P N
CInt AOB asifel incit A0M = COD.
Semidreapta [OC se numeste bisectoarea unghiului propriu

N s ~
AOB dack (0C < Int A0B si AOC = COB (lig. 1.38).
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Demonstrajie. Fie AOB un unghi dat, m(AO0B) = o®, 0<a® < .180° §i' a = AO
~ ~
(fig. 1.38). S4 presupunem ¢i [OC este o bisectoare a unghiului AOB; atunci m(40C) -+
P ~~ —~ P = '
4 m(COB) = m(AOB) = «° 5i m(A0C) = m(COB), deci m(A0C)= 3" Tinind seama
si de faptul ci (OC c (¢B, din axioma U2 deducem c# semidreapta (OC este deter-

P
minatd fn mod unic. Asadar, din ipoteza ¢l AOB are o bisectoare rezultd cd aceasta este

~ unicdi. Rimine sd aritim existen{a bisectoarei. Construim conform axiomei U.2 semi-
Q

Py
dreapta (OC’ astfel ca m(A40C") = % si B, C’ &4 fie de aceeasi parte a dreptei OA.

N N N P
Din teorema 7 b rezultd ci (OC’ < Int AOB si astfel m(40C") 4+ m(C'0OB) = m(408);
N o . ! s
deci m(COB) = = Prin urmare [OC’ este bisectoarea lui AOB.

~Se numegte unght drept orice unghi, care este congruent cu un

suplement al siu (fig. 1.39).
Din axioma U.3 rezultd imediat:
Un unghi este drept dacd st numai dacd mdsura lui este 90°. De aici obfinem:
Un unghi congruent cu un unghi drept este un unght drept.

Spunem cd semidreptele [OA si [OB sint perpendiculare i

scriem [OA 1 [OB dacid A/O\EP este un unghi drept. In acest caz vom spune
¢i OA si OB sint dreple perpendiculare sau drepte ortogonale gi vom scrie
0A 1 OB (si [04] L [OB]).

Un unghi propriu mai mic (mare) decit un unghi drept. se numeste ascufit
(obiuz).

Demonstrati cu ajutorul axiomei U.2:

o m 9 !“.'j;‘. [ O .04real ta 81 O ."j " Prin '[:r,|ﬂ|'|_‘:;-jrn|:ﬂ'¢7!f_ (} b eCo 0 SIng urd

licitatoa perpendiculial el ridi

Exercitll

J

A ) A 5
13. Dacit ki = Im, atunci un suplement al Iui hk este congruent cu orice suple-

ment al lui l;:.
14. Fie [OC bisectoarea unghiului propriu

AQBRB, iar [OD, [OE bisectoarele unghiurilor AOC 8
N
i COB. Si se arate cii [OC este bisectoarea un-

ghiului DOE,
15. Demonstrati c¢i bisectoarele a doud
unghiuri opuse la virf sint semidrepte opuse. /
16. Demonstrafi cd hisectoarele a doud
unghiuri adiacente suplementare sint perpen- c 0 A
diculare. Fig. 1.39
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17. Dacd semidreptele (04, (OB, (OC sint distincte dou# cite doui si AOB =
N .
= ﬁl’ = 05:43, atunci bisectoarea unghiului BOC este semidreapta opusi cu [OA.

18. Fie [04 | [0A’ 5i [OB | [OB’. 84 se arate c4 unghiurile A0B si A'OB’ simt
congruente sau suplementare,

§ 9. Congruenta triunghiurilor

Definitie. Fie ABC s A’B'C’ doui triunghiuri. Dacd N
(1) (4B) = (A'B'), (AC) = (4'C’), (BC) = (B'C"),
(2) , Asd,B=58, 0=

atunci spunem ci existd o comgruenfd intre triunghiurile ABC §i A'B'C’
gi scriem

(3) ‘ AABC = ANA'B'C".

Observajie. Relatia AEFG = ALMN implici ﬁ' = 2, ﬁ = JEI, G = 1\?, deci nu este
indiferentd ordinea in care sint scrise Virfurile triunghiurilor. Pentru a scoate in evidents
acest lucru, folosim simbolul A care atrage atentia asupra faptului ci ordinea literelor este
determinati. Perechile de virfuri E si L, F §i M, G 5i N se numesc virfuri omoloage (sau
corespondente ). Perechile de laturi congruente [EF] §1 [LM]; [EG] si [LN]; [FG] si [MN)]
Be numesc laturi omoloage.

Ezxemple. Pe figura 1.40, intre triunghiurile LMN §i XYZ existi congruenta ALMN =
& AYXZ;inire PQR si LMN nu existi nici o congruen{d; intre PQR si UYW avem chiar
doud congruen{e: APQR = AUVW si APQR = AUWV. Comparind triunghiul POR
cu el insusi, pe lingd congruenta triviali APQR = APQR observim si APOR = APRQ.

Definifie. Triunghiurile ABC si DEF se numesc congruente dacd existy
(cel putin) o congruenti intre ele.

u
74°
50 50
53 505
v 60 %

Fig. 1.40
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D

' a
. N : 45° 4
1. Care dintre urmétoarele rela{ii sint adeviarate >
fn cazul figurii 1.41: 45 b b7 458

N =]
AADE = ABCE, AADE = AEDC, b -‘i‘}
_ - a 90° 90® a
AADE = ADAE, AADE = AEDA?
2, Aflati si alle perechi de triunghiuri congruente ol gt Ry
< ol 45
pe figura 1.41. - I
3. Demonstrati >\:;5° 45° %
AABC = NA'B'C 51 ANA'B'C' = NA"B"C" = A a o

= AALC = AA"B"C”, Fig. 1.8

Admitem urméitoarea axiomd de congruenid.:

A B A g
Fig. 1.42

Obserpatie: Intultiv, aceasti axiom se justific cu ajutorul ideii de ,,miscare® (,,a unui
rigid“). In cursul unei astfel de miscéri lungimile segmentelor si masurile unghiurilor nu se
schimbii, deci prin miscare un segment se transformé intr-un segment congruent, la fel un
unghi intr-un unghi congruent. Si ne imagindm ci triunghiul 4’8’C’ este o placd cu o fala
neagry si cealaltd rosie. Ha se poate deplasa liber pe un plan cu fata rosie in sus, si poale
fi si intoarsi cu fata neagrdl in sus. Fie triunghiul ABC fixat in planul considerat si
si presupunem cd au loc relatiile (5). Deplasim placa A’B‘C’ cu fata rosie in sus in aga fel
ca A’ s#i acopere pe A, iar B’ pe B (ceea ce este posibil cici[4 B] si [A’B’]au lungimi egale).
Deosebim doud cazuri: 1) Placa se giseste acum in acel semiplan limitat de 4B, in care se

afli €. Atunci: unghiul B’A’C’ va acoperi unghiul BAC, prin urmare semidreapta [A'C’

A A A A
va acoperi pe [AC si punctul C’ pe C. Rezultd (BC)= (B'C’). B = B’si C = (', deci
AABC = NA'B’C’. 2) Placa se giseste in semiplanul opus. intorcindu-l, ajungem la
. aceeasi situalie ca si in cazul 1) cu deosebirea c# fata neagri este sus.
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A ; B A - B’
Fig. 143 :

Demonstratfie. Determindm conform teoremei de construcyie a unui segment
punctul P € (A'C' astfel ca (AC) = (A'P). Folosind axioma L.U.L.
rezultd

(6) AABC = AA'B'D,

oA AN A P i T ot . .
deci B = A'B’'P. Pe de alti parte B = A’B'C’ (din ipotezd) si P, C' sint
de aceeasi parte a lui A'B’, prin urmare [B'C’ = [B’P in virtutea axiomei
U.2. Rezultd €’ = P gi astfel relatia (6) devine AABC = AA'B'C.

Demonstrajie. Aplicind axioma L.UL., din (4B)= (AC) rezultd

NABC = AACB, deci e C. Teorema U.L.U. ne aratd cd B = C implicd
(AB) = (AC).

Demonstratie. Din ipotezd rezulti c¢i segmentul (CC’) intersecteazd
dreapta AB intr-un punct O. Deosebim urmitoarele cazuri:

a) O € (4AB) (fig. 1.45, a)). Triunghiurile ACC’ si BCC’ sint isoscele, deci
conform teoremei 2

~~ P ~ L
(7) ACC’ = AC'C i BCC' = BC'C.
G G
A |
|
| |
I !
A 0 B 0y A B
! !
I
C c
y:] G al b)
Fig. 1.44 _ Fig. 1.45
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Cum (CC" < Int _/I( B putpm aplica teorema de adunare a unfrhlur‘l[or (§ 8,

teurema G) deci A(, B = AC B. Din axioma L.U.L. rezulti A 4 BC = AABC".
b) A € (0B) (lig. 1.45, b). Relatulp (7) se deduc ca la punctul a). Din

teorema 8 de la § 6 obtinem ACB == A(,’B Asadar si in acest caz AABC =
= NABC'.

¢) B € (0A). Demonstratie ca la punctul b).

d) O = A sau0 = B. Lema rezultd imediat din teorema 2 gl axioma L.U.L.

Teorema 3. (Teorema do congruentii L.I.L.) Daci trlungluurlle ABC
§i A'B'C' au
(8) (AB) = (A'B'), (AC) = (A'C"), (BC) = (B'C"),
atunci ANADC = ANA'B'C'.

Demonstrafie. In semiplanul limitat de BC care nu contine punctul A,
ducem in unnfut‘mlLaLe cu teorema de constructie a unui unghi, .svmldredptd

(BP astlel ca CBP = B', apoi determinim pe (BP punctul P astfel ca
(BP) = (B'A’) (fig. 1.46). Atunei APBC = ANA'B'C’ in virtutea axiomei
L.UL. Din (PB) = (A'B’), (PC) = (4°C") st relatiile (8) obtinem:
(AB) = (PB), (AC) = (PC). Conform lemei avem AARC — APBC. Cum
APBC = ANA'B'C’, tezultd cd NABC = ANA'B'C’,

Exercitli

4. Fie' ANABC = ANA’R’C’. Se iau punctele D = (BC) si D’ = (B’C) aslfel ca
(BD) = (B'D"). S se arate cd BAD = B'A'D’ si DAC = D'A'(".

- b Pie ABC un (riunghi isoscel ((AB) = (AC)). Sd se arate ci bisecloarea un-
ghiului A taie segmentul (BC) intr-un punct A’ si si se arale ¢i A° Lesle mijlocul lui
(BC) $1 A4” | BC,

6. In teiunghiul 4BC avem (4 B) = (AC); bisecloarele unghiurilor Ii’ (/ taie laturile
[AC], [AB] in B’, C'. Si se arate ci (BE') = (CC).

=37 Tie fIBC DFE un ppntagon convex cu mnmloarelo proprietili: (BC) = (ED),
N
(AC) = ( AD), lf(,l) = (]JE Sid se arate ca ABF = AEB.

* 8. Pe laturile unui triunghi echi- ' A
Tateral” ABC se considerd punctele
P e (BC), Q € (CA), R = (4B)
astlel ca (BP) = (CQ) = (AR). De- )
monstrati ¢d  triunghiul POR cste A .
cchilateral., B G e o c’

9. Se ia un punct M in inte-
riorul triunghiului isoscel ABC ((AB)= )

TN ~
= (AC)) astfel ca ABM = ACH P
Si - se arale cd M se giseste pe

bisectoarea unghiului BAC, Fig. 1.46
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Indicajie. Se va ariita ci BMC este un triunghi isoscel, apoi AAMB = AAMC (L.L.L.).

10. Pe laturile congruente [AB], [AC] ale unui trinnghi isoscel se iau punctele D gi E
astfel ca (AD) = (AE). Si se arate ci segmentele (BE) si (€CD) au un puncl comun

N
si cil acesta este situat pe bisectoarea unghiului BAC.

11. De o ‘parte si de alta a unei dreple AB se due semidreplele [AM si [BN care [or-
meazi cu [AB respectiv [BA unghinri congruente. Pe aceste semidrepte se iau segmentele
congruente (AC) si (BD). Si se arate: a) (€D) si (AB) se intersecleazd intr-un punct O;
b) O este mijlocul segmentului (AB).

112, Tie punctul B interior unghinlui AOC si A’, B’, €’ cite un punct pe sermdreptele
opuse lui (04, (OB, (OC astfel ca (CA) = (04°), (0B) = (0B'), (0C) = (0C7). Se
presupune cit punctele A, B, C uu sint coliniare. 5i se arate cd nici A‘, B, ¢’ nu sint
coliniare si NABC = NA'B'C".

§ 10. Inegalitdti geometrice
Unghiul exterior al unul triunghi

Definitie. yp unghi se numeste unghi extertor al unui triunghi daci este
adiacent cu unul din unghiurile triunghiului i suplementar cu el.

A~
in figura 1.47, (BM si (BC sint semidrepte opuse, unghiurile ABC gi
ABM sint adiacente si suplementare, iar ABC este unghi al triunghiului,
deci ABM este un unghi exterior al triunghiului 4 BC.
Un triunghi are sase unghiuri exterioare, cite doud cu acelagi virf. Unghiu-

rile exterioare cu acelasi virf sint congruente fiind i opuse la virf. Un unghi
exterior al triunghiului A BC, cu virful in A, este neadiacent cu unghiu-

A A
rile B gl C ale triunghiului (fig. 1.48).
Teorema 1. (Teorema unghiului exterior.) Un unghi exterior al unui
triunghi este mai mare decit oricare din unghiurile friunghiulai, neadiacent

cu acel unghi.
A
i N
B @ ; /
b
% :
B c

Fig. 1.47 Fig. 1.48
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Demonstrajie. Fie triunghiul ABC i

‘

AN
CAM un unghi exterior (fig. 1.49). Se va

Pt LT
ardta cd m(CAM) > m{ACB). D fiind mij-
locul. segmentului (AC), pe semidreapta
opusd semidreptei (DB se consideri punc-
tul E astfel incit' (BD) = (DE). M

Deoarece E € Int CAM, (ex. 6, §6), Fig. 149

. - - /\ A
din teorema semidreptei interioare unui unghi rezultf ¢ CAE < CAM :
pe de alté-parte'ADAEsADCB (din L.U.L.), deci m(ACB) =m(DAE) <

A Pt -~ .
< m(CAM). Pentru a ardta cj m(CAM) > m(ABC) se face un rationament
analog, folosind insd compararea cu celilalt unghi exterior cu virful in A.

Aplicatie. Intr-un triunghi cu doui laturi necongruente, laturii
cu lungimea nfai mare i se opune unghiul mai mare §i_reciproc.

Demonstratie. In triunghiul ABC cu AC > AB (fig. 1.50), se con-
giderd D € (AC) astfel incit (AD) == (AB). Atunci ABD este triunghi

isoscel $i ABD = ADB > ACB, ADB fiind -unghi* exterior triunghiulu

BDC. Pentru ¢ D € (AC), (BD C Int ABC, deci ABC > ABD > ACB.
Demonstratia afirmatiei reciproce se face prin reducere la absurd:

Teorema 2. Suma lungimilor a doud laturi ale unui friunghi este

mai mare decit hingimea celei de a freia laturi,

\

Demonstratie. ABC fiind un triunghi (fig. 1.51), ne propunem si demonstrim
de exemplu ci
AB + BC > AC.

Fie M € AB, astfel incit B € (AM) §i (BC) = (BM). Inegalitatea care
trebuie demonstratd revine la:

AB + BM — AM > AC.

Fig. 1.50 Fig 1.51
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Pentru-a demonstra cd AM > AC este suficient sd se demonstreze c&

P P~ . .
m(ACM) > m(AMC). Prin constructie, triunghiul CBM este isoscel deci

N N TN
AMC = BCM. Deoarece B € Int . ACM,

P i TN o g
m(ACM) > m(BCM) = m(AMC),
ceea ce demenstreazd teorema.

Observatie. Pentru un triunghi ABC au loc inegalitiitile
AB 4 BC > AC,
AC + BC > AB,
care sint cchivalente cu
BC > AC — AB,

BC> AB — AC = —(AC — AB).
Deci
BC > | AC — AB |
gay: lungimea oriciirei lafuri a unui triunghi este mai mare decit valoarea absolutd a dife-
rentei lungimilor celorlalie doud laturi.

Vom reaminti urméitoarele notiuni:-triunghiul cu un unghi drept se numeste
triunghi dreptunghic. Laturile care formeazd unghiul drept se numesc catete,
jar latura opusd unghiului drept se numeste ipolenuzd.

Perimetrul unui poligon este suma lungimilor laturilor sale.

Exercitli

1. Doud drepte distincte, perpendiculare pe aceeasi dreaptd, pu sint concurente.

8. Daci un triunghi are un unghi drept (sau obtuz), celelalte doud unghiuri
sint ascufite.

3. fotr-un triunghi dreptunghic, lungimea ipotenuzei este mai.mare decit lungimea
oricdrei catete.

4. Tie triunghiul ABC §i M, N doud puncte astfel incit B = (MC), C e (BN).

P A il L ~
a4 se demonstreze cd m(MAN) < m(A) + m(B) + m(C).

A A
b. Si se arate i oricare ar i unghiurile proprii fk si pq, existd un triunghi ABC
A A ~ A A A~
astfel incit m(A4) + m(B) + m(C) = m{kk) g1 m(d) < m(pg).
!6. Fie patrulaterul convex ABCD in care (AD) este latura cea mai lungd §i
{BC) cea mai scurtd; atunci: p

N o~ Py N
m(ABC) > m(4ADC) si m(BCD) > m(BAD).
T~ -~
Indicatie. in triunghiul ABD, AD = AB, deci m(4ABD) > m(ADB) (tig. 1.52).

: o~ ~
fn triunghiul BCD, BC < CD, deci m(DBC) > m(BDC). Adunind membru cu membru
cele doudt inegalitdti, se obtine:
~ o~ A~ ~ A~ ~~
m(ABD) + m(DBC) > m(ADB) 4+ m(BDC) sau m(ABC) > m(ADC).

La fel se demonstreazdi si cea de a doua inegalitate.
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A | “ 8
Fig. 1.52 Fig. 1.53

+7. In triunghiul ABC se considerd punctele 4, e BC, By = AC, C, = AR

: astfel
ca A4, | BC, BB, | AC, CC, | AB. S4i se arate ci:
Ad, + BB, + CC; < AB + AC + BC.
» 8* Se considerd triunghiul ABC in care AB < AC si punctul D, astfel incit

C = (AD). 84 se araterca pentru orice punct M, M < (BC) are loc:

AN N TN N
m(ABM) + m(BMA) >m(CMD) + m(MDC),
s+ 9. I'ie triunghiul ABC gi O e Int ABC. S& se demonstieze ci

BC + CA + AR
P

<04 + OB + 0C < BC + CA + AB.

Indicapie, In triunghiurile 04 B, OAC, OBC au loc:

04 408 > AB, 04 + 0OC > AC, OB 4 OC > BC (tig. 1.53).
Adunind membru cu membra se obtine:

OA + 0B + 0C > % (AB + AC + BC).

Pentru a doua inegalitate fie {D} = AO N BC. Avem D = (BC) si inegalitilile 40 -
+ 0C < 40 + OD + DC = AD + DC, AD < AB + BD; rezulti ci A0 + 0C <
< AB 4 BD 4+ DC sau AO + OC < AB + BC. Se obtin in mod analog alte doui
incgalitafi si apoi se adund membru cu membru, ‘

10*. Lungimea unui segment este 'mai mica decit lungimea oricirei linii poligonale
care are extremititile segmentului ca virfuri.
2 1
Indicajie. Dacd linia poligonald are doud laturi atunci se aplicd direct teorema 2.

Daca linia poligonala are virfurile 4, My, M,, ..., My, B, se scriu inegalititile:’

AB << AM, + MB, M;B < M\M, 4- M,B, ..., My_,B < My oMy + My, B,
My B < My My + MaB.
Se adund membru cu membru si se obtine:
AB + M\B + ...+ Mp B < AM; + M My + ... + Mp_ M, - MyB + M,B 4
+ MyB + ...+ Mn B,
AB < AM; + MM, + ... + My,B.

11#*. Se considerd poligoanele convexe P’ si P”, Dacd suprafata poli:gonalﬁ deter-
minatd de P’ este inclusd in suprafata poligonalid determinatd de P, atunei perimetrul
poligonului P* este mai mic sau egal decit perimetrul poligonnlui P”,

sau
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Indicatie. Se considerd intii cazul cind P’ §i P” au o laturd comund.
12. Fie triunghiul A BC si D mijlocul laturii (BC). 3i se arate cd:
AD < M_

18. Se considerd triunghiul ABC si 4,, By, Cy respectiv mijloacele laturilor (BC),
(AC), (AB). 84 se arate ca:

AB+A20+BC<AA1+BB1+CCI<AB+AG+BC.

14%. Se considerd doud puncte A4 si B §i o dreaptd d care nu trece prin nici unul dinfre
ele. 84 se determine un punct C, C = d astfel ca oricare ar fi M, M = d, sd aibd loc:

AC + CB < AM + MB.

Indicatie. Se disting doud# cazuri: a) dreapta & nu separii punctele 4 §i B. Fie AA | d,
{0} = A4’ Nd, (04) = (04") 51 0 = (447); A’ 51 B {iind in semiplane opuse, exisld
C, (A’B)Nd = {C}si

A'B = AC + BC = AC + BC;
fie Med, M#C
A’M + MB > A’B = AC + CB;
b) daci @ separi pe A si B, {C} = (4B) Nd.

15*. (Problema biliardului). Fie dou# mingi de biliard situate in punctele A gi B si
(CD) o laturd a mesei. Si se determine punctul M, M & (CD) in care trebuie sii atingid

latura (CD) dupi lovire una din bile pentru ca sd o ciocneasci fn continuvare pe cealaltd,
2 N
stiind cd AMC = BMD.

§ 11. Alte cazuri de congruentd ale triunghiurilor

Teorema de congruentd a triunghiurilor L.U.U.
" Teoremi 1. Daei triunghiurile A BC si A’ B'C’ sint astfel fncit (AB) =
— (A'B'), A= A’ i € = (' atunei AABC = AA'B'C'.
Demonstratie. Pe semidreapta (A’C’ se considerd punctul C” astfel incit

(AC) = (A'C") (fig. 1.54). Atunci AABC = ANA'B'C” (din L.U.L.).
a) Dacd ¢’ = C", teorema este demonstrati.

P e P P
b) Daci C” € (A'C’), atunci A’C"B' = ACB = A'C'B’, ceea ce nu este

g W A . . v. * "’
posibil deoarece A'C"B’ este unghi exterior triunghiului BeiC”.

&

B pig. L5k
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¢) Dacd ¢’ € (A'C") atunci A’C”B’ = ACB = A C'B’', ceea ce d
asemenea nu este posibil intrucit A C’B’ este unghi exterior triunghiulu
B,

Deci singura pozitie posibild este ¢’ = C” adic’ AABC = ANA'B'C’.

Congruenta triunghiurilor dre ptunghice

In cazul particular al triunghiurilor dreptunghice, teoremele de congruentd
se pot formula astfel: se considerd triunghiurile A BC 81 A'B'C’, ﬁ =A== 90°.
Cazul I (C.C.) Dacd (AB)=(A4'F') si (AC) = (A’C”’) atunci triunghiurile
sint congruente.
~ A
Cazul 11 (C.U.) Dacd (AB) = (A'B’) §i B= B, atunci triunghiurile
sint congruente.
Cazul 1I' (C.U.) Dacd (AB) = (A'B") st G- ¢ atunci triunghiurile
sint congruente.
A
Cazul I1I (I.U.) Dack (BC)= (B'C") 5i B = 5 atunci triunghiurile
sint congruente.
Pentru triunghiurile dreptunghice exmta §l un caz special de congruenta.
Teorema 2. (Cazul IV.C.L.) Daeii triunchiurile ABC gi A'B'C' en

A

Iil(f{) = m(4’) = 90°, verifics condifiile (AB) = (4'B') si (BC) = (B'C"),
atunei frinnghiurile unt congruente.

Demonstrajie. Pe semidreapta (4°C’ se considerd punctul C” astfel ipcit
(AC) = (4'C") (fig. 1.55). Atunci AABC = AA'B'C" (din cazul C.C.).
a) Dacd C" = (", teorema este demonstrati.
b) Dacd C"€(A’'C’) atunci (B'C") = (BC) = (B'C’) § triunghiul B'C"¢”
P e
este 1soscel B C'C” = B’C”C’ Dar B'C"C’ este exterior triunghiulai A’B'C"

deci BC "= BC”C' > A’ ceea ce nu este posibil pentru ci triunghiul
B'C'C” nu poate avea dous unghiuri obtuze.

¢) Dacd €' € (A'C"), in mod analog rezulti ci triunghiul B'C"C’ este
1soscel; dar B'C’'C" este exterior triunghiului A’B'C’ deci B'C"C'= B'C'C" > A,
ceea ce de asemenea nu este posibil.

Prin urmare singura pozitie posibili este ¢’ — C",deci AABC = AA'B'C".

o
c
o
c
Fig. 1.55 A 8 A B
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Exercitii

1. Fie triunghiurile isoscele ABC i A'B'CY ((AB) = (AC), (A’B’) = A’C")), in care
- o
(AB) = (A'B’)si ABC = A’B’C’. 83 se demonstreze ca ANABO = AA'BG.
A Fa A
2, Daci in patrulaterul convex ABCD, A = C §i [BD este bisectoarea unghiului B,

alunei [DB este bisectoarea unghiului 13
: 3. Dacd in triunghiul ‘ABC. AA’ | BC, BB | AC, A’ = (BC), B’ (AC) si
(AA’) = (BB’), atunci triunghiul este isoscel.

4. S5 se arate ci daci AABC = ADEF si A4, | BC, DD, | EF, A, b,
D, e EF, atunci (44,) = (DD,).

A A~
5. Se considerd palrulaterul convex ABCD in care m(f3) = m(D) = 90° si punclele

" - N s
M < (BC), N e (DC). i se arate ci daci (AM) = (AN) si BAM = DAN, atunci

(BC) = (DC).

§ 12. Distanta de la un punct la o dreaptd

Teorema 1. Find dati dreapta d §i punctul M
singurid dreapti ', astiel ineit ¥ & d' sid’ 1 d.

M & d, existi o

1

Demonsirajie. 8) Existenja. Se considerd A §1 B, A € d Bed A+ B
(fig. 1.56). Daci MA | dsau MB _L d, existenta perpendicularei din M pe d
este demonstratd. In caz contrar, fie in semiplanul determinat de d care nu-

contine pe M, semidreapta (AP astfel incit MAB = PAB si C. € (AP,
(AM) = (AC). M si C fiind in semiplane opuse fatd de d, existd punctul

5 TN
MY AN(MC) = {M'}. AAM'M = AAM'C (din L.U.L) deci AM'C=
s B i R TN e
= AM'Mgi AM'C, AM'M suplementare. Rezultd cd m(A M'C)=m(AM'M)=

— 90° ceea ce demonstreazd existenta perpendicularei.

b) Unicitatea. Se aratd prin reducere la absurd (fig. 1.57). Dacd MA L d,
MB 1 d Aecd Bgd A+# B, atunci triunghiul A4 B are doud unghiuri
drepte ceea ce nu este posibil.

a) si b) demonstreazd teorema.

M , M
4 A M B
C}\ d A B
Fig. 1.56 Fig. .57
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d A M IA
Fig. 1.58 Fig. 1.59

Punctul de intersectie al perpendicularei pe d din M, cu d, se numeste
piciorul perpendicularet duse din.M pe dreapta d.

Teorema 2. Se considerii dreapta d, punctul M, M ¢ d gi M’ piciorul
perpendicularei din A/ pe . Atunci, oricare ar {i punetul 4, A € d, A # W',
are loe MM < MA.

Demonstrafie. Triunghiul AMM’ este dreptunghic (fig. 1.58), (M M')
fiind o catetd, lungimea catetei este mai micd decit lungimea ipotenuzei (MA).

Din teoremele 1 i 2 rezultd cil existd pe dreapta d un punct unic M,
astfel incit MM < MA oricare ar fi punctul 4, 4 € d. '

Definitie. Se numeste disianfa de la un punct la o dreapld céreia nu-i apar-
{ine, cea mai1 micd distanti dintre acel punct gi punctele dreptei.

Din cele de mai sus rezultd ca distaht.a de la un punet la o dreapti este
distanta dintre punet si preiorul perpendicularei duse din punct pe dreapta.
Se noteazd d(M, d) = min MP = d(M, M') = MM, unde M & d s
MM L d. i

Daca M & d, se defineste d(M, d) = 0.

Uneori ge va utiliza si notiunea de distantd de la un punct la o semidreapti,
intelegindu-se distanta de la punct la suportul semidreptei.

Definitii, Punctele A si A" se numese simelrice fa{d de dreapta d, daci
A= A" € dsan AA" 1 d s mijlocul lui (AA4’) se afli pe d. In acest caz,
punctul A" se numeste simetricul lut A fald de d.

Punctele A gi A" se numese simetrice fuld de punctul O dacd O este mijlocul
lui (AA")sau A = A" = O. Mulbimile de puncte L si M’ se numesc simetrice
faid de dreapla d (saw punciul Q) dacd ) este multimea
simetricelor punctelor din _# fatd de dreapta d (sau A
fald de punctul O).

In figura 1.59 A si A’ sint simetrice fati de d, in
figura 1.60 A si A" sint simetrice fatd de O, iar in figu- 0
rile 1.61 g1 1.63 M si A" sint simetrice {atd de d res-
peetiv. 0. In figurile 1.62 si 164 % = M. In
acest caz, d se numeste o axd de stmetrie a lui # iar

O centru de simetrie a lui /. Fig. 1.60

.
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Fig. 161 Fig. 162

Fig. 1.63 ; Fig. 1.64

Exercitil
1. Fie triunghiul ABC si A, piciorul perpendicularei duse din A pe BC. 84 seé de-

A A A
monstreze ci dacd B si C sint ascutite, atunci 4,.e/(BC), iar dacd B este obtuz, atunci
B = (4,0).
2. Be considerd o dreapti, d, punctul 4, A & d si A’ piciorul perpendicularei din
A pe d. 84 se demonstreze ci dacd punctele B si C, B =d, C =d sint astfel fincit

A'B < A'C atunci AB < AC. Si se formuleze si si se demonstreze afirmatia reciproci -

acesteia,

8%, Dacd ABC este un triunghi isoscel cu (AB) = (AC), atunci pentru oricé punct
D. = (BC), are loc AD < AB.

4*, Daci ABC este un triunghi isoscel cu (4B) = (AC) si D = BC astfel incit
AD < AB, atunci D e (BC).

6%, Se considerd triunghiul ABC in care AB < AC. S# se arate ci pentru orice
punct D e (BC), AD < AC.

6*. Fie A un punct situat pe o dreapti d, B @& d si C = AB. Se noteazi cu
B’ gi C’ simetricele lui B si C fafi de dreapta d. S& se demonstreze td punctele 4,
B, C’' sint coliniare.

Indicatie. Fie D si E picioarele perpendicula-
rélor din B gi C pe d. Se consideri doud cazuri:
1) C = (AB (fig. 1.65). Are loc: (BD) = (DB’'),
(CE) = (EC’) si astfel AABD = ANAB'D, NACE =

Eh N
= NAC'E. Rezulti EAB’ = EAC” si deoarece B,
€’ sint de -aceeasi parte a lui d, din teorema.de con-
Fig. 1.65 structie a unui unghi se deduce ci (4B’ = (AC',
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2) A e (BC). Rationind in mod analog,

?
~ A, . C B
DAB" = EAC’ gi din teorema 38, § 7, rezulty ci \[\
(AB’ gi (AC’ sint semidrepte opuse’ (fig. 1.66). _

7%, Si se arate cd: a) simetrica unei drepte d |£ A b ; '
fata de o altd dreaptd, pe care o taie, este tot -
o dreaptd. b) O dreapti admite o infinitate de ¢ 8

axe de simetrie. S& se afle aceste axe. ¢) Sime-
tricul unui segment fa{i de o dreaptd este un
segment de aceeasi lungime. d) 5d se afle axele de simetrie ale unui segment,

Fig. 1.66

§ 13. Mediatoare. Bisectoare. Locuri geometrice

Definitie. Mediatoarea unui segment este dreapta perpendiculard pe seg-
ment dusd prin mijlocul segmentului.
Existenta gi unicitatea mediatoarei rezultd din faptul ei mijlocul unui

segment existd si este unic, perpendiculara printr-un punct al dreptei pe
dreaptd existd si este unici.

Teorema 1. Orice punct de pe mediatoarea unui segment este egal
depirtat de capetele segmentului.

Demonstrafte. Se considerd (4B), O € (4B), (0A) = (0OB), i M wun
punct de pe mediatoarea segmentului (4B) (fig. 1.67). Daci M = O,
afirmatia este evidentd. Dacd M # 0, NAOM = NBOM '(C.C.) si rezultd
(AM) = (BM) deci AM = BM. '

Teorema 2. (Reciproed.) .Orice punet egal depiirtat de capetele unui
segment aparfine mediatoarei segmentului,

Demonstrajie. Se considerd (AB) si M un punct astfel fincit (MA) =
= (MB) (fig. 1.68). Dacd M & AB atunci M este mijlocul segmentului
(AB) si apariine mediatoarel. Dacd M & AB, lie O mijlocul segmentului
(ADB). L[LAOM = ABOM (din L.L.L.)." Deci Aa] = B?)?lf.' Deoarece cele
doud unghiuri sint $i suplementare, rezultd ¢ MO | AB, ceea ce inseamnd ci
MO este mediatoarea segmentului (4 B).

Din cele doud teoreme rezultid cd mediatoarea unui segment este multimea
punctelor care au proprietatea ci sint egal departate de capetele segmentului.

M
M
)
A
L B A 0 B
Fig. 1.67 Fig. 1.68
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Pentru o multime de puncte care verifici o anumitd proprietate D se folo-
seste si denumirea de ,locul geometric al punctelor care au proprietatea (D«
Astfel mediatoarea unui segment este locul geometric al punctelor egal
depirtate de capetele segmenfului.

In general, pentru a demonstra ¢ii o mullime / de puncte este locul geo-
metric al punctelor care verifici o proprietate (D se va demonstra cd orice
element al multimii / verificd proprietatea () gi cd orice punct care verificd
proprietatea () apartine multimii /.

Un alt exemplu de multime de puncte care verifici o anumitd proprietate
este bisectoarea unui unghi.

Teorema 3. Bisectoarea unui unghi proprin este locul geomefric al
punctelor din interiorul unghiului egal depirtate de laturile unghiului, reunit

cu virful unghiului.
Demonstratie. a) Se va ardita ci orice punct de pe bisectoare are proprie-

tatea enuntaty (fig. 1.69). Fie hk un unghi, O virful unghiului, s bisectoarea
luisi M € s — {0}. Se noteazd cu A si B picioarele perpendicularelor din M
pe suporturile lui 4 si k. A €h cdci altfel triunghiul OAM ar avea un unghi
obtuz i unul drept; analog, B & k. NOAM =ANOBM (din 1.U.); rezultd
(MA) = (MB), deci d(M, k) = d(M, k).

A
b) Se va arita ci orice punet M cu proprietatea d(M,h) = d(M, k) si M = Inthk,

apartine bisectoarei unghiului h;;. Daci A si B sint picioarele perpendicularelor din
M pe suporturile lui k si k, se va demonstra ci A = ksi B = k. Presupunind con-
trariul, de exemplu A ¢ h, rezulti cid segmentul (AM) intersecteazd latura k,
decarece din exercifiul 413, § 6 deducem ci# (AM) intersecteazd una din laturile
unghiului si aceasta nu poate fi decit k. Fie {C} = (4M) N k. Deoarece MC = MB
(tcorema 2, §12) si AM > CM, rezultd ¢ AM > MB, ceea ce contrazice ipoleza.
La fel se arati c¢i B = h. Din (MA) = (MB) rexultd cd NOAM = NOBM (G,

N N . R R
deci AOM = BOM si rezulti ci (OM este bisecloarea unghiului Ak.

Pe baza proprietitilor de loc geometric ale bisectoarelor g1 mediatoarelor
se pot demonstra urmitoarele doud teoreme referitoare la concurenta bisec-
toarelor gi mediatoarelor unui triunghi. '

Teorema 4. Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sint coneurente.
Demonstrajie. Din teorema transversalel rezultd cd bisectoarele

unghilu'ilor-ﬁ si j:} intersecteazi pe (BC) si (AC) in cite un punct D

respectiv E (fig. 1.70). Din aceeasi teoremd rezultd ca existd punctul I,
A

Fig. 1.69 Fig. 1.70
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{I} = (AD)N(BE = (BE) N (AD). Asadar
) .

I € Int ACB. Din proprietatea punctelor

bisectoarei unui unghi rezultd d(f, BC) =

= d(f, AB), d(I, AB) = d(f, AC) si deci

d(I, BC) = d(I, AC) si pentru c& I €

& Int A?B rezultd cd [CI este bisectoarea

unghiului C.

Teorema 5. Daci doud dintre Fig. 1.71
mediatoarele lafurilor unui triunghi sint con-
curente, atunci cele trei mediatoare ale laturilor triunghiului sinft concurente.

Demonstrajie. Fie triunghiul A BC, d, si d, mediatoarele segmentelor (4 B)
respectiv (BC), {0} = d, N d, (fig. 1.74.) Din proprietatea punctelor media-
toarei rezultd ci (0A) = (0B), (OB) = (0C) deci. (0A) = (OC), ceea ce
inseamnd cd O aparfine mediatoarei segmentului (AC).

Se ‘observil ci aceastd teoremd nu asigurd faptul cd in orice triunghi media-
toarele laturilor sint concurente, ci exprimé doar o conditie suficientd pentru
concurentd. Cu axiomele admise, pind acum, nu putem demonstra cd media-
toarele a doud laturi ale unui triunghi sint concurente. Acest lucru se va_face
in capitolul IT dupd enuntarea unei alte axiome, ,axioma paralelelor®.

Exercitil

1. Fie punctele distincte A4 gi B. Sd se afle locul geometric al punctelor M pen-
tru care AM | AB.

2, Tie punclele distincte 4 si* B si numirul real « < (0; 180). 8% se afle locul

N

goometric al punctelor M pentru care m(MAB) = a°.

3. Fie triunghiul ABC gi cele doudl unghiuri exterioare ale triunghiului care au ca
laturd [BC respectiv [CB. 84 se' demonstreze. cdl dacil bisectoarele celor doud unghiuri

A

exterioare sint concurente intr-un punct M, atunci M apartine si bisectoarei unghiului 4.

4. Se considerd punctele 4 si B si o dreaptd d, 4 & d, B & d. Sd se determine
un punct €, C = d astlel ca (AC€) = (BC). Disculie.

6. Fie unghiul I si doudl puncte A si B. 84 so determine un punct € astfel ca
(AC) = (CB) si d(C, k) = d(C, k).

§ 14. Drepte neconcurente

Din axiomele de incidentd a rezultat ¢ doud drepte distincte au cel mult
un punct comun, f&rd s se pund problema dacil existd doud drepte care s&
nu aibd nici un punct comun. Rispunsul la aceastdi intrebare este afirmativ
gi este justifical in urmditoarea:
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Teorema 1. Pentru orice dreapti d
gi orice punct M & d, existd o dreapti 4,
astfel ineit ¥ € hgidNh = 0

Demonstratie. Fie dreapta d, M & .d si

d v MM 1 d, M’ € d; se considerd .dreapta £,
n Mchsg h 1l MM'. Se va ardta cd h si
Fig. Li2 d nu sint concurente, prin reducere la

absurd (fig. 1.72).

Se presupune ci {P} =k N d. Dacd M, M’, P sint necoliniare atunci
triunghiul M M’ P are doud unghiuri drepte ceea ce este absurd. Dacd M, M', P
sint colimiare atunci k = d (pentru cd h = MP gi d = M'P), deci M €d,
ceea ce contrazice ipoteza.

Observatie. Din teoremd rezultd c&, fiind datd o dreaptd d, prin orice punct M al
planului care nu apartine dreptei d, trece cel pufin o dreapti neconcurent cu ¢, dar »u
exclude existenta mai multor drepte cu aceeasi proprietate.

Utilizind ideea din demonstratia teoremei 1 se pot stabili conditii pentru
ca doui drepte sd nu fie concurente. Inainte de aceasta se vor introduce
citeva notiuni.

Definitie. O dreaptd se numeste secantd (sau transversald) pentru doud
sau mai multe drepte dacd intersecteaza fiecare din aceste drepte in puncte
distincte.

In figura 1.73 dreapta d este o transversald pentru d;, d, dy, dreapta d,
este o transversald pentru d,, d, d.

Definitic. Dou# unghiuri se numesc alterne interne daci intersectia a doud
laturi este un segment, iar celelalte doud laturi sint situate in semiplane opuse
fatd de dreapta ce contine segmentul.

3 S i
In figura 1.74 CAB si ABD sint unghiuri alterne interne, pentru ci
(AB N (BA = (AB), C'si D fiind in semiplane opuse fatd de AB. Dreapta
AB este o secantd pentru dreptele AC i BD. Se observi cd in figura compusi

Fig. 1.78
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Fig. 1.75 Fig. 1.76

‘de dou# drepte §i o secantd se formeazd doud perechi de unghiuri alterne
interne.
Fie dreptele d;, d, si secanta d (fig. 1.75).
Ccd,Dcd,Ecd, Fed, dNd, ={4}, dNd, = {B}, A €(CD),
B g (EF), M cd, N €d, A € (MB),’B € (4N).

NS AN AN

Perechile- de unghiuri (CAB, ABF) (DAB ABE) se numesc alterne
mtemc’ Perechlle de unghlurl (MAC ABE), (CAB EBN), (MAD ABF)
(DAB FBN) ge numesc corespondente. Perechile de unghiuri (IfBA DAB},

(CAB, ABE) se numesc interne de aceedsi, parte a secaniet:

Teorema 2. Dacii penfru doust drepte distinete existi o secantd cu
care formeazii o perecho de unnhmn alterne interne congruente atunci dreptele
nu stot concurente.

Demonstraie. Fie d, # d, secantad, {4} =d; N d, {B} =d,Nd,C € &,

: ~ ~
D € d,, d separd C 51 D, CAB = ABD (fig. 1.76). Se presupune prin absurd
¢4 d, Nd, = {P}. Daci 4, B, P sint necoliniare triunghiul ABP are un
unghi exterior congruent cu un unghi interior neadiacent eu el, ceea ce

este absurd. Daci 4, B, P sint coliniare atunci d; = d,, ceea ce contrazice
ipoteza.

Exercigii

1. S4 se demonstreze c4 dach doud -drepte distincle formeagzd cu o secantd o pereche
de unghiuri corespondente congruente sau o .pereche de unghiuri interne de aceeasi parte
a secantei suplemertare, atunci dreptele sint nesecante.

2. 9% se demonstreze i dacd segmentele (AB) si (CD) nesituate pe aceeagi dréapfi
au mijlocul comun, atunci AC N BD = @, AD N BC = @.
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Fig. 1.77 Fig. 1.78

Exercigli recapitulative

. . . A A
1. 8e considerd triunghiul ABC in care m(BAC) > m(AEB} + m(ACB) si D

este mijlocul segmentului (BC). Si se arate ci AD < a0 .
Indicaie. Din ipotézd m(BAC) = m(BAD) + m(DAC) > m(/ﬁe}) + m(ACH)

deci sau m(BAD) > m(ABC) i BD > AD sau m(DAC) > m(ACB) si CD > AD

(fig. 1.77).
2%, Dacd in patrulaterul convex ABGD, AB + BD < AC + CD, atunci AB < AC.

Indicagie. Se arati in prealabil cd suma lungimilor a douii laturi opnse este mak
micA decit suma lungimilor diagonalelor. Se obfine: AR 4 €D < AC + BD si prin
adunare membru cu membru cu inegalitatea din ipetezii se obfine concluzia (fig. 1.78).

8. Dacd pentru triunghiurile ABC si A’B’C’ au loc: (AB) = (A’B’), ﬁE ﬁ’,
atunci d(4, BC) = d(4’, B'C)). :
4. Se considerd triunghiurile ABC si A’B’C’ in care (AB) = (A’R’), {AC) = (A'C"),

A A A A
B = B’. 8ii se arate ci dacd unghiurile ¢ si ¢’ sint ambele ascufite (sau ambele obtuze)

atunci AABC = NA'B'C’.

N
b. I'ie d bisectoarea unghiului proprin BAC gi d’ perpendiculara pe d, dusi prin B.
34 se arate el d’ N (AC £ @.

Indicatie. Se ia B’ & (AC astfel ca (AB) = (AB’) §i se arali c¢i & coincide
cu BE, :

6*. Reuniunea a doull drepte concurente, are doud- axe de simeirie perpendiculare.

7%, Daci dreptele OA si OB nu sint perpendiculare, dreapta OC este o axii de sime-

; ~ ~~
trie.a mul{imii 04 U OB dach gi numai daci unghiurile COA gi 'COB gint congruente sau
suplementare, £
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§*., Fie A BCD un patrulater convex cu A = B i (DA) = (CB). hdse arale cd media-
toarea d a segmentului (4B) intersecteazd segmen tul (DC) sica d este o axd de simetrie
a patrulaterului AECD.

9%, Daci doud drepte au o perpendiculard comund atunci mulfimea formatd din
reuniunea celor doudt drepte are axil de simetrie.

10. Fie A un punct dat, d o dreaptd datd si P un punct variabil pe d. Sa se afle locul
geometric al simetricului punctului P fata de 4.

N .
11. Se di un unghi proprin AQB. 8i se afle locul geometric al punctelor M astfel incit

-~
(OB si fie bisectoarea unghivlui A0M. in ce caz locul geometric este diferit de muljimea
vid4?

12%, Se considerd punctele M, N, P si0Q pe laturile[AB], [BC], [CD], [DA] ale palru-
laterului convex ABCD. Sa se arate cd patrulaterul MN PQ este convex, Generalizare.



Capitolul

Jaralelism. Asemanare

§ 1. Axioma paralelelor

Definitie. Doud drepte d, §1 d, situate in planul @, se numesc paralele
daca nu au punct comun. Se noteazd d; || dy. Deci d, || d, < d, Nd,=@.

Doud segmente se numesc paralele daci dreptele care le contin sint para-
lele. Teorema 1 din ‘§ 14 cap. T poate fi reformulati astfel: »Printr-un punct
exterior unei drepte trece cel putin o dreaptd paraleld cu ea“.

S8 ne punem acum problema: fiind data o dreaptd d si un punct M nesituat
pe ea, existd mai multe drepte care trec prin M si sint paralele eu d?
(fig. I1.1).

Intuitiv se pare ci rispunsul este negativ, adicd existd o singurd paraleld
cu d prin M. Incd din antichitate au existat incercsri pentru a demonstra
acest lucru. Matematicianul grec Euclid (sec. I1l.1.e.n.) in cartea sa , Elemente®
a prezentat proprietatea sub forma unei axiome admitind astfel, cd nu poate fi
demonstrata. Aceastd solutie nu a multumit pe matematicieni care au incercat
in continuare si o demonstreze, apirind numeroase dem onstratii, ¢are ulterior
s-au dovedit gresite. De-abia in secolul trecut, din lucririle matematicienilor
Bolyai, Lobacevski, Gauss, precum si din modelele date de Beltrami, Klein,
Poinearé se desprinde faptul c& axiomele prezentate pind aici nu sint suficiente
pentru a demonstra afirmatia unicitatii paralelei la o dreaptd printr-un punct
ce nu-1 aparfine, dar nici negatia ei. Aceasta inseamni 3 proprietatea este
independent# de aceste axiome si va fi admisd ca o noudi axioma.

~— M Axioma paralelelor. Printr-un

punct A exterior unei drepte o, trece cel mult
o dreapti paraleld cu d.
O primé consecintd a acestei axiome este:

X Teorema 1. Printr-un punct A, exterior
Fig. 111 dreplei d, trece o singuri paraleli cu d.
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Demonsiratie. Existenta paralelel este asi- /
guratd de teorema 1 § 14 cap. 1, 1ar unicitatea ! - 2
de axioma paraleleloc.

Teoremele demonstrate fird a folosi ,axio- M
ma paralelelor alcdtulesc ceea ce se numeste d, £ B
,geometria absoluta®. Prin admiterea axiomet s
paralelelor (numitd si postulatul lui Euclid) d/
gi In consecinti a tututor teoremelor ce decurg Fig. 11.2
_din ea se obtine ,geometria euclidiand™. In
. continuare se vor relua unele teoreme din ,geometria absolutd® care in
ygeometria euclidiani® vor avea un coutinut mai bogat si se vor demonstra
noi teoreme. Trebuie totusi mentionat ¢ nu toate proprietatile care apar in
continuare in acest manual sint valabile numai in geometria ,euclidiand®, dar
prezentarea prin separare totald a rezultatelor genmetriei ,,absolute” de cea
yeuclidiand® ar fi ingreunat expunerea.

Teorema 2. (Teorema paralelelor tiiate de o gecanti.) Doud drepte
paralele formeazi cu orice seeantii perechi de unghiuri alterne. interne
congruente, s

Demonstratie. Fie dy || dy, secanta d, d N dy = {45,d N dy = {B), Cedy,
F € dy, C si FF de o parte gi de alta a lui d (fig. 11.2).

Se presupune cd CAB == ABI; atuncl, in semiplanul (dF existd seml-
: AT AN )
dreapta unica (BM, BM # d, astfelincit CAB = ABM. Rezultd cd BM || dy,

deci prin B trec d, st BM, paralele cu d,, ceea ce este in contradictie cu
axioma paralelelor.

Definit (0. Patrulaterui cu iaturile opuse paralele se numeste paralelogram.

Teorema 3. Intr-un paralelogram A4 BCD, cu ABHYCD, BC || A D,
sint verilicate urmatoarele proprietafis

i) (4B) = (CD), (BC)=(AD),

i) DAB = LCB, ADC = ABC,

i) Daca {0} = AC N BD atunci (0A) = (0C), {OB) = (0OD),

iv) Daci {0} = AC N BD atunci O este cenirul de simefrie al pa/m!meru{‘m'.
ABCD. '

¥

Teorema 4. Daci in patruiaterul A BCD este verilicalda una din pro-
prietiitile 1), ii), iii), iv) atunei patrulaterul este paralelogram.

Demonstratiile acestor doudl teoreme se lasi sub formé de exercitiu. Se disting

urmitoarele paralelagrame particulare.

ol
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Definitii. Paralelogramul cu un unghi drept se numeste dreptunght. Parale-
logramul cu doud laturi aldturate congruente se numeste romb.
Dreptunghiul cu doua laturi aldturate congruente se numeste pdirat.

Exerci@ii

1. Dou# drepte paralele formeazi cu o secanti perechi de unghiuri corespondente
congruente si perechi de ﬁnghiuri interne de aceeasi parte a secantei suplementare.

2. Doud drepte distincte paralele cu a treia dreapta sint paralele intre ele.

3. Unghiurile cu laturile respectiv paralele sint congruente sau suplementare.

4. Dacd d | ‘d; atunci d este perpendiculari pe orice dreaptd paraleld cu d,,

5. Diagonalele unui dreptunghi sint congruente.

6 Si se determine axele de simetrie ale unui dreptunghi, romb, pitrat.

7. 54 se arate cfi diagonalele unui romb sint bisectoarele unghiurilor rombului.

8. I'ie 'Lr'iunghiul ABC, m(‘a) = 90° §i M = (BC), (MB) = (MC). 84 se demon-

streze cd AM = %

9. Daci in triunghiul ABC, M este mijlocul laturii (BC) si Al — HTC , atunci

triunghiul este dreptunghic,

10, 84 se demonstreze ci locu! geomatric al punctelor situate la aceeasi distanty de
o dreaptd datd este reuniunea a doua drepte paralele cu acea dreapta.

11. Diagonalele unui romb sint perpendiculare,

12. Se di paralelogramul ABCD (AB || CD, AD || BC) in care (BD) = (AD). Fie M
mijlocul laturii [CD]si (ME) = (BM), M (BE). Sase arate ca: a) BM 1 CD b)A, D, E
coliniare ¢) (AD) = (DE).

13. Dacd doud laturi opuse ale unui patrulater ABCD sint paralele si congruente
atunci patrulaterul este paralelogram.

Obserpatie. La aplicarea teoremei 4 si a exerc. 13 trebuie s verificim cu atentie
condifia ca ABCD si lie patrulater in sensul detiniliei date: doud laluri opuse 83 nu aibi
un punct comun.

§ 2. Suma misurilor unghiutilor unui triunghi
Teorema 1. Intr-un triunghi, miisura orieiirui unghi exterior este egali
cu suma misurilor unghiurilor interioare neadiacente eu el

Demonstrajie. Fie A’E‘B un unghi exterior al triunghiului 4 BC si d paralela
prin € la AB. Atunci 4 §i B sint de aceeasi parte a lui d, iar B gi D de o
parte §i de alta a lui d, de unde re-
A Y/ wultd ci segmentul (AD) intersecteasd
dreapta d intr-un punct’ E (fig. 11.3).
N
£ Rezultd E € Int ACD gi m(A{.‘})\) =
= m(ACE) + m(LCD) (axioma U.3).

N
g, 113 Pe de altd parte ACH =4 ca un-
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N i) S, 3 Pe i s,
ghiuri alterne interne si ECD = B ca unghiuri corespondente, deci m(ACD)=

A A
= m(4) + m(B).
Aceastd teoremi este o completare a teoremei unghiului exterior demon-

stratd in cap. 1 si ea permile determinarea sumei mésurilor unghiurilor unui
triunghi.

Teorema 2. Suma misurilor unghiurilor unui triunghi este 1380°,

. A A A AN S i
Demonstragie. In figura 11.3 m(A) + m(B) + m(C)=m(ACE) + m(ECD) +
e it
+ m(ACB) = m(BCD) = 180°.

Exercitii

1. Suma misurilor unghiurilor ascutite ale unui triunghi dreptunghic este 90°.

9. Misura fiecarui unghi a unui triunghi echilateral este 60°

~
8. Daca intr-un triunghi dreptunghic ABC, m(d] = 90°, m(g’) = 30°, atunci AC =
BC .

2

4. in triunghiul A BC se duce bisectoarea A4” (A" & BC), far prin A’ se duc paralelele
A’M-s1 A’N la laturhe (AB) 5i(AC) (M = AC, N = AB). Sdse arate ci AMA'N este un
romb.

N
5. in triungniul dreptunghic ABC (m(A) = 90°) se duce inalfimea AD(D = BC).
Se unegte D cu mijleacele E i F' ale laturilor AB si AC. 53 se arate ci m(FDE) = 90°.

6. Tie AA4’, BR’, CC’ bisectoarele unghiurilor triunghiului ABC(A” e BC, B’ € AC,
y TN 2N =
¢’ = ARB). Si se arate ci m(AA'B) + m(BB'C) + m(CC’A) = 270°.

7. Pe laturile (AB) si (AC) ale triunghiului echilateral ABC ge eonsiderd respectiv
punctele D si £ astfel ca (AD) = (CE) si fie ‘{M}\z (BE) N (CD). Sa se arale ci
m(m = 120°.

8. 84 se demonstreze ca dacd un patrulater convex are doud unghiuri opuse congru-
ente atunci bisectoarele celorialte doud unghiuri sint paralele si reciproc, daca hisectoarele
a doud unghiuri opuse ale unui patrulater convex sint paralele atunci * celelalte doud
unghiuri sint congruente,

9. Fie triunghiul 4 BC ascutitunghic si 44" | BC, BE’ | AC, {M} = AA’N BB,

TN A A 5
Atunci m(AMB) = m(4) + m(B).

10. Bisectoarele unghiurilor unui paralelogram jormeazd un dreptunghi ale cérui
diagonale sint paralele cu laturile paralelogramului, i

11. Dou# unghiuri cu laturile respectiv perpendicuﬁ‘are sint congruente sau suple-
mentare.

12. Se considerd dfeapta d, O @& d gi O piciorul perpendicularei din O pe d. Fie

Pt
A &"d, astfel incit m(OAP) = 45°. Pentru fiecare punct M, M = d, astfel incit A = (P D)
se construieste segmentul (M) astiel tucit, MN | OM si (MN) = (OM), N fiind in
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SEELPRALLL o UL dE e 51 contining U, wd se arate cd locul geometric al punctului ¥ cind
M descrie semidreapta opusd lui (AP, este o semidreaptd perpendiculard in 4 pe OA,
situatd in S.

18*, Si se demonstreze ci dacd intr-un patrulater convex doui unghiuri opuse sint
obtuze atunci lungimea diagonalei determinata de virfurile 1ér este mai mica decit lungimea
celeilalte diagonale.

§ 3. Linia mijlocie

Defjnific. Segmentul determinat de mijloacele a dou# laturi ale unui
triunghi se numeste linie mijlocie a triunghiului. :

In figura 11.4 (MA) = (MB), (NA) = (NC) 51 (PB)=(PC). (MN), (NP),
(MP) sint linii mijlocii ale triunghiului A BC. Are loc urmitoarea teoremi
foarte utild intr-o serie de aplicatii. '

" Teorema 1. Linia mijlocie a wnui triunghi, determinati de doun#
laturi, este paraleld cu cea de a trein laturd §i are ca lungime V_I) din lungimea
celei de a treia laturi, )

Demonstragre. Se  considerd  triunghiut ABC, M = (AB), N = (AC,
(MA) = (MB), (NA) = (NC). Fie P astfel incit N = (MP), (MN) =
= (NP), (fig. 11.5). Din teorema 4, iii, § 1, rezultd ci A MCP este paralelo-
gram. Deci PC || AB §i (PC) = (MB). B si P sint de o parte si de alta a
luit MC, deci M BCP este un patrulater, care are laturile (PC) si (M B) paralele
sl congruente.. Atunci, din ex. 13, §1, rezulta ca patrulaterul MBCP este
paralelogram, deci MP || BC, (MP) == (BC) si decarece MP — 2 MN
rezulta MN ——“% BC.

"MTeorema 2. (Reviproeit tearemei 1) Daed Al est inijloe! laturi
(A L) a frinnghiilii ABC si MN | BC, N & (AC) atunéi N est i jloeal
laturii (A ,

Se demonstreazi usor prin reducere la absurd.

Definitie. Un patrulater .cu doud laturi opuse paralele si celelalte doug
neparalele se numeste frapez. Laturile paralele ale trapezului se numesc bagze.
Daca laturile neparalele sint congruente, trapezul se numeste isoscel.
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Definitie. Ségmentul determinat de mijloacele laburilor neparalele ale unul
trapez se'numegte linie mijlocie a trapezulul.

In figura 11.6, AB||CD, AD nu este paralel cu BC, ABCD este trapez,
(AB) baza mare (DC) baza micd. (AM)= (MD), (BN) = (NC), (MN)
linie mijlocie a trapezului. (AC) s (BDj se numesc diagonale iar
{0} = (BD)N (AC), O este intersectia diagonalelor, Dacd unul dintre unghiuri
este drept; trapezul se va numi dreptunghic.

Teorema3. Linia mijlocie a unui trapez este paraleld cu hazele trape-
zului si are lungimea egali cu semisuma, lungimilor celor doud baze.

Demonstrajie. Fie trapezul ABCD, (AB || CD) si (MN) linia mijlocie,
M € (AD), N € (BC) (fig. 11.7). Se noteazd cu E intersectia diagonalei
(AC) cu (MN). Se presupane prin absurd ci E nu este mijlocul segmentului
(AC). Fie deci, E' # E mijlocul segmentului (AC). fn triunghiul A BC, (E'N)
este linie mijlocie, deci E'N || AB iar in triunghiul ADC, (E'M) este linie
mijlocie, deci E'M || DC; dar AB || DC deci E‘'M || AB si E'N || AB. Din
axioma de paralelism rezultda cia M, E', N sint coliniare deci E = E’ si
MN || AB, MN || DC.

ME:%DC, NE:%AB s MN=ME-§—NE:%(AB+DC).

Exercitii

1. Pe laturile patrulateruiui convex A BCD se considera punctele M, N, P, Q, mijloa-
cele segmentelor (AB), (BC), (CD), (DA). Si se arale ca patrulaterul MNPQ este para-

lelogram.

2. Pe laturile (AB), (CD) ale paralelogramului ABCD se iau arbitrar punctele M
si V. Dreapta d, determinald de mijloacele laturilor (BC) si (AD), intersecteazd sucecesiv
segmentele (AN), (MD), (BN), (MC) in E, F, G, H. Si se demonstreze ci (EF) = (GH).

8. Fie triunghiul echilateral ABC si punctele D si F astfel ca C e (BD), A € (CE)
§i (DC) = (AE) = (AB). Se noteazii {F} = DEN AB. S4 se arate cif AF = %AB.

A EaEEe

A i T B M B
Fig, 1.6 Fig. IL7
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Indicatie. Se construieste CG || AB, G = DE; (GC) este linie mijlocie fn triunghiut
BDF, iar (AF) este linie mijlocie in triunghiul ACG.

4. Sa se demonstreze ¢a diagonalele trapezului isoscel sint congruenle si unghiurile
adiacente unei baze sint de asemenea cungruente,

6. Si se determine axa de simetrie a unui trapez isoscel.

6. Se considerd trapezul ABCD in care AB || CD si AD = AB + CD. Si se demon-

N
streze cd dacd £ esto mijlocul segmentului (BC) alunci m(4d£D) = 90°,

Indicatie. Fie (Ef) linia mijlocie a trapezului, EF =7i4_‘?_J:c_D = g deci

triunghiurile DEF si AEF sint isoscele si aplicind Leorema relativia la surma masurilor

C
unghiurilor triunghiului AED rezulti ca m(AlLD) = 90°.

7. Se considerd un triunghi isoscel 4BC, (AB) = (AC) si punctele variabile P <
e (AB), Q@ = {AC) asticl ca (BP) = (40). Fie O mijlocul segmentlului (PQ).

i) Sd se demonstreze ci d(0, BC) este constanta.

if) 8a se afle locul geometric al punctului O.

§ 4. Concurenta unor drepte in triunghi

In capitolul I, § 13 s-a demonstrat concurenta hisectoarelor unchiurilor
unui triunghi si s-a enuntat o conditie suficientd pentru ca mediatoarele
laturilor triunghiului si fie concurente.

Dificultatea a constat in faptul ci nu s-a putut afirma cu certitudine
concurenta a doud dintre mediatoarele laturilor triunghiului, in geomeliia
absolutd nefiind admisd axioma paralelelor. Se poate acum enunta:

Teorema 1. In orice triunghi, mediatoarele laturilor sint coneurente.

Demonsiratte. Este suficient si se demonstreze concurenta a doua media-
toare. Fie triunghiul A BC, d; si d, mediatoarele segmentelor (A B) respectiv
(BC) (fig. 11.8). Presupunind cé d, si d, nu sint concurente, rezultd d, [ty
Pentru cd d, 1 BC rezultd si d, 1 BC. Dar
d; | BA. Deci prin B trec doud perpendi-
culare distincte pe dreapta dy, si anume
BA 1 dy, BC 1 d,, ceea ce nu este posibil.

Prin urmare d, si d, sint concurente. In
continuare se aplicd teorema 5 din cap. 1,§ 13.

Relativ la hi"iunghi se definesc si alte
drepte (linii) impbrtante.

Definitii. Dreapta determinatd de virful

d, unw triunghi si mijlocul laturii opuse se
Fig. 11.8 numeste mediand.
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Perpendiculara prin virful unui triunghi pe dreapta determinatd de latura
opusil se numeste indltime.

Teorema 2. Indlfimile unui triunghi sint concurente.

Demonstragie. Fie triunghiul ABC, A’, B, C' picioarele perpendicularelor
din A, B, C, respectiv pe BC, AC, AB si DEF triunghiul format. de para-
lelele duse la laturile triunghiului ABC prin virfurile acestuia (fig. I1.9).

- Din constructie, A BCF si BCAD sint paralelograme deci (BC) = (AF) =
= (AD). Pentru cd BC || DF §i AA" | BC rezultd ¢d AA’ 1. DF. Deci AA’
este mediatoarea segmentulul (DF). In mod analog se aratd ci BB’ si CC’
sint mediatoarele segmentelor (DE) respectiv, (EF). Prin urmare inél{imile
triunghiului A BC sint mediatoarele laturilor triunghiului DEF si deci din
teorema 1 rezultd cd sint concurente.

Teorema 3. Medianele unui triunghi sint concurente. Punctul de
intersectie determinid cu m ul fieciirei laturi un segment a cdrui lungime
este 1/2 din lungimea segmentului pe care-! determind eu virful opus laturii.

Demonstragie. Fie triunghiul ABC, D si E mijloacele laturilor (BC) res-

pectiv (AC). Deoarece in triunghiul BAD, (BEcCInt ABC, A € (BA,
D € (BC, rezults ca (BE i (AD au un punct comun G (fig. 11.10).

S
Deoarece (AD) c Int BAE rezultd cd {G} = (AD) N (BE). Fie M, N
mijloacele segmentelor (AG) respectiv (BG). In triunghiul ABG, (MN) este

linie mijlocie, deci MN || AB §i MN = é- AB. In triunghiul ABC, (DE)
edte linie mijlocie, deci DE || AB si DE =-;— AB. Rezultd cd (DE)= (MN)
$i DE||MN. MNDE este patrulater si depi este paralelogram (ex. 13,§ 1, II).
Rezultd GD = MG = AM = % AD. Fie acum F mijlocul laturii (4 B)
si {G'} = (FC) N (AD). In mod analog rezultdi DG = % AD. Deoarece

G, G' € (DA), din teorema de constructie a unui segment rezultd G = G,

D - A F
c 5
1) B
H
B A oy
E .
Fig. 11.9 Fig. 11.10
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Obsereatii. Punctul /7 de concurenti al indltimilor se numeste ortocentrul triunghiului,
Punctul G de concurentd al medianelor se numes'e centrul de greutate al triunghiului. Gentrul
de greutate al triunghiului si punctul de-concurentd al bisectoarclor unghiurilor unui tri-
unghi apartin interiorului triunghiului. Ortocentrul triu nghiului gi punctil de concurent al
mediatoarelor triunghiului pot si nu apartind interiorului triunghiului. fn unele probleme-
de geomelrie prin cuvintele ,mediani® sau »bisecloare” se va infelege segmentul determinat
de virful (riunghiului cu mijlocul laturii opuse, respectiv segmentul determinat de virful’
triunghiului si interseciia bisectoarei en latura opusd unghiului, Termenul ,indltime* va
desemna segmenlul determinal de virful trinnghiului si piciorul perpendicularei din virf pe
dreapla delerminatd de latura opusi. Se pot folosi de asemenea termenii de ,,mediani®
»bisectoare®, | iniltime* si pentru Iungimile acestor segmente [ard a exista pericol de con-
fuzie decarece rezultii din text sensul care 1i se atribuie. Astfel, teorema 3 poate fi reformu-
Jald tntr-un enunf usor de memoral: ~Medianele unui triunghi sint concurente intr-un punct
situat la 2/3 de virt si 1/3 de bazi pe fiecare dintre ele®,

Exercitii

1. 84 se determine pozifia ortocentrului unui triunghi dreptunghic si pozifia punctului
de concurenld a mediatoarelor laturilor sale,

2. Tie triunghiul ABC si cele doud unghiuri exterioare ale triunghiului care au ca
laturd (BC respectiv (CB. S& se demonstreze ci bisectoarele acestor unghiuri exterioare si
. 3 /\ A
bisectoarea unghiului BAC sint concurente (completarea ex. 1, § 13 cap. I).

i fal
3. Unghiurile opuse A i C ale patrulaterului convex A BCD sint drepte. AD N BC =
= {E}, ABN DC = {F}. Sa se demonslreze ci BD | EF,

4%, Se considerd triunghiul ascutitunghic A BC, H ortocentrul sid"e (HA, B e
e (HB, C' = (HC astfel ca (HA') = (BC), (HB’) = (CA), (HC’) = (AB). Si se arate ci:

i) dacd M, N, P sint mijloacele laturilor (BC), (AC), (AB) atunci B'C’ = 2.4M,
AC" = 2 BN, A’B’ = 2CP.

ii) H este centrul de greutate al triunghiului A’B’c”,
6. in paralelogramul A BCD se duce CE | BC, AE 1 AB. Si se arate ci DE | AC,

A

6+ In triunghiul ABC (m(4) = 90°) se duce indllimea AD, D e BC si se considerd
F e (AD). Perpendiculara in # pe #C intersecteazii pe AP in G. Paralela prin A la FG
intersecteazi BC in H. Si se arate ci patrulaterul AGFH este paralelogram.

§ 5. Paralele echidistante

Fie d, §i d, doud drepte distincte, d, || d, si M, ed, M,Ecdy, M;, M,
picioarele perpendicularelor din M, respectiv M, pe d, (fig. IL. 11). Atunci
M, MMM, este un dreptunghi deci (M, M) =

M My . et .

q = (M,M;) sau d(M,, d,) = d(M,, d,) si oricare ar fi

punctul M & d,, d(M, d,) este constant. Oricare

» ar fi N € d,, d(N, d,) este de asemenea constantd,

u d(M, dy) = d(N, d,). Valoarea acestei constante

M M 2 ge numeste distanja dintre dreptele paralele d, si d?
Fig. 11.11 1 se va nota d(d,, d,).
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Fig. 11.12 ; Fig. 11.13

Teoremi (Teorema paralelelor echidistante.) Fie pe dreapta d punctele

distinete A, Ay -Agy ooy Apyy Ap(n € N, n > 2), astlel ca (A A,) = (Aqx4,) =
= (AgA,) = .. == (A, A4,) si dreptele dy, dy, dy, .oy, Ay S dyy Ay € s,
Ay & dgy oo A, = dy. Daeit dy || dy | dy || .o || dy, atunc dreptele dy, dy, dy, ...y dy,

.deferminii pe orice secanti segmente congruente,

Demonstrajie. Fie s secanta dreptelor dj, dy, dy, ..., @, §1 {Bi} = diNs,
{B;} = dyNs, {Bg} =d3Ns,..., {Ba} =dsNs (fig. 11.12). Se considerd punc-
tele €, € dy, Cy & dyye.ey Cn=d,, astlel ca AC |5, Al ll 5y AgalGnll 3
AA ALy = NAAL, = ... = NA, 4,0, (din L.U.L.), dect (A4,C,) =
= (4,0;) = ... = (4,,C,). Din paralelogramele A,CyB,B,, A,C3B3B,, ...,
Ay CoBynB, , rezultd ca (A,C,) = (B1By), (A:C5) = (ByB3),..- (ApCr) =
= (B, B,), deci (ByB,) = (ByBs) = ... = (BnaBn).

Observatie. Daci secanta s este perpendiculard pe dreplele paralele dy, dy, ds,.... dn
atunci segmentele determinate pe secantd au lungimile egale si cu distanfa dintre dond

drepte paralele consecutive. Din acest motiv trei sau mai multe drepte paralele care inde-
plinesc conditiile teoremei se numese paralele echidistanie.

Exercitii
1. Fiind dat segmentul (AB) si se determine un segment (MN) astfel ca SMN =
= AB (generalizare: nMN = AB).

Indicafie: Se considerdi pe semidreapta (AX(AX # AB) (fig. 11.13), un segment
oarecare (AP, si punctele distincte P,, P, Py, P, astfel incit (4P, = (PPy) =
= (P, P,) = (P,P,) = (P Ps). Prin Py, Py, Py, P,, P, se duc drepte paralele cu P3B
care intersecteazi (AB) in My, My, My, M, (AM,) = (MyM,) = (MyM;) = (MuM,) =

. 1
= (M,B) si AM, = — AB.
J
2. 93 se formuleze o reciprocd a teoremei 3, § 3, folosind teorema paralelelor echi-

distante.
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3 0. leorema lui Thales
Uofinifie. miing date mulfimile ordonate de numere reale A — (a1, ay,....a,),
B = (b, by, b,), 222, n € N ele se numesc proporitonale dacd existi un
numdr real, nenul k, astfel incit ay = kby, ay = kb,,..., ), —:kib,.
k se numeste in acest caz cocficient de proportionalitate.

Exemplu
A=(2,59), B=(, 15 27),

; ; ; : < 1
A si B sint proportionale, coeficientul de proporiionalitate fiind & = = pentru ¢

2 =—;--6, 5= l-iEi, 9 =%-27. Se peate spune ci si (6, 15, 27) sint proportiohale cu
3 .
(2, 5, 9), in acest caz coeficientul de proportionalitate Tiind % = 3. fn cazul particular

k =1 cele doudi mulfimi de numere coincid. Daci numerele &,, by,..., by nu sint nule
atunci definitia datd este echivalenti cu egalililile:

ay ay __ n
by by by

[
I
{
l

Hlelinitie. Fiind date multimile ordonate de segmente
((AIBI)» (AZBE}P"! (jqﬂBn))
((A1B1), (A3BY)yy (A3B1), n > 2, n €N

ele se numesc proporjionale dack mulfimile ordonate de numere (A1B,,
A3Byy wy ApB,), (A3Bi, A3Bj, ..., A, B,) sint proportionale.

Teorema 1, (Teorema lui Thales.) Fie triunghiul A BC si DE | BC.
(AB), E € (AC). Atunci
AD. AR
AN | AO
Demonstragie
Cazul I. Se presupune ci 28 Lo unde m, n=N*; rezulti AL o 4R
AB n m n

deci (AD, AB) si (m, n) sint proportionale. Fie k> 0 coeficientul de
proportionalitate. Deci AD="Fk-m si AB—=k-n. Se imparte segmen-
tul (AB) in n segmente congruente,
prin - punctele M|, W ey M
astfel incit
AM, =k, AM,=2,..

AM, , = (n.— )k, AB = n-L
(fig. 11.14). Pentru ci AD — m - &
rezultd cd D = M,. Prin punctele
Mi, My, iy My e due paralele
Fig. 11.14 la. BC care intersecteazi (AC)

o
o
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respectiv in Vy, N, V4. Deoarece L5 €SLE Lla BALMEE GBRSLE PETET=
E = N,,. Din teorema paralalelor echidistante rezulta cé

k (AN, = (N1N,) = ... = (N, _iC)s
Atunci

deci

AE = mAN, si AC =n AN,,
AE _moAN, m g5 AD _AE
AC ~ n-AN, n - AB — AC

Cazul II. Fie Al o unde « & Q.
AB

Se presupune ci %‘g— = B # « (fig. IL.15).
Cum @ < 1, existd punctul unic' E’, E’ e (AC), E’ # E, astfel incit:

’

Y Ao dea 2R
AC

= o,

a) Dacap > o atunci E’ e (AE) si AE" < AE. Existdi n e N*, astfel incit

£‘< EE’. Se construiesc pe (AC) punctele Ny, Ny,..., Np, care fmpact (AC) in
n

n segmente congruente de lungime k unde k = Filid si
n

AN, = k, AN, = 2k,..., ANp_y = (n — 1)k, AC =pn" k.
Deoarece EE’ > k, rezultd ca cel pufin unul dintre punctele de diviziune, de exemplu
N; = (EE’). Atunci

AN; = ik > AE’ si Al

i
— >

AC n AC

Prin N; se duce N;M; || BC, M; = (AB). Aplicind rezultatul demonstrat in cazul I,

rezultd:

(1) A————Ml = A——#Nz = 2 > o
AB AC n
Pe de altdi parte, deoarece M;NV;l| DE punctul M; e (AD) deci AM; < AD sl
. AB AB

Inegalititile (1) si (2) fiind contradictorii rezultd ci nu este posibil B > «.
b) Dacd B < « atunci E' = (EC) i existd n e N* astlel incit é(i < EFE’

n
(tig. 11.16). Analog cazului L. a) punctele Ny, N, ..., Ny, impart segmentul (AC)

AN1
N2 A
! D =h
i N; Mif— £
7L \E\
B 'c B c
Fig. 11.15 Fig. 11.16
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in n segmente congruente de lungime k, k — o si deoarece ci k < EE’, existi

un punct de diyiziune Ny e (EE’). Atunci
ANy = ik < AR 5 AN _ i AE
AC n AC
Se construieste N;M; || BC si M; = (AB). Aplicind rezultatul demonstrat la
cazul I, rezulla

= .

AM; AN; e
3 - s SO Gt = — <
@) AB AC n

§i deoarece M;N; || DE, M; = (BD) deci AM; > AD adici

(&) AM;  AD _
AB ~ Ap

Inegalitadtile (3) si (4) liind contradictorii rezultd cd nu este posibil B < a.
Din II a) si b) rexultd o = B ceea ce demonstreaza teorema.

Obseroatie. Enuntul leoremei lui Thales este mai ugor de memorat in formularea: O
paraléli la una din laturile unui triunghi determing pe celelalte laturi segmente propor-
tionale,

Folosind proprietatile proportiilor se pot obtine si alte proportii echivalente cu

AD AE AD AE AR - A¢
e S ARumes s S S s N
AB AC DE EC DB EC

Teorema 2. (Conseeinti a teoremei lui Thales.) Fie triunghiul 4 BC
4| BC si {Dy=d N AB, {E} =d N AC, A & d. Atunei
AD Ak
AR~ AcC’
Demonstragie
Cazul I. Dacé D € (AB) se aplici teorema 1 (demonstratd anterior),
triunghiului ABC si dreptei DE (b 1.4y,
Cazul II. Dacd B € (AD) se aplici teorema 1 triunghiului A DE §i
dreptei BC (fig. II. 18).
Cazul II1. Daci A & (BD) se construiesc segmentele (A M) = (AD),
(AN) = (AE), (AM) C (AB, (AN) C (AC (fig. I1.19). Atunci EMND este
paralelogram i MN || ED || BC, Daci M € (AB) se aplici teorema 1

A

Fig. I1.17 Fig. I1.18
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triunghiului ABC si drepte1 MN, daca b € (A1), 86 aprioad LERIEHEE 2 B
unghiului AMN i dreptei BC.
Teorema 3. (Reciproca teoremei 1.) Fie triunghiul ABC si D € (A B
I e (AC, astfel ineit
AD AR D i
AB  AC bB ~ EC Dl EC
atunei DE || BC.
Demonstratia se face folosind metoda reducerii la absurd.
Teoremele 1, 2, 3 pot fi enuntate si astfel: .
Teoroema lui Thales Fie triunghiul A BC si punctele D, E dis-
tinete diterite de A, D € AB, E € AC astfel inelt D gi I se afli amindoud

NG AD Al
AC

fie pe laturile unghiului BAC fie pe prelungirile acestory. Atunei ¥ T
: ; ?

AB AC

daeci si numai dacd DE || BC.

Aceast# teoremd are numeroase aplicatn in probleme care cer stabilirea unor
relatii intre lungimi de segmente sau in demonstrarga paralelismului a doud
drepte. ‘

Teorema 4. (Teorema paralelelor neechidistante.) Se consideri drep-
tele dyy doyerey dpy 1> 2, dy || dy | oo || dy, secantele s i k §i punctele {4} =
—dy 08, {Ag}=dy N8 wy A} =dn 08 {Bi} =i N & |Bef = d, N

Ok, ooy {Bp} =d, N k. Atunci

0 S . S

BBy |

Bl © A Bylayfin
Demonstratie. Dacd s || k, atunci
A A, BBy, AgA3B3By, oy Ap_yAn BB, sint paralelograme si
Ady Aty ———2 Apdn _ 4(fig, 11.20).
BB, B,Bg By Bp
Dacé s nu este paralel cu k, fie {0} =sNk. Se aplica teorema lui Thales
triunghiului OA, ;B4 §i dreptei A,B;
04; ~ 0B;

Ay BiBin

de unde se obtine
) 0dy _ Aydus
0By BiBin b
Aplicind teorema lui Thales triunghiului OA4,;_,B; 4
gi dreptei 4;B, se obine:
@) 04; _ Ay dj ’
OB B;1By
Din (1) si (2) rezultd ca
A4 Ay o
= . i+
BiB; BiBiy /A \B,‘..;
Scriind aceste proportii pentru ¢ =1, 2,..., n— 1y
se obtine sirul de rapoarte egale din teoremd. Fig. 11.20

dip A/ \Bia
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1. Fie triunghiul isoscel 4 B¢, (AB) = (4¢) si d o dreaptd paraleld cu BC, A & d.
Dacid {M} = d N AB, {N} = dn AC sd se arate ¢4 triunghiul AMN este isoscel, iar daci
ABC este echilateral atunci §i AMN este echilateral.

2. Se considerd trei semidrepte cu aceeagi origine M, cuprinse in drepte distincte si
punclele: A, B pe prima semidreaptd, ¢, D pe a doua si N pe a treia, astfel ca
d(M, 4).= 18, d(M, B) = 54, d(M, C) = 25, d(M, D) = 75. 0 dreapta ce trece prin A
§i este paraleld cu BNV intersecteazd MN in £, In ce conditii paralela la ¥ D prin E contine
punctul C? ¢

8. Se considery patrulaterul convex ABCD. Paralela prin B la latura AD intersec-
teazd dreapta 4¢ in E, iar paralela prin 4 la latura BC intersecteaza dreapta BD in
F. S se arate ci EF || CD,

4. Fie triunghiul 4 BC SLMN || BC, M AB, N e AC. Se duc MM’ Il AC, NN |
I AB (M « BC, N’ = BC). Prin M’ si N’ se duc M'P || AB si NQ || AC, P = Ac,
Q@ = AB. 84 se demonstreze cd PQ || MN. . L

5. Fie triunghinl ABC §iD,E F G H mijloacele segmentelor (BC), (AD), (BD),
(EF), (ED). Fie GH N AC = i} si BEN AC = {J}. Atinci

i) 41 = 3’10,
i) H1 = 3GH,
iii) BE = 3 EJ.

§ 7. Teorema bisectoarel

Teoremi. Fie triunghiul ABC i D € (BC). Atunei (AD este bisece

N
wirea unghinlni BAC daci si numai dacy 22 -,
. : e AC
Demonstragie. 1. Se arati cf dacd (AD este bisectoarea unghiului BAC
. BD AB
alimer == — 2
Dc Aac
Se construieste prin ¢ paralelala AD care intersecteazi 4B in E (tig. 11.21).
Din' teorema lui Thales rezultd cj -gg =§_E€' Triunghiul ACE este isoscel
pentru cd AEC = BAD (unghiuri corespondente), ACE = DAC (unghiuri
N N TN AR,
e alterne interne) §i BAD = DAC (din ipotezi
(AD bisectoare). Deci (AE) = (AC) de unde
rezultd egalitatea din teoremd.
i 2. Se aratd, prin reducere la absurd, cd dacg
LD B atunct [AD este bisectoarea unghiu-
DC AC
L b &
lui BAC (fig. 11.22). Intr-adevir, dac [AD nu este
bisectoare, fic D' & (BC) astfel incit (AD" este
B 0 x \ T . ’
; % bisectoarea unghiului BAC. Atunci B2 __ 4B
Fig. I1.21 D¢ AC
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i deci J)’ imparte segmentul (BC) in acelagi A
‘raport ca gi punctul D ceea ce nu este posibil
decit dacd D = D',

Si aceastd teoremi se poate formula
inte-un ehunt usor de memorat: ,bisectoarea
unui unghi al unui triunghi determind pe latura

opusii unghiului segmente proporiionale cu B8 DD c
laturile unghiului si reciproc®. Fig. 11.22
Exercitii

1. Fie triunghinl ABC, D e BC i D & (BC). Aunci [AD esle bisecloarea unuia
din unghinrile cn viefnl in A si exterioare lriunghiuiui, dacd si numai dacd ) =

ne
AB : . it :
= (tporema  bisectoarei unghiului exterior).

2, Lungimile laturilor nnui triunghi ABC fiind AB = ¢, AC = b, BC = a, si se cal-
culeze segmenlele determinate de bisectoarea unui unghi a trmnghm]m pe 1atura opusi.

3. Intesun teiunghi A BC, bisectoarcle nnghiurilor tormate de mediana AM (M =
e (BC)) cu latura (BC) intersecteazi celelalte doud laturi in P ogi Q. Sd se arate c¢it

TN

PQ|| BC. Reciproe, dacii M < (BC), MP gi MQ sinl bisectoarele unghiurvilor AME
SN o

respecliv A MO (P = (4B), 0 < (4A0)) si PQ j| BC. alunci M esle mijlocul Taturii (BC).

4. 5S¢ di (viunghinl ABC ¢l AB = 20, BC = 30, |BD bisectoarea unghinlui ;},
D <. (AC), dreapta DE (| AB (F < (RC)) si dreapta EF || BD (F e AC)). Si se deler-
ming AC dacd AD — FC —= .

§ 8. Aseminarea triunghiurilor

Definitie. [ie triunghiurile ABC si A'B'C’. Daci

- AB : AC BC
.‘(]) ; == —_ .

AHT T AT Big !

A A o A A A
(2) A=A B=B, (=0C"
se spune ci existd o asemdnare intre Lriunghiurile ABC st A'B'C'st se serie
AABC ~ NA'B'C’ )
Ca sl in cazul congruentei, intre doud triunghiurt pot exista mai mulledbo
manari.

Definitie. Doui thunghmrl ABC gt A'B'C’ se numesc asemenea dacd intre
ele existd cel putin o aseminare
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Exercitil

1*, Si se demonstreze ci dacd NABC ~ NA'B'C’ gi ANA'B'C’ ~ NA"B"C”, atunci
AABC ~ AA”B“C*,

2%, 84 se demonstreze cd dacd NABC ~ NA'B'C’ si NA’B'C' = NA”B"C”, atunci
QABC ~ ANAYB*C".

Prin notatia AABC ~ AA'B'C’ se intelege c& ordinea virfurilor este dati
gi are loc aseminarea definitd de egalititile (1) si (2). In acest caz, perechile
de virfuri (4, A"); (B, B’); (C, C’) si perechile de laturi ((BC), (B'C")), (AC),
(A°C")), ((AB), (A'B’)) se numesc eorespondente sau omoloage. Raportul lun-
gimilor a dou#i laturi omoloage se numegte raportul de asemdnare al celor
doud triunghiuri. Evident, doud triunghiuri congruente sint asemenea, ra-
portul de aseméanare fiind egal cu 1 sl oricare doud triunghiuri echilaterale
sint asemenea. O altii situatie in care sint puse in evidentd triunghiuri ase-
menea este datd de urmitoarea:

Teorema 1. (Teorema fundamentali a . asemindrii). Fie triu

ABC i DE | BC, A # D, D € AB,'E € AC. Atanei AADE ~ NARC.

Demonstrajie. Existd trei situatii posibile: 1) D & (AB), 2) B € (AD),
3) A € (BD). Se va da demonstratia numai pentru cazul 1), intrucit cele-
lalte cazuri se trateazdi in mod analog cazurilor considerate la consecinta
teoremei lui Thales.

Deocarece DE || BC rezulti ADE = ABC (unghiuri corespondente),
AED = ACB (unghiuri corespondente), DAE = BAC (fig. 11.23). Din teo-
rema lui Thales rezultd ci j—g = % Se construieste EF | AB, F € BC
o o . AE o+ BF . ,
g1 atunei Rl Deoarece BDEF este paralelogram rezultd (DE) = (BF)
si AR _ IF deci se obtine SR DPE  Riind indeplinite egalitiitile

AC BC AB AC

din definifie, rezultd ¢ AADE ~ AABC. Notiunea de aseminare se poate
extinde gi pentru poligoane.
Definitic. Doud poligoane convexe A;A4,4, ...

A Ay st B ByBy ... B, se numesc asemenea dacd
ilil_ﬂ_ e A Ay - :AT.'.—].An_
B3, B,B, By 1By
2 A A A A A A
0 E 1 Ay =By, Ay =By, ..., 4, = B,

Pe bhaza teoremei 1 se pot demonstra teore-
mele aseminirii, numite g1 cazuri de aseméinare,
o 8 ¢ care stabilesc conditii necesare si suficiente pentru

Fig. 11.23 ~ ca doud triunghiuri si fie asemenea.
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Fig. 11.24

Fie triunghiarile ABC si A'B'C’: .

= Al A A A
Teorema 2. Daci A=A gi B= B atunci AABC ~ AA'B'C'.

W eyt o o A AC ] o
Teorema 3. Daci A = A4’ si —?f,—, = atunci ANABC ~ NA'B'C".
£ o £ s

A o A BC A =
Teorema 4. Daed =7 - _ e — atunei AABC ~ ANA'B'C’.
A’'B’ AC’ B’

n i
0n Al

Demonsirajii. Fie D € (AB astfel incit (A'B’) = (4AD) §i DE || BC,
E € (AC. AADE ~ AABC conform teoremei fundamentale a asemini-
rii (fig. 11.24). Se va demonstra ci in ipotezele fiecdireia dintre cele trei teo- -
reme AADE = AA'B'C' st deci NABC ~ NA'B'(C.
1) A= A (din ipoteza teoremei 2)
SIS Py A
ADE = ABC = B' (din constructie si ipoteza teoremei 2)
(AD) = (A’'B") (din constructie).
Deci AADE = AA'B'C’ (din U.L.U.).

AB AC : . ;
2y — = —— (din ipoteza teoremei 3
) ACBESS A ( P )
o A AC
3 AC L . ezulti —— = ——
%}_ 5 j; (pentru cda AADE ~ NABC) . 00 T 4E

(AD) = (A"B’) (din constructie)
deci (A'C') = (AE), deoarece A = A’ 5i (AD) = (A'B) rezulti ci
AADE = AA'B'C’ (din L.U.L.).

YN 1C : ey ] ;
3) - MRS R L (din ipoteza teoremei 4)
AR A4°C Vilon

AB _ AC _ BC (pentru c& AADE ~ AABC) §i (AD) = (A'B),

AD ~ AE  DE
rezultd ca

A = ap " A0 T A8~ B T DE'

Egalitatea rapoartelor cu aceeagi numératori implici egalitatea numitorilor
deci A'C' = AE §i B'C' = DE sau (A'C’) = (AE) si (B'C’) = (DE). Rezults
gl in acest caz cd NADE = ANA'B'C" (din L.L.L.)
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i plhreal bl

1. Si se masoare adincimea unei fintini
W rrresa & - pind la .nivelul apei prin mijloace simple.

Rezoloare. Observdtorul aflat in punctul D
priveste din punctul C (ochiul) bordura, punctul
B, zérind suprafata apei in punctul A, astfel
incit A, bordura B sl ochiul (' sa fie in linie

5 . dreapta (fig. 11.25). In acest caz ABCD ~
ch  BD o
Fig. 11.25 ~ NABE g1 _B—E'z T Lungimile CD, BD,

AE sint respectiv indltimea observatorului,

distanta de la acesta la bordurd si lirgimea fintinii deci pot fi masurate
CD+ AE

§i rezultda BE = = =7,
BD

2. Determinarea iniltimii unui copac folosind legile reflexiei intr-o oglinda
plané.

Rezoloare. Intr-un punct O este situatd o oglindi pland, indltimea copacului
fiind AB, observatorul.situat in punctul D, O € (AD) se deplaseazit astfel
incit din punctul € (ochi) zireste in oglinda virful copacului (fig. 11.26).

Stiind ¢ BOM = MOC {unghiul de incidentd este congruent cu unghiul de
reflexie) rezulti AAOB ~ ADOC, deci %f ]473 . 40, OD, €D fiind
respectiv distanta de la copac la oglindd, distanta de la oglindd la obser-
vator si iné}’gimea observatorului; in urma inlocuirii acestora in proportie
se abtine: AB = O
DO

3. Determinarea indltimii unui copac, despiirtit de observator printr-un
obstacol, folosind legile reflexiel intr-o oglindd plani.

Rezolpare. Se agazd oglinda in O si observatorul se deplaseazd in punctul
D, O € (AD), astfel incit din (" (ochi) ziveste in oglindd virful copacului

8

///{\A SENT S AN LN AKX T I

Fig. 11.26
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(fig. 11.27). Atunci AAOB ~ ADOC. Se deplaseazd ovlinda in O', 1ar
ohservatorul se deplaseazi in D'; repelind observatia, se obline NAO'B ~
~ AD'O'C’  Seriind  proportionalitatea laturilor triunghiurilor asemenea
ohtinute, avem: j

AR AD . AB AO AB Ok
i gl ——— = du deocarece DC = D'C’ rezultid L A i e R
be o D’ Do he Do i by
_A0! A0 — 40 00’ '
PO . DO DO . DO —'DO
Prin urmare
AR 0%
ne 1 3l 6 I ?0
S I Y . b 3 ) . DeC - 00’
00', DC, D'O’, DO se delermind cu wijloace simple dect AB = o s

Exercitii

8. Fie 4BC un triunghi si fie 47, B, €’ trei puncle coliniare distincte astlel. ca
'A’e BC, B e C4d, U = AD. Si se arale cd

A'B- B'C C'A

AC” B4’ C'B

=1 (teorema fui Menelaus).

Indicafie, Se duce o pavaleli prin G la A B cave intersecteazd pe A’B’ in P. Din pro-
poxtlomlllatm Jaturilor rezultatd din asemanirile ACPA" ~ ABC'A", AABC' ~ NCB'P
se obtine relafia cerntd.

4%, Se considera pundiele A’ 8, ¢’ situate pe dreptele BC, AC, AB determinate de
laturile trivnghiului ABC. Daci doud dintre ele §int situate pe laturile triunghiului i unul
pe prelungirea laturii, sau nici unul nu e situat- pe laturile trinnghivlui si este verificatd
relatia din problema precedenti, atuucl cele trei puncte sint coliniare (reciproca teoremei
lui Menelaus). =
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Indicajie. Se aratii o de exemplu B’C’ nu poate fi paraleld cu BC si se noteazd’
{A”} = BC N B’C’. Din relatia datd gi din exercifiul 8 rezulti A’ = A",

5. Se considerd un triunghi ABC i trei drepte cohcurente AM, BM, CM care mai
intersecteazd suporturile laturilor tt'iung‘hiului fn punctele 4’, B’, C’. Sa se demonstreze
relatia

A'B B'C C'A
A'C B4 cB

Indicatie. Se aplica teorema lui Menelaus in triunghiul B’BC pentru punctlele coliniare

A, M, A’ siin triunghiul ABB’ penlru punctele coliniare C, M; ¢,

6% Fie A%, B’, ¢’ trei puncte situate pe laturile (BC), (4B), (AC) ale Lrumg’mulul
ABC. 84 se demonstrezé ci daca este verificatii rel alia din problema precedenta alunci
druptele AA’, BB, CC’ sint concurente (reciproca teoremei lui Ceva).

7. Sa se demonstreze cii.intr-un triunghi produsul dintre lungimea unei inalfinii si
lungimea Jalurn corespunzatoare este acelasi pentru fiecare indltime.

8. Sise demunshem, ca distantele de la un punct M al medianei (AD) la laturile
{A B), {AC) ale unui triunghi sint in raport invers cu lungimile acestor laturi. Se va
deduce ca distantele de la cenirul de greutate la latuu sint invers propm‘gmndle cu
lungunile laturilor, : 4

= 1 (teorema lui 'Ceva).

!
9. Dintr-o tabld triunghiulard se cere sii se taie un pdtrat cu o latura pe latura cea
mai mare a triunghiului $i cu celelalte dona virfuri pe celel; ite laturi ale triunghiului.

10. Pe latura (AB) a triunghiului ABC se considerd un punet C;. Prin A se duce
paralela la CC; care intersecleaza BC in A, si prin B paralela la CC; care intersecteazd

AC in By. Sa se demonstreze ci --——+ 1 L.
AA, ' BB, cC,
Indicafie \
cc, _ 46, c¢, _¢B

BB AR AT AR
CC, | CC _ AC, + CB _

A4 B AB

11*, In triunghiul 4 BC se considerd hisectoarea unghiului () care intersecleazd latura
(AB) in D. Demonslrati ci CD < |/ AC - BC. /

Indicapie. Fie E = (AC). astiel ca CDE = CBD. Deoarece CDA > CBD si
LB _ 9D opr— gE-cB < cB- 4C.
ch CE

I

12. Prin punctul de mtersecue O al diagonalelor unui trapez se duce o paraleli la haze,
care taie laturile nepalalele in £ siF. Sise avate ea O esle mijlocul segmentului (EF),

13. 84 se arate cd dreapta determinata de punctul de interseetie al laturilor neparalele
ale unui trapez s1 punctul de intersectie O al diagonalelor trece prin mijloacele bazelor Lra-
pezului.

§ 9. Relatii metrice

Tefinitic. Fie o dreaptd d §i un punct M, M & d. Se numeste proweciie
oriogonatd a punctulut M pe dreapta d piciorul perpendicularei din M pe d.
Dacdi MM’ 1 d, M' € d, se noteazi M’ = praM. Pentru M & d se definegte
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praM = M. Penlru prescurtarea exprimarit, in continuare, s¢ va folosl doar
termenul proiccjie care va desemna proiectia ortogonald (fig. 11.28). .

Definitic Fie M o multime de puncte si d o dreaptd. Multimea _#
se numesve proiectia ortogonald a multimii £ pe d dacd /' este mulfimea
proiectiilor pe d a punctelor multimii /L .Se noteazd M’ = pryM.

Exercifii

1. $4 se arate cii proieclia unui ségment (AB) pe o dreaptd d este segmentul (CD)
ande C = pryd si D = pryB.

9. & se arate ¢ii proiectia unui poligon pe o dreapld estz un segment inchis.

Toorema 1. (Teopemn eatetel.) Lungimea enatetei unui triunghi drept-
unghie este medie proporfionali fotre lungimea ipotenuzei ji a proiectiei catetei
pe ipotenuzi. :

Teorema 2 (Teoremn fnilfimii.) Tutr-un triunghl. deeptunghie, lon-
gimea fnalfimii duse din virtul vughiului deept este medie proporjionali intre
lungimile proiec{iilor catetelor pe ipotenuzi,

Se reaminteste ci numdérul pozitiv ,a“ se numeste medie proporfionald,
(sau geometrica) a nwuerelor pozitive 6% §i ¢ dacd a? = be.

Demonstratie. Fie triunghiul A BC, m(ﬁ) = 90° si fie D=pry4 (fig. 11.20).

Deoarece B sl C sint ascutite rezultd ca D & (BC) (ex. 1 §12.1) si (BD) =
= prpg(AB), (CD) = pry(AC). ABDA ~ ABAC fiind dreptunghice si

o . 4B _ BD , =
avind unghiul B comun, deci o B de unde AB*=CB: BD ceea

ce demonstreazi teorema 1.
. Analog AADC ~ ABAC de unde rezultd ABDA ~ ANADC s

Ll
DA

4

— o deci DA2 = DB+ DC ceea ce demonstreaza teorema .

Teorema 3. (Teorema 1lui Pitagora) Totr-un  triunghi
dreptunghic pitratul lungimii ipotenuzei este egal cu supia, pitratelor lungimilor
catetelor.

A
M
(]
[}
|
<
|
i
T " & ) ¢
Wig. 11.28 Fig. 11.20
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A
B D c 8 B c
Fig. 11.30 Fig. 11.31
Demonstratie =

Fie triunghiul ABC, m(4) = 90° 5i D = prgea (fig. 11.30). Atunci
AB? = BC - BD,
AC: = BC - DC.

Deci AB® + AC* = BC - (BD --DC) = BC:

4. (Reciprocele tesren 1, 2.) Se coosideri triunghiul
C, D = pry A. Dacii D € (BC) si
BE —
) AD* = BED- DC, atunei m(A) = 90°.

s - . i e
Demonstratia se face prin reducere la absurd si se lasi ca exercitiu.

N ey 3 E {1y T a1 PS5 e riara vpnieralizats ) Dapa 3 trinnnohis
teorema ». (Teorema tul riagora seneralizatd.) Daed in trivnchiul
it | ] =1
| B? = — DF

Demonsirajie. Se cousidera trei cazuri

a) B ascutit, atunci ) € (BC) (fig. 11.31). Triunghiurile ABD si ADC

liind dreptunghice au loc egalitatile:

2) AB: = AD* + BD®
(3) VAD*= AC: — D
(4) _ BD = BC — DC.

Se inlocuieste in (2) AD s BD date de egalitatile (3) si'(4), atunci
AB* =-AC? — DC? 4- (BC — DC)2,
AB* = AC* 4+ BC? — 2BC - DC.

A b) f-? obtuz, atunci B e (DC), (fig. 11.32)
egalitatile (2) si (3) ramin adevirate si are loc
(5) ' BD = DC — BC.
Inlacuind in (2) AD §i BD date de (3) si (5)
se obtine

D B8 c 5

Pig. u,3|2 AB: = AC?* — DC% 4- (DC — BC)*




deeci ' A
AB? = AC? 4 BC? — 2BC - DC.
c) (B) 90°, atunci (1) rezultad
din teorema lui Pitagora.
5", (Te
Iha

T:f‘ — if" _fj.’_‘—.:'- Fig. 1133

AB? = AC?  B(C?

Demonstrajie.’ C fiind obtuz rezultd ci C < (BDy (fig. 11.33). Din triun-
ghiurile dreptunghice ABD si ACD se nbgme. '

IR '\ AB®= AD® 4 BD?
@) AD? = AC? — CI?,
9 BD = BC + CD.

Inlocuind AD, BD din (8) si (9) in egalitatea (7) se obtine:
AB2 = AC* 4 BC? + 2BC - DC.

T e

Suma J

a freia, atunéi triunghiul’ este

Demonstrajie. Se considerd triunghiul 4 BC in care
AB®* = AC® + BC?

repuuangn

) N
Fie D proiectia lui A pe BC. Dacd ACB nu este unghi drept atunci ) « C.

Tinind seama de ipotezd si de relatille (1) sau (6), (dupd, cum ACEB este
ascutit sau obtuz), rezultd BC - DC = 0, adica DC = 0, ceea ce este in con-

i N
tradictie cu C # D. Rezultd cd m(ACB) = 90°.

Aplicatie, Sa se arate cd fiind date‘trei humere reale pozitive a, b, ¢ astfel incita < b +
+c, b<a+e ¢c<<a+ b existi un triunghi ABC pentru care AR = ¢, AC =
BC = a.

Rezolvare. Se poate presupune ci e < b < ¢, si pe o dreapta d se considerd punclele
A, B astfel ca AR = ¢. Se va ariita ca se poate determina pozma unni punct M,
Me (AB) si a unui punct . care aparl;me perpendicularei in M pe AB astfel ca

AC = b si BC = a. Pozifia acestor puncte este determinatd daci s€  cunosc

2 numerele x = AM si y = MC (lig. 11.34).
‘ In acest Sscop vom presupune cid existi triun-
ghiul cerut ABC si notind ca M proiectia lui €
pe AB se calculeaza valorile lui « si y. Deoarece
am presupus c¢fi @ < b < ¢ rezultd cd nnghiurile
A si B sint ascutite si deci M e (AB) (ex. |1,
§ 12, I). Aplicind teorema ]ui'l:‘itagm'n generali-
zatd se obtine a* = 0% + ¢* — 2¢z, deci:

b? ‘T' L' = lfl'u'

10 — e M e [
Fig. 11.84 LAt E % L
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fn ipoteza ca triunghiul ABC exista, rezult& ¢ exisld si segmentele (AM), (CM),
,dem:c>()$1m<b

Je trece acum la rezolvarea propriu-zisi a problemei propuse. Se va ariita cd in
ipotezele fdcute in enunf §i @ < b £ ¢, numerele x si y definite prin formulele (10)
existil si sint pozitive ceea ce revine la 0. << z < b. Dinbé>asgic >0 rezultd @ > 0:
Pe de altd parte, prin ipoteziic < a + b, deci0 < e — b < dasi astfel (¢ — b)? < a®
De aici se deduce ¢ b2 + ¢* — 2bec < a®§ib? | ¢ — at < 2bc, de unde rezulli

2 2 o2
=L%J—<b
¢

Se determin# pe (AB (pe baza teoremei de constructie a unui segment) punctur M
astfel ca AM = = si pe perpenditulara in M pe 4B punctul C astfel ca MC = y.
Cum = <b < ¢, rezultd M = (AB) 81 AC? = 2 + y? = a® 4 b* — 2? = b*, BC® =
' : 2 2 _ g?

= MB? 4 CM? = (¢ — ) 4 y* = ¢® — 2cx 4 2 4 y? = ¢* — 2cb 1 +

2e
4 2% 4 B2 — 2 = gt ‘
S-a demonstrat ci triunghiul ABC astfel construit indeplineste cerinfele problemei.

Exercitii

A

8. Se considera triunghiul ABC (m(A4) = 90°) in care AD | BC, D & B(. Siise wale ¢l

1 1
n AD? AB? AC? '

4, S8 se demonstreze ci raportul lungimilor proiectiilor catetelor unui triunghi drept-
unghic pe ipotenuzi este egal cu raportul pdtratelor lungimilor catetelor.

§. Se considerd un friunghi ABC gi fie I proiectia lui A pe BC. Perpendiculara Tn A
pe AB/intersecleazii pe BC in E. Daca AB = 13, BC = 21 gi AD = 12 si se alle peri-
metrul triunghiului ACFE.

6. Prin virful 4 al triunghiului isoscel A BC se duce o paraleld la BC pe ¢are se consi-
derda un punct M. Si se demonstreze ci: \

MB?* + MC? = 2(MA® 4+ ABY).

Indicaie. Se noteazd cu B’, C’ proiectiile lui B, € pe AM. Unul din tl'mnghmn]e MAB'
si MAC are unghiul din 4 obtuz st celélalbare unghiul dip 4 asculit. Se calculeazd cu Leo-
remd lui Pitagora generalizata MB* si "MG? i se adund

7. In dreptunghiul ARCD, perpendiculara din 4 pe diagonala (BD) inlersocleaz
dreapta BC in F. Sa se demonstreze ci

AB? = BF -+ BC,

8. Se considerd triunghiul ABC m(A) = 90° in care AR = AC + 6 si BC = 30.

84 se determine CD, (CD fiind bisectoarea unghmlm C, D e (AB),
9. Se considerd triunghiul ABC sl in&llimea BD, D = (AC). Pe laturile (AB) s
{BC) se tonstruiese triunghiurile dreptunghice ABE, BCE,

) N
; m(BAE) = m(BCF) = 90° si (4E) = (DC), (FC) = (AD).

54 se arate ca (BF) = (BE).
10.. Se considerd patratul ABCD, cu AB = & si punctul E  (AD), astfel ca AE = 1.
54 se afle distanta de 1a punctul B'la dreapta CE.

Indicatie: Se foloseste proprietatea cd intr-un triunghi produsul dintre lungimea
indltimii si lungimea laturii corespunzatoare este vonstant,
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Exercitli' recapitulative

1. Lungimile bazelor unui trapez sint a, b, @ > & si distanta dintre baze este k. 53
se alle:

i) distanta dintre punctul de intersectie a laturilor neparalele si baza mica,

il) distanla dinlre pu.ncful.de interseclie a diagonalelor si baza mare.

2, 83 se arate cii lungimea medianei (AM) (M < (BC)) a lriunghiului ABC, este:
2(A B AC?) — BC?

4

#. Se considerd Lriunghiul ABC in care AR = 40, BC = 50, CA = 60 si hisectoarea
(AD), D e (HC). i se alle in ce raport imparte bisecloarea (BE, segmentul (4D).

4, Se di un patrat ABCD si M < Int ABCD astfel incit

AM? =

AN Nl
m(MCD) = m(MDC) = 15°
54 se arate ci triunghiul A0 este echilateral.
5, Se considerd palratul ABCD si punclele E, F, care determini pe CD segmentele
(DE) = (EF) = (FC). Fie {G} = AEN BC ¢i H mijlocul lui (AG). 8a se arale cd DI =

=L a0
2

6. Iie (AC) cea mai lungd dintre diagonalele paralelogramulni 4 BCD si I, F, picioa-
rele perpendicularelor din C pe AB si AD. 5i sc arale ci:

AR« AE 4+ AD -« AF = AC2.

7. Se considerd (riunghiul ascufitunghic ABC si D piciorul perpendicularei din A
pe BC. Se noteaza cu If si & intersectia perpendicularelor pe BC in punctele B i €
cu indiljimile din C gi B. 84 se demonstreze cii dacd (AD) = (BC) alunei:

i) triunghiurvile BDE gi CDF sint isoscele,

oo TN

ii) triunghiul ZDE este dreplunghic si (DA esle bhisecloarea unghinlui ED#,

8. Fie 4, B, C, D, centrele de simelrie ale pidlralelor construile in exterior pe latu-
ril2 unui romb, Si se arate cd 4 BCD este patrat.

9. Se considerd triunghiul ABC cu
AB = 34, BC = 56, M = (AC), (AM) = (MC) BM = 39.
S se afle distanfa de la M la dreapta BC.
10. 8e considerd triunghiul 4 BC cu

N .
AB = AC, BAC obtuz si AD | AB, D = (BC),
Si se alle LBg— stiind cd BC = 32 gi distanta de la 4 la dreapta BC este 12,

11. Se considerd triunghiul dreptunghic 4 BC (m{ﬁ) = 90°), M piciorul perpendicu-
larei din A pe BC, N mijlocul laturii (#C) si P intersectia dreptei AN cu perpendiculara
dir. M pe AC. Dacd (AP) = (PN), si se arale cd unghiurile asculile ale triunghiului A BC
au miisurile 60° si 30°,

12, Fie un dreplunghi ABCD. Si se demonstreze cd pentru orice punct M esle veri-
licatda relafia MA?* - MC?* = MB?* 4 MID?,

Indicatie, Se ulilizeazd rezultatul exercitiului 2.
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13. A, B, C fiind trei puncte coliniare B = (4AC) $i O un punct exlerior dreptei AC,
sd se demonstreze relatia: 04 BC — OB*+ AC 4 OC** AB = "AB -+ BC+ AC. {Relatia
lui Stewart.)

Indicatie. Se aplicd teorema lui Pitagora generalizata in triunghiurile OAB si OBC,
refatiile obtinute se inmultesc respectiv cu BC si AB si se adund membra cu membru.

14%..8d se afle locul geometric al punctelor A7, penlru care diferenta patratelor’ dis-
tantelor la doua puncte dale A, B sa fie o constanta k.

Indicafie. Fie O mijlocul segmentului (AB) si N proieclia lui A pe 4 B. Presupunind
k> 0, avem MA > MB si N e (BO. Aplicind teorema lui Pitagora generalizatd in
Leiunghiurile AMO si BMO se deduce: MA® — MB®* = 248+ NO = k, NO = _‘)_jkB—
deci VO este constant si locul geomelric este perpendiculara pe AE, dusd prin punctul
fix N, -

15. Se da patratul ABCD cu laturile de lungime a. PL laturile (BC) si (CD) se iau

1 Donci .
punctele E, respectiv F' astfel incit BFE = 5 a gi CFf = — q. 84 se arale ¢i Lrinoghiul
9

AEF esle dreptunghic.

16. Sa s& demonsireze ci intr-un paralelogram, suma pilralelor langimilor diagona-
lelor este egald cusuma patratelor lungimilor laturilor,

i7. Sa se afle raportul dintre suma patratelor lungimilor lalurilor unui triunghi si
suma, patratelor medianelor. 3a se deducd de aici ci intr-un triunghi dreptunghic, suma
pitratelor medianelor corespunzitoare catetelor este egald cu de cinci ori pilralul me-
dianei relativd la ipotenuzd. v

18. Se considerd trapezul ABCD. Paralela cu bazele BC si AD ale Lrapezului ce
trece'prin punctul de intersectic al diagonalelov intersecleaza Inturile neparalele in punclele
L gi F. 33 se arate ca: { '

9

I *I—-H-——-—Ir—- .

BC AD

19*, In patralaternl convex ARCD | [ este mijlocul laburii (4 8) 51 ¥ mijlocul lalurii
(CD). S84 se demonstreze ci n11_110dcele segmentelor (4AF), (CE), (BF), (DF) sinl viclurile
unui paralelogram. E :

20. Printr-un punct variabil D situat pe latura [BC] a unui lriunghi A BC se duce
o paraleld la mediana AM, M fiind mijlocul laturii (BC). Aceasti pavaleld intersecteazit
dreptele AB si AC in punctele E, respectiv . S3 se arale ca:

AF  AE
AC AR

N

I
21. Se consideri un trapez isoscel ABCD_cu bazele (AB), (DC), AB = 2q, DC = 2b,

i)
in care diagonala AC este bisectoarea unghiului 4. Sa se exprime cu e si b lungimile
diagonalelor si lungimile laturilor neparalele ale trapezului. (Se bresupune b <o < 3b.)

si DE + DIF = const,

]
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In capitolele precedente s-au dehmt g1 studiat diferite multimi de puncte
din plan (unghi, poligon ‘convex, mediatoare, bisectoare ete.). Utilizind
notiunea de loc geometric se pot defini gi alte tipuri de multimi de puncte
dintre care, in acest capitol, vom studia cercul.

Definitie. Fie r € R, r > 0 51t O un punct din plan. Se numeste cerc de
r,mtru() si razd r locul geometric al punctelor M din plan pentru care M =r.
Se noteazd @(0, r) = {M |OM =r}. Pentru trasarea cerculul se foloseste
compasul (fig. IT1.1). Dacd M € €(0, r) atunci pentru segmentul (OM)
se va folosi denumirea de raza (OM). Deci cuvintul ,razi® are doud sensuri:
poate fi un numar r sau un segment (OM). In general, din text se intelege
despre care sens este vorba.

Definitie. Fiind dat cercul @(0, r) multimea punctelor P din plan pentru
care OP < r se numeste interiorul cercului. Se noteazd ;

Int €(0, r) = [F|OP <r}
Se. defineste si exteriorul unui cerc si anume: Ext €(0,r) = {Q |0Q > r}.

m N . i ; . oo 1 ~
Feorema 1. Interiorul unui cerc este ¢ muliime

Demonstratie. Fie €(0, r) si A € Int @(O r), B € Int €0, r), deci
04 <r,OB <r (fig. 111.2). Daci P € (AB) atunci OP < 0A sau OP <OB
(vezi ex. 5 § 12, cap. 1). In ambele cazuri,rezultd OP <r, deci P&lnt (0,r).
Delinitie. Se numeste disc de centru '

O si razi r,r > 0, multimea (0, r)U At
U Int €0, r). ' M v
Se observi cid €0, r)U Int €(0,r) = ; 0

Dou# cercuri care au razele egale '
g€ numesc congriente. Fig. I1L.1 . Fig. 12
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Pozitia unei drepte fata de un cerc

a)

b)

c)

78

Teorema 2. Fie cercul €(0, r), r > 0 si dreapta .

Dacii d(0, h) < r, atunei dreapta & i cercul €(0, r) au exact doul puncte
comune.

Dacii d(0, ) = r, atunci dreapta h si cercul €(0,r) an exaet un punet
comun, :

Daed d(0, k) = r atunei dreapta % §i cerenl @(0, r) nu au puncte comune.

Demonstratie. a) Dacit d(O, k) = 0 deci O e h, atunci pe cele dond semidreple
I si h” delerminate de O pe k, existd cile un singur punct 4 e k', B < h”, astlel ca
04 = OB = r (lig. I11.3),

Dacit 0 < d(0, k) == r; < r, atunci se noteazi 0’ — prp0 (fig. 111.4) si pe semi-
dreptele 2’ si 2” determinate de O’ pe k, existd punctele unice A4 < W, B e i’ astlel
incit lungimile segmentelor (0°4) si (O'B) sd fie de o anumitd valoare, de exemplu
0'A= 0B = ]/:-1 = Triunghiurile 00’4 gi 0O0’B fiind dreplunghice, din [corema
lui Pitagora se determind 04 = OB = |/00 ;- O'A% — r, deci puncte 4 i # apartin
cercului €(0, r). Oricare ar fi punctul A7, M < kb, astfel incit O3 < ]/f-‘-” — 7, rezulla
¢ OM = |/O0 - O'I* < r i M < Int €{0, r), iar dacd O'M > /7% — /2. atunci
OM > r, 5i M e Ext @(0, r). o ‘

b) Dac# d(0, k) = r, fie 0’ = pri0, deci 00" = r adici 0’ & (0, r). Dacd M < h,
M # O, atunci OM > 00’ = r si deci M = Ext €(0, r) (fig. I11.5).

¢) Daci d(0, k) > r alunci pentru orice punct M, W < hy O > d(0, h) > »
deci M = Ext €(0, r) (lig. 111:6).

Fig. 1IL5 7 Fig. 111.6 5




Definitie. Dreapta h se numeste tangentd cercului @(0, r) dacd existd exact
un punct comun cercului @0, r) si dreptei h. -

Din teorema 2 rezultd cd dreapta ) este tangentd la cercul - €(0, r) daci
si numai daci d(0, h) = r. Punctul @’ comun tangentei % si cercului @(0, r) se
numeste punct de tangen{d. Din demonstratia punctului b) a teoremei 2 rezulta
¢l

raza (00') este perpendiculard pe tangenta prin O'. ;
O dreaptd h se numeste secantd unui cerc dacd dreapta 2 i cercul au doud
puncte distincte comune. Dxeapta h se numeste exferioard unui cerc dat,a
dreapta A gi cercul nu au nici un punct comun.

Exercitii

1. Si se arate il prin donit puncte distincte trec o infinitate de cercuri, i si se deter-
mine locul geometric al centrelor acestor cercuri.

2. Fie A, B, C trei puncte distincle ale unui cerc. $4 se arate ci ele nu pot fi coliniare
si ¢l centrul cercului este intersectia mediatoarelor laturilor triunghiului ABC. .

3. 84 se arate ci dacd doud cercuri au trei puncte distincte comune, cercurile coincid.

4%, 54 se arate ci discul este o multime convexd.

6*. 34 se demonstreze cid centrul unui cerc esfe centru de simetrie al séu si al discului
pe care-l1 determind.

6%, Ariitati ci orice dreapld care conline centrul cercului este axii de simetrie a cer-
cului (si a discului).

Indicatie. Se considerd un punct M pentru care OM = r gi o dreaptd d care contine
centrul cercului; dacd M” este simetricul punctului M fafd de dreapta d atunci OM’ =
=0M = r.

7*, Si se arate cd dacd punctele A i B apartin unui disc de razi r atunci dB < 2r.

Indicagie. In triunghiul OAB (O centrul cercului), AB < OA + OB < 2.

Dacdl 4, O, B sint coliniare i O e [AB], AB = AO + OB < 2r, iar daci A  (OB)
sau B = (OA} alunci 4B < OA + OB < 2r,.

8%, Sa ge arale cid o dreapti care contine un punct din interiorul unui cerc intersecieazi
cercul.

9*, Fied o tangentd sau o dreaptii exterioard cercului G(0, r). Aritati ci (0, r) c [dO.

10. S84 se afle locul geomelric dl centrelor cercurilor tangente la o dledptd dati intr-un
punct dat. -

11. Fie A, B doudl puncte fixe. Se considerd un cerc variabil de centru M, tangent
dreptei AB in punctul B. Perpendiculara din B pe AM taie din nou cercul in 7. Si se
alle locul geomelric al punctului 7.

12, 84 se afle locul geometric al mijloacelor segmentelor care unesc un punct fix A
cu un punect variabil M, situat pe un cerc dat G(0, r).

13. Virfurile 4, B ale triunghiului AB M sint fixe, iar M este un punct vauabll Bi se
afle locul geometric al punctului A, stiind cd mediana (44°) a triunghiului ABM are o
lungime datd 7.

14. Daci virfurile unui patrulaler apar{in unui cerc, atunci patrulaterul este convex.

§ 2. Coarde. Arce. Unghiuri la centru

Segmentul determmat de douéd puncte ale unui cerc se numegte coardd.
Dacii coarda contine centrul cercului atunci ea se numeste diametru, iar
capetele unui diametru se numesc puncte diameiral opuse. Pentru un cerc de
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Fig. 111.7 ' ' Vig. T11.8

razi s lunglmea unul diametru este 2 rsi esle mai mare sau egalit decit lun-
gimea oriciirei  coarde.

Definitie. Un unghi cu virful in centrul, unui cerc se numeste unghi la
ceniru pentru acel cerc.

Fie cercul @0, r) si punctele A < €0, r). B = @O, r);

1

daci A si B nu
iy . . - . E /\
sint diametral opuse atunci ele determini unghiul la centru propriv AOR
AN
(fig. 111.7). Dacd A si B sint diameiral opuse atunci unghiul AOB este un
unghi alungit.

Definitie. Fie A §i B doull puncte-ale cercului @@, ) care nu sint diamefral
opuse. Se numeste arc mic A B mullimea formatd din 4. B si punetele cerculud
€(0, r) care aparin interiorului unghiului AQR. Se numeste ar¢ mare AR
multimea punttelor cercului® @O0,r) care nu apartin interioruiui unghiu-
lui AOB. A si B se numesc capetele celor doui arvce (fig. 111.8).

Se introduce o notatie a arcului folosind ineit un punct M al lai, diferit

T y o . .
de capete: AMB este arcul cu capetele 4, B circia i apartine si punctul M.
e : : o . —_—
Daca nu e pel’l(:()] ‘de confuzie, arcul AMB poate fi motat AB. De exemplu

dacd se precizeazi arc Inll, arc mare. Multimea /57 {4; B} de numeste
arc deschis. ‘

. Definipie. Dacd A st B sint puncte diametral opuse al cercului @(0; r)

51 M un punct al cercului diferit de acestea, atunci arcul A4 AMB este multimea
punctelor cercului situate in semiplanul inchis determinal de dreapta .53
cdreia il apartine punctul M si se numeste semicercul AMB.

Evident, orice diametru determinid douit semicercuri.

In capitolul T fiecirui unghi i s-a pus in corespondentd un numéir real
a, o & [0, 180] care reprezinti misura unghiului. Deoarece arcele unui cere

sint determinate prin unghiuri, rezultd ci fiecirui arc i se pouie asocia un
numir real, numit misura arcului.

Definitie. Fie 4 si B doud puncte ale cercului &(0, r).
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1. Dacii A si B nu sint diametral opuse mdsura arcului mLc AB este egald

eu miasura unghiulul la centru AOB adicd m(AB) Hm(AOB)
2, Daca A si. B nu sint diametral opuse, mdsura areului mare AB este

TN
egald cu 360 minus masura unghiului la centru AOB, adica. m(AB) = 360 —

- m(AOB)
3. Dacid A si B sint diametral opuse, méisura semicerc ulm AB este 180,

adicd, m(A B) 180.

S
Se poate considera conventiona al il un cerc este un arc mare A B ale carui
capete 4 s1 B coincid, deci m(AOB) = 0 sl mésura cerculul este conform

definitiei egald cu 360.

Observatie. Adoptind aceeasi (OI]\’EIlt.It. de notatie ca si pentru unghiuri se va scrie
mtAb’] = o unde o € [0,360].

Definitie. Doud arce ale aceluiasi cerc (sau din doua cercuri congruente)
ge numesc congruente dacii au aceeasi misurd.

in multe probleme teoretice sl praotlce se pune problema determinarii
misurit unui are cind acesta poate fi considerat ca reuniune de doua arce
avind comun doar unul din capete. Pentru o rezolvare corectii a problemelor
de acest fel, reprezentarea intuitiva nefiind o justificare, se va stabili urma-
toarea tmn_ema.

o~
Teorema 1. Fie ogre ul @(0, r), AB un are al eercului i #

diferit de A si B al AHII!III AB. Atunei, m(AMB) = m(A AM)

gr—— 1 N )
unde Bg AM si A & BM.
Demansirajie.

———,

1) Dacii AMB este un are mic, deoarece [OMC Int 4OB (l‘ig 111.9) ave loc
i A0B) = m(A/Il\I) + m(FTOP) adica m(AMB) = m(AM) + m(BM)

‘)) Daci AMEB este un semicere (fig. 111.10) atunci m(AMB) = 180°, iar ,ﬁi\[ si

S TN
B()M sinl suplementare, m(A0M) + m(BOM) = 180°, adicl m(AMIﬂ = _m(A M) +
+111(Bm = 180°.
——
3) Daca AMB este un arc mare, punciele A si B fiind situate in ac elasi wnupl,m

fata de dreapla OM (lig. 111.11) si presupunind ca B apartine arcului mic AM se

M M a B
' \ | \
‘ M
[ _ A - A ‘
Fig. 1119 Fig. I11.10 _ Fig. (1141
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noleazi m(AORB) — o, m(MORB) = b°. Atunci m(AMPE) = 360° — a; pentru arcul
mare AM, m(ADD) = 360° — m(AOM) = 360° — (a4 b°). Deci

e,
m{AM’} + m(Mb’) 360° — (a® - %) 4 1° = 360° — ¢° = m(AME).

—

Dacid B aparfine arcului mare AN, demonstralia se face in mod analog.
rem— g ; N S
4) Dacd AMB esle un arc mare, iar punctele 4 §i B sint in semiplane opuse fati
N
de dreapla OM, M’ fiind diametral opus lui M, (fig. ITT, I2), avem (OM’ C Int AOB
PR N
cici M g Int AOB (Cap . L., §6, ex. 12). Se noteazi m{AOBj,__ a’, m(.li.r 04) = b,

m AMB) = 360° — m(AO_b') = 360° — g°.
m(M'OB) = a® — 1°, m(MOB) = 180° — (a° — ), m(MOA) = 180° — b5,

Alunci m(AM) + m(B) = 180° — b° 4 180° > (a° — 5°) = 360° — a° = m(AMB),
5) Dacd AMEB este un arc mare, M gi A (sau M si B) fiind diametral opuse
(fig. LIL.13), m(A40) = 180°, m{MOBL) = 180° — m(AOR) deci

— — P e N, s
m(AM) + m(BM) = 180° - 180° — m(AUB) = 360° — m(AOL) = m(AMEB).

Se vor stabili in Lontmuare citeva pl‘OprleLdtl relative la arce si coarde
a ciror demonstratie poate reprezenta gi un exerciliu pentru eilitor.

Punctul M se numeste mijlocul arcului AB daci apartine arcului AB g
arcele mici A M M sl BM sint congruente, Existenta mijlocului unui arc rezultd
din

Teorema 2. Dack A gi B sint puncte dlstmcte ale unui eere, atunci
diametrul parpendlcular pe cearda (AB) contine mijloeul coardei (AB) si

mijloaeele arcelor AB (arcul mic §i arcul mare).

Demonstragie. Dacd A si B nu sint diametral Opuse se noteazd 0’ = pr 430
(fig. II1. 14). Fie {C} = @O, r)N (00’ gi D punctul dlametral opus lui C

NAOO" = ABOO' (C.1.), deci (A0') = (BO"), 400 = H0v si AOD = BOD

5 ¢
B A
M’ & B
=7
" ' To
™ M T _

Fig. 11112 Fig. 11113 Fig. 111.14
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(avind suplemente congruente) din care rezulla ca ( este mijlocul arcuiul

mic AB si D mijlocul arcului mare AB. Evident, teorema este adevaratd si
dacd A s ‘B sint diametral opuse.

Teoréma 3. Daci doud coarde (AB) si (CD) din acelasi cere €(0, r)
sint eongruente, atunei areele mici AB si CD sint congruente §i reciproe, daci
-areele mici AB g CD ale unui cerc sint congruente, atunci coardele (A ;5")
si (CD) sint congruente. 7 :

Demonstragie. a) Dacit (AB) = (CD), (4B), (CN) fiind enarde ale

. . " Lomme s
cercului @0, r), atunci AAOB = ACOD (L.L.L.), deci AOB = COD deci
" TB =D (fig. 111 15). b) Daci AB = €D atunci AAOB = ACOD (L.U.L.)
deci (AB) = (CD). X

Teorema 4. Daci donit coarde ale unui cere sint congruente atunci
distantele de ln centrul cercului la coarde sint egale.

Demonefm{.w Daca (A} = ((‘D)' (AB), (CD) fiind coarde ale cercului
e.r), atunci AAOB = ACOD si indltimile din O ale acestor tr]unghmn

sint congruente (fig. L1 16).
Teoremele 3 i 4 sint adevérate gi dacd cele doudi coarde apartin la doud

cercurl congruentes

Teorema b Daci douil vd:mln (AB) si (CD) ale eercului €(0, r) sint
paralele, 4 gi € tiind situate fn acelasi semiplan fatid de diametrul perpen-
dicular pe cole douit coarde, atunei arcele miei AC si Bl) qmt eou-'ruulte si
coardele (AC) si (BD) sint congruente.

Dcrmnsira;ie.l Fie (MN) diametrul perpendicular pe coarda (AR), M
g1 N apartinind cercului astfel ca M si A s fie de aceeagi parte a dreptei C'D
(Fig. 111.17). : '

Atunei AM = MB, CN = ND; folosind teorema 1 se obiine m(:l‘q:’) =
= 180° — [m(A M) —+m( ,N)] = 180° — [m(MB) 4- m (1\:1))] = m(BD) Deci

AC = BD si (AC) = (BD).

»

Fig. 11115 Fig. I11.16 Fig. 111,17
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leorema o poate f1 formulatd intr-un enunt mai usor de memorat, dar
pu suficient de precis: ,arcele situate intre doud coarde paralele sint
congruente.

Exercitii :
- & & . 4 .. a's = Lo

1. 54 se demonstreze ci dacii diametrul unui cero contine mijlocul unui are AB sau

a coardei (4 B), atunci diametrul este perpendicular pe coarda (A H) (reciproca teoremei 2)

2. Daca centrul unui cerc este la distante egale de douil coarde ale cercului, atunci
coardele sint congruente (veciprocu Leoremei 4).

3%, Dacid coardele (AB) si (CD) ale unui cerc sint conglrm-nw atunci AC || BD sau
AD || BC (reciproca teoremei 5),

4. Se considera cercul €(0, r), punctul M e (0, r) si b tangenta in M la cerc. 83
se demonstreze ¢ pentru orice coardd (4B), AB| h, punctal M este mijlocul arcului

ABM.

6. Se dau: un cerc C(O, r), un punct 4 = €0, r) si un numir real « = (0,360).

: { -
a5 180, Bit se arate cd existd exact doud puncte M, M & c(o, r) "astlel ca m(ﬂ\\a’) == af,
8. 5 se afle locul geometric: al mijloacelor coardelor unui cere, care au o lungime

dati.

7. Se dau punctele distinete A, B si (!;'éapta d perpendiculard pe AB. M liind un
puiict variabil pe d, s se alle locul geometric al punctului diametral opus lui M in cercul
care trece prin 4, B si M. ' '

8%, Dound cercuri se intersecteazdl in 4, B. O secantd variabili trecind prin 4 {aie
cercurile & doua card in M, N. S se afle locul geomelric al mijlocului segmentului (MN).

\ § 3. Unghi inscris

- '/\ 5 a . -
Definitie. Unghiul AM B se numeste unghi inscris unui cerc @0, r) daci
A, M, B sint puncte ale cercului @0, r).

s . - . 4 o
Arcul AB céruia nu-i apartine punctul M se numeste arc cuprins intre
laturile unghiului.

y ; ; e 1
Teorema 1. Misura unui unghi fnscris in cerc este —

din misura arcu-

lui cuprins intre laturile sale.

t

Demonsirajie. Se considerd unghiul A M B inscris in cercul e(o, r).
Cazul 1. Una din Jaturile unghiului contine centrul cercului, de_exemplu

N
O AM (fig. 111.18); atunci AORB este exterior triunghiului isoscel O M B
0 P 8 1 AN 1 —_
si m(4AMB) = 5 m(A0B) = m(4B).
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Fig. 111.18 7 Fig. ILT 19 ; Fig. 111.20

P
Cazul 11. Centrul cercului este in interiorul unghiului AMB (fig. 111.19).
Atunci M’ fiind diametral opus lui M, din cazul 1 si teorema 1 § 2 rezultd

—

i s ot G AR WD 1
m(AMB) = m(AMM’) 4 m(M'MB) z?m(AM )+ 5 m(M B) = 5-m(AB).

Cazal 111. Centrul cercului nu apartine interiorului unghiului AMB
(fig. 111.20). Punctul M’ fiind diametral opus punctului M si (MBC

clnt AMM' prin aplicarea cazului I se obtine:

1 ﬁ"l, 1
g HAd) ~5

AT p—

m(A MB) = m(AMM) — m(BMM')= m(BM') =~ m(AB).

Cele trei cazurl demonstreazd teorema.

Din teorema 1 rezulta cé tiind date doua puncte fixe 4 51 B ale unui cerc

—~ L . g e
si un punct M variabil pe arcul mare A B, diferit de 4 si B; unghiurile A M B

. 4 & o 1 P T . : n
au aceeasi masurd, egald cu - m(AOB), lar dacd M apartine arculuil mic A B,

TN A .
misura unghiurilor A M B este de asemenea constantd egald cu 1?(360" =

— m(AOB)). Dacd AB este semicerc, m(4 M B) = 90°.

Teorema 2. Misura unui unghi eu virful pe eere, una din laturi fiind

¢ el . k, : g i :
gecantdi eercului, iar cealaltd tangemntd cercului este S din misura areuluni

de cerc inelus in interiorul unghiului.

AN
Demonstrajie. Iie unghiul AMB, M € €0,r),
B € @(0,r), MA tangentd cercului.

P
Cazul 1. (fig. 111.21) AMB este un unghi
ascutit; M’ fiind punctul diametral opus lui A%,
tinind seama cd B si M’ sint de aceeagi parte

P
a tangentei, rezultd (MB C Int AMM’, deci Fig. 111.21
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BMW'M = AMB (avind acelagi complement BMM’),

ar BM'M este un unghi inseris. Alunci
A N P —
" m(AMB) = m(BM'M) = + m(BM), arcul BM Tliind
0 un arc mie. Ll
Cazul 11. AMB este un unghi obtuz (fig. 111.22),
—— - FieC € AM, M = (AC), iar D un punct al arcului

Rig. 11122 = g L |
mare BM. Unghiurile CMB si AMB sint suplemen-

tare; C'M 3 fiind un unghi ascutit, conform cazului I, m(C M B) o m(M B)

(arcul mic ﬁI_B’) Atunel \
m(AMB) = 180° — m(CMB) = -[360° — 2m(C M B)] —

— 1

[i()() — m(MB)] = - m(BDM).

tc:l.-.
baf

Cazul 111. Daci:A M B este unghi drept, atunci M, B sint diametral opuse

= LN | : TN 1 —
§1 MB este semicere, deci m(AMB) = 90”=+n’1(MB).

3

Q) AN
Definitie. Unghiul A48 se numeste unghiul cu virful in mtcrwrul unuj
cerc (0, r) daci M & Int @0, r), iar A si B sint puncte ale cercului @(0 r)

Dacii f/} este un unghi cu virful in interiorul unui cere ;( ig. 111. 23),
dreptele MA si MB avind un punct in interiorul cercului vor avea cite dou

/\
puncte comune cu cercul A, A" respectiv B,B’. Unghiul A" 3 B’ este de aserme-
. 4 . - . SN b s A . . .
nea un unghi cu virful in interiorul cercului si AMB = A'M B’ ca unghiuri
opuse la virf. Arcele ‘AB gi A'B’ care sint incluse in Int A MB respectiy

f s )
Int A’MB' se numesc arc cuprins intre laturile unghinlui, respectiv. arc
cuprins intre prelungirile laturilor unghiului cu virtul in lntermrul cerculul.

Teorema 3. Misura unui unghi cu vl;-ful in .interiorul ‘unui ecerc
oste % din suma misurilor arcului euprinse intre laturile unghiului gi
a arcalui ecuprins intre prelungirile , : g
acestora.

Demonsirajie. 1"1@ unghlul AM B cu
M ¢ Int €0, r) si A MB' opus la

TN
vifcu AMB, A' € AM, B' € BM, A
§i B’ tiind pe cercul €(Q, r) (fig. 111.24). -

Unghiurile A'AB" si AB'B fiind Fig. 111.23 Fig. 11124

AI
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B AR R B o 53 1 A
‘unghiuri inscrise in cerc, m(A"AB’) = 5 m(4 B') $i m(AB'B) = 5 m(A B).
Unghiul AMB. este un unghi exterior pentru tringhiul AMB’ gi deci
m(AMB) = m(A’AB’) + m(AB'B) = %[m(A’B') 4 m(Af_I;’)].

Definitie. Unghiul h,‘c se numeste unghi em virful in exieriorul unul cerc
daca virful sdu apartine exteriorului cercului, iar semidreptele i gi k sint
tangente sau secante cercului. :

Laturile unui unghi exterior determini pé cerc doud arce care apartin
interiorului unghiului; acestea se vumesec arce -cuprinse intre laturie
unghiului.

\.

Teorema 4. Masara unui unghi en virful in exteriorul unui cerc este

3 I - = o ;
egalil cu = din valoarea absoluti a diferenifei misarilor arcelor cuprinse intre
laturile sale.

Dmnomimézr Fie ik un unghi cu virful in M, M & Lxt @(() r).
Cazul 1. Laturile & i k sint secapte cercului in punctele 4, C respectiv B,
D, Ach Ceh AE(MC), BEE DEK Be (MD) (fig. 111.25).

Unghiurile CAD gi ADB fiind unghiuri inserise in cercul e, r), m(CAD) =

- pre——— —— /\ e
= %m(@), m(ADB) = —_1—m(;1 B). Unghiul CAD este un unghi exterior

triunghmlm AMD, deci m(C’AD) =m{ADM) + m(CMD), de unde rezultd

e m(CMD) = m(CAD) — m(AD) =+ [m(CD) —m(4 B)]

. Cazul II Latura h este fanp:pnta cercului in A4, iar k este secanta cercului

C(0, r), B si D fiind punctele comune cercului gi seoantel B & (MD) (flg

I11.26). Se alpge un punct C,Ceh Ac(CM); (’AD fiind unghi exterior
P i S

trmnghlulm AMD m(C’AD) i)

= (A ILD} ¢ w(AD ).

M

m(z B) = : o

1 D —~ WA
‘=T[m(‘4 I mid )]' Fig. 111.25 " P 11126
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Cazul 1. Laturile A i’k sint tangente cercului
in punctele.d si B, A €k, B c'k (fig. 11L27). Se
alege punctul €, C € h, 4 € (CM) §i un punct D

— 2N
al arcului mare AB. Unghiul CAB este exterior
triunghiului. ABM deci m(CAB) = m(AMB) + -
i N 1 AT P
+m(MBA) si m(CAB) = 5 m(4DB), m(MBA) =

1 —

Fig. 111.27 Atunci

TN TN AN 1 — T
m(AMB) = m(CAB) — m(H BA) = L(m(ADR) — w( AR,

Aplicatie. Arc capabil de unghi dat
{ P g

Se considerd punctele fixe A §i B si un numar real a2 = (0, 180). ‘Sa
se determine locul geometric al punctelor' M situate inte-unul din semiplanele
‘ N
hmitate de dreapta AR, pentru care m(4 MB) = o°.
Rezolvare. Se considerii punctele, 4, B, A # B sl S unul din semiplanele
limitate de dreapta 4B (fig. 111. 28).

N
~ Fie semidreapta (AC) in semiplanul opus lui S astfel incit m(C4 B) = o° si
O punctul de intersectie al mediatoarei segmentului (4 B) cu perpendiculara
prin 4 pe AC. Pe cercul de centru O si razi r =04, punctele 4 s1 B

P ~
determina arcul ‘A B situat in semiplanul S. Se va ardta cd acest arc, fdr&'

o - . . . —_' .
capetele A, B este local geometric cdutat. Fie M un punct al arculutr AB din
semiplanul .S si V un punct al cercului care nu apartine semiplanului S.
Atunct m(4A MB) = 5 M(ANB). Deoarece AC este tangentd cercului (AC |

: N AN N P
L AO), rezultd ci m(CAB) = ; m(ANB) deci -m(AHB) = m(C4 B

) = o

Rimine de aritat ¢a pentru orice punct Q al semipla-
; —~ AN
nulut § nesituat pe arcul AB, m(AQE) # o°. Tntr-a-
; N
devir, dacd @ < Int @O, r) N S, rezulti ca m(AQR) >
e d AN

= m(ALNB) = x° decarece AQB este un unghi cu-virful

in interiorul cercului,‘ jar daci Q € Ext @O,r) N S

! . TN 1 — . e——
rezultdi cd m(AQB) < Y m(ANB) = a°. Arcul deschis AMEB

din semiplanul S astfel construit este locul geometric
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TN i
al punctelor M pentru care m(AMB) = «° §i se numeste arc capabil
de «°.
Arcul deschis ANB din semiplanul ‘opus este arcul capabil de unghiul
180° — o°.

Exercitii
- . b l . . /\ .
1. Pe cercul €(0, r) se consideri coarda (A B) si unghiul ABM. Si se dembonstreze
Pt

o o N | —_— e B 1 5

i daclh m(ABM) = — m(AB), arcul AF fiind inclus 'in Int ABM, atunci B este
tangentd cercului @(0, r) in B.

2. Douil cercuri-se infersecteazd in M si N, Fie M’ si M” punclele diametral opuse
Ini M in cele doud cercuri. Sii se arate ¢ M’, ¥ gi M” sint coliniare.

8. Intr-un cerc se duc doud coarde perpendiculare (AB) si (CD). Fie M un punct

T —_— o " 0 i
al cercului situal pe arcul BI) sau AC. Si se arale ci m(AMD) -+ m(BMC) = 90,
> A A
4. Inte-un cere €(0, r) se inscrie triunghiul ABC. Daci m(B) = 35° si m(C) = 4u°,

e
sd se glseascld misurile unghiurilor BAO si CAO.
6. In triunghiul ARBC inseris intr-un'cerc (0, r) se duc indltimile corespunzitoare
virfurile B si € si diametrul prin punctul 4. Si se arale ci cele douit indltimi si diametrul
determind un triunghi asemenea cu ABC. ;

6. Pe un cerc se dau trei puncte oarecare 4, B, C. Fie D mijlocul arcului ;i-B', I/ mij-

focul arcului ;1—6; dreapla DE intersecleazd pe AB in F si pe AC in G. Si se 'amln cit
{AF) = (4G). : ;
7. Se di triunghiul 4 BC inscris fn cercul €(0, r) si se noteazit cu D mijlocul arculni

(T . /\ - . - . . .
EBC. 5 se demonstreze cid misura unghinlui ADO esle egald cu jumdtatea diferentei dintre

masurile unghiurilor ABC si ACBE.
8. Se di un cerc €(0, r) si un punct exlerior A din care se duc tangentele 48 si AC.

TN e
Dreapta BO intersecteazit cercul a doua oard in E. Si se arale ¢i BAO = ECF, unde I
este intersectia dintre tangenta AC si dreapta BE. .
9. {n triunghiul 4 BC inscris intr-un cerc C (0, r) se duce perpendiculara din 4 pe BC
care taie cercul a doua oard in D. Notind cu E punclul diametral opus lui 4, si se arate

ca unghiurile BAC si DAE au aceeasi bisecloare.
10. Doud cercuri se intersecteazii in A si B. O secanlil variabila trecind prin A laie

cercurile a doua oard respectiv in M si N. a) SA se arate ¢d masura unghiului ﬁ’ﬁ?\ﬁ
este constanti. b) S se determine pozitia secantei MV astfel ca distanta MV si fie maximi.

11, S se afle locul geometric al mifloacelor coardelor unui cerc @0, r) care trec
printr-un punct fix 4,

12. Fie (AB) un diametrn fix al unui cerc €(0, »), iar M un punct variabil pe cerc.
Se ia pe raza (OM) un-punct P astfel ca OP sa fie egald cu distanta de la M la dreapia
AB. S3 se afle locul geometric al punctului P.

18. Fie (AB) o coarda fixil a unui cere, iar (PQ) o coardd variabili ca pozitie, dar do
lungime {ixd. Si se alle locurile geomelrice ale punctelor AP N BQ si AQ N BP.

" 14. (AB) tiind 0 coarda fixa, iar M un punct variabil al unui cerc, si se afle locul

geonfetric al punctuldi P astfel incit M = (AP) si (MP) = (MB).
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15%. Se dau un cerc? pe el un punct fix 4, o dreaptii 4 si un.punct, fix B = d. Prin
A §i B ducem un cere variabil, care taic din nou cercul dat in £ gi dreapta daid in Q.
SH se arate ci druapha PQ trece printr-un punct fix.

N

16. Fie 4 BC un triunghi, (CB’ semidreapla opusd lui (CB, iar D = Int ACR, Si

se arate ca dreapta CD este tangentd cercului citcumseris triunghivlui A BC daci si numai
Pt P '

daci ACD = ARBC.

17. Fie (AB) un diametru al unui cere, (AC) o coardd, D e (AB), E = prach
51 I unul dintre punctele de interseclie ale dreptei DE cu cercul dat.-Sa se.demonstreze ci
cercurile circumscerise Lriunghiurilor FCE gi £BD sint tangente,

18. Triunghiul MAB inscris in cercul dat (@, r) ave virfurile 4 & B Il\e, 1;1:’ virful
M variabil pe cerc. S se afle locurile geometrice descrise de: a) OI'LOl‘PﬂLI‘U] b) centrul
cercului inseris si ¢ central de greutate al triunghiului MAB,

|

§ 4. Poligoane inscrise §i circumscrise

Definitie. Un poligon se numeste fnscris inir-un cere dach virfurile poligo-
nuius aparin cereului. In acest caz cercul se numeste circumscris poligonului.
Un poligon se numeste circumseris unui cerc dacd laturile sale sint tangente
la cere: In acest caz, cercul se numeste inscris in poligon.
* Fiind dat un triunghi A BC, existd intotdeauna un cerc unic circumscris
triunghiului gi un cerc unic inseris in triunghi. Centrul cercului, circumscris
triunghiului este punctul de concurentd al mediatoarelor laturilor triunghiului

gi centrul cercului inseris in triunghi este punctul de concurenti al bisectoare-

lor unghiurilor triunghiului. In cazul pohgoaneior cu mai mult de tréi laturi
nu intotdeauna existd cere ingeris sau cireumscris.

Teorema 1, Un poligon convex poate i inseris intr-un core dacii medin-
toarele laturilor sale sint concurente si reciproe, daeli un poligon convex este
fngeris intr-un cere, atunei mediatoarele laturilor sale sint concurente,

Deinonsiratie. a) Se considerﬁtpoligonu_l Ay Ay Ag An'é}i se presupune c
mediatoarele laturilor sale au un punct comun O (fig. 111.29). Atunci pe baza
proprietitii punctelor mediatoarei rezultd- ci O0A; =04, = .. =04,
Deci virfurile Ay, Ay Ay apartin unui cerc de centru O si razi r = O0A,.

b) Daci poligonul A,4,...A, are virfurile pe cercul €(Q, r) atunci 04, =
=0A, = .. =04, =r, deci O se afld pe mediatoarele segmentelor (Alda)
(AZAE,),...,(A,H. 40), (Andy)-

Un poiigon care poate fi inscris intr-un cerc se numeste poligon inseripfibil

eircumseris unui cere daci bisectoarele unghiurilor
sale sint coneurente gi reciprge, dacii un poligon con-
vex este circumsecris unui cere atunei bisectoarcle
A3 unghiuriler sale sint cencurente.

A= Demonstragie. a) Se considers poligonul A, A,4,...4

Tig. 111.29 st O punctul de concurentd al bisectoarelor unghm-
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Teorema 2. Un poligon convex poate fi ~




’ Fig. 111.36. Fig. 111,81

rilor sale (fig. IT1.30). Atunci pe baza proprietiitii punctelor bisectoarei
rezultd ca d(0, A14,) = d(Q, 4,45 = ... =d(0, A,A4,). Cercul de centru
O i razi r = d(0, A;4,) este tangent [fieciirei laturi a poligonului.
b) Daca poligonul A,A4,4,..4, are laturile tangente cercului @(0, r)
atunci d(0, A;4,) = d(0, A,4;) = ... = d(O, A,4;) =r deci O se afli ne

A A A A
bisectoarele unghiurilor A,, A, Aj,..., A,

Delfinitie. Un poligon convex se numeste ‘mligon regulat dacii toate laturile
. ,

si toate unghiurile sint congruente.

Teorema 3. Orico poligon regulat poate fi fnserid Intr-un cere si poute

fi circumseris unui cere.

Demonsirajie. a) Fie poligonul regulat A,4,4,...4, (fig. I11.31). Media-

toarele laturilor (A,4,) §i(A,4;) sint coneurente intr-un punct Q. Triunghiu-

. . A . . . s SN
rile OA;4, 51 04,4, sint isoscele §i congruente, deci OA(A, =0A,4, =
. ) A A A ~ N
= 0dyAg = AyA30. Deoarece A, = A, = A3 = ... = A, rezulti ci 4,4,0 ==
Pt S . ) o =
= OAy4,, deci AOAA, = NOAA, (L.U.L.). Rezmultdi cd 0AzA, este
isodcel, (OAg) == (04,), deci O apartine si mediatoarei ‘segmentului (A,4,).
In mod analog se aratd succesiv ¢dl triunghiurile 04 ,A.,...,04,4, sint isoscele
si congruente, deci O apartine mediatoarelor laturilor policonului. Mediatoa-
rele fiind concurente, conlorm teoremei 1, poligonul A;A,A,..4, poate fi
inscris intr-un cere.
b) Din demonstratia de la punctul a) rezultii ca (4,0, (4,0, (A40,..., (4,0

sint bisectoarele unghiurilor jl, ;ig, ;1‘3,..., ;l\,.t. O fiind deci punctul lor comun,
conform teoremei 2 poligonul 4,4,4,...4, poate [i circumscris unui cerc.

Se observi ed in cazul poligoanelor regulate centrul cercului inseris coincide
cu centrul cercului circumscris si se numeste centrul poligonului. Raza
cercului inseris inte-un poligon regulat se mai numeste si. apotema poli-
gonului ‘regulat. )

o
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Patrulatere inseriptibile

Stim c# un patrulater inscriptibil este convex (§ 1, exer. 14). In cazul pa-
trulaterelor convexé pot fi stabilite conditii de inscriptibilitate caracteristice.

-Teore [;la 4. Daecdi un- patrulater este inseriptibll atunci orice unghi
‘determinat de o diagonali si ¢ laturi este ‘congruent eu unghinl .determinat
de cealaltdi diagonali cu latura opusii primei laturi si reciproe dacii un patri-
later este convex si un unghi determinat de o laturii si o diagonali este con-
gruent cu unghiul determinat de latura opusii primei laturi si cealaltii diago-
-mald, -atunci patrylaterul este inseriptibil.

Demonstragie. a) Fie pat,rulat,eml‘ A BCD inscriptibil st €0,r) cercul cir-

cumscris acestuia (fig. IIL32); atunci m(DAC) = m(DBC) = 5 (D).

b) Fie patrulaterul ABCD convex si m(ABD) = m(ACD) (fig. I11.33).
Atunci tinind seama ci- B si € se afld in acelasi semiplan limitat de A D,
din proprietatea arcului capabil de unghi dat, rezulta ¢ punctele B si € apar-
tin unui cerc in care (AD) este coardi.

Teorema 5. Daci un patrulater este inseriptibil atunci suma miisu-
rilor a doudi unghiuri opuse este 180° si reciproe dacii suma misurilor a doui
‘unghiuri opuse dintr-un patrulater convex este 180°, atunei patralaterul este

inseriptibil. °
|

Demonstratia acestei teoreme se lasd ca exercitiu.
L

5 D-. g

Fig. 11.32 Fig. 111.33
Exercitii

1. Fiind dat'triunghiul ABC, sii se arate ci existd patru cerenri tangente dreptelor
AB, BC, CA {un cerc inséris si trei cereuri exinserise). ‘

2. Si se ealculeze apotema si lungimea laturii unui poligon regulat cu n laturi, inscris
fn cercul de'r_e{z{t r pentru n = 3, 4, 6, 8.

3. Si se arate cd orice dreptunghi este inscriplibil.

4. Si se arate cii dacdl in trapezul isoscel A BCD poate li Inscris un cere, atunci dislanta
dintre cele doud baze este medie proportionald intre lungimile bazelor.

b. Si se arale ¢i dacii un trapez este inscriptibil, aturici el este isoscel.

§. Si se determine misura arcului mic determinat de o laburii a unui poligon regulat -
cu n laturi inscris in €(0, r). :
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7*. Fie un cerc: (0, r). Sd se demonstreze cd pentiru orice numir natural n.> 2
existd un poligon regulat cu n laturi inscris in cerc i un poligon regulat cu n laturi circum-
seris  cercului,

Indicafie. Se utilizeaza axioma de constructie a unghlurllm si faptul cil méisura unghiu-
lui la centru ale citrui laturi trec prin doudl virfuri,consecutive ale pol:rronu]m cste a =

2180

n A N

B*. Se considerd un cerc C(0, r) si douil poligoane regulate cu n laturi, anul inscris
! - - ~ - 3 . - .
si celdlall circumscris cercului. SA se arate cd dacd se noteazi eu I, si Ly, lungimile lalurilor
celor doud poligoane, atunci
’ 2rl,
ft =
]/ art — I3
9. Sa se arale cd intr-un patrulater inscriptibil o bisectoare interioard se intersecleaza

cut bisectoarea exterioard a unghiului opus, pe cercul circumscris patrulaterului.
fndicatie. Se arald ci se obtine un patrulater inscriptibil.

L

10. Prin punctele comune 4 si B a doudl cercuri G(0y, ry) si (04, ry) se duc secanlele
arhitrare MAN si PBQ, M = C(0y, ry) si P = C(0,, ry). Si se demonstreze cit MP I V.

11. In cercul €(0, r) se duce diametrul (AB) si tangenta in A, pe care se iau doui
puncte oarecare C gi D, A separd C 51 D. Dreptele CB si DB intersecteazit cercul €(0, r)
in E si F. Si se arate cil patrulatel'ul CDFE este inscriptibil. Ce (levme acest palrulater in
cazil cind (AC) = (AD).

Indicafie.. Se aratd cii un unghi interior al pg.i.mlaterulm este congruent cu unghiut
opus éxterior; in cazul parficular se ob{ine trapez isoscel.

12+, Si se arale cil un paralelogram este inscriptibil daci $i numai dacéd este.un drepi-
unghi.

18. Fie A%, B’, €’ mijloacele laturilor unui triunghi ABC, iar D piciorul unei indl{imi
(D = prpgd). Si se avate cd punctele A’, B’, €’ si D sinl pe un cere.

14, Fie ABC un triunghi, 4°, B’ mijloacele laturilor (BC) si (4C), D piciorul inal-
{imii duse din A, H ortocentrul, iar A, mijlocul segmentului (AH). S se arate i punc-
(¢le A7, B, A, i D sint situate pe un cerc In fiecare din urméitoarele cazuri posibile:
a) He (4AD), b) H=D,¢) A = (HD}

15. Fic ABC un Lriunghi, D, E, F piuuavele iniltimilor, 4, B, €’ mijloacele laturilor,
H orlocentrul, jar' A,. B,, C, mijloacele qggmultolm (AH), (BH), (CH). Sa se arate ca
punciele D, E, I, A', B’, C’, A,, B, C;sint pe un ¢ erc (numit ,,cercul lui Euler* sau ,,cercul
celor noud puncle” al humuhm]m 480C).

Indicatie. Se vor folosi exerciliile 13 si 14.

16*. Folosind nolatiile exercifiului 15 si se arate ci dreptele A’4;, B'B,, C'C, sint
concurenle.

17. Fie ABC un triunghi si D, E, F picioarele indl{imilor. Sa se arate ci cercurile:
circumserise triunghinvilor AEF, BFD, CDE au un punct comun.

18. Se considera un palrulater convex avind diagonalele perpendiculare, care se inter-
secteazd In punclul Q. 84 se avate ca proiectiile i O pe laturi sint virfurile unui patrulater
+ insgriptibil.

19. Fie AOb un unghi drept, M si N puncte variabile respectiv pe (04 si (OB, i

MNPQ un patrat astlel ca MN sa se separe punctele O si P. S se afle locul. geometric .gl
cenlrului palratului.
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20*, Fie ABC un triunghi ascutitunghic si 2 = (BC) un punct lix. Paralela prin L»
la AB taie AC in E. Fie M un punclk variabil pe segmentul (4FE) si {V} = ABNDM.
Cercurile. ciceumserise triunghiurilor CDM si AMN se intersecleazi a doua oard in P.
Si se afle locul geomelric al' punctului P.

21%, I'ie A BC un L|'iunghi si D, E, F picioarele indl{imilor. Sii se arale: a) triunghiurile
AEF, DEC 51 DBF sint asemenea eu triunghiul ABC. b) Bisectoarele triunghiului DEF
(numit ,triunghi ortic®) coincid cu inaltimi.e triunghiului ABCT

22%, Se ia ud punct M pe cercul circumseris unui triunghi ascutitunghic A LC. Bi se
drale ci proiectiile P, Q, R ale punctului M pe BC, CA, AR sint trei puncle siluale pe o
dreapta (,dreapta lui Simson®). Si se considere apoi cazul triunghiului obtuzunghic.

§ 5. Pozitia relativd a doud cercuri

Fiind date doud cercuri @0y, ry) §1 @(0y, 1y), Oy # O, se pune problema daci
existd puncte comune cercurilor si cite sint acestea. Din ex. 3 § 1 rezultd cd
douii cercuri distincte nu pot avea decit cel mult doud puncte comune. Stabili-
rea exactd a numirului de puncte comune a doud cercuri se face prin urma-

“toarea teorems:

Teoremi. Fie cereurile €O0,, r,), €0, r,), 0, # 0, s1.d = 0,0,.
Daei ‘l) d > ry + 75, cercurile riu au puncte comune
2) d = ry + r,, cercurile au exaet un punct comun
3) d<ry+ry st d>|r,—r, |, cercurile au exact doud punecte
comune .
4) d = | r-—r, |, cereurile au exact un punect comun
» bB)d < |r,=ry|, cereurile nu au puncte comune,

Demonstratie. 1. Presupunind ¢& M este un punct comun celor doud cercuri
adicd Oy M =1, §i O,M = ry, are loc 0,0, < O\ M + 0,M sau d < r; +r,,
ceca ce contrazice ipoteza (lig. I11.34). .

2. Pe semidreapta (0,0, se construieste punctul unic M, astfel incit O, M =
=r; (fig. TL1.35). Deoarece d > ry, rezulti cd M < (Q,0,), deci O,M =
=d — r; = ry: asadar M apartine celor doud cercuri. Pentru orice alt punct Q,
Q & (04Q))  are loc inegalitatea: 0,Q + 0,0 > 00, =r; + 1, deci Q nu

poatl, It vmmm celor doud cercuri.

[¢8
O;: d ‘m ) =

Fig. 111.34 Fig. 111.35
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3. Sepresupunecdr, > r, siseva ariita ci numerele ry,r,d pot fi lungimile
laturilor unui triunghi (fig. 111.36). Din d > |r, — ry | rezultd d > r, —ry
adicd r, < d + ry. Inegalitatea d <r; 4 r, este verificatd prin ipotezd, iar
ry <r, - drezultd din presupunerear, > ry. Din § 9 cap: II, aplicatii, rezulta
cd existd un triunghi A BC cu AB = ry BC = ry, AC = d = 0,0, (fig. 111.37).
Intr-unul did semiplanele determmato de dre% 0.0, %9 construlesc semi-

dreptele (O, M si (O, astfel incit 0, 0 M =CAB § 0, 0 LN == BCA Se no-
teazd cu P punctul de intersectie al semidreptelor (01M si (O,N. NO,O,P =
= NACB deci O\P =r; i O,P =r, Fie P’ simetricul lui’ P fatd de 0,0,.
Atunci O)P' = O, P = ry, deci P gi P’ apartin cercului Q(O ry) st OyP' =
= 0,P =r,, deci P gi P apartin cercului €(0,, r,). Daci r, > r, se face un
rationament analog.
4. Se presupune r, > ry, deci ry = d 4 r, (fig. II[ 38). Pe semidreapta
" (0,0, existi punctul unic M astfel incit O,M = r,. Atunei 0, & (O, M) si
01M =r,, deci M apartine celor dou& cercuri. 84 ariitim ci cercurile nu au
nici un alt punct comun. Dacd M’ este diametral opus lui M in cercul €(0,r,),
atunci M'O; = ry -+ d > ry deci pe dreapta 0,0, nu poate exista alt, punch
comun celor doud cercuri. Fie P un punct pe cercul @(0,, r,), P & 0,0,.
Atunci O, P > 0P — 0,0, =1, — d =1y, deci P nu poate aparfine si cer-
cului @(0,, ry). '
6. Presupunind cd M este un punct comun celor doui cercuri (fig. I11.39),
adicA O, M =r, 8i O,M = r,, are loc
| > |0,M — O, M |
sau d > |ry —ry |, ceea ce contrazice ipoteza.
Definitie. Doud cercuri se numesc tangente dacd au exact un punct_comun
-l se numesc secante da¢d au doud puncte distincte comune.
In teorema precedenti s-a studiat
- cazul cercurilor cu centre diferite. Daci
centrele a doud cercuri coincid, cercu-
" rile se vor numi concenirice. Este usor

- . ®
de verificat ci doud cercuri concentrice 0
sau coincid sau nu au nici un punct o
comun. Fig. 111.38 - Fig. I111.39
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Aplicajpii

1. Tangentc_dint.r-llil punect exterior

: Teoremi. Prin orice punet exterior unui ecere
tree doua drepte tangente la ecere.

Figod | L.40. - ' Demonstratie. Se considerd cercul €(0Q, r) si un
punct M € Ext @0, r). Fie O, mijlocul segmen-

tului (OM) sir, = %ﬂi Deoarece 0,0 =r, si OM > r rezultd cd r, r;, 00,
verificd conditiile de la punctul 3 al teoremei, deci cercurile e(0,r) si @0y, ry)
sint secante in punctele A si B (fig. 111.40), m(OA M) = m(OBM) = 90° fund

inserise in semicercurile m gim; rezultd cd OA 1AM st OB | BM,
deci AM, si BM, sint tangente din M la cercul €0, r).

Aratati ¢d nu exista alte tangente din M la cercul €(0, r)!

2. Puterea unui punet fatfi de un eerc

Teorema 1. Fie cereul €O, r) si M < Int. €0, r). Atunei pentru orice
coardd (A B) eare contine punetnl M. produsul AM - BM este constant.

Demonstrajie. In cercul @(0, r) se considerd coardele (AB) si (CD) care

' v /\
contin punctul M (fig. 11L41). AMAC ~ AMDB deoarece’ CMA = BMD
Aopuse la virf) si CAB = CDB (cuprind. acelagi arc intre laturi).
MA M s R — ME Y MD.
MD  MB

Valoarea constantd a acestui produs inmultitd cu (—1) se noteazd p(M)
gl se numeste puterea punctului M, interior cercului, fata de cerc.

Teorema 2. Fie cereul (0, r) si M € Ext @(0, r). Atunei pentru orice
secanti AR, A = €(0, r), B € €(0, r) care contine punctul M, produsul

MA - MB este ('onstdnt

Demonstratie. Se considerd secantele AB si CD care contin punctul M
(fig. 111.42), A, B, C, D fiind pe cercul €0, r), A € (BM) si C = (DM)-

AMBC ~ AMDA deocarece BMC = DMA si MBC = MDA (cuprind

Atunel

M

A

¢

4 [
8
D
A

D .,

Fig. 11141 Fig. 111:42
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Fig. 111.43

MB AMD .

—— — ————  dect MA- MB = MC- MD.
Arc MA

Valvoarea constantd a acestui produs se noteaza cu p( /) si se numeste

nalerea punclulul M, -exterior cerculul, fata de cere.
P I3 ) , tat

acelasi arc’ intre laturi). Atunci -

Se va da in continuare expresia pulerii unui punct fatd de cerc cind se
cunoasle raza cerculul r si dislanta de la punet la centrul cercului.

a) M = Int @0, r) (hg. 111.43). Fie (EF) diametrul prin M. Alunci
o(M)y=—ME-MNF = —[r—0M)[r+0M])= —(r2 —~0M?* = 0> r2

by M < Ext @0, r) (fig. 111.44). (£F) fiind un diametru si 2 & (M),
are loc: p(M)= ME- MF =[0OM —r}-[OM +r] =0M2 — r2

Se observad ci dacd M7 este tangentd la cerce;, T fiind punctul de tangenta,
TM> =0M* —r?>= p(Al).

Obsercatie. In mod conventional, daca punctul M aparline cerculni (0. r), o M) = 0.
In concluzie, ovieare ar fi punctul 37 din planul cereului C(O, r.), avem

o(M) = 0ar® — 2.

3. Axa radicald a doud cercuri

Se considerd doud cercuri @0y, ry) si €(0,, 1,), O; # 0, si se pune pro-
blema sa se géseascit locul geometric al punctelor care au puleri egale fala
de cele doud cercuri (g, 111.45). Aceasta revine la gisirea punctelor A,
pentru care

;1% — 12 =0, M — 2, o
Daci ry = r, atunci se poate mnota
a* = rj — rj si conditia se scrie

2,0 —0, %= u"

Dect trebuie gidsit locul geometric al 0 0,
punctelor pentru care diferenta pitra-
telor distantelorla doud puncte fixe este
constantd. In exerciliul recapitulativ Fig. II11.45
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nr. 16, cap. II s-a rezolvat aceastd problemi si s-a giisit cd locul geometric
este o dreaptd perpendiculard pe 0,0,.
Dreapta astfel determinald se numeste aza radicald a cercurilor €(0,, ;)

51 €(0,, 1y).

Constructii geometrice

Se considerd urmétoarele operalii numite construc{ii geometrice fundamentale:
— trasarea unei drepte cu rigla cind se cunosc doui puncte distincte care ii apartin;
— determinarea punctului de intersectic a doud drepte date;

— trasarea cu compasul a unui cerc cind este dat centrnl si un segment a cirui
lungime este raza;

_— determinarea punctelor de interseclie dintre o dreaptd si-un cerc;
— determinarea punctelor de interseclie a doui cercuri.

Prin constructie geometricd san constructie cu rigla (negradatii) si compasul se va
intelege o succesiune de constructii geometrice fundamentale.

In clasele precedente s-au invitat dilerite constructii geometrice.

O altd constructie geometrici, la care se aplici puterea punctului, este determinarea
unui segment a cdrui lungime este medie proportionald a doui segmente date.

I'ie segmentele (AB) si (CD) cu AR —a, CD = b,
a > b (fig. 111.46). Sd se construiascd un segment de
lungime [/E-_B. Pe segmentul (AB) se construieste
punctul M, astlel ca AM = b. Se construiesc in conti-
nuare puncltele O;, mijlocul segmentului (MB), si O,,
mijlocul segmentului (A0;). Se noteazid cu &N si P punctele
de intersectie ale cercurilor cu centrele in O, si0, de raze
0, B, respectiv O,4. Triunghinl ANO, esle dreptunghic de
unde rezultd ci AN este tangentd la cercul €(0,, O,B)
si deci AN?* = AM+ AB = a+b. Analog, AP? — a-b.

1. Doud cercuri {0y, ry) si C(0Q,, r,) au razele r; = 2, r, = 3, 0,0, = d. i se
studieze pozitiile relative ale celor doud cercuri dupd valorile lui d.

2. Se di un cerc €(0, r), r = 3, si punctul 0’, 00" = 2. Fie cercul C(0’, z). Si se
studieze pozitiile relative ale celor doud cercuri dupi valorile lui .

3. Fiind date cercurile €(0y, r), €(0,, 5) si 0,0, = 2 (r — 5), sii se discule dupi valo-
rile lui 7 poziliile relative ale celor doud cercuri.

4. 84 se arate ca dou# cercuri tangente au o tangenti comunii in punctul comun,

b. Bd se arate ca doud cercuri cu interioarele disjuncie au tangente comune.
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6. Fie cercurile @(0,, ry) si €0, r,). S sé arate ci daci existd punctele 4 e €(0, )
si B e €(0,, ry) astlel im,]t. A e Int €[0,, ry) si B e Ext €(0,, ra), atunci cercurile sint
secante.

7. 54 se arate ci, dacd cereurile 8(01, ry) si @(0,, ry) sint tangente, axa Jor radicald
este tangenta comuna iar dacil cercurile sint secarite. axa lor radicald este dreapta deter-
minatd de punétele comune celor dou# cercuri.

‘8%, B4 se cpnétrui‘asci tangentele comune la doud cercuri date.

9*‘. S se construiascd tangentele la un cere, paralele cu o dreapti dati.

10*. S# se construiasei cercul care trece prin doud puncte -date si este tangent unei
drepte date. ‘ ‘

11*, 84 se construiascd cercul care trece prin punctele 4 si B si este. tangent tnui
cerc dat €(0, r).

12*, Si se construiascd un cerc care si treacd printr-un punct dat gi s fie tangent la
doud drepte date.

18. Se di un cerc €[0, r) in care este inscris triunghiul lsoscel ABC ({4 B) = (AC)).
Prin A se duce o secantd care intersecteazd BC in E si cercul in F. 84 se arate ci AB
este tangentd la cercul circumscris triunghiului BEF.

14. Se dd cercul @(0, r) si punctul exterior M a cirui distan{i la centrul cercului
este 2r. Din' M se duce tangenta MN la cercul (0, r) si se prelungeste (MO) pind ce
intersecteazd cercul in P. Tangenta in P la cerc infersecteazi tangenta MN in Q. ‘B3 se
arate cd 2PQ = MQ 5iQM = 2 |/ 3 r, iar triunghiul PQN este echilateral.

16. Fiind date punctele 4, C si B e (AC), ducem tangenta CT la cercul de diametru
(AB). Cercul cu centrul C si raza (CT) intersecteazd AB in M gi V. S4 se arate cd avem
relatia AM + AN = AB - AC.

Indicatie. Se scrie puterea punctului ¢ fatd de cercul de diametru (AB) si apoi
puterea punctului 4 fatd de cercul cu diametru (MN) sub forma AM - AN = (AC —
—CT)* (A6 4+CT).

16*. O dreaptd arbitrarii d taie doud cercuti in punctele 4, B, C, D si axa lor radicald
in O. S& se arate ci -avem relafiile:
0A CcA DA

OB CB DB

Lungimea unui segment a fost consideratd ca notiune fundamentald, insa
lunsimea unui cerc sau a unui arc de cerc sint notiuni care se definesc.

‘e, Lungimea unut cerc este un numdr real pozitiv nai mare decit
perimetrul oricdrui poligon convex inscris in cerc §i mai mic decit perimetrul
oricdrui poligon convex circumsecris cercului.

Admitem ca orice cerc are lungime.
O proeprietate importantd .a lungimii cercului este datd de:

S 1 0 'l o e S R ] S
1 . ERAPOT UL Amire jungimea unul cerc Si-lungimea razel oste
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vom accepta lard demonstratie aeeastd teoremé intrucit necesitd cunos-
tinte suplimentare.

Numadrul care reprezintd raportul dintre lungimea unuli cerc oarecare si
lungimea diametrulul siu se noteazi.cu = Acesta este un numdr irational
sl 0 aproximare a 'sa este m .~ 3,1415.

Cu aceastd notatie rezultd ca lungimea unui cerc €(0, r) notatd le.. este:

leere ' = 27r.

Pentru a defini lungimea unui arc al unui cerc  @(0, r) se poate proceda
in mod analog considerindu-se linii poligonale inscrise in cerc si avind aceleasi
exlremititl cu arcul.

Calcularea Tnngimii unui are se face Linind cont de laptul ci arcele congruenle au
lungimi egale si dacii un arc esle reuniunea a doud dl(t' care ai un singur punct comun,

atunei lungimea sa esle suma lungimilor celor donit arce. In acest mod va rezulla (prin
analogic cu demonslratia teoremei lui Thales) ci:

= : — — 180 2
a) lungimea unui are AR pentrn care m(AR) = p——,p, n & N* esle
n
{oms == ) ?’.,
Al n
b) dacdt m (AB) = o, « & [0,160], atunci I = &% -
AB - 180

— — A
c) lungimea unui are mare A8 penlru care m(A4A5) = 360° — «° esle

L wr
L~ = 2ar — - == —2 - (360 X ),
L 180 180) )
Asllel, reznlti:
\
3, 1 2 i r ==
Teorema 2, Pentru orice are AR, | _ = (A B).

AR 180
Din aceastd Leoremd rezultd cd raportul dintre lungimea unui arc si raza
cercului nu depinde decit de mésura arcului respectiv. Aceasta face posibild
introducerea unel noi mésuri pentru arce si unghiuri.

s | =
Definitie. Mdasura in radiant a unui arc A B al cercului @(0, r), notati p(:A B)

esle
s ’f; —_ 7
Al 7
u(dB) = — = qep (4 R)

I - . T . .

Mdsura in radiant a unui unghi ik este lungimea arcului de pe cercul de
razi 1 si cu centrul in virful unghiului, aparfinind interiorului unghiului.

Se observi cd, de fapt, mdsura in radiani a unui unghi este mésura in
radiani a unui arc de pe un cerc de razd r cu centrul in virful unghiului, apar-

N

tinind interiorului unghiului. Reamintim ¢ masura notatd m(hk) este masura
in grade a unghiului.
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Exercitli

1. Si se afle misura in radiani a unghiurilor de 30°, 45°, 20°, 12°, 135°.

2. 54 se calculeze o valoare aproximativd a lui = cu ajutorul unui ectogen reguiat
inscris. fntr-un cerc.

3. Fie cercurile C(0,, r,) si €(0,, r,) si patrulalerele convexe A,B,Ci1, A,5,C.D,,
fnscrise respectiv in cercurile @(0y, 71) si C(O,, ry). Sa se arale cd dacd palrulaterele sint
asemeneca, alunci

Perimetrul A4,B,C;D; _ Perimeirul 4,B,0.D,

r ry

4, S3 se afle langimea unui arc cuprins intre laturile unui unghi la centru cu misura
de 1 radian si misura in grade a acestui unghi. (Se considera cercul de razi 1.)

5. Fie cercurile @(0y, ry), €(0,, ry) pentru care 0,0, = 2, ry = 1, ry = '3
85 se arate cd sint secante si sil se alle perimetrul ligorii fermale din cele doud arce mici
delerminate de punctele comune celor doudl cercuri,

6. Fie (AB) un diametru al cercului €(0, #)si M, N doud puncte distincte, Me(AB),

= (AB) si cercurile (M, ry), €(O, ry), €(N, ry), astlel incit perechile de cercuri

e(M, ry), €O, ry) si €O, r,), C(N, r,) sii fie Langente exterioare, iar cercurile €(M, r,) i
(N, r,) sa lie langente interior cu cercul €(0, r). Si se calculeze suma lungimilor cercurilor
C(M, ry), C(O, ry), (N, ry) in functie de r. Generalizare.

Exercitii recapitulative

1. Sise arale ci lungimea segmentului determinat de punctele de tangenli pe tangenla
comuni la doudl cercuri Langenle exterioare este media geometricii a diamelrelor celor doud
cereuri.

2. Si se caleuleze raza cercului circumscris unui triunghi isoscel A BC, in care AB =
= AC = 20, BC = 2

3%, Distanta de ln un punct oavecare al unui cere la o coardd dald este media geome-
tricii-a distantelor de la acelasi punct la tangentlele duse la cerc prin extremilitile coardei.

4. Fie dou puncte fixe 4, B situate pe diamelrul unui semicerc gi egal depéirtale de
cenlru, iar M si IV douil puncle variabile pe semicerc, astlel ca AA || BN, 34 se demon-
slreze cil produsul AM + BN este constant.

5. Fie H ortocentrul unui triunghi 4 BC, iar A’, B’, €’ picioarcle inaltimilor. Sa se
arale ¢i: HA+ HA’ = HB+ HB" = HC* HC'.

6. Pe laturile unni hexagon regulat se construiesc in exlerior pitrale care au cile o
Jaturd comund cu hexagonul. $i se arate i virfurile aceslor pitrate, dilerite de virfurile
hexagonului, formeazd un dodecagon regulat.

7. Dacd trei cercuri sint doud cite douid tangente exterioare, care esle raportul inlre
suma lungimilor acestor cercuri si perimetrul triunghiului formal de centrele lor?

8. Considerim trapezul ABCD cu laturile paraiele (AB) si (CD); fie E interseciia
dreptei AD cu cercul circumseris triunghinlui BCD si F inlersectia dreptei A0 cu paralela
din € la BE. Presupunind cii ) e (AE), sil se arate ci

1) Patrulaterul ABCF este inscriplibil

2) BC este medic geomelricé inlre AD si EF.
9. Se dau cercuri €(0y, ry) §i €(0,, ry) langente exterioare. Prin punctul lor comun de
langentd T se duc douit drepte arbitrare AT€ si DT'B care intersecleazit cere ul @(0y, )
in A si D si cercul C(0y, ry) in € 5i B. 8 se arate cii patrulaler ul ABCD este un lrapez
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10*. Se d& triunghiul ABC finscris in cercul €(0, r), O = Int ABC: se duce 'ini’i!ti‘rﬁea
AD si diametrul prin 4. Se proiecteazd virfurile B si C pe acest diametru in £ si I si

se intersecteazdd DE si DI cuAC si A B, respectiv, in G si H, Si se demonstreze cd purictele
A, H, D, G sint conciclice.

11. Fie cercurile e(ql, r1), €(0y,ry) secante in A si B. Prin punctele 4 si B se duc doui
secante paralele C4.D si EBF care intersecteazd cele doni cercuri, respectiv, in punctele
C, D si I, F. 58 se demonstreze ci patrulaterul CDFE este paralelogram.

12. Se dau doud cercuri €(0y, ry) §i €(0,, ry), cercul C(0,, r,) trecind prin centrul O,.
Tangentele comune la aceste cercuri au punctele de contact cu cercul @(0y, r,) in A si B.
5S4 se demonstreze cil dreapta AB este tangenti cercului €(0y, ry).

13. Se considerd doui cercuri @(0y, ry), si C(0y, ry) tangente exterioare in punctul 7.
Tangenta exterioard comund AR se intersecteazii cu tangenta in T la cele doud cercuri
in punctul C, iar cu linia centrelor 0,0, in punctul M.

1) Si se calculeze lungimea segmentelor (4 B) si (TC) in functie de ry si ry.
2) Sd se arate ci dreptele AT si BT sint perpendiculare.

N
3) 54 se calculeze lungimea segmentului (MO;) si misura unghiului OMA in cazul
particular r, = a, ry, = 3a.



Alegem in plan dreptele perpendiculare 04 st 0B, 04 =1, OB =1
(fig. IV. 1) 51 considerdm cite un sistem de coordonate pe OA, respectiv, OB
astfel ca o =0, 2, 0 §i yo.= 0, y3> 0 (notdm coordonatele pe OA cu =
si pe OB cu y). Cum OA = 1, OB = 1, rezultd x4 =1, yp =1. Dacit P este
un punct din plan, existd o singurd dreaptd paraleld cu OB care contine
punctul P g care intersecteazd dreapta OA in M. De asemenea, existd o
singurd dreaptd paraleld cu OA, care conjine punctul P si care intersecteaza
pe OB in N. Dacd z = 2 §i ¥ = yy, atunci punctului P i se asociazd in
acest fel o pereche ordonatd unicid de numere reale (z, y). Numdrul z se
numeste abscisa punetului P, iar numérul ¥ se numeste ordonata lui P. Axa
04 o numim aza absciselor, iar axa OB axa ordonalelor.

Fiind date numerele reale x si », conform axiomei riglei numérului z 1 se
asociazd un punct unic M pe OA cu z, = z §i numirului ¥ i se asociazd un
singur punct N pe OB'cu yy — y. Ducind
prin M o paraleld la OB si prin V o paraleld
la OA, cele doud paralele se intersecteazéd in
punctul unic P. In acest fel, perechii de numere
reale (z, ¥) 1 se asociazd punctul unic P.

Constatdm deci c& existd o functie bijectivd
definitd pe multimea punctelor planului g cu
valori in R X R, care asociazi fiecarui punct P
din plan o pereche ordonatd de numere reale
(=, y)-

Functia desérisdi mai sus ne defineste =
aga-numitul sistem de coordonate in . plan. ~31

Punctele 0, A, B determind sistemul de
coordonate in mod unic. Tripletul ordonat Fig. 1V. 1

s
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(0, A, B) se numeste reperul sistemului de coordonate. Reperul detefmind in

mod unic sistemul de coordonate.

Fie A', B cite un punct pe semidreptele opuse lui (OA, respectiv, (0B.
Multimile de puncte Int AOB, Int BOA’, Int A'OB’, Int B‘OA se numesc, res-

pectiv, cadranele 1, II, III, IV.

(z, y) € Cadranului [ <z >0 si y >0,

(z, y) € Cadranului Il < 2z <0 si y > 0,
(%, y) € Cadranului Il <+ =z <0 si y <0,
(z, y) € Cadranului IV & 2 >0 si y <0.

£

=3

B

Dl—2; 3). F(0, ~3), — 1§, 617, —1}.

cxercitii

1. Figurali punctele M(3, 5), N(—1, &), P(2, —2), Q(0, 4), B(—6,

Ezemplu. Pe figura 1V. 2 avem A(1, 0), B(0, 1), A4’{—1, 0), B0, —1), C(3, 2),

0).

2. Aflati locul geometric al punclelor a{z, 2), cind z ia.toate valorile din R.

3. Aflati locul geometric al punctelor care au abscisa “egalit cu 5.

Teorema 1. Fie Mz, y) si N(x,, 7,)

coordonatele lui P se

formulele

(1) ' gin i

+ o,

zy
9

punctelor M, N,

Demonstrafie. Dacd -z, = x,, evident z = x,

My, N,, P,, proiectiille pe axa absciselor a

agua puncte dare

. Fie zy # %, g

P (fig. 1V.3).

44
L) e
! N
: iR _IO /%- ’
[}
: 118 | Ll R
| ]
Eoa g oa | ; | |
== e e !
L 718 : ‘ 7"% : : 1]'
T Ry g2 G
1 X X " X
P 7 2
-3 tE
Fig. 1v.2 Fig. IV.3
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Proprietatea liniei mijlocii in frapez ne aratd cd P, este mijlocul lui (M, N,)
gi prima formuld (1) rezultd din teorema 4, Cap. I. § 8. Analog se aratd si
a doua formula.

xercitii

4, S se alle coordonatele mijlocnlui segmentului (CD), sliind cit C{1, 6), D(5, 3).

5. Fie M(2, —1) si V{4, 3). Sd se afle coordonatele simetricelor lui M fata de originea
O si fatd de punctul V, Sa se arate cd abscisele si ordonatele a doud puncle simetrice fali
de originea O a axelor de coordonate sint numere opuse.

wetele M(x,, 7,) si N(z,, 1y, este dati

(2) MN =1/ (@, — 2 + (y2 — 1)>

Demonstragie. Fie M,, N, si M, N, proiectiile punctelor 3 si N pe cele
doud axe de coordonate (fig. 1V.4) st {Q} = MM,N NN,. Daci z, = r,,
atunci dreptele MN si OB sint paralele si |4, — z;| = 0. In acest caz, for-
mula rezultd astfel:

MN = |y; — ¥ | = '1/(?12 =yr= [/ (T — x)* + (y2 — y)*

Cazul y, = y, se demonstreaza in mod analog.

S presupunem cd x; # x, §i ¥, # Y, Triunghiul MNQ (fig. IV.4) este
dreptunghic in Q §si MQ = |z, — 7y |, QN = M,N; = | ¥, —= y, |. Conform
teoremei lui Pitagora, MN? = MQ? + QN?* = |z, — o, * + |y — ¥, |* I
formula (2) rezultd imediat.

Oxemple. 1, Aflati distanta dintre punctele M(a 4 2, b — 3) si N(a —
—5 b4+ 7.

“Solufie. Aplicind formula demonstratd, rezulti:

MN*=(a—5—a—2P°+ (b+7—b+ 3 =149.
Deci MN = |/ 149.

2. S& se arate cd triunghiul cu virfurile in punctele M(a, 2a — 1), N(5,
— 1) si P(1, 1) este dreptunghic in P, oricare ar fi numirul real a # 1.

Solutie. Se calculeazd lungimile laturilor:

PM=1/{a— 1P+ (20 — 2% =
=la—1]|V5, PN=2]/5 s

MN = |/ Ta— B F (ol —
= |/'5a? — 10a + 25.

Deoarece PM? 4 PN% = Ha®> — 10a + 841

+ 25 = MN2, conform reciprocei teoremei i
lui Pitagora, triunghiul este dreptunghic,
oricare ar fi valorile lui a, @ # 1. In cazul
cind a = 1, punctele P gsi M coincid §i nu
existd triunghiul. _ Fig. 1V.4
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6. Aflati distanta dintre punctele:
a) M(—2, 7) 5i N(5, —2); b) P[— =, 2]'§i Q[g, 2);

c) S(—2)/5, —&)/5)si T(6)/5, 21/ 5);
d) Pla, b + 1) si Ha — 3,). ‘
7. 54 se determine z stiind oi distanta dirtre punctele P(—5, 2) 5i Q(7, x) este 13.

8. 54 se arate cd triunghiul cu viffurile in punctele M1, 2), N(fi, —4), §i P(5. —2)
este dreptunghie.

9. 4 se arate cll triunghiul .cu virfurfle in punctele’ M{1, 2), N(4, 5), Pls, 6 — a)
este isoscel, oricare ar fi @ numérul real, a # %

10. 54 se arate ca pat-rulaterul cu virfurile in punctele M (1,5), .N[% 5 l;i)’ P(2, 3),

Q {% ) 251 ] este dreptungli.

Indicajie. Se aratd ci laturile opuse sint congruente si ci diagonalele sint si ele con-
gruente.

d Demonstrajie. Avemd, | d, < P,P,P,
4, triunghi dreptunghic s PP} + PP} —
B = P, P}, ceea ce se scrie conform .cu (2)

Nu

0 sub forma

) ) (24 y o) 4 (Y1 — Yol + (z, — -'Bo)a_ +-
+ Y2 — %ol = (23 — %) + (3 — 91)?

Fig. IV.5 efectuind caleulele, se obtine relajia '(3).

11. S4 se arate cd triunghiul cu virfurile M(1, 2), N(6, —1) 5i P(5, —2) este drept-
unghit.

12. Fio M(2, 3), N(3, 2). S4 se afle punctul P(z, @), gtiind c& MP | MN.

18. Fie M(i.,.ai. N(—38, 5). S4 se afle interseciia .axei ordonatelor cu mediatoarea
segmentului (MN).

Problema 1. Se dau punctele Py(3,1), Py(5,2) si e noteazi cu d perpen-
diculara pe P,P, dusd prin P; (fig. IV.6). Ce conditie trebuie sd wverifice
z i y pentru ea punctul P(z, y) s fie situat pe dreapta d?
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Solujie. S8 ne ocupim mai intii de punc- [
tele P, P # P,. Atunci P € d < PPy L g
L P,P g putem aplica teorema 3,§1: P & AT £
CdeBG-@—+C—D@—D= L ___N______
=0« 2(x — 3) + (y — 1) = 0.. Asadar un -\\ﬁ/‘,@
punct P(z,y), diferit de Py(3, 1) atunci si e LA &

numai atunei se afla pe dreapta d daca A

(4) 2z +y — 7=0.

Deoarece i coordonatele lui P; verificd
aceastdi ecuatie, am aflat solutia problemei: Fig. IV.6
() Pz, yyede2z+y—T=0.
Echivalenta (5) poate fi cititd in mai multe feluri, de exemplu:
a) P(z, y) € d dacd si numai dacd 2z +y — 7 =0.
b) Coordonatele z, y ale unui punct apartinind dreptei d satisfac ecuatia

(4), iar cele ale unui punct nesmuat pe d nu o satisfac,
Putem sa scriem

d= {P(, y)|2s +y—7=0}

adics dreapta d este locul geometric al punctelor din plan ale caror coordo-
nate verificd ecuatia 2z + y —7.=0.

T o

‘Fie .2 unloc geometric. O relatiedn z gi y, care este satisticuta
dac# si numai dacd P(z, y) € .2, se numegte ecuafia lui £, iar £ se numeste
graficul ecuatiel respective.

Echivalenta (5) aratid cd ecuatia lui d este 2z + y — 7 = 0. Graficul ecua-
tiel (4) este dreapta d.

Problema 2. S se afle ecuatia cercului €(0, 1) (fig. TV. 7).

Solujie:  Deoarece Pz, y) € € (0, 1) « OP =1 s O0OFP =
=/ (z — 0) + (y — 0)%, gésim imediat:

P(z, y) € €0, 1) +» 2+ y* =

Agadar ecuatia cercului € (0,1) este

(6) z? + y? = 1.
Spre deosebire de acest rezultat, dreapta din
5(0.7 problema 1 are o ecuatie de gradul 1in z i y

- | 5 P(X'y : (ecuajio lintard). Vom ardta cd acelagi lucru este
s Al1,0 valabll pentru o dreapté oarecare.

Q/ Feoroma 1, Orice dreaptd

Fig. IV.7 unde a si-b nu sint ambele nule.
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Demonsiragie. Fie d o dreaptia st P(z,,

L ¥1) € d. Ludm un punct Py(x,, ¥,) # Py, apar-
tinind perpendicularei pe d, dusd prin P,

(fig. IV. 8). Atunci numerele z, — x; §i y, —

— ¥, nu sint ambele nule. Un punct P(z, ) #

of 7 # P, se giseste pe d dacd si numai daci
\' PP, | PP, ceea ce conform teoremei 3, § 1

N
~D

se scrie
Fig. IV.8 (8) (zz — )z — ) + (¥ — Y)Yy — y1) =0.
Deoarece relatia (8) este verificatd si de Py(zx,, y,), ea este ecuatia dreptei d.
Daed notdm z, — 2, = a, ¥y, — ¥, = b si — az, — by, = ¢, obtinem

ecuatia (7).

Observajie. Dacd so cunose doud puncte distincte Py(x,, »,) si Pulzs, v.) sidaci Py
este situat pe o dreapld d, iar PP, | d, alunci ccuafia dreplei d este de forma (§).

Demonstram reciproca teoremei 1.

Graficul unei ecuatii de torma (7), unde a, b nu sint ambele

Demonstrajie. Putem gisi numere reale z,, y, care satisfac ecuatia (7).

o - . q [ +:e .
Inlr-adevir, dacd a # 0 pulem lua vy, arbitrar si x, = — ¥ T daca
b] Jl 1 o
o A . - o .
a — 0 lvam «; in mod arbitrar si y, = — e In toatle cazurileavem az, 4

+ by, + ¢ =0, deci
(9) — ax; — by, = ¢
Daca punctul P, are coordonatele (z,, y,) determinate in acest fel, fie

Py(xy + a, y, + b) (fig. 1V.9). Atunci ecuatia perpendicularei d pe P P,
dusa prin P, are, conform observatiei, urmitoarea forma:

(hta—x)r—2)+ (h+b—y)ly—y)=0
sau
ax -+ by — az; — by, =0
si in virtutea lui (9)
+ by +c¢c=0.

Astfel am pus in evidenta o dreapta d a cirei
ecuatie este tocmai (7) si teorema este demon-

slrata. ‘ 5 =
Cazuri speciale. 1) In ecuatia (8) putem avea
T, = T,; atunci ¥, # ¥, (cici Py # P,). In acest Fig IV.9
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caz P,P,||OB (fig. IV.10) si d [[OA, iar ecuatia o
(8) se reduce la y = y,. Prin urmare, ecuatia unei =
drepte paralele cu axa absciselor este 4 l

y d
(10) v =u e
si in particular axa absciselor are ecuatia y == 0. » ;

. 2) Analog, o dreaptd paraleld cu axa ordona- e A xlix
telor are o ecuatie de forma ol 1 !
(11) z =1, :
(fig. IV.11)- si ecuatia axei ordonatelor este Fig. IV.10
& =(,

3) Daci dreapta d trece prin originea O(0, 0) (fig. IV. 12) in ecuatia (8),
avem z; = 0, ¥; = 0, deci conform cu (7), ¢ = 0. Ecuatia lul d se scrie in
gcest caz

(12) ar + by = 0.
i lg
|
| J
5 | ;3’&
#e Bl By < d-
.-.-__—_-—'—————.\.--2——d-— \ ///
| \ e
118 =
n) O\ R~
0 i A \
-~
Fig. Iv.11 Fig. IV.12
14. S3 se reprezinte grafic ecuatiile
a) 2z — 3y = 1; b) 22 =-8; c) 5y — & = 0;

d) 3t —y = 0.

15. Si se determine.a si b astfel ca punctele Py(2, 3) si P,(1, —35) si fie siluate pe
dreapta de ecuatie 3z — ay. — b = 0.

16. Fie P, punctul de abscisd 5 al dreptei d de ecuafie 2z — 3y = 7. B4 se delermine
ecuafia dreptei &’ perpendiculard pe 4 in P;. ;

Solugie. Din Py e d, rezultd 25 — 3y = 7, dect y = 1 si P,(5, 1). Pentru a scrie
ecualia dreptei @ | d mai avem nevoie de un punct P, al dreptei d diferit de P,. Din
ecuatia dreptei d pentru z = 8, de exemplu, se ohtine y = 3 gi P,(8, 3). lcuatia dreptei
&, conform formulei (8),este 3z + 2y — 17 = 0.

17. Fiez — 2y = 5 ecuatia dreptei P, Py, unde P,(2, y,) siPa(xs, 3). S se scric ecuafia
dreptei perpendiculare pe dreapla PP, 1n Py,

\
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(13)

Demonsirajie. Ecuatia dreptei d este o ecuatie liniard in z si y de forma (7).
Deoarece d nu este paraleld cu axa ordonatelor, b # 0. Agadar ecuatia (7)

. - . [
este echivalentd cu y = — % T — —;i. Punind m = — —:— §1n= — = ecu-

atla obtinutd are forma (13).

(14)

Demonstrafie. Intr-adevir, deoarece P; si P, sint puncte pe d, avem
Yo=mo,+n §i y, =mz, + n Asadar y, — y; = m(z, — z,). Dreapta
d nefiind paraleld cu axa ordonatelor, z, # x, si impértind cu 2, — z, # 0,
rezultd formula (14). :

Coeficientii @, b, ¢ in ecuatia (7) nu sint determinati in mod unie, cind
dreapta d este datd. Putem, de exemplu, si inmultim ambii membri ai ecua-
tiel (4) cu un factor nenul gi atunci a, b, ¢ se schimbé.

Alta este situatia in cazul ecuatiei (13).

Cocficientul m este determinat in mod unic cind dreapta d este datd. Intr-ade-
vér, dacd avem pentru d gi ecuatia ¥ — m'z + n’, din formula (14) rezultd

E=
ml ==,

Ty — x4
Numérul m se numesgte panta sau coeficientul unghiular al dreptet d.

Obseroatie. O dreapti paraleld cu axa ordonatelor nu are coeficient unghiular, iar
dreptele paralele cu axa absciselor au coeficientul unghiular egal cu zero,

(15)

Demonstrajie. Daci Py(zy, yo) €Ed N d', Py(zy, y,) € d i Py(zy, y,) € d'
sint puncte distincte, atunci z; # z, x, # zo s conform teoremei 3, § 1
d_1 d dacd i numai daca

?
1_|_y1"‘3ﬁ\.y2_?10:0_
Ty — Ty T, —

’ N =, : ' - 1
T'inind seama de (12), aceastd conditie devine 1 - mm’ = 0, adici m’' = —.
m
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Iniersecfia a doud drepte. fie dreptele @ g1 ¢ de ecuaill
d) y = mz + n,
d) y=m'z +n'.
Punctul lor de intersectie P(zq, ¥,), dacd existd, satisface, ambele ecuatii,
deci se obtine prin rezolvarea acestui sistem de ecuatil. Avem
(16) - (m — m')zy+n—n =0.
" 1) Dacd m # m’, obtinem

Bg= — =

g Yo = MTy - 1

gi cele doudl drepte sint secante.

9) Dacd m = m', n # n/, ecuatia (16) devine 0°z = n’ — n, care nu
are solutie. In acest caz d | d". s

3) Dacd m = m', n=n', ecuatia (16) devine 0-z = 0, care este veri-
ficatd de orice z € R. Evident d = d.

18. S& se scrie ecuatia dreptei determinati de punctele P,(1, —1) si Py(—38, —8).

Solutie, Deoarece P,P, nu este paraleli cu axa ordonatelor are ecuatia de ferma
y = mz + n (teorema 1). Din P, & Py Py i Py = Py Py, rezulti — 1 =m-1 -+ nsi —3 =
— m* (—3) 4 n. Rezolyind sigtemul format cu aceste doud ecualii, se obiine

m = % sin= —%, deci ecuatia dreptei PP, este x — 2y — 3 = 0.
19. Si se scrie ecuatfia dreptei care confine punctul M{1, —5) si care este paraleld cu
dregpta de ecuatie 5z + 2y — 1=0. '
20. Si se arate cd punctele M(1, 2), N(—5, 7) si P(—1, 2) nu sinf -coliniare.
Indicatie. Se scrie ecualia dreptei determinatd de doudi din aceste puncte si se arati
o4 nu este verificatd de coordonatele celui de-al treilea punct.

91. Sint coliniareé punctele M(1, 1), N(—35, 5), f[o, %]?

39, Sy se scrie ecuatia dreptei care continé punctul M(—1, 3) si care este perpendi-
culard pe dreapta 3z'— 5y == 0.

28. Si se determine numerele reale @ §i b, astfel ca dreapta ax + by — 1 = 0 sd con-
gind punctul P(2, 1) si sd fie perpendiculard pe dreapta ax + y — 5.=:0.

24. Fie punctele £4(2, a + 1); Pg{0,1 — a), Py(1 — 2a, 3) 5i P,1 + 2a, — 1). Sa se
arate ci dreptele P, P, 5i P,P, sint perpendiculare, oricare ar fi numiirul real a.

26. 94 se arate ci punctele Py(d, 2a + 8), Ps(l + e, 2a 5), Pa(b, 2b — 5) 51 Py(1 +
4+ b, 2b — 8) sint virlurite unui paralelogram.

Indicatie. e arati, de exemplu, cit sogmentele (PyPy) §i (PyP,) sint paralele si au
aceeagi lungime.

96. Si se arate cd ecuabia unei dreple care conjine punctul Py(zy, y,) §i care are coefi-
cientul ‘unghiutar m este -

y — Y =mlz — z).
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Solujie. Se scrie ¢d Py(r(, y;) verificd ecualia (13). deci ¥y, = max; + n. De aici se
exprimi n i se inlocnieste in (13).

27. Fie Py(xy, yy), Py(zy. v0), @, # 4. Si se arale ci ecuatia lui PP, este

Uov—==1
¥ — ::_"r__.,.il_(;r_ ;).
&y — 2y

28. Iie Py(a, 0), a # 0 si Py(0, b), b # 0. Sa se arale ci ecuntia dreplei PP, esle

s —}—% — 1 = 0. (Se numeste ccuafia dreptei datd prin tiicturi. De ce?)

§ 4. Functi
) L

In acest paragral vom introduce functiile sin si cos definite pe [0, %].
Functiile sin si cos, definite pe R, vor fi studiate in capitolul urmator. Studiul
lor va face obiectul trigonometriei.

Termenul Lnuonomptme provine de la cuvintele grecesti trigon »triunghi®
i melron , misurd. Pentru a stabili pozitia corpurilor ceresti grecii antici au
descoperit relatii intre masurile laturilor si misurile unghiurilor triunghii}rilm
slerice.

Definitii. 5S4 considerim in plan un sistem de coordonate, reperul ales
fiind (¢, A, B). Notim cu § multimea punctelor din plan de ordonatd v > 0.
Punctele A(1,0), B(0,1), A'(—1, 0) se gasesc pe cercul € = @ (0, 1) de centru
O si razi | numit cerc unitate. Notdm cu s semicercul b'ﬂ C.

Fie numirul ¢ € [0, z]. Pe sémicercul § existd un singur punct M (fig. IV.13),
astfel ca u()l?)-}!?) = { (rezultd din axioma de const ructie a unghiurilor).
Am delinit astfel o functle care asoclazd fiecirui numiir real ¢ &[0, =] un

o @ 1
punct al semicercului s. Numarul O este asociat cu punctul 4, numirul 5 cu

punctul B, numdirul 7 cu punctul A’ si asa mai departe. Daca (z, y) sint
coordonatele punctului M, prin aceasti functie, fiecare numar real ¢ € [0, =]
este asocial cu o pereche ordonatd de numere reale (z, ¥).

Lste util sd se considere separat coor—

donatele z si y ale punctului M si sd definim
doud functii, una numiti ,cosinus® si alta

B B :
L2 numitd ,sinus“, notate prescurtat prin cos

M . . - s s 0

, §1 sin Aceste doud functii sint cos: [0, =] —

| t 3 o L o
I \ —+ R, cos t =z i sin: [0, ] - R, sin ¢ =
A(-10) 0 A(1.0) = Yy, unde (z, y) sint coordonatele punctu-
lui M € s, asociat cu numdrul real 1 €

Fig. IV.13 [0, =]
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T derinitia Tunetiilor cos si sininteevine cerceul unilate ales, dar valorile cos ( si
sin ¢ nu depind de aceastd alegere (ciici considerind doud cercuri wnitale, trivnghiorile
respective OM AL, unde 317 este proiectia lui M peOA, ligura IV 13, sinl congruente).
Asadar Tuncliile cos si sin sint bine definile pe inteevalul real [0, =.

Citeva valori particulare ale acestor functii sint:

- T
cos 0 =1, cos — =0, cosm = — s
sin 0=0, sin * =1, sinz =0.
)

Functia cos ge anuleazi numaiin - deoarece pe s nu existid, in afara de B,
\ ;

alte puncte care au abseisa 0. De asemenea, functia sin se anuleaza numai
in O sl =

Cu ajutorul funetiilor cos si sin se definesc functule numite ,tangenta”
g1 ,,colangenta™, notate prescurtat cu tg si etg. Aceste functii sint:

s [0, 2 U (2, 5] 51, gy = B
: = i cos ¢
sl
cta: (ﬂ ‘,':) - R, ety ¢ = l‘}lﬂf.
St
’ & : (1111 0= X
SRR ig{.\: W =l itg o este definit, tg= = L = 0 s1 clg 0 nu este
e ) ™ 0 K : ;
definit; ¢t = g 0, clgm — nu exista.

De mentionat este faptul cd semicercul s este multimea punctelor M(cos f,

sin 1), £ €[0, =], unde +t= u(AOM) = lungimea arculul mics A M.
Deoarece abscisele acestor puncle sint cuprinse in intervalul [—1, 1],
iar ordonatele in intervalul [0, 1], putem scrie

—1l<eos =<t sl Oxsint gl

oricare ar fi 1 € [0, =].
Dupa cadranul in care este situat punctul M se poate stabili semnul

a _» = (s . o T =
functiei cos: dacd t €0, S|, cost 20, jar dacd t €| — , =|, cos { < 0.
5 9 b

Qe constatd ugor cé functiile te si clg au acelagi semn cu functia cos, devarece
functia sin are numai valori numerice pozitive.

Functia cos : [0, =] =[—1, 1] este bijectiva. Intr-adevir, numere dis-
tincte din [0, =] sint asociate cu punctele de pe s de abscise distincte, deci cos
este injectiva. Functia este si surjectivd pentru cd, oricare ar fi x € [—1, 1],
existd ¢ & [0, =], astlel ca x = cos 1. Intr-adevir, oricare ar i x € [—1, 1]
pe axa A existd un punct de abscisd x si, ducind prin acest punct o para-
leld 1a axa ordonatelor, aceasta intersecteazd semicercul s in A/, abscisa acestul

B e
punct find @ = cos ¢ unde t = p(AOM).
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VO nota (cos 1)® cu cos® i, (sin i) cu sin®i etc. Deoarece OM =1,
unde M(cos t, sin #), rezultd

(17) cos® + sin® =1, vVt €[0, =]

N
Dacd m(hk) = «° = pr24, f&rd si se producd confuzii se fac conventiile de
notatii.

3 = . N AN
8In B = sin &« = sin Ak, cos B = cos « — cos hk ete.

1

: G 5 v \rad
De exemplu: sin % = sin 90° = gin l%) —
T o Tt \rad
coB S ©08.45° = cos (ZJ

Folosind anumite proprietiti geometrice, se pot calcula unele valori ale
functiilor introduse.

Exemplu. Fie M punctul de intersectie al semicercului s cu dreapta de
ecuatie 3z + 4y = 0. Sd se calculezg sin @, cos a, tga si ctg a, unde

SN 3
a = p(AOM).

Solutie. Punctul M are coordonatele (cos a, sin a). Deoarece coordonatele
lui M verificd ecuatia 3z + 4y = 0, numerele cos a si sin « se obtin rezolvind
sistemul

cos?a | sinfa = 1
3cosa+4 4 sina—=0

o~

Tinind seama de faptul cil sin @ >0, rezultd cos a = — * ; sing —

c.
en | 2o

‘8 4
t’ a:——"_k) t Q.:_—'-
& 4 e 3

29. Notim cu M punctul de interseciie al dreptei de ecuatie = — .5y = 0 cu sejni-

: AN
cercul s. Dacd t = y (AOM), si se calculeze numerele cos ¢, sin t, tgt, ctgt.

80. Dacd cosea = — % , 84 se calculeze sin a, tga, ctga.

31. Dacid tga = — % , sit Be calculeze sina, vosa, ctga.

Unele walory ale funcpitlor sin, cos, tg, ctg. Valorile acestor functii sint
trecute in tabele speciale, intilnite in clasele anterioare. Unele valori pot fi
determinate fir# a utiliza aceste tabele.

1. t = %. Punctul M(cos 1[:—, sin %) este situat atit pe semicercul s

. . . A . [ T . T o
cit §1 pe bisectoarea unghiul AOB (fig. 1V.14). Deci cos 7 = sin - Daci
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B(0.1)

A(-1,0)

A0 0 A1,0]

Fig. V.14 Fig. 1V.15
cos-g— —gin & = z,din OM = 1, rezultd 22 4+ 22 = 1 sau 2% = % Deoarece

2~ 0 (punctul M este in cadranul intii), se obiine CQS% = sin % = L= si
tg ? =ctg E =
9. 1 =", Fie M [003 F $in — . ] . Triunghiul AOM este echilateral

3
(fig. IV. 15) inseamnd ci AM = OA = 1. Conform formulei (2), din A M = 1

§1 A(l, 0)., I‘ez-ul.ta (CDS —§ — 1] BE (sm; —_ 0) — 1 sau caos % s gin? % —

— 2 ccrs'E + 1 = 1. Tinind seama de egalitatea (17), se obtine cos% :‘_l’

o

,smi;-:zi\ tg—-”]/B ctg l/3

3. t— . Dack M [cos-g, sin E]’ triunghiul BOM (fig. 1V.16) este

Fome o

echilateral, deci MB = 0B = 15
in mod analog se obtine

T V'3 LT 1 T [/§ T 5
e08 =5 SIN = = 5, tg e ctg-b—. = ]/3.
B8(0,7)

.
.
~
-
//
A'(-1,0) 0 A(1,0)
Fig. 1V.16
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[f Teorem . Daecd a, b LU
a > b, atunci

(16) cos (@ — b)=cosa cosb - sina sinb

Demonstrafte. Fie M, N & s, astfel ca

w(AOM) = a si p(AON) =b. (fig. 1V.17).
e TN TN

Avem W(MON) = u(AOM) — u(AON) =

= a — b. Conform teoremei de constructie
a unghiurilor, pe semicercul s existd punc-
Fig. 1V.17 tul P, astfel ca

N N -~
AOP = MON, deci p(AOP)=a — b.

Irlunghlunle isoscele MON si AOP fimd congruente, rezultd MN = AP,
Coordonatele punctelor M, N, P sint, respectiv, (cos a, sin a), (cos b, sin ),
(cos (@ — b), sin (@ — b)), deci MN? — (cos a — cos b)? + (sin @ — sin b)? =
=2 — 2(cos g cos b + sin‘a sin b) §i A P? = [1 — cos(a — b)]2 &[0 — sm(a_
—b)* =2 — 2 cos(a — b). Egalind cele doui rezultate, se obtine epali-
tatea (18).

Consecintd. Daci =z c [0, =], atunei cos (& r) cos z,

SR (m— o) = sin

Demonstratie. Avem bllCCB‘S!V’ co8 (r — x) = cos & cos = + sin = sin z =
= (—1) cosz + 0. sinz = — cos = $i sin(r— ) = /1 — cos¥(x — ) =
=]/1—(—coszfF= /T — cos?z — ]/smﬂ:c_ | sin z | = sin 2.

“In plus, dacd. x 6[0, Tz] (%,’n], tg (m—x) = —tgt si dacd =z ¢

€ (0, m), ctg(nm — z) = —ctg =.
Utilizind consecmga se pot calcula. mai repede unele valori ale functiilor
cos; sin, tg si' ctg. De exemplu:

27 . 2 . 1

a) cos 2= = —cogfmw — =) — —C08 — = — —;
6 3 3 2

. . 9m . . om s oom 1
b) sin == =sin|n'— ") =sin =~ = —,
6 6 6 2

¢) tg135° = —tg (180° — 135°) = —tg 45° = —1;

T T L T [/—2 -+ [/—6 ‘
d) cos i3 = CO8 [T — €] = CO8 — —|— sin = sm E ==
P S Tl
e) sin'15° = /1. — cos® 15° = L z V2 H
f) cos 2% —cos [35 — T )=cos % cos™ 4 ginT gin = —gin TV 6= vz,
12 - 2 12 2 12 2 12 12 4
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Dim mai jos un tabel cu valorile functiilor sin, cos, tg si ctg pentru citeva
numere reale din wmntervalul [0, =]

; Unghiul
Numirul a sin a cos a tg a clg a corespunzalor
: lui a
0 0 1 0 nu existd 0°
b L I 3 ] V] : o
T T T T & a
= A ez 1 1 45°
& ) 5 A5
3 1 o i o
= Vi i, /73 s 60°
3 2 2 3 ;
- 1 0 nu exista 0 90°
2n A ; 7 ] .
—a —l == -]— == l,"/ 3 - "l/—'— 120°
3 2 2 3
9 )
3n e e 1 = 135°
k& 2 2
5w 1 Apea B 5 o
e Vi | 0
7 0 —1 0 nu exista 180°
EXerc ||.|\
7 ; 11
82, SA se calculeze: a) Lg —: D) sin E c) !{-E—ji; d) l'-T‘,‘,“--——Tr—-
12 12 12 12
33. Daca cos a = 0,8, cos b = 4 , s se caleuleze cos (a— b).
3

o ™ N o e (T D
84. Dacit # = |0, — |, si se demonstreze ci:sin [~ — ) = €05 T, COS5|— — | =
9 2 2

'

— gin . In plus, dacd z #£0 50 z # si  se arale ca g (——— ’E] = clgx 51

s
clg 72 — x| = lg x.

0o | A

§ 5. Unghiul unei Lir:,‘-p-:’ cU axa absciselot

Fie d o dreapta n‘eparalelé cu axa OA (fig. 1V.18). O paraleld prin ori-
ginea O a axelor la dreapta d Intersecteaza semicercul s in punctul M. Daca
d ||0A, atunci M = A. :
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T
Prin definitie, unghiul dreptei d cu axza OA este AOM. Notim uacest unghi

TN
cu (d, OA).

Demonsirajie. Ecuatia dreptei d poate fi scrisd sub forma y = ma + n.
Dreapta OM! (fig. 1V.18) are acelagi coeficient unghiular m, deoarece QM || d.
Punctul M are coordonatele (cos a, sin a). Conform formulei (14), § 3, coeli-
cientul unghiular al dreptei O} este

Deci m = tg a, si teorema este demonstrati.

- /\ . .
Se constata ci, dacd m > 0, unghiul (d, OA) este asculit, iar dacd m < 0
acest unghi este obtuz.

9

Demonstragie. Alegem un sistem de axe cu originea in virful B al triunghiului
(fig. IV.19), cu axele paralele cu catetele triunghiului, in asa fel incit virful ¢
sii fie in cadranul 1. Cu notatiile din enunt, punctul €' are coordonatele (¢, b).
Conform teoremei, coeficientul unghiular al dreptei BC este tg B — d

C
si egalitatea a treia este demonstratd. Ultima egalitate rezultd imediat din
ctg B = —ti- . Pentru demonstrarea primei egalitati pornim de la ¢ = ctg B,
de unde rezultd ¢* = b%ctg? B. Folosind definitia functiei ctg, ajungem
la (b2 + ¢2) sin? B = b% Dar b% + ¢? = a2, deci a®sin? 3 = b2 Din aceasti
egalitate rezultd prima formuli. Cea de-a doua egalitate rezultd din a?sin? B —
= b 51 din cos® B + sin®? B = 1, tinind seama de egalitatea a? — b% — ¢2,

d
B8(0,1)

Clc, bl

= |

// i

L5 |

//, :
A'l-1,0) 0 A(L0) ! T 1 —

B Alc,0)
Fig. 1V.18 Fig., V.19
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Consecinta se poate formula intr-un enunf ugor de retinut. ,Intr-un triunghi
dreptunghic lungimea unei catete este egald cu produsul dintre lungimea
ipotenuzei si sinusul unghiului opus sau cu produsul dintre lungimea ipote-
nuzel §i cosinusul unghiului aldturat®.

Aplicapii. 1. S4 se determine unghiul dreptei d de ecuatie 3z +
+y|/342=0 cu axa absciselor.

Solugie. Din y = — |/ 3z — E—‘gj , rezulti m = — /3. Daci a =
ZEms — v ! 4 : i
= (d,04), din tg a = — /3, rezultd cos?a = o Dedl gog g = —

5 o T Sorerade ik ey 2n ; s o
Funectia cos fiind bijectivi, din tabel gisim a = = Deci m = (d,0A) = 120°.

2. Si se determine unghiurile triunghiului eu laturile de lungimi 8, 4, 4 /3.

Solugie. Deoarece (4 |/ 3)% + 42 = 82, triunghiul este dreptunghic (fig.
o ;

A A

4 1 - 2 o 2 v
IV.19). cos B = o=, deci p(B) =3 sau m(B) = 60°. Apoi pu(C) =

£S _---E-_.—% sau m(C) = 30°.

85. Si se delermine unghiul urmdatoareler drepte cu axa absciselor:
a]y:();b)x:ﬂ;c}y:x[/-ﬁ-l—l;d) y+x:i.
36. Se da punctul P ( ——i'g_ﬂ, i;] a > 0.
P Py
84 se afle m(40P) si n(4AOP).

87. Dreptele de ecuatiiz |/ 7 4 y |/ 2 = 0 3i 3z — 4y = 0 intersecteazd semicercul s,

N
respectiv, in punctele M si N. Sa se calculeze cost, unde ¢t = p (MON).



Capitolul

V

Functii trigonomet

Acele indicatoare ale ceasului, in miscarea lor continud, indicind la nesfirsit
repetarea orelor, constituie un model simplu pentru toate fenomenele care se
repetd periodic. In acest capitol se vor studia functii ale caror valori se repeta
in mod periodic. In special vor [i studiate functiile trigonometrice, o categorie
de functi definite prin intermediul unui cerc de razi 1. Aceste functll sint
folosite ca modele matematice a mai multor feluri de situatii practice. Vom
vedea apol cum se deduc formule referitoare la diferite valori ale acestor
functii i cum’ formulele stabilite pentru unele din ele pot fi folosite pentru
a determina formule pentru alte functii.

§ 1. Functia de acoperire universald a cercului unitate
Lema 1. Orice numir real ¢ poate fi seris in mod unic sub forma
(1) i = t* + 2kr, unde t* = [0, 2n), k & Z,

= 5 : =T -
Demonstrajie. Fie k partea inlreagi a numdirului 5" adica
T

Ik < S < k4 1.
2n

Atunci 2hkn < ¢ < 2hm + 27, din care se obtine imediat ¢i t* = t — 2kx [0, 2n).

Am delerminat. in acest fel numerele k si ¢* verifieind conditiile (1)

Pentru a ardta unicitatea, sd presupunem ci mai avem si¢ = t; 4 2k, ¢y = [0,2%),
ky € Z. Rezultdl cd t* — ¢ = 2(ky; — h)m. Deocarece 1 — 1, < 1% < 27 51 ¥ — 1, >
> — 1 > — 2w, rezulld — 2w < 1% — 1) < 27 sau — 27 < (k; —k)2n < 27w Deci
— 1 << ky — ke < 15iin mod necesar ky — k = 0. Agadar t;, = (* si ¢* este unic.

1127 \ i
Exemple. 1. Dacl t = — —~ atunci AP P ). [ P
17 2r 17 5 24
w 4 . 56 12
< —3, rezultd 0 < — + 4 > 1. Deci +4=4 — = =—=. Asadar
2r 043 17 17
2hw 247
1= = 2(—4)m, unde *= "=, k= —A4,
o A=A =
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2, Dacd t = 31,45, atunci 5 < 2_' <
271

<< 6. Deci t = (31,45 — 10xw) +2:5-m, B(0,1)
unde 1* = 31,45 — 10n, k= 0D5. .

3. Dacd t = —5, atunci —1 <2—t <
=0y i
< 0. In acest caz k= —1 §i t= (2n —

— B) + 2(—1)x. Numarul t* este 2mx —
— b.

In capitolul 1V, § 4 a fost prezen-
tatd o {functie care asociazi fiecdrui

numdr ¢ & [0, ] un punct unic M & s, astfel incit lungimea arcului mic Aﬁ
sia fie egald cu t.

Lema care urmeazd ne indicd modul in care putem asocia unui numir
i€ (%, 2x), un punct M € C — s. : \

\

te (v, 2r),8i 2= —cos (I —n), y = —sin ({ — =),

atunci punetul 47 de coordonate (z, y) este situat pe ¢ — s, iar arcul mare ;‘.F[i'}

Demonstragie. Deoarece 22 4+ y? = cos*(t — =) + sl — x) = 1 (coor-
donatele lul M verifici ecuatia cercului unitate C) punctul M este situat pe C.
Din ¢t € (m, 2n), rezultd cd t — 7 < (0, =). Fie M'(z’, y'), unde 2’ = cos ({—
— w) 8t ¥’ = sin (¢ — 7). Inseamnd cd M’ & s, conform definitiei functiilor
r o cos §i sin. Avind abscisele, r'e'spectiv, orc‘lonat.ele

e numere opuse, punctele M s M’ sint simetrice
LR fatd de originea axelor de coordonate (fig. V.1).

4 - ; ] .
T Dect M:si M’ sint diametral opuse in C. Din
%’3"'“ M & s rezulti M = C — s.

=t Arcul mic AM' are lungimea ¢ — 7 (conform

2 ——
B(OE{ definitier functulor cos si sin), lar arcul M'A'M
s are lungimea =, deci arcul mare AM are lungi-

/I
/
/
]
Mt .
/\AKJ,O) mea (t — =) + 7= =1 sl lema este demonstrati.
U
)=

. . vohTe .
Conform acestel leme, numarululT 1 se aso-

. = - T
clazd pe C — s punctul de coordonate (_ 60S —,

|

ik K

| .ow 1 /3

13 e — sin ?) sau [——2—-, -— 2—]

Jlr-é Fie d tangenta in A la cercul unitate C

| (lig. V.2.) si £ =d, astlel ca B si E sd fie in

f'5 acelasi semiplan fatd de OA. Consideriim un sistem
Fig. V.2 de coordonate pentru d, astfel incit A si aiba
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40,0)

coordonata 0, iar zg > 0. Pentrw
a simplifica notatiile, un punct al
lui d va fi notat cu coordonata sa.
Dreapta d devine o axd a nume-
relor reale. -

Pentru a pregiti definitia unei
functii importante facem urmitoa-
rele consideratii intuitive. Dacii ne
imagindm c& dreapta d este suficient
de flexibild, putem accepta procesul
de infisurare a ambelor ei jumi-
tatl in jurul cercului. Semiaxa nu-
merelor reale pozitive se infigoara
in sensul invers miscdrii acelor de
ceasornic, lar semiaxa numerelor
reale negative in sensul miscarii
acelor de cesornic.

Prin acest procedeu de infdgu-
rare, fiecare pupct de pe axa d ajunge
intr-un punct determinat pe C, deci

: fiecdrul numar real ¢ ii corespunde
un punct M, € C. Am definit astfel o functief:d — C, care asociazd luit c B
punctul f(z) = M, de pe cerc. Stiind cad lungimea lul C este 2z, punctele =,
3n, bm,... ale dreptei d gi, de asemenea, punctele —m, —3m, —b5m,.... ajung

t<0

My

1

>
S

Fig. V.3

in A’; punctele 0,2x, 4m,... 81 —2r, —47... ajung in A4, pun@tele-—;, g 4 2,

g‘k 2m, ; -+ 471:,5 — 4m,... ajung in B etc. In general, punctele ¢, ¢ + 2m,
AT,
St + 2kn) =f(t), Vi € B, VE € Z.

Se observé céd un segment cu originea in A §i cu extremitatea intr-un punct
oarecare { (fig. V. 3) prin infigurare, intr-un sens sau altul, poate acoperi de
mai multe ori cercul, punctul ¢ ajungind in M, & C.

Folosind definitia functiilor cos gi sin gi lemele 2 si 1 putem defini o func-
tie I, care asociazd oricdrui numir real ¢ un punct de pe eercul unitate C,
fara a folosi procedeul intuitiv al infdsurarii. Vom arata ca aceastd functie F
va avea proprietatile functiei f.

1 — 2w, t+ 4z, t — ajung in: acelagi punct M,, adici

2)

Definim functia

F:R-C, F(i) =
prin urmatoarele conditii:
1° Dacd t & [0, =], atunci z ='cos , ¥ = sin &
2° Dacd { € (r, 2n), atunci = —cos(t — w), ¥y = —sin (t — m)
3* Daca t = t* + 2kn, t* € [0, 2n), k* € Z, atunci F(t) = F(t*).

M(z, y)
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Functia F poartd numele de functia de aco-
perire universald a cercului ‘unitate.

Avem: F(0)= M(cos 0, sin 0) = M1, 0)= 4
(fig. V.4), F{_;i] —M (cos =, sin -’i) — M(©0,1) =
= B, F(n) = M(cos =, sinn)= M(—1, 0) = A,
F (E) =M [— cos (L — n) —sini (—31:— — u)}:

2 2 2

=M (—cos3, —sinl)= MO—1) = B, Fig. V.s

f(7:]:F(2n+%]=F(§]=M[cus%, sin%):M(-;—a _'/2;3]

Dacd nu se fac alte preciziri, conform definitiei functiei F, prin AF(f)
vom intelege arcul mic de lungime ¢, dacé ¢ € [0, =], respectiv, arcul mare de
lungime i, dacd i € (w, 2=n).

n

(3)
Demorwtra;né Conform lemei 1, existd numerele unice
1* &[0, 2x) i I € Z, astfel ca ¢ = t* + 2n.
Atunci
F(t + 2kn) = F(t* + 2(k + lyn) = F(t*) = F@* + 2n) = F(1),

deci formula (3) este demonstrati.

Demonstrafie. Dacd 1=1* 4 2kw, t* [0,2n), k = &, atunci — (= 27 — ¥ _
— 2(k + 1)w. Deoarece F(t) = F(t*) gi F(—1) = F(2n — .1*), demonstrajia se reduce
la a ardta cd AF{F*) = AF(2n — t*}

Daci t* & [0, =l atunci 2x — * =[x, 211:] Arcul 4F(t*) (fig. V.5) are lunglmea Lx,
. - >
iar arcul mare AF(2r — t*) are lungimea 2n — ¢*, deci arcul mic AF(271: — t*) are
lungimea 2n — (2m — t*) = t*. Deoarece arcele
. n Crmmmry 0 by
mici AF(t*) gi AF(2n — t*) au aceeasi lungime,
coardele - corespunzdloare lor strt congruente si

(t)
\ teorema esle demonstratd in acest caz.
Aol Cazul t* & (=, 2n) se trateazd in mod amalog

] K__/ " (se schimbd doar relurile numerelor t* si 2r — t¥),
F(-t)

g

B

Fig. V.5 (4)
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% Demonstratie. Scriem numerele ¢ si u sub [orma
L= t* | 2um, 1* € [0,2n), ke & si u'=u* | 2x
u* < [0.2x), | « Z, conform lemei 1. Decarece F(1) =
= F(i*), Flu) = Flu*) si F(t — u) = F{t* — u*),

Flu) B Flt-u)
A A0l _

5 demonstralin se reduce la a ariita cd F(*)F(u*) =
Fit) = AF(t* — u*).
Daci 0 < u* < t* < 2w, rezultd imediat (fig. V.6)

L

2 T ;
cd arcul F(*)F(*) carc nu-l confine pe A are
TR

Fig. V.6 lungimea (* — u*, ca si arenl AF(* — w*). Din
vongruenta celor doud arce rezultd congruenta coar-

delor corespunziloare, si teorema este demonstrali.
Dacd 0 < t* < u* < 27z, se demonstreazi in mod analog ci F(i¥) F{u*) =
=AF(u*—*) si tinind seama de lema 3, teorema este demonslratd in toate cazurile.

‘efinitie. Fie M o multime oarecare. O functie f: B — M se numeste
periodicd daca existd T # 0, astfel incit

(H) ; flx + T) = f(z) pentru orice z din R.

Numarul T se numeste perioadd a lui f. Dacd printre perioadele strict
pozitive ale lai f existd un cel mai mic numir T, atunci 7,'se numeste pe-
ricada principald.

da prineipali a lui f, atanci perioadele Iui

f sint numerele 47,

Demaonstratie, Avem

flo) = fla 4+ To) = flz + To + To) = ... = Flz + Ty + Ty + ... + T).
Pe de altd parle, flz — T,) = flz — Ty + T,) = [(=), deci
fla) =flz — To) =flx — Ty — To) = ... =”$ = By Tyom oo = To):

Asadar numerele AT, unde & e Z,sinl perioade. Rdmine de demonstrat cii orice perioada

T esle de forma kT, k = %. Fie k partea intreagi a numirului E:L , adica
[

T
(I‘r

k<

< k 4+ 1.

De aici kTy < T < kTy 4+ Tosau 0 < T — kT, < T,. Existd deci numerele k = Z
si T* e [0, Ty), astlel ca

(6) T= T* + kT,.
Numiirul T#* este si el perioadd, deoarece f(x + T*) = fla + T — kT,) = fla
= f(x), Ve e R. Cum 0 < T* < T, si T, esle cea mai micd perioada slrict

pozilivi, rezultd 7'*=0. Dect, conform cu (6), “orice pericada T este de lorma AT,
k e Z, si lema este demonstratii.

i o - 7] | e -  nl 3 naNITon I I - o Iiit nimit o
Feorema 3. Funetia F de acoperire universali a cercului unitate este

fle perloada principala Zn



Demonstraiie. Formula (3) aratid cd F admite ca perloade numerele 24w,
unde k& € Z. Dintre acestea, cel mai mic numir strict pozitiv este 2m. O
perioadd T & (0, 2x) nu poate exista, caci F(0) s1 £(T) fiind-puncte -dif.erit?
pe C, pentru & = 0, F(z + T) # F(z). Rezulti ci 27 este perioada principala
a lui F.

reicii

1. Sil se determine coordonalele punctelor:

F(5%), F(—7n), F ( '3“), r (_ == ] F(1037), F( '0-23”], F (’03“).
4

4

2. Punctele P,, P; si P,, P, sint respectiv pe. bisectoa- [
rele unghiurilor axelor de coordonate si pe cercul unitate €
(fig V.7). Sd se afle toate numerele reale ¢ penlru care: '
a) F(t) = Py, b) Flt) = Py, ¢) E(t) = Py, d) Fli) = P,.
3. SA se arale ci (1) si F(—1!) sint simetrice fatd de
dreapta O-l. :
4. 5d se arate cd F(1) si F(r — 1) sint simelrice fati
de OB.
b. Ba se scrie ecnatia dreplel delerminald de punctele

i
F (i) 5i I (_’IJ
3 3 : Fig. V.2

§ 2. Functiile trigonometrice sin si cos

Prin functia F de acoperire universald fiecirui numir real ¢ i se asociazi
un punct unic F(t) = M(z, y) de pe cercul unitate €. Coordonatele z 81 ¥
sint si ele unic determinate, dacd ¢ este dat. Vom nota

T = cos t, ¥y = sin {,

definind astfel doud functii
cos: R - R gt sin: R - R,
numite funcfii trigonometrice, care prelungesc functiile cos si sin, introduse

in Cap. 1V, § 4, de la [0, =] la R.
Avem ca exemple de valori numerice ale acestor functii:

s 2 V3 5w 5w 7
sin — T = = Q05 —_ = _—

5 5 COS—; cos | T cos—
- V2 LT T [’1’11‘: =l 5w
= 7 5 6 o =T e
ki " s () £ T T

= — €08 L e = — C0S 7T COS — — BINn 7 SIn — = ¢0§ — —

6 6 6 6

[/_J- < 9Fm . [ o P
3~ SIn—— = sin 18n+?J_ng
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Deoarece (cos I, sin ¢) sint coordonatele unui punct de pe cercul C, cos ¢
respectiv sin ¢ au valoarea maximéd 1 i valoarea minimd — 1, deei

w-1 <cost <1 i ~1<sint 1.

Functia F fiind periodicd, functiile cos gi sin sint.gi ele periodice si orice
perioadd a lui F este o perioadd pentru cos si sin. Deci

cos (z + 2km) = cos z §i sin (z 4 2kn) = sin 2, Vz € R.
Ardtim acum’ cd functiile cos gi sin nu mai au alte perioade.

Demonsirajre. Sa presupunem cd functia sin ar admite o pericadd 7' <
&= (0, 2r). Am avea sin (t 4+ 7') = sin ¢, oricare ar fi # € R. In particular,
pertru 2= 0, am avea sin 7" = sin 0 = 0. Singurul numdr care satisface
conditille 0 < 7" < 2r si sin 7" = 0 este w. Dar = nu este perioad pentru
sin, deoarece, de exemplu numerele sin [%] =1 g sin (-25 + '.-:J = —1 gint
distincte. Deci cea mai mica perioadd strict pozitivi @ functiei sin este 2.

S& presupunem cd functia cos admite perioada 7" & (0, 2x). Am avea
cos (t + T") = cos 1, oricare ar fi ¢ € R. In particular, pentru ¢ = Q. cos 7" =
— cos 0 = 1. Deoarece nu existd un numir 7" astfel ca 0 < 7" < 9x si
cos T =1, perioada cea mai micd strict pozitivii a functiei cos este 2x
si teorema este demonstrats.

Orice punct F(f) fiind pe C, numerele z = cos  §i ¥ = sin ¢ verificd ecuatia
cerculul C: 22 4 y? =1 (Cap. IV. § 2), deci i

(1)

(2)

Demonstrajie. Conform teoremei 2, § 1 din acest capitol, F(a) F(b) =
= A F(a —'b). Avem F(a) = M(cos a, sin a), F(b) = M(cos b, sin b), F(a —
—b) = M (cos(a — b), sin(a — b)). Aplicind formula distantei dintre doui
puncte pentru F(a) F(b), AF(a — b) (calculele sint aceleasi ca la demonstra-
tia teoremed din capitolul IV, §4) g1 egalind rezultatele se..obtine formula (2).

(3) cos [ Vl sin £ §1 sin
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Demonstrajie.  Intr-adevir

T b5 . T - .
o8 (—- — :r:] = c0S - c0s T + sin a SIn & = 8In %

U

C()SI‘:CUS[I{»E——E]:COS[%w[%—1‘)]:

i T . . T 3 7T }
=Cc085—Co0s |— — —|—sm£sm(——x =sin|— — 2.
2 2 2 | 2 2

O functie f : R — R se numeste pard dacd
f(—=) = f(z), Yz € R

sl se numesle tmpard daci

Demonsiratie. Deoarece

cos(—x) = cos(0 — z) = cos 0 cos = + sin 0 sin'z = cos z,
{

functia cos esle pari.
Din (3), (2) si paritatea functiel cos avem
. ™ TT T
sin(—a) = cos |[— + :z:J :cos[— s :s] = C08 [— —2—) cos x +
2

-+ sin [— T] sin £ = sin (— ;i] sin x = sin [2‘.1 — -1;— — 27:.) S =

. ST ks «
= sIn — 81N £ = —S&IN Z,
rezulti ca funclia sin este impard.

Obsercatie. Ulilizind definifiile funetiilor sin si cos, consecintele teoremelor 2 si 3, nu-
merele sin @ sicos x pot fi caleulate cu ajutorul unor numere de formacos ¢t sausin {, unde
e (!l1 L) Acest proceden de calcul poartd numele de reducere la primul cadran,

9

% ™ o S
deoarece puncle de pe € corespunziiloare numerelor ¢ € (U, — | se alla in cadranul inlii
2

al axeler de coordonale.
9
De exemplu: sin Jﬁ = gin | 8 + Loz = sin 9_11: g {]_7; = cos | — ———) ==
14 14 14 2 14 ) 14

L S , : = : ki3 :
= c6s— sisin - = se calculeazd cu ajutorul numérului cos — (care se citeste cu apro-
= s 7

ximalie din tabelele trigonometrice), unde re [0, %) .
2 .7
3 ) - - ar . ? 3 ™
Aplieatie. Stind cd a & T 2r], cos @ = — b |0, 7)
gin b = ]—:3, sd se calculeze cos (a — b).
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Solutie. Deoarece a & [)T” 21:) punctul F(a) este situat in cadranul IV,

¥ By k] ey ; . g B
deci sin @ << 0. $tiind cd sin® @ 4 cos®>a = 1 §l cos ¢ = —, rezultd sina =

o
g1 . 2
= — - . In mod analog se obtine cos b — 12 Asadar
D i ? 13 i
3 12 .4 5 16
goRla— ) = <= = p [ Z = 2
5 I3 5 13 65
1. 5a se calculeze:
. 13w 7 ik
a) sin ~5 e) (‘ns(_ _'.Tt}, i) cos 41257,
: 3
187w . 19= o "
b) ros I, f) sin{—-—1{, J) sin 2113w,
) 3
; z . 3 . 28xw
¢) sin|— & g) sin 18w, k) cos B g ST
! 9 > 6 3
o DIT 20
d) cos (—=), h) cos 13m, 1) sin AL L
4 3
2, Dach = = (», 27) siicos o= }—7 , sd se calculeze sin .
25

3. S se stahileascd cave din urmiloarele funclii este pard gi care este impari:
a) [t R = R, flr) = sintx

b) g : R= R, glz) = a", n = N¥,

ch:R—=R, Iz) =2+ 1,

dAi:R-R, i(z) = —"—
1 4 2?
4. 5i se calculeze:
b 13x . O .. 18T
a) vos —— 0§ —— 4 sin — sin —
g 28 7 28

o t

b) cos [r [ E) cos @ -+ sin (1: A1 i) sin .
3
. - i 3 ; b %
5. Daed sinz >0, vcosy <0, cosax= — E, sginy = —, sit se calculeze

(=]

cos(x — y). _
6. =i se arate cii, oricare ar i @ = R:
;1) 1 — 2 sin2ag = 2 cos®a — |,
b) 2(1 L cos a) — sin®a = (1 + cos a)?,

¢) cos®a 4 sin®a = (sina + cos a) (1 — sin a cos a).

. T A 3 o *
7. Stiind cd a,b = (T ; Tc] , tosa = —0,8,sinb = 0,96, si se delermine coordo-

_natele punclului Fla — b).

8. Sisedetermine coordonalele punclului () stiind cdsin z + cos z = 0,2 si cos £ <<0.

\
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-ormule ;‘Jel‘mi"n cos (a -4~ b), sin (a—b), sin (a 4 b)
gi. formule ‘Hﬂlk(, din acestea

Cosinusul sumet. S& demonstrim c&, oricare ar fi numerele reale a si b
avem: :

(4) | cos(a 4 b) = cos '@z cos-b — sin @ sin b

Intr-adevir

cos(a + b) = cos[a — (—b)] = cos a cos(—b) -|—‘ sin g sin(—b) =
= ¢0s @ cos b — sin a sin b.

(S-a finut seama de parltatea functiei cos si imparitatea funciei sin.)
Sinusul diferentei. Oricare ar fi numerele reale a si b avem:

(5) ; sin(g — b) = Ril'! acpsbh — cosa sinb ’

Formula rezulti din
sin(a — b) = cos [ER —(a'— b)] = co8 [(E —_— a] -+ b]
= cos[wg—- a]cosb — sin[%— a]sinb = sin @ cos b — cos a sin b.

In demonstratie au fost folosite formulele (3) din paragraful 2.
Stnusul sumer. Dacd a, b € R, atunci

i
(6) ] [)]!] f] — HJJI\I cos b -}- cos u' ‘H] h

!

Pentru a ohtine egalitatea se scrie succesiv:

sin(a + b) = sin[a — (—b)] = sin & cos (—b) — cos a sin (—b) =
= sin @ cos b 4+ cos a sin b.
Exercitii

1. Sa se calculeze:

T w T
a) cos — cos — — sin — sin —
5 2 5 20
b) cos Z — z|cos & — sin [ = — o) sin . s
6 6
2. 8d se arate ci oricare ar fi numerele reale « si g, avem:
& 7T T T T :
a) cos [z — —|cos — — cos[z + —| sin— = sin =,
[ 4] 4 & 4

b) cos (z — y) cos y — sin (z — y) sin y = cos =,
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c) cos(z + y) -+ cos (@ — ) = 2 cos z cos .

d) cos(z 4 y) — cos(z — y) = 2 sin z sin(— y),

e) cos’(z — y) — cos’(z + p) = 4& sin z cos = sin y cos y,

f) cos® z + cos® y — (cos z — cos y)? = cos(z + y) + cos(z — y),
g) cos(z — y) ¢ cos{z + ¥) = cos® z — sin? y,

h) cos[—;°-+ x—-y.]= cos 2 sin ¥ — sin z cos y,

i) sin(z + y) sin (z — y) = sin® z — gin? g,
i) (sin = + cos ¥)? + (cos z + sin y)? = 2(sin(z + y) + 1),
k) sin(z + y) + cos(z —y) = (sin = + cos =) (sin y + cos y).

" AR e _ 56
8. Stiind ci sin L wl smb—?, cos ¢ = b,

0, si se calculeze numerele cos(a + b + ¢) si cosle + b — ¢).
4. S& se arate cd oricare ar fi £ numir real gi kX numir intreg avem:

cos a <0, cosb > 0, sinc <

a) sin [(ﬂk -+ !}% + = (—1) cos =,

b) cos [(2k ot 1)52 o x]""_—. (— 1)+ gin 2.

Din formulele (2), (4), (6) se obtin alte formule utile in aplicatii.
LY

Formule pentru cos 2z gi sin 2x. Dacd in formulele (4) §i respectiv (6)

punem a = b =z, rezultd

gl

cos(z + Z) = cos z cos £ — sin -z gin =

gin(x + z) = sin z cos = + cos z sin z.

Obtinem formulele

(7)
si
(8)

13

sin 2z = 2 sin z cos ‘

co8 22 = cos? z — sin®

Formula (8) se mai utilizeazi st sub formele
cos 2z = 2 cos? 2 — 1 sau cos 22 = 1 — 2 sin? z,

Tot din (8) se dedup formulele

1‘3053]:\/3-%% §1 ]sin;cj:\/l'";;“s_gff_

Aplicajie S8 se arate ci sin 3z se poate expriga in functie de sin z.

Solujie. Avem gin 3z = sin (22 + %) = sin 2z cos z + cos 2z sin 2z —=
2 sin z cos? z 4 (1 — 2sin? z)sin z = 2 sin z(1 — sin? x) + sin @ —
2 gin? 2 = 3 sin z r—{s-sins ®.
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In plus, procedind in mod analog se obtine

cos 3¢ = 4 cos® x — 3 cos ®.

b. 5S4 se calculeze:

a) cos =, b) sin&r. !!r.-:

‘ 8 8
d) cos ir. e) cosE.

24 8
6. Si se verifice identitafile:
2

a) cos! z — sin! z = cos 2z, b) {cos -gi'- — sin %) = 1 — gin =, .
c) cos 2z +2 sin*zx =1, . d) 1 — 2 sin? [—:— - a;] = sin 2z,

e)sin 2z + |/ 3 cos 2z = 2 sin (2:5 + —;—],
f) 3 sin 5z + |/3cos 5z = 2}/F sin [5:; 5 _:_]

7. Si se arate e’

Viw-—2/3 L AR S

. ki1
sl — =
5 4 5 B S

37

2
Indicagie. Se scrie sin ( . -+ :

) = sin © sau

;i se obtine

:Iﬁros‘*g — 12 cos? = —f— 1=
8. Bd se calculeze sin — $| cos =
10 10

9. S4 se arate céd

cost -~ -+ cos“ + cos4 —|- cos? — 2 = 3 =
8 8 8 8 2

10. Si se arate cd expresia.

E = cost(a + b) + cos?(a — b) — cos 2a cos 2b

este constanta.
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§ 4. Functiile tg si c,"::g
Cu ajutorul funct;iilor sin Si cos se pot defini alte functil trigonometrice.
Au utilitate mai mare functnla tangentd si cotangentd notate respectlv cu
v tg 8l ctg.

Funciia tg. Fie of mul{imea numerelor reale de forma —;5 ~+ kmr, unde k € Z.

Functia tg se definegte astfel:

tg :R—cf - R, tgz = BE %
cos x

Se verificd ugor cd functia tg este o functie impara.
Teorema 1. Fie M = F(t), t € R — of, punctul asociat cu ¢ prin
erire universali a cercului unitate, d dreapta tangenti la C
in A(1, 0)si {T} intersectia drep-
i telor OM si d. Atunei 7" are coor-
: donatele (1, tgi).

/_ LM | ~ Demonstrajie. Deoarece 1t #
IA o %—]— ke, undg k € Z, punc-

\\\ tul M nu poate coincide cu B

\I sau cu B, deci dreptele OM 'si

lB 8" - T d (fig. V.8) sint concurente.
Coordonatele punctului 7' se ob-

tin rezolvind sistemul format cu
ecuatiile dreptelor OM gi d. Deoarece M are coordonatele (cos ¢, sin t) ecu-

Q-

Fig. V.8

atia dreptei OM este y =" 7. ‘Ecuatia dreptei d este z = 1. De aici

cos t
A s Lo sin ) . u
rezultd cd T are coordonatele (1, —u—] §1 teorema este demonstrata.
cos t 3
Teorema 2, Funefia tg are perioada principald .

Demonstrajie. Deoarece, oricare ar fi x real,

tg(z + m) = sin{z + ) N sin @

cos(z + m) — cos z

= 1g x,

numirul = este perioadd. Se pune problema de a-decide dacd existd perioade
strict pozitive mai mici decit . Ar insemna cd, dacd T este b asemenea’peri-
oadd, tg(x 4+ T)=tgx, V2 € R. Pentru 2 =0, rezultd tg T =1tg 0 = 0.
Am ajuns la o contradictie, deoarece nu existd T' & (0, =), astfel ca tg 7' =
= 0. In consecintd multimea perioadelor functiei tg este {kn |k € Z},.
perioada ‘principald’ a ei fiind .

Functia ctg. Fie & multimea numerelor reale de forma kr, unde k € Z.
Functia ctg se defineste astfel:

cos

cte: BR— B - R, etg 0 = ——.
’ i sin ‘z
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Se verificd imediat cd functia ctg este impara.
De asemenea, se demonstreazi in mod analog cd are perioada principald r,
deci are aceeasi muliime a perioadelor ca si functia tg.

Din ctg x = tg (% — x], rezultd cd functia ctg nu necesitd un studiu

separat deoarece este acelasi cu studiul functiei

ctg : R — B - R, ctgx:tg[g—x].

Formule in care apare functia tg: Atunci cind sint considerate expresii in
care apar functiile tg si ctg, sau in care apar functiile tg, ctg, sin si cos la
numitori, vom presupune cd sint excluse din consideratii acele valori ale varia-
bilelor, pentru care expresia nu are sens. Elevii vor determina in fiecare caz
multimea valorilor care trebuie excluse.

Avem

sin{a + b) sin @ cos & -+ cos a sin b

tg(a + b) =

cos{a + b) cos @ cos & — sin e sin b

Simplificind fractia cu cos a cos b se obtine:

9)

Procedind in mod analog ca in cazul formulei (9) se obtine formula

r
. lga — tgb
(10) } tpla == h)ms e 0%
] 1 +igatgo -
|

Din formula (9) pentru a = b = z se deduce

(1) te 2

De asemenea, din

s o T
sin = 2 sin E cos E )
& 2 sin %
tg E — z = — 1 »
cos — 2 cos? Z oy
2 2 5
rezulta .
(12) g C
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1n continuare vem arlite ot nemerele sin = §i cos z se exprima fird radicali

cu ajutprul numéruhe tga;—’. Avem

cos % = cosd = — gin? = =2cos? > — 1,
2 2 2

gin? -':—:— .
Din tg?Z = —— deducem cos? © = . Inlocuind, se obtine
cos? =, A4 tgr Z
2 2
1 —tgt :;:
(13) COBT = ————
14 tp2 Z
.

De asemenea, porsind de la formula sin z = 2 sin —;E cos %se obtine

: 2.tg —:
(14) _ 8ln = —————
, : 14 tgr
2
Aplicatie. SE se calculeze tg-%.
- Solutie. Avem, conform formulei (12),
' sin %
tg — = L oiE O i =|/L_ﬁ§i sk Dl B s
BE Cp i i 12 4 12 4
12 :
rezultd:

‘ -V = /o -

tg = W i o = 2—1 33—/ 2).

e 5= L= _(VI-0(VE-VD
Riniine ca exerciiu s se oBfind acest rezultat utilizind formula (11).

Exercitii
' 5 i V3 e b
1. Aflati tg(e 4 b), dac¥ sin & = 7 cos b = —5cosa > 0,8nb < 0.
2. S4 se verifice identitatile: l

a) ﬁm;i_m. tg b; b) tg z + tgiz tg 22 = tg 2z — tg =
cos @ cos b i
o b b = 2 i d)sih(f1+b)=1+ctgatgb;
cig z —tga sine — b) 1 —ctgatghd
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_ctg actgh —1 . f) cos 3z + sin 3z

el ctgla + b) = : S ——— = 2 clg 2z;
) ctga + ctgh sin x cos = £
g)2sin2z_§]i3—{=tg:c; h) tgﬂa—tg2a¥tga=tg3atg2atga.
cos z [ ‘

3.Sedautga=-1;. tgb=;. tgc=—;-.Sﬁse‘calculezetg(a—]—b—l-c).

4, Stiind ca tg =z = —”i, n 5= 0 si se calculeze expre’sia
n

E = m sin 2z + n cos 2z,

b. Dacd 5 cos x -+ 10 sin # — 11 = 0, si se calculeze cos z, sin = §i tg%.

§ 5. Transformarea sumelor in produse

Folosind formule corespunzitoare, deducem
sin(a 4 b) -+ sin(a — b) = 2sin a cos b,
sin(a + b) — sin(a — b) = 2 cos a sin b,
cos(a +.b) -+ cos(a — b) = 2 cos a cos b,

cos(a + b) — cos(a — b) == —2sin a sin b.

L}

b= P”q

Dacéa—l—b:pgia—b:q,'atuncia:— 7

{‘u
1o
13

Obtinem urmitoarele formule de transformare a sumelor in produse:

14; p—4q
)

(15) ' gin p + sin ¢ = 2 §in 008 —

PAG . By

(16) , sin p — sin ¢ = 2 cos i

(17) cos p + ¢os ¢ = 2 cos L—Lg c08 4—2_—9’

(18) ! cos p — cos ¢ =' — 2 sin B%q gin 2—1
. . ol ¢ 2

Prin calcule simple se deduc formule de transformare a sumei si diferentei
de tangente in produs.

sin(a + b)
cos a cos b

(19) tga 4+ tgh =
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In exercitii , uneori este util sd se transforme produsele in sume. Asemenea
formule se obtin din cele de mai sus:
sin (2 + &) 4 sin(e — b)

8in @ cos b = ,
.l., ]
5 b . _
cos-q cos b — coslg +8) + cos{a — B) ,
2
: : cosla —b) — i
sina sin b = — la —b) — cos [a + b) :

2

Formulele numerotate si puse in chenar trebuie memorate de citre elev.
Pentru a le aplica cu ugurinti, este necesar si fie refinut si modul in care pot
fi deduse.

1. 84 se transforme in produs:

a) sin' 105° 4 sin 759, b) cos 75° 4- cos 15°
T i T e D
¢) cos L] cos —, d) sin el - sin —lr,
4 4 3 3
e) sin x + $in 3z - sin 5z, f) cos 2z + cos 4z + cos 6z,

2. Si se verifice idenlititile:

“cos 3z — <0S Sz 1 4+ cos 4x cos 2z
a) ———————— = tg 2 lg bz, b) — - = - ,
cos 3z -} cos Sz sin 3z — sin x sin =

c) cos? z - cos*2z 4 cos® 3z + cos 2z 4 cos Lz - cos 6z = 6 cos z cos 2z cos 3z
.

sin ¢ + sin 8z + sih 52 + sin 7z 4+ sin 9
d) = g Sz,

cos x + co0s 3x + €0S Sx + cbs 7z 4+ cos 9x

a a a ‘T a T
e) 1 cos clg — = 2 ctg — sin| — —|ecos | — — —]|.
) 14 cos a + g g (2—1—4] (2 )

8. 54 se transforme in produse urmaitoarele sume:
S = sin z - sin 2z 4 sin 3z 1 sin 4z - sin 5z,

T = cos z 4 cos 2z 4 cos 3z + cos &z + cos 5z + cos 6z + cos Tx.
oty i ; 5 . X
Indicatie. Se recomandd, de exemplu, pentru suma S, si se calculeze S sin E , 84 se

transforme fiecare produs in sumi si asa mai departe.

o I e T T P Sy e L e e
6., Graficele functiilor sin, cos si tg

In paragrafele precedente am vizut cum fiecare numir real ¢ poate fi
asociat cu una sau alta dintre coordonatele punctelor de pe cercul unitate C
pentru a defini functiile cos §i sin. In acest paragraf vom invata sd trasdm
graficul functiilor trigonometrice sin, cos si tg.
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Graficul funcjiel sin. Sa considerdm intr-un plan un sistem de coordonate
de reper (0, A, B). Ne propunem si trasim locul geometric al’punctelor M
din acest plan care au ceordonatele de forma z =1t, ¥ = sin {. Deoarece,
din aceste egalitéti deducem y = sih z, acest loc geometric este graficul

functiei
sin "R =R, 2 »>sinz. =

Proprietatea de periodicitate a acestei functil dd graficului ei caracteristics
speciale. Faptul ci punctele de abscise z + 2ktt, k € Z, au aceeasl ordonata
sin z, face posibild trasarea graflculul in intervalul [0, 2x] si apol si repro-
ducem acest grafic in ambele sensuri de-a lungul axel absclbelor pentru a obtine
cit dorim din el

4 " K T .
Cind @« parcurge intervalul [f?, 42-], sin z creste de la wvaloarea

. T T o
sin (— 7] = —1 la valoarea sin T 1. Intr-adeviir avem
i . . xry — & xT &
sin £; — sin @, = 2 sin—— 2 cbs 14;3.
- T - i .
Dacid z; > @y, Ty, Ty E [4 5 E]’ atunct
Ty — Ty T L T x; 4 Ty T
gt "5 o F o ot <y
2 2 2 2 2
deci
. ry — %3 x, + @
sm—l-;——‘—>0, cos——l-;)——2>0
z : : 2 ‘T T
sl astfel sin z; — sin z, > 0. Asadar.in cazul z;, z, & [—TZ, :], Ty > T, =

= sin z; > sin Z,.
Se aratd in mod analog cd functia sin este descrestiitoare pe mtervaml

Bt %
2

37 s
[E, TT] (in formula de mai sus factorul cos este negativ).

=)

-Tinind seama de periodicitate, functia sin este crescdtoare pe fiecare

interval de forma [—% + 2."57;-—? -+ ‘2.’:11] sl este descrescdtoare pe inter-
valele [:) + 2kw, — b Zkﬂr} , k & 7. Acestea sint intervalele de monotonic ale

funciier sin.

¢

fn tabelul urmitor sint trecute valorile lui z multiplii de —Tﬁl si valorile co-

respunzitoare lui sin z. Sdgetile A si “ indicd cresterea, respectlv descres-
terea valorilor funcliei sin.

95 15 b A Sm Vi LTt In g4 1w ‘
x 0 1 — - -  — — T _— o7
6 3 2 3 6 6 3 3 3 6
: & /3 1 /3 3 1
5”15()/"'%/”I/—?i/"]\4 \_t—\O\_\ N Oa\_jjff = ‘
2 2 2 i
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Punctele ale ciror coordonate se afld in tabel sint reprezentate in figura
V.9, iar graficul functiei sin cind z € [0, 2x] este trasat in figura V.10.
Reproducind cit dorim din graficul din figura V.10 in ambele sensuri de-a

s

)

It e L ‘
» . il 3
N W o i

e 7 \/ ki

..7- ® g @ y L

= 1 |

Fig. V.9 Fig. V.10

lungul axel absciselor se obfine graficul functiei sin, figura V.11. Graficul
functiei sin este inclus in portiunea de plan cuprinsd intre dreptele de ecuatii
‘y_zi gl = — .

Semnul funcfier sin. Functia sin are valori numerice pozitive pe fiecare
interval de forma (2kx, = + 2kn), k = % si are valori numerice negative pe
fiecare interval de forma (w - 2kn, 2(k 1 1)x). ~

Amplitudinea. Dacd M este valoarea maximi a unei functii periodice, iar
m este valoarea minim&, numirul %(M — m) se numeste amplitudinea acelei

functii. Rezultd ci, deoarece —1 <sinz <1, z € R, amplitﬁdinea functiei
sin este %(1 —(=1) = 1.

Aplicatri
1." 54 se stabileascd semnul:
7 5 p . B . B
in = — gin =, b) sin -~ — gin°" ¢) sin 2 — sin =%,
7 : 12 1,5 7 3

3

wm

a)

Solutie. a) Deoarece pe intervalul [0, %] functia sin este crescitoare si

decarece = > -='| rezultd:' sin = — gin -~ = 0. b) Din sin—"- >0 si
7 12 7 12 1,5 3

sin E;f — i (-n: -~ %] < 0, rezulta: sin—;iS—— sin 33_;;_> 0. ¢) Din 3,141 <

<m < 3,142, rezulti 2,096 < 2% <2097, Deci 2 < ? §i sin 2 — sin 5’3_”< 0.

e L e
,\a{b/mﬁ omﬁ\/z?f/\{ Ty
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2. Si se reprezinte grafic functia

~f:R - R, f(z) = 3 sin .
Solutie. Functia f are aceeasi perioada ca functia sin 5{ aceleasi intervale de
monotonie. Amplitudinea el este ;
max f —min f _ 3 — (—3)

= 3.
2 2

Valorile functiei f se obtin din valorile functiei sin prin famul{irea cu 3, adic#
graficul functiei f este dilatat in lungul axei ordonatelor fajd de graficul f unctiei
sin. Graficul functiei f este reprezentat in figpra V.12 prin linie continud pentru
a-1 deosebi de graficul functiei sin care este reprezentat prin linie intrerupta.

* Graficul funcjiei cos. In tabelul urméitor sint trecute citeva perechi ordonate
de numere de forma (z, cos x). ‘ :

e B Ea R IR BRIy I8 I S
6 3 2 3 6 6 #gh = 2y W6
3

cosx1\&%_\ \0\2\_£3_ _.l’_ﬂ___l/aﬁ___/,o;, /,[/3

Functia cos are aceeasi perioadd principald si ,_aceeagi amplitudine ca si
functia sin. Graficul ei este schitat n figura V.13.

—— e —— i —

139



N

=
N
=

T

Fig. V.14

Intervale de monotonie. Functia cos este strict crescitoare pe fiecare inter-
_val de forma [n + 2kr, 2= + 2ka], k € % si este strict descresciitoare pe
fiecare interval de forma [2kr, = -+ 2kxn], k & Z.

Semnul functiei cos. Functia cos are valori numerice pozitive pe fiecare

interval de forma [—— % + 2k=, Z)i - 2?cr:], k& Z s este negativi pe

Tieccare interval de forma [E -+ 2k, %r - '2.167:], ke Z.

9

Graficul funciiei tg. Functia tg fiind periodicd de pericada principald =

se comportd la fel pe orice interval de lungime = de forma [~§ + ke,

S kn), ke 2.

. w ¥i3 T -
Monotonia. Daci z;, z, & (— o E}’ 2, << %y, atuncl z; — x,&(—m, 0).

sin (z; — ;)

Din tg z;, — tg z, = » 8In (27 — x,) <0, cos 2, > 0 si cos 2, > 0,

COS Ty €OS 2y
rezulfd tg x < tg =,
Funetia tg este deci strict cresciitoare pe orice interval din domeniul ei de
definitie. .
Graficul. Din proprietatea de periodicitate rezulti ci este suficient si-
construim graficul pe intervalul (— g. %] sl apoi sd-1 reproducem in am-
bele sensuri de-a lungul axei absciselor (figura V.14).

2rCITH

1. 34 se precizeze semnul numerelor:

a) sin 5 L sin 4, b) cos 2 4 cos &,
o g . hw S 11x
¢) sin— — sin =—, d) cos — — cos ’
6 2 3
S i
cos — — cos 5% o
Y Q- T T
e) sin 7 cos 13 , f)itg — — tg —
) . 23 7 °8 T
sin — sin 5
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2, Folosind graficul functiei sin, schitati graficele functiilor

‘frR—=R, flr) = |sinz |, b) g: R— R, glz) =sin|z|.

=]

3. Sa se reprezinte grafic functia
f:R—=R, flz) = -%sin\x— 2.

4, Folosind graficul functiei tg, si se schiteze graficul functiei

fiR— of =R, flz) = | tgz |

§ 7. ldentititi conditionate

Unel egalititi intre doud functii i'se mai spune identitate. De exemplu,
toate formulele din § 2 — § 5, puse in chenare, sint identitati.

Dac# valorile functiilor f si g sint egale numai pentru o submul{ime din
.domeniul lor de definitie, atunci g(x) = f(x) se numeste identitate condijio-
natd. Aceastd notiune se extinde i la cazul mai multor variabile.

Exemple

1. Daci a, b, ¢ sint misurile unghiurilor unui triunghi, atunci
- 3 a b c
cosa 4+ cosbhb+cosc=1-+4 sm;sm;sm;.

Solutie. Egalitatea este o identitate conditionatd, deoarece este verificati
numai de acele valori ale lui a, b, ¢ pentru carea + b + ¢ == Din¢c == —
— (@ + b), rezultd

cos a + cos b -+ cos ¢ = (cos a -} cos'b) — cos(a + b) =

= 2 cos a+bcos£—:—é—[2cosza—+—b—1]=
2 2 2 ,

:1-&—2005"’4_5[003&*5 — cos a+bJ'=
2 2 2

+b

: { D ) e
=11L4cos 2T sinZsins =144 sin 2 sin — gin <.
2 2 2 2 2 2

Observatic. *1dentitatea putea fi demonstratd §i pornind de la transformarea sumei
cosa - cosb + cosc + cos{a + & + ¢) in produs, asa cum se va proceda in exemplul
urmiltor.

2. S4 se transforme in produs suma
S =sin z -+ sin ¥ + sin z — sin (x + ¥ + 2)

§i sd se scrie identitatea conditionatd de = 4 y + z = m.
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dolujie. Se scrie succesiv

r+y+ 23 4y _

2

sin

S=2 sin«”%—y'cosz—;—g— 2 cos

= 2 sin mj.y[cos sr;"_*y—-m:xs; $+!;+2z]=

=4sinm+ysin$+’siny+°.
2 2 2

Scriind sub aceasti formi suma, se obtine iddentitatea copnditionat -
dacé z + y + z=m, atunci

sinz + sin y + sin z = 4cos§cos%cos ;z

Identitatea conditionata }Soate fi demonstrati prin proceﬂeul de la exem-
‘plul 1, fard a folosi suma .S.

8. Dacd a + b +c='—721 sia b, ¢ aé"—g-—i—kn, k €% atunci
tgatgb - tgbtge+tgctga=14.
Solufie. Dacd a -+ b'.—,é-’g-, rezultd ¢ # 0. Deci
tgatgh +tg btge4tgetga =tgatgh 4
t tbt[—ﬁ— _b]=t top LBt
+(tgat+tgh) tg|—a—b]=tgatgh + 2@ + o)
=tgatgb+1—tgatgh=1.
T < : . T - v '
Dacé a+b=3,'rezulta ¢=0. Din a=;—b, rezultd tgatgb 4+
+tgbtgc—|—tgctga=tgbtg[—z-—b]=tgbctgb=1.

. 4. Dacd a+b+c+d=2kn, k cZ si se arate ci sin‘a.—]—sinb—_l-;'

4+ sin ¢ 4 sind = (—1)#*1 4 sin"z;_b sina_;csin g
2

Solujte. DiI‘l d=2kr — (@ + b+ ¢), rezultd sind = — sin(a ++ b c).
Conform exemplului 2 avem ‘

sin @ + sihb—l—sinc—sin(a‘—.i—b-}-c)=4si.na'—_;1ésinmsiné+c.
2 2’
Deoarece > '; B o o o 2 14 , rezultd
‘o b - d . |
sin - jc =sln(kn—£——2|—'— = — cos kr sin a+,d = —(—1)* sin%d

gi egalitatea este demonstrata.
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Exerciti

1. Dacl = = y + 3, s se arate ci:

)tga:+ctgy+ctgz—-tg:cctg‘yctgzpentrucos:r#l) m.ny#ﬂ sinz % 0.

b) cos z+ cos y + cos z + 1= 4 cos?cos%cos-i.

2. Dacda + b +o-—-2k‘n: k =&, atunci:

a) sin ¢ + sin- b + sin ¢ = (—1)k & sin—sm—g-smE.
b) cos a + cos b 4 cos ¢ +1 = (—1)b & 005—2— cos%_cus;—L

8. Daci3cost}+ 4&sint+5=0, atunciBtgt+bctgt—7=U.
Indicatie: Daci z = cos ¢ §i ¥y = sin ¢, rezolvind sistemul 3z + 4y + 5 = 05i2® +

'+ y2=1,- se obifine cost = ——2— si sing= — -g- Cu aceste valori egalitatea a
doua este’ verificati.

4. Dacd 3 cost 4 & sint 4 5 = 0, si se arate ci sin 2t = :—%. Reciproca este

adevirata? g
Indicajie. Prima egalitate este aceeasi ca si in exercifiul precedent, deci cost =
= — %, sin t = --%. Deoarece egalitatea sin 2¢ = —2—;— este adeviratdi si pentru

cos = %.sin b= -g—. reciproca nu este adeviratd.
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§ 1. Relatii, fungctii

Fie doud multimi M, gi M, si o proprietate referitoare la perechile
ordonate (z, y), unde * € M, §i y & M,. Multimea tuturor perechilor ordo-
nate (z, ¥) ale produsulul cartezian M; X M, care fac adeviratd proprietatea -
datd se numeste relatie. _

Ezemple. 1. Daca '« € {—2, 1, 2,3}, y € {—1, 2, 5, 8, 12, 15} si proprie-
tatea datd este y = 3z — 1, avem relatia

B = {(1,2), (25), &8}
2. Dacd z € R, y € R si proprietatea datd este y = 3z — 1, avem relatia
R2= {(x,y)|y=35c-1, zc R,y ER}'
3. Daciz € B,y &[0, +o0) §i proprietatea datd este y = x2, avem relatia
By ={(zy) ly=2% z €R, y €0, +oo)}.

4. Dacd z € {—3,3, 4}, y € {—4, =3, 3, 4} s proprietatea datd este

2% 4 y® = 25, avem relatia : ‘
B4 — {(—31 _4)1 (—31 4)? (31 '_4)1 (31 4)7 (4s _3)1 (4, 3)}'

Relatiile /2, R,, R, din exemplele 1, 2, 3 sint relatii functionale sau functii,
deoarece orice element din prima multime este asociat cu un singur element din
multimea a doua. Relatia ‘R, din exemplul 4 nu este functie, deoarece un ele-
ment din prima multime, de exemplu 3, este asociat atit-cu —& eit gl cu 4.
Deci in timp ce orice functie este o relatie, nu orice relatie este functie.

Dacé intr-o relatie se schimba intre ele elementele componente ale fiecirei
perechi ordonate se obtine asa-numita relajie inversi a relatiel respectlve
Dacé R este o relatie, inversa ei se noteazd cu R Relatiile inverse ale rela-
tiilor din exemplele 1, 2, 3, 4 sint: Ry!' = {(2, 1), (5, 2), (8, 3)},

Rgg,{x, y)lz=3y—1, z ER, yGR}-

={{z, Y Ilz=9 y €R, z €[0, +oo)},
Ré T (_41 _3)1 (4: _3): (_4:3): (4:3)1 (_374): (314)}“
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Fig. VI.1 Fig. V1.2 Fig. VL3

Functiile fiind relatii, ele au relatie inversi. Dacd si aceasta este functie,
atunci ea este functia inversd a functiei date.

De mentionat este faptul cé, desi R, este functie, inversa ei R;' nu este
functie. Intr-adevir, de exemplu, numirul 9 este asoeigt prin R3' atit cu —3
cit si cu 3 si nu se respectd cerintele definitiei unei functii.

Relatiile ale cédror elemente sint perechi de numere se numesc relatii nume-
rice. In acest capitol ne vom ocupa riumai cu relatii numerice.

Locul geometric al punctelor din plan ale céror coordonate sint elementele
unei relatii se numeste graficul relatiei.

Graficele relatiilor R si R sint simetrice fatd de prima bisectoare (dreapta
de ecuatie y = x). Intr-adevér daci P(a, b) este punct al graficului lui R, atunci
P’'(b, a) este punct al graficului lui B si ecuatia dreptei perpendiculare pe
dreapta PP’ prin mijlocul segmentului (PP’) este y = .

Graficele relatilor R; si Ry' din exemplul 1 sint reprezentate-in figura
V1.1, cele ale relatiilor R, si R3! din exemplul 2 in figura VI.2 gi cele ale rela-
tiillor R; si R3' din exemplul 3 in figura VI.3.

§ 2. Inversarea functiilor trigonometrice -

Functia sin: B = [—1, 1], ¥ = sin 2 nu admite functie inversi. Intr-adevir
in relatia ;

sin? = {(x, ) |z =sin y, z €[—1, 1], y € R}

: " 1 ] — :
acelasi numdr, de exemplu o este asoclat cu o infinitate de numere dis-

tincte de forma g + 2kw, k & Z si de asemenea, cu % + 2km, ke Z si ose

contrazice definitia functiei. ;

Graficele functiei sin si cel al relatiel sin~ sint reprezentate in figura VI.4
(sint simetrice fatd de prima bisectoare). Din grafic rezultd c¢i unei valori
date lui # din intervalul [—1, 1] i se asociazd o infinitate de valori ale lui ¥
astfel ca z = sin . ;
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Fie'a € [—1, 1]. Multimea valo-

= il rilor lui y, astfel ca a = siny, se
E}: i p nui.;eazé cu sin™! ¢ sau se mai obis-
# nuieste 84 se noteze cu Arcsin a.

i Denumirea Arcsin provine de la

faptul c4 functiile trigonometrice sint
definite cu ajutorul funcfiei F de
acoperire universald a cercului,

/\t\;
-\
N
=3
\\4.
~

-2 91 care aplicd intervale ale dreptei
= reale B pe arce ale cercului " uni-
,,’ 2 tate C.
o : In mod analog, functia cos: R —
i = [—1, 1], y =cosz, nu admite

functie inversii. Vom folosi notatii
analoage cu cele de la functia sin.
Multimea valorilor lui y astfel ca
b = cos ¥ se noteazd cu cos™ b sau
i Arccos b.

Graficul functiei tg: R — of —» R, y=tg z si cel al relatiei tg™ = {(z, ¥) |
z=1tgy z €R, y € R — of} sint reprezentate in figura VL5, a si respectiv
VL5,b. Se observi cil relatia tg~! nu este functie. Dacd ¢ = tg y, atunci ¥ &
€ tg™! ¢ sau y € Arctg c. ‘

N
N
=

=

Flg. VI.&

D e S —

4

N

—e——m v Ty e e — -

=3
|

Fig. VL.5

tiile arcsin, arccos, arctg
Fie numerele reale date a, b,-c, (a, b €[—1, 1], ¢ € R). Multimile Arcsin q,
Arccos b, Arctg ¢ introduse in paragraful precedent au o infinitate de ele-
mente. Ne.propunem s distingem in fiecare din aceste multimi cite un ele-
ment, cu ajutorul caruia sd putem exprima toate celelalte elemente. Rezol-
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varea acestel probleme se poate lace 1olosind alte functll care sint restricill
potrivite ale functiilor sin, cos, tg si care sa fie inversabile. Aceste restrictii sint:

El:[;-%, —;5]-9[1, 1], ¥y = sin = sin z,
cos: [0, x] »[—1, 1], y = cos = = cos z,

t_g{-—g. %)—)R, y =tgxr = tg x.

Dacd numdérul real z parcurge intervalul [‘—gs g—] de la — % la g

numirul sin z parcurge intervalul [—1, 1], de Ja —1 la 1, trecind prin fiecare
punct al acestui interval o singurd datd. Deci functia sin este bijectiva si
admite inversa sin~!, care se noteazd cu arcsin i se scrie

arcsin: [—1, 1] — [.__L;, %],y — aresin z.

Tn mod analog se poate arita ci existi functiile inverse ale functiilor

cos si tg, care se noteazd cu arccos si arctg si se scriu astfel:
‘ - T T
arccos: [—1, 1] = [0, =], ¥y = arccos z si arctg: R — [ R E] v y—arelg

Graficele functiilor arcsin, arccos si arctg sint trasate cu linie continud res-
pectiv in figurile VI.6, VI.7, VI.8. Cu linie intreruptd sint trasate graficele func-

tiilor sin, cos si tg pentru a se vedea simetria fata de dreapta de ecuatie y = 2.

g
“ ] ~
. O H &
7 y=arcsin X E.S
: =2 e g
o 1 - : '
il il i o i
o l ,p ‘ \,.)_ o
y=sinx e~ 0 ; \
L ‘\,w_
7 Y=COS X
Fig. VL6 Fig. V1.7
1
]
x|
Ay
2| /
7
A T e
_2ﬂ Y
70 T
Sk r o L
7 LT
{12
]
I
! Fig. V1.8
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Aplicatic

1. Sa se calculeze:
a) arcsin_1, b) arcsin (—1(23], c) arccos_(:—- %], d)/arctg (—-%—3]
Solutie. a)' Din arcsin 1 = y, rezultd sin y =1, y € [—-g. %]

Deci y = g §i. aresin 1 =§.

b) Din 'arcsin [%3—) =, rez’ulti sin y = Zi si y € [ - : g]
. A8 PR ; [1/3 _ T,
Dar siny = -5+ Dedl y = i arcsin — =
¢) Din. arccos ( —%] =y, rezultd cos y = — % siy [0, n]. Dar (—1) cos =
. ;
=—i— si. —1 =cosw, 0=sinm Deci cosxcosy -+ sinmsiny = cos %,
ok ey = 0
cos (r — ¥) = ©cos i i . Asadary = = - sl arccos[ 2] :
d) Din arctg [-— %J =y, rezultd tgy = I/ siy e [ %}

w"i wl:a
col

fis

Dar — tgy = —!/3—?—, tg (—y) = —l/si y — Y = % Deci arctg (
=y ==
6 )
2. S& se calculeze: .
ek ; 5 il 7
a) cos (arcsln E]’ b) sin [arccos,i—n]., c) tg (a.rcsm o -+ arctg—].
V'3

—"relt o{ 1n1—0
= zultd cos|ares 5 CRNE o

[ICY N

Solufie. a) Deoarece arcsin -

. 5 : 2 3 g s ;

b) Din arccos ]% = z, rezultd cos ¥ = Tk c [D, nt]. Deoarece sin z > 0,
aJ

: — 12 S

sinz = /1 — cos? z = = Deci

: .5 i 12
8IN |arccos| — | =8N = —.
13 13

o 4 v e & . T o
¢) Dacd arcsin — = z, atunci sin z = — 8l e {—-5, E)' Deoarece
[

J

cosz > 0, cosx.= |/1 — sin%r = i Deci tgz = 302 _ 2 Ta fel, din
. ) 5 cos x 3
7 oy 7 - o)
arctg = — =y, rezultd tg y = —~. Asadar t (arcsm — arctg ~| =
E§=g =Y g8 == 5 g ol s B
' tg z . 1gy 3(32 + 7 119
= tgle +y) = —2° S B
1—tgzxtgy . 72 — 28 b4
3. Dacda €[—1,1],b €[—1, 1], ¢c € R, sd se arate cd: a) sin (arcsin @) =

= a, b) cos(arccos b) = b,
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¢) tg (arctyg ¢) = c¢. d) sin(arccos b) = [/ 1 — b2, 5
e) cos (arcsin a) = |/ 1 — a% ) tg(arccos a) = b—, a # 0.

. T
g) arcsin a + arccos @ = o

Solujie. a) Din arcsin ¢ = z, rezultd sin x = a, z = [ﬁ iz E]

Deci sin(arcsin a) = sin z = a.

Lgalitédfile b) si ¢) se demonstreazd in mod analog.

d) Din arccos b = x rezultd cosz = b, 2’ [0, =].
Deci sinx >0 sl sinz = /1 — costx = /1 — b Asadar sin(arccos b)=
=50 @ i egalitatea este demonstrata.

e) Se demonstreazd ca in cazul d.

f) Din arccos a = y, rezulti cos.y : a, ¥ €{0, w]. Deci siny > 0.

Dar a # 0, deci ¥y € [O, %JU(%,#] A@adap_
sin ¥ AT

to(e =toy = =
o(arccos «) Y= =

g) Egalitatea rezultd  din sin(aresin ¢) = sin (i— arccos a] =g
2

4. Si se arate cd, daci a cl—1, 1], b €[—1, 1], ¢ € R, atunci:

a) arcsin (—a) = —aresin a, b) arccos (—b) = = — arccos b, ¢) arctg (—e) =
= — arctg ¢, d) cos (4 arccos b) = 8b" — 8b% + 1.

Soluyie. a) Din arcsin(—a) = z, rezultd sin z = —a, —sin z = q, sin(—z)=
= @, —% = arcsina. Deci arcsin (—a) = x = —arcsin a.

b) Din arccos (—b) = z, rezulti cos x = —b, —cos x-=b, cos © cos z }

—[— sinmsin # = b, cos (x — x) ='b. Deci # — x = arccos & si arccos (—b) =
= %= mw'— arecos b.

¢) Se demonstreazd ca in cazul a).

d) Din arccos b = x, rezultd cos z = b. Deci’

cos(h-arccos b) = cos 4z = 8 cos' & — 8 cos? & 4 1 — 8ht — 8h2 4 1.
b. Dacd 7 & (—oo, 0) U (0, +co), sid se arate ca: '

1
arctg x? + arctg ==,
2

)

72
7

Solufre. Se observd ci tg (arctg 2?) =22 §i tg [% — arctg Lﬁ) =
T

1 1
= ctg (arctg —2~] e

il

x 1
(dtclg ) —

wz

— arctg — + km, k € Z, egalitate care se

= x2_

A 5

Inseamni cd arctg 22 =
mal scrie:

arctg »? 4 arctg ﬁlg =—+ kn, ke Z.
X

~ ,

X,
2
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Deoarece 22 > 0, arctg x* & (0, l,J si arctg % = [0, lJ . Deci arctg z2 4
t2 x 2
-+ arctg —12— € (0, ©). Asadar egalitatea poate avéa loc. numai pentru k = 0.
X
6. Dacd = > 1, sé se arate cd

2
2 arctg x -+ arcsin Tw— =

_ + a*
Solugie. Pentru z = 1, egalitatea este verificatd. Presupunem ci z > 1
§i fie y = 2 arctg 2, z = arcsin ——27-— Atunci tg ¥ -J 2iglascie ) Ra
14 a — tg?(arctg =) 1— %
sl tg(wr — z) = —tgz. Deoarece z > 1, z & [0, ?] §icosz > 0. Avem sinz =
Ao i . .
ﬁ—h—mcosz—lx Ll 8 S bh an tgz:—h gl tg(n—z) =
1+ z* z? + 1 xz? 41 x? —
2z

]—-x

—_2 _ Din tgy=tgn—z), rezulti y=n—z+ kn, k€ Z Sin-
gura posibilitate este k = 0, deoarece % < arctg x <'321_, iar z este situat in

intervalul _[0, %] Asadar egalitatea este demonstratd.

Enuntul se putea da si sub forma:! Si se arate cd

f:[1, +oo) = R, f(z) = 2 arctg x + arcsin e
. 1 + x?

este o functie constanta.
Rimine ca exercitiu sd se arate ca

g:(—oo0, —11 = R, g(x) = 2 arctg x + arcsin f
‘ 1 4 =z

este o functie constantd i si se determine acea constanta.

nu este con-

Functia h: (—1, 1) = R, h(z) = 2arctg z + arcsin 3 o

+ =z
stantd. Intr-adevir se pot gasi doud valori distincte ale ei. De exemplu, A(0) =

=0 g & (_I/SE'] = Zarctg V3 - aresin Kz_g = _231

1. 34 se afle numerele:

a) arccos .%, b) arcsin [— ?), ¢) sin(arctg |/3),

e ['arccosL;—a & ';" arcsin —,I/gﬁ]‘, e) sin (arcsin' —2— + afcsin —;—] )

f) sin [3 arcsin %]

2, Daci a = 2 arctg % si se calculeze sin z si cos z.,

iy}
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8. 5i se determine x astlel ca
1 T
arctg — 4 arctg x = —. ’
E 5 5 2
4, S5i se arate cé:’

l/ﬁ '[/E Ve — |72 :

arccos —— = arccos
+ 2 ‘ 4

E 24 . 336
b) arcsin l L arccos — = aresin
25 25 62

¢) Daci a si b sint numere reale, a 7!: 0, sii se arate ci

b* T
arcsin + al‘ctcr il iy
|/e:z1 ai g
. 1/330 V154 1/ 105
d) arcsin 39 - arccos i Tt =,
. 3)/10 . /10 A PATE , 5
€) arcsin [/ - -+ arcsin —I/— = arcsin [/ 2 -+ arcsin —l-/-ﬁv
10 10 5 5
I/ Bap— 3 =
£*) arctg et o arctg B arctgi, et 2 . (De ce?)
— 3z A 4 3

sin & + 2 cos x

- = tg(z + arctg 2), gz # A .
cos x — 2 sin z 9

b. Si se rezolve ecualiile:

g 3 b7
a) aresin — -+ arccos — = —,
1 28 b 2

b) arctg = + arctg 4- arctg -L/--

lul

—
3
1

c)’ cos(3 atccos x) = 003(2 arccos a:) +

§ 4. Ecuatii trigonometrice fundamentale
Fie fuiictia /' : E - R, y = f(2), unde E c R, iar f(z) depinde de z numai
prin intermediul functiilor sin, cos, tg, ctg. O egalitate de forma

flz) =0
se numeste ecualie irigonometricd.

Existd ecuatii trigonometrice verificate pentru orice valori date variabilei
(identitatile), ecuatii verilicate numai pentru anumite valorl date variahilei
gi ecuatil care nu sint verificate pentru nici o valoare datd variabilelor (de
exemplu sin 2 = 2). '

Valorile variabilei care verific ecuatia trigonometrici se numese soluti
ale ecuatiel. A rezolva ecuatia-inseamnd a-i afla solutiile.

Ecuatiile trigonometrice sint = a, cos t = b, g1 = ¢ se numesc ecuaiiy
trigonometrice fundamentale. Conform paragrafului 2, solutiile acestor ccualii
sint respectiv elementele multimilor Arcsin a, Arccos b, A.ILtO’ ¢l

Ecuatia sin t = a. Deoatece sin 1 €[—1, 1], Vo & R, ecyatia are solntu
dacd si numai dacd @ & [—1, 1]. Pentru fiecare valoare datd lui a, pe cercul *

1
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Fig. VL9 ‘ Fig. VI.10

unitate C exista cel mult doud puncte de ordonata a. Intr-adevar, din sin t = a,

rezultd cos t = -+ /T — a® Deci cele doud puncte sint M (}/1 — a2 a),
M(—1/T—a? a) si avind abscisele numere opuse si aceeasi ordonald,
sint simetrice faté de axa ordonatelor (figura VL.9 pentru 0 < a <1 si ligura
VL.10 pentru —1 < a < 0). Existd un singur punct cind ¢ = 1 sau a = —1.

Daci se cunose doud solutil ale ecuatiei, corespunzitoare celor doudl puncte
M, si M,, celelalte solutii se pot scrie cu ajutorul lor. Conform definitiei func-
tiel arcsin, o solutie a ecuatiei sin ¢ = a, este {; = aresin g, deoarece sin {; =
= sin(arcsin @) = a. Deci F(t;) = M(]/1 — a?, a). De asemenea, deoarcce
sin (m — ¢;) = sint; = a, Iz =m 1 = — arcsin a este o a doua solutie
si F(i,) = My(—]/1 — @ a). Tinind seama de periodicitatea functiei /%, solu-
tille ecuatiei sin¢=a, sint Arcsine = {aresing + 2kr | £ € Z}U {7 —
— aresmn a -+ 2kn | £ € Z}. .

In particular, ecuatia sin¢ =1 are solutiile

Al = {% 4 o%n ke z}.
ecuatia sin¢= —1 are solutiile

Aresin (—1)

I

{_54_ 2/’frc|kEZ}
r
gl ecuatia sint= 0 are solutiile
Arcsin 0 = {k= | k € Z}.
\
Exemple. 1. sinx = Z.‘Ecuagla are ca multime a solutillor Arcsin —[3—:
4

— sinst —["— = {arcsin ~2— + 2kn |k E Z} U {ﬂ: — arcsin i + 2kn |k E Z}.

¢ 3
o 1 . ] T e .
2. sinz = — — . Deoarece arcsin(— EJ S ecuatia are ca mulfime
a solutiilor.

sin! [— %J :{—%Jr e | kE z] U {7_:+ %Uere | & ez}.

-
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Obsercatie. Deoarcce _
Arcsin @ = {(—1)*k arcsin @ + 2kn | k = Z} U {(—1)%k+ arcsin a + (2k 4 )= | k = T}
~ prin efectuarea operatiei de reuniune, rezulta
(1) Arcsin @ = {(—1)* arcsina + k= | k € Z}.

De multe ori este comod ca multimea solutiilor ecuatiei sint =a, ¢ &
& [—1, 1] s se retina sub forma (1).

: 1 . i ;
Exemplu 3. sinx = — o Deoarece arcsin [ L %) = —aresin i, avem
" 3

= {(—1)’*41arosin§ +kn |k CS Z}.

Ecuagia cost = b. Deoarece cost €[—1, 1], Vi & R, ecuatia are solutii
dacé si numai dacd b &[—1, 1]. :

Dacd b este dat, din cos t = b, rezultd sin t = 4 ]/1 — b2 Inseamni ci
pe cercul unitate C' existd numai doud puncte M, (b, |/1 — 8%) si M, (b,
— |/1 — b?) de abscisd b. Aceste puncte sint simetrice fati de axa absciselor
(figura VI.11, pentru b > 0 si figura VI.12, pentru b < 0). Deoarece cos t —

= b §i cos (—1) = cos ¢ = b, numerele t; = arccos b §i t, = —¢t, '= —arccos b
apartin multimii Arccos b si F(t,) = M;, F(t,) = M,. Periodicitatea functiei
/7 ne dd posibilitatea si scriem ;
(2) Arccos b = {arccos b + 2kn |k & Z } U {—arccos b + 2kn | k € Z).

In particular, solupiile ecuatiilor cos ¢t =1, cost = —1 si cos t = 0 sint
regpectiv:
Arccos 1 = {2kn |k © Z}, Arccos(—1) = {n+ 2kn |k € Z} si

Arccos 0:'{5+k'rr IkEZ}.

i
\

. Dcoarece arccos

bo | =

L , rezultd
5

J.\‘Jl»—

Ezemple. 1. cos z =

2 E{l';--f-z.lm|keZ}U{-%—|—2}mikEZ}.

B(0,1)

AN
L

Fig. VL. 11 } Fig, vi.12
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3 ' 3 3
2, cos x = — —. Deoarece arccos [ _ Z) = 7 — arcos Z , rezultd
A

= {1: = ﬁrcgos % + 2kn |k e Z} U{_ T+ arccos—g + 2kx f"k (= Z}.

Ecuajia tg t = c. Deoarece tg 1 ia toate valorile reale cind t= [———E ; E),

9
ecuatia are solutii, oricare ar fi valorile reale ale lui ¢. Atunci cind ¢ este dat,
‘pe dreapta de ecuatie, = 1, existd un singur punct 7', care are coordo-
" natele (1, ¢). Dreapta O7 (figura VI.13 pentru ¢ > 0 si figura VL.14 pen-
tru ¢ < 0) intersecteazd cercul C in punctele M; si M, Dacd ¢; = arctg ¢,
atunci F(t;) = M, i F(x + t,) = M,. Decitgt; = esitg(n 4+ 4,) = ¢. Tinind
seama de periodicitatea functiei tg, solutiile ecuatiei tgt = ¢ sint
3) Arctg ¢ = {arctg ¢ + kn | & € Z}.
Exemple. 1. tg x = 5. Multimea solutiilor este
Arctg b = {arctgb + krn | k € Z}.

2, tgt = — ]/ 3. Deoarece arctg(— |/3)= —arctg /3 = — % rezuiba

t € Arctg (— /3) ={,—%+ ki | ke z}.
3 @
3. ctgz = —4. Din i —4, rezultd tg z = — 3 gi
, tg o 4

= tg—l( _-;_) = {% arctg% —I—' ke |k € Z}_-

4, c¢tg z = 0. In acest caz nu se poate apela la functia tg, der BT,

sin x

De aici cos z =0 si sinz # 0, sau

ze{§=+/m|k ez}.



Aplicatri. 1. Sa se rezolve ecuatiile

a) sin f(z) = sin g(x), b) cos f(z) = cos g(a), o) tg f(a) = tg g(z),
unde f §i g sint functii definite pe aceeagi multime A c R.

Solufie. a) Ecuatia se scrie succesiv: sin f(z) — sin g(z) = 0,

() + gle) , flz) — gla)
2

2 cos = 0. Ecuatia are solutii daci si numai daci

existd un numdr intreg % astfel ca
f(z) + g(z) = = + 2%kn sau f(z) — g(z) = 2kn.
b) Scriem ecuatia succesiv: cos f(x) — cos g(z) = 0,

fla) + gla), ;o 8lz) = fla) _ h
2 2

2 sin

Constatdm cd are solutii dacd si numai dacdl existdi numirul intreg / astlel ca
f(x) + g(x) = 2krm sau g(z) — f(z) = 2k
sin[f(z) — g(x)]

¢) Ecuatia se- scrie
cos f(z) cos g(z)

= 0. Are solutii dacd gi numai daci

existd numdirul intreg %k astfel ca
f(@) — g(x) = km, cos f(z) # 0, cos g(z) # 0.

2. 54 se determine mul{imea valorilor lui z astfel ca:

a) cos 4z = cos z, b) tg 3z = tg =z,
¢) sin bz = cos 2z, d) sin (22 + ) = sin (z 4 1).
Solugie. a) Conform aplicatiei 1. obfinem 4z, — 4 =z, + 2kr, k< Z.
Deci . z;, = ng— sau @y = —2—’;3. Solutiile ecuatiei sint elementele multimii
{ﬂ ke z} {?Emcz}
b) Se obtine 3z, =z, + krn, k € Z sau z, = k—n- REZ Dar cosz #

# 0 si cos 3z # 0. Asadar z € {kn | k € Z}. ,
¢) Din sin 5z = sin [—;5 — 23:], rezultd’ 5z, = (—1)* (12'. . th] + km,
k € Z. Solutiile ecPapiei sint elementele mulfimii
{ (_1)11%4- ke |kéz
5+ 2(— 1)k

d) Avem z} 42, =2, +1+2kn, k€Z sau o} + 2, =n— x, —
—1 +'2kr, k € Z. Rezolvind ecuatiile de gradul doi si punind conditiile
de existentd ale radicalilor, solutiile ecuatiei sint eJementele multimii

{/TF2%kn |k eENYU{— |/T+ 2kn | k € N}U

U{ 14+ V@k+ D |k eNJU{—1 — )/ @k F D)n | k € N}.

155



Exercitii ) . ‘ .

S84 se rezolve ecuatiile:

a) cos by ='— —1—, b) cos E] = o8 [7» — 2.1:],
9 G ; 2l
¢) sin 3z = cos @, d) b b= —1,
e) tg 2z g ($ e [1] = 1, {) sin(z?) = sin =,
'k
g) sinx = K_L).F:_i .
& |
o ; . ; . (4% + )=
Solutie. Calculind sin 5z, se obtine sinbz = 1, deci ap = *l--—. ke l.
0

; | . oM b e . o 7
Deoarege 0 < sin @ < —, se paslreazi din intervalul [0, 2=] numai soluliile oy = 0
9

: T L i e~ I z o
§i 24y = © = — =.— . Tinind seama de periodicitatea funciiei sin, solutiile ecualiei
10 10

sint elementele multimii

IS
AR Lot em Ul 4 oggn ke ZL.
10 10 :

§ 5. Ecuatii trigonometrice care se' rezolvd
. cu ajutorul unor ecuatii :din algebra

Citeva exemple sint suficiente pentru a ldmuri unele situatii mai impor-
tante care apar atunci cind se rezolvd asemenea ecualll.

1. 2sin?z + sin z + 3 = 0. Se noteazi sinz = y. Rezultd 2y* f-y e
4 3 = 0. Deoarece A = (—1)% — 24 = —23 < 0 5i deoarece sin x este numir
real, ecuatia nu are solutii.

2, cos?zt —Hcosx + 6 =0. Dacd cosz =y, rezultd r,'~ — by +6 =0,
Deoarece y, = 2, y, = 3 i deoarece cos & # 2, c0s £ # 3, ecualia nu are
solutn )

3. 2cos?t — 1l cost+5H=0. Daci cos t = z, rezultd 222 — 11 2 +- 5 =

1 ; :
= 0. Asadar x, = - Bt 5. Cum cos ¢ # b, rezulti cos t = = ecualfla

are solutil. Deci . :
‘ e{§+2kn|k gz}u{_g T Ok ;kgz}.

4. sin?t — 14 cos®t — 11 sint + 16 = 0. Ecuajia se mai scrie sin® ¢ —
— 141 — sin?2t) — 11 sint 4+ 16 =0, .15 sinZ2¢ — 11 gint 4 2= O Pumnd

sin t =z, rezultd 152% — 11z +.2 = 0. Deci =z, ﬁ% sau Ly = Din

:.n[ v

<

: Lo i 2 iy . Syl . v
sin ¢ = o 41D L= o1 rezultd c#t solutiile ecuatiei sint elementele multimi

{(—1)" arcsin % + kr | & é Z} U {(—i)h arcsin% +kr| k€ Z}.
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b. tg?t — 3tgt+ 2=0. Dacdl tgt= =, rezultd 22 — 3z + 2 = 0. Deci
xy =1 §i 2, =2. Rezolvind ecuatiile tgt =1 si tg¢= 2, rezulti
E{E+kn | k EZ}U larctg 2 + kn | k € Z}.

1
. Ecuatia se poate scrie sub forma tgx - - S %
o T v

6. tgz 4 ctg x =

w!.n

sau 2tg?x —5tgz 4 2=0. Se obtine tgx = % gi tgp=212. bolut,iile
ecuatiei sint elementele multimii ‘
{arctg%-}— ke |k € z}u {arctg 2 + kn | k € Z}

7. acos?z + tglx = a——;— a € (2, 4-o0). Fécind substitutia tgz =y
se obplne ecuatia 2y* — ay® + a — 2 = 0. Rezolvind ecuatia in 2 §i apoi reve-

nind la substitulia facutd, rezultdi tg?z = 1 sau tg?z = & _2' -

Deoarece

o %
-

2

a c[2, —|—oo), rezulti ci tgr=1, tgx=—1, tgz=Va' , g = —

—-V . Solutiile ecuatlel sint elementble multimii:
{E—{—kn]ke z}u{—i+kn|kez}u

U {arctg-vgm—z +hkn |k E Z} {

¥

Exercitii
- 8d se rezolve ecuatiile:

1. 3sin?z + 2cosxz — 1 =0
2.2cos*z — (2a + 1) cosa +a =10

Indicatie. Rezolvind ecuatia de gradul doi se obtine cos z = % sau cos z = a.. Solu-

tiile acestor doud ecuatii sint si solutii ale ecuaiei date (ecuatia cos # = a are solutii dac
sl numai daci ¢ = [—1, 1]).

3.'cl052.:r: + 2 sin ——;: 0. 4. sin® ¢ + tg® x =%. 5. sintz + costz = —;—
8. tgz + sin 2z — 2 — '

Indicapie. Se face substitufia tg # = y si se obtine

v —1) (y¥*—y+2)=0,
Rezulti

me{f+kn|kEZ}.
“.6ctgx + 6tg2z + 5=0,

1
sin z

8 sinz + 2cos?x + = 2, sin x 5% 0.
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Indieqiie. Se face substitufia sin x = ¢ si se obtine
(6~ 1) (24 £ ) =

Rezulta -8y I
: xe{%—i—ﬂmlkeZ}.

] 2
9. cos x + sin®x + T—_I—Lg_ — ¢
cos @

cuatii de forma a cos t 2 bsint+ c-= 0
Presupunem cd a # 0 i b # 0. In caz contrar ecuatia ar fi de tip funda-
mental. '
Pentru rezolvarea acestei ecua‘;,u existd mai multe metode. Prezentam
numai uvnele dintre ele.

d Constd in determinarea punctelor F(f) = M(cos ¢, sin 1) situate
pe dreapta de ecuafie ax + by 4+ ¢ = 0. Deoarece cos® -+ sin% = 1, punind
% = cos ¢, ¥ = sin #, determinarea numerelor cos ¢ gi sin ¢ se reduce la rezolva-
rea sistemului format din ecuatiile az + by + ¢ = 0 81 22 + y? = 1. Sistemul
este echivalent cu sistemul

(a® + b%) 2% + 2acx + ¢ — b2 =0,
d.f 4 ¢

e

Ecuatia de gradul doi in z are solutii reale dacd si numai daca (ac)? —
— (a? + b%) (¢ — b%) = 0 sau ‘
(4) a® 4+ b® > c%
,  Dacid a® 4 b2 > ¢ 'sistemul are doud solutii distincte (zy, ¥,) 81 (Za Ua),
iar dacd a? + b® = ¢? sistemul are o singura solutie (z,, ¥,). Solutiile ecuatiei
se determind tinind seama de pozitia punctului corespunzitor fiecérei solutu
pe cercul unitate C.

Eremple 1. cos 14+ 8sint—7=0. Inacest caza =1, =8, ¢ = —7,
a® + b? = 65 si ¢t = 49. Ecuatia are solutil deoarece a® -+ b% > 2. Rezolvind
sistemul format din ecuatiile x + 8y — 7 = 0 §i 2?2 4 y* = 1, unde z = cos ¢

! ; - o : : 5 ' 3 &
51 ¥y = sin , se obtin solutile [i, - si [— 5 2} Plnetul M=, —)
s i 5 5 13 13 5 5

Uy
|

: . . 9
este situat in cadranul I al axelor de coordonate, iar punctul M, [— %. 11—3]

in cadranul //. Din sin { =

en |

, rezultd ¢t & { aresin % + 2%k | k € Z}, iar

din sin ¢ = i—i, rezultd ¢ € {‘n: — arecsin i—‘f-{— 2kn | k& Z}. Solutiile ecua-
. o .
tiei date sint elementele mul{imii

{arcsin % + 2km | k€ Z} U {n — arcsin:_; + 2k |k € Z}.
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2. ]/ Beost—2sint—3=0 Avem a=)5 b= —2 C——3,
a?+ =9, =09 Deoarece a® + b* = ¢?, sistemul zl/ 5 —2y—3=0,
x* 4+ y* =1, unde  =cos{, y = sin¢ are singura solutie [%E, — %J

Punctul corespunzitor acestei solutii este situat in cadranul IV, deci
Al = {—arcsin % + 2w | k & Z}.

3. (m®* — n? cost 4 2mn sint — 1 — m? — n? = 0. Avem a = m?— n?,
b=2mn, ¢= —1—m?—n2 a®+ b2= (m?+ n?? %= (14 m®+ n??
Deoarece a® + b2 < c?, Vm € R, Vn € R, ecuatia nu are solutii.

Metoda II. T e o r e m &i. Oricare ar fi numerele
existi numirul real unic o &[0, 27)

= |/a® + b® sin(t + «).

Demonsiratie. Dacd S = acos t + b sin ¢, rezulti

sin 1.

) = g COB L ————
Ve + 05 [a® £ b Va +b

a

. b
Vet Ve
numéar real «, a &[0, 2n) deoarece suma pétratelor lor este egald cu 1.

Asadar

reprezintd sinusul respectiv cosinusul aceluiasi

Numerele

— sin « cos ¢ + cos a sin ¢ = sin(« + ?) si existenta lui o este

o i iy
Va® + b2 ,
demonstratd. Unicitatea lui «, & & [0,-2r) rezultd inloctind ¢ = 0 gi ¢ = % in
relatia acost -+ bsint = |/ a® + b%sin (t + «).

Ca aplicatie a acestei teoreme este metoda IT de rezolvare a ecuafiei
acost+ bsint 4+ c=0.
Exemplu. cosz o+ |/ 3sinz = |/ 2, Avem |/ a® + b2 = 2. Inseamni ci
V2 V2

1 V3 . s T T .
Ecosm—t-Tsmx——T sau sm—ﬁ—cosm—l—cos—gsmx——z—-

4
— (mh -+ %) 4 2kn = % , ke Z. Solutiile ecuatiei sint elementele multimii

Deci sin [x+ %] —sin =~ . Asadar =, + -;5 :%—l— 2]?.7:, keEeZ sau

{1_’;+ 2an|kez}u{j—’2‘+2kn|kez}.

Un exemplu pentra cazul cind ecuatia nu are solujii este urmitorul:
2sint+ 3cost+ 15 = 0. Conditia de existentd a solutiilor stabilitd la
metoda I aratd cd aceastd ecuatie nu are solutii. Fologind metoda II, ecuatia
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: A 15 2 ;
se scrie sub  forma sin(e 4 ) = — r/ﬁ, unde « = arccosﬁ. Deoarece

5 2 ; s : £
—i® gy aparfine intervalului [—1, 1] ecuatia nu are solutii.

I

Observatir. -1° De la caz la caz se utilizeazd prima sau a doua metodd in functie de
dilicultatea calculelor numerice.

2° Be poate utiliza o a treia metodd, facind substitutia tg% = y, dacdl ecuatia are

necunoscuta ». Prin aceastd metoda se pot pierde eventualele solutii de forma ap = (2h +
+ 1w, k= 7, dat fiind faptul ca tum,;la tg' nu este definita pe toatd multimea
numerelor I‘Ldlb

ooy
Exemplu. cosxz 4+ 2 sinx + 1 = 0. Daca tg = atuncl cos x ;1—_!_%
1
si sinz = T - (formulele (13) si (14) Cap.‘V). Ecuatia se scrie succesiv
: t
Ly e i +1=0, e S tgizr—i, ar rezulta cd mul-
14+ 15 g 2 2 2 :

timea solutiilor ecuatiel este { —2 aretg % + 2kn| k& Z}. Rezolvind  1insd
ecuatla, de exemplu prin prima metod 4, se obtin gi solutiile {x + 2k= | & € Z},
solutii, care prm substitutia facutd au fost pierdute deoarece tg~ este ne-
definity pentru %, =mn + 2kn, k € Z. In concluzie, inainte de a rezolva

ecuatia prin’ aceastd metodd se verificd daci Zy = w4 2kn, k€ Z smt sau
nu solutii ale ecuahel pentru a evita pierderea lor. :

3° In unele cazuri este indicat ca, dupa ce se giisese numeréle sin z si cos z
prin prima metodd, sa se aplice formula sin 2z = 2 sin z cos « pentru a scrie
- solutiile ecuatiei sub o formad mai potrivitd. De exemplu, daci avem ecuatia

(2 + VB)COsm—sinasf £ 24 3 ]/§)=0,
Ve + 1/ 2

utilizind prima metodd rezulti cos z = s e sm T =

[/2—{/6

Punctul M[ Ve 1" l/% ’ V2 z A ] este situat in cadranul TV. Deoarece

- . 1 5 ! =7 .
sin2r = 2sinxcos x = — 5 » S-ar parea cd solutiile ecuatiel sint elementele

multimii {(— Jrt1 1’; %‘]ke Z}. In realitate, deoarece cosz >0 si
sin <{ 0 si deoarece —é— < sin 2 <0, solutiile ecuatiei se obtin din so-

; T y 23
lutia particulard 2m — EEZ e T

Deci

e - 1
a ecuafleli sn2z = — = pentru k= 4.

{23" + % | kez}
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83 se rezolve ecualiile:

1.2 cost—sin g +2=0.2 (/7—21/2) cost —sint+1=0,

Bcos 2+ sin 4 2=0.

4. 5(4 + /Z1)cos t — 5 sin t + 8 + 321 = 0.

5. )/ Bcost—sint—2=0.86( 8cost—sint—| 8=0.

Aplicatii
1. Si se repreziite grafic functia
f:R =R, f(r)=sin2z.

Solugie. Functia este periodicit de pericadd principali . Intr-adevar din
gin 2 (x 4+ T) = sin 22, ¥z & R, punind 2z = y, se obtine sin (y + 27) =
=siny, Vy € R. Deci, dacd T este perioadd pentru f, 27T este perioadi
pentru sin. Functia sin avind perioada principald 2=, funcfia f are perioada
principald =.

Functia f are amplitudinea egald cu 1. Punctele de pe grafic care sint de

ordonata maxima 1 au abscisele %—{— kr, k € Z. Graficul lui f se obtine din

oraficul functiei sin printr-o contractie de-a lungul axei absciselor. In figura
V0115 este reprezentat acest grafic.

Observagie. Migcarea oscilatorie armonicd simpld este descrisd complet cu ajutorul unui
model matematic implicind migcarea circulard uniformdi. Pot fi considerate cu aproximatie
misciri acmonice simple urmitoarele: miscarea geamandurii {n apd In sus §i in jos, pistonul
unui motor cu combustie internd, particula de aer in timpul trecerii unei unde sonore simple
etc. Toate -aceslea si multe altele cer schifarea graficului unei functii de forma

- fiR—= R, f(z) = a cos(ez + 8), © 30,
unde ¢ este amplitudinea, o se numeste pulsatie, iar b se numeste fazi inijiala. Pericada

ST : - 2rn
principali a acestei funciii este a’#é-.
w

2. Si se arate cid funciia
g:R-R, gl)=smb6x | cosibzx

este periodicd §i are perioada principald %ﬂ
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OOtUfC. K16 1 0 pericada. Avungi
sin 6(z 4- T) + ocos 15(x 4 T) = sin 62 + cos 152, Yz  R.
in particular, pentru z = 0 si respectiv pentru v = % se obfine
gin 6 T 4cos 156 T =1 gin 6 7' =0
sin6T—cos15T=—1¢{cos 15 T = 1.
Dinsin6 7 = O, rezultd 7 = —=, ¥’ € Z, iar din cos 15 7 = 1, rezult}

28"

T = o k" € 2. Prin egalare se obtine k' = -g: Deoarece k' & Z,

reulté k* =5k, k €Z. Asadar T =2, | € Z. Rezultd ci orice pe-

rioadd a functiei g este un numir de forma /% 17,
3
S& arétdim ol toate numerele de aceastd formé sint perioade:
g(:c-l— E’;—R-]:. sinﬁ[x -+ _Ek_rr)_!_ CO8 15(3, o s 2k ]

= sin (62 - 6kn) 4 cos (152 + 10/:1:) ==
= gin 6z + cos 15x = g(z).

Perioada principald este —35

3. Si se reprezinte grafic functia 2: R — R, h(z) = cos = -+ sin 2.

Solujte. Pentru a localiza punctul (z, cos = - sin z) se adund ordonatele
punctelor (z, cos ) gi (z, sin ) pentru fiecare valoare alui z. In figura VI.16
se poate observa cum se obfin punctele graficului functiei % din graficele
functiilor sin §i cos, iar in figura VI.17 este trasat graficul functiei f pentru
x €10, 2x}. Perioada principald a acestei functii fiind 2r, pentru a obtine cit
dorim din graficul ei se reproduce in lungul axei absciselor graficul din figura

VI.47.  Aceeagi figurd ne indicd faptul ci maxh = h[ ] 12, iar
min A= nh [i-:] = — |/2. Intr-adevar, din k(z) = sin z -+ sin [—2— — ac] =
= 2 sin Z cos (a: — —ﬂ [/2 cos (.'E — —E-] , rezultd cd amplitudines acestei

Vz—(—V2 (—1/2) ,

/]

functii este |/ 2, adicd

!
f y=sinx+cosx -

e

.4,0
| fdr\i T
: ’
N4 {4

Fig. VI.16 - Fig. VI.17
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Observafie. Balansarea pendulei, oscilatiile dintr-un ecircuit electric, vibratiile
corzilor viorii sau ale altor instrumente muzicale generatoare de unde sonore, miscdrile
electronilor in atomi i multe alte fenomene fizice gi biologice pot fi descrise, cel pufin in
parte, prin functii de forma

H, :R - R, Hz) =ay,+ a; cos  + b, sin z,

H,: R = R, Hyx) = Hy(x) + ay cos 2z + b, sin 2,

Hy: R - R, Hy(z) = H,(z) + a3 cos 3z -+ by sin 3z
si celelalte, functii ale céror grafice se pot schifa ca in cazul functiei A.

4. S& se reprezinte grafic functia

f:R =R, f(r) =]/3 sin 4z — 8sin®z cos® z.

Solujie. Deoarece 8 sin’z cos?z = 2(1 — cos 2z) (1 + cos 2z) = 2(1 —
— ¢0s? 27) = 2 — 2 cos? 22 = 2 — (1 + cos 4z) = 1 — cos 4z, f(x) se scrie
sub forma f(z) = cos 4z -+ }/3 sin 4z — 1.

Deci f(z) = 2( 5 cos 4z + L sin lmc] -l

T

= 2 cos(gcos by + sin% sinéx} — 1 =2008(4§C——q—] — 1.

Amplitudinea functiei este
max f — min f_____'l--(—3)=2
2 2
Functia este periodicd. Intr-adevir, dacd T este o perioadd, din

2 cos[f:(m + 1) —-%]—-— 1=2 cos(éw—%], vz &R g din.éa:_%= Yy

rezultid

cos (y + 4T)=cos y, Vy € R.
Perioada principald a functiei cos fiind 2w, rezultd céd perioada principald a
functiei [ este‘—:.

Se figureazd mai intii punctele ale cdror coordonate sint trecute in tabelul:

7 n w m br ®w

x e e,
122 6 & 3 12 2
0

el 00 e =deng o4
Graficul functiei pentru gz & [O, 7:] este trasat in figura VI.18.

Exercitii
9. 53 se determine perioada principald a funciiiler; ]
a) f1:R—=> R, fi(zx) = sin bz, 1 g Vi
b) fziR"’R:fz(x)=°°5I—:‘l ; 0 ' -
¢) f»: R =R, fylz) =sin 85z + cos &2z. “It
8. S4 se arate cd functia ot

g:R— R, g(x) = sin Lz -+ cos)/ 2z nu este periodich.
9. 84 se reprezinte grafic funciia , 3

A:R->RB, h(z) =4 sin = cos z— &)/ Bcos’c + 2}/ 3 — 3. Fig. VI.18
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1. Fie 4 si B douil punctle distincte, M un punct situat pe dreapta 4B si numirul
real ¢ > %.45'. 84 se arate c¢i existd un singur pungt M & AR astfel ca AM =n

o

§5i AM > BM. Si se studieze si cazul 0 < g < —E— AB.

2. Bi se arate el punctele A, B, C sint coliniare daecd si numai daci
(b +e—alfet+a—Dbfat+b—c) =0,
unde s-a notat @ = BC, b= CA, ¢ = A4 B.
3. Daci 4, B, C, D sinl patru puncte coliniare i F, G, H, Isint respectiv mijloacele
segmentelor (AB), (HC), (CD), (DA), alunci segmentele (FH) §i (/G) au acelagi mijloc.
4. Be considerd o dreaptii d §i un punct 4 nesituat pe dreaptad. Din A se duce AR i
Ld(B =d) 5i oblicile (4AM) si (AN) astfel ca M sd fie mijlocul segmentului {BA)

P e

(B, M, N, = d). 34 se arate ci BAM > MAN.

6*. Fie ABC un triunghi dreptunghic iv 4. Dacd D esle piciorul inadltimii duse din
virful 4, si ee arate cii punctul D este intre punctele B i C.

6*. Fie AM o mediand in triunghiul ABC. Daca (AB).< (AC), si se arale c4
TN P .
BAM > MAC. ;

7%, B4 se arate ¢l punctul de intersectis al diagonalelor unui patrulater convex este
acel punct din plan ale carui distante la cele patru virfari ale patrulaterului au suma
minimi. Rimine valabild aceastd proprietate pentru un patrnlater.concav? .

8%, Fio A BC un trinnghi, iar O un punct din planul triunghiului. Daca punctele Bgi C
sint de o parle i de alta a dreptei AO, iar punctele C gi A de o parte si de alta a
dreptei OF, atunci 4 5i B sint de o parte gi de alta a dreptei OC.

9. Fie O un punct in interiorul triunghiului ABC. Dreptele BO si CO inlersecteazd

o
AC 51 AB in 0 respectiv E, Stiind ¢l unghiul BAC este obtuz, 53 se arate ci

BD 4+ CE > BE 4+ ED 4 DC.

10. Fie (AD) cea mai mare, iar (BC) cea mai micd laturd a patrulaterului cenvex
ABCD. 34 se arate cii:

N P P Pt
ABC > ADC s BeD > FAD, .
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1. He a4 un wwmngm vAa o, il pullcy © po otilllaitdpgla G Usa UL (W ef UL puiith
D = {0B). 84 se demonstreze cit semidreapta (CD si segmentul (4B) au un punct co-
un.

P P
12. Fie AOB si A’0’ B’ unghiuri opuse la virf (0 e (447)), C  Int: sz"(‘)"}:", D < (04
si PeCD,

-84 sé arate:

N
P e Int AOB <« D e (CP).

13%, S4 se arate cd douil diagonale oarecare ale unui pentagon convex, considerate ca
segmente nchise, au un punct comun.

14. S& se arate ci doud triunghiuri dreptunghice care an respectiv fnil{imile si media-
nele corespunziitoare unghiurilor drepte congruente, sint congruente. :

15. Be considerit trapezul ABCD ({ARB) baza mare, (CD) baza micd) si se noteaxi
cu O intersectia diagonalelor, iar cu E, F punctele in care paralela prin O la baze inter-
secteazi respectiv pe AD si BC. Pe bazele trapezului se construiesc in exterior pitratele
AA’B'B st CC'D’D. Si se demonstreze ca:

a) dreptele A’B’ si B'D’ contin punciul O,

b) dreptele A’LY si B'C’ contin respectiv punctele E si F.

16. Prin virful C al triunghiului ABC, se construieste. o dreapld 4, care nu mai are
alte puncte comune cu triunghiul 5i se noleazii eu A, B,, G, proieciiile pe dreapta dy, ros-
pectiv ale punctelor 4, B, G unde G este centrul de greutate al triunghiului 4 BC. 54 se
arate cii:

i) A4, + BB, = 3 GG,,

ii) dach d, est(, o dreapti ce nu are nici un punct comun cn lrinnghinl 4 RBC jar 4,
B,, Ca, G, sint proieciiile pe d, respectiv ale punctelor 4, B, C, G atunci:

AA; + BB, -+ CC, = 3GG,.

17. Un trapez dreptunghic in care distanja dintre baze este medie proporjionali
tntre lungimile bazelor este ortodiagonal (diagonalele sint perpendiculare).

. 18%, Tntr-un triunghi isoscel ABC ((4B) = (4AC)), AB > BC se construieste iniil{imea
AD, D  8C si bisectoarca BE, E = (AC). Dreptele AR i DE se ‘intersecteazil in F,
84 se arate cil

DF ~ AB + BC

19*. Pe laturile iriunghiutui 4 BC se construiese, cu virfurile in exterior, lriunghiu-

rile ADB, BEC si CFA astfel incit

AD _ BE _ CF r S gy P

BD e FAT fe 5i m{ADE) = m{BEC) = m(CFA) =of
Sa se demonsireze ci:

i) mijloacéle M, ¥, P, O ale segmentelor (AC), (DC), (BC) si (EF) sint virfurile
unui paralelogram.

i) in mcest paralelogram doud unghiori au masura « i raportul lungimilor a doui
latur este k.

DE 4B — BC_

Indicapie. 8§ si T fiind mijloacele segmentelor (CE), (CF), se va aviita ¢d triunghiurie
SPO i TOM sint asemenca cu CHA.

20*, Be dau punctele 4 si B. 54 se construiascd un plitrat pe ale cirui laturi sa se

-afle puncieie A, B si suma distantelor de la punctul 4 la virfurile patratului sa fie minima.

- 21. Fie M un punct in interiorul sau exteriorul unui cerc. Notidm cu {4 B) diametrul
ee trece prin M(M < (0A)). 34 se demonstreze el pentru orice punci N al cercului,
distinct de A si de B avem: M4 < MN < MB.

N
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S St SEVYEY Srlinps At B e S B IH I Uil L GRAEE AL L L BA A O A RE S CONLRIC De A
mai taie cercurile respectiv in B i B’. 31 se demonstreze ci dreptele 0.8 gi O'B’ sint paralele.

23. Fie @ si @’ doudl cercuri tangente in A, k tangenta comuni la @ si €' care confina
pe A; M fiind un punct al lui k, diferit de A, cercul de centru A si razii MA taie pe @
in 4 si B, iar pe € in A §i B’ Si se demonstreze ci dreptele MPB si M B’ sint respectiv
tangente la @ si @,

24. fntr-un cerc se inscrie triunghiul isoscel ABC cu (4AB) = (AC). Doud drepte ce
trec prin A4 intersecteazd latura (BC) in M gi N si cercul in M’ si N'. S se arate cii
patrulaterul MM'N'N este inscriptibil,

25. Se dd cercul cu centrul in O si diametrul {4 B) care se prelungeste cu (BC) =
= (0OA)(AC = 304). Perpendiculara in mijlocul hui (AC) taie cercul in 9 si 2. Si se
arate cii CD este tangentd la cerc.

26. Fie A un punct fix, iar P ui punct variabil al unui cerc. 84 se afle locul geome-

tric al punctului M de intersecfie a bisectoarei unghiului I{O} cu cercul circumsceris Lriun-
ghiului POA.

27*,. Trei cercuri congruente care au un punct comun #, se mai inlersecteazi doud
cite doud in punctele 4, B si C. Si se demonstreze cit cercul circumscris Lriunghiului
ABC este congruent cu cercurile date (,,problema picsei de 5 lei a lui Gh. Tifeica®),

28. Virfurile B si C ale triunghiului ABC sint fixe si m(l{cl\d) este conslanti. S ss
afle locul geometric al proiectiei M al ortocentrului triunghiului 4ABC pe mediana (AD.
29. In patrulaterul inscriptibil ABCD are loc relatia AB - DC + AD+ BC = AC + BD.
(Teorema lui Ptolemen).
80. Se dau cercurile C(0y, r,) si C(0,, r,): Fie CD o tangentd comuni exterioary, C
D fiind punctele de tangen{ii. Si se demonstreze ci cercul de diametru CD inlersecleazi
dreapta 0,0, daci si numai daca cercurile @(0,, rq) §i @(0,, r,) sint exlerioare,

31. Se dau punctele A(1 — a, 1 4 a), B(5 —a, 1 -} 5a), C(t — 5a, 5 4 a), D(5 —
— Sa, 5 + 5a). 84 se arate cd segmentele (AD) si (BC) sint congruente si si se explice
geometric acest rezultat.

82, 84 se scrie ecuatiile inaltimilor trianghiuiui determinat de dreptele y = 22, y =
=10z, y =az + b,a # 2, a # 10, b # 0, Si se verilice ci mediatoarele acestui triunghi
sint concurente.

V2 J

2

3
2

83. Sa se determine numerele reale ¢ < (0, 67), astfel caF(t)y =M [

84. Si se determine numerele reale ¢ astiel ca:

=i

a) F(1) = M [} '/T?]' b) F(p) = M(— 13 _”_;_]

o

rof —

c)F!t.)=M[—‘ o=t d) F(1) = m(_: — 1)

o 2

13

35 Sa se reprezinte grafic functiile:

a) f:R—>R, fla) = & sin z,

b) R:R> R, hix) =sin @ — |sin z|,

c)i:R— R, i(z) = 2 cosz — |cos x|,

iR fmlneZl> B jlo) =507
_ sin a,

e) I : >R, kiz) = sin = + 2 cos z,

f) 1:R— R, l{z) = max (sin z, cos x).

166




L 3 3 . mmnmv o
88, Daca g2 — 2, si se calculeze: sin 2z, cos &z, s?n Ty L0888
d £ , sint z 4 cos! =
a7. Sa se verifice identitdile:
-_— *
a) cosa + [/ 3sina= 2(:05[«5 = GJ,

b) zguLgb+(tga+tgb)ctg{a+b)=l,

3 coB 4a
c) 1g? a ctgzazﬂ—.iﬂ—-d.
1 — cos 4a
a a
msf; - co8 —;
§in 2a co8 a 2 a
d) - - . = tg—_.'
14 cos 2a 1 coB a 8

a a
14 co8— 14 co8—
+oos 1+ cos

#8. 53 se transforme in produs:

a). cosla + b + ¢) + cos{a 4 b — ¢ + cosla + ¢ — b) 4 coslb + ¢ — a),
b} 1 4 cos @ + cos 2a,.¢) 1 + cos @ +'sin a, d) 1 — sin a — cos 2a.

39. Si se calculeze:
aj sin? = -+ sin® Bf -+ sin? »5—1: -+ sin?® _?_15’
8 8 8 8

1w

h) sin? = -+ sin? E, + si n“ Tk zam2 + :smz + gin? - =
i2 12 12 12

¢) cos® = + cost L -+ cost i - cos* E;
8 8 8 8

Q) 1+ 1g° =.

40. Sa se rezolve ecuaiile:

a) sin 2z = cos®z, ' b) cosz — ginz = |/ 2 cos 2z,
i — 1
c) tg—cntgf—f d)cos[a:—l—f- cos(:c__’i-_a_l._
2 tgx 4+ 1 6 6 2
e)%ctg-}—coqm——3sin z—=—1=0.

41, Sa se discute si s se rezolve ecuatiile:

a) cos 2x + (2m —1) sin 2 +m—1=0,

b) m ces z — (m + ljsin x —m = 0,

¢) 3m sin 2z 4 (m — l)cos 2z — 1 = 0.

42. Dupi ce se aducla lorma @ cos 2z + bsin 22 4 ¢ = O slise rezolve si st se discute,
atunci cind este cazul, ecuatiile:

a)costx+2sinzcosx+1=0,

b) 21/ 3 sin® & + 8 sin z cos z — 2}/8 cos? z —5=10,

¢) cos® £ + 4 sin zcos x — 28Nz —2=0,

d) cos? z -- 2 sin ¢ cos x — sin® z = m,

e) 4 cos? x — 21/ 3 sin z cos x + 2 sin? 2 = m.
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Indicafie. Deoarece 2 sin® z = { — cos %z, 2 cos? =z — 1 + cos 2z, 2 sin x cos o ==
= sin 2z, ecuajia se scrie sub forma cos 2z — }/3 sin 27 = m — 3. Deci cos % —
- g -;E gin 2z = m — 3. Se obline cos (2:; S %] P Ll . Ecuatia are solutii dact
§i numai dacid 1 < m < 5.

48. 54 se rezolve ecualiile:

a) & sin 1 cos £ — 2(sin ¢ + cos 1)+§=0.

: . L 2 . 2 —1
Solutie. Dach sin ¢+ cos £ = 7, alunci sin ¢t cod =— -x—;—-g—- . Deci 4—2-——“'

—2x+1=0.' Ecnafia 2z% — 22 — 1 = 0 are solutitle #, = _i”,_"____ s rp—=
= L:,;[—/—é—: Revenind Ia substitufie, din sin ¢ 4- cos t = —l——'-;}—/jﬂ . rezuitd sin ¢t =

1 3 Lt k7
9 CO8 = L/,,— . De asemenea, din sin ¢ 4 cof (=

ad

! e g e
Slﬂ't=—--—§‘-, s34l Ccos _!u ‘“—'T, s f——-‘z-

san sin =

b-l-n

3
==T,cos£—-

Lt —3 '

e B S T P — —
3 , rezulta cos 2 5

Solufiile ecuatiei sint elementele multimii

{( l)h%J—imi!er}U{-;i+2k:%!kEZ}U{—-E-+2kx[k€~Z}.

o
b) 25 sin ¢ cos t — 35 (sin ¢ 4 cos &) + 37 = 0,
) Ve ‘
c} sin? ¢t 4 coss { = ! " I'
\
Indicafie. Din sin® t 4 cos® t =1, rezultd (sin z 1 cos )% — 2 sin ¢ cos £ — 4 sau
2 sin ¢ cos ¢ = (sin7 + cos1)® —~ 1. Je face substitufia sint | cos r= a si se obfine 2% —

—8z+ )2 =0sau (&~ 2)(z*+ )2z — 1) = &

e
d} sin® + 4 cos® ¢ - sin ¢ cos ¢ = ,1‘;

Indicatie. licuatia se scrie sub forma
L : ; 5 Ny :
{sin ¢ + cos ){1 — sin * cos ) + sin ¢ cost = o= Diacdl sin 7 - cos *= = se objine
6

K f —/E
(22 — 1) (B2® — 4z — 26) = 0, cu solutiile z, = %, &y L-[f{rsi, Ty = 2o

Deoarcce sin ¢4 cos ¢ =}/ 2 sin (r + %J, rezultd r = [ /2, 41/ 2], Singura so-
lujie situatd in acest interval este x,. Solutiile eeualiei rezulld deci din rezolvarea

ecuatiei gin-t 4 cos t = %-

» 9

A

44, SadaupﬂmteleM(“Vg_"" 3“‘""4/3] si —'[f#—ﬂl/il tl—l/3“rt)

Si se determine misurile unghiurilor triunghiului OMN, unde O este originea axelor de -

coordonate.
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46. Sa se afle misurile unghiurilor triunghiului determinat de drepiele de ecualiis
2x —y 4+ 3=040, S5z +y—2=0, T 1B
46. Fie P punctul de intersectie al dreptelor d’ si d” de er-u_at,ii x4 by — 5 =0 si
92 + 5y — 7= 0. Dach M e d’ §i N e d” sint doud puncte de abscise mai mari deoit
-abscisa lui P, sd se calculeze numirul ¢ = ;.L(Im).

Indicaie. Punciul P are coordonatele (1, 1),"Numérul t nu depinde de pozi{ia punctelor
M si N respectiv pe cele douit drepte. Luind ca puncte M si N punctele de intersectie ale

celor doud drepte cu axa ahsciselor, din trinnghiul MNP se obtine ¢ = arctg ‘—;5



Indicatii si raspunsuri

Capitolul |

§ 2
2. Dacii am avea AB = BC, arrezullaca A, B, C e AB in contradiclie cu ipoleza;
fn mod analog nici AB = AC, nici AC = BC nu este posibil.
4. 8; daci A e DE, sase drepte sint distincte.
b, Nu, Se {ine seamnd de exerc, &,

§ 8.
1. Nu, cici AB =4 # |ag~—a,|=3.
2. AB = 5, AC = 12, BC = 7.
#. a) g = ~2, b) 2; = 5.
4 oy =2, zy = 3
boay =2, ay = 6.

§ 4.
.9. Alegem un sistem de coordonate pe A B astfel ca z, < zg. Atnnei Ty <ro<xp
gi 2y < 2y < 2, din care reznltd z) < zp < zp < x5,
10. Fie D un punct ogreeare pe (AC). Atunci din exerc. 9 rézultd ci D = (AR),
13. Fie (AB) un segment, x, = 0, zp = b > 0. Punctele cu abscisele 2 . —fi, s
2 3
, ... aparlin segmenlului (ARB).

§ 5.
3. d separa B, A §i nu separd A, C, deci.separi B, C. Pe de alti parte _separd
C, D, asadar conlorm teoremei 1 nu separd B, D.
4. Nu.
5. Fie M = (AB) si sA presupunem cd M & S. Atunci existd N = [AM]Nd: dar
N = (AB)(§ 4, exerc. 9), ceea ce esle in contradictie cu 4, B e S, Asadar (AB)c S
si[AB]c S.
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B. Deosebim cazurile: a) d este inclusi in semiplanul § sau in cel opus §’; atunci
intersectia este d sau @; b) d are un punct in .§ gi un punct in §’; atunci d intersec-
teazd frontiera lui § §i se aplicd exerc. 7.

10. Se deduce ¢ii € si €’ sint de o parte si de alta a dreptei BB', deci (CC’) N (BB') =
= {Q}. Se va ardta cd Q = (BL).

§ G. .
8. Fie & un semiplan deschis limitat de dreapta d. P, Q € § implicd (PQ)c§
(§ 5, exerc. 5), deci § este o mullime convexd. Penlru a arita ci § = SUd este o mul-
{ime convexi se considerd eazurile: 1° P, Q) « d, atunci evident (PO)cdc §; 2° Dach
P, Q =S, precum am vizut, (PQ) cScs; 3° Ped, Q =8, atunci conform exerci-
finlui 6, § 5 (PQ)c S c§.

a) Fie b = AB, ¢ = AC; avem (BC)c (bC si (BC)c(cB (§ 5, exerc. 6), deci
)
(BC) c (bC N (eB8 = Int BAC. b) Se aplica exerc. 7, § 5.

11. Conform exercifinlui 10 avem AP N[BC]= {4’} §i P =( AA4’). Se aplici coro-
larul teoremei 1, § 5 triunghiurilor ABA" 5i AAC.

Py
12, Dreapta BB’ taie segmentul (AC) intr-un punct P §i P = Int AOC (vezi exerc,
La). Cum O & AC, avem P e (OB sau P (OB’ 5i se aplicd exerc. 4b).

13, Iie A"B” astiel ca 0 = (A4),0 = (BR'). C.azur'lle Q = Int A’OB 0 = Int AOB’

0 = (04’, Q = (0B se rerolvi ugor. Fie Q = Int A’OB' Atunci existd {R} = 44’.N
N (PQ) si (R} = BL' 0 (PQ). Daed am avea R = (04’ §i R, = (0B, atunci intreaga

N
multime Int AOB s-ar pgisi de aceeagi parte a dreptei RR,, ceea ce esle imposibil
deoarece P e RR;.

N
14. Deoarcce patrnlaterul este convex, € € Int BAD. Din teorema transversalei
yezulti ei exista {0} e (AC N (BD). Folosind acelagi rajionament cu alt virf se deduce
ci O e (40).

15. Fie {0} = [AC]N[BD]. Cum (OC)NAB = @ si (OD):N AB = @, punctele C
si ) sint de aceeasi parte a dreptei A, La fel se aratd proprietatea analoagd pentru drep-
tele BC, CD si DA.

16. Fie I interseclia consideratd. Este clar cd Int P € I; iar din convexitatea poligo-
nului rezultd ci P < 7, asadar Int P U P c I. Pentru a demonstra incluziunea contrard se
ia un punct M < 7. Dacd M nu aparfine suporbului unei laturi evident M < Int P, Dac#

A
M & PypPuyy, unde [PpPpryq] este o laturd a lui P, atunci M si Ppyy sint de aceeagi

?
parte a dreplel Py Py sau M = Py, deci M & [PpPpyy §i analog M = [Pri1Pr, deci
M e[Pplrn]c P.

17. Se foloseste exerc. 17 gi Teorema 1.

18. Avem Py, & (dP;si P, & (dP,. Fie k cel mai mic indice pentru care Py & (dP;.
Atunci k > 2 si [PryPr]l N d # B.
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19. Presupunind ci d are fn comun cu poligonul dat punctele distincte A, B, C, unul
dintre aceste puncte este situat intre cetelalte doud, de exemplu B =+(AC). Punctul B
se afld pe o laturd [Py Ppy,] a poligonului si din ipoteza rezulta ca [PrPru] & d. Asadar
40 [PpPpy,] = {B} §i (AC) N PpPpy, = {B}, deci 4 si C sint de o parte si de alla
-a lui PpPp,,, ceea ce nu-e posibil 1a un poligon convex.

20. Notind d = P,P,, avem [P,P,] N d = @, ciici altfel 4 ar avea trei puncie comune
cu poligonul, in contradiciie cu exerc. 20. Rezulti ci P, {dPy si la fel P, = (dP, =
= (dP, ete. Asadar punctele P,, Py, Py, se glisese de aceeasi parte a hui Py Py,

§ 7.
1. Nu.

\

2. a), b).

b. m(AOB’) = 180° — m(A0RB), m(B'OC) =, 180° — m(BOC), deci din m(AORB’) +
-+ m(BOC) < 180° se obtine:

360° — m(4AOB) — m(BOC) < 180° si m(AOR) + m{BOC) = 180°
: : N
in contradictie cu ipoteza. Rezultd cfi (OB < Int AGC.

§ 8.

3. Fie (4B) > (CD), adici AR > CD. Existd un punct unic M < [AB astfel ca
AM = CD. Dacd am avea B = [AM], ar rezulln CD = AM = AR + BM > AB in
contradictie cu ipoteza. Deci M = (AB). Reciproca rezultd usor.

12. Se construieste semidreapta (OM in semiplanul limitat de OA4 si confinind B in

-asa fel incit 4OM = COD si se foloseste teorema semidreptei interioare unui unghi.

AN AN

N 1 N P Pt P
14. m(DOC) = —i—m(AOU) = o m{COB)=m(COE) si th(DOC) + m(COE)=2m{DOC) =

rol -

T
= m(40C) < 180°; tinind seama i de faptul cd D si E sint de o parte ,.g;i de alta a
5 N P
lui OC, din exerc. 5 § 7 rezultd cii (OC c Int DOE, ceea ce impreuni cu miDOC) —
= m(COE) demonsireazd cd (OC este bisectdarca unghiului DOE.

15. Fie nnghiurile opuse la virf AOB si A°0B" (0  (AA")),[0C bisectoarea unghiului
AORB 5i[0OD semjdreapta opusi cu[OC. Se deduce ugor ci (0D < Int /OB A'0D = A0C =
= COB = DOR’, deci (0D este bisecloarea lui A’0OB’. Deoarece prin ipotezii [OD 51 [OC
sint opuse, proprietatea este demonstratd.

18, Dacd m(AOE) = 90°, rezultatul este imediat. Tratim cazul in care BelInt A0A’
gi B, A’, B’ se gisesc de aceeagi parte a lui OR; celelalte cazuri revin ugoer
la acesta. Avem B e Int A0A , deci BOA’ < AOA’ = BOL’ gi de aici se deduce ci

(0A" < Int BOB’, Cu ajutorul axiomei U.3 se obtine m(AOB) = m(A'08").
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§ 8
7. Deoarece pénlagonu] este convex, 4 si D sint de aceeagi parte a lui BC 5i 4, B
P P
de aceeasi parte a lui CD, deci (CA c_[nt BCD 5i analog {DAC: Int CDE Rezull.’:i ci
P P ~
m{#CA4) = m{BCD) — m(ACD) = m(f,DE) — m(CDA) 5 m(LDA) adici BCA EDA
10. Conform exerc. 10, § 5 (BE) 0 (CD) = {M}. Se aratd succesiv BD = CE,

. e P
A DBC = N\ECB, PCB = FBC, (BM) = (CM), AABM = AACM, BAM = CABM.

11. Se demonstreazi pe rind: (CD) N AB = {0}, AABC = ABAD, NACD
= ABDC (L.L.L.),\AACO = ABDO (U.L.U), (40} = (BO).

12. NAOB = AAOF', ABOC = ABOC’, ACOA = N\C'OA’, deci (4B) = (4'B),
P N T N
(BC) = (B'C’), (CA) (("A ) 8i0OCA = OC’A’ OCHB = OC’HE’. Deoarece punctele 4, B, C

Py
nu sink coliniare OCA $.OCB Rezulld OC‘A == OC'F’, din care se deduce ¢ A", B, ¢’
nu sint colinjare. AABC = AA'B'C’ pe baza teoremei L.L.L.

I

§ 10,

1. Presupunind confrariul se ajinge la o contradictie cu teorema 1.

2. Se loloseste teorema 1.

T o TN ey
4, Deoarece (AC < Int AN (de ce?), m(MAN) = m(MAC) + m(CAN) si cum
SN /ﬁv N ' 2 )
(AR C lut MAC), avem m(MAN) = m(MAB) + m(BAC) + m(CAN). In continuare, se
foloseste teorema 1 pentru triunghivrile ABM i ACN.
A e ) N
b. Fie hk = MAN; posegmentul (M) se iau doud puncte B, C astfel incil m(BAC) <

N
< m{pg},
Triunghiului ABC i se aplicd exerc. 4.

7. Se foloseste exerc. 3.

N B i i i .
8. m(ABM) > m{ACM) > m{MDC) (de cef); MA’ fiind semidreapta opusd lui
’ ; SN N TN :
(MA, aritafi cd) MDc Int A'MC si m{(BMA) = m{A"MC) > m(CMD).
1. Fie P = AP,P,..PyB si P’ = AQIQS, .OmB cele doud poligoane convexe.

Deoarece P; = Int m, puncte]e B30, smt de o parte i de alta a Iui AP;, prin
urmare folosind exerc. 18, § 6, dreapta AP, inlersecieazd linia poligonald Q,Qy...0mB
int;-un  punct R, Ry € [OwQry] Conform exerc. 10, AP, + PR, < AQ, +
+ Qs + ... + Qulty: se repetd procedeul si se adund inegalitdfile obfinute.

12. Seia E astiel ca D si fie mijlocul lui (AFE) sise aplicd teorema 2 triunghiului AEC.
13. Din A4; > AC — 1—;2—(—: si din relaliile analoage se obline prima inegalitate. Pentru
cea de-a doua se va utiliza exerc, 12.
§ 11.

1. L.U.U.
3. Se aplicil teorema
&. Se aratd ca (AB)

B

(CD), apoi se aplici teorema 2 triunghiurilor A BC ‘51 ADC.
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§ 12,

1. Se foloseste exerc. 2, § 10. Presupunind de exemplu C = (B4,), rezult! i Aaf
N
este ascutit, deci ACB obtuz,

P N,
2. Se considerd mai intii cazul B & (4’C); atunci ABC > ACE, deci AC > AR,

8. Unul dintre unghiurile ADB, ADC este obtuz; acestuia i se opune o laturd maj
mare decit (AD).

7. a) Rezultd cu ajutorul exerc. 6. h) Axele de simetrie ale dreptei d sint toate dreptele
perpendiculare pe d si dreapta d. ¢) Fie M e(AM) A’, B’, M’ simetricdle punctelor 4, B, M
fatd de dreapta d §i {A”} = A4’ Nd, {B"} =BB' N d. Se arald ci M e (AB) =
= M’ & (A’B’) si implica}ia inversd. Pentra a farala ¢ (AR) = (A'5’), se observa mai
intli cd AA"BB" = NA"B'B”, apoi c¢i AA”AB = ANA"A'B’,

§18.
2. Locul geomelric se compune din dous semidrepte simetrice fatid de 4 B.

4. Fie d’ mediatoarea segmentului (4 B). a) Daca d N d’ = {C) C este punctul c3utat;
b) Dacid d N d’ = @, problema nu are solufie; ¢) Dacd & = d’, orice punct al Iui d este o
solutie, :

§14.

2. CBA i DAB sint unghiuri alterne interne congruente.

Exercitil recapitulative
4. Determindm punctul D e (BC astfel ca (BD) = (B'C’). Daci D = ¢, proprie-

talea este evidenld. Dacit D # C, triunghiul ADC este isoscel si DDA = BCA, ce
este imposibil deoarece unul dintre aceste unghiuri este ascutit, celdlalt obtu'.

ea ce
8. Se va ariita ci simetricul segmentutui (BC) fatd de mediatoarea ¢ coincide cu
(AD), de unde rezultd cd C si D sint simetrice faji de d.

10. Fie B i € doudl puncte fixe pe d si B, CI’, P’ simetricele lui B, €, P fata de
punctul A. Folosind exerc. 12. § 9 rezulti ci P’ = B'C”,

12. Fie § semiplanul limitat de MV care conline pe D. Avem 4, C, D e S, deci
P, Qe

Capitolul [l
§ 1.
8. D fiind simetricul lui 4 fatd 'de M se obtine un dreptunghi A BDC.
12. a) Se va arita cii trinnghiul BCD este isoscel. b) si ¢) Fie # simetricul lui A

N
fafi de D; din exerc. 9 rezultd ci m({ABF) = 90° si (BF = (BE, deci F = E,
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18. ABCD liind patrulaterul, A gi C sint deé o parte si de alta a ui BD chci in caz
TN i A
contrar laturile (BC) si (AD) s-ar intersecta. Asadar ABD gi BDC sint unghiuri alterne
inlerne. NABD = ACDB.
§ 2.
12. Dacii Q = prpalV, aritali ci AOPM = AMQN. Atunci (MQ) = (OP) = (PA)
din caro rezulti (AQ) = (PM) = (NQ), adici triunghiul QAN este isostél. Astfel

N & (AB. Aritali cit oricare ar fi N* @ (AB, punctul N’ aparfine locului geometric (tre-
buie sii se determine o poitié convenabilid pentru punctul M).

18. Fie A 5i ¢ unghiurile obtuzé ale patrulaterului convéx ABCD si M mijlocul seg-
mentului BD, Aritali ci oxerc. recap. 1 de laCap. I se aplicd triunghiurilor ABD gi. BCD.

38
1. MQ | BD | NP; MN || AC || QP.

7. i) Se proiecteazi P pe BC in P’, se intersecteazii paralela prin Q la PP’ cu BC inQ,
§i cu paralela prin 4 la BC tn Q”; ABPP’ = AAQQ”"; se aplici teorema 3 trapezului
PPQQ. ii) O paraleld In BC prin mijlocul segmentului (AB).

§ 4.
4. Fie A" simetricul lui B fatd de C+ AHA'B" = ACA"A; resulti A’B' = AA" =

= 2CP. ii) Fie {D} = A’B’ N CH si E intersectia lui A4” cu perpendiculara prin C pe CH.
Demonstrati cd AHA’'D = ACA'E si (AE) = (EA").

6. Folositi teorema 2.
6. Se obiservii cd CI si AD sint indltimi in triunghiul AHC.
§ 6.
4. Fie {0} = (AC) n (BD). Din teorema 2 rezultd
A0 DO s co BO
OE 0B ' 04 OF '
B. iii) Se ia D’ e (AC) astfel ca DD’ || BJ.
§7

1. Fie de exemplu C = (BD). intersectlim paralela prin C ld AD cu AB in E. Se
foloseste teorema lui Thales si faptul cd triunghiul AEC este isoscel.

§ 8.

8. Folosind exerc. 7, ardtati mai intii cii proprietatéa are loc pentru M = D, apoi
aplicati teorema fundamentald a asemanarii.

9. Fie thbla triunghiulard 4 BC. Pe latura cea mai mare [BC] se construieste in exte-
riorul triunghiului ABC pitratul BCDE. Fie {M}= AE N BC i {N}= AD N BC.
Aratafi cd [MN] c [BC] gi cd [MNV] este o laturd a pétratului cerut.

12. Fie trapezul ABCD, E e (AD), F e (BC);

EO DO co OF

B A ., deci EO = OF.
AB DB T CA T3

18. Folositi exerc, 12,

§ 9.

1. Daci M = (AR), fie M’ = prqM. Din faptul cid AC || BD || MM’ rezultd ci
M’ = (CD). in mod aseminator rezultd implitajia inversd.
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2. Se {ine cont de exercitiul precedent si de faptul ca reuniunea a doud segmente
fnchise avind acelasi suport si un punct, comun este un segment Inchis.

3. Se scrie teorema catetei pentru (4B) si {AC) si teorema inAltimii pentru (4D). '

A
b. Be disting doni cazuri: a) unghiul B este ascutit; atunci D e (BC), BD = 5,

DC = 16, AC = 20, BC* < AB® .- AC?, rezulti ci .2 este unghi ascutit si ¢d C e (BE).
Se exprimd AE din triunghiurile dreptunghice ADFE st ABE, din AE? = AE® se obfine

CE = 12,8 5i AE = 31,2, deci perimetrul ACE = 64, b) unghiul ?1’ este obtuz; atunci
A N ) AP RS e
B < (DC), DC == 26, AC = 21/705 5i D (EB). S¢ objine DE — 17—3 5i A = = /705,
7. Din triunghiul ABD rezulté c3 AB® = BD - BM, unde {M} = AF N BD. iar

din faptul ¢ ABMF ~ ABCD rezulti BD - BM — R¥ - BC.

8. Folosind teorema lui Pitagora se determinid AB = 24, AC = 18, iar din teorema
bisectoarej (vezi ex. 2 é 7) se obtine AD = 9 5i DB = 15,

9. Se exprimd BE® si BF? din triunghiurile dreptunghice 4BE yi BCF folosind si
ipoteza rezultsi BE? = AB® - DC?si BF2 = BC? AD?, dar, pentrn il AB* = AD* 4
+ BC® — DC® rezulti BE = BF.

L. i) Fie trapesul ABCD cu AD || BC si AD — b, BC = a. {E} = AB 0 DC si

2 bh
@ = d(E, AD); AADE ~ ABCE deci—h — ot , de unde rezoltd ci = = o
a x4 h a—b
i) fie {0} = ACNBD siy = d(0, BC); ABOC ~ ADOA, deci ib = Y, de unde
b —y
rexulld el y = gk ;
: a+ b

2. Se exprimé AB* si AC? folosind teorema lui Pitagora generalizald in {riunghiurile
ABM si AMC si se adund cele douil expresii,
3. Fie {M} == AD N BE. Aplicind teorema bisectoarei pentru (AD si (B3 se obtine

i 20 42X 25

MD

4. Fie M’ astfel ineit m(ABM) = 60°, M’ = Int ABCD si (RM') = (BA4). Atunci
S
ABM’ este un (riunghi echilateral, triunghiurile M’BC si M’AD sint. isoscele., m{M'CB) =

N A TN
.= m{M'DA) = 75°sim{M’'CD) = m{M'DC) = 15° din semidreptele (CM si (CM’ soincid,
la fel (DM si (DM, deci M = M, -

b. EG = 2 AE. AE = 2 EH, AEDH ~ AECA.

6. Se exprimd €B* si CD? prin teorema Ini Pitagora generalizatd, din triunghiurile
ABC 5 ADC si se aduna membru cu membru.

@) AADC = ABCF (GU.) si AADB = ACBE (C.U.), deci (FC) = (DG) si
(BD) = (BE). .

i) EDA = BED = EDB, ADF = DFC = FCD.
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8. Se arath ci laturile patrulaterului A BCD sint paralele doui cite doul cu diagonalele
vombului (4, B, C, D fiind mijloacele diugonalelor pitratelor] si ca doua laturi vecine sint
vongruente ca laturi de triunghiuri congruente..

9, Se determina AC = 50, folosind formula care dd lungimea medianei (ex. 2), ia
pentru calcuiarea distuntei d(if, BC) se aplicd leorema lui Pitagora generalizatd in
triunghiul BMC. ;

10. Fie E = pry.A. Atunci AF = 12, BE == 16, deci AB = 20. fn triunghiul
dreptunghw BAD se dphca teorema catetei si se obfine AB: = BD-BE, de unde

BD — 25. Rewltd L= ..
BD %

11. Din M = (NC) remlia N « (AP) in contradiclie cu (4P) = (PN). Deci
M = (NB); (MP) este linie mijlocie in iriunghiul ABN, deci M este mijlocul lui (BN).
fn triunghiul ABN, (A M este indltime si median# deci este isoscel §i (AB) = (AN). Pe de
altd parte, (AN fiind mediand in triunghiul dreptunghic ABC rezulti (AN) = (BN),

Fal
deci triunghiul ABN este echilateral. Rezulti m{j\?} = 60°, m(C) = 30°.
16. Se calculeazi AE, EF, AF sise aratd cd AF? = AE® 4 EF*
18. Fie O punctul de intersectie al diagonalelor trapezului si E = (AB), F e (DC).

O _BE o EO AE .. EO 4 2O 4 Tinind seama ci EF =2EO

AD B4~ BC BA AD. BC
(exere. 12, § 8), rezulld relatia cerutd.

19. Fie M, N, P, Q respectiv mijloacele segmentelor (AF), (CE), (BF), (DE) si 0
mijlocul segmentului (EF); (MP) este linie mijlocie in triunghiurile ABF, AFE, EFB,
deci trece prin O si {(OM) = (OP). Analog, (ON) este linie mijlocie fn triunghiurile DEC,
DEF si FEC, deci trece de asemenca prin O si (0Q) = (ON). Rezulti ci MOPN este
paralelogram.

20. Se aplicd ~teorema Tui Thales pentru triunghiurile BAM (AM || ED) s
AMC(FD|| AM).

21. Triunghiul ADC este isoscel, deci AD = BC = 2b, iar AC se calculeazi cu
teorema Ini Pitagora generalizatd in triunghiul ABC.

Capitolu) 1|
§ 1.
1. Medialoarea segmentului determinat de punctele date.

3. A, B, C fiind cele trei puncte comune, centrele cercurilor coincid cu punctul de
intersectie O al mediatoarelor {riunghiului ABC si cele douil raze sint egale cu OA.

b. Fie €(0, r} un cerc si M’ simetricul unui punct oarecare M fatd de 0, adicd O =
e (MH’) si OM - OM’. Aritati cd M < €(0, r) = M’ = €(0. r). Tinind seama cd
(M) = M, de aici rezulli M e €0, r) «= M’ = €(0, r).

8. Ardtali cd se poale aplica leorema 2, cazul a.

9. Presupunind contrariul, existd A = €(0, r) astfel ca A si O si fie de o parle
gi de alta a dreptei d. Atunci existd C e d N {OA). Deducefi ci d confine un punct din
Int €(0, r) si folosifi exerc. 8.

. C(A, AB).
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12. P i C fiind mijloacele segmentelor (AM) si (0:4), punctul P se afla pe cercul
e (C, 2L] Reciproc, daci P’ = @ (C, T;J, fie M’ simetricul lui A fatd de P’ Se arati

cd OM’ = r, deci M’ e €(0, r) si astfel orice punct al lui @ (r’), ] apartine locului

]y

Bl

geometric, Rezultd cdl Jocul geometric ciutat este cercul @ ((.-‘, —’;] .

14, Daci A, B, €, D sint puncte pe un cerc astlel incit dreapta AC separd punclele
B s5i D, atunci segmentele (AC) si (5D) au un punct comun.

§2,
3. Cazul u): € gi D se giisese de aceeasi parle a dreplei A B. Atunci, din teorema semi-
= . ’ ) SN P

dreptei interivare unui unghi rezultd ca sau (ACc Int BAD sau (ADc Int BAC. In
primul caz se duce diametrul MN | AD sidin 4B = CD si AM = AD se deduce ci.B
5i C sint de o parte gi de alta a lui MN, BN = N¢ st BC [ MN; in cazul al doilea
s¢ procedeazd analog schimbind rolul lui € si ). Cazul b) C si D sint de o parte ﬁi de alta
a dreplei AB. Aritafi il existd punctul P e (4B) N (CD) si cd avcele mici AC si BD
sint congruente, reducind astfcl problema la cazul a).

4. Se va folosi cd OM | AB.

6. Un cerc concentric cu cercul dat. - P

7. Dreaptii simetricd cu d falit de mijlocul segmentului A B, din care se scoale punctul
siluat pe AB.

8. Fie O, O’ centrele (3 pe cercul cu centrul @), Q si Q' proiectiile lui O, 0 pe MN.
Atunci QQ° = — MN = PM deci QA = PQ’ si segmentele (QQ') si (AP) au acelasi
mijloc R (vezl gl exerc. 8, Cap. [. § 8). Notind cu € mijlocul segmentulni (00°), (CR) este
lime mijlocie in trapezul 0QQ'0’, deci CH | AP si CP = CA. Locul geometric al punctului
P este cercul €(C, AC). :

5 3.
1. Se loloseste teorema 2 si teorema de construclic a unui unghi.
2. NM’ gi NM” coincid cu perpendiculara prin iV la VAT,

N TN Py N

8. Se va ariita ¢A BAO = CBO si ECF = (B0,

9. Se trateazdl separat cazurile: A si O de aceeasi parte san de o parte si de alla a
lui BC respectiv O & BC.

10. b) MN paralel cu dreapta centrelor.

11. Locul geometric este cereul de diametrie (OA4), dacd A < Int €0, r), respecliv
un are al unui cerc analog, dacid 4 & Inl @O, r).

12. Fie (CD) diametrul perpendicular pe 4B, Daci M < ACH — {0}, NOMM =
= ACOP, unde M’ = prapM(L U.L.). Locul geometric se compune din cercurile de
diametre (OC) si (OD). |

18. Se vor considera cazurile: 1) P, Q e arcul mare AB 2) P e arcul mare AB
Q = arcul mic AB 3) P, Q e arcul mic AB (in cazul PQ < AR). Se obtin arce capa-
bile de (u+;3)°, (180 —a —B)°, |a—B | §i (180 — |« — B |)°, unde a = m(AB),
f = m(CD care impreund formeazi douid cercuri care trec prin 4 si B.

14, Doud arce de cerc avind capetele A 'si B,
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16. Dhci PQ taie din nou cercul dat in R, arcul APR este de miisurt constanti s
punctul R este mereu de aceeagi parte a dlametruhn cu un capit in 4. Se deduce c¢i R
este un punct fix.

16. Dacli CD este tangentd la cercul € circumseris tnunghmlm ABG, m(AGD)

o= m(A/Eb) = m{.: gl . Reciproc, daci m(ABC) = m(ACD), luim pe tangenta in C la

-~ ~~ ) .
cercu] € un punet E = Int ACB’. Atunci m{A BC) = m{ACE), deci in virtutea teoremei
de censtructie a unui unghi (€D = (CE.

17. Se va ariita cii tangentele in I la cele doud cercuri coincid si in acest scop se va
folosi exercitiul 16. Mai intii se observd c# B i C sint de aceeasi parte a drepte: DE

Py
(cici CB || DE); ludim de partea cealaltd a lui DE puuctul (" astfel inoit EFG = ECF

Rezulti cd FG este tangentd eercului (FCE). Dar FBD = LCF deci .DFG FB.D sk
astfel FG este tangentlt si cercului (FBD).

18. a) Cercul simetric cu G(O r) dm care lipsesc punctele A gi B b) I fiind centrul
cercului inscris, avem m(AIB} = —-2— m(AMB) + 90°; locul lui I se compune din douil

arce de cerc deschise, cu capetele 4 si B. ¢) Fie € mijlocul lui (4B) si D e (00),

0D = 2 DC; atunci DG =.;_ OM si locul lui G este cercul € [D, é] !

§4.

8. Fie (AB) o laturi a poligonului inscris, M mijlocul arculni mic AB si P Q punctele
de mtarsectm ale tangentei in M ca OA, respectiv OB. Atunci l, = AB si L, = PQ.
Folositi triunghiurile asemenea OAB gi OPQ si teorcma lui Pitagora pentru triun-
ghiul OMP.

18. Se va observa cii (C’D) este o mediand in triunghiul dreptunghic DAB si se va
deduce cii (C’D’) = (B"A’). Rezultd cil C'B’A’D’ este un trapez isoscel sau paralelogram.

A A
Aritati i al doilea caz numai atunci e posibil cind B sau C este un unghi drept.

N
14. A’'B’ || AB, A,B’ || HC (linii mijlocii in triunghiuri), deci m(A4’,.D5’4,) = 90°.
Acest rajionament este valabil in fiecare dintre cazurile a), b), c). e

15. Conform exercifiului 13, cercul € circumscris triunghinlui A’B’C” contine pe D si
‘analog E e €, F = C. Conform exercitiului 14, punctele A’, B’, D si A; se afli pe un
cerc, care avind trei puncte comune cu C, coincide cu €. Deci 4, = C, analog B,, C, e C.

16. Deoarece m(A"DA,) = 90°, (4’4,) este un diametrn in cercul Iui Euler al triun-
ghiului ABC. Deci centrul acestui cerc coincide cu mijlocul lui (A4’4,) si analeg cu mij-
loacele lui (B’B,) si (C’C,). Asadar dreptele A’A4,, B’B,, C’C; au un punct comun.

19. R fiind centrul pitratului, patrulaterul OM RN este inscriptibil, Locul lui R esta
-~ :
bisectoarea unghiului AOB ({f&r4 punctul O).

20. Se va ardta cii patrulaterul BCPA este inscriptibil. Deci P este situat pe arcul

mie deschis AC al cercului circumsoris triunghiului A BC. Pentru a ariita cd orice punct P’
al acestui arc apartine locului geometric se va demonstra cit existi un punct M’ = {AE)
astfel ca DCP’‘M’ si fie inscriptibil; se intersecteazd DM’ cu AB in N’ si se demonstreaza
cd patrulaterul AM'P’'N’ este inscriptibil.
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22. 94 presupunern ci M se afli pe arcul AC cave nu-l conjine pe B; m(m) < 90,
L= L e S .
deci AC este un arc mic gi Q = (AC). Deoarece BA M si BOM sint unghiuri suplementare,

unul este obtuz, si zicem m i atunci A & {BR). Punctele Q si R apariin cercului de
diametru (AM) si com Q = (AC), punctele @, R sint de o parte yi de aita a dreptoi AM:;
rezubtd ci AQMR este un patrulater convex inscriptibil. Acelagi hucru este valabil si pentru

" N PN - TN
patrulaterul BEMR. Asadar MRQ = MAQ = M'BP = MRP. Din convexitatea patrula-
tereior amintite deducem usor cfi punctele P si Q sint de aceeasi pacte-a lui RM, ceea ce

P .,
impreand cu WAP = fIRQ implicd (P = (RQ.
§ 6.

8. Fie cercurile €(0, r) §i €(0", r), r <t r". Se construiesc tangentele 04 st OB la
cercul (07, r’ — r) se intersecteaz (0°A4 si (0°B cu (0", ') in 4’ si B’; paralelele prin A°
respectiv BY la OA respectiv OB vor {i tangentele comune , exterioare®. Dueind tangentele
din O la cercul @(0’, r 4 #') se 6btin in mod analog tangentele comune ,,interioare®.

6 d = 0,0, << 04 + 0,4 < ry 4 r, Pentru a demonstra e d > |r, — 1, |, pre-
supuaneti contrariul si ariitali ¢d punctele lui (0, r,) sint fie toate in interioral lui
€10, ry), lie toate in exteriorul Iui, cpea ce in conditiile problemei nu este posibil.

8. vezi 5.

10. Fie d dreapta datd. a) A & d; centrul se glseste la inlersectia mediatoarei uj
{AB) cu perpendiculara In 4 pe d, b} B = d; analog, ¢) AB (| d: punctul de tangenia
se plseste la intersectia lui d eu mediatonren segraentului (48). d) exista ¢ e d N AB;
dacti € & (AB) problema vu are solutie: daci B e (CA, construim pe d punctele T
si T, astie! ca GT? == CT2 = CA ' CB. Problema are doud solutii: cercurile circumnserise
trinnghiurilor ABT, si ABT,.

18. Se aplica exerc. 16, § 3.
§ 6.

v

AB) = 1, mAoB) -
Ji"z?g:u'( }—wm( iis

o o, 18
180 qow) - 180,
w

6. A si B fiind punctele de intefsectie ale cercurilor, se obiservil ¢4 triunghiul 0,04

este dreptunghic in 4 si m(0,0,4) = 20°.

Exercitil recapitulative

3. Fie (4 B) coarda, M & arcul mic 43, P, Q, R proiectiile lui if pe tangentele in B gi
A si pe AB; dreapta MR taie cercul din vou in N, ANBR ~ NAMR, NAMQ ~/\NAR,

MR RE AN MR RA BN
din care se deduce ¢ — = ——.——. Analog —— = 2,  deci MR =
: MO ~ RA BN B MP " RB AW

= MP - MQ.
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4. Se va folosi pulerea punctului A4 fata de cerc.

. [ .
5. AHBA" ~ ANHAB implica HA* HA” = HB - HB’; sau se observii cd punclele
A, B, A, B’ sint pe un cerc si se scrie puterea lui H latd de acest cerc in dous moduri

fa 70
N Py P
8. Se va arita cid m(AFC) = m{AEB) = 180° — m(ABC).
5 g remce = S P
10. Fologind palrulaterele inscriptibile A BDE i ACDF, se va ariila ¢l FDE = BAC.

12. Fie ry < ry. C = pr, A si D= pr,p, O; folosind triunghiuri congruente, se
1 Pfo.0, Prap, g 4 s

"aratd ca 0,C = AI) = Py

Capitolul IV e =
§ 1.

2. Dreapta paraleld cu axa absciselor, care contine punctul de coordonate (0, 2).

3. Dreapta paraleld cu axa ordonatelor, care contine punctul de coordonate (5, 0).
(3 ) (=2, 1), (6, 7). 6. b) =, ¢) 10/ 5, d) |/10.7. z={—3, 7} 8. Se aplich

reciproca teoremei lui Pitagora. $. Se aratd cd lungimile a doud laturi sint egale.
i1. Punctul P corespunde lui P, din teorema 3. Se poate aplica si reciproca teoremei
jui Pitagora. 12. 2 = —1. 18. Punctul de coordonate (0, 6).

§ 2.

§ 3.

19, 5r <} 2y 4-5=0. 2L Da. 22. 52 4- 8y = 4. 28. a = 1, b = —i,

24, Pacd a = 0, dreptele P, P, si PP, sint respectiv paralele cu axele de coordonate.
Dacd a # 0, coeficientul unghiular al dreptei P, P, este a, iar coeficientul unghiular al

dreptei PQP, este — 4 . Cele douii drepte sint evident perpendiculare. 28. Se numesto
g

ecuatia dreptei prin ldietnri deoarece £, si P, sint punctele de intersectie ale dreptei res-
pectiv cu axele de coordonate.

§ 4
$p/10 1o 1 & 3 5 12 12
29- ll:jn . —1—0——, ':'3".,3 301 :, —'g", —Z‘.alu !3,—*1—3', '—"E‘-

82. a) 2 — V3, 1,)[5-_'*;1/_2, ¢ —2 -8, d) -2 —}/3. 8. i*_l':‘)ﬁ
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§ b

85, Misurile'in radiani ale unghiurilor cerute sint respectiv: a) 0, b) -g-, c) %.

3 L 5w 3V T —4|1/2
d) . 86. 150, £ . 87, L,

Capitolul V
§ 1.

Cnenn oo (-2 Y3 (2 %), 06 —n
[l/_if _Kg]

2,a){%+21m|kez}. b) {;‘I‘E—}--rilﬂ'ez}, ) {?E -f.—2k1:]!f521},

d){g—:-+2knlk<.=.z}. 6. 2+ Bzt y—~1=0.

§ 2,

1. a) 1, b) cos I e, d) —1, o~ g 'V:j g) 0, h) —1, i) —1, 1} 0,

5 2
= 1 o b
k) — V3,1 ——"LEK—-
2, — Z% . 8. a) pard, b) pard penlru n par si impard pentru n jmpar, c) nici pard

N 1 6 o 5
nici impard, d) impard. 4. a) Kz_, bjS st T 7. Figurind pe cercul unitate C

5
&, &
; O L el e 7 2 ’ -
punctele F(a) = P (— = E) gt Fib) =0Q| — 5! q—-), se constatd cd a > b i

(s

a—be (0, -;—r) Se calculeazd cos(a — &) cu ajutorul formulei (2), iar sin (@ — &) cu

ajutorul formulej (1). @oordonatele punctului F(a — &) sint [%. rg] 8. Rezolvind sis-

temui format din sin x 4 cos z = 0,2 gi sin®z -+ cos?x = 1 si {inind seama de cos =<0,

se obtine cosx = — —2— , 8in x %% . Coordonatcle pﬁ.nctului F(z) sint (— %, ..-[i).
5
§8.
V2 V3 2 — 71/ 3 24 + 71/3
1. &) ==, b) 5= 8 50 ’ 50
o V2 +1/2 b}l/?l[/z ) Veiys d)l/8+2[/ﬁ—-"[/-§‘
; 2 2 &



e) — 2';"/_2_ T

-. 6. e) Se impart ambii membri cu 2 si se cunoa_ste ¢ —;-= coB —

3
s l-/-2-—§= sinf—.': etc. 8. V_g(*_l . l/leZi 5. 9. Se observd mai fintli ca

©ost Z;_: = cost — gi cos? % = uos‘——g- . In continuare ramine de aritat ci cost l;- +
8

3 3

+cos‘-—8- = o Dar cosiE = sin% ete. 10, He scrie £ = 1 -+ 006 2{e + 6)
; 8 :

2

e

1 + cos 2(a — b)
= :

Deci £ nu depinde de a gi b deocarece are valoarea 4, oricare ar fi valorile reale ale
i a si b,

+ — cos 2a cos b si dupd aplicarea formulelor (4) si (2) se obtine E = 1.

§ 4.
1. 0. 2. h) Se scrie tgda — tg 20 — fge = tg 3a — S'"—Sf--— = tg 3¢ —
cos 2a cos a ;
— tg 3a- B LL . T tg fa -+ Covon nope - 1t08 i ete. 3. 1. 4. n. 5. Rezolvind
cos 2a cos a : cos 2a cus a

sistemul format cu ecuatiile 5 cos z + 10 sin @ — 41 = 0 §i cos’s + sin®z = 1, se obtin

H © 24
douit solutii (i A -[’— si 2 y 2—' . Asadar, problema are doud solufii: cos & = i,
5 5 25k 25 ¢ 5
§ & x atl 7 5 24 x 3
sinz=—, tg— =— sau cosz=—, SMMz= —, g — = —.
9 2 2 25 25 2 4

§ 5.
1. _a) V_ﬁ_-é——l/? h)gi ¢) — 12, d) 0, e) 4sin 3:rcos(m -l-—GTEJCOS(w—-— 1;—)-

1) & cos 4z cos|z + Zcos [.1: —ye B e) ‘ctg = '_”lﬂ, conform formulei (12).
‘ 6 6 : 2 s a

1 4+ cogan
sin a

Deci1_+cosa+ctgi£1+005a+ ’~=('1+00603(4+ _d )=
2 sin a

=w (1 + sin a) = ctg —[sin @ + sin = | ete. 8. Daci sin = = 0, atunci § = 0.
gin a 2 2 2
Presupunem ca sin—g- # 0. Se obtine, conform indicatiei, 2.5 sin % = 2gin 3z sinsEm .

. . o®
sin 3z sin —

Deci § = ———————. Pentru transformarea sumei T se procedeazd in med analog.
sin =
2
cos Gz 8in % :
Se obfine T = ———,

.
sin —
2
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§ 6.
1. a) minus, b} minus, ¢) plus, d) negativ, e} minns, f} plus. 2, Ciralicele sint Leasate
in figurile care wrmeazd

)

, SN\ n_LT
=3 -2 -7 o 7o A 2IN_/

Fig. R. 2a, 2b

8. Graficul esle trasal in ligura care urmeazd, penlru a < [0, 2x]:

0 r 2
_r 4 i
-2 '%
-.3 o
Fig. R 3
C .—l,?',li'{:‘_s{ U i -t-"!i
§ 3.

e
3 ¥

c)l/g d) /3, e) 1, §) 1—1 2.'5ma::—=§-, COS L= =~

7 =
1. a) 5, b= T T: ;

G 3

: 0 o
3. x = 5. 4. 1) Deoarece t.g(arclg -——355—— — arclg El-i} = lg [al’ctg %J, s-ar pirea
{ 5 — 3 4

) . . ] < h
ci egalitatea este verificatd oricare ar fi z # i « Dar pentru z > %. arclg e G

R 7 H — Jx

S5z — 3 b - . hr — ¢ . 3

— arctg L <0 deoarec.e-——2-— < 0 si i = 0, far arcigT > 0. g) Daca
— 3 4 {]

cos x = 0, penitru. sinz = 1 g pentrn sinz = —1, egalitatea esle verificald. Dacit

o 5 G atuncs sin ¢ 4+ 2 cos z 5 tga + 2 ' ig'x + tglarcig 2)
‘cos x—258inx 1 — 2 1 — tgz.1glarctg 2}

Ve -;/Ts} : 5[/73—-—8} : 1|/ 13
5-3«}-'“5{‘——5—:'_3— , bl et ) 0} me{.,———é—— .

=tgl{z -} arelg 2).

§4.
a]me.{f+’ﬁ|kez}u .__'i_}."ﬁfu‘@z s
[ 2 6 2
bre {Z 4+ ¥ k2l Cvmihcz
)ze{aﬁ-l- 3 |k = o ® ke s
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c)xe{-«%———-——-—g_*_(—‘“k‘%]keZ}. lre_{ 20+5| a

) x-&{i_”t_‘_%/rnﬁike N} u {‘"*'”"““ LRI en}-

l\-v"!:l

§ 5

1 e au‘msﬂ v Qkxiﬁre—:z}u{—arecus—»——lﬁ—i-"i.wlke }

3. 1:&{{—])-‘1_- T SRR ez}
Lte{%—{-h—cfﬁeZ} {—%+Jmn.-ez}.

5.1‘&{2—{—&'7:]!@'62}U{——E—{—Aw]keZ}.
7 Evuaim sa scrie (lge — 2) (Slgw +4tg e + 3) = 6. Seohlinex e {arctg 2 P
+hn|h = E)

9. Ze face suibstitutia cos z = 3. Se obline z = {E’ +Imlke Z} :

§ 6.

© — arcsin -+ 2in M'EZ} U {r + 2= | k = Z}.

= Ay
s te g "Ir-rlf-el,}U{ul‘csml/—,!-‘li-i-l?fmlkeZ}'-

e
{5

3.::5{ "fn]kez}
«{r

-'}

4, ¢ — arcsin ¥/ ‘1+glm!AL_’} {L—{—ﬂ}'{,‘a!ﬂ +2!‘m|ﬂe?’}

5, fe{ﬁ—i-}—ﬂfmﬂrEZ}*
6

6. te (2n |k e ZJU {L%+2:}-nakez}.

T ) 5:'5’5
. .

8. Dacd T ar i perioadd, ar insemna ¢ f(z + T) = [(z), Vo e B. Pentru 5 — 0,
am avea sin&¥ + cos}/ % ¥ =1, dar pentra s = —T, —sin& T + cos)/ 2 T=1.
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Din cele doua egalitili se ob;ine sin 4T = 0 §i cos |/ 2T = 1. In primul caz, din

sin. .-.T=o rezulty T = _;E ke Z, jar din cosl/ T T=1, rezultd T=k'ny/ 2, kK < B.

Deoarece nu existd numere intregi k si k' astfel ca cele doua valori ale lui T’ st fie egale,
am ajuns la o contradiciie.

9. Se scrie hiz) = 2 8in 22 — 2/ 3(1 + cos 22) +2)/3 — 3 = 2sin 25 — 2|/

cos 2z'— 3 = é(sin 2x cos—;E — cos 2z sin 1;—] —3=4ain (2:1: - -g-)— 3 si se continui

ca la aplicafia 4.

‘robleme recapitulative

4. Fie C simetricul lui A fatd de M; AMNC = A\MBA, AN > AB = NC, deci

e N N
BAM = MCN > MAN.

“ 4. Fie ABCD patrulaterul gi {0} = 4C N BD. Daci ABCD este convex #i M un punct
din plan, MA + MC > AC, MB + MD > BD. Daci ABCD este concav, fie de exemplu

N
C = Int ABD; atunci CA + CB + CD < CA + (BO + @C) + (CO + OD) = 04 +
4 OB + OC + OD, deci suma distantelor de la C la virfuri este mai mic decit de la O,
Asadar proprietatea nu rdmine valabila pentru acest caz.

: N
8. (AC) N BO = {E}, (BC)NAO = {D}, (ADcInt BAC, {0O}= (BE) N (AD,
O e (BE)c Int ACB, deci (CO intersecteazd segmentul (4B),

12. Notind @ = OA, semiplanele (@B i (aC sint opuse. P < Int I&'b implics
(BP)Na= @ si (CP)Na= {D}, deci D e (CP). Reciproc, din D & (CP) rezultd
P e (aB; pe de alti parte existi E e (CD)NOB 5i E e (CP), deci P 5i D sint de

N
aceeasi parte a lui OB. Asadar P « Int AOB.

17. ABCD fiind trapezul dat ({AB) = baza mare), se ia punctul E astfel incit
A e (EB) g (EA) = (DC). Triunghiul DEB va {i dreptunghic.

19. Asemiinarea ASPQ ~ ACBA rezultd in modul urméitor: PS§ gi SQ sint linii mij-
locii in CBE, CFE, deci PS=2BE, $0=2cr. par BE . BC o nottnd
2 2 CF AC
N P U
{R} = BE N CF, avem PSQ = BRC = BCA. Analog se aratd ci ATOM ~ ACBA,
Putem scrie!

PQ PS BE 1 AD NM
49 L S

AB ~C BC T 2BC_ 2 AB  AB
deci PO = NM si analog QM = PN,
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20. Fie 4 pe latura[CD]a pitratului CDEF; putem presupune ci AE > AB (schim-
bind la nevoie rolul lui E cu cel al lui F). Atunci AC + AD + AE + AF > CD + AB +
+ AP > AB 4+ 2CD > AB(1+|/2). Daca 4 g B sint virfuri opuse in pitrat, relaia
de mai sus devine o egalitate, deci aceasta este: solupa. problemei,

21. OM — ON < MN < ON + OM.

27, Se va observa cii A0, HO, este romb gi se va ariita ci triunghiul 4 BC i 0,0,0;
sint congruente, unde O,, O,, O, sint centrele celor trei cecuri.

28. Fie A’ simetrical lui A {atd de punctul D. Punctele 4*, B, H, C sint s:t.uata pe
un cerc de diametru A’H, care contine si punctol 3. #

29, Luim M < (BD) astfel incit MOE = ACD. Se objine: ACMB ~ ACDA si
ACMD ~ ACBA.

81. Cele patru puncte sint virfurile unui dreptunghi. y

L
32. Ecuatiile indltimilor sint = + ay.= 0, (10 — a)z + 2(10 — a)y'= b — 20b = 0,
(2 — a)z + 10(2 — a)y — b — 20b = 0. Se determini coordonatele punctului de inter-
sectie a doud din mediatoare §i se verilicd ci este situat pe a treia.

1!!:%—1—2]:1:, kgEZ},
) }

P, e, e

1|£=-§E+2M:, ke Z

7/
26. fﬂ, 41 4l X
29 341 641

48, a) 4 cos @ cos b cos e,

b) 4 cos a cos|Z fi]cos {.E‘_ L
) i (2+ 6 2 6
= a a Ty
e) 2/ 2 cos—cos f— — —1,
| &Y 2 [4 4}

d

2 12 2 12

(3]

d)&smasm[—h—--— cos(ﬁ_{_ﬁJ.
39. a) 2, b) 3, é}%. d) 14.
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40, a) me{-—E—+kn|keZ}U{arctgj-ﬁ-krzik E,le, b) Se trece totul fin

‘membrul sting si se di factor comun sin x — cos x, c) Se aplici formula (12) si se ajunge la
gin.z — cos = = 1, d) Dupi ce se transform3 in sumé produsul de cosinusuri se ajunge la
&

2¢co52z =1, ) Se aplici formulele (7) si. (8) si se obline 35in*-;:~ cos —

x & . z z a
sin 2 cos? = — 2 cos— = 0 sau cos —(Icosx — sinz + 1) = 0.
i 2 2 2 2 ( + )
" . 3
neci,re{fz-Jrzknu:ez}u {'n: . al‘csmg—t—%nlkeZ} U {r + 2kx | k < 7).
41. a) Ecuatia este echivalentd cu 2 sin? z — (2m — 1) sin x —m =0,
b) Ecuatia are solutii oricare ar fi valorile reale ale lui m,

¢) Ecuatia are solufii daci m & (—oo, 0]U [% ’ +oo) .

42) a), b), c), d). Se folosegte indicatia de la punctul e).

44. Se obgervd ci (OM) = (ON). Deci unghiurile triunghiului an mz‘tsluri!e
n S5m O%m :

Sz T Y
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