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fn multe tiri, printre care si tn fara noastrd, s-a trecut la predarea axiomatici a
geometriei in liceu.

Se pune intrebarea: ce fel de axiome si stea la baza manualului de' Geometrie pentru
clasa a IX-a?

Tinind seama de dificultiile conceptuale si tehnice legate de axiomatica lui Hilbert,
s-au propus si s-au pus in aplicare, in diferite {iri, variate sisteme de axiome, mai accesibile
pentru elevi. Avem la dispozifie, in limba roméni: traducerile manualelor Alef zero, care
prezintd de fapt un model algebric al geometriei (definind succesiv structurile vectoriale,
afine si metrice) si care au la baza lor axiomaticile lui H. Weyl respectiv J. Dieudonné;
traducerea din limba rusd a manualului de geometrie pentru clasele VI—VIII, redactat
de un colectiv condus de academicianul A.N. Kolmogorov; traducerea din limba englezi
a ciirfii lui B. Moise ,,Geometrie elementard dintr-un punct de vedere superior®, in care se
expune intr-o formd modificatd sistemul de axiome propus de G.D. Birkhoff (in 1932) si
care std la baza noilor manuale de geometrie in 8.U.A. Mention#m c se folosesc si sisteme
de .xiome care modeleazd grupul generat de simetriile axiale plane, de exemplu cel al
lui G. Pickert. In axiomatica Ini Kolmogorov simetriile axiale ocup¥ de asemenea un l8c
central. .

Dintre toate acestea am adoptat axiomele lui G.D. Birkhoff in varianta lui E. Moise
cu mici modificdri, criteriile noastre fiind urm#toarele:

a) mentinerea unui paralelism intre nivelul abstract si cel concret al gindirii;

b} reflectarea si posibilitatea interpretirii cunostinfelor cit mai direct in realita-
tea fizic; ;

c) asigurarea unui grad sporit de accesibilitate;

d) posibilitatea participarii active a elevilor la lectii;

e) integrarea cunostintelor de geometrie in ansamblul invi{dmintului matematic;

f) valorificarea ‘tradifiilor invii{imintului de geometrie din tara noastra.

La redactarea manualului ne-am bazat pe unele cunostinfe de logici matematicd,
multimi, func{ii, numere reale pe care elevii le au din clasele anterioare sau le obfin in
primele lec{ii de la cursul de algebri. }

Simplificarea realizatd prin axiomatica lui Birkhoff, ca’ dealtfel si prin aceea a lui
Kolmogorov, rezidd in acceptarea distanfei printre notiunile fundamentale ale geometriei
siin atragerea in acest mod a numerelor reale tn tratarea geometriei.

Mentiondm ci in acest mod geometria unidimensionald va fi algebrizatd, tratarea
aspectelor bidimensionale riminind sinteticd, apropiatd de cea tradifionald. Capitolul cu
privire la putinele elemente de geometrie analitici se leagi organic de tratarea sintetica
prin punerca in prim plan a teoremei directe si reciproce a lui Pitagora.



Este clar ¢ pentru incepitori problema independentei axiomelor se situeazi pe un
ultim plan. Totusi mentiondm c¥ axiomele noastre sint independente, ceea cé nu inseamni
insd c& nu pot fi inlocuite cu axiome mai slabe. Din axioma riglei, ultima parte poate ti
eliminatd, axioma de separare a planului poate fi inlocuitd cu axioma lui Pasch, iar axioma
L.U.L. poate fi restrinsi la formularea lui Hilbert, dar nu fird a cauza unele complicatii
tehnice. Mdsura unghiurilor poate fi scoasd dintre nofiunile fundamentale si atunci axioma
U.3. devine superflui, dar acest lucru creeazi dificultdti mai mari. !

Credem cdl este un avantaj ci notiunile delicate de ,a fi intre* §i ,congruenti“ au
primit definitii directe, proprietitile de ordonare devenind exercifii cu module, De asemenea,
s-au eliminat dificultafile legate de aspectul dublu al proprietafilor de continuitate
(pe dreapti si in R). .

Cu privire la capitolul I'V dorim si observim ci instrumentul principal este formula
distan{ei intre dou puncte. Din aceastd formuld decurge imediat condifia de perpendicu-
laritate, iar de aici ecuatia dreptei. Cu aceleasi mijloace stabilim formula cos (a — b) —
= €08 a €08 b + sin a sin b pentru orice a, b = R, fard a fi necesar si se deoscbeasci
mai multe cazuri,

In legiiturd cu folosirea materialelor bibliografice tradifionale trebuie si aritim ci in
geometrie avem proprietéti de: inciden|a (coliniarititi si concurenie), congruenfd, parale-
lism §i ordonare (pozitia unui punct pe un segment, pe o semidreaptd, intr-un semiplan sau
a unei semidrepte in interiorul unui unghi etc.); solulia tradifionald a unei probleme mai
complexe constd in rezolvarea riguroasi a aspectelor de incidentd, congruen{d si paralelism
si admiterea unor situatii de ordonare pe bazd intuitivii. De reguld, o asemenea solutie
poate fi completatd (uneori cu usurin{, alteori mai greu, eventual cu analiza mai multor
cazuri posibile). Dacil s-a atins un anumit nivel de pregitire si elevul a infeles legiitura dintre
intuitie si deductie, si solutia tradifionald poate fi acceptatd (sub rezerva posibilitatii de
completare).

De aceste consideralii se leagi si o observatie cu privire la rezolvarea problemelor de
geometrie cu un grad de dificultate mai ridicat. Dupi ce problema a fost abordatd la nivel
concret, in mod intuitiv, pe baza desenului, solutia intreziritd va fi controlati in mod
riguros mai intii sub aspectul proprietitilor de inciden{d, congruen{a si paralelism (deci in
mod tradifional) si abia dupd aceea in privina ordonarilor. Tntr-o ultimi fazi rezolvarea
se redacteazi la nivel abstract. Acest procedeu se motiveazi prin faptul ¢ momentul
decisiv in gésirea solutiei este cel traditional, in timp ce aspectele de ordonare sint mai
tehnice, ‘ ]

Parlile din text insemnate cu o linie laterali nu sint obligatorii.

Se recomandd rezolvarea tuturor exercifiilor insemnate cu ¢, deoarece ele vor fi
folosite in demonstratiile ulterioare. Men{ion#m cd prin aceasta nu se schimbd intre ele rolul
teoremelor cu cel al exercitiilor. Intr-adevﬁr, teoremele trebuie si fie retinute intocmai,

* chiar dact demonstratiile sint facultative, cici problemele nu pot fi abordate cu succes
decit pe temeiul cunoagterii sigure a teoremelor, in timp ce problemele fnsemnate cu & au
rolul unor teoreme ajutdtoare, care nu trebuie memorate, La problemele cu ¢ se
fac trimiteri repetate. : :

Problemele cu asterisc sint mai pretenfioase si se adreseazi elevilor cu un interes sporit
pentru matematicd. Unele dintre exercitiile si problemele din manual au fost preluate din
alte manuale, culegeri de probleme si Gazeta matematicd, fird a mai indica sursa.

Ne face o deosebita plicere s mulfumim profesorului universitar Radé Francisc pentru
sprijinul acordat si sugestiile sale la elaborarea acestui manual.

Muljumim de asemenea colectivelor de cadre didactice din Timisoara, Alexandria,
Craiova, Constanta, Galati, referentilor si colegilor pentru observatiile ficute, care ne-au
fost de un real folos in definitivarea acestui manuai,

Autoril




Cunogtintele de geometrie le obtinem in doud moduri: intuitiv si deductiv.
Cunostintele intuitive sint extrase din observatii si experiente. Din anumite
cunostinte geometrice putem deduce cu ajutorul logicii alte cunostinte;
acestea din urmi sint obtinute pe cale deductivi, prin demonstratie, fa1d a se
recurge la intuitie.

In tratarea moderni a geometriei se cautd a se prezenta c¢it mai multe
proprietéti pe cale deductivi. Bineinteles, cunostintele intuitive nu pot fi
eliminate complet, cici geometria prin ele se ancoreaza in lumea reald, obiec-
tivd. Pe de altd parte noi trebuie s avem la dispozitie de la inceput o colectie
de proprietiti geometrice, din care apoi si putem deduce altele. Aceasti
colectie se limiteaza la un minim de propozitii, care se numesc aziome. Axiomele
sint admise fdrd demonstratie si reprezintd punctul de plecare in tratarea
geometriei.

In axiome si in consecintele lor intervin notiuni de logica si de teoria mul-
timilor gi notiunea de numér real, pe care le presupunem cunoscute. Afarg de
acestea, in axiome apar citeva notiuni specifice geometriei, numite nofiuni
geometrice fundamentale. Aceste notiuni, extrase din lumea obiectivd, nu
primesc in geometrie o definitie directd, insusi sistemul de axiome constituind
definitia lor. Celelalte notiuni geometrice sint introduse cu ajutorul notiunilor
fundamentale prin definitii directe. Proprietitile geometrice demonstrate cu
ajutorul axiomelor gi definitiilor se numesc leoreme \tele de importantd mai
micd sau care pregitesc alte teoreme se mai numesc leme sau propozifii).

Asadar, la baza unui studiu modern al geometriei stau notiunile funda--
mentale si axlomele care exprimd proprietiti ale acestor notiuni. Existd
diverse pombnhtﬁtl de a alege din multitudinea de notiuni si proprietéti geome-
trice notiunile fundamentale i axiomele. Noi vom considera urméitoarele
notiuni fundamentale: punct, dreaptd, plan, distanid si masura unghiurilor*.

* In axiomatica lui Hilbert nofiunile fundamentale sint: punctul, dreapta, planul,
incidenta, relafia ,jintre“ si congruenfa.



In acest manual vom studia geometria in plan in care se considerd existenta
unui singur plan, Axiomele acestei geometrii le grupim in axiome de incidents,
axioma riglel, axioma de separare a planului, axiomele unghiului, axioma d¢
congruentd si axioma paralelelor. Treptat, dupd ce vom introduce cite o
axiom#, vom defini imediat unele notiuni gi vom demonstra un numéir de
teoreme. Se recomandd sd refinem care dintre teoreme se bazeaz numai pe o
parte dintre axiome, cici astfel vom intelege mai profund legitura logici
dintre propriet#tile geometrice i ne vom insusi esenfa metodei axiomatice
in matematici.

Prima prezentare axiomatici a geometriei a fost dati de Euclid (365—300 i.e.n.), care
a servit ca model pentru cir{ile de geometrie pind la sfirsitul secolului trecut. Axiomatica
lui Euclid nu este perfectdi; in axiome nu se vorbegte de pildi despre proprietii de ordonare
gi din aceastd cauzi in demonstratii se face uz de intuifie in mod tacit. Primul sistem
axiomatic complet al geometriei a fost dat de D. Hilbert in 1899. Tn acest manual, asa
cum am aritat si in prefajd, se pleaci de la axiomele lui G.D. Birkhoff*, intr-o forma
usor modificata. i

In fara noastrit geometria a stat in aten{ia multor savanti ilustri, care pe lingd cerce-
tarile lor originale au realizat si valoroase lucriivi didactice, impulsionind invatdmintul
geometric roménesc. Dintre ei amintim pe Gheorghe Titeica (1873—1939), Alexandru
Myller (1879—1965), Gheorghe Vrinceanu (1900—1979), care au intemeiat o renumitd
scoald de geometrie diferentiald, pe Traian Lalescu (1882—1929), Dimitrie Pompeiu (1873 —
1954), care odata cu cercetirile lor de analizi matematicd au adus ¢ remarcabili contribufie
§i in geometrie. Cu studii de axiomatica geometriei s-a preocupat renumitul algebrist Dan

Barbilian (1895—1961), cunoscut si ca poet sub pseudonimul Ton Barbu, Gazeta Matema-

ticdi (infiinfatd in 1895) antreneaza si stimuleazi tineretul in studiul geometriei.

Primul grup de axiome se enuntd astfel:

i.1. X v O Inuigime aé puncte, pe care o notdm cu )

I Prin- dou efe dis tre¢e o dreapti si numai una.
Dacd A este un punct si d o dreaptd, relatia A € d se citeste astfel:
punctul A aparfine dreptei d sau A este situat pe d sau d confine pe A sau d
trece prin A sau punctul A si dreapta d sint incidente. Punctele A, B, C se
zic coliniare, daci existd o dreaptd d astfel ca A & d BedC cd.

Fie A gi B doui puncte diferite. Potrivit axiomei, I.4 existi o singuri
dreaptd d astfelincit AC dgi B € d; aceasty dreaptd d va fi notatd cu 4 B.

Teorem i Do

3 o Aifawld
nte diferit

comun.
Demonstrajie. S& presupunem ci teorema nu este adevirati. Atunci
existd doud drepte d,, d, si doud puncte P, Q astfel incit d; # d,, P # Q,

* George David Birkhoff (1884—1944) matematician american,




P,Q € dy, P,Q € d,. Conform axiomei 1.4 d; = PQ,d, = PQ, deci d, = d,,
in contradictie cu d;, # d,. Agadar presupunerea noastrd ne-a condus la o
contradictie. Rezultd cd teorema este adevirati.

Observatie. Metoda folositd in aceasti demonstratie se numeste metoda reducerii la
absurd. Ea constd in a ardta cil negarea concluziei teoremel conduce la o contradictie.

Exercigii

L. Oricare ar fi dreapta d, putem gisi in planul 2 un punct nesituat pe d.

Rezolvare. Presupunind contrariul, toate punctele planului sint situate pe dreapta d,
ceea ce este in contradictie cu axioma L3.

2. Daci A, B, C sint trei puncte necoliniare, dreptele AB, BC, CA sint distincte
doud cite doud.

8. Presupunind ci existd in P punctele 4, B, €, D dintre care nu avem trei coliniare,
s se arate ca dreptele AB, AC, AD, BC, BD, CD sint distincte doui cite doui.

4*, S presupunem ci 4, B, C, D, E sint cinci puncte diferite, A, B, C sint coliniare
5i D, E g AB. Dintre dreptele AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, €D, CE, DE cite pot
fi distincte cel mult? Aritati o situatie in care avem mai pufine drepte distincte.

&*, Pot exista 5 puncte in 2 astfel incit unite doua cite dou, sit obtinem exact 7 drepte
distinete ? :

Stim din experienta ci fixind o ,,unitate de méasurd“ (un ,segment etalon®)
si folosind procedeul de masurare, fiecdrei perechi de puncte putem face si-i
corespundd un numdr real (nenegativ) unie, ,distanta intre cele doud puncte®.

‘ In tratarea noastrd, distanja este o nojiune fundamentald. Admitem deci
cd oricare ar fi punctele 4, B € (D existd un numdr real unic, notat cu || AB |
sau d (A4, B), care se numeste distanja intre A st B.

B atanta. 1| AR™

Observagie. In aplicatiile practice se folosese mai multe unititi de misurd, de exemplu
1 m, 1 km, 1 cm ete.; in aceste cazuri trebuie si se indice unitatea respectivil. Spre deose-
bire de aceastd situatie, la noi distanta este un numér real. De exemplu d(4, B) = || AB||=
= 5sinujem.

Nofiunea fundamentald este de fapt o functic & : @ x @ — R, numitd funelie-
distanta. Intr-adevir, stim ci un element oarecare al produsului cartesian ? x P este
o pereche de puncte (4, B) si deoarece acesteia ii corespunde numirul real || AB Il
determinat in mod unic, avem o funciie definitd pe multimea ? x 2 cu valori in R.

In clasa a VII-a s-a qinvﬁt,at despre reprezentarea numerelor reale pe o
dreaptd, ceea ce permite sil definim o functie bijectiva fintre multimea punctelor
unei drepte d gi mulfimea numerelor reale R. Intuitiv, punem in evidentd
aceastd functie insemnind unele puncte de pe dreapta d si scriind sub ele
numerele care le corespund, de exemplu punctului 4 ii corespunde 2, punctului

7
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Fig, .1

B 0,6,punctului ¢ —1,3 (fig. I.1). In acest fel dreapta d apare ca o Hrigld
gradatd infinitd“. Cu ajutorul ei putem cunoagte distanta dintre doud puncte
situate pe dreapta d. Pe figura 1.1 avem || AB |l =1 BA || =14, | AC | =
= |CA 1 =33, |BC| = ||CB | =1,9. Observati cd distantele sint
pozitive, in timp ce gradatiile (valorile funetiei f) pot fi pozitive sau negative.

Prin axioma urmitoare admitem existenfa gi precizdm proprietitile
acestei functii f. i

R. (Axioma riglei.) —Fie d o dreapti oarecare §i A, B &d dousi punete
distinete. Fieelrui punct M & d i pufem face si+i corespundi un numir real
uni¢ z,, astfel eit s fie satistieute urmifoarele condifii: T

1) Pentru fieeare numair real ¢ existi un singur punct P = d eu Tp = G

=0 i xg =),
3) Oricare ar fi puneiele P, 0 & d, avem

(1) 1PQ || = | zg — 2p |.

Prin aceastd,axiom3 se mai precizeazd ci funefia f : d — R, definits prin
f(M) = z, este determinati in mod unic de conditiile 1),:2) 81 3).

Observatit. Condifia 1) arati cil funcfia £ : d — R este bijectivi.

Condifia 2) arati c oricum s-ar da dou#t puncte M si NV pe o dreapti d, existd un sistem
de coordonate pentru care abscisa lui M este 0, iar abscisa lui IV este pozitivd (M reprezintd
originea sistemului de coordonate, iar rolul lui N este de o preciza un sens de parcurgere
pe dreaptd) {fiy. I.2,a 5i b). Daci s-ar permite si modificarea Hunitdjii de masurd” am putea

'Hlljllilyﬂﬂlllii iiifijlﬂ H-HIHATII
PRI e i B

i 0 ! g 2 3

< ! . 0

7
llmhmlnulm|Inulunlnul

N M

)
Fig, 1.2 ¢




Fig. 1.3.

asocia punctului dat IV abscisa 1, lucru care in teoria noastrd nu este posibil, deoarece —
precum s-a precizat — functia distantd este fixata.

Condi{ia 3) indica o legatura intre distanfe si abscise. Dacd cuneastem abscisele a
doud punete, putem caleula distauja dintre ele cu ajutorul formulei (1). De exemplu, in
cazul figurii 1.3 x4 =1, ap = 4 si |AB || =3 = | 2B — x4 |; sau :cA S —
:—-171”14(‘“_2 |lag —ap | = | —1—1|=|~—2]|

Ovicare ar fi netel

(5) PR || = PO || ==Lt

Demonstrayie. Fie d o dreaptd ce contine punctele date P gi Q. Conform
axiomei riglei existd un sistem de coordonate pe d si avem

N PQ || = |2g—ap | > 0;
I PQll=|2g—ap|=|2p—2g|= QP |l;
[ PO | =0 |2pg—ap| =0+ 2, =25« P =0,

ultima echivalentd rezultind din condifia 1) (sau altfel spus din faptul c&
functia f : d — R, f(M) = x) este 1nJect1va) In cazul R € d putem scrie

| PR || = |2p — @p | = | (zp — @g) + (@g — 7p) | <
< |ap—dg |+ | 2g—2p | = QR | + || PQ ||

Obseroajie. Deoarece la baza notiunii de distanta st procedeul de misurare, s-ar péirea
cd ar fi fost mai natural si definim distanta ca un numér pozitiv, si nu ¢a un numér real.
Atragem din nou aten{ia asupra faptului cd in axiome postulim cit se poate de pufin;
presupunind numai || PQ || = R, din teoremd rezulta || PQ || > 0.

Exercitii
1. Fie || AB || = 4. Existd un sistem de coordonale pe AB cu x4 = 5, ap = 87
9. 7, = — 2 ap =3, 2g = 10, Sise afle || AB ||, | AC |si || BC |.

8. Intr-un sistem de coordonate pe dreapta AB, x4 = 3, | AB || = 5, =5 < 0, a) S
se afle xp. b) Sa se determine a¢ stiind ¢4 C € AB, | BC || =751 || AC | < || BC |.

4%, z4 = — 2, ap = 5, si se determine punctele M, N e AR, stund cd || AM || =
I MN || = 1, IINH Il = 2.
b* x4 = 1, ap = 4. Si se afle M, N € AB, stiindcd | AM || =1, | MN || =4,
INB || =2



areptce

Intuitiv, pe figura 1.4 punctul M este ,intre A si B, Dim definitia acestel
nofiuni.

~ Definifii. Fie A si B puncte diferite. Zicem cf punctul M este 2ntre
A i B (sau M separd punctele A si B) daci

(1) . L B sint puncte colmmre dlferlte
(2). . . II AM I+ Ii M II = HAB ll

Px-m segmentul deschis | AB | intelegem mulg.xmea punctelor intre A §| B,
iar segmentul inchis [AB] este multimea | AB |U {4, B}.

Agadar
@) [AB]l= {M € AB| |AM ||+ | MB || = || AB |},
(4) | AB | = [AB] — {4, B}.

Notatiile | AB | si [AB] pot fi folosite gi in cazul 4 = B, dar atunci
nu inseamnd segmente: | A4 | = @, [44] = {4}.
Prin lungimea segmentului [ 4B] se intelege distanta || AB ||.

EXercitil

1. Aratafi cd egalitatea (2) este satisfacutd daci M = A si daci M = B.
&2, Demonstrafi: daci C este intre 4 si B, atunci C este si intre B si A.
Indicapie. Se admit conditiile (1) si (2). Trebuie si demonstram (1) si (2) cu literele A
si B schimbate intre ele. Se {ine seama de formula (4) de la § 3.
&8, Sd se arate cd [AB] = [BA].
4, Fie C € AB, z4 =2, 2B = 10, a¢c = 4. B este intre 4 si C? dar C intre
A §i B? dar Aintre 4 5i B?
Indicajie, Deoarece || AB || = |zp—x4 | =8,||BC|| = |4 — 10| = 65i | AC|| =
= |& — 2| = 2, conditia (2) nu este satisficutd, deci B nu este intre A si C. C este intre
A si B. Punctul A nu este intre A si B, clici conditia (1) nu este satisfacuta.

Segmentele pot fi caracterizate cu ajutorul absciselor:

iar daelk 2z, > 2;

(7) [AB] = {
‘
{

(8) | AB | = {M ¢
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Demonstrajie. Fie x4 < xz. Deoarece (b) este o egalitate intre doud
multimi, va trebui si luim un element din membrul I si sd ardtdm ci el
apartine §i membrului II, gi invers.

Fie P € [4B]. Tinind cont de (2) avem || AP| - | PB| = || AB], prin
urmare
(9) |2p — 24| + |25 —@p | = a5 — @4
(cdei zp. > z,). Considerdm urmétoarele cazuri:

a) zp < x,; atunci din 2, < 2p deducem z, < ap §i egalitatea (9) devine

Ty — Tp + Tp — Tp = Tg — T4
Reducind termenii asemenea, obtinem 2¢, = 2zp, deci x4 = xp, in contradictie
cu xp > w,. Agadar, acest caz nu este posibil.

b) #p > x5; acum relatia (9) se scrie

Tp — %4 +%p — Fp =%p — %y
sau &, = 2p. Nici acest caz nu este posibil.

Rezultd cd #4 < %p < ¥y, deci P € {M € AB lzy < 2y < < Zp}.

Fie acum M un punct din membrul II al egalitdtii (5). Atunci M € AB i
(10) & $A<$M€.‘EB. :

Din (10) rezultd @, — x4 > 0 81 25 — &y = 0, deci

|AM || + | MB|| = @y — 34 | + | 55 — 2y | = Sy — B4 + 9p — By =

=$B—WA:|$B—$AI = || 4B .

Prin urmare M & [AB].

Tinind seama de (4), formula (6) rezultd imediat din (5). Formulele (7)
gi (8) se obtin din (5) si (6) observind ¢ [AB] =[BA] si | AB | = | BA |.

b. Care dintre urmitoarele relatii sint adeviirate, daci punctele 4, B, C au abscisele
85207
Ae[BCl, Be |AC|,Ce | AB |, C [AB]?

~ 6. Punctele coliniare A; B, C au abscisele 6, —3, —2. Unul dintre punctele 4, B, C
este situat intre celelalte doud?

Afirmatiile teoremei urmé#toare, numite proprietdfi de erdonare ale punctelor
pe o dreaptd, sint evidente sub aspect intuitiv. Totusi trebuie si le demon-
strim, deoarece numai axiomele sint admise fird demonstrafie.
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Teorema 2, Au loec urmitoarele proprietafi: - -

1) Daed A, B, C sint trei punefe diferite pe o dreapti, afunci unul dintre
ele esie gituat intre celelalte doui.

2) Daed B este infre A §iC, atunei A nu este intre B si C gi niei C intre
A BB,

3) Dacit A si I
mentul |

Demonstrajie. Existd un sistem de coordonate astfel ca #, = 0, @, > 0

1) Sint posibile urmétoarele cazuri: j

a) zg < 0; atunci xg < x4 < @ §i In virtutea formulei (11) A este intre
C si B.

b) 0 < a; < ap; C este intre A si B.

) ¢ > zp; atunci 2, < zp < @y §i B este intre 4 si C.

2) Cazul c) exclude cazurile a) gi b).

3) Luind € astfel ca z; = %, avem w, < 7o < zp. Dacd z, = 2zp,

atunci z, < 25 < .

4) Ludm sistemul de coordonat: pentru AR astfel ca zy = 0, ap > 0.
Atunci z, < 0, gi prin urmare &, < 0.

5) Demonstratie aseminitoare.

7

7. M € AB, A & [MB), B & [MA]= M < | AB |.

8. M < AB, A@ | MB |, B& | MA | > M < [AB].
09 Ce |AB|,De |AC|=D e | AB |.
O10. C e |AB |= [ AC | c | AB |.
O11. C, D e | AB | = [CD] c | AB |.

12. Ce |AB |, Be |CD|=C, Be |AD |

18. Orice segment con{ine o infinitate de puncte,

14. Fie mn un numdr real > 1. Ardtati cd existii un punct M e | AB | astfel

inett || Am | — LABI,
n

Definitie. Fiind date punctele distincte

A §i B, semidreapta inchisé [AB §i semidreapta

deschisi | AB se definesc astfel (fig. I.5):

[AB = () | M €[AB] sau B | AM]),
def

Fig. 1.5 7 |AB=[A4B — [4}.
12




Dreapta A B este suportul semidreptelor [AB gi | AB, iar punctul A origi-
nea lor.
Dacd B €. | AC |, semidreptele[ BA 5i[ BC se zic opuse, la fel | BA si | B(.
Semidreptele pot fi precizate cu ajutorul absciselor:

Demonstratie. Presupunind 2,4 < zp, din tecoremia 1 Gbfinem
M € [AB] < 24 < a1y < T
BE|AM|#.’EA < ZTp < Ty
Asadar M € [AB <> x4 <zy < xp sau zp < Ty, ceea ce se scrie mai simplu:
M € [AB < a5 < a3, deci are loc egalitatea (12). Egalitatile (13), (14) si
(15) rezultd in mod analog.
Demonstrati cu ajutorul formulei (13):

Definifie. Un unghi este reuniunea a doud semidrepte inchise avind

aceeasi origine (fig. 1.6).
Daca cele doud semldrepte sint h = [AB si k = [AC, unghiul va fi notat

hk sau BAC sau A (dacd nu e pericol de confuzie). Punctul A se numegte
virful, iar semidreptele k, k se numesc laturile unghiului hAk

Dacd h = k ﬁc se numegte unght nul, iar dacd h g k sint semidrepte
opuse, atunci izk este un unght alungit. Un unghi care nu este nici nul, nici
alungit, se numeste unghi propriu.

Definifie. Dacd punctele A4, B, C nu sint coliniare, multimea
ABC = [AB]U [BCIU [C4]
se numegte triunghi. Punctele A, B, C sint virfu-
rile, segmentele [AB], [BC], [CA] sint laturile, iar

NN N
unghiurile BAC, CBA, ACB sint unghiurile triun-
ghiului.
Dacd doud (respectiv trel) laturi au lungimi
egale, triunghiul se numegte isoscel (respectiv
echilateral). Fig. 1.6
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Exercigii

15. Fie aa — 2, ap = 10, z¢ = 14. Care dintre urmitoarele egalitifi sint adevirate:
[AB — [AC, | AB = | AC, | BA = | BC, | CA = | CB; | AC = | BC?"

16. Fiewy = — 1, 2p = 8, 2¢c = 5, 2p = 8. Si se arate ¢ B « | AC, [BC]c | AD,
B e |AD, D & | CA.

17. Sedauzy = — 3,2p = 0, a¢g = 5,2p = 9. Siseafle | CA N [BD]si[CA N| BD.

18. Sa se arate: [AB]c [AB (A £ B).

19. Dacd 4 == B, atunci: a) | AB N | BA = | AB |, b) [AB N [BA = [4B],

¢)| ABU| BA = AB. -

§ 5. Axioma de separare a planului

~ Dofinifie. Fie d o dreaptd i 4, B doud puncte ale planului @, nesi-
tuate pe d. Dacd segmentul [AB] are un punct comun cu d, spunem ci
dreapta d separd punctele A si B sau o A si B sint de o parte si de alta
a dreptei d. In caz contrar se spune ci 4 si B sint de ‘aceeasi parte a lui d.
Pe figura 1.7 dreapta d separi punctele 4 si B, de asemenea punctele A
gi C, dar nu separd pe B si C. Expresiile ,d separd A si B gi ,d nu separ
A §i B* au sens numai dacd A gi B nu se afli pe d.

Admitem urmétoarea aziomd de separare a planului:

7

ce separd punciele 4 gi B. Daed d nu separdt punetele

i A §1.C (hg. 1.7).

Obsergafie. Pentru puncte coliniare 4, B, € afirmafia § face parte din teorema 2
de la § & (punctul 5). Agadar este suficient si se considere in axiomi numai puncte
necoliniare. Sub aceastd form4 mai slabi axioma § se numeste azioma lui Pasch.
Pentru a simplifica referirile, am cuprins in axiom# ambele situatii.

xerciti

<& 1. Oricare ar fi dreapta d si punctul 4 nesituat pe d, ariitati ca existd un punct
B e ? —dastfel ca d si nu separe A si B si existi un punct € astfel ca d si
separe 4 si C.

Rezolvare, Ludim un punct P pe dreapta d. Stim cd existd B i C astfelca 4 = | PR |
si P e |CA|(§ 4, teorema 2,3)). Atunci d nu separd pe A, B si separi pe A, C.

y <& © 2. Dacd dreapta d nu separd A si B si nici BsiC,

atunci d nu separd punctele 4 si C,
il =N Rezolvare. Intr-adevir, in caz contrar d ar separa A si
/ C i atunci din axioma § ar rezulta cii & separd A si B
(cdiei nu separd C si B), in contradicfie cu ipoteza.

/ 1 Teorema 1. Daci o dreapti d separii afit
/| h . " 'yl . I . v .
ol Y ictele B gi-A eif gi punetele 4 si €, atunei d
Fig. 1.7 epard B si C (fig. L. 7).



Demonstratie. Dacid punctele A, B, C
sint coliniare, teorema revine la punctul 4)
din teorema 2, § 4. Vom admite deci ci
punctele A, B, C nu sint coliniare, Sa
presupunem cd teorema nu e adeviratd.

Atunci existd pe dreapta d punctele M, N, P !

astfel incit M e |AB|, Ne | AC | si

P = | BC | (fig. 1.8). Cum punctele M, N, P 7/ N
sint coliniare, unul din aceste puncte va & - —— —
fi situat intre celelalte doud (teorema 2, § 4

punctul 1). Pentru a face o alegere, si pre- Fig. 1.8

supunem cii M este intre IV si P.

Asadar dreapta AB separd N i P; pe de altd parte AP nu separd N si C (cdci
conform teoremei 2.2), § 4 din V & | AC | rezultd ci A nu este intre N si C), deci
din axioma S deducem ci A B separd punctele P gi C, adicA B = | PC |. Dar avem si
P = | BC | in contradictie cu punctul 2) al teoremei amintite.

2

Corolar. Odreapti care inters

)

loud din 1

virf al sdu, interseeteazi exaet

Exercitii

3. Dacadreapta dsepard A si Bside asemenea € si D, dar nu separd 4 si €, atunci d
nu separd punctele B si D.

4. Fie 4, B, C, D puncte distincte. Dacii 4 si B sint de aceeasi parte a lui CD, pulem
afirma ¢it C gi D sint de aceeasi parte a 1hi AB?

1
punctele

puncte s

(1) |dA = {M € P |[AMINd = B).

Intr-adeviir, pentru M # A, relajia [AM]N d = @ inseamnd ciiA si M
sint de aceeagi parte a lui d; iar pentru M = A relatia [AA]N d = O este
verificatd, cici [A4] = {4} ¢ d.

In notatia | d4 punctul 4 poate fi inlocuit cu
orice: punct al semiplanului | d4:

(2) B € |dA = |dA = |dB. NN

Intr-adevér, cum [AB]N d = @, exercitiul 2 N '
ne arati cd [AMINd= G5 [BMINd=0 NN
sint conditii echivalente, deci mulfimile de G
puncte, care le verificd, coincid. Fig. 1.9
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Fig. I;ld 3 3) Daci

mentul | | PO 1 p—=S

segmentul ' | PR | si dreapta d au ot comun (fig.

Semiplanele § §i §’ se numesc opuse.

Demonstratie. Luam un punct A nesituat pe d; stim cd existd un punct B astfel
ca d s separe 4 si B (exerc. 1). S& considerdm semiplanele S = |dA si 8" = |dB.
Luind M e ? — d, sa ardtam cd M = § U S". Daci M < § afirmafia este evidenta.
Dacd M ¢ S dreapta d separi A si M, déci conform teoremei 1 dreapta d nu separi
B §i M, adici M < 8. Asadar P —d < §U S gi deoarece incluziunea inversd este
evidentd, ? —d = SU S’.

84 presupunem cd P e § N S’; atunci d nu separﬁ A si P sinici B si P. Cum d
separd A si B si nu separd A si P de,dmem din axioma § ci d separd B si P. Contra-
dicfia dovedeste ci nu existd nici un punctin S N.S” gi astfel am demonstrat afirmatia 2).

Un semiplan oarecare S* limitat de dreapta d se scrie sub forma §* = | dQ, unde
Q = ? — d. Am demonstrat mai sus ci Q@ € 8, sau Q e 8. In primul caz | dQ —
| dA = § (vezi (2)), iarin al doilea caz | dQ = | dB = §’. Agadar §* = § sau §* = §*
si afirmatia 1) este demonstrata.

Fie P,Q = §. Atunci .§ = |dP si din definifia semiplanului urmeazi ci [PO]Nd =
= @. Daci Pe S, R= §’, avem § = |dP si-[PR]Nd=£ @, deci- si afirmatia 3)
este demonstratd.

Dehmtw. Reuniunea unui semlplan cu front:era 58 s8¢ numeste Semnplﬂ.n

-inchis. Slmbolul [dA=]dA U dse c:te@te ,,semlplanul 1ﬂﬁh15 hmxtat -de
dreapta d §i continind punctul A%,

Exercitii
5. Dacit punctele A4 si B aparlin semiplanului § (deschis sau inchis), atunci
[AB]cC S.
T S 6. Daci Aegd si B ed, atunci | BA |c | dA (fig. L.11).

/ Indicajie. B¢ va arita: M € | BA |= B & [AM] =
/A = M e | dA.
7
% & 7. Dacii 4 & d si B ed, atunci | BAC | dA.
7 . Indicatie, Se ia un punct M e | BA si se disting
/ A cazurile:
& d_ : ; il
Py 1° M e |BA |; atunci M & | dA conform exercifiului 6;
Fig. L.11. 2 M = Ad; A< | BM |
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8%, Sad se arate cd intersectia dintre o dreapti d
si un semiplan deschis este sau dreapta d sau o semi-
dreaptd deschisi sau multimed vidi.

& 9. Dacd M este un punct pe latura [AB]a unui
triunghi ABC, iar P un punct ce se giseste de aceeasi /
parte a dreptei AB, ca si C, atunci semidreapta | MP /\
intersecteazd, latura [BC] sau [CA] a triunghiului
(fig. 1.12). # -

Indicapie. Conform axiomei §, dreapta MP taie Fig. 1.12
segmentul [BC] sau [CA] intr-un punct Q. Trebuie si se
demonstreze ci punctul Q este situat pe semidreapta | MP. In acest scop se va ardta ci
P51 Qsint de aceeasi parte a lui AB, ceea ce implicd [PQ]N AB = @.

& 10. Fie ABC un triunghi, B’ « | AC|5i C" = | AB |. S4 se arate ci segmentele -
.| BB’ | si | CC’ | au un punct comun,

< 11. Folosind notafiile exercifiului 10, fie D e | BC |. Si se arate ci 4D | N
Nn|BC |5 a.

§ 6. Multimi convexe

Multimea vidd gi mulfimile formate dintr-un singur punet se. consider
convexe, deoarece pentru ele nu se pune nici o conditie.

O mulfime formatd din dou# puncte nu este convexi. Multimea din figura
I.13 este convexd, cea din figura I.14 nu este convexi.

g ¥ \
et /
- !’\ a ) s
\ ANTES . Y
S [ e
g ; S’
Fig. 1.13 Fig. 1.14

Exercitii
& 1. Aritali cii planul P si orice dreaptd sint mul{imi convexe,
<& 2. Orice segment i orice semidreaptd sint multimi convexe.

Indicatie. Fie de exemplu | AB | un segment deschis. Dacit P 5iQ e | AB |, atunci
| PQ |c | AB | (§4, exerc. 11).

< 8. Aritati c4 semiplanele deschise §i semiplanele inchise sint mulfimi convexe.
Din mulfimi convexe putem forma alte mulfimi convexe cu ajutorul
teoremel urmitoare.

17
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Fig. 1.16

Teorema 1. Orice interseefie de mulfimi convexe este eonvexd.

Demonsirajie. Demonstrim teorema pentru doud multimi convexe M,
gi My (in cazul mai multor mulfimi convexe se rationeazd la fel). Trebuie s&
aritdm ci M, N M, este o mullime convexd. Fie P, Q€ My N, Atunci
P,0 € MsiP,QE M, Cum M, si M, sint multimi convexe, | PQ | <
c M, si | PQ | c S, Dar atunci | PQ | € AN S,

Int BAC fiind intersectia a doud semiplane deschise, adicd a doui multimi
convexe, esle o muljime convexd.

Definifii. Doud unghiuri proprii cu acelagi virf gi eu o laturd comund se
numesc adiacente, dacd interioarele lor nu au nici un punct comun (unghiurile

AN
AOB i BOC pe figurile 1.16 g1 17).
i ‘. A - A . . .

Unghiurile AOB i BOC se numese unghiuri adiacente suplementare dacd

|0A §i |OC sint semidrepte opuse (fig. 1.18).

B

Fig. 1.17 Fig. 1.18

Exercitil
& 4. Fie BAC un unghi propriu. 34 se arate:

S - ~
a) | BC | < Int BAC:; b) D e Int BAC= | AD c Int BAC.
. Interiorul unui triunghi ABC se definegte astfel I

Int ABC ¥ (a4 n|bBN |cC,

A |
18 ‘ : ! I
|



B E
Fig. 119

unde a = BC, b = CA, ¢ = AB. 84 se arate:’
1) Int ABC este o mul{ime convexi.

N N N
2) Int ABC=Int ABCNInt BCAN Int CAB,

N
3) Int ABC = | a4 N Int BAC.
O& 6. Fie ABC un triunghi si D < | BC |. Se iau punctele E si F in aga fel ca
Py :

B e |AE | si D | AF | (fig. 1.19). S4 se arate ¢i F = Int CBE.

Indicatie. Se va ardta cd C, F sint de aceeasi parte alui BE i E, F de aceeasi parte
a lui BC. ; : :

7. Fie BAC un unghi propriu si D e Int BAC. Sd se arate ci Int BADc Int BAC.

Teoréema 2. (Teorema transversalei) Daci punetul D

aparfine inferiorului unghiului propriu Bji\a', atunei semidreapta | AD gi
gegmentul | BC | au un punef comun: 3 1
' | AD NV | BC | # 0. :
Demonstrafie. Fie | AB’ semidreapta opusd lui | A B (fig. 1.20). Semidreapta
| AD intersecteazi segmentul | B‘C | sau segmentul | BC | (§ 5, exerc. 9).
Dar | AD nu poate intersecta pe | B'C |, deoarece aceste mulfimi sint de o

parte i de alta a dreptei AC (§ 5, exerc. 6 si 7).

Exercitii

Cms ~~
8. Fie BAC un unghi propriu si D < Int BAC. 84 se arate ci punctele B si C sint de
o parte si de alta a dreptei AD.
Indicatie. Se aplici teorema fransversalei.

< 9. Fie punctele B i Csituate de aceeasi parte a dreptei OA. Si se arate ci
N\ N\ N Faay
C € Int AOB sau B = Int AOC sau AOB = AQC,

: .
Indicajie. B suficient si considerdm cazul B @& Int AOC §i B .| OC, cidei altfel afir.-

matia este evidenti. Dacd am avea | AB | N OC =@, ar rezulta ci B < Int ,@' sau
B = | OC, deci A 5i B sint de o parte si de alta a dreptei OC. Asadar | AB | NOC =:

b P 3
= {P}. Arita{i ci P < | OC, de unde va rezulta | OP c Int AOR si C e Int m
10. Dacé punctul P aparfine interiorului triunghiului ABC, atunci dreapta AP inter-
secteazd segmentul [ BC]intr-un punct A’si P e | 44’ |,

8 19
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11. Dacit dreapta d trece printr-un punct P, situat in interiorul triunghiului ABC,
atunci dreapta d intersecteazd triunghiul. fn cite puncte? -
& 12, Fie A4 s ¢ de o parte si de alta a dreptei BB/ iar0 = | BB’ |, 0 & AC. 54
se arate cit dintre semidreptele |OB si | OB’ exact una este situatd ‘in interiorul

[l Joar™s
unghiului AGC.
-~
¢ 18, Fie P un punct in interiorul unghiului propriu AQB, iar Q un punct in exte-
—~~
riorul Iui (adicd @ g Int AOB U[0A U[OB). S se arate cd segmentul | PQ | intersecteazi

- LS
o laturi a unghiului AOB.

:;l_]i;liﬁiiie;’ O linie: poligp_na’lﬁ'-_ Bste ‘Oi'_mu-l.’g;im'é de forma
' L= (APIUIRRIY L UIRRl

Punctele Py, iy Poyy 58 00 esc virfurile liniei L, iar segmen

_ une v tele [Py Pyly -onr
[P, Puy,] se numesc laturile ei; laturile [PesPr] § [PyPyyy] 8 210 pecine
Tinia poligonald L se numeste inchisd, dacd Py = P, (fig. 1.21 b gi ¢)
g simplu inchisd dacd in plus oricare doud laturi nevecine nu au punct comun
gi doud laturi vecine au suporturi diferite. O linie poligonald simplu inchisa
se mai numeste poligorn. Linia poligonald din figura 1.21.b) nu este poligon;
un poligon nu st autointersecteazd! Un poligon cu trei laturi este un triunghi.
Un. poligon cu 4, 5, B, ... laturi se numegte patrulater, penlagon, exagon ete.
Poligonul cu virfurile P,, Py, ...y Py va fi notat cu PP, Pr Segmentele
[P;P], care nu sint laturi, se numesc diagonale.
Poligonul P, P;... Py 8€ numeste poligon conver, dac¥, pentru fiecare laturd
[ PyPrs1], toate virfurile diferite de Py g1 Py € gisese de aceeagi parte a
' ; dreptei PyPyy, (pentru k —n, Pryv= B1)
(fig. 24, c).
Un poligon convex P,P,...P, nu este
o mul{ime convexd, dar interiorul siu
(care se definegte precum urmeazi) este
o inultime convexd. Interiorul unui po-
ligon convex este intersectia semiplanelor
desshise limitate de suporturile laturilor -
poligonului i care contin virfurile nesi-
tuate pe laturile respective (fig. 1.22):
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n

daci notdm dj = PPy, pentru k =1,..,n — 1 $i d, = P, P, atunci
RN P, P — [0, P Ni[d.P) M., | d P, ‘

Reuniunea dintre un poligon convex P, P,...P, si interiorul siu se numeste
suprafaid poligonald convexd, care se noteazd prin [PyP,...P,]

[REy wPHi="P . B USInt PP P
In cazul unui triunghi 4 BC mu'jimea [4BC] se numegte suprafufi triun-
ghinlard. :

Exercitil

& 14. Sd se arate ol diagonalele [AC] si [BD] ale unui patrulater convex A BCD au
un punct comun (fig. 1,23).
<& 15. Dacd diagonalele [AC] si [BD] ale patrulaterului ABCD au un punct comun,
atunci patrulaterul este convex.
16*. Un virf al unui patrulater A BCD se marcheazi cu un semn daci si numai daci

el este situat tn interiorul unghiului opus (de exemplu A va fi marcat daci A < Int B/C})).
84 se demonstreze: Y

a) Cel putin unul din virfurile 4, B, €, D va fi marcat.

b) Dacd doud virfuri sint marcate, atunci patrulaterul este convex si Lloate
virfurile vor fi marcate. '

17*%. Intersec,ia sen “lanelor inchise, limitate de suporturile laturilor unui poligon
convex P coincide cu mul{i Int P U P,

18**, Reuniunea unui poligon convex cu interiorul siu este o mulfime convexi.

<& 19. Fie P, P,...Pyy; olinie poligonald. Dacil P, siP,, sint de o parte si de alta a
unei drepte d, atunci aceastd dreapld intersecteazi linia poligonali,

20*. Dacd o dreapti'd nu este suportul unei laturi a unui poligon convex,
atunci ¢ are cel mult 2 puncte comune c¢u poligonul dat.

21*. Dacd P,P,... P, este un poligon convex
unde n 2 4, atunci P,P,...P, este de asemenea un
poligon convex. ;

22%, Fie P,P,..Pn un poligon convex si iy, e J
Iy,..., 1p NUmere naturale astfel ca 1 <1 < 4,... < ;"’ SRt = LN /
< ip<n, k2= 3,84 se avate ¢d o By }—‘ih este un AN \ /
poligon convex. AR e

23%*, Fie L = P,P,...Pr un poligon convex, 5 *\
AeInt Lsi B&lInt L Sise arale & LN [AB] =~

== @. Cite puncte are aceastd mul{ime? Fig. 1.23

S

-]

A siii g
AXI0T1

Vom nota cu @ mul{imea unghiurilor. :

Misurind unghiurile cu raportorul (fig. 1.24), fiecrui unghi i se asociazi
un numér real. Astfel se obtine o functie definiti pe % cu valori in intervalul
inchis [0,180].
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Fig. 1.2% A ( Fig. 1.256

Ultima notiune fundamentald, pe care o introducem in geometrie, este
inspiratd de procedeul de misurare cu raportorul. :
Admitem existenta unei functii m: @ - [0,180], numitd funcjia masura

unghiurilor (in grade), care satisface urmatoarele axiome (evidente sub
aspect intuitiv):

e S ; ~~
U.1. m(AOB) = 0 daedi §i numai daei AOB este un unghi nul; m(40B) =

—~ .
— 180 daci i numai daed AOB este un unghi alungit.

U2 (Axioma de eonsfrucfie a unghiurilor) Fie
|OA o semidreapts gi S un gemiplan limitat de dreapfa OA. Pentru orice numér

« & (0180) existi 0 semidreapti unied | OB, inclusi in 5, astlel ea m(AOB) = -
— o (fig. 1.25). . L
Din U.2. rezultd imediat
A~ S ‘
Teoremal Daed m(A0B) = m(A0B') gi punctele B, B sint de
aceeasi parfea dreptei 04, atunci | OB = | OB’ (deci AOB = A0F') (fig. 1.26).
e
U3. (Axioma adundrii unghiurilor) Daci AOB §i Bf?t‘
-~
sint unghiuri adiacente cu | OB C Int AOC sau unghiuri adiacente suplementare
(fig. 1.27, a) respectiv b)), atunei : :
~ -~ A~
1) m(A0B) + m(BOC) = m(40C).

In particular, suma méisurilor uhghinri]or a doui unghiuri adiacente suple-
mentare. este egali eu 180.
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s . ] L AN ~
Dacd a < [0,180], multimea tuturor unghiurilor hk, pentru care m(hk) = a,
se inseamnd cu ¢°. Agadar
N P
m(40B) = a < AOB € .
Obsergatii. In cirtile de geometrie mai vechi doudl unghiuri cu acceasi misuri

sint numite egale“ si sint si privite ca egale. De aceea in loc de AOFB = «°

—~
s-a scris AOB = «°. Veli intilni aceastd notajie la obiectele de invitdmint care folosesc
geometria.

Teorema 2. Doui unghiuri opuse la virf au misuri egale.
Demonstrajie. Fie AOB §i COD doud unghiuri opuse la virf. Avem
P P o
© m(40B) + m(BOD) = m(AOD) = 180,
P S P
‘m(COD) + m(BOD) = m(COB) = 180,
P N
deci m(AO0B) = m(COD).
Teorema 2 are gi o reciproca:

Teorema 3.FieO € | A4’ | i B, B doui punéte de o parte gi de alta
N NS
a dreptei AA’. Daed m(40B) = m(A'OB’), atunei semidreptele | OB si| OB’
siné opuse (fig. 1.29). ; ;
“Demonstrajie. Fie | OC semidreapta opusi Iui | OB’. Conform teoreme; 2;

N Py N A T o N
m(A0C) = m(A'0F'); dar m(A0B) = m(4'0F), deci m(A0C) — m(10B).
Din teorema 1 obpinem cd | OB = | OC, agadar | OB si | OB’ sint opuse.

Fig. 1.28
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Fig. 1.31

Exercigil

N ey J
1. Fie m(40B) + m(BOC) = 180. Rezultd ca 4, O, C sint coliniare?
2. Cal'e dintre urmétoarele egalité!.i sint valﬂhile in cazul figurii 1.30:
N N
a) m(AOB) + m(BOC) = m(COA), b] m(BOC) m(COD) = m(BOD),
c) m[COD] —+ m(DOA) = m(COA)7
~ . A~ ~
8. Stiind cid m(AOC) = 60, B e Int AOC si m{AOB) = 23, si se afle m(BGC).
4. Pe fwura 1.31 m(COD) = 30. 84 se afle m(40C) i m(DOB), stiind cd
m(DOB) —=0) m(AOC)
<> 5. Fie AOC un unghi propriu, 4 si Cdeoparte side alta a dreptei OB si m(AOB) S
- m(BOC) < 180; atunei | OB c Int AOC.
- A N
In,dicalfe Fie | OB’ opusi cu | OB. Presupuntnd cl |OB ¢ Int' A0C, avem |- OB’ c

cInt AOC (§ 6, exere. 12), deci m(AOB’}—i—m( ’OC) = m[AOC) < 180, din care se va de-
duce o contradictie.

§ 8. Proprietiti de congruentd

Teorema 1. Au loe urmitoarele proprietiti:

(1) Y | AB|: |‘AB| = AB | (reflexivitate);
() | AB| = |CD| = |CD|=|AB| (simetrie),
(3) |AB|=|CD|, |CD|=|EF|=|AB|=/|EF | (tranzitivitate).

24




\48"

D
P
A CNT
Fig. 1.33 Fig. 1.3%
Demonstrafie. Aritim proprietatea (3). Din ipotezd rezultd || AB | =
= | €D || si ||CD | = || EF ||, deci | AB || = || EF ||, ceea ce inseamnd
¢ | AB | = | EF |. Proprietitile (1) si (2) se aratd la fel.

Enuntati, in analogie cu teorema 1, o teoremd pentru unghiuri!

Exercitii -

1. Punctele A, B, C, D, E, situate pe o dreapti, au abscisele x4 = 1, ap = &, a¢ = 9,
zp = 11, oy = 12. Gisiti segmente congruente determinate de aceste puncte (fig. 1.32).
2. (sifi unghiuri congruente pe figura 1.33.

Teorema 2,(Teorema de construefie &« unui seg-
m e ut.) Fie | AB | un segment gi | CD o semidreapti. Existd un singur punet -

P € |CD astiel ea | AB | = | CP | (fig. 1.34).
Demonstrajie. Alegem sistemul de coordonate pentru dreapta CD astfel

ca 2o = 0§izp > 0. Punctul P trebuie si satisfaci dous condifii:

a) P & | CD, ceea ceinseamnd zp > 0 (vezi § 4 formula (13)),5ib) || CP || =

— || AB |, adicd |zp — 0| = || AB ||. Asadar z, = || AB || si astfel

punctul P este determinat in mod unic.

Teoréema 3. (Teorema de adunare gi de sciidere
a segmentelor) Fie B& |AC | si B € | A'C"| (fig. 1.35). Atunei

(&) (AR [ | 4B |, | BC=1{BC|=4C| = | AC |;

5) . |AC|=|AC|, |AB|=|A'B'|= | BC|=|BC"|
Demonstrajie. Deoarece B este intre A gi C §i B! intre 4’, '

(6) IAC | = 4B |+ | BC | A 8 ¢
si | AC" || = || AB || + || BC" |-

Din ipotezele implicatiei (4) rezultd A B ¢

| AB || = || 4'B" ||§i | BC || = || B'C"||. Fig. 1.35
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Folosind egalitdjile (6) obtinem e¢d || AC || = || A'C’ |, deci | AC | =

= | A'C’ |. — Din ipotezele lui (5) deducem | AC || = || A'C" ||, || AB || =
= || A’B’ ||, ceea ce impreund cu (6)nedd || BC || = || B'C' |, adied | BC |=
= i BC 1% : A

Observalie. Daci B e | AC |, segmentul | AC | este numit uneori , suma* segmentelor
| AB | si | BC |, iar segmentul | BC | ,diferen{a“ lui | AB | si | AC |. De aiei provine
denumirea teoremei 3.

Exercigii

& 8. Ariitati ¢ | AB | > [ CD | dacd si numai daci existd un pulict M e | AB |
astfel ca |AM | = | CD |.
4. |AB|> |CD|, |CD | > |EF |= | AB | > | EF |.
5. | AB |=|A’B’ |, |CD | = |C'D'|, |AB|> |CD | = |A'B"|> |C'D’|.
6. Fie Be |AC| si B’ = | A’C’|. Aridtati cd atunci a)|AB | > | A’B’ |,
| BC | > | B’C’ | implicd | AC | > | 4°C*]. ‘
b) |A€ | > |A’C’|, | BC | < | B’'C’ | implicd | AB | > | A’B’ |

Observatie. Dacd un obiect matematic se defineste printr-o condifie, atunci se pun in
mod necesar doud intrebri: 1) conditia poate fi satisficuti? (adicd existd cel putin un asc-
menea obiect?), si 2) cite obiecte satisfac condifia? Definifia respectivi este corectd, daci
conditia este satisficutd de un singur obiect. Vom demonstra acum ci definifia de mai sus
este corectd.

Teorema 4. Orice segment | 4B | are un singur mijlbc Msi M e
€ | AB |.

Demonstrayie. Fie ¢, = a, x5 = bsia < b. Punctul M € AB esté mijlocul
lui | AB | daci gi numai dacd || AM || = || MB ||, ceea ce este echivalent cu
lay —a|=[b— a2yl
Deosebim cazurile: 1) ay < @, 2) @y > b, 3) a < zy < b. Cazul z3< @ ne
conduce la @ — 2y = b — x 8i @ = b, in contradictie cu a< b; la fel, nici
cazul z > b nu este posibil. Prin urmare numai cazul 3) este posibil.

Dar atunei zy; — @ = b — a3, de unde

- i3
(7) Iy — & _2;_ .

Asadar abscisa y este determinatd in mod unie, gi impreund cu ea gi punctul
M, mijlocul lui | AB |. Cum 3

a <

a—25—b < B,
rezultd M < | AB |.
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Exercitli

7. Fie C mijlocul segmentului | AB | si D un punct cu proprietatea ci B este mijlocul
lui | CD |. S4 se arate ¢ B = | AD |. Si se calculeze x¢ §i zp, stiind cizy = 2, ap = 7.

8. Se considerd trei puncte coliniare 4, B, C si mijloacele D, E, F ale segmentelor
| AB |, | BC |, | AC |. S4 se arate c¥ | DE | si | BF | au acelasi mijloc.

Din axioma U.2 rezult¥ imediat

Teorema b (Teorema de eonsiruefie a ununi unvhl ) Fie | 04 o seml-
dreapti, S un semiplan limifat de dreapta OA si hk un unghi propnu ‘oarecare.
Afunei existd o semidreapti unied | OB, inclusd in S, astfel ea AOB = h/f.

Teorema 6. (Teorema de adunare gi scidere a unghiurilor.) Fie

AN ooy - 3
|0C c Int AOB, | 0'C' c Int A'0’B’ (fig. 1. 36). Atunei

N TN N TN - N
(8) AOC = A'0'C’, COB = C'O'B’ = AOB = A'0'B/,

N AN N NG N S
9) © AOB = A'O'B’, AOC = A'0'C’' = COB = C'0O'B'.

Demonsirajie. Folosind axioma U.3 putem scrie

. N A~

m(40C) + m(COB) = m(AOB)
(10) Py o A~
m(A'0°C’) 4 m(C'0'B’) = m(A'0'B’).

S ; N AN -~
Din ipotezele implicatiei (8) rezultd m(AOC) = m(4'0'C’), m(COB) =

P A~ /\

= m(C'O’B’}, ceea ce impreund cu (10) ne conduce la m(AQ0B) = m(A’0’'B’),
decl AOB = A"O'B' Analog, din 1p0tezele lui (9) si egalititile (10) obyinem
m(COB) = m(C’O’B’), de unde COB = C'O’B’

Observatie. Daed | OC < Int AOB, unghiul AOB este uneori ;mmit Lwsuma® unghiurilor

AOC si COB, iar unghiul COB este numit ,,diferenta* unghiurilor AOB si AOC.
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Teorema 7. (Teorema semidreptei interioare unui unghi.)
3 b 3 3 PRl el o
a) Dacié semidreapta | OB -este interioardi unghinlui AOC (| OB c

N N N
c Int AOB), atunei AOB < AOC.
b) Daci punctele B si ¢ sint situate de aeeeasi parte a  dreptei 0A

N N . N >
§i AOB < AOC, atunei | OB c Int AOC (fig. 1.37).

~
Demonstrajie. a) Dacd | OB < Int AOC, atunci folosind axioma adun#rii .
unghiurilor, avem m(A0B) + m(BOC) = m(AOC). Deci m(A0B) < m(AOC)

) ~ N
de unde AOB < AOC.
b) Conform exercitiului 9 de la § 6, unul dintre urmitoarele ecazuri

Py -~ ~ ~ :
are loc: |OC c Int AOB, sau |OB c Int AOC, sau AOB = AOC. Este
clar ¢d ultimul caz nu este posibil. Nici primul nu este posibil, deoarece din

| OC c Int AOB rezultd in virtutea axiomei U.3.: m(40B) = m(4A0C) +
N N LN N
+ m(COB) > m(40C). Dar atunci AOB > AOC, in contradictie cu ipoteza,

Exercitii

A Ay A~ AR A,
9. Ardtati: hk > KK, WK > k" = kk > A7k
; A A S A A~ A
10. kk = KK, Im = Um', hk > Im = 'K > U'm'.
: N TN
11. Fie C e Int AOB, C’' = Int A’O’B’. 54 se arate:
N P N N TN
a) AOC > A'0°C’, COB > C'O'B’ = AOB > A'O’H'.
N ION S N N P
b) AGB = A'0'B’, AOC > A'0'C’ = COB < C'O'B’.

~ N
& 12, Aratati ci AOB > COD dacd si numai dacdi existi o semidreaptd | OM c
P N N
c Int AOB astfel incit AOM = COD.
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Demonsiratie. Fie AOB un unghi dat, m(A0B) = a, 0 < « < 180 si a = A0

(fig. 1.88). Si presupunem ci [OC este o bisectoare a unghiului AOB; atunci m(AO0C) +
N Py T 5 N ol S o 1

4 m(COB) = m(A0B) = « i m(A0C) = m(COB), deci m(4A0C) = = Tinind seama

* si de faptul ci | OCc | aB, din axioma U.2. deducem ci semidreapta | OC este deter-

P ’
minatd in mod unic. Asadar, din ipoteza cii AOB are o bisectoare rezulti c aceasta este
unicd. Ridmine sd aritim existeng,a bisectoarei. Construim conform axiomei U.2. semi-

dreapta [OC’ astfel ca m(AOC) = — si B, €’ sd fie de aceeasi parte a dreptei OA.

Din teorema 7 b rezultd ¢ | OC’ c Int AOB si astfel rn(AOC’) -+ m(C’OB) = m(AOB);

Py o ) A e
deci m(C'OB) = o Prin urmare [OC’ este bisectoarea lui AOB.

Demonstrafi cu ajutorul axiomei U.2:
Teorema 9. Fie d o dreapti si O € d. Prin punctul O frece o singuri

dreaptd perpendiculari pe d.
(Existenta si unicitatea per ;wndu’marel ridicate pe o dreaptd, intr-un punet

al ei.) W

Exercitii 3
A A : . A
18. Dacd hk = Im, atunci un suplement al Ini hk este congruent cu orice suple-

ment al lui im.
14. Fie [OC bisectoarea unghiului propriu

AOB iar [OD, [OE bisectoarele unghiurilor A0C
si COB sa se arate cdl [OC este bisectoarea un-

ghiulni DOE
15. Demonstrati cd bisectoarele a doui

unghiuri opuse la virf sint semidrepte opuse. - / i‘\

¢ 16. Demonstrati ci bisectoarele a doud i
unphiuri adiacente suplementare sint perpen- ¢ 0 A
diculare, Fig. 1.39
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17, Dacii semidreptele |04, | OB, -} OC sint distincte doud cite dovd si AOB =
= BOC = COA, atunci bisectoarea unghiului BOC este semidreapta opusi cu [OA.

S -\ N
& 18. Fie [0A | [0A’ 5i[OB | [OB’. 54 se arate cii unghiurile AOB si A'OB’ sint
congruente sau suplementare.

§ 9. Congruenta triunghiurilor

-

Observayie. Relatia AEFG = ALMN implicd E = L, F' = M, é\s]\”\, deci nu este
indiferenti ordinea in care sint scrise virfurile triunghiurilor. Pentru a scoate in evidenti
acest lucru, folosim simbolul A care atrage atentia asupra faptului cé ordinea literelor este
determinati. Perechile de virfuri E si L, F si M, G si N se numesc virfuri emoloage (sau
corespondente ). Perechile de laturi congruente [EF] si [LM]; [EG] i [LN]; [FG]si [MN]

- se numesc laturi omoloage. A ;
Exemple. Pe figura .40, intre triunghiurile LMN si X YZ existd congruen{a ALMN =
= AY.XZ:intre PQR si LMN nu existi nici o congruen{i; intre PQR si UYW avem chiar
doud congruente: APQR = AUVW si APQR = ANUWV. Comparind triunghiul PQR
cu el insusi, pe lingd congruenta triviali APQR = APQR observim si APQR = A PRQ.
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Exercitli D o  C
1. Care dintre urmitoarele relatii sint adevi- \J o, !'53\;
rate in cazul figurii I.41: ‘1.5" b b’/ 45
AADE = ABCE, AADE = AEDC, 90°
AADE = ADAE, AADE = AEDA? a 90° 90° a
A
! 2. Aflati si alte perechi de triunghiuri con- 90° Sapi
gruente pe figura I. 41. M 45
NG
Q 3. Demonstrafi 5%\
AABC = A'B'C 5i AAB'C = NAB'C" = = . it

= NABC = NA"B"C”". - Fig. L.41

Admitem urméitoarea axiomd de congruenjd:

L.U.L. Fie ABC §i A’B'C’ doui trinmghiuri (fig. 1.42). Daei

~ A
‘C'| si A=4'

(5) |AB |=[A'B' |, | AC | =

I

afunei V
AABC = NA'B'C'.

a B A g
Fig. 1.42

Observatie. Intuitiv, aceastd axiomi se justificd cu ajutorul ideii de , miscare (,,a unui
rigid“). In cursul unei astfel de misciri lungimile segmentelor si masurile unghiurilor nu se
schimb4, deci prin migcare un segment se transformd intr-un segment congruent, la fel un
unghi intr-un unghi congruent. Si ne imaginim ci triunghiul A’B’C’ este o placil cu o fad
neagré si cealaltd rosie. Ea se poate deplasa liber pe un plan cu faja rosie in sus, si poate
fi si intoarsd cu fata neagrd in sus. Fie triunghiul ABC fixat in planul considerat gi
si presupunem ci au loc relatiile (5). Deplasim placa A’B’C” cu fa{a rosie in sus in aga fel
ca A’ s# acopere pe A, iar B’ pe B (ceea ce este posibil ciici[AB] si [A’B’] au lungimi egale).
Deosebim doud cazuri: 1) Placa se gaseste acum in acel semiplan limitat de AB, in care se

afld €. Atunci: unghiul B’A’C” va acoperi unghiul BAC, prin urmare semldreapta [4c’

va acoperi pe [AC si punctul €’ pe C. Rezultd | BC | = | B'C’ I B B’ si C C deci
NABC = NA'B’C’. 2) Placa se giseste in semiplanul opus. Intorcindu-1, ajungem la
aceeasi situatie ca gi in cazul 1) cu deocsebirea cd fafa neagrd este sus.

Teorema 1. (Teorema de congruenfd U.L.U.) Daci trlunghmrlle ABC
gi A'B'C’ an

A

LAB [ [ A'B ], A e A BB



c
A & B8 A : B
Fig. 1.43.
atunei AABC = AA'B'C’ (fig. 1.43).

Demonstrafie. Determindm conform teoremei de constructie a unui segment
punctul P € | A'C" astfel ca | AC | = | A’P |. Folosind axioma L.U.L.
rezulti

(6) " AABC = AA'B'P,
A AN A AN o ;
deci B = A'B'P. Pe de altd parte B = A'B’'C’ (din ipotez¥) si P, C’ sint
de- aceeagi parte a lui A’B’, prin urmare [B'C' = [B’'P in virtutea axiomei
U.2. Rezultd ¢’ = P gi astfel relatia (6) devine AABC = AA'B'C'.
Teore in a 2. (Teorema friunghiului isoseel.) DaeX pentru un triunghi
ABC avem | AB | = | AC |, atunei B (,,:, 8i reciproe (fig. 1.44).
Demonstrajie. Aplicind axioma L.U.L., din | AB | = | AC | rezulty

A A A
AABC=AACB, deci B = C. Teorema U.L.U. ne arati ci'B = ¢ implicy
| AB | = | AC |.
L e m & Daed punctele C gi C’ sint de o parie gi de alta a dreptei AB,
|CA|=|C'A |8 |CB|= |C'B|, atunei ANABC = NABC'.
Demonstrajie. Din ipotezd rezultd ci# segmentul | CC’ | intersecteazd
dreapta A B intr-un punct 0. Deosebim urmitoarele cazuri:

a) O € | AB | (fig. 1.45, a)). Triunghiurile ACC’ 5i BCC’ sint isoscele, deci
conform teoremei 2 ?

t ~ LN N
(7) - ACC' = AC'C si BCC' = BC'C. .
. c : C
A i
i
| 4
| I
A ;D 8 0y A 8
I |
4 ‘ :
\ % 2 “
B e _al b)
Fig. 1.44 Fig. 1.5
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-Cum | CC’ C Int ACB putem aplica-teorema de adunare a unghiurilor (§ 8,

Py
teorema 6), deci ACB AC'B. Din axioma L. U.L. rezulty ANABC=/A\ABC".
b) A € |08 | (fig. 1.45, h) Relatiile (7) se deduc ca la punctul a). Din

teorema 8 de la § 6 obtinem ACB =S Aﬁ Asgadar $l in acest caz N\ABC =
=/ANABRC
¢) B € |04 |. Demonstratie ca la punctul b).
d) 0 = A sau0 = B. Lema rezultd imediat din teorema 2 si axioma L.U.L.

reorema J. (Teorema de eongruenta L.L.L.) Daei triu 11

Demonstrajie. In semiplanul limitat de BC care nu contine punctul A,
ducem in conformltate cu teorema de constructie a unui unghi semldreapta

| BP astfel ca CBP B apoi determinim pe | BP punctul P astfel ca
| BP |=| B'A’ | (fig. 1.46). Atunci APBC = AA'B'C’ in virtutea axiomei
LUL. Din | PB |= | A'B' |, | PC | = | A'C’' | si relatiile (8) obtinem:
| AB | = | PB |, | AC | = | PC |. Conform lemei avem AABC = APRBC.
Cum APBC = AA'B'C’, rezultd ci AABC = NA'B'C.

Exercigii

4. Fie AABC = AA'B'C’. Se iau punctele D = f BC | si D' e | B'C’ | astfel

AN N TN N
ca | BD | = | B'D’ |. Sa se arate cii BAD = B'A’D’ si DAC = D'A'C".
<& 6. Fie ABC un triunghiisoscel (| AB | = | AC |). Siise arate c¢d bisectoarea un-

ghiului A taie segmentul | BC | intr-un punct A’ si si se arate ca A’ este mijlocul lui
| BC | si AA’ | BC.

6. In triunghiul 4 BC avem | AB | = | AC |; bisectoarele unghiurilor B’, C taie
laturile [AC], [AB] in B’. C’. Si se arate ¢ | BB’ | = | CC |
3 7. Fie ABCDE un pentagon convex cu lllm(IEOdlElP proprlet&[l | BC | = | ED |,
|AC | = | AD |, B(‘D = CDF Sd se arate ed ABI‘ = AED.
8. Pe laturile unui triunghi A
ec'hilatelml ABC se considerd punctele //”‘\ / \
Pe |BC|,0=|CA|, Re |AR | o \ Y
astfel ca |BP|=|CQ| = |[AR|. \ A
Demonstrafi i triunghiul PQR este - \ A \
echilateral. S "/> SR SR =
© 9. Seia un punct M in in- ‘\, /
teriorul  triunghiului isescel ABC - . 7 e
N N
(|AB | = | AC |) astfel ca ABM = e
s - NG
=ACM. Sa se arale & Mse gisesle pe N
2 \
bisectoarea unghiului BAC'. Fig. 1.46
- 83
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Indicapie. Se va arita cd BMC este un Leiunghiisoscel, apoi AAMB = AAMC (L.L.L.).

10. Pe laturile congruente [AB], [AC] ale unui triunghi isoscel seiau punctele D si E
astfel ca | AD | = | AE |. Si se arate cil segmentele | BE |si | €D | au un punct comun

N
gi cil acesta este situat pe bisectoarea unghiului BAC,

11. De o parte si de alta a unei drepte AB se duc semidreptele [AM si[BN care for-
meazd cu [AB respectiv [BA unghiuri congruente, Pe aceste semidrepte se iau segmentele
congruente | AC | si | BD |. Si se arate: a) | CD | $i | AB | se intersecteazd intr-un punct O;
h) O este mijlocul segmentului | AB |,

12. Fie punctul B interior unghiului AOC si 4’, B’, C’ cite un punct pe semidreptele
opuse lui |04, |OB | OC astfel ca |04 | = |04’ |, |OB | = |G |, |OC | = |OC’ |.
Se presupune cd punctele A, B, €' nu sint coliniare. Si st arate ci nici A’, B’, €’ nu sint
voliniare §i AABC = NA'B'C”.

§ 10. Inegalititi geometrice

Unghiul exterior al unui triunghi

In figura 1.47, | BM i | BC sint semidrepte opuse, unghiurile 4BC si
ABM sint adiacente si suplementare, iar ABC este unghi al triunghiului,

deci A/BFI este un unghi exterior al triunghiului ABC.

Un triunghi are gase unghiuri exterioare, cite doud cu acelagi virf. Unghiu-
rile exterioare cu acelagi virf sint congruente fiind gi opuse la virf. Un unghi
exterior al triunghiului ABC, cu virful in A, este neadiacent cu unghiu-

vile B gi C ale triunghiului (fig. 1.48).

Teorema 1. (Teorema unghiului exterior.) Un unghi exterior al unui
triunghi esfe mai mare decif oricare din unghiurile friunghiului, neadiacent
eu acel unghi. .

tn

Fig. 1.47 Fig. 1.48
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/i)emonsfra;ia Fie triunghiul ABC i
CAM un unghi exterior (fig. 1.49). Se va

i TN -~ 3 e
ardta cd m(CAM) > m(ACB). D fiind mij-
locul segmentului | AC |, pe semidreapta

opusd semidreptei | DB se considerd punc-
tul E astfel incit | BD | =| DE |. Din

: <N %
ex. 6, §6 se gtie ¢ E & Int CAM, deci

Fig. 1.49

din teorema semidreptei interioare unui unghi rezulti ci CAE < CAM :
~ ~
pe de altd parte ADAE = ADCB (din L.U.L.), deci m(ACB) =m(DAE) <

Py e N N
< m(CAM). Pentru a arita ci m(CAM) > m(ABC) se face un rationament
analog, folosind insi compararea cu celdlalt unghi exterior cu virful in A.

O Aplicajie. Intr-un triunghi cu doud laturi necongruente, laturii
cu lungimea mai mare i se opune unghiul mai mare gi reciproc.

Demonstrajte. In triunghiul ABC cu | AC || > || AB | (fig. 1.50), se
.considerd D € |AC| astfel incit | AD | = | AR |. Atunci ABD este triunghi
isoscel §i ABD = ADB > ACB, ADB fiind unghi exterior triunghiului
BDC. Pentru ¢d D € | AC |, | BD c Int ABC, deci ABC > ABD > ACB.

Demonstratia afirmatiei reciproce se face prin reducere la absurd.

Teorema 2. Suma lungimilor a doui laturi ale unui triunghi este
mai mare deeit lungimea celei de a freia laturi.

Demonstratie. A BC fiind un triunghi (fig. 1.51), ne propunem s demonstrim
de exempla ci '

I AB || + || BC || > || AC ||.

Fie M € AB, astfel incit B € | AM |si | BC |= | BM |. 'Inegalitatea
care trebuie demonstratd revine la:
| AB |+ | BM || = || AM || > || AC ||
I y (5
3 A 8 M
Fig. 1.50 ; Fig. 1.51
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Pentru a demonstra ¢X || AM || > || AC || este suficient s se demonstreze
A~ ~

cd m Af‘M) > m(AMC). Prin constr‘uetle, triunghiul CBM este isoscel dBOl

AM(‘ B(‘M Deoarece B € Int ACM,

2 m(ACM) = m(BCM) = m(m?),
ceea ce demonstreazi teorema.
Observajie. Pentru un triunghi ABC au loc inegalitifile
' I AB ||+ [ BC || > | AC |,
IAC || + 1| BC || > || AB ||,

care sint echivalente cu

I BC |l = [lAC || — || AB |,
I BE > || AB || — || AG || =.— (|| AC || — || AB |).
Deci
uf] FBC I > | |AC || — || 4B ||

sau: lungimea oricdrei laturi a unui triunghi este mai mare decit valoarea absolut& a dife-
rentei lungimilor celorlalte doud laturi.

Yom reaminti urm#toarele notiuni: triunghiul ¢u un unghi drept se numegte
triunghi dreptunghic. Laturile care formeazd unghiul drept se numesc catete,
iar latura opusd unghiului drept se numeste ipotenuzd.

Perimetrul unui poligon este suma lungimilor laturilor sale. .

Exercitii

> 1. Doua drepte distincte, perpendiculare pe aceeasi dreapti, nu sint concurente.

»"2. Dacd un triunghi are un unghi drepf (sau obtuz), celelalte douj unghiuri
smt asrut ite.

. 8. Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea ipotenuzei este mai mare decit lungimea
orie :n'el catete,

4. Fie trumghlul ABC si M, N doud puncte astfel incit B e | MC |, C & |BN|.
Sa se demonstreze ci m(MAN < m(A) -+ m(b’) + m(C).
A A
. Si se arale ci oricare ar fi unghiurile proprii hk si pg, existi un triunghi A BC

y A~ A A A A ~
astfel ‘incit m(4) + m(B) + m(€C) > m(kk) si m (4) < m (pg).
6. Fie patrulaterul convex ABCD in care | AD | este latura cea mai lungd si
| BC | cea mai scurtd; atunci:

N AN P
m(AB('] > m(ADC) si m(BCD) > m(BAD).
Indicatie. In triunghiul ABD, 4D || > || AB ||, deci m(ABD) > m(ADB) (fig.I.52).

N
in triunghiul BCD, || BC || < | CD||, deei m(DBC) > m(BDC). Adunind membru cu
membru cele doud inegalitdti, se obtine:

Py N N ey -~ -~
m(ABD) + m(DBC) > m(ADB) + m(BDC) sau m(4ABC) > m(ADC).

. La fel se demonsireazi i cea de a doua inegalitate,
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Fig. .52 Fig. 1.53
o 7. In triunghiul ABC se considerd punctele 4, = BC, Bye AC, C, e AB astfel

ca A4, | BC, BB, | AC, CCy | AB. Si se arate ci:
IAdy |+ [| BBy || + || CCy || < | AB || + || 4C I+ Il BC |
8. Se considerd triunghiul ABC in care 4B || < || AC | si -punctul D, astfel
incit C = | AD |. 84 se arate ci pentru orice punct M, M = | BC | are loc:
M(ABM) + m(BMA) > m(CMD) + m(MDC). LA
9. Fie triunghiul ABC si 0 = Int ABC. S3 so demonstreze ci 4

BC CcA B : N
IBBE {11 2”* VLZN <104 1+ 4o I + 10 | < 1 BC | + | CA I+ | AB |.

Indicajie. In triunghiurile 0AB, 0AC, OBC au loc:

NOA Il + 1108 | > || AB |, |04 || + |OC > IAC |, 10B || 4 ||oC || > | BC |
(fig. 1.53). Adunind membru cu membru se obtine:

o4 | + 0B || + || 6¢ || >%(H AB ||+ || AC || + || BC |).

Pentru a doua inegalitate fie {D} = A0 N BC. Avem D € | BC | siinegalitifile || 40 || +
+ I1GC || < |40 || 4 [|OD || + | DC || = [|AD || + I1BC I, |AD || < || AB || -
+ Il BD [I; rezultd cd || AO || + |OC || < || AB || + || BD Il + [ DC || sau || 4O ||+
+ |0C || < || AB || + || BC ||. Se obtin in mod analog alte dous inegalitiiti si apoi se
adund membru cu membru.
< 10. Lungimea unui segment este mai micd decit lungimea oricirei linii poligo-
nale care are extremitiile segmentului ca virfuri,
Indicatie. Daci linia poligonals are douft laturi atunei se aplici direct teorema 2,
Dacd linia poligonald arve virturile A, My, M,,..., My, B, se scriu inegalititile:
lAB || < |[[AMy || 4+ M B ||, || MyB | < || MyM, || + | MoB ..., || MpoyB || <
Sl MogMay || + || MuyB ||, || MyoyB || < || Maoy My || - | MpB .
Se aduna membru cu membru $i_se obtine:
IA B+ || MyB || 4.4 | Mu_yB || < || AMy || 4 || MMy || + ... -+ | Mny My || +
TN MnB ||+ || MyB || - (| MB || + ... + || My B ||, sau

IAB I < [l AM || + || MiMy || + ... 4 || MaB |.

11%, Se considerd poligoanele convexe P’ i P”. Ddcd suprafata poligonald deter-
minatd de P’ este inclusi in suprafafa poligonald determinatd de P”, atunci perimetrul
poligonului P’ este mai mic sau egal decit perimetrul poligonului P”. 3
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Indicapie. Se considerd intii cazul ¢ind P’ gi P* au o laturd comund.
12, Fie triunghiul 4BC si D mijlocul laturii | BC |. S4 se arate ci:
| AB | + [.AC ||

14D || < :

B e (%

18. Se consideri triunghiul ABC si A,, By, C, respectiv mijloacele laturilor | BC |,

| AC |, | AB |. S4 se arate cii:

LAB |+ WAC I+ WBC N | 44, + |IBE, I+ 1CC, < I|4B | + I AC ||+ | BC .

2
14. Se considerdi douit puncte A si B si o dreaptd d care nu trece prin nici unul dintre

» ele, Sd se determine un punct C, C = d, astfel ca oricare ar fi M, M = d, si aibd loc:

JAC ||+ I CB IS | AM || + || MB ||
Indicatie. Se disting dou# cazuri: a) dreapta d nu separd punctele Asi B.Fie AA” j_d

! {0} = 44’Nd, |04 | = | 04" | $si0 e | AA’ |; A’si B fiind in semiplane opuse, existd
C, |A’B|Nd = {C} si
|A’B || = [[AC ||+ | BC | = | 4C || + || BC |;

tie M ed, M+C
|A’M ||+ | MB || > ||4’B || = [ AC || + [|CB [I;
b) dacd d separi pe A i B, {C} = |AB |Nd

15. (Problema biliardului.) Fie doud mingi de biliard situate in punctele 4 si B si
| €D | o laturd a mesei. Si se determine punctul M, M e | CD | in care trebuie si
atingdl latura | CD | dupa ]ovn-e una din bile pentru ca si o ciocneascd in continuare pe

cealaltd, stiind c& AMC = BMD

§ 11. Alte cazuri de congruentd ale triunghiurilor

Teorema de congruentd a triunghiurilor L.U.U.
Teorem d 1. Daca triunghiurile A BC gi A’B'C’ sint astfel ineit | AB |=

— [A'B' |, A= A"§i C = atunei AABC = AA'B'C".

Demeonsirajie. Pe semidreapta | A’C’ se considerd punctul C” astfel incit
| AC | = | A’C" | (fig. 1.54). Atunci AABC = AA’B'C" (din L.U.L.),

a) Dacd ¢’ = C", teorema este demonstratd.

n Yall 2 {} s /\
b) Daci C" & | A'C’ |, atunci A'C"B’ = ACB = A'C'B’, ceea ce nu este
P 7

posibil deoarece A'C"B’ este unghi exterior triunghiului RCICE

[

A 8 & g Fig. 1.54
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N o AN
¢) Dacd €’ € | A’'C"| atunci A'C'B' = ACB = A’C'B’, ceea ce de
ey
asemenea nu este posibil intrucit 4°C’'B’ este unghi exterior triunghiului
BiGlcl
Deci singura pozitie posibilX este (" — C" adicd AABC = AA'B'C’.

\

Congruenta triunghiurilor dreptunghice

In cazul particular al triunghiurilor dreptunghice, teoremele de congruenti
A A A
se pot formula astfel: se considerd triunghiurile A BC si A'B'C’, A = A’ € 90°.

Pentru triunghiurile dreptunghice exista gi un caz special de congruenti,

Teoremia 2. (Cazul 1V.C.1.) Daeid friunghiurile 4BC si A'B'C" cu
m(d) = m(AA') = 00, verified condifiile | AB | = | A'F’ |si| BC | = |B'C'|,
afunei triunghiurile sint congruente.

Demonstrajie. Pe semidreapta | A’C’ se considerd punctul €” astfel ineit
| AC | = | A'C"| (fig. 1.55). Atunci AABC = AA'B'C" (din cazul C.C.).

a) Daca (" = C”, teorema este demonstraty.

b) Dacd C" € | A'C" | atunci | B'C" | = | BC | = | B'C’ | §i triunghiul

SN /\ s

B'C"C" este 1sosce1 B’C’C" = B'C'C/. Dar B/C*C" este exterior triunghiului
A'B'C" deci B’C ("= BC"C’ > A’ ceea ce nu este posibil pentru ed tri-
unghiul B'C'C" nu poate avea doud unghiuri obtuze.

¢) Dacd C' € | A'C" |, in mod analog rezulti c& triunghiul B'C"C’ este

TN O8N

isoscel; dar B'C'(" este'exterior triunghiului A’ B'C” deci B’C"C’ B'C'c" > ;1,
ceea ce de asemenea nu esle posibij,

Prin urmare singura pozitie posibili este —("” deci AABC = AA'B'C'.

C s
i
=
Fig. 155 * ARGE 4
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Exereltil

1. Fie (rinnghiurile tsosce]e ABC si A‘B c’ (| AB | = | AC |, | A’Bl | = | AC" ),
tn care | AB | = |A'B’ [ si ABC = A B’C’ 34 se demonstreze ci AABC = AA’B’C’
2. Dacd in patrulaterul convex ABCD, A = C si [ BD-este bisectoarea unghiului B,

A
atunci [ DB este bisectoarea unghiului D.
8. Daci in triunghiul ABC, A4’ | BC, BB’ | AC, A’ |BC|, B' e |AC|
si | AA’ | = | BB’ |, atunci triunghiul este isoscel.
4, S4 se arate ci daci AABC = ADEF si AA, J_ BC, DD; | EF, 4, = BC,.D; &
e EF, atunci | A4, | = | DD, |.

A

5. Se consndera patrulaterul convex ABCD in care m(B) — m(D) = 90 si punctele

N N it
M e | BC|,N e | DC |. Si se arate ¢ dacl | AM | = | AN | si BAM = DAN, atunci_
| BC | = | DC |.

§ 12. Distanta de la un punct la o dredptd

Teoremi 1. Fiind dati dreapta d si punctul M, M & d, existi o
singurd dreaptd d’, astfel ineft M & d’ 51 d' | d.

Demonsirajie. a) Exzistenja. Se considerd A §i B, A €d, BC d, A # B
(fig. 1.56). Dacd MA | dsau MB | d,existenta perpendicularei din"M pe d

este demonstratd. In caz contrar, fie in semiplanul determinat de d care nu-l

= )
contine pe M, semidreapta | AP astfel incit MAB = PAB 51 C € | AP,
| AM | = | AC | . M si C tiind in semiplane opuse fatd de d, existd punctul

: =
M, dN | MC|={M} AAM'M = ANAM'C (din L.U.L.) deci AM'C =
N S P e
= AM'Msi AM'C, AM'M suplementare. Rezultd cd m(AM'C) =m(AM M) =

= 90 ceea ce demonstreazi existenta perpendicularei.

b) Unicitalea. Se aratd prin reducere la absurd (fig. [.57). Dacd MA | d,
MB 1 d,A &d,Be&d A # B, atunci triunghiul A B are doud unghiuri
drepte ceea ce nu este posibil.

a) si b) demonstreazii teorema.

Fig. 1.57
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Punctul de intersectie al perpendicularei pe @ din 3/, cu d. se numeste
piciorul perpendicularei duse din M pe dreapta d.

¢ UM | < 174
Demonstrajie. Triunghiul A MM’ este dreptunghic (fig. 1.58), l MM |
fiind o catetd, lungimea catetei este mai mica decit lungimea ipotenuzei | /A4 |.
Din teoremele 1 gi 2 rezultd ci existd pe dreapta d un punet unic A,
astfel incit | MM’ | < || MA || oricare ar fi punctul 4, 4 & d.

Definitie. Se numegte distanta de la un punct la o dreapli cdireia nu-i apar-
tine, cea mai micd distantd dintre acel punct si punciele dreptei, '

Din cele de mai sus rezulti ei distanta de la un punct la o dreapta este
distanta dintre punct si piciorul perpendicularei duse din punct pe dreapta.
Se noteazd d(M, d) = min | MP || = d(M, M') = || MAI' |, unde M’ € d
si MM 1 d. fet

Dacd M & d, se defineste d(M, d) = 0.

Uneori se va utiliza i notiunea de distanta de la un punct la o semidreapts,
infelegindu-se distanta de la punct la suportul semidreptei.

Definifii. Punciele A si A se numese simelrice fatd de dreapta d, daci
A=A’ € dsau A4’ 1 d i mijlocul lui | AA" | se afllg pe d. In acest caz,
punctul A” se numeste simetricul lui A faja de d. '

Punctele A si A’ se numese simeltrice fayi de punctul O daci O este mijlocul
lui | AA” | sau A = A’ — 0. Multimile de puncte si M se numesc simetrice
fayd de dreapta d (sau punciul 0) daca M’ este multimea
simetricelor punctelor din _# fatd de dreapla d (sau /
fatd de punctul 0). : ,

In figura 1.59 4 si A’ sint simetrice fatgd de d, in /
figura 1.60 4 si A’ sint simetrice fat# de O iar in ligu-
rile 1.61 gi 1.63 A si M’ sint simetrice fata de d res- ;
pectiv. 0. 1In figurile 1.62 si 1.64 M — 4. In o
acest caz, d se numeste o axd de simetrie a lui _J iar
0 centru de simetrie a lui . Fig. 1.60
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Fig. 1.63 Fig. .64

Exercitii

1. Fie triunghiul ABC si A, piciorul perpendicularei duse din A pe BC. Si se de-

A
monstreze ¢i dacd B si 6sint ascutite, atunci 4, e | BC'|, iar daci E‘ este obtuz, atunci
B e |AC|. ;
2. Se considerd o dreaptd d, punctul A, A & d si A’ piciorul perpendicularei din
A pe d. Si se demonstreze cid dacd punctele B si ¢, B ed, C.e d sint astfel tncit
I A’B || < || A’C || atunci || AB || < || AC ||. Si se formuleze si il se demonstreze afir-
matia reciproci acesteia.

8. Dacit ABC este un tritnghi isoscel cu | AB | = | AC |, atunci pentru orice
punct D | BC |, are loc || AD || < || 4B |.
t. Daci ABC este un triunghi isoscel cu | AB | = | AC | si D & BC astfel

incit || AD || < || AB ||, atunci D 's'| BC |.
¢ 6. Se considerd triunghiul ABC in care || AB || < || AC||. Si se arate ¢ pentru
orice punct D < | BC |, || AD || < | AC |.

6. Fie A un punct situat pe o dreaptd d, B & d si C € AB. Se noteazd
cu B’ si €’ simetricele lui B si C fatd de dreapta d. Si se demonstreze ci
punctele A, B’, €’ sint coliniare. 7 ; :

Indicapie. Fie D si E picioarele perpendicularelor

din B si C pe d. Se considerd dou# cazuri: 1) C e
e | AB (fig. 1.65.). Are loc: | BD | = | DB"|,
| CE| = | EC | siastfel AABD = NAB'D, NACE =
= NAC’E. Rezulta E/A}’ = EAC’ i deoarece B’,
) C’ sint de aceeasi parte a lui &, din teorema de con-
Fig. 1.65 steuctie a unui unghi se deduce ci | AB” = | AC".
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2) A e | BC |. Ralionind in mod analog,

4 B
N

D/z?B’ = FAC si din teorema 3, § 7, rezulti cil T\/]/
| AB’ si | AC’ sint semidrepte opuse (fig. I.66). /l/\]\

7. Si se arate cii: a) simetrica unei drepte
fatd de o altit dreapti, pe care o taie, este tot
o dreapti. b) O dreaptd admite o infinitate de :
axe de simetrie. S se afle aceste axe, ¢) Sime- Fig. 166
tricul unui segment fati de o dreaptd este un ’

* segment de aceeasi lungime. d) Si se afle axele de simetrie ale unui segment,

§ 13. Mediatoare. Bisectoare. Locuri geometrice

) g L

Existenta i unicitatea mediatoarei rezulti din faptul cd mijlocul unui
segment existd gi este unic, perpendiculara printr-un punct al dreptei pe
dreaptd existd gi este unied.

Teorema 1. Orice punct de pe mediatoarea unui segment este egal
‘ depiirtat de eapetele segmentului.

Demonstrajie. Se considerd | AB |, O € | AB |, |0A | = | 0B |, si M
un punct de pe mediatoarea segmentului | A5 | (fig. 1.67). Dacd M = 0,
afirmafia este evidentd. Daci M = 0, ANAOM = ANBOM (C.C.) gi rezulti
|AM | = | BM | deci |AM| = | BM |.

Teorema 2. (Reciproei.) Orice punect egal depirtat de capetele unui
segment aparfine mediatoarei segmentului.

Demonstragie. Se considers | AB | §i M un punct astfel incit | MA | =
= | MB | (fig. 1.68). Daci M € AB atunci M este mijlocul segmentului
| AB | §i apartine mediatoarei. Daci M & AB, fie O mijlocul segmentului

| AB |. AAOM = ABOM (din L.L.L.). Deci AOM = BOJM. Dooarece cele
doud unghiuri sint gi suplementare, rezultd ¢ MO | A B, ceea ce inseamnd ci
MO este mediatoarea segmentului | A B [2

Din cele doud teoreme rezulti i mediatoarea unui segment este mulfimea
punctelor care au proprietatea ci sint egal depirtate de capetele segmentului.

i M
A 0 BRI 0 8
Fig. 1.67 ‘ Fig. 1.68
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Pentru o multime de puncte care verificd o anumitd proprietate 0 se folo-
segte gi denumirea de ,locul geomelric al punctelor care au proprietatea P
Astfel mediatoarea unui segment este locul geometrie al punctelor egale
depirtate de capetele segmentului. - Lo

In general pentru a demonstra ¢4 o multime / de puncte este locul geo-
metric al punctelor care verificd 0 proprietate (0 se va demonstra cd orice
element al multimii . verificd proprietatea (D i ¢ orice punct care verifica
proprietatea (D apartine multimii .

Un alt exemplu de multime de puncte care verifici o anumitd proprietate
este bisectoarea unui unghi.

lisectoare este loeul geometrie al

laturile unghiului, reunit

eu virful unghiului.

Demonsirajie. &) Se va ardta cd orice punct de pe bisectoare are proprie-

tatea enuntatd (fig. 1.69). Fie Bk un unghi, O virful unghiului, s bisectoarea
lui gi M € s — {O0}. Se noteazd cu Asi B picioarele perpendicularelor din M
pe suporturile lui b 5i k. AER cdci altfel triunghiul OAM ar avea un unghi
obtuz gi unul drept; analog, B-€ k. ANOAM = NOBM (din 1.U.); rezultd
| MA | = | MB |, deci d(M, h) = d(M, k). -

b) Se va ardta cil orice punct M cu pro'prietatea d(M,h) = d(M, k) si M e InH?!r,

: o .
aparline bisectoarei unghiului Ak Dacd 4 si B sint picioarele perpendicularelor din
M pe suporturile lui & §i k, se va demonstra ¢ A € hsi B e k. Presupunind con-
trariul, de exemplu A & h, rezultd ci segmentul | AM | intersecteazi latura £,
deoarece din exercitiul 13, § 6 deducem ca || AM|| intersecteazd una din laturile unghiului
si aceasta nu poate fi decit k. Fie {C} = | AM | N k. Deoarece || MC|| = || MB || (teo-
rema 2, §12) si || AM || > | CMI, rezultd ci|| AM || > || MB| ceea ce contrazice
ipoteza. La fel se arati cil B e h Din | MA | = | MB| rezultd cd NOAM = NOBM

SN e . Sl e
(C.I.), deci AOM = BOM si rezultd cii | OM este hisectoarea unghiului Ak.

Pe baza proprietétilor de loc geometric ale bisectoarelor si mediatoarelor
se pot demonstra urmitoarele doud teoreme referitoare la concurenta bisec-
toarelor si mediatoarelor unui triunghi.

m i 1 4 ™

‘ot ema 4. Biseetoarele unghiurilor unui tri

Demonstratie. Din teorema transversalei rezultd ed bisectoarele unghiu-

A A
rilor A si B intersecteaz pe | BC | §i | AC | in cite un punct D respectiv £

(fig. 1.70). Din aceeasi teoremi rezultd cd existd punctul I, {I} = | 4D |N
% 7N
/
/ \¢
3/ ///’*‘\
J N\
> / N
A= N\
/i N\
é//< )
8 =l
Fig. 1.70




N| BE=| BE |N | AD |. Agadar I &
€ Int A/C}. Din proprietatea punctelor

bisectoarei unui unghi rezultii d(Z, BC)=d(I, i
AB), d(I, AB)=d(I, AC) si deci d(I, BC) = Lt X

d(Z; AC) si pentru c¢d I € Int ACB rezul- / 6 N

td ed [CI este bisectoarea unghiului é.

Teorema 5. Daed - doudl dinire

mediatearele lafurilor

concurente, atune

ale arurior

Demonstrajie. Fie triunghiul A BC, d, gid, mediatoarele segmentelor | AB |
respectiv | BC |, {0} = d, N d, (lig. 1.71.) Din proprietatea punctelor media-
toarei rezultd ¢X |04 | = |OB |, | OB | = | OC | deci |04 | = | OC |, ceea
ce inseamnd cd O aparfine mediatoarei segmentului | AC |.

Se obsérvi cd aceast¥ teoremd nu asiguri faptul c4 in orice triunghi media-
toarele laturilor sint concurente, ci exprimi doar o conditie suficienta pentru
concurentd. Incd nu se poate afirma, cu certitudine, ¢ii mediatoarele a dous
laturi ale unui triunghi sint concurente. ¢

Exercitii

<1, Fie punctele distincte 4 si B. Sd se afle locul geometric al punctelor M pen-
tru care AM | AB. -
2. Fie punctele distincte 4 gi B si numirul real « < (0, 180). S& se afle locul

geometric al punctelor M pentru care (M//?B) o
3. Fie triunghiul 4 BC si cele doud unghiuri exterioare ale triunghiului care au ca
laturd [BC respectiv [CB. Si se demonstreze ci dacd bisectoarele celor doud unghiuri
exterioare sint concurente intr-un punct M, atunci M apartine gi bisectoarei unghiului A,
4. Se considerd punctele A si B si o dreapti d, Agd, B&d. Sise deter-
mine un punct C, C < d astfel ca | AC | = | BC |. Discutie.

A
- 5. Fie unghiul Ak si doud puncte 4 si B. S se determine un punct € astfel ca:
| 4C | = | CB | si d(C, &) = d(C, k).

Din axiomele de incidentd a rezultat ci doud drepte distincte au cel mult
un punct comun, fird s& se pund problema dacd existd dou# drepte care §i
nu aibd nici un punct comun. Rispunsul la aceastd intrebare este afirmativ
gi este justificat in urmdatoarea:

-

- 45



7 M Teorema 1. Pentru orice dreapti d

gi orice punet M & d, existi o dreaptd A,
astfel neft M c hgidNh = @.

Demonstrapie. Fie dreapta d, M & d si

M MM L d, M’ E d; se considerd dreapta h,

Fig. 1.72 _ MEh sih | MM'. Se va ardita cd h gi g sint

nesecante, prin reducere la absurd (fig. 1.72).

Se presupune cd {P} = h N d. Dacd M, M’, P sint necoliniare atunci

triunghiul M M’P are doud unghiuri drepte ceea ce este absurd. Dacd M, M' P

sint coliniare atunci h = d (pentru ¢ h = MP §id = M'P), deci M €d,

ceea ce contrazice ipoteza.

Observatie. Din teoremi rezultd ci, fiind datd o dreapti d, prin orice punct M al
. planului care nu aparfine dreptei d, trece cel putin o dreaptd nesecantd cu d, dar nu
exclude existen{a mai multor drepte cu aceeasi proprietate.

Utilizind ideea din demonstratia teoremei 1 se pot stabili conditii pentru
ca doud drepte s nu fie concurente. nainte de aceasta se vor introduce
citeva nofiuni. ;

distinete
In figura .73 dreapta d este o transversald pentru dy, dy, ds, dreapta’ d,
este o transversali pentru d, dy, d.

in figura 1.74 CAB i ABD sint unghiuri alterne interne, pentru c&
|ABN|BA=|AB|,CsiD fiind in semiplane opuse fatd de AB. Dreapta
AP este o secantd pentru dreptele AC si BD. Se observd cd in figura compusd

Fig. 1.73
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Fig. 1.75 Fig. 1.76

de doud drepte §i o secanta se formeazi doud perechi de unghiuri alterne

interne.
Fie dreptele dy, d, si secanta d (fig. 1.75).
Ced,Ded, E€dy FeEdy dNd, = {4}, dNd, — {B}, Ag|CD|,
B e |EF | ME/d\NEd AelMBl,BEIANI
Perechile de unghiuri (CAB ABF), (DAB ABE) sint aIterne interne.
Perechlle de unghiuri (MAC ABE), (Cji\B EBN), (MAD ABF), (D’J{},

FBN) se numesc corespondente. Perechile de unghiuri (F/B) DAB), (Cﬂl\B,

ABE) se numesc inlerne de aceeasi parle a secaniei. :

Teorema 2. Daci pentru doui drepte distinefe existi o secantd eu
care formeazi o pereche de unghiuri alterne interne congruente atunei dreptele
sint nesecante.

Demonstrafte. Fie d;, # dz, secantad {4} =d, N 4, {B} =d,Nd, C € dyy
D & d,, dsepard C gi D, CAB ABD (fig. 1.76). Se presupune prin absurd
cd d, Ndy = {P}. Dacd 4, B, P sint necoliniare triunghiul ABP are un
unghi exterior congruent cu un unghi interior neadiacent cu el, ceea ce
este absurd. Dacd 4, B, P sint coliniare, atunci d, = d,, ceea ce contrazice
ipoteza.

Exercitii
<& 1. Sé se demonstreze ed dacit doull drepte distincte formeazi cu o secanti o pereche
de unghiuri corespondente congruente sau o pereche de unghiuri interne de aceeasi parte
a s3cantei suplementare, atunci dreptele sint nesecante.
2. Sd se demonstreze ci dacd segmentele | AB | si | CD | nesituate pe aceeasi
dreaptd au mijlocul comun, atunc:AC NBD = @, ADN BC = @.

Exercitii recapitulativ:
<& 1. Se considerd triunghiul ABC in care m(BAC) > m(AKC) + m(ACB) si D

este mijlocul segmentului | BC |. S3 se arate ci || AD || < ly.
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Fig. 1.77 Fig. 1.78

Indicatie. Din ipolezd m(BAC) = m(BAD) + m(DAC) > m(ABC) + m(ACH)
~ ~ i

deci sau m(BAD) > m(ABC)si || BD || > || AD | sau m(DAC) > m(ACB)si || CD || >
> |[AD || (fig. 1.79).

2. Dacd in patrulaterul convex ABCD || AB| + || BD | < || AC || + || €D ||, atunci
Il AB || < || AC ||.

Indicagie. Se aratd in prealabil ci suma lungimilor a doud laturi opuse este mai micd
decit suma lungimilor diagonalelor. Se obtine: || AB || + ICD || < ||AC || + || BD ||
$i prin adunare membru cu membru cu fegalitatea din ipatezi se obfine concluzia (fig. I.78).

A A

8. Dacd pentru triunghiurile ABC si A’B‘C’ au loc: | AB | = | A'B’ |, B= B,
atunci d(4, BC) = d(4’, B'C’).

4. Se considerd triunghiurile ABC si A’B'C’ in care | AB | = | A’B’' |, | AC | =

=HEd(Cal B =B 54 se arate cdl dacil unghiurile 6$i ¢ stnt ambele ascufite (sau ambele
obtuze) atunci AABC = NA'B'C’. :

5. Fie d bisectoarea unghiului propriu BAC si d’ perpendiculara pe d, dusd prin B.
S se arate cid’ N | AC == 0.

Indicajie. Se ia B’ « | AC astfel ca | AB | = | AB’ | si se arati ci d’ coincide
cu BB,

6. Reuniunea a doudi drepte concurente are dous axe de simetrie perpendiculare.

7. Daci dreptele 04 si OB nu sint perpendiculare, dreapta OC este o axi de sime-
trie a mul{imii 04 U OB daci i numai daci unghiurile ca si (ﬁ sint congruente sau
suplementare.

8. Fie A BCD un patrulater convex cu ;\1 = §$i | DA | = | CB |. Si se arate cii media-
loarea d a segmentului | 4B | intersecteazi segmentul | DC |sicdd este o axd de simetrie
a patrulaterului 4 BCD.

9. Dacit doud drepte au o perpendiculari comund atunci mulfimea formata din reuniu-
nea celor doud drepte are axa de simetrie. :

10*. Perechea de drepte(a, d) se numeste simetricd fajd de perechea de drepte (b, c)
dacd a Ud sib U cau o axd de simetrie comund. Fie 4 un punet al lui a, nesituat pe b,
L 51 Q simetricele lui A fatd de b respectiv e;.a, b, ¢, d fiind patru drepte concurente si se
demonstreze i perechea (a, d) este simetrici fatd de (b, ¢) daca i numai dacd P §i Q sint
simetrice fa{i de d.

Loty

Indicagie. Se pot alege punctele B = b, € = ¢, D < d, astfel ca B, € = Int A0D si

s¢ poate presupune cd B e Int AOC (cidci in caz contrar se pot schimba b si ¢ intre ele)
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(fig. 1.79). Se consideri cazul Pe Int Boc: -

(in celdlalt caz se rajioneazit analog);notind
N —~ N

m(4A0B) = B, m(A40C) — ¥ $i m(COD) =
. ~, A~

= «, Sse obtine m(POD) = m(40C) +

N N N
+mICOD) — m(A0B) — m(HOP) — o
. N N
+ «— 28, si m(DOQ) = m(COQ) —

-~
m(DOC) = y — a. Asadar
N\ N
PODEDOQ@T—!—a-EB:Y_a@

< o=4Cum |OP | = | 0Q | conditia
POD = DOQ este echivalentd cu simetria Fig. 1.79

lui P, Q fatid de OD, iar o — B inseamnit

e N i
¢t BOC si AOD au aceeasi bisecloare adicii perechea (a, d) -este simetric fata de pere-
chea (b, c). ¢

11*. Pe dreapta 4B se iau punctele C gi D astfel ca segmentele | AB | si | CD | 84
aibi acelagi mijloc. Fie ¢ si d perpendicularele prin C si D pe AB, iar P $i O sime-
tricele unui punct oarecare M e d falit de A respectiv B. Si se arate cd P si Q sint
simetrice fatd de c.

Indicatie. P’ si Q' fiind picioarele perpendicularelor duse pe AR din P respectiv Q,
se va ardta cd | P'C | = | Q" | si | PP' | = | MD | = 1 QQ" |. Rezultd | PC | = | QC |
(fig. 1.80). ' !

12*. Fie M, N, P mijloacele laturilor [AB], [AC] si [BC] ale unui triunghi ARC. Si
se arate cd mediatoarealui | BC |intersecteazi dreapta MN intr-un punctQ si PQ | MN.

Indicatie: Fie A piciorul perpendicularei duse din A pe MN si se alege Q pe MN
astlel ca segmentele | MN | si | A’Q | st aibd acelasi mijloc. Se aratd pe baza exercitiului 11
oit punctul Q astfel ales este solufia problemei,

13. Fie'A un punct dat, d o dreaptd datd si P un punct variahil pe d. S5 se
afle locul geometric al simetricului punctului P fati de A.

: : TN
14. Se dd un unghi propriu A0 B.
54 se afle locul geometric al punctelor M
M astlel incit | OB si fie bisectoarea

; S
unghiului AOM. in ce caz locul geo-

P A Q

metric este diferit de mulfiméa vidi? -+ c 5 B f
15%, Se consideri punctele M, 1

N, P 5i Q pe laturile [4B], [BC), ) d \}
[CD], [DA] ale patrulaterului convex P & a
ABCD. Si se arate ci patrulaterul
MNFQ esle convex. Generalizare. Fig. 1.80
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Capitolul

Paralelism. Aseméanare

§ 1. Axioma paralelelor

Doua segmente se numesc paralele daca dreptele care le contin sint para-
lele. Teorema 1 din § 14 cap. I poate fi reformulatd astfel: ,Printr-un punct
exterior unei drepte trece cel putin o dreaptd paraleld cu ea“.

S& ne punem acum problema: fiind datd o dreaptd d i un punct M nesituat
pe ea, existd mai multe drepte care trec prin M si sint paralele cu d? (fig. IT.1).

Intuitiv se pare cd rispunsul este negativ, adicd existd o singurd paraleld
cu d prin M. Inci din antichitate ausexistat incerciri pentru a demonstra
acest-Jucru. Matematicianul greec Euclid (sec. III.1.e.n.) in cartea sa ,Elemente”
a prezentat proprietatea sub forma unei axiome admitind astfel c& nu poate fi
demonstrati. Aceastd solutie nu a multumit pe matematicieni care au incercat
‘in continuare s o demonstreze, apirind numeroase demonstratii, care ulterior
s-au dovedit gregite. De-abia in secolul trecut, din lucrérile matematicienilor
Bolyai, Lobacevski, Gauss, precum si din modelele date de Beltrami, Klein,
Poincaré se desprinde faptul ¢d axiomele prezentate pini aici nu sint suficiente
pentru a demonstra afirmatia unicitdfii paralelei la o dreaptd printr-un punct
ce nu-i apartine, dar nici negatia ei. Aceasta inseamnd cd proprietatea este
independent# de aceste axiome si va fi admisi ca o noud axiom4. ’

Axioma paralelelor. Prinfr-un

M punet A exterior unei drepfe d, trece cel mult
" 0 dreapti paralelii cu d.

O prim& consecintd a acestei axiome este:

d Teorema 1. Printr-un punet A, exterior
Fig. IL. 1 dreptei d, trece o singuri paraleld eu d.
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Demonstrajie. Existenta paralelei este asi- /
guratd de teorema 1 § 14 cap. I, iar unicitatea. &
de axioma paralelelor.

o

Teoremele demonstrate fari a folosi »aX10-
ma paralelelor” alcituiesc ceea ce se numegte i B

»geometria absolutd“. Prin admiterea axiomei / 3
paralelelor (numitd si postulatul lui Euclid) 4
gi in consecin{d a tuturor teoremelor ce decurg Tig. IL. 2

din ea se obtine ,geometria euclidian®. In

continuare se vor relua unele teoreme din »geometria absoluti“ care fin
»geometria euclidiani“ vor avea un confinut mai bogat gi se vor demonstra
noi teoreme. Trebuie totusi mentionat & nu toate proprietdtile care apar in
continuare in acest manual sint valabile numai in geometria ,euclidiani®, dar
prezentarea prin separare totali a rezultatelor geometriei ,absolute” de cea
»euclidiand” ar fi ingreunat expunerea.

Teorema 2. (Teorema paralelelor {iiate de o secanti.) Doud drepte
paralele formeazi cu. orice secanti perechi de unghiuri alferne interne eongru-
ente. :

Demonstrajic. Fie d, | d,, secanta d,d N dy = {A},d N d,={B}, C € d,
F € dy, C§i F de o parte si de alta a lui d (fig. 11.2).

N P f
Se presupune c§ CAB # ABF; atunci, in semiplanul | dF existd semi-

AN -
dreapta unicd | BM, BM # d,, astfel incit CAB = ABM. Rezults ci BM Il ;s
deci prin B trec d, 5i BM, paralele cu d,, ceea ce este in contradictie cu axioma
paralelelor.

Exercitii

¢ 1. Doud drepte paralele formeazi cu o secanti perechi de unghiuri corespondente
congruente si perechi de unghiuri interne de aceeasi parte a secantei suplementare,
& 2. Doud drepte distincte paralele cu a treia dreaptd sint paralele intre ele.
3. Unghiurile cu laturile respectiv paralele sint congruente sau suplementare.
4. Dacd d | d, atunci d este perpendiculari pe orice dreaptd paraleld cu d,.

Te (‘J rema 3. Infr-un paralelogram ABCD, eu AB | CD, BC || AD,
sint verificate urmitoarele proprietifi: :

i) |AB|=|CD |, | BC | = | AD |,

e e N

i) DAB = DCB, ADC = ABC,

iii) Daci {0} = AC N BD atunci |OA | = |OC |; | OB |="| OD |,

iv) Dacd {0} = AC N BD atunci O este centrul de simetrie al patrula-
terului ABCD.
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Teorema 4. Dacd in patrulaterul ABCD este verificatd una din pro-
prietifile i), ii), iii), iv) atunei patrulaterul este paralelogram.
Demonstratiile acestor doud teoreme se lasd sub formd de exercitiu. Se disting
urmatoarele paralelograme partlculare

Exercigii

6. Diagonalele unui dreptunghi sint congruente.
6. S# se determine axele de simetrie ale unui dreptunghi, romb, piitrat.
7. Si se arate ci diaginalele unui romb sint bisectoarele unghiurilor rombului.

<> 8. Fie triunghiul ABC, A e90°si M e | BC |, | MB | = | MC |. Si se demon-
streze ¢l | AM || = I BC” .
< 9. Dacd in trlupghml ABC, M este mijlocul laturii | BC |si || AM || = —@.

atunci triunghiul este dreptunghic. 2

& 10. Si se demonstreze ci locul geometric al punctelor situate la aceeasi distanfa de
o dreaptii datii este reuniunea a doud drepte paralele cu acea dreapti.

¢ 11. Diagonalele unui romb sint perpendiculare.

12. Se di paralelogramul ABCD (AB | CD, AD || BC)in care | BD | = | AD |.
Fie M mijlocul laturii[CD]gi | ME | = | BM |, M « | BE |. Sise arate ci: a) BM | CD
b) A, D, E coliniare ¢) | 4D | = | DE |.

& 18. Daci doud laturi opuse ale unui patrulater ABCD sint paralele si congruente
atunci patrulaterul este paralelogram.

Observatie. La aplicarea teoremei 4 si a exerc. 13 trebuie si verificim cu atentie condifia
ca ABCD si fie patrulater in sensul definitiei date: doud laturi opuse s nu aibid un punct
comun, -

§ 2. Suma misurilor unghiurilor unui triunghi
Teorema 1. Infr-un triunghi, misura oriedrui unghi exterior este egali
eu suma misurilor unghiurilor interioare neadiacente cu el. ‘

Demonstralie. Fie A/C"?) un unghi exterior al triunghiului A BC gi d paralela
prin C la AB. Atunci A gi B sint de aceeasi parte a lui d, iar B 5i'D de o
parte si de alta a lui d, de unde re-
zultd cd segmentul | AD | intersecteazi
dreapta d intr-un punct E (fig. 11.3).

T Py
Rezultda £ & Int ACD §i m(ACD) =
= m(ACE) 4+ m(ECD) (axioma U.3).
N A
Fig. II. 8 Pe de altd parte ACE= 4 ca un- .
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. . VN A . ! N
ghiuri alterne interne gi ECD = B ca unghiuri corespondente, deci m(ACD) —

A A
= m(4) 4 m(B). : .
Aceastd teoremd este o completare a teoremei unghiului exterior demon-
stratd in cap. I si ea permite determinarea sumei masurilor unghiurilor unui
triunghi.

Teorema 2. Suma misurilor unghiurilor unui triumghi este 180.
: ! A A ~ TN N
Demonstrajie. In figura I11.3. m(A) + m(B)+m(C) — m(ACE) + m(ECD) +
TN N
-+ m(ACB) = m(BCD) = 180.

Exercitii

1. Suma mésurilor unghiurilor ascubite ale unui triunghi dreptunghic este 90,
2. Masura fiecArui unghi a unui triunghi echilateral este 60,
A ~
< 8. Dacd intr-un triunghi dreptunghic ABC, 4 = 90°, B  30°, atunci 14C || =
_ I BC | ;
2
4. In triunghiul 4 BC'se duce bisecloarea AA’ (A’ & BC), iar prin 4 se duc paralelele

A'M st A’N la laturile | AB | $1 | AC | (M € AC, N e AB). 8t se arate ci AMA'N
este un romb. )

o Sy
5. In triunghiul dreptunghic ABC (4 < 90°) se duce indltimea AD(D e BC). Se
AN
unegte D cu mijloacele E si # ale laturilor 4B $i AC. Sd se arale ¢ m(FDE) = 90,
6. Fie A4’, BB’, CC” bisectoarele unghiurilor triunghiului ABC (A’ e BC, B’ « AC,
_ ; N ST P .
C" e AB). Si se arate ¢d m(AA’B) + m(BB'C) + m(CC’A) = 270.
7. Pelaturile | AB |si [ AC |ale triunghiului echilateral A BC se considerd respectiv .
punctele D si E astfel ca | AD | = | CF | sifie (M} = | BE |N|CD|. Sise arate ci
TN
m{BMC) = 120.

8. i se demonstreze cd daci un patrulaler convex are dous unghiuri opuse congru-
ente atunci bisectoarele celorlalte doud unghiuri sint paralele si reciproc, dacii bisectoarele a
«doudl unghiuri opuse ale unui patrulater convex sint paralele atunci celelalte dou unghiurf
sint congruente.

9. Fie triunghiul 4 BC ascutitunghic 5i AA” | BC, BB’ | AC, {M}=AA’ N BB
AN A A
Atunci m(AMB) = m(4) + m(B).

10. Bisectoarele unghiurilor unui paralelogram formeazi un dreptunghi ale cirui
diagonale sint paralele cu laturile paralelogramului. 2

11. Doud unghiuri cu laturile respectiv perpendiculare sint congruente sau suple-
b
mentare.

12. Se considerd dreapta o, O & d si P piciorul perpendicularei din O pe d. Fie

N '
A e d,astiel incit m(0AP) = 45. Pentru fiecare punct M, M e d, astelincit 4 e | PM |
se construieste segmentul | WV | astlel ineit MN L OMsi | MN | = |0OM|, N tiind in
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semiplanul .$ limitat de d si conlinind 0. Si se arate c& locul geometric al punctului IV ¢ind
M desorie semidreapta opusd lui | AP, este semidreapta | AB, perpendicular# in A pe OA,
situatd in S. :

18*. S se demonstreze ci dacd intr-un patrulater convex doudl unghiuri opuse sint
obtuze atunci lunzimea diagonalei determinati de virfurile lor este mai mic# decit lungimea
celeilalte diagonale.

§ 3. Linia mijlocie

In figura I1.4 | MA | = | MB |, | NA | | NC | si | PB | |PC |
| MN |, | NP |, | MP | sint linii mijlocii ale triunghiului ABC. Are loc
urmitoarea teoremd foarte utild intr-o serie de aplicatii.

Teorema 1. Linia mijlocie a unui friunghi, determinati de doua

. : : oo hdis :
laturi, este paraleli eu cea de a treia laturii gi are ea lungime — din lungimea

celei de a treia laturi. ‘
" Demonstrajie. Se considerd triunghiul ABC, M € | AB |, N € | AC,
| MA | = | MB|,| NA | = | NC |. Fie P astfelincit N € | MP |, | MN | =
= | NP |, (fig. 1I. 5). Din teorema 4, iii, § 1, rezultdi ci AMCP este
paralelogram. Deci PC | AB §i | PC | = | MB |. B i P sint de o parte gi de
alta a lui MC, deci MBCP este un patrulater, care are laturile |PC| si | MB|
paralele gi congruente. Atunci, din ex. 13, § 1, rezultd cil patrulaterul M BCP
este paralelogram, deci MP || BC, | MP | = | BC | si deoarece | MP || =

=2 || MN ||rezults || MV | =% | BC |

Exercitii

1. Pelaturile patrulateruluiconvex ABCD se considerd punctele M, N, P,Q, mijloa-
cele segmentelor | AB |,| BC |,| CD |,| DA |. Sisearate ci patrulaterul MN PQ este para-
lelogram.

2. Pe laturile | AB |, | CD | ale paralelogtamului 4BCD se iau arbitrar punctele M
si N. Dreapta d, determinati de mijloacele laturilor | BC | si | AD | intersecteazd succesiv
segmentele | AN |, | MD |, | BN |, | MC |in E, F,G, H. 3d se demonstreze ci | EF | =
= |GH |.

Fig. 114 ’
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3. Fie triunghiul echilateral ARBC §i punctele D si E astfel ca Ce|BD|
A< |CE |5 |DC|=|AE| = | AB |. Se noteazi {F} = DEN AB. S se arate ci

AP = 48 |.
Indicajie. Se construieste CG | AB, G « DE; | GC | este linie mijlocie in triunghiul
BDF, iar | AF | este linie mijlocie in triunghiul ACG.
Teorema 2. (Reciproed feoremei 1.) Daed M este mijlocul laturii
| AB | a triunghiului ABC §i MN || BC, N € | AC | atunei N este mijloeul
laturii’ | AC |. ‘ : 7
Se demonstreazi ugor prin reducere la absurd.

In figura I1.6, AB| CD, AD 4 BC, ABCD este trapez, | AB | baza mare
| DC | baza micd. | AM | = | MD |, | BN | = | NC |, | MN | linie mijlocie
a trapezului. | AC | gi | BD | se numesc diagonale iar {0} = |BD | N | AC |,
O-este intersectia diagonalelor. Dac# unul dintre unghiuri este drept, tra-
pezul se va numi dreptunghic.

Exercitii

4. St se demonstreze c diagonalele trapezului isoscel sint congruente si unghiurile
adiacente unei baze sint de asemenea congruente.

5. Si se determine axa de simetrie a unui trapez isoscel,

Teorema 3. Linia mijlocie a unui trapez este paraleid eu bazele trape-
zului gi are lungimea egald eu semisuma hmgimilor eelor doud baze.

Demonsiragie. Fie trapezul ABCD, (AB || CD) si | MN | linia mijlocie,
M €| AD |, N € | BC | (fig. 11.7). Se noteaz cu E intersectia diagonalei
[ AC | cu | MN |. Se presupune prin absurd ¢ E nu este mijlocul segmentului
| AC |. Fie deci E” # E mijlocul segmentului | AC |. In triunghiul ABC, | E'N |
este linie mijlocie deci E'N || AB iar in triunghiul ADC, | E'M | este linie
mijlocie deci E'M || DC; dar AB || DC deci E'M || AB §i E'N || AB. Din

{ ;E‘ \
R y :
, / ; A B
Fig. 1L.6 Fig. 11.7
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axioma de paralelism rezultd c& M, E’, IV sint coliniare deci E = E'si MN |
| 4B, MN | DC. » _

1 3
| ME || ={ IDC N, INE || = [|AB| §i |MN| =||ME| -+ |NE| =

=< (14B | + |1 D€ |).

- Exercitii s
6. Se considerd trapezul ABCD in care AB || CD si || 4D || = || AB ||+ ||CD ||
AN
St se demonstreze cil dacit E este mijlocul segmentului | BC | atunci m(AED) = 90.
Indicapie. Fie | EF | linia mijlocie a trapezului, || EF || = ﬁ”_;‘_ﬂ_@_ﬁ =
| ADI| et | 5ot S g T s > :
e deci triunghiurile DER gi AEF sint isoscele si aplicind feorema relativid la
suma mdsurilor unghiurilor triunghiului AED rezultd ¢id m{AED) = 90.
7. Se considerd un triunghi isoscel ABC, | AB | = | AC | si punctele variabile P =
= |AB|, Q= |AC | astfel ca | BP | = | AQ |. Fie O mijlocul segmentului | PQ |.

i) Si se demonstreze cd d(0, BC) este constanti.
ii) Sd se afle locul geometric al punctului 0.

§ 4. Concurenta unor drepte in triunghi

In capitolul I, § 13 s-a demonstrat concurenta bisectoarelor unghiurilor
unui triunghi gi s-a enuntat o conditie suficientd pentru ca mediatoarele latu-
rilor triunghiului sa fie concurente.

Dificultatea a constat in faptul e nu s-a putut afirma cu certitudine
concurenta a doud dintre mediatoarele laturilor triunghiului, in geometria
absolutd nefiind admisd axioma paralelelor. Se poate acum enunta:

Teorema 1. Tn orice triunghi, mediatoarele laturilor sint eoncurente.

' Demonsirajie. Este suficient s se demonstreze concurenta a doud media-
toare. Fie triunghiul ABC, d, si d, mediatoarele segmentelor | AB | respectiv
| BC | (fig. 11.8). Presupunind ci ¢, §i dy, nu sint concurente, rezultd
d, || d,. Pentrucd dy | BC rezultd gi.d; | BC.
Dar d, | BA. Deci prin B trec doud perpen-
diculare distincte pe dreapta d;, si anume
BA | d;, BC 1 d;, ceea ce nu este posibil.

Prin urmare d, si d, sint concurente. In
continuare se aplicd teorema 5 din cap. I, §13.

Relativ la triunghi se definesc gi alte drepte
(linii) importante.

B , ' C Definifii. Dreapta determinati de virful
d, unui triunghi gi mijlocul laturii opuse se nu-
Tig. 1.8 meste mediand.




Perpendiculara prin virful unui triunghi pe dreapta determinaté de latura
opusd se numegte indljime.

Teorema 2. inz‘il{imi]v unui triuvnghi sint eonecurente.

Demonstrajie. Fie triunghiul ABC, A’, B’, C’ picioarele perpendicularelor
din A, B, C, respectiv pe BC, AC, AB gi DEF triunghiul format de para-
lelele duse la laturile triunghiului A BC prin virfurile acestuia (fig. 11.9).

Din constructie, ABCF gi BCAD sint paralelograme deci | BC | =
= | AF | = | AD |. Pentru ca BC || DI §i AA" |- BC rezultd cd AA" | DF.
Deci AA’ este mediatoarea segmentului | DF |. In mod analog se aratd ci
BB’ si CC’ sint mediatoarele segmentelor | DE | respectiv, | EF |. Prin urmare
indltimile triunghiului 4 BC sint mediatoarele laturilor triunghiului DEF si
deci din teorema 1 rezultd cd sint concurente.

Teorema 3. Medianele unui triunghi sint concurente. Punectul de
intersectie defermind eu mijloeul fiecirei laturi un segment a eiirui lungime
este 1/2 din lungimea segmentului pe eare-1 determind eu virful opus laturii.

Demonstrajie. Fie triunghiul ABC, D si E mijloacele laturilor | BC |

5 N
respectiv | AC |. Deoarece in triunghiul BAD, | BEC Int ABC, A = | BA,
D € | BC, rezultd ca | BE gi | AD au un punct comun G (fig. 11.10).

~
Deoarece | AD C | Int BAE rezultd c¢d {G} = | AD | N [ BE |. Fie M, N
mijloacele segmentelor | AG | respectiv | BG |. In: triunghiul ABG, | MN |

este linie mijlocie, deci MN || AB si | MN || = % | AB ||l In triunghiul
ABC, | DE | este linie mijlocie, deci DE | AB ¢ | DE || = -2— | AB |-
Rezultd cd | DE | = | MN | si DE | MN. MNDE este patrulater si deci
este paralelogram (ex. 13, § 1, II). Rezultd | GD || = | MG | = | AM | =

= % | AD |. Fie acum F mijlocul laturii | AB | si {G'} = | FC | N | AD |.

In mod analog rezulti || DG || =—% || AD |. Deoarece G, G' € | DA |, din

teorema de constructie a unui segment rezulti G = G'.

~
0 A £
[ 8
H
B A c
&
Fig. 119 Fig. 11.10
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Obserpatii. Punctul H de concuren{d al inaljimilor se numeste orfocentrul triunghiului.
Punciul G de concurenta al medianelor se numeste centrul de greutate al triunghiului. Centrul
de greutate al triunghiului si punctul de concurentd al bisectoarelor unghiurilor unui triunghi
aparfin interiorului triunghiului. Ortocentrul triunghiului si punctul de concurentd al
mediatoarelor triunghiului pot sa nu aparfind interiorului triunghiului. In unele probleme
de geometrie prin cuvintele ,mediani* sau ,bisectoare® se va intelege segmentul determinat
de virful triunghiului cu mijlocul laturii opuse, respectiv segmentul determinat de virful
triunghiului si intersectia bisectoarei cu latura opusd unghiului. Termenul Hindlfime* va
desemna segmentul determinat de virful triunghiului si piciorul perpendicularei din virf pe
dreapta determinatd de laturd opusit. Se pot folosi de asemenea termenii de ,mediani,
»bisectoare®, tniltime* si pentru lungimile acestor segmente fiird a exista pericol de con-
fuzie deoarece rezulti din text sensul care li se atribue. Astfel, teorema 3 poate [i reformu-
latd intr-un enunf, ugor de memorat: ,Medianele unui triunghi sint concurente intr-un punct
situat la 2/3 de virf §i 1/3 de hazi pe fiecare dintre ele®,

Exercitii

1. Sii se determine pozifia ortocentrului unui triunghi dreptunghic si pozitia punctului
de concurentd a mediatoarelor laturilor sale.

2. Fie triunghiul ABC si cele doud unghiuri exterioare ale triunghiului care au ca
laturd | BC respectiv | CB. Si se demonstreze cd bisectoarele acestor unghiuri exterioare gi

N
bisectoarea unghiului BAC sint concurente (completarea ex. 1, § 13 cap. I).

~
8. Unghiurile opuse 4 si Cale patrulaterutui convex ABCD sint drepte. AD N BC =
= {E}, AB N DC = {F}. Si se demonstreze ¢ BD | EF.
4*. Se considerd triunghiul ascutitunghic ABC, H ortocentrul sid'e |HA, B =

€ |HB, C' = |HC astlel ca | HA’ | = | BC |, |HB' | = | CA |, | HC' | = | AB |. Sa
se arate cd: |

i) daci M, N, P sint mijloacele laturilor | BC l, AC |, | AB | atunci || B’C’ || =
=2 ||AM ||, [|A’C'|| =2 | BN ||, ||A’B"||=2 | CP II-

ii) H este centrul de greutate al triunghiului A’B’C’,
5. In paralelogramul ABCD se duc CE L BC, AE | AB. Sise arate ci DE | AC.

A
6*. In triunghiul 4BC (A = 90°) se duce thillimea AD, D = BC si se considera
I' e | AD |. Perpendiculara in # pe FC intersecteass pe AB in G. Paralela prin 4 la FG
intersecteazii BC in H. Si se arate ci patrulaterul AGFH este paralelogram.

§ 5. Paralele echidistante

Fie d, si d, doud drepte distincte, d, || dy s1 M, € dy, M, € dy, M;, M,
picioarele perpendicularelor din M, respectiv M, pe d, (fig. 1I.11). Atunci
M, M;M;M, este un dreptunghi deei | M, M; | = |M,M,| sau d(My, d,) =

= d(M,, dy)sioricare ar fi punctul ¥ € d,, d(M, d,)
2 este constantd. Oricare ar fi N € d,, d(V, d,)
este de asemenea constantd, d(M, d,) = d(&, d,).
Valoarea acestei constante se numeste distanja
dinire drepiele paralele d, §i d, si se va nota
d; d(dn d2)~
My M5 Teoremi. (Teorema paralelelor echidistante).
Fig. 1114 Fie pe dreapta-d punctele distinete 4,, A4,, A,,...

M Mo
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Fig. 1112 Fig. 1143
An gy An(n € Nyn > 2), astlel ea |A,d, |=| Agdy =] A4, |=... =

= | An4, | §i dreptele d,, d,, d;, ..., dn, 4, €d,, A, Edy, A, € dy,...,
Ay € dy. Dacd d, || dy | dy | ... || dn atunei dreptele d;, d;, d, ..., dy, determind
pe orice secantii segmente congruente.

Demonstragie. Fie s secanta dreptelor dy, d,, dy,..., dp $i {B)} =d; N s,
{By}=dy, N's, {B3} =d3 N 5,.., {By} = dp N s (fig. 11.12). Se consi-
derd punctele €} € dy, C; € dyy..., Cop € dy astfel ca A,Cy]|'s, A,Csl| 810
An (Cy ||s- AAJAC, = ANAAC, = ... = Ady AnCr (din LU.L.), deci
| A;C; | = | A,C5 | = ... = | An_4C, |. Din paralelogramele: 4,C,B,B;,
AyC3ByBy,..., An_CpB,B,_, vezults ek |A,C,| =|B, B, | A,Cq'| = |B;Bsl, -
| A iCr| = | Ba_yBy |, deci | ByB,| = | ByBy | = ...= | By1Bx|.

Observatie. Dacil secanta s este perpendicularii pe dreptele paralele d,, dy, ds,..., dn,
atunci segmentele determinate pe secantd au lungimile egale si cu distanfa dintre doud
drepte paralele consecutive. Din acést motiv trei sau mai multe drepte paralele care inde-
plinesc condifiile teoremei se numesc paralele echidisiante.

Exercitii

1. Fiind datsegmentul | AB | si se determine un segment | MN | astfel ca 5|| MN || =

= || AB ||. (generalizare: n || MN || = || 4B ||).

Indicajie: Se considerd pe semidreapta | AX (AX 5= AB) (fig. 11.13), un segment
oarecare | AP, | si punctele distincte P,, P;, P,, Py astfel tncit | AP, | = | PPy | =
= |-PaPy | = | PaPy | = |y | Prin Py By Py, Py, Bl isé: duc ‘drepte paralele cu
P¢B care intersecteazii | AB | in My, M,, My, My, | AM, | = | MM, | = | M;M; | =

A 1
= | MM, | =|MB|si || AM, || =— [|AB |

5
2. Si se formuleze o reciprocii a teoremei 3, § 3, folosind teorema paralelelor echi-
distgnte.

59



§ 6. Teorema lui Thales

Deﬂmﬁle Fiind date multimile ordonate de numere reale 4 — (g, @y,..,an),
= (b byy-es bn), m > 2, € N ele ge numese propar;wnale daoﬁ exlsté un
numér real, nenul k, astfel incit a, — chl, @y = Kby, Gp — Kby
k se numeste in acest caz coeficient de proporitonaliiate.

Exemplu
— (2, 5, 9), B = {615, 27),
A si B sint proporfionale, coeficientul de proportionalitate fiind & = % , pentru cd 2 =

1

= % o 6,08 =-—415, 9 = = 27. Se poate spune ci si (6, 15, 27) sint proporiionale cu

1
3
(2, 5, 9), in acest caz coeficientul de proportionalitate fiind ¥ = 3. In cazul particular
k = 1 cele doud multimi de numere coincid. Dacd numerele by, 4,,..., b, nu sint nule atunci
definifia dati este echivalenti cu egalitifile: ‘

" Teorema 1. ('I‘t‘or(*nm lui Thales). Fie triunghiul ABC si DE \[}(
D& |AB |, E € | AC |. Atunei .
1LAD | | AE |

Demonstratie A e -
LA unde m, n € N*; rezultiwz

Cazul I. Se presupune ci

NAB |~ » m

”AB” deci (|| AD ||, || AB |)) si (m, n) sint proportionale. Fie k > 0 coe-

fnelentul de proporfionalitate. Deci |AD|| = k-m si | AB || = k'n. Se
imparte segmentul | AB| in n segmente
congruente, prin punctele M, M,,...
My_y, astfel incit
| AM, | =k || AM, || = 2k,...,

| AMuy || = (n — Dk, | AB || = n.k
'(fig. 11.14). Pentru ed | AD || = m.k
E\ rezultd ¢& D = M,,. Prin punctele 3,

M,,... M,_; se duc paralele la BC
Fig.11.14 care intersecteazd | AC | respectiv in.

o/ i
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Ny Ny, Nn_y. Deoarece DE este una dintre aceste paralele, E = N,,. Din
teorema paralelelor echidistante rezultd ca

| AN, | = | Ny | = . = | Moyl |,
Atunci g ‘
| AE || =m| AN, ||si || AC | =n || AN, ||,

deci

LAE || _ m: AN\ | _m o IAD | _ | 4E |

rac | ne || AN, || n |AB || 14c¢ |

Casut fLoie IAD L o iy wigi g
1AB || 7
I AE ||

Se presupune ci = B « (fig. 11.15).

I AC |
Cum B < 1, existd punctul unic E', E | AC |, E’ =+ E, astfel incit:
B
| AE" || = « || AC || deci JAZ" N _
| I4c |
a) Dacl B > « atunci E' € | AE | si | AE' || < || AE ||. Existi n e N*, astfel

AC |

incit < || EE’ ||. Se construiesc pe | AC | punctele N,, N,,..., Np; care

fmpart | AC | in n segmente congruente de lungime %k unde % — m,%i

n
ANy | =k, [[AN 5 || = 2k,..., | ANny || = (n — 1)k, [ AC || = n+ k.
Deoarece || EE’ || > k, rezulti ci cel pufin unul dintre punctele de diviziune, de exemplu
N; e | EE" |. Atunci

VAN | = ik > | 4B | AN _ @ 14E) _

= =
: l4ac i~ =~ ac
Prin N; se dyce N;M; || BC, M; = | AB |. Aplicind rezultatul demonstrat in cazul I,
rezulti:

(1) ——m_—i>a.

Pe de altd parte, deoarece M;N;|| DE punctul Mi e | AD | deci | AM; || < || AD ||si
) LAM: || _ 4D _

I4B || - || 4B |

Inegalitdile (1) gi (2) fiind contradictorii rezulti ci nu este posibil B> a.

'b) Dacd B < « atunci B’ = | EC | si existi n = N* astfel ineit el 2 =
n
< || EE” | (fig. I1.16). Analog cazului II. a) punctele Ny, Ny,..., Ny impart segmentul

A

Fig. 1115 Fig. 1116
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| AC |in n segmente congruente de lungime &, k = Lacy i deoarece cil k < || EE ||,
n

existd un punct de diviziune N; = | EE’ |. Atunci

| AN; || = ik < || AE’ || $1MM=1< NAE" ) _
14| = || AC ||

cazul I, rezultd

(3) NAM: || _ AN |l _ &
4B || r4ci n
si deoarece M;N; || DE, M; | BD | deci | AM; || > || AD | adici
(&) II AM; II> 14D | _
4B | Il AB |

Inegalitatile (3) si (4) fiind contradictorii rezultd cii nu este posibil B < «.
Din II a) si b) rezulti « = B ceea ce demonstreazi teorema.

Observatie. Enuntul teoremei lui Thales este mai usor de memorat in formularea: O
paraleld la una din laturile unui triunghi determini pe celelalte laturi segmente propor-
tionale.

Folosind proprietitile proportiilor se pot obtine si alte proportii echivalente cu

Il 4D || I[AE || . 14D || | AE | 148 || 14C ||
= si anume: = sau = .
IT4B | | 4C | Il DE | IEC | IDB | IEC |

Teorema 2. (Consecin{d a teoremei lui Thales.) Fie triunghiul A BC,
d || BCsi{D} =d N AB, {E} =d N AC, A & d. Atunei
IAD N _ IAE |
I4B || 14C |

Demonstrajie

Cazul I. Daci D € | AB| se aplici teorema 1 (demonstratd anterior),
triunghiului ABC i dreptei DE (fig. II. 17).

Cazul II. Daci B € | AD | se aplici teorema 1 triunghiului ADE si
dreptei BC (fig. II. 18).

Cazul III. Dacid A € | BD | se construiesc segmentele | AM | = | AD |,
| AN |= | AE|, |AM|c|AB, |AN|c | AC (fig. II. 19). Atunci
EMND este paralelogram si MN || ED || BC. Daci M € | AB | se aplicd

; A
o) £
8 c
B G D I3 B

Fig. 11.17 Fig. 11.18 Fig. 1119
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\
Teorema 1 triunghiului ABC si dreptei MN, dacd B € | AM |, se aplic
teorema 1 triunghiului AMN g dreptei BC.

Teorema 3. (Reciproca teoremsi 1.) Fie triunghiul ABC §i D € | AR,
E € | AC, astlel ineit g

ILADY _NAEN . IAD W _NAE | . IABY _ | AC|
4B | ll4C | (IDEB || [ EC || | DB || Il EC |
atunci DE || BC. !

Demonstrafia se face folosind metoda reducerii la absurd.
Teoremele 1, 2, 3 pot fi enuntate si astfel:

Teorema lui Thales. Fie triunghiul ABC si punetele D, E
distinete diferite de A, D € AB, E € AC astlel ineit D gi E se afli amindoud
4Dl __ | AE]
4B | AC]

tie pe laturile unghiului B/\l(’ fie pe prelungirile acestora. Atunei
dacd §i numai daeci DE || BC.

Aceastd teorem# are numeroase aplicatii in probleme care cer stabilirea unor
relatii intre lungimi de segmente sau in demonstrarea paralelismului a
doud drepte.

Teorema 4. (Teorema paralelelor neechidistante.) Se considerd drep-
tele dy, dy,..., dn, 2 > 2, d; || dy || ... || dn, Secantele s i k si punctele {A;} =
=d; Ns {Ay} =dy N5y {An}=du N5, {Bi}=d Nk, {B} =4, N
N kyery {By} = dy N k. Atunci

| A4Aall e || Agdall [ v Al
IBBoll | BuBsll 7 Il BaciBall

Demonsirajie. Dacd s || k, atunci
A A,By By, A,A3B3B,,..., Ay yAnBnB, ; sint paralelograme sgi

[ Asdsll _ Idsdsl __ WAnadnll _ g 11.90),
IB:Ball BBy | Baoa B

Dacds ¥ %, fie {0} = s N k. Se aplicd teorema Iui Thales triunghiului
0A ;1. B;y, §i dreptei 4;B;
104l 0B

| Aidisell 1| BiBi|

de unde se obtine
(1) H_OAI'” = I 4idig |l 1
IOB:|l (| BiBil
Aplicind teorema lui Thales triunghiului OA; ;B;
§i dreptei A;B; se obtine:
@) 104; || _ [ AimAull
[1OB; || || BiwBill
Din (1) s (2) rezultd cd .
TAiaAdill [ Aidinll
I BisBil| | BiBinll * )t

Scriind aceste proportii pentru i =1, 2,..,n —1, HAiet \Bw
se obfine girul de rapoarte egale din teoremd. Fig. 11.20
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Exercitii Al

1. Fie triunghiul isoscel ABC, | AB | = | AC | sid o dreapti paraleli cu BC, A & d.
Dacd {M} =d N AB, {N} = d N AC si se arate cii triunghiul A M este isoscel, iar daci
ABC este echilateral atunci si AMN este echilateral,

2. Se considera trei semidrepte cu aceeasi origine M, cuprinse in drepte distincte si
punctele: A, B pe prima semidreapti, €, D pe a doua si N pe a treia, astfel ca
d(M, A) = 18, d(M, B) = 54, d(M, C) = 25, d(M, D) = 75. O dreaptii ce trece prin A4
si este praleld cu BN intersecteazi MN in E. In ce condifii paralelala ND prin E confine
punctul €?

8. Se considerd patrulaterul convex ABCD. Paralela prin B la latura AD intersec-
teaza dreapta AC in E, iar paralela prin A la latura BC intersecteazd dreapta BD in
F.'Si se arate c¢i EF || CD.

4. Fie triunghiul ABC i MN || BC, M e AB, N « AC. Se duc MM’ | AC, NN’ |
|48 (M’ & BC, N' = BC). Prin M’ si N’ se duc M'P || AB si N'Q | AC, P e AC,
Q € AB. Si se demonstreze ci PQ || MN.

6. Fie triunghiul ABC si D, E, F, G, H mijloacele segmentelor | BC |, | AD |,
| BD |, | EF |, | ED |. Fie GH N AC = {I} si BE N AC = {J}. Atunci

i) AT ||=3 | IC |,
) JHI | =3|GH |,
ili) | BE || = 3 || EJ ||.

7. Teorema bisectoarei

Teoremi. Fie triunghiul ABC si D © | BC |. Atunei | AD este
: B Sl b S - g <l BD lAB |
biseetoarea unghiului BAC dacd si numai daed - e = TACT

"
Demonstratie. 1. Se arati ci daci ‘| AD este bisectoarea unghiului BAC
ILBD || _ IAB|
I Dc || [ AC |
Se construieste prin C paralela la 4D care intersecteazi ABin E (fig. II 21):

HBD” et 4k hml ACE te
iDCl 4B " Trung o

] P A~ . SN s
isoscel pentru ¢ AEC = BAD (unghiuri corespondente), ACE = DAC

(unghiuri alterne interne) $i BAD = DAC (din ipoteza | AD bisectoare). Deci
|AE | = | AC | de unde rezulti egalitatea din

teorema.

atunci

Din teorema Iui Thales rezulti e "—— L

2. Se aratd, prin reducere la absurd, ci daci
IBDIl _ 1 4B]|
1DC] [ 4C|
lui BAC (fig. 11.22). Intr-adevire, dacd [ AD nu
este bisectoare, fie D’ & | BC | astfel incit | AD’
I BD ||
Toeh

atunci [ AD este bisectoarea unghiu-

({ . . v /\ .
~ este bisectoarea unghiului BAC. Atunci
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4B ||

[ el 7/ \\
in acelagi raport ca si punctul D ceea ce nu AN
este posibil decit daci D — D T ke

$1 aceastd teoremd se poate formula
infr-un enun{ ugor de memorat: ,bisectoarea /
unui unghi a unui triunghi determing pe latura
opusd unghiului segmente proportionale cu
laturile unghiului si reciproc.

gi deci D' imparte segmentul | BC |

Fig. 11.22

1. Fie triunghiul ABC, D e BCsi D & | BC |. Atunci [ AD este bisectoarea unuia
din unghiurile cu virfulin 4 si exterioare triunghiului, dack $i numai dacd :I{IE;—]C)'IIIL -
_ 114B |

hAc |

2. Lungimile laturilor unui triunghi 4 B¢ fiind [AB || =e¢, | AC || =&, || BC || =

= a, si se calculeze segmentele determinate de bisectoarea unui unghi a trlunghmlm pe
latura opusi.

(teorema bisectoarei unghiului exterior).

8. Intr-un triunghi A BC, bisectoarele unghiurilor formate de mediana AM (M =
e | BC |) cu latura | BC | intersecteazi celelalte doud laturi in P si Q. 84 se arate ci

LPQ || BC. Reciproc, daci M < | BC [, MP si MQ sint bisectoarele unghiurilor AMB’

N
respectiv. AMC (P e | AR |, Qe |AC|) si PQ || BC, atunci M este mijlocul laturii
[ BC |.

4. Se di trlunghlul ABCcu || AB || =20, || BC || = 30, [ BD'bisectoarea unghiului

B D e | AC |, dreapta DE || AB (E = | BC|) si dreapta EF | BD (F = | AC [). S&
se determine || AC || dacit || AD | — | FC || = 1.

@manarea triunghiurilor

Defmltm. Fie trmnghnmlf- ARC’ gu A'B’C” Dacé
o )i

i
|
e
o

5 apune ci exmté 0 rzsemﬁrmre mtre tx umghnmie- AB‘C gl A'B’(" gi se serie
AlBC ~ AdBe. - .

Casi in cazul congruentei, nme dnud tr mnghmn pot exlsta mai multe ase-
manari.

" Deini ie. Doud {munghmn ABC .=,u A’B C’ se mxmesc acem.enea dacﬁ intre

ele exisld cel pulin o aseminare.
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Exercigii

1. 8a se demonstreze c¢d dacd NABC ~AA'BC si AABC ~A AR C*, atunci
AABC ~NA"B"C”". -

2. 84 se der'nonstreze cll dacd NABC ~AA'BC 5i AA'BC = AATB“C”, atunci
NAABC ~NA“B*C”.

Prin notatia AABC ~ AA'B'C’ se intelege ci ordinea viefurilor este dati
§i are loc aseminarea definiti de egahtat,lle (1) si (2). In acest caz, perechile
de virfuri (4, A"); (B, B'); (C, C') si perechile de laturi (| BC |, | B/C’ ),
(1 AC |, | 4'C']), (| AB |, | A’B’ |) se numesc corespondente sau omoloage.
Raportul lungimilor a doud laturi omoloage se numeste raportul de aseminare
al celor doud triunghiuri, Evident, doud triunghiuri congruente sint asemenea,
raportul de aseménare fiind egal cu 4 si oricare doudl triunghiuri echilaterale
sint asemenea. O altd sitvatie in care sint puse in evident& triunghiuri ase-
menea este datd de urméitoarea:.

Teorema 1. (Teorema fundamentali a aseminirii). Fie triunghiul
ABC §i DE || BC, A + D, D €-AB, E € AC. Atunei AADE ~ AABC.

Demonstrajie. Existd trei situatii posibile: 1) D & | AR |, 2) B € |AD|,
3) A € | BD |- Se va da demonstratia numai pentru cazul 1), intrucit cele-
lalte cazuri se trateazd in mod analog cazurilor considerate la consecinta
teoremei lui Thales.

Sy N
Deoarece DE || BC rezultd ADE = ABC (unghiuri corespondente),
AED = ACB (unghiuri corespondente), DAL = BAC (fig. 11.23). Din teorema

: Jui Thales rezultd el AD L ARl Se construieste EF | AB, F & BC
IH4B || || AC |
si atungi I AE 1L _ I BF | . Deoarece BDEI" este paralelogram rezultd
: H4¢ | |1 BC |
| DE | = | BF | i VAENL _NDE | 4005 o obtine 14D _ NAEN
r4c iy II1&sC | MAB | || 4C |
= ﬁ%{: . Fiind indeplinite egalitdtile din definitie, rezultd ¢ AADE ~
~ AABC. Notiunea de asemd te extinde si pentru poligoane.
A
D '3
Pe baza teoremei 1 se pot demonstra teore-
mele aseménirii, numite si cazuri de aseminare,
B F ¢ care stabilesc conditii necesare gi suficiente pentru
Higlmgges ca doud triunghiuri 84 fie asemenea.
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Fig. 11.24

Fie triunghiurile ABC si A'B'C’:

Teorema 2. Daei Pl = A’ si /;’ — };” atunéi NABC ~ AA'B'C’.
I

Teorema 3. Daci ?E 1 ;. I : ‘Z s ;(( i.ﬂ.ll]lll ANABC ~ NA'B'C’.

Teorema 4. ]).ua b Bl ' A0l 7[“, ! atunei NABC ~ NA'B'C.
| 4 [)" Il 1! A'C' |\ | BC”" ||

Demorwtraiii. Fie D € | AB astfel incit | A'R' | = | AD | si DE | BC,

E¢c |AC. ANADE ~ NABC conform teoremei fundamentale a asem#ni-

il (flg I1.24). Se va demonstra ci in 1p0tezele fieciireia dintre cele trei teoreme
ANADE = AA'B'C’ gi deci AABC ~ NA'B'C'.

A

1) A = A’ (din ipoteza tecremei 2)

U]

SN N A ‘ 3 o 3
ADE = ABC = B’ (din constructie si ipoteza teoremei 2)

| AD | = | A’B" | (din constructie).
Deci AADE = AA'B'C’ (din U.L.U.).
2) I A/B,” llde: ] (din ipoteza teoremei 3) y
| A’B" || || Ac || Ae e
4Bl _ 11 4C || = rezultd =
m: ”—AE‘—“ (pentl‘u ca A/lDE ~ AABC) ”A'C’H I AE ”
| AD | = | A'B’ | (din constructie)
deci | A'C' | = | AE |, deoarece A /f’ si | AD | = | A’B’ | rezulti ci
NAADE = ANA'B'C’ (din L.U.L.).
3) 4205 AR 7 B (din ipoteza teoremei 4)
IAB | 4C |~ yBC
LAZN_NACN _ JBCN heniry oi AADE ~ AABC) i | AD | =
1AD || JJAE || I| DE ||
= | A'B’'|, rezultd ci
4B || _ 1487 _ n4c¢ | _tAcu _ I1BC| _ I1BC |
I AB | " WAD ||~ [AC’| — | AE | | B'C'| .|| DE |

Egalitatea rapoartelor cu aceeasi numératori implicd egalitatea numitorilor
deci || A'C" || = || AE || §i || B'C' | = | DE || sau | AC'| = [AE]| i
| B'C' |=| DE |. Rezult si in acest caz cd AADE = AA'B'C’ (din L.L.L.)
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Aplicatit

. ] 1. 5S4 se misoare adincimea unei fintini, pini
77777 A777777 la nivelul apei prin mijloace simple.

] Rezolpare. Observatorul aflat in punctul D
priveste din punctul €' (ochiul) bordura, punctul B,
zdrind suprafata apei in punctul 4, astfel incit
A, bordura B si ochiul € si fie in linie dreapts
(fig. 11.25). In acest caz ABCD ~ AABE si

Tl IZ‘_EI;—": =":‘Z—§h‘- Lungimile || CD ||, || BD |,
| AE || sint respectiv indltimea observatorului,
distanta de la acesta la bordurd gi lirgimea fintinii deci pot fi misurate si
rezulty | BE | = G211 AEN
Il BD ||
2. Determinarea indltimii unui copac folosind legile reflexiei intr-o oglind
pland.

Rezolvare. Intr-un punct O este situatd o oglindi plan, iniltimea copacului
fiind || AB |, observatorul situat in punctul D, 0 € | AD | se deplaseazd
astfel ineit din punctul C (ochi) zireste in oglindd virful copacului (fig. 11.26).

Stiind cd BOM = MOC (unghiul de incidentd este congruent cu unghiul de

reflexie) rezults AAOB ~ ADOC, deci 1AL _ W40 N\ 46 | | 0D,
n D Do |

[ €D || fiind respectiv distanta de la copac la oglindd, distanta de la oglindd
la observator gi in#ltimea observatorului; in urma inlocuirii acestora in pro-
LDC | - I A0]|

DO

3. Determinarea iniltimii unui copac, despértit de observator prmtr un
obstacol, folosind legile reflexiei intr-o oglindd plani.

portie se obtine: || AB | =

Rezolpare. Se agazi oglinda in 0 gi observatorul se deplaseazi in
punctul D, O & | AD |, astfel incit din C' (ochi) zireste in oglindd virful

Fig. 1126
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Fig. 11.27

copacului (fig. 11.27). Atunci AAOB ~ ADOC. Se deplaseazii oglinda in
" 0', iar observatorul se deplaseazi in D’; repetind observatia, se obtine
AAO'B~AD'O'C" Scriind proportionalitatea laturilor triunghiurilor ase-

menea obfinute, avem:

| D'C" || rezultid

Al HA’B I L AON i rans, D e

I DC |~ DO * | DC) |1DO
[AB Il _ 1140\ _ | AB || _ | 40| _"||40" || — | 40|l _ 1|00 |
IDC | — DO || | DC | [ DOY [DON—IDO) DO — | DO

Prin urmare

NABYI _ oo
ANBC || D0 — || DO

[ 00" |, | DC|, | D'O" ||, || DO| se determini cu mijloace simple deci AB| =

_Lbec ji-noor |
T Do — 10

3. Fie ABC.un teiunghisifie A”, B’, C” trei puncte coliniare distinete astfel ca 4’ & BC,

B'e CA, C' = AD. Si se arate ¢
[ 4B H_ I B°C H_ €A ]
TAC i [ BA| ICE |

= 1 (teorema lui Menelaus).

Indicafie. Se duce o paraleld prin €' la AB care intersecteazi pe 4°B’ in P. Din pro-
porfionalitatea laturilor reszultatd din asemdndrile 'ACPA’ ~ABC'A’, NAB'C ~

~ ACB’P se ohfine relafia ceruti.

4. Se considerd punctele A’, B, ¢’ situate pe dreptele BC, AC, AB determinale de
laturile triunghiului A BC. Dacd doudl dintre ele sint situate pe laturile triunghiului si unul
pe prelungirea laturii, sau nici unul nu e situat pe laturile triunghiului si este verificats
relajia din problema pmtedenm atunci cele trei puncte sint coliniare (reciproca teoremei

lui Menelaus).
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Indicagie. Se aratd ci de exemplu B’C’ nu poate fi paraleld cu BC sise noteazl { A"} =
= BC N B’C’. Din relagia dati si din exercifiul 3 rezulti 4” = A”.

5. Se considerd un triunghi ABC si trei drepte concurente AM, BM, CM care mai
intersecteazii suporturile laturilor triunghiului in punctele A’, B/, ¢’. S se demonstreze
relatia

A°B || I BC| |ICA |
A€ || BA| | ¢B |

Indicatie. Se aplica teorema lui Menelaus in triunghiul B’BC pentru punctele coliniare
A, M, A" si in triunghiul 4 BB’ pentru punctele coliniare C, M, €.

6. Fie A°, B’, €’ trei puncte situate pe Iaturile | BC |, | AB |,'| AC | ale triunghiului
ABC. Si se demonstreze cit dacd este verificatd relatia din problema precedentd atunci
dreptele A4’ BEB’, CC’ sint concurente (reciproca teoremei lui Ceva).

7. Sa se demonstreze cd Intr-un triunghi produsul dintre lungimea unei in#l{imi si
lungimea laturii corespunzitoare este acelasi pentru fiecare indltime,

8. Sa se demonstreze cd distaniele de la un punct M al medianei | AD | la laturile
| AB |, | AC | ale unui triunghi sint in raport invers cu lungimile acestor laturi. Se va
deduce ca distan{ele de la centrul de greutate la laturi sint invers pmpor;lona]e cu lungimile
laturilor.

9. Dinfr-o tabld triunghiulard se cere si se taie un pitrat cu o laturd pe latura cea
mai mare a teiunghiului si cu celelalte doudt virfuri pe celelalte Iaturi ale triunghiului.

10. Pe latura | AB | a triunghiului ABC se considerdi un punct C,. Prin A se duce
paralela la CC, care intersecteazii BC in A, si prin B paralela la CC; care intersecteazd

= 1 (teorema lui Ceva)

AC in B,. 58 se demonstreze ci i L = L F
Il 44 0l "~ Il BBy || || CCy I
Indicatie
ICC I _ UAG 1 11 CC I~ |IGB]
|l ByB [ || AB || | A4, |AB]
LCG , NCC Il INAG |l + GBI _ THE
A4 [ " || BB || 4B || :

11. In triunghiul ABC se considerd bisectoarea unghiului Ccare intersecteazi latura
| AB)| in D. Demonstraticd | €D || < /]| AC <[ BC.

N N P

Indicatie. Fie E e | AC | astfel ca CDE = CBD. Deoarece CDA > CBD

5l ‘
RGBT e
reo | Il CE ||
12. Prin punctul de intersectie O al diagonalelor unui trapez se duce o paraleli la baze,
care taie laturile neparalele in E gi F. Sd se arate ca O este mijlocul segmentului | EF |.

13. Sa se arate cit dreapta determinatd de punctul de intersectie al laturilor neparalele
ale unui trapez sl punctul de mterseme O al diagonalelor trece prin mijloacele bazelor tra-
pezului.

» 1 CD P = || CE|| - H CB || < ||CB ||* || AC |I.

§ 9. Relatii metrice

Déc:_?\ MM | d, M" & d, se noteazd M' = pryM. Pentru M € d se defineste
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prgM = M. Pentru prescurtarea exprimdrii, in continuare, se va folosi doar
termenul proiecfie care va déserana proiectia ortogonali (fig. 11.28.).

Exercigii

1. B4 se arale ci proiectia unui segment |AB| pe o dreaptd d -este segmentu] |1CD]
unde € = pred si D = prgB.

2. 54 se arate c& proiectia unui poligon pe o dreaptd este un segmen’L inchis.

Teorema 1. (Teorema ecatetei.) Lungimea eatetei unui triunghi drept-
unghie este medie proporfionali intre lTungimea ipotenuzei si a proiectiei catetei
pe ipotenuzi. !

Teorema 2. (Teorema in#lfimii) Intr-un triunghi drept-
unghie, lungimea inil{imii duse din virful unghiului drept este medie propor-
fionali fntre lungimile proiecfiilor eatetelor pe ipotenuz.

143

Se reamintegte cd numirul pozitiv ,a“ se numeste medie proporjionald

(sau geometricd) a numerelor pozitive ,b* §i ,c* daek o — be.
Demonstraie. Fie triunghiul ABC, 4 € 90° i fie D = procd (fig. 11.29).

Deoarecefi’s;iasint ascutiterezulticd D € | BC | (ex.1. §12.1) si | BD | —

= prpc| AB |, | CD | = pr¢| AC |. ABDA ~ ABAC fiind dreptunghice

|AB || _ L BD | 3
TCBT — 1 B4 | de unde ||AB|| = ||CB|-

* || BD || ceea ce demonstreazi teorema 1.
Analog AADC ~ ABAC de unde rezulti ABDA ~ AADC i

§i avind unghiul B comun, deci———r1=

DB _
IIDA !!

:' D‘é llll deci || DA |F= || DB || DC|| ceea ce demonstreazi teorema 2.

Teorema 3. (Teorema lui Pitagora) Infr-un triunghi
dreptunghic pitratul lungimii ipotenuzei este egal ¢u suma pitratelor lungimilor
catetelor.

<1 A

i

|

I

I

{

I

i ;

7 M 8 D c
Fig. 11.28 : Pig. 11.29
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B D (o B D c
Fig. 11.30 Fig. II. 31
Demonstrajie ’
Fie triunghiul ABC, A € 90° §i D — prycA (fig. 11.30). Atunci
I AB || #= | BC | - || BD [,
‘ | AC |2 = || BC || - || DC ||
Deci || AB |? + [|AC [P = | BC |- (| BD || 4 || DC |) = || BC |
Teorema 4. (Reciprocele fteoremelor 1, 2.) Se considerd triunghiul
ABC, D = prpcA. Daed D € | BC | i este verificatd una din condifiile:
1) [AB|*= | BC| - | BD | '
ii) || AD |2 = ||-BD || - || DC |, atunei A € 90°.
Demonstratia se face prin reducere la absurd si se las# ca exercitiu.
Teorema &' (’l‘eqremu lui Pifagora generalizati:) Dacd in friunghiul
ABC, C este un unghi aseutit gi D = prpc4, atunei
(1) [[AB |2 = | AC | + | BC |2 — 2 | BC |- |DC|.
Demonstrajie. Se considerd frei cazuri

a) I’} aseutit, atunci D € | BC | (fig. 11.31). Triunghiurile ABD i ADC
fiind dreptunghice au loe egalitdtile:

(2) I AB P = [|AD |P + || BD |I%

@) | AD | = || AC |? — || DC |I%

(4) N BD | = I BC || — || DC |

Se inlocuieste in (2) || AD || si || BD || date de egalitétile (3) si (4), atunci
[ AB [P = [AC |2 — | DC | + (| BC || — | DC 12,

[ AB |* = | AC [ + || BC | — 2 || BC || - || DC ||

f b) B obtuz, atunci B € | bC.|, (fig. 11.32)
egalitdtile (2) si (3) rimin adevirate gi are loc =
) | BD || = [| DC || — || BC ||
Inlocuind in (2)|| 4D || gi || BD | date de (3) si
: (5) se obtine
B

Fig. 152 | AB|E'=| AC|F— || DC|E + (| DC| — || BEI)?
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deei
I4AB |F = || AC |* + || BC |I* —
o7 2 eBeHiDe .
¢) B&90°, atunci (1) rezultd din teorema
lui Pitagora '
Teorema 5. (Teorema lui Pita-
gora H(-nw alizati.) [D acd

in friunghiul

ABC, C este obfuz gi D = prpcA,
afunci
) 4B |* = || AC |* + || BC|* + 2 |BC|| - || DC .

Demonstrafie. C’ fiind obtuz rezultd cd C & | BD | (fig. '11.33). Din tri-
unghiurile dreptunghice ABD si ACD se obtine:

(7) ; IAB |2 = [[AD | + | BD |
@) | AD [P = || AC |F — 1| CD |P,
(9) I BD || = || BC ||+ | €D ||

Inlocuind || AD |, || BD || din (8) si (9) in egalitatea (7) se obtine:
| AB | = HAC |[ Hal + 2 || BC || I DC .

Teorema 6 i Infr-un

1ei lui P

a, atunei triunghiul esfe dreptunghic.
Demonstragie. Se considerd triunghiul ABC in care
| AB |* = || AC |* + || BC |~
, A~
Fie D proiectia Iui 4 pe BC. Dacd ACB nu este unghi drept atunci D s C.

Tinind seama de ipotezd si de relatiile (1) sau (6), (dupd cum ACB este
ascutit sau obtuz) | = 0, adicd || DC || = 0, ceea ce

= N
este in contradictie cu C # D. Rezultd cd ACB & 90°.

Aplicatie. S5 se arate ci fiind date trei numere reale pozitive a, b, c astfel incit « < b -+
+¢b < a4 e e X a4 b, existd un triunghi ABC pentru care | AB || =¢, || AC || =
=b, | BC || <a.

Rezolpare. Se poate presupune ci a << b <o, §i pe o dreapti dse considerd punctele

A, B astfel ca || AB || = ¢. Se va ariita ca se poate determina pozitia unui punct M,
M e | AB | gi a unui punct C care aparfine perpendicularei in M pe AB astfel ca
[AC|l =& si || BC || = a. Pozilia acestor puncte este determinatd dacd -se. cunosc

numerele z = || AM| si y = || MC|| (tig. 11.34).
In acest scop vom presupune ci existi triun-
ghiul eerut A BC si notind cu M proiectia lui €
pe AB se calculeazii valorile lui & §i y . Deoarece’
am presupus cil a << b << e rezultil cit unghiurile
A si B sint ascutite sideci M | AB | (ex. 1,
§ 12, I). Aplicind teorema lui Pitagora generali-
zatd se obfine a? = b* + ¢* — 2c¢x, deci:

(10) x:u_;:_“_“:w'y:l/bzA?_
c
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1n ipoteza cd triunghiul ABC existd rezultd ci existi si segmentele | AM |, | CM |,
deci x> 0 si = < b. i

Se trece acum la rezolvarea propriu-zisi a problemei propuse. Se va arata cd in
ipotezele ficute in enunt si @ << b <C ¢, numerele z si ¥ definite prin formulele (10) '
existd sistnt pozitive, ceea ce revinela0 < 2 << 5. Dinb> a sic > Orezultd = > 0. |
Pe de altd parte, prin ipotezic < a + b, deci 0 < e — b < a si astfel (¢ — &) < a2
De aici se deduce cdl b2 + ¢® — 2be < a® §1 6% + ¢* — a® < 2be, de unde rezulti

Abﬂ Aoe? — g?
2e

7 < b

- Se determind pe | AB (pe baza teoremei de construciie a unui segment) punctul M
astfel ca || AM || = = i pe perpendiculara in M pe AB punctul C astfel ca || MC || =
=y. Cum 2 < b e, rezulti M e | AB | si || AC [P = 22 | y2 = 22 b2 —a2—
=0 | BC |F= || MB |F + ||CM PP = (e — a)* + 42 = ¢* — 2z + 2 + y* —

e b2 2 — g?
:c-—?c—+———a+13—§—b“—x5:az.
e

S-a demonstrat ci triunghiul ABC astfel construit indeplineste cerinfele problemei.

Exercitii

A
3. Se considerd triunghiul ABC (4 e 90°)incare AD | BC,D = BC. Si se arate ci

1 14 1
HADW“HABW+HAGW

4. 5d se demonstreze ¢i raportul lungimilor proiectiilor catetelor unui triunghi drept-
unghic pe ipotenuzi este egal cu raportul pitratelor lungimilor catetelor.

5. Se considerd un triunghi A BC si fie D proiectia lui 4 pe BC. Perpendiculara in A
pe AB intersecteazit pe BC in E. Dacil || AB || = 13, || BC || = 21 si || AD || = 12 sd se
afle perimetrul triunghiului ACE.

6. Prin virful A al triunghiului isoscel A BC se duce o paraleld la BC pe care se consi-
derd un punct M. S se demonstreze ci:

| MB |# + || MC |* = 2(|| MA | 4 || AB |1

Indicafie. Se noteazi cu B’, ¢’ proiectiile lui B, C pe AM. Unul din trionghiurile MAB
§i MAC are unghiul din 4 obtuz gi celilalt are unghiul din A ascutit. Se calculeazi cu teo-
rema lui Pitagora generalizatil || MB [|* si || MC |[* si se aduni.

7. In dreptunghiul ABCD, perpendiculara din A pe diagonala | BD| intersecteazi
dreapta BC in F. Si se demonstreze ci

IAB |2 = || BF |- || BC |.

A
8. Be considerd triunghiul ABC, A = 90°in care || AB || = || AC || + 6 i || BC || =

A
= 30. 5d se determine || CD ||, | CD fiind bisectoarea unghiului €, D = | AB |.
9. Se considerd triunghiul ABC i indlfimea BD, D « | AC |. Pe laturile | AB | si
| BC | se construiesc triunghiurile dreptunghice 4 BE, BCF,

AN 3 N
m(BAE) = m(BCF) = 90 i | AE | = | DC |, |FC|=|AD|.
54 se arate ci | BF | = | BE |. ]
10. Se considera pitratul ABCD, cu || AB:|| = & si punctul E e | AD |, astfel ca
| AE || = 1. Si se afle distanfa de la punctul B la dreapta CE. .

Indicatie: Se {foloseste proprietatea cid intr-un triunghi produsul dintre lungimea
indlfimii i lungimea laturii corespunziitoare este constant,
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Exercitii recapitulative

1. Lungimile bazelor unui trapez sint a, b, a > & si distan{a dintre baze este .
Sd se afle: y
i) distanta dintre punctul de intersecfie a laturilor neparalele si baza mica,
ii) distanta dintre punctul de intersectie a diagonalelor i baza mare.
<& 2. 84 se arate cd lungimea medianei | AM | (M e | BC |) a triunghiului ABC,
este:

.- 20lAB P4+ || AC ). — || BC |
| ADE |2 = [ I | I I BC I*
4
8. Se considerd triunghiul ABC in care [|AB|| = 40, || BC || = 50, || CA || = 60

si bisectoarea | AD, D = | BC |. 5 se afle in ce raport imparte bisectoarea | BE, segmen-
tul | AD |.
4. Se da un patrat ABCD si M e Int ABCD astfel ineil

N TN
m(MCD) = m(MDC) = 15.
Si se arate ed triunghiul 4 BM este echilateral.
5. Se considerd piiratul A BCD si punctele E, F, care determind pe | CD | segmen-
tele | DE | = | EF | = | FC |. Fie {G} = AE N BC si H mijlocul lui | .AG |. 84 se arate
1
.ed || DH | S Irac .

6. Fie | AC | cea mailungi dintre diagonalele paralelogramului ABCD si E, F,
picioarele perpendicularelor din € pe AB si AD. Si se arale cii:
[ AB |- | AE || + | AD ||: [AF || = || AC |2
7. Se considerd triunghiul ascutitunghic 4BC si D ;ﬁivioru] perpendicularei din A
pe BC. Se noteazd cu £ si F intersectia perpendicularelor pe BC in punclele B si C
cu inalfimile din € gi B. Si se demonstreze ¢i daci | AD | = | BC | atunci:
i) triunghiurile BDE si CDF sint isoscele,
. . - . . . . . . /\
ii) triunghiul EDF este dreptunghic gi | DA este bisectoarea unghiului EDF.
8. Fie A, B, C, D, centrele de simetrie ale patratelor construite in exterior pe
laturile unui romb. S se arate cii A BCD este pitrat.
9. Se considerd triunghiul 4 BC cu
IAB || =34, || BC || = 56, M = | AC |, | AM | = | MC |, || BM || = 39.
St se afle distania de la M la dreapta BC.
10. Se considerid triunghiul ABC cu

| AB || = || AC ||, BAC obtuz si AD | AB, D e | BC |.

,'55 se afle Jlllc—D;I[ stiind cd || BC || = 32 si distanfa de la A4 la dreapta BC
este 12,
i ;

11. Se considerd triunghiul dreptunghic ABC (A < 90%), M piciorul perpendicu-
larei din A pe BC, N mijlocul laturii | BC | i P intersectia dreptei AN cu perpendiculara
din M pe AC. Dacii | AP | = | PN |, sii se arate cit unghiurile ascufite ale triunghiului
ABC au masurile 60 si 30.

12, Fie un dreptunghi ABCD. 5d se demonstreze ¢ pentru orice punct M este
verificata relafia || MA | 4 || MC | = || MB ||* + || MD |

Indicatie, Se utilizeazd rezultatul exercifiului 2.
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13. A4, B, € tiind trei puncte coliniare B & |AC| i O un punct exterior dreptei AC,
sil se demonstreze relatia: ||OA |+ || BC || — ||OB [ « | AC ||+ [|OC | « | AB || =
= [|AB ||+ || BC || * || AC |. (Relatia lui Stewart).

Indicatie. Se aplicd teorema lui Pitagora generalizatdl in triunghiurileOA B si OBC; re-
latiile obtinute se inmulfese respectiv cu ||[BC|si|| AB || si se aduni membru cu membru.

<& 14. 54 se afle locul geometric al punctelor M, pentru care diferenta pitratelor
distantelor la douii puncte date 4, B s fie o constanta k.

Indicayie. Fie O mijlocul segmentului | AB | si N proiectia lui M pe AB. Presupunind
k>0, avem || MA || > || MB || si N = | BO |. Aplicind teorema lui Pitagora generali-
zatd in triunghiurile A MO 5i BMO se deduce: || MA |* — || MB ||* = 2 || AB ||+ | NO || =
=k 1Mo =—*%

2| AB||
culara pe AR, dusi prin punctul fix N.
15. Se dd patratul 4 BCD cu laturile de lungime . Pe laturile | BC |si | CD | se

deci || NO || este constant si locul geometric este perpendi-

iau punctele E, respectiv F' astfel incit || BE || = % asi||CF || = % a. Si se arate cd

triunghiul AEF este dreptunghic.
16. Sd se demonstreze cd intr-un paralelogram, suma piitratelor lungimilor dia-
gonalelor este egald cu suma pitratelor lungimilor laturilor.

17. Si se afle raportul dintre-suma pitratelor lungimilor laturilor unui triunghi si
suma pitratelor medianelor. Si se deducd de aici ci intr-un triunghi dreptunghic, suma
pitratelor medianelor corespunzitoare catetelor este egald cu de cinci ori pitratul medianei
relativa la ipotenuzi.

18. Se considerd trapezul ABCD. Paralela cu bazele BC si AD ale trapezului ce
trece prin punctul de intersectie aldiagonalelor intersecteazdl laturile neparalele in punctele
E i/, Sa se arate ci:

2
1
Il BC | = 14D

| EF || =

19*. in patrulaterul convex ABCD, E este mijlocul laturii | AB | si # mijlocul
laturii | CD |. Sa se demonstreze cii mijloacele segmentelor | AF |, | CE |, | BF|, |DE |
sint virfurile unui paralelogram.

20, Printr-un punct variabil D situat pe latura [BC]a unui triunghi ABC se duce
o paraleld la mediana AM, M fiind mijlocul laturii | BC |. Aceastd paraleld intersecteazi
dreptele AB si AC in punctele E, respectiv . Si se arate cii:

L{‘—F:—”» - 'w.sj || DE || + || DF || = const.
Il AC || 148 |
21. Se considerd un trapez isoscel ABCD cu bazele | AB |, | DC |, |AB|| = 2a
Il DC || = 2b,in care diagonala AC este bisectoarea unghiului 4. S se exprime cu a si b

lungimile diagonalelor §i lungimile laturilor neparalele ale trapezului. (Se presupune b <
< a < 3b).




§ 1. Definitii

In capitolele precedente s-au definit i studiat diferite multimi de puncte
din plan (unghi, poligon convex, mediatoare, bisectoare etc.). Utilizind
nofiunea de loc geometitic se pot defini si alte tipuri de mulfimi de puncte
dintre care, in acest capitol, vom studia cercul.

Defmme. FiercR r>0s O un punch din plan. Se numegte cere de
centru O si razd r loeul geometric al punctelor I din plan pentru care [0 M l|=r.
Se noteazd €(0,r) = {M|||OM| = r}. Pentru trasarea cercului se foloseg.te
compasul (fig. II1.1). Dacd M & €(0,r) atunci pentru segmentul |0M|
se va folosi denumirea de raza |OM|. Deci cuvintul ,razi* are doud sensuri:
poate fi un numér r sau un segment [OM|. In general, din text se intelege
despre care sens este vorba.

Dehmpe. Fiind dat, cercul €(0, r) multimea punctelor P din plan pentru
care HOPH <r se numegxte tnteriorul cercului. Se noteazd

Int €0, r) = {P] | OPI [ =l
Se defmegt.e $1 exleriornl unui cerc gi anume: Ext @ (01) = {Q] oo “ - r}

Teoremal. Inferiorul unui cere este o - ulfin

Demonstratie. Fie €(0, r) si A & Int @ ( 0 r), B E lnt @(0 r), deci
04| <r, ||OB|} <r (fig. II11.2). Dacd P & |AB| atunci ||OP| < [|OA|
sau [[OP|| < ||OB] (vezi ex. 5 § 12, cap. I). In ambele cazuri rezult
|OP|| <r, deci P & Int €(0, r).

Deﬁm’tie. Se numeste disc de cen-

tru O si razd r, r >0, multimea @(0 r) U

U Int @(0 r) { M / \
Se observi ci €(0, r)UInt @(O r)— l e ] ‘\ ]
= {M] |oM| < r}. \ RS
Doud cercuri care au raze]e ‘egale. AR g 2
Se numesc congruente. . Fig. II1.1 Fig. 111.2
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Pozitia unei drepte fatd de un cerc

Teorema2. Fie cerenl €(0, r), r.> 0 si dreapta .

a) Daedi d(0,h) < r, atunei dreapta % si eereul €(0, r) au exaet dous punete
comune. 3

b) Dacd d(O,k) = r, atunei dreapta % gi cercul €(0, r) au exact un punet
<omun. 2 -

¢). Daed d(O,k) > r atunci dreapta h gi cercul €(0, r) nu au punete comune-

Demonstrajie. a) Dacd d(0,h) =0 deci O € k, atunci pe cele doud semi-
drepte A’ gi A" determinate de O pe h, existd cite un singur punct 4 € k',
B € k", astfel ca ||OA| = ||OB| = r (fig. 11L.3).

Dacd 0 <d(0,k) = ry<r, atunci se noteazd O'=pr,0 (fig. I11.4) si pe semi-
dreptele 2’ gi " determinate de 0’ pe k, existd punctele unice A € &', B € ",
astfel incit lungimile segmentelor |0°A| i |0’B| si fie de o anumitd valoare,
de exemplu [|0’A|| = ||0'B| = |/r? — rj. Triunghiurile Q0’A s 00'B
fiind dreptunghice, din teorema lui Pitagora se determini [[04 || = ||0B| —
= /100" | + [|O"A[? =r, deci punctele A si B aparfin cercului €(0,»).
Oricare ar fi punctul M, M € h, astfel incit lO'M|| < /2 —r}, rezultd
cd lOM || =/ 00" P + [|O'M|P < rgi M&lnt €0, r), iar dacd ||0" M| >
> |/t — 2, atunci |OM| >r, i M € Ext €0, r).

b) Dacd d(0,k) =r, fie O' = pr,0, deci [|00'| = r adici O’ & €(0,r).
“Dacd M € hyM # O, atunci |OM|| > |00 ||.= r si deci M € Ext €0, r)
(fig. IIL.5).

¢) Dacd d(O,k) >r atunci pentru orice punct M, M € h, ||OM| >
> d(0, k) >r, deci M & Ext €(0, r) (fig. IIL.6).

8
IS
Fig. II1.3 Fig. 1114
» ®
)
S

Fig. 1IL.5 Fig. 1IL.6




l)eﬂmljm- Dreapta b s ge numeste langentd eerenlm @(0 ) elaoé exxsta exaf;t
‘cercului @ (0, r) gl dreptei h. :
Din teorema 2 rezulty c# dreapta 2 este tangenta la cercul @(0 r) daca
i numai dacd d(O,h) = r. Punctul O’ comun tangentei % si cercului @(0,r) se
numeste punct de tangengd. Din demonstratia punctului b) a teoremei 2
rezultd cd
raza |00'| este perpendiculard pe tangenta prin 0.
O dreaptd k se numegte secantd unui cerc dacid dreapta A gi cercul au dou#
puncte distincte comune. Dreapta % se numesle exierioard unui cerc daca
dreapta A i cercul nu au nici un punct comun.

Exercitii

1. Sd se arate ci prin doud puncte distincte trec o infinitate de cercuri, si s se deter-
mine locul geometric al centrelor acestor cercuri.

2. Fie A, B, C trei puncte distinete ale unui cere. Si se arate cil ele nu pot fi coliniare
si cd centrul cercului este intersectia mediatoarelor laturilor triunghiului A BC.

<8, BH se arate cd dacd doud cercuri au trei puncte distincte comune, cercurile
coineid.

4. 94 se arate ci discul este o mul{ime convexi.

5. Si se demonstreze ¢ centeul unui cerc este centru de simetrie al siu si al discului
pe care-1 determiné. -

6. Ariltafi cdl orice dreapti care confine centrul cercului este axd de simetrie a cercului
(si a discului).

Indicatie. Se considerd un punct M pentru care ||OM || = r si o dreaptd d care
confine centrul cercului; daci M’ este simelricul punctului M fatd de dreapta d atunci
oM || = |OM || = r.

7. 5 se arate cd dacd punctele A si B apartin unui disc de razi » atunci || AB || <

Indicatie. In triunghiul OAB (O centrul cercului), || AB || < |04 ||+ ||OB || < 2r-

Daci 4, O, B sint coliniare si O e [AB), || AB || = || A0 || - ||OB || < 2r, iar
dacd A = |OB | sau B e [0A | atunci |AB | < [|OA || + [[OB || < 2.

8. Si se arate ci o dreapld care conjine un punct dm interiorul unui cerc intersecteazi
cercul.

& 9. Fie d o tangentd sau o dreaptd exterioard cercului @(0,r). Aritati cae(o r) C [dO.

10. Si se afle locul geometru, al centrelor cercurilor tangente la o dreaptii dati intr-un
punct dat.

11. Fie 4, B doui puncte fixe. Se considerd un cerc variabil de centru M, tangent
dreplei AB in punctul B. Perpendiculara din B pe AM taie din nou cercul in 7. Si se
afle locul geometric al punctului 7.

12. 83 se afle locul geomelric al mijloacelor segmentelor care unesc un punct fix A
cu un punct variabil M, situat pe un cerc dat €(0, r).

18, Virfurile 4, B ale triunghiului A BM sint fixe, iar M este un punect variabil. S
se afle locul geometric al punctului M, stiind cd mediana | A4’ | a triunghiului ABM
are o lungime datd 1.

& 14. Dacd vyirfurile unui patrulater aparfin unui cerc, atunci patrulaterul este convex.

§ 2. Coarde. Arce. Unghiuri la centru

Segmentul determinat de dou#i puncte ale unui cerc se numeste coarda.
Dacd coarda contine centrul cercului atunci ea se numegte diametru, iar
capebele unul diametru se numesc puncte diametral opuse. Pentru un cerc de
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Fig. II1.7 © Fig. II1.8

razd r, lungimea unui diametru este 2 » gi este mai mare sau egali decit
lunglmea oricirei coarde

Dc.'zﬁmﬁxe;c Un u.ng
bru acel

Fle cercul (0, r) sx punctele A S @(0 ), B € @(0,r); daci A i B nu
TN
sint diametral opuse atunci ele determind unghiul la centru propriu .AOB

N :
(fig. I11.7). Dacd A gi B sint diametral opuse atunci unghiul AOB este un unghi
alungit. y

- Deflmﬁle. Fie A §i B doui puncte ale aerculm @ ( ,r) care nu sint dlametral

lm Acfi}‘)"“.E A gl B se zmmésc cap&tele celor douit arce (fig. III 8) -
Se introduce o notatie a arcului folosind incd un punct M al lm, dlferlt

de capete: AMB este arcul cu capetele A,B céreia ii aparfine gi punctul'M.
Dacé nu e pericol de confuzie, arcul A M B poate fi notat AB. De exemplu

‘ —_
dacd se precizeazd arc mic, arc mare. Multimea AB— {4, B} se numeste
arc deschis.

_ Datmme Dach A 5i B sint puncte diametral opuse ale cereuiul Q(O r)

g1 M un punet al cerculm chfent de acestea, atu _
punctelcu ceroului sfmate in semlplanul inchis deter ni

edreia i apar@me punctul M i se numeste .s‘emaccr(:nl AMp. 7
vadent orice diametru determind doudl semicercuri,
In capitolul I fiec&rui unghi i s-a pus in corespondenti un numéir real
@, @ € [0, 180] care reprezintd mésura unghiului. Deoarece arcele unui cere
sint determinate prin unghiuri, rezultd c# fiecdrui arc i se poate asocia un
numdr real, numit mésura arcului.

- Definifie. Fie A i B douX puncte ale cercului €0, 7).

a0 \




g . ) e .
Se poate considera conventional ¢i un cere este un arc mare AB ale cirui

s
capete A si B coincid, deci m(AOB) = 0 §i misura cercului este conform
definitiei egald cu 360.

In multe probleme teoretice §i practice se pune problema determinirii
misurii unui arc cind acesta poate fi considerat ca reuniune de doud arce
avind comun doar unul din capete. Pentru o rezolvare corectd a problemelor
de acest fel, reprezentarca intuitivd nefiind o Justlflcare, se va stabili
urmitoarea teoremd.

Teorema 1. Fie cercul €(0, r), AB u jarc al cerculm gn M un punct
diferit de A4 @1 B al arcului AB. Atunei, (A MB) = m(AM) 4+ m(BM),
unde B & AM gi A & BM.

Demonstrafie.

1) Dac.i AMB este un arc mie, deoarece |OM c Int AOB (f}g ITI. 9) are loc
N P N
m(AOB) = m(AOM) + m(MORB) adici m[AMB] = m(AM )+ m(BM)
N
2) Dacd AMEB este un semicere (fig. 111.10) atunci m AMB) 180, iar AOM si
BOM sint suplementare, m A()M) + m(BOM) = 180, adicit m(AMB) = miAM) +

+ m(BM) = 180,

)

3) Daci AME este un arc mare,. punctele 4 si B fiind situate in accla$1 semlplan
fatd de dreapta OM (fig. I11.11) gi presupunind cid B aparfine arcului mic AM se

M . B8
b
B
A ' M
A 0
Tig. 111.9 Fig. 111.10 Fig. TIT.11
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Py N ——
noteazt m(A0B) = ¢, m(MOB) = b, Atunci m(AMB) = 360 — a; pentru arcul
— — P ; 4
mare AM, m(AM) = 360 — m{AQM) = 360 — (a 4 b). Deci

m(AM) + m(MB) = 360 — (a + b) + b = 360 — a = m(AMR).

Daca B apartine arcului mare ;1-1—-1/1 demonstratia se face tn mod analog-.‘

4) Daca ,ﬁﬁs este un arc mare, iar punctele A i B sint in semiplane opuso fali
de dreapta OM, M’ fiind diametral opus lui M, (fig. I11. 1‘Mavem |0M'c: Int A/}
cici M e Int AOB (Cap. I, § 6, ex 12). S° noteazi m(AOI' = m[M’OA] =

e N
m(AMB) = 360 — m(AOF) = 360 — a.
N SN TN
m{M'OB) = a — b, m(MOB) = 180 — (¢ — b),  m(MOA) — 180 — b.
Atunci m(AM) + m(BM) = 180 — b -+ 180 — (@ — b) — 360 — a = m(AMB).

*5) Dacd AMB este un are mare MsiA (san M si B) fiind diametral opuse

P S
(Fig. 101 13), m(AM = A50; m(MOB) 180 — m(AOB) deci

i < LN N N
m(AM) + m(BM) = 180 + 180 — m{AOB) = 360 — m(A0B) = m(AMB).

Se vor stabili in continuare citeva proprietiti relative la arce si coarde a
cdror demonstgalie poate reprezenta si un exercifiu pentru cititor.

Punctul M se numeg;te mijlocul arcului AB daci apartine arcului AB §l

arcele mici AM gi BM sint congruente Existenta mijlocului unui arc rezulta
din

Teorema 2. Daci 4 gi B sint puncte distinete ale unui eere, atunei’
diametrul. perpendicular pe coarda | AB | confine mijlocul coardei | AB |

si mijloacele arcelor AB (arcul mic si arcul mare).

Demonstragie. Dacd A si B nu sint diametral opuse se noteazi O0'=pr 40
(fig. 1I1. 14). Fie {C} = €(0, r) N | 00" si D punctul diametral opus lui C.

] Ao A B
AAgO\'.E ABOO' (C.lL.), deci | A0’ | = | BO' |, AOC = BOC si AOD =

= BOD (avind suplemente congruente) din care rezultd ci C este mijlocul

) : :
M i AB P i e N
A

M " S
Fig. 111.12 Fig. 11113 Fig. 11114




avcului mic AB gi D mijlocui arcului mare AB. Evident, teorcma este
adeviratd si dacd A si B sint diametral opuse.

Teorema 3. Daci douii coarde [AB|si | CD | din acelasi cere €(0, r)
sint congruente, atunei arcele. mici A B gi €D sint congruente si reeiproe,
daci areele miei A5 8i €D ale unui cere sint eongruente, atunei coardele | AB |
§i | CD | sint congruente. ‘ : _

Demonstratie. a) Dacd | AB | = |CD |, | AB |, | CD | fiind coarde ale
cercului @(0, r), atunci AAOB = ACOD (L.L.L.), deci AOB = COD deci

AB = €D (tig. 111.15). b) Daci AB = CD atunci AAOB = ACOD (L.U.L))
deci | AR | = |CD |.

Teorema 4. Daci doui coarde ale unui esre sint congruente atunei
distanfele de la centrul cercului la coarde sint egale.

Demonstrajie. Dacd | AB | = |CD |, | AB|, | CD | fiind coarde ale
cercului @(0, r), atunci AAOB = ACOD s iniltimile din O ale acestor
triunghiuri sint congruente (fig. 111.16).

Teoremele 3 si 4 sint adevidrate gi dacd cele doud coarde apartin la
doud cercuri congruente.

Teorema 5. Dacit douit coarde | AB | si | €D | ale cercului €(0,r)
sint paralele, 4 si C fiind situate in acelasi semiplan fafi de diametrul perpen-

dicular pe cele douii coarde, atunei arcele mici AC gi BD sint congruente gi
coardele | AC | si | BD | sint congruente.

Demonstraﬁe. Fie | MN | diametrul perpendicular pe coarda | AB |, M
st V apartinind cercului astfel ca M i A si fie de acceasi parte a dreptei CD
(fig. II1.17).

Atunci AM = !@, CN = Jﬁ); folosind teorema 1 se obfine m(fiZ’) =
— 180 —[m(AM) + m(CN)] = 180 — [m(#MB) + m(ND)] — m(ED). Deci
AC=BDgi|AC|=|BD|

Teorema 5 poate fi formulati intr-un enun{ mai ugor de memorat,

dar nu suficient de precis: ,arcele situate intre doui coarde paralele sinf
congruente®. .

M
Y. <l N
. A B
(4
' : ;
D N
Fig. 11115 Fig. TI1.16 Fig. T11.47
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Exercigii ‘

1. S& se demonstreze cd daci diametrul unui cerc confine mijlocul unui are AT sau
a coardei | AB |, atunci diametrul este perpendicular pe coarda |4 B | (reciproca teoremei 2).

2. Dacé centrul unui cerc este la distante egale de doud coarde ale cercului, atunci
coardele sint congruente (reciproca teoremei &),

8%, Daci coardéle | AB | i | CD | ale unui cerc sint congruente atunci AC || BD
sau AD || BC (reciproca teoremei 5). )

4. Se considerd cercul €(0, r), punctul M = €(0, r) gi k tangenta in M la cere. Si
se demonstreze cd pentru orice coardd | AB |, AB || h, punctul M este mijlocul arcului
AMB.

5. Fie A si B doud puncte ale cerclului Cl0, 7), A si B nefiind diametral opuse, si C
punctul comun al tangentelor in A si B, la cercul C(0, r). Si se arate cd dreapta AR
separd punctele O si C.

Indicagie. Trlunghlurlle dreptfmghlce OAC $1 OBC fiind si congruente, triunghiul ABC

N ~
este 1sosoe1 dem CAB CBA si unghiurile CAB CBA vor {i ascutite; rezulti | BA c

cInt CBO deci C 5i O sint in semiplane opuse fa{i de AB.

6. Si se arate ci dacd doud coarde ale unui cerc nu sint congruente, atunci coarda cu
lungimea mai mare are distanta la centru mai micd si reciproc.

7. Sd se demonstreze unicitatea mijlocului unui arc.

8. Fie AB un arc mare al cercului Cl0, r)sid = AB. Sisearate ci AB — eo,rin
N [dO. -
9. Be dau: un cerc 0, r), un punct A € €(0, r) si un numir real « = (0,350).

w 5= 180. Si se arate cil existd exact doud puncte M, M = €0, r) astfel ca m(ATl\ =

10. Sase aflelocul geometric al mijloacelor coardelor unui cerc, care au o Iungime
datd.

11. Se dau punctele distincte 4, B gi dreapta d perpendiculard pe AB. M fiind un
punct variabil pe d, si se afle locul geometric al punctului diametral opus lui M in cercul
care trece prin 4, B si M.

12*, Doud cercuri se intersecteazd in 4, B. O secantd variabild trecind prin A4 ta'e
cercurile a doua oaril in M, N. Si se afle locul geometric al mijlocului segmentului [MN|.

§ 3. Unghi finscris

Teoremal. Misura unui unghi fnseris in cere este = din misura areir-

lui euprins intre laturile sale.

P
Demonstrajie. Se considerd unghiul AMB inscris in cercul @(0, r).
Cazul I. Una din laturile unghiului contino centrul corcului, de exemplu
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A
Fig. I11.18 Fig. 111.19 Fig. 111.20

~
0 € AM (fig. T11.18); atunci AOB este extorior triunghiului isoscol OMB
1 Pt 1 s
si m(AMB) = ;m(AOB) = Em(/-iB).

N
Cazul 1I. Centrul cercului este in interiorul unghiului AMB (fig. 111.19).
Atunci M’ fiind dmmetral opus lui ¥, din cazul I gi teorema 1 § 2 rezultd

(AMB) — m(AMI) + m(TMB) = L m(AT0") — ? m( M B)= 5 m(AB).
Cazul TII. Centrul cercului nu apartine interiorului unghiului AMB
(fig. TT1. 20). Punctul M’ fiind diametral opus punctului M, si | MB C
i
clnt AMM prin aplicarea cazului I se obfine: ;

m(AMB) = m(A MM — m(EMI) — m(AM’)— —m(BM )—%

Cele trei cazuri demonstreazi teorema

m(AB).

Din teorema 1 rezultd ci fiind date doud puncte fixe 4 gi B ale unui cere

—~ A~
x§i un punct M variabil pe arcul mare AB, diferit de 4 si B, unghiurile AMB

au aceeagi masurd, egald cuj (AOB), iar dacd M apartine arcului mic AB

g . : y 1
mésura unghiurilor AMB este deasemenea constantd egald cu i (3607 =
N =S . N ;
—m(AOB)). Dacd AB este semicerc, m(AMB) = 20.
Teorema 2. Misura unui unghi eu virful pe eere, una din laturi fiind
Y S " ” £ b g £
secantd eereului, iar cealaltd tangentd cercului este din mdsura areului
de cere inclus.in interiorul mwhiului

Demonstrajie. Fie unghiul AMB M < €0, r),
B € @(0,r), MA tangenti cercului.

TN
Cazul 1. (fig. 111.21) AMB este un unghi ,
ascutit; M’ fiind punctul diametral opus lui M,
{inind seama cd B gi M’ sint de aceeasi parte a

tangentei, rezultd | MB c Int AMM' & deci Fig. 11121
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AN e P
BM'M = AMB (avind acelagi complement BM M),
A .
iar BM'M este un unghi inscris. Atunci
o ~~ = o=
m(AMB) = m(BM'M) = Em(BM), arcul BM fiind

un are mic.

N :
Cazul 1I. AMB este un unghi obtuz (fig. IT1:22).

Fig. 111.22 Fie C € AM, M € | AC |, iar D un punct al arcului

mare BM. Unghiurile CMB i AMB sint suplemen-
N (5. X I ' Py 1 —_—
tare; C M B fiind un unghi ascutit, conform cazului I, m(CMB) = - m(MB)

(arcul mie Jlﬁ). Atunci

P P e 1 SN
m(AMB) = 180 — m(CMB) = —[360 — 2m(CHUB)] =

— L1360 — m(#B)) = L m(BDIM).

Cazul 111. Dacé AMB este ungh1 drept, atunm M, B sint diametral opuse
§i MB este semicere, decl m(A MB) =90 = —é— m(MB)

Dacii AMB este un unghi-cu virful in interiorul unui cerc (fig. I11. 23),
dreptele M A gi M B avind un punct in interiorul cerculln vor avea cife doud

" puncte comune cu cercul 4,4’ respectiv B,B". Unghlul A MB’ este deaseme—
nea un unghi cu virful in interiorul cercului si AMB A M B’ ca unghiuri
opuse la virf. Arcele AR sl A}?’ care sint incluse in Int AMB respectiv

Int A’ MB’ se numesc arc cuprins Intre laturile unghiului respectiv arc
cuprins intre prelungirile laturilor unghiului.cu virful in interiorul cercului.

Teorema 3. Misura unui unghi eu virful fn interiorul unui

eere este = din suma misurilor areului eupringe intre laturile unghiului si

a areului ecuprins fntre prelungirile - % B -
acestora. 2

' < B
Demonstraiie. Fie unghiul AM B cu
AN
M & Int @O, r) si A'MB’ opus la
TN
viefcu AMB, A’ € AM,B' € BM, A’

A
si B' fiind pe cercul €(0,r) (fig. 111.24).
Py P - B
Unghiurile A'AB’ si AB'B fiind Fig, 111.23 Fig. 111.24
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A : Ty Ly 1 =
unghiuri inscrige in cerc, m(4'AB’) = -Em(A B') §i m(AB'B) = 5 m(AB),
s
Unghiul AMB este unghi exterior pentru triunghiul AMB' s deci

m(AMB) = m(AAB) + m(ABB) — —~[m( B + m(AB).

Teorema 4. Misura unui unghi eu virful in exteriorul unui eerc este

egali cu % din valoarea absoluti a diferenfei misurilor arcelor euprinse intre
laturile sale.
Demonsirajte. Fielf:]; un unghi cu virful in M,M € Ext €(0, r).

Cazul 1. Laturile & §i % sint secante cercului in punctele 4, ¢ respectiv B
D, A €h, CEh AE |MC|, B&k, D&k Be&|MD)|(fig III25)

Unghiurile CAD §i ADB fiind unghiuri inscmse in cercul €(0, r), m (CAD) =
:?m(C'D), m(ADB) — —2—m(AB). Unghiul CAD este un unghi exterior

P o N ey

triunghiului A MD, deci m(CAD) = m(ADM) 4 m(CMD), de unde rezulti

N N . Py 1 —~ —_—
ci m(CMD) = m(CAD) — m(ADM) = ;[m(CD) - m{AB)].
Cazul 11. Latura / este tangentd cercului in A, iar k este secantd cercului |
@(0,r), B si D fiind punctele comune cercului §i secantei, B & | MD |
N

(fig. I11.26). Se alege un punct C, CEh, A €|CM|; CAD fiind unghi exterior

triunghiului AMD, m(CAD) = M
! AN (AT
= m(AMD) + m(ADM). M
TN 1 —_— A
Dar, m(ADM) = = m (AB) g %
s N 1 — Y A
§1i m(CAD) = —m(AD). Rezulta
TN
m(AMD )_m(C'AD)—m(ADM)_ c ¢
1 D
— m(AD) —— m(AB) h
2 D
L w(AD AB :
e )] Fig, 111.25 Fig. 11126
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Cazul I11. Laturile b gi & sint tangente cercului
in punctele A 81 B, A € h, B € k (fig. II1.27). Se
alege punctul C, C € h, A € |CM| §i un punct D

— N
al arcului mare AB. Unghiul CAB este - exterior
3 ; N s
triunghiului ABM deci m(CAB) = m(AMB) -
G e e S
1+ m(MBA) gi m(CAB) = Em(ADB), m(MBA) =

1 —
= —m(48).
~m(AB)

Atuneci - o

Aplicapie Arc capabil de unghi dat

Se considerd punctele fixe A4 gi B §i un numdr real @, @ € (0,180). Si
se determine locul geometric al punctelor M sxtuate intr-unul din- sem}planele
limitate de dreapta A B, pentru care m(AMB) =

Rezolvare. Se considerd punctele 4, B, A # B i § unul din semiplanele
limitate de dreapta AB (fig. IIL. 28).

N
Fie semidreapta | AC in semiplanul opus lui § astfel incit m(CAB) =« i .
O punctul de intersectie al mediatoarei segmentului | AB | cu perpendiculara
prin A pe AC. Pe cercul de centru O si razd r = || OA ||, punctele 4 si B

determing arcul AB situat in semiplanul 8. Se va ardta cd acest are, fird

capetele’ A, B este locul geometric cautat. Fie M un punct al arcului AB din
semlplanul S si N un punct al cerculul care nu aparfine semiplanului S.

Atunci m(A MB) Em(ANB). Deoarece AC este tangentd cercului (AC L

L A0); vernltk ok m(CA D) = -;—m(A/N\B) “ Gooi A AR}, = TOAB) =

Rémine de arditat ci pentru orice punct Q al semipla-
nului § nesituat pe arcul A’—.l;', m(A/Q\B) £ a. in&*—a-
devir, dacd Q € Int €(0, r) N S, rezultd cd m(AQB)>
= —;— m (M) = a deoarece @ este un unghi cu virful
in interiorul cercului, iar daci Q € Ext €0, r) N S
rezultd ca m(/@) < % m(fiﬁ?): . Arcul degchis AMB

din semiplahul 8 astfel construit este locul geometric Fig. I11.28
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A~ .
al punctelor M pentru care m(AMB) =« si se numeste arc capabil
de of.

Arcul deschis ANB din qemlp lanul opus este areul capabil de unghiul
180 — a.

Exercigii

TN
1. Pe cercul @ 10, r) se considerd coarda | AB | si unghiul ABM. S se demonstreze
SN 1 — =N 5 7 S 3
¢t dacd m(ABM) = — m(AB), arcul AB fiind inclus in Int ABM, atunci BM cste
2

tangentd cercului €0, r) in B.

2, Doufl cercuri se intersecteazit in M si N. Fie M"gi M” punctele diametral opuse
lui M in cele doudl cercuri. Sd se arate ea M‘, N ¢i M” sint coliniare.

8. Intr-un cerc se duc doudt coarde perpendiculare | AB | i | CD |. Fie M un punct

— — N
al cercului situat pe arcul BD sau AC. Si se arate cd m(AMD) + m(BMC) = 90.

A A

4. Intr-un cerc @ (0, r) se inscrie triunghiul A BC. Dacd m(B) = 35 si m(C) = 43,
sl se giseasca masurile unghiurilor BAO si CAO.

5. In triunghiul 4 BC inscris intr-un cerc C (0, .r) se duc indl{imile corespunzitoare
vitfurilor B si € gi diametrul prin punctul 4. Si se arate cil cele doud infl{imi gi diametrul
determin@ un triunghi asemenea eu A BC.

6. Pe un cerc se dau trei puncte oarecare A, B, C..Fie D mijlocul arcului AB E- rnlJ-

locul arcului AC' dreapta DE intersecteazi pe AB in F gi pe AC in G. Si se arate ci
| AF | =| AG |.
7. Se di triunghiul A BC inscris in cercul @ (O, r) si se noteazd cu D mijlocul laturii BC.

S se demonstreze ci masm-a unvhmlux ADO este egald cu jumitatea diferentei dintre

mésurile unghiurilor AB(‘ §i 4CB
8. Se di un cerc € (O, r) si un punct exterior A din care se due tangentele AB si AC.

N SN

Diametrul | BO | intersecteazd cercul a doua oard in E. Si searate ¢d BAO = ECF,
unde F este intersectia dintre tangenta AC si dreapta BE.

9. In triunghiul A BC inseris intr<un cerc €(0, r) se duce perpendiculara din 4 pe BC

care taie cercul a doua oard in D. Notind cu E punctul diametral opus lui 4, si se arate

cit unghiurile BAC si DAE au aceeasi bisecloare.
10. Doud cercuri se intersecteazii in A gi B. O secantd variabild trecind prin 4 taie

cercurile a doua oard respectiv in M gi N. a) Si se arate ¢ mdisura unghiului MBN
este constantd. b) Si se determine pozifia sccantei MN astfel ca distanta | 'MN || si fie-
maxima.

11. 84 se afle locul geometric al mlJlt)a(eIor coardelor unui cerc @[O0, r) care trec
printr-un punct fix A.

12. Fic | AB | un diametru fix al unei cerc (0, r), iar M un punct variabil pe cerc.
Se ia pe raza [OM | un punct P astfel ca |[OP || sa fie egald cu distanta de la M la
dreapta AB. Sa se afle lozul geometric al punctului P.

13. Fie | AB | o coarda fixa a unui cere, iar | PQ | o coardd variabili ca pozitie,
_ dar de lungime fixd. 51 se afle locurile geometrice ale punctelor 4PN BQ si AQ N BP.

14. | AB | fiind o coarda fixd, iar M un punct variabil al unui cere, si se afle locul
geometric al punctului P astfel incit M = | AP | si | MP | = | MR |.
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15*. Se dau un cere, pe el un punct fix 4, o dreaptd d siun punct fix B e d. Prin
A si B ducem un cerc variabil, care taie din nou cercul dat in P si dreapta datd in Q.
S se arate cd dreapta PQ trece printr-un punct fix.

& 16, Fie ABC un triunghi, | CB’ semidreapta opusi lui| CB, iar D e Int A/C}’
Sa se arate ci dreapta CD este tangentd cercului urcumscrls triunghiului ABC daci si
numai dacd ACD A/B\C

17. Fie | AB | un diametru al unui cerc, | AC | o coardd, D < | 4B |, E = pracD
$i # unul dintre punctele de intersectie ale dreptei DE cu cercul dat. S se demonstreze ci
cercurile circumscrise triunghiurilor FCE si FBD sint tangente,

18. Triunghiul MAB inscris in cercul dat €(0, ) are virfurile A si B fixe, iar virful

M variabil pe cerc. Si se afle locurile geornetrice descrise de: a) ortocentrul, b) centrul
cercului inscris gi ¢) centrul de greutate al triunghiului MA4B.

§ 4. Poligoane inscrise si circumscrise

iind dat un triunghi- 4 BC, existd intotdeauna un cerc unic circumseris
triunghiului §i un cerc unic inseris in triunghi. Centrul cercului eircumseris
triunghiului este punctul de concurentd al mediatoarelor laturiler triunghiului
“si centrul cercului inscris in triunghi este punctul de concurentd al bisectoare-
lor unghiurilor triunghiului. In cazul poligoanelor cu mai mult de trei laturi
nu intotdeauna existd cerc inscris sau circumseris.

Teorema 1. Un poligon convex poate fi inseris intr-un cere daed media-
‘toarele laturilor sale sint concurente g§i reciproe, dacii un poligon convex este
inseris fntr-un eere, atunei.mediatoarele laturilor sale sint’ coneurente.

Demonstralte. a) Se considerd poligonul 4, A4, 4, ... 4, §i se presupune cd
mediatoarele laturilor sale au un punct comun O (fig. I11.29). Atunci'pe baza

proprietétii punctelor mediatoarei rezulta ca ||OA, || = ||0A4, || = ... =|| 04, ||
Deci virfurile 4,, 4,,...,4, apartin unui cerc de centru O si razi r =| 04, |.

b) Daca poligonul A, A,...Ay are virfurile pe cercul € (0,r) atunci || OA4, || =
= |04, || = ... = ||O4n || = 1, deci O se‘afld pe mediatoarele segmentelor

| Apds [ ]AzA [l Anda bR A .
Un poligon care poate fi inscris intr-un cerc se numegte poligon Lnscnpubll

Teorema 2. TUn poligon convex poate {fi
eireumseris unui cerc daed bisectoarele unghiurilor
sale sint eoncurente i reciproe, daci un poligon eon-
vex este circumseris unui cerc atunei bisectoarele
unghiurilor sale sint coneurente. -

Demonsirajie. a) Se considerd poligonul A;A,4,...
Fig. I11.29 ... A, si O punctul de concurenti al bisectoarelor
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A 0 A,

Fig. 11150 ' Fig. TI1.81

unghiurilor sale (fig. 111.30). Atunci pe baza proprietitii punectelor bisectoa-
rei rezultd cd d(0, A,4,) = d(0, A,4,) = ... = d(0, A, 4;). Cerenl de cen-
tru O gi razi r = d(0, 4,4,) este tangent fiecéirei laturi a poligonului.
b) Dacd poligonul A,4,4; ... A, are laturile tangente cercului €(0, r)
atunci d(0, 4,4,) = d(0, 4,4,) = ... = d(0, A;A,) = r deci O se afld pe

A A A A
bisectoarele unghiurilor 4,, A,, A, ...,4,.

Teorema 3. Orice poligon regulat poate fi inseris intr-un eere gi poate
fi eireumseris unui cere.

Demonstrajie. a) Fie poligonul regulat 4,4,4,... 4, (fig. IIL.31). Media-
toarele laturilor | A;A,| §i | A,4,| sint concurente intr-un punﬂt 0.

Tnunghlurlle 04,4, s 04,4, sint 1soscele $I congruente, deci OA 1Ay =
/\ N
_OA A; =0A4,4; = 4,4.0, Deoarece A = A2 = A =.. _Anrezu]ta il
SN
A2A30 = 0434, deci NOAA, = NOA A, (L.U.L.). Rezulti ci OA,A4, este
isoscel, |OA; | = |04, |, deci O apartine si mediatoarei segmentului | A34,|.
In mod analog se aratd succesiv cd triunghiurile 04 A,,..., 04, A, sint isoscele
gi congruente, deci O apartine mediatoarelor laturilor poligonului. Mediatoa-
rele fiind concurente, conform teoremei 1, poligonul A4,4,4,-... A, poate fi
inscris intr-un cerc.
b) Din demonstratia de la punctul a) rezultd ci | 4,0, | 4,0, | 4,0, .

..y | AxO sint bisectoarele unghiurilor 21, 22,23, e j{\n. O fiind deci punctul -
lor comun, conform teoremei 2 poligonul 4,4,4;... A, poate fi circumscris
unui cere. :

Se observd c# in cazul poligoanelor regulate centrul cercului inscris
coincide cu centrul cercului circumseris §i se numeste centrul poligonului,
Raza cercului inscris intr-un poligon regulat se mai numegte si apotema
poligonului regulat.
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Paﬁ'ulatere inseriptibile _

Stim c¢& un patrulater inscriptibil este conver (§1, exer. 14). In cazul
patrulaterelor convexe pot fi §tablhte conditii de inscriptibilitate caracteristice.

Teorema 4. Daci un patrulater este inseriptibil atunei orice unghi
determinat de o diagonali §i o laturi este congruent eu unghiul deter-
minat de cealalti diagonald eu latura opusd primei laturi i reciproe daed un
patrulater este convex gi un unghi determinat de o laturd i o diagonald este
congruent en unghiul deferminat de latura opusi primoi laturi gi cealaltd
diagonalii, atunei patrulaterul este inseriptibil. :

Demonstratie. a) Fie patrulaterul A BCD inscriptibil si € (0,r) cercul eir-

. ’ : ‘ . A e
cumscris acestuia (fig. II1.32); atunci m(DAC) :m(DBC):—m(DC).

b) Fie patrulaterul ABCD convex si m(ABD) = m(ACD) {fig. ITL.33).
Atunci tinind seama ci Bsi C' se afld in acelegi semiplan limitat de AD,
din propmetatea arcului capabil de unghi dat, rezultd c¢d punctele B gi €
" apartin unui cerc in care | AD | este coardd. : >

Teorema b Daeci un patrulater este inseriptibil atunei suma misu-
rilor a dou# unghiuri opuse este 180 i reciproc daci suma misurilor a

douii unghiuri opuse dintr-un patrulater convex este 180, atunei p.ﬂrulaterul

este inseriptibil.
Demonstratia acestei teoreme se lasd ca exercitiu.

L)
' & ' [

Fig. II1.32 Fig. 111.33

D 4]

Exercigii

1. Fiind dat triunghiul A BC, si se arate ci exisld pafru cercuri tdngente dreptelor
AB, BC, CA (un cerc inscris §i trei cercuri exinscrise).

2, S4 se calculeze apotema si lungimea laturii unui poligon regulat cu n laturi, inscris
in cercul de razi r pentru n = 3, 4, 6, 8.

8. 94 se arate ci orice dreptunghi este inscriptibil. 4 - :

4. S% se arate ci dacil in trapezul isoscel ABCD poate fi inscris un cerc, atunci
distanta dintre cele doul baze este medie proporfionald intre lungimile hazelor.

5. S4 se arate ci dacd un trapez este inscriptibil, atunci el este isoscel,

6. S4 se determine misura arcului mic determinat de o laturd a unui poligon mgulat
cu n laturi inscris in €(0, r).
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7. Fie un cere C(0O, r). Si se demonstreze ¢t pentru orice numir natural n > 2
existd un poligon regulat cu n laturi tnseris in cere gi un poligon regulat en n laturi cireum-
seris  cercului.

Indiecajie. Se utilizeazit axioma de consiructie a unghiurilor si faptul cit misura unghiu-
lui la cenfru ale ciirui laturi trec prin -doud virfuri consecutive ale poligonului este o« =
2180 J

B
8. Se considerd un cerc C(0, r) si dou#i poligoane regulate cu n laturi, unul inscris
si celalalt circumscris cercului, 34 se arate cil dacd se noleazit cu /lp si L, lungimile laturilor
celor doud poligoane, atunci .

2rly
l/ 4r?— |2

9. Sid se arate cd intr-un patrulater inscriptibil o bisectoare interioari se intersecteazii
cu bisectoarea exterioari a unghiului opus, pe cercul circumscris patrulaterului.

In=

Indicatie. Se aratd cd se obtine un patrulater inscriptibil.

10. Prin punctele comune 4 si B a douil cercuri @ (Oy, r) si € (O,, r,) se duc secantele
arbitrare MAN 51 PBQ, M = € (0y, ry) 51 P € (04, ry). Si se demonstreze ci MP || NQ.

11. In cercul @ (O, r) se duce diametrul | AB | si tangenta in A, pe care se iau douid
puncte oarecare C si D, A separd C si D. Dreptele CB si DB intersecteazi cercul (0, r)
in B si F. Si se arate cd patrulaterul CDFE este inscriptibil. Ce devine acest patrulater in
cazul cind | AC | = | AD |.

Indicajie. Se aratd ¢ un unghi interior al patrudaterului este congruent cu unghiul
opus exterior; in cazul particular se obtine trapez isoscel.

12. Si se arate cd un paralelogram este inscriptibil daci si numai daci este un drept-
unghi.

13. Fie A’, B’, €’ mijloacele laturilor unui triunghi A BC, iar D piciorul unei maljuml
(D = precd). Si se arate cd punctele A%, B’, C’ si D sint pe un cerc.

14. Fie ABC un triunghi, A’, B’ mijloactie laturilor | BC | si | AC |, D piciorul inil-
fimii duse din 4, H ortocentrul, iar A, mijlocul segmentului | AH |. Si se arate ¢ punc-
tele A’, B’, A, 51 D sint situate pe un cerc in fiecare din urmitoarele cazuri posibile:
a) He |AD |, b) H =D, c) A e |HD |.

15. Fie ABC un triunghi, D, E, ¥ picioarele indlt{imilor, A, B’, ¢’ mr.;loacele laturilor,
H ortocentrul, iar 4,, By, C; nrijloacele segmentelor | AH |, | BH |, | CH |. Si se arate ¢i
punctele D, E, F, A’, B, €', A;, By, C; sint pe un cerc (numit ,cercul lui Euler* sau
wcercul celor nouil puncte al triunghiului A BC).

Indicatie. Se vor folosi exercifiile 13 si 14.

16*. Folosind notafiile exercifiului 15 si se arate ed dreptele A’A,, B’B,, C'C, sint
concurente. :

17. Fie ABC un triunghi si D, E, F picioarele indl{imilor. Si se arate cil cercurile
circumscrise triunghiurilor AEKF, BFD, CDE au un punct comun.

18. Se considerd un patrulater convex avind diagonalele perpendiculare, care se inter-
secteazd in punctul O. 5 se arate cd proieciiile lui O pe laturi sint virfurile unui patrulater
« inscriptibil.

19. Fie A0B un unghi drept, M si N puncte variabile respectiv pe | 0A si | OB, iar
MNPQ un pitrat astfel ca MN s¥ se separe punctele O si P. S se afle locul geometric
al centrului pitratului.
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20*, Fie ABC un triunghi asculitunghic si D e | BC | un punct fix. Paralela prin D
la AB taie AC in E. Fie M un punct variabil pe segmentul | AE |si {N} = AB N DM.
Cercurile circumscrise triunghiurilor CDM si AMN se inlersecteazi a doua oard in P.
Si se afle locul geometric al punctului P,

21*, Fie A BCun trivunghisi B, E, I picioarele indltimilor. Si se arate: a) triunghiurile
AEF, DEC si DBF sint asemenea cu triunghiul 4 BC. b) Bisectoarele triunghiului LEF
(numit ,,triunghi ortic*) coincid cu indltimile triunghiului ABC. )

22+%, Se ia un punct M pe.cercul circumscris unuj triunghi ascufitunghic ABC. Si se
arate ci proiectiile P, Q, R ale punctului M pe BC, CA, AR sint trei puncte situate pe o
dreaptd (.dreapta lui Simson“). Sd se considere apoi cazul triunghiului obtuzunghic.

§ 5. Pozitia relativdi a doud cercuri

Fiind date doud cercuri @(0,, 1y) si @(0y, 1), 0; # O, se pune problema dacd
existd puncte comune cercurilor i cite sint agestea. Din ex. 3 § 1. rezultd cd
doud cercuri distinete nu pot avea decit cel mult doud puncte comune. Stabili-
rea exactd a numérului de puncte comune a doud cercuri se face prin urmétoa-
rea teoremd:

Teoremi. Fie cercurile @0y, ry), €(0y, 15), 0, # 0, 8i d = |0,0; |
Dac# 1) d > r, - ry, cereurile nu au punecte comune
2) d =r; .1y, cereurile au exaet un punct comun
3)d<r,+ry, $i d>|r,—r;|, cercurile' au exaet doud punecte
comune.
4) d = | r, —r, |, cercurile au exaet un punet comun
5)d < | ry—ry |, cercurile nu au puncte comune.

Demonstratie. 1. Presupunind c& M este un punct comun celor doud cercuri
adicd [|O,M | =1, 5i [|0,M || = 1y, aveloc [0,0,] < [|O1M || + 1| 0:M |
sau d < ry + 1y, ceea ce contrazice ipoteza (fig. 111.34).

2. Pe semidreapta |0,0, se construiegte punctul unic M, astfel ineit |0, M| =
= r, (fig. II1.35). Deoarece d > ry, rezultd cd M € | 0,0, |, deci | O, M| =
= d —r; = ry; agadar M apartine celor doud cercufi. Pentru orice alt punct ¢,
Q & 0,0, | are loc inegalitatea: [|0,Q || + 100 | > 1100z || = 1y + 1
deci Q nu poate fi comun celor doui cercuri.

Fig. 11134  Fig. 111.35
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Fig. 111.36 Fig. 111.37

3. Se presupurie ciir, > ry §ise va ardta o numerele ry, g, 4 pot fi lungimile
laturilor unui triunghi (fig. 111.36). Din d > |r, —r, | rezultd d >ry—r
adici r, < d - r,. Inegalitatea d < r, + r, este verificatd prin ipotezi, iar
ry < ry 4 d rezult din presupunerea r,>ry. Din § 9 cap. IT, aplicalii, rezultd
¢4 existd un triunghi ABC cu | AB | =1y, || BC | = ry, | AC || = & =[i0,0, |
(tig. I11.37). Intr- unu] din semiplanele determinate de dmapta 0 0 se

construiesc senudxeptele |O,M si |O.N astlel incib 00l ._CAB gl

0,0,N = BCA. Se noteazi cu P punctul de intersectie al semidreptelor | O, M
§i | O.N. ANOOP = NACB deci |OP || =71y §i ||OP || =1y Fie P’
simetricul lui P fata de 0,0,. -

Atunci ||0y P’ || = || O, P || =1y, deci P gi P’ aparfin cercului €0y, ry)
$i |0y P |.= ||OpP || =1y, deci P gi P apartin cercului €(0,, ). Dacd
r, > ry se face un rationament analog.

4. Se presupune r, > r;, deei r, = d - ry (fig. 111.38). Pe semidreapta
| 0,0, existd punctul unic M astfel incit ||Oy M || = ry. Atunci O; & | O3 M |
si |O,M || = ry, deci M apartine celor doudl cercuri. Si ardtdm cdl cercurile
nu au nici un alt punct comun, Dacd M’ este diametral opus lui M in cercul
©(0,, 1), atunci || M'O, || = r, + d > r, deci pe dreapta 0,0, nu poate exista
alt punct comun celor doud cercuri. Fie P un punct pe cercul €(0,, 1), P & 0,0,
"Atunei [|OP || > [|OP || — | 010, || =73 — d =1y, deci P nu poate apar-
tine gi cercului €(0;, ry).

5. Presupunind ci M este un punct comun celor doud cercuri (fig. 111.39),
adici |0y M | =ry 5i |0, M || =1y, ave loc

100, || = | 110, M || — [0, M]|]|

ceea ce contrazice ipoteza.

In teorema precedenti s-a studiat p
cazul cercurilor cu centre diferite. Daca
centrele a dou# cercuri coincid, cercu-
rile se vor numi concenirice. Este ugor 4" M
de verifificat ¢d doud cercuri concen-
trice sau coincid sau nu au nici un .
punct comun. i Fig. 11138 Fig. 1113y
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A Aplicajii
1. Tangente dintr-un punct exterior
Teoremi. Prin orice punct exterior unui cere
trec doud drepte tangente la cerec.
F'F e _Demonszm;ie. Se considerd cercul @(0, r) sl un
Bl punct M =Ext €0, r). Fie 0, mijlocul segmentului
|OM | si rlzui‘;”l. Deoarece || 0,0 || =11 si |OM || > rezultd c8 7, Iy,

|0 O, | verific’ conditiile de la punctul 3 al teoremei, deci cercurile @ (0,r)
>
§i @0, r,) sint secante in punctele 4 si B (fig. III. 40), m(0OAM) =
s | Sl
— m(OBM) = 90 fiind inscrise in gemicercurile OAM g OBM; rezultd ci
OA L AMsiOB L BM,deci AM, gi BM,sint tangente din M la cercul €(0r).
Arditati cd nu existd alte tangente din M la cercul €(0,1)!
9. Puterea unui punet faii de un cere
Teorema 1.Fie eercul €0, r)si M € Int €(0, r). Atunci pentru oriee
coardii | AB | eare contine punetul M, produsul || AM || - || BM || este constant.
Demonstrajie. In cercul €0, r) se considers coardele | AB | si | CD |

care contin punctul M (fig. 111.41). AMAC ~ /A\MDB deoarece CMA =

= BMD (opuse la virf) si CAB = CDEB (cuprind acelagi arc intre laturi).
Apunet WMAN_WME L gy arg || - || MB || = | MC || - I1MD ||
| MD || || MB | )
Valoarea constantd a acestui produs inmultitd cu (—1) se noteazd p(M)
si se numegte pulerea punctului M, interior cercului, fatd de cerc.
Teorema2. Fie cereul €(0, r) si MEExt: €(0, r). Atunci pentru orice
secantd AB, A € €(0, r), B € €(0, r) care confine punetul M, produsul
| MA |- | MB || este eonstant.
Demonstrajie. Se considerd secantele AB gi CD care confin punctul M
(fig. 111.42), 4, B, ¢, D fiind pe cercul €(0,r), A € | BM| (=
g AN Al AT ey
& | DM |-AMBC ~ AMDA deoarcce BEMC = DMA sit MBC = MDA

v

D
Fig. 11141 Fig. 11142
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Fig. I11.43  Tig. 1144

(cuprind acelasi arc intre laturi). Atunci MBS B, deci || MA | -

: I MC || | MA ||
"I MB | = ||MC| - || MD|.

Valoarea constantd a acestui produs se noteazd cu p(M) si se numeste
puterea punctulut M, exterior cercului, fafd de cerc.

Se va da in continuare expresia puterii unui punct fatd de cerc cind se
cunoagte raza cercului r gi distanta de la punct la centrul cercului.

a) M € Int €(0, r) (fig. I11. 43). Fie | EF | diametrul prin M. Atunci
pM)=—ME|. |[|MF|=—[r—[OM|]-[r+ OM|]=—(r*—
— [|OM |) = | OM |2 — 7%

b) M € Ext (0, r) (tig. I1L. 44). | EF | fiind un diametru si E € | MF |,
are loc: p(M)= || ME||-|| MF | = [[|OM|| —r]-[I|OM|| + r] = OM?||—r=

Se observi cd dacid M 7 este tangenti la cere, T fiind punctul de tangentd,
| TM P = || OM|* = r* = p(M).

Olgervajie. In mod conventional, dacd punctul M apartine cerculai €(0, r), p(M) = 0.

in concluzie, orieare ar fi punctul M din planul cercului e(o, r,), avem

&~ p(M) = || OM || — r®.
Axa radicali a doull cercuri

Se considerd doud cercuri €(0,, r,) si @(0,,1,), Oy # O, si se pune
problema sd se giseascd locul geometric al punctelor care au puteri
egale fati de cele doud cercuri (fig. IT1.45). Aceasta revine la gdsirea
punctelor M, peniru care

IO MIP —ri = || O M|* — r3.
-Dacd r, > r,, atunci se poate nota / \
a* =r{ —rj §i condifia se scrie //"‘>< i

NOM | — || O M | = a®. \
Deci trebuie gésit locul geometric al 0 ]
punctelor pentru care diferenta patra- \ > / !

telor distantelor la doud puncte fixe este ~——
constantd. In exercitiul recapitulativ . Fig. 11145
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nr. 16, eap. II s-a rezolvat accastd problems yi s-a giisit ¢ locul geometric
este o dreaptd perpendiculard pe 0,0,.

4. Construefii geometrice

Se considerd urmditoarele operatii numite constructii geometrice funda-
mentale: ~

— trasarea unei drepte cu rigla cind sc cunosc doud puncte distincte care
ii apartin;

— determinarea punctului de intersectie a doud drepte date;

— trasarea cu compasul a unui cerc cind este dat centrul si un segment
a cdrui lungime este raza;

— determinarea punctelor de intersectie dintre o dreapti gi un cerc;

— determinarea punctelor de intersectie a doud cercuri.

Prin constructie geomelricd sau constructie cu rigla (negradatf) si com-
pasul se va intelege o sucecesiune de constructii geometrice fundamentale.
In clasele precedente s-au invitat diferite constructii geometrice. :

O altd constructie geometricd, la care se aplici puterea punctului, este
determinarea unui segment a cdrui lungime este medie proportionald a doui
segmente date. r

Fie segmentele |AB| i |CD| cu |AB || =a, |[CD| =06, a >b
(fig. I11.46). Sd se construiascd un segment de lungime |/a.b. Pe segmen-
tul | AB | se construiegte punctul M, astfel ca | AM || = b. Se con-
struiesc in continuare punctele O;, mijlocul segmentului | MB|, si O,
mijlocul segmentului | A0, |. 8e noteazi cu . N
si P punctele de intersectic ale cercurilor cu centrele
in 9, si O, de raze |O,B |, respectiv | Q0,4 |.
Triunghiul ANO, este dreptunghic de unde rezultd
cd AN este tangentd la cercul €(0,, ||O,B|) si
deci |AN|P=|AM || - || AB || =a‘b. Analog,
Fig. I11.46 |42 [F=a - b

Exercitii

1. Doud cercuri C\U;, ry) si €(0,, ry) au razele ry = 2, 1y = 3, [|0,0, || = d. S& se
studieze pozitiile relative ale celor dou# cercuri dupi valm-lle lui d.

2, Se dd un cerc €(0, r), r = 3, si punctul 0’, |00’ || = 2. Fie cercul C(0’, z). Sé
se studieze pozitiile relative ale celor doud cercuri dupd valorile lui .

8. Fiind date cercurile C(0y, 1), €(0,, 5) 51 |00, || = 2 (r — 5), sd se discute dupd
valorile lui 7 poziiile relative ale celor doud cercuri.

4. Sd se arate cd doud cercuri tangente au o tangentd comund tn punctul comun,
5. 84 se arate ¢ doudl cercuri cu interioarele disjuncte au tangente comune,

98




6. Fic cercurile €(0;, ry) si C(0O,, ry). S sc arate ci dacd existd punctele 4 e C(0y, ry)
s B e @0, ry) astfel incit A e Int €(0,, ry) §i B e Ext €(0,, ry), atunci cercurile sint
secante,

7. Si se arate cil, dacd cereurile (0, ry) si €(0,, ry) sint tangente, axa lor radicald
cste tangenfa comund, iar dacit cercurile sint secante,axa lor radicalil este dreapta deter-
minam de punctele comune celor doud cercuri.

'B. 54 se construiascd tangentele comune la doud cercuri &a’i&L

9. 5i se construiasci tang('nzole la un cere, paralele cu o dreapﬁ datd,

10*. S84 s construiascd cercul care trece prin doud puncte date si este tangent, unei
drepte date,

11%*, S& se construiascd cercul care trece prin punctele 4 si B si este tangent ynui
cere dat @(O, r).

12*, S se construiased un cerc care sil-lreacd printr-un punct dat si s fie tangent la
douil drepte date.

18. Se dd un cere €(0, r) in care este inscris triunghiul isoscel 4 BC (48| = | AC ).
Prin A se duce o secantd care intersecteazi BC in E si cercul in F. Sd se arate cd AB
este tangentd la cercul circumseris triunghiului BER,

14, Se dd cercul €(0, r) gi punctul exterior M a cdrui distan{d la centrul cercului
este 2r. Din M se duce tangenta MN la cercul @(O, r) si se prelungeste | MO | pind ce
intersceteazd cercul in P. Tangenta in P la cere intersecteazd tangdnta MN in Q. Si se
arate ¢ 2 || PQ || = || MQ || si ||QM | = 2|/ 3 r, iar triunghiul PQN este echilateral.

15. Fiind date punctele 4, € si Be|AC|, ducem tangenta CT la cercul de
diametru | AB |. Cercul cu centrul € gi razi | €T | intersecteazi AB in M si V. Si se

arate cd avem relaia || AM ||« || AN || = || AB |+ || AC ||.
Indicafie. Se scrie puterca punctului € fatd de cercul de diametru | 48 | si apoi puterea
punctului A fa{d de cercul cu diametru | MN |sub forma || AM || | AN || = (|| AC || —

— [[CT )} - (|| AC || + || €T |)).

16%. O dreaptd arbitrard d taic doud cercuri in pum.tele A, B, C, Dsi axa lor radicald
in 0. Sa sc arate ¢ avem relatiile:

loa | _ licA |l _ DA
OB || I CB DB |

6. Lungimea cercului

Lungimea unui segment a fost consideratd ca notiune fundamentald,insd
lunglmea unui Cerc sau a unui are de cere sint no’plum care se defmesc.

Admitem c¢d orice cerc are lungime.
O proprietate importantd a lungimii cercului este datd de:

Teorema 1. Raportul dintre lungimea unui cere si lungimea razei este
acelagi pentrn toate eercurile.
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Vom accepta fard demonstratie accastd teorema intrueit necesitd cunogtinte
suplimentare.

Numdrul care reprezintd raportul dintre lungimea unui cerc oarecare si
lungimea diametrului sdu se noteazd cu n. Acesta este un numdr irational
gi 0 aproximare a sa este m ~ 3,1415.

Cu aceastd nota‘g/jé?i-ezulta“\ cd lungimea unui cerc @(0, r) notatd lq. este:

R '

R
lcerc = 2nr.

Pentru a defini lungimea unui arc al unui ecerc €(0, r) se poate
proceda in mod analog considerindu-se linii poligonale inserise in cerc gi
avind aceleagi extremitdti cu arcul.

Calcularea lungimii unui arc se face tinind cont de faptul ci arcele congruente au
lungimi egale si dacé un arc este reuniunea a doud arce care au un singur punct comun,
atunci lungimea sa este suma lungimilor celor dou# arce. in acest mod va rezulta (prin
analogie cu demonstrafia teoremei lui Thales)ca:

a) lungimea unui arc AB pentru care m(A?) =i 180 , P, ne N* esto
n

I =pe 2,

A ’
T

b) daci m(AB) = a, a = [0,180], atunci I~ = —%
AB 180

i

c) lungimea unui arc mare AB pentru care m(/ﬁ?] = 360 — « oste

nr
I~ = 2mr — —a = — (360 — ).
AB 180 7180( )

Astfel, rezulti:

Din aceastf teorem# rezultd c# raportul dintre lungimea unui arc gi raza
cercului nu depinde decit de mé#sura arcului respectiv. Aceasta face posibild
introducerea unei hoi mésuri pentru arce si unghiuri.

Dﬂﬁnme. Masum in radiani a unui are AB al cerculuz €(0, r), notat.a p.(AB)
este ;
MR Bt i,

Masura in mdmm a unui unqu 7k eabe lnnglmea arculun de pe cercul de
razii 1 gi cu centrul in virful unghmlm, aparfinind interiorului unghiului.

Se observid cd, de fapt, médsura in radiani a unui unghi este mésura in
radiani a unui arc de pe un cere de razi r cu centrul in virful unghmlm apar-

tinind interiorului unghiului. Reamintim c# méisura notata m(hk) este mésura
in grade a unghiului.
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1. Sd se afle mdsura in radiani a unghiurilor de 80°, 45°, 20°, 12°, 135°,

2. 54 se caleuleze o valoare aproximativd a lui = cu ajutorul unui octogon regulat
inscris intr-un cerc. 7

3. Fie cercurile (04, ry) si C(0,, r;) si patrulaterele convexe A4,B,G;D;, A,B,C,D;,
inscrise respectiv in cercurile (0, ry) i €(0,, r,). Si se arate ci dacd patrulaterele sint
asemenea, atunci

Perimetrul 4,8,C,D, _ Perimetrul 4,B,C.D,
1 ra

4. 8% se afle lungimea unui arc cuprins intre laturile unui unghi la centru cu
mdsura de 1 radian i mésura in grade a acestui unghi. f

b. Fie cercurile €'0y, ry), C(0,, ry) pentru care. |00, || =2, r, =1, r, = |/ 3.
S se arate cd sint secante i si se afle perimetrul figurii formate din cele doui arce mici
determinate de punctele comune celor doud cercuri, ; 7

6. Fie | AB | un diametru al cercului €(0, r) si M, N dou# puncte distincte, M < |AB|,
N e | AB | si cercurile @(M, ry), €(O, ry), €(N, ry), astfel incit perechile de cercuri
C(M, ry), €(0,ry) si C(O,r), € (N, ry) si fie tangente exterioare, iar cercurile (M, r,)
§i @(IV, ry) sd fie tangente interior cu cercul €(0, r). S4 se calculeze suma lungimilor
cercurilor €(M, ry), €10, ry), €(N, ry) in functie de r. Generalizare.

1. Sd se arate ci lungimea segmentului determinat de punctele de tangenta pe tangenta
comund la doud cercuri tangente exterioare este media geometrici a diamegrelor celor
doud cercuri.

2. Sa se calculeze raza cercului circumscris unui triunghi isoscel A BC, in care || AB ||=
= 1 AC || = 20, || BC || = 24, : fxicr

8%, Distanfa de la un punct oarecare al unui cerc la o coardd datd este media geome-
tricd a distanfelor de la acelasi punct la tangentele duse la cerc prin extremititile coardei.

4. Fie doud puncte fixe A, B situate pe diametrul unui semicerc si egal depirtate de
centru, iar M si NV doud puncte variabile pe semicerc, astfel ca AM || BN. Si se demon-
streze cd produsul || AM ||+ || BN || este constant.

6. Fie H ortocentrul unui triunghi ABC, iar A’, B’, ¢’ picioarele indltimilor. S& ce
arate cd: || HA ||« ||[HA" | = |HB |- |HB' || = || HC ||+ || HC" |.

6. Pe laturile unui hexagon regulat se construiesc in exterior pitrate care au cite o
Liturd comund cu hexagonul. S4 se arate ci virfurile acestor pitrate, diferite de virfurile
. hexagonului, formeazid un dodecagon regulat.

7. Daca trei cercuri sint dou# cite doudl tangente exterioarc, care este raportul intre
suma lungimilor acestor cercuri i perimetrul triunghiului format de centrele lor?

8. Considerdm trapezul 4 BCD cu laturile paralele | AB | si | CD |; fie E intersectia
dreptei AD cw cercul circumscris triunghiului BCD gi F intersecfia dreptei AD cu pa-
ralela din Cla BE. Presupunind ci D = | AE |, sil se arate ci

1) Patrulaterul ABCF esfe inscriptibil

2) || BC || este medie geometricd intre | AD || si || EF ||.

9. Se dau doud cercuri @(0,, ry) si C(0,, r;) tangente exterioare. Prin punctul lor
comun de tangen{a T se duc doud drepte arbitrare ATC si DT B care intersecteazi cercul
€(0y, r4) in A si D si cercul €(0y, 1) in C i B. Si se arate ¢d patrulaterul ABCD este
un trapez,
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10*. Se di triunghiul A BC inscris in cercul €(0, r), O e Int ABC; se duce indl{imea
AD si diametrul prin A. Se proiecteazd virfurile B si C pe acest diametru in E i F gi
se intersecteazi DE si DF cu AC si AB,respectiv,in G §i H. Si se demonstreze ci
punctele A, H, D, G sint conciclice.

11. Fie cercurile €(0y,r,), C(0,,r;) secante in A si B. Prin punctele A i B se duc doud
secante paralele CAD si EBF care intersecteazd cele doudl cercuri, respectiv, in punctele
C, D si E, F. 81 se demonstreze ci patrulaterul CDFE este paralelogram.

12. Se dau doud cercuri @(Oy, ry) $i €(0y, ry), cercul €(0y, ry) trecind prin centrul 0.
Tangentele comune la aceste cercuri au punctele de contact cu cercul C(Qy, r,) in A4 i B.
S84 se demonstreze ch dreapta AB este tangentd cercului €(0y, ry).

13. Se considerd doui cercuri C(0,, ry), $i C(0,, r;) tangente exterioare in punctul 7'
Tangenta exterioardi comunii A5 se intersecteazi cu tangenta in 7' la cele doud cercuri
in punctul C, iar cu linia centrelor 0,0, in punctul M.

1) 84 se calculeze lungimea segmentelor | AB | si | T'C | in functie de ry si ry.

2) S& se arate cd dreptele A7 si BT sin€ perpendiculare.

: C
3) S4 se calculeze lungimea segmentului | MO, | §i misura unghiului OMA in cazul

\

particular r; = a, r; = 3a.




Capitolud
IV |
Elemente de geometrie analiticad

§ 1. Coordonate in plan

Alegem in plan dreptele perpendiculare OA 5 OB, || OA || = 1, OB || =1
/ (fig. IV. 1) si considerim cite un sistem de coordonate pe OA, respectiv, 0.8
astfel ca 29 =0, z4 > 04l yo = 0, yp >0 (notdm coordonatele pe 04 cu %
si pe OB cu ). Cum |04 || =1, || OB | = 1, rezult§ B — Aoyl
Dacd P este un punct din plan, existi o singurd dreaptd paraleld cu OB carc
contine punctul P si care intersecteazd dreapta OA in M. De asemenea, existd
o singurd dreaptd paraleld cu OA, care confine punctul P si care intersec-
teazd pe OB in N. Dacd z = z;; 81 ¥ = Yn, atunei punctului P i se asociaza
in-acest fel o pereche ordonatd unicd de numere reale (z, ¥). Numdrul w se
numegte abscisa punctului P, iar numdirul y se numegte ordonata lui P.
Axa OA o numim axa absciselor, iar axa OB axa ordonatelor.
Fiind date numerele reale z i y, conform axiomei riglei numérului z i se
asociazd un punct unic M pe OA cu zy; = z §l numérului y 1 se asociazd
un singur punct &N pe OB cu yy = y. Ducind

prin M o paraleld la OB si prin N o paraleld
la OA, ccle doud paralele se intersecteazi in
punctul unic P. In acest fel, perechii de numere v P
i . . . A et
reale (z, ¥) i se asociazd punctul unic P. 2 [
Constatdm deci cd existd o functie bijectivi :

definitd pe multimea punctelor planului si cu 5 |
valori in R xR, care asociazd fiecdrui punct P = _’:v 2 f ;MZ %
din plan o pereche ordonatd de numere reale = Fil
(% y)-

iy

-3

Fig. IV.1
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(z, y) € Cadranului [ <2 >0 s y >0, =
(2, y) € Cadranului IT<2 <0 s y >0,

(z, y) &€ Cadranului III < 2z < 0 s ¥y <0, e
(z, y) ¢ Cadranului IV <z >03siy < 0.

Ezemplus Pe figura IV. 2 avem A(1, 0), B(0,1), 4’(—1, 0), B’(0, —1), C(3, 2),
D(—2, 3)1 E(Ol '—3)! F(-—Z, —1)1 G(2: _1)'

Exercigli

1. Figurati,punctele M(3, 5), N(—1, &), P(2,.—2), Q(0, &), R(—8, 0).
2. Aflati locul geometric al punctelor M(z, 2), cind = ia toate valorile din R.
8. Aflafi locul geometric al punctelor care au abscisa egald cu 5. ]

Teorema 1. Fie M(z, y;) si N(z,, y,) doud punete date si P(z, y)
_mijlocul segmentului, | MV |. Atunci coordonatele lui P se calculeazi din
formulele

e Ly + Ta -
e
(1) Wy 4+ U
el ) 2
g
Demonstrajie. Dacd z; = w,, evident ¥ = x, = % Fie x; # x, i

M,, Ny, P, proiectiile pe axa abscisclor a punctelor M, N, P (fig. IV.3).

4
D-——-4 f N
! ’ : P
| S St e st o e —|C = |
| I ! M Il 1
| 1 |
| 118 | =y |
| i | ~ |
' 0 4 ! k2= S
3 A 7 S 118 i |
v Al Y S R
F eeh % X %
)
-3 1k
Fig. IV.2 ; Fig. IV.3
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Proprietatea liniei xﬁijlocii in trapez ne aratd cid P; este mijlocul lui | M, |
si prima formul# (1) rezultd din teorema 4, Cap. I. § 8. Analog se aratid si
a doua formula.

4, 84 se afle coordonatele mijlocului segmentului | €D |,stiind cd €(1, 6),D(5, 3).

5. Fie M(2, —1) si N(4, 3). S1se afle coordonatele simetricelor lui M fatd de originea
O si fatd de punctul V. Si se arate cd abscisele si ordonatele a doud puncte simetrice faja
de originea O a axelor de coordonate sint numere opuse.

17 A
A

Demonstragie. Fie My, Ny si M,, N, proiectiile punctelor M si IV pe cele
doud axe de coordonate (fig. IV. 4) §i {Q} = MM, N NN,. Dacd z; = x5,

atunci dreptele MV si OB sint paralele si | #, — z; | = 0. In acest caz,for-
mula rezultd astfel:
| MN | =14 — 9| = V¥ — 9=V {2 — 2)* + (02 — 11)*

Cazul y, = ¥, se demonstreazi in mod analog.

S4 presupunem cd z; # x, §1 ¥y # Y, Triunghiul MNQ (fig. IV.4) este
dreptunghic in Q i || MQ | = | & — @, |, [QN [ = || My, Ny [| = | 9 —
— 4; |- Conform teoremei Iui Pitagora, | MN |* = || MQ |2+ ||ON| 2 =
= |2y — % |2 + | Yo — y; |2 g formula (2) rezultd imediat.

Exemple. 1. Aflati distanta dintre punctele M (¢ + 2, b — 3) si N(a —
—5,b6+7). :
Solujie. Aplicind formula demonstratd, rezultd:
| MN | = (@ —5 —a — 2)2 + (b + 7 — b +.3)% = 149.

Deci || MN || = |/ 149.

2. S& se arate cd triunghiul cu virfurile in punctele M(a, 2a — 1), N(5,
— 1) si P(1, 1) este dreptunghic in P, oricare ar fi numdarul real a # 1.

Solufie. Se caleuleazi lungimile laturilor:

IPM | =|/@—1F + 22— 2 = ;ﬂ
=|la—1 |5 | PN |=2)5s e s i
| MN || =1/{a =5 + (2a)* = | et
— |/5a® — 10a £ 25. W s
Deoarece || PM |*+ || PN | = ba* — _:1._ ST
—10a  25= || MN ||?, conform reciprocei —— "’,‘lf.‘}*'L e
|

teoremei lui Pitagora, triunghiul esté drept-

unghic, oricare ar fi valorile lui @,

a # 1. In cazul ¢ind @ = 1, punctele P gi M !

coincid i nu existd triunghiul. Fig. IV.4
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Exercitil

6. Aflati distanfa dintre punctele:
a) M(—2, 7) 5i N(5, —2);1) P[—g, 2) sio(g, 2),

o) S(=21/5, —& I/'5) si T(6)/5, 2/5);

d) Pla, b + 1) si Qla — 3, b).

7. 8d se determine = gtiind cd distanta dintre punctele P(— 5, 2) si Q(7, z) este 13.

8. 54 se arate cl tr]un'rhlu] cu virfurile in punctele M(1 ; 2) N(3, —4 ) si P(S —2)
este dreptunghic.

9. 94 se arate ci triunghiul cu virfurile in punctele M(1, 2), N(4, 5), P(a, 6 — a)

:
: : : 5
este isoscel, oricare ar fi @ numir real, a :,(:—2- 5

10. $1 se arate cit patrulaterul cu virfurile tn punctole M (1,5), N [% 153) . P(2,3),
5

Indicajie. Se aratd cd laturile opuse sint congruente si ci diagunélele sint si ele con-
gruente.

Q [-@ ¥ 25—1) este dreptunghi.

Teorema 3. (Condifie de perpendieularitate.) Fie P,(z,, ,) punetul
de intersectie al dreptelor d, si d,, iar P (z,, y,) si Py(2,, ¥,) cite un punct
pe d,respectiv,d,, diferite de P, (fig. IV. 5). Atunei d, | d, daei gi numai dacd
(3) (31 — Z) (22 — Z) + (11 — Yo) (Y2 — %) = 0.

Demonstrajie. Avem dy | d, < PP P,

A triunghi dreptunghic <« || PPy |2 +

+ || PoPy [P= || PoP; |% ceea ce se serie
conform cu (2) sub forma

(xl — )P L (Y — Yo)? (@ — %)
+ (Y — Yo) = (B — @) + (Y2 — Y1)

Fig. IV.5. efectuind calculele, se obtine relatia (3)

Exercitii

11. Si se arate ¢d triunghiul cu virfurile M(1, 2), N(6, —1) si P (5, —2) este drept-
unghic.

12, Fie M(2, 3), N(3, 2). Si se afle punctul P(z, 0), stiind ¢ MP | MN.

18. Fie M(1, 3), N(—3, 5w Si se afle intersecfia axei ordonatelor cu mediatoarea
segmentului | MN |.

§ 2. Ecuatia dreptel

Problema 1. Se dau punctele P,(3,1), P,(5,2) si se noteazi cu d perpen-
diculara pe P;P,, dusi prin P, (fig. IV. 6). Ce conditie trebuie sd verifice
% §i y pentru ca punctul P(z, y) sd fie situat pe dreapta d?
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. Soulujie. S& ne ocupim mai intii de punc- f
tele P, P # P,. Atunci P & d <« PP, | )
L P,P si putem aplica teorema 3, 1§: P &€ : e
de (5—3)(z—3) +2—1) (y—1) = 0=
2(x —3)+ (y —1) =0. Agadar un punct
P(z, y), diferit de Py(3,1) atunci si numai

atunci se afld pe dreapta d daci

(4) 20y — 7 =0.

Deoarece si coordonatele lui P, verificd

aceastd ccuatie, am aflat soluia problemei: Fig. IV.6
5) Pz, y) Ed<=2z +y—7=0.

Echivalenta (5) poate fi cititd in mai multe feluri, de exemplu:
a) P(x, y) € d dacd si numai dacd 2z +y — 7 =0.
~ b) Coordonatele 2, y ale unui punct apartinind dreptei d satisfac ccuatia
(4), iar-cele ale unui punct nesituat pe d nu o satisfac.
Putem sd scriem

adicd dreapta d este locul geometric al punetelor din plan ale efiror coordo-
nate verificd ecuatia 2z -y — 7 = 0.

Definifie. Fie £ un loc geometric. O relatie in x i ¥, care este satisficutd
dacd i numai dacd Pz, y) € £, se numeste ecaafia lui £, iar 2 se numesgte
graficul ecuatiei respective.

Echivalenta (5) aratd ci ecuatia lui d este 2o | y — 7 = 0. Graficul ecua-
tiei (4) este dreapta d.

Problema 2. S& se afle ecuatia cercului @ (0,1) (fig. IV. 7).
Solutie. Deoarece Pz, y) € € (0,1) <« |OP | =1 s ||OP | =
— |/ (@ —0)2F (y — 0) gisim imediat:
P(z, y) €€ O1) + 2? + y* = L.

Agadar ecuatia cercului @ (0,1) este

(6) 22yt =1.
Spre deosebire de acest rezultat, dreapta din

450 ”n,\ problema 1 are o ecuatie de gradul 1 in 2z si y

‘ (ecuafie liniard). Vom ardta cd acelagi lucru este
A97: _ valabil pentru o dreaptd oarecare.

g Teorema 1. Orice dreapti are o ecuafie
de forma

(7) azx + by + ¢ =0,

Fig. 1V.7 unde a i b nu sint ambele nule.
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Demonsirajie. Fie d o dreaptd gi Py(x,,
%) € d. Luim un punct P,(x,, y,) # P,, apar-
tinind perpendicularei pe d, dusi prin P,
127 / (fig. IV. 8). Atunci numerele z, — x; §1 ¥, —
: P — y; nu sint ambele nule. Un punct P(z, y) #
AL s 2 P, se giseste pe d daci si numai daci
: 3 PP, | PP, ceea ce conform teoremei 3, § 1

ge gorie :

1|
|
i
|
|

higa]td (8) (72— 2)(& — 2) + (¥ — #2) (v — 1) =0

Deoarece relatia (8) este verificatd gi de Py(z;, ¥,), ea este ecuatia dreptei d.

Dacd notdm z, — @, =@, ¥, — ¥ = b §i — ez, — by, = ¢, obtinem
ecuatia (7).

Observagie. Daci se cunosc doud puncte distincte Py(wzy, ) $i Ps(x,, y,) si dacd Py

este situat pe o dreaptd d, iar P,P, | d, atunci ecualia dreptei d este de
forma (8).

Demonstrim reciproca teoremei 1.

Demonstrajie. Putem gdsi numere reale z;, y; care satisfac ecuatia (7).

Intr-adevir, daci @ # 0 putem lua y; arbitrar §i 2, = — ZM—c; dacé
. a

@ = 0 luim z, in mod arbitrar gi y, — — % . In toate cazurile avem az;

+'by, + ¢ = 0, deci

9) — ax, — by, = c.

Dac# punctul P, are coordonatele (z;, ¥;) determinate in acest fel; fie
Py(x, + a, y; + b) (fig. IV. 9). Atunci ecuatia perpendicularei d pe P,P,,
dusd prin P, are,conform observatiei, urmétoarea formé:

(‘”1+a_5‘1)(1"‘551)+(yl+b—yl)(?l—?h)=0
sau i
az + by —ax, — by, =0
gi in virtutea lui (9)
ag -+ by 4+ ¢ =0.

o ;
Astfel am pus in evidentd o dreaptd d a cirei ; W
ecuatie este tocmai (7) si teorema este demon- { LN
stratd. - R I
Cazuri speeiale. 1) In ecuatia (8) putem avea :
T = x,; atunci gy # Y, (cdci P; % P,). In acest " TFig 1V.9

108




caz PP, | OB (fig. IV. 10) si d || OA, iar ecuatia
(8) se reduce la y = y,. Prin urmare, ecuatia unei
drepte paralele cu axa absciselor este- ‘

(10) Y= | :
gi in particular axa absciselor are ecuatia y = 0. [ i

2) Analog, o dreaptd paraleli cu axa ordona-
telor are o ecuatie de forma

(11) T =1
(fig. IV. 11) si ecuatia axei ordonatelor este Fig. IV.10
o =0.

3) Dacd dreapta d trece prin originea 0(0,0) (fig. IV. 12) in ecuatia (8),
avem z; =0, y, = 0, deci conform cu (7),c = 0. Ecuatia lui d se scrie in
acest caz .

12) az + by = 0.

Fig. IV.11 Fig. IV.12

14. 84 se reprezinte grafic ecuatiile

a) 2z — 3y =1; b)ﬂz‘:3; c) 5y — & = 0;

d) 32 —y =

15. Si se determine a si b astfel ca punctele P, (2, 3) si P, (1, —5) s4 fie situate pe
dreapta de ecuatie 3z — ay — b = 0. .

16. Fie P, punctul de abscisd 5 al dreptei d de ecuafjie 20 — 3y — 7. Si se determine
ecuatia dreptei ¢ perpendicular pe d in P;.

Solugie. Din Py e d, rezulti 2+ 5 — 8y = 7, deci y = 1 gi Py(5, 1). Pentru a scrie
ecuafia dreptei ¢’ | d mai avem nevoie de un punct P, al dreptei d diferit de P,. Din
ecuafia dreptei d pentru x=8, de exemplu, se oh;me y=3 si PZ(E 3). Ecuatia dreptei d’,
conform formulei (8) este 3z 4+ 2y — 17 =

17. Fie x — 2y = Secuafia dreptei Py Pjunde Py(2, y4)si Pylxy, 3). S se scrie ecuatia
dreptei perpendiculare pe dreapta PyP, in P,.
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§ 3. Coeficlentul unghlular al dreptel

Teoremaun 1. Ecuafia unei drepte’ d noparaleli eu axa ordonatelor se
poate serie sub forma

(13) Y = mz + n.

Demonstrajie. Ecuatia dreptei d este o ecuatie liniard in z si y de forma (7).
Deoaréce d nu ‘este paraleld cu axa ordonatelor, & s 0. Agadar ecuatia (7)
este echivalentf cu y = — %x oo bi Punind m = —~% $in=— %,ecu-
atia obfinutd are forma (13).

Teorema 2. Dacid d este graficul ecuatiei y — ma - n, iar P;(xz,y,)
8i Py(z,, ¥») sint doud punete distinete pe d, atunei :

Yo — F/‘V"

(14) m =

Ty — Iy

Demonstrajie. Intr-adevir, deoarece P, si P, sint puncte pe d, avem
Yy = MT, +n §1 Y, = mx; + n. Asadar y, — y; = m(z, — z;). Dreapta
d nefiind paraleld cu axa ordonatelor, x, # 2, si impdrtind cu 2, — 2, # 0,
rezultd formula (14).

Coeficientii @, b, ¢ in ecuatia (7) nu sint determinati in mod unie, cind
dreapta d este datd. Putem,de exemplu,sd inmultim ambii membri ai ecua-
tiei (4) cu un factor nenul i atunci a, b, ¢ se schimba.

Alta este situafia in cazul ecuatiei (13).

Coeficientul m este determinat in mod unic eind dreapta d este datd. Intr-ade-
vir, dacd avem pentru'd si ecuatia ¥ = m'z + n, din formula (14) rezultd

’ Way s Uy

=
Sy Ty

m.

Numirul m se numegte pania sau coeficientul unghiular al dreptei d.

Observatie. O dreapti paraleli cu axa ordonatelor nu are coeficient unghiular, iar
dreptele paralele cu axa absciselor au coeficientul unghiular egal cu zero.

Teorema 3. Fie d gi d’ drepte neparalele eu axele de coordonate, de
coeficienfi unghiulari m,respeetiv,m’. Dreptele d si d’ sint perpendiculare daci
i numai daei 3 ;

(15) e
m

Demonstratie. Dack Py(2y, Yo) €4 ) d'y Py(ay, ¥y) € d si Py(zy, ¥,) € d'
sint puncte distincte, atunci z,#x,, ©, # , §i conform teoremei 3, §1,
d | d' dac# gi numai dacd

1 +?I| = '!ln..Vn"‘ Yo' _O-,
Ty — @y T — T

3|~

Tinind seama de (12), aceastd conditie devine 1 mm' = 0, adics m’ =
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Intersectia a doud drepte. Fie dreptele d si d’ de ocuafii

d) ¥ = mx + n,

)y =m'z + n'.
Punctul lor de intersecte P(x,, y,), daci existi, satisface ambele ecuatii,
deci se obfine prin rezolvarea acestui sistem de ecuafii. Avem

(16) (m —mz, + n—n" = 0.
1) Dacd m # m', obtinem
Zy = _l:L’,'i Yo = mx, + 1
m — m

gi cele doud drepte sint secante.

2) Dacd m = m', n # n’, ecuatia (16) devine 0- 2 = n’ — n, care nu
are solutie. In acest caz d || d'.

3) Dacd m = m/, n = n’, ecuajia (16) devine 0 z = 0, care este veri-
ficatd de orice 2 € R. Evident d = d'.

Exercitii

}8. Sd se scrie ecuatia dreptei determinatd de punctele P,(1, —1) si Pl g gy

Solufie. Deoarece P,P, nu este paraleli cu axa ordonatelor are ecuatia de forma
y = mz + n (teorema 1). Din P, & P,P, si Py, e PP, rezulti —1=m*1+n
§i — 3 = m* (—3) | n. Rezolvind sistemul format cu aceste doud ecuaiii, s¢ obline m =

= %51 n= — g—, deci ecuatia dreptei PiP; este o — 2y — 3 = 0.

19. S se scrie ecuatia dreptei care confine punctul M(1, —5)sicarc este paraleld cu
dreapta de ecuafie 5z + 2y — 1 = 0.

20, Si se arate cd punctele M(1, 2), N(—5, 7) si P(—1, —2) nu sint coliniare.

Indicatie. Se scrie ecuafia dreptei determinatd de doud din aceste puncte si se arati
cd nu este verificatd de coordonatele celui de-al treilea punct.

21. Sint coliniare punctele M(1, 1), N(—5, 5), P (O, i]7

3

22. 54 se scrie ecuatia dreptei care contine punctul M(—1, 3) si care este perpendi-
culard pe dreapta 3z — 57 = 0.

28. Si se determine numerele reale a si b,astfel ca dreapta az -4 by —1 =0 si con-
tind punctul P(2, 1) si s fie perpendiculari pe dreapta axz + y — 5 = 0.

24. Fie punctele Py(2, a 4 1), Py(0, 1 — a), Pyl — 2a, 3) si P,(1 + 2a, — 1).
5 se arate ci dreptele P, P, si PP, sint perpendiculare, oricare ar fi numarul real a.

25. Si se arate cd punctele Py(a, 2a + 3), Py(1 + a, 2a + 5), Py(b, 2b — 5) si P,(1 +
+ b, 2b — 3) sint virfurile unui paralelogram. ’

Indicatie. Se arati, de exemplu, ci segmentele | P, P, | si | P,P, | sint paralcle si au
acecasi lungime.

26. Si se arate cd ecuatia unci drepte care contine punclul Py(x;, %) si care are
coeficientul unghiular m oste

Y — Y1 = mlx — ay).
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Solugie. Se scrie cil Py(zy. y,) verificd ecuatia (18), deci y, = ma; 4 n. De aici se
exprimi n si se inlocuieste in (13).

27. Fie Py(zy, ¥1), Palas, ya), 71 5= 2. S se arate cd ecuatia lui P, P, este

Yo — Yy

Y= ae (2 — =),

2 Z1
98. Fie P,(a, 0), @5 0 si Py(0, b), b == 0. Sise arate ci ecuatia dreptei PP, oste
&2 + % — 1 = 0. (Se numeste ecuatia dreptei datd prin taieturi, De ce?)
a

In -acest paragraf vom introduce funciile sin gi cos definite pe [0,].
Functiile sin §i cos, definite pe R, vor fi studiate in capitolul urmétor. Studiul
lor va face obiectul trigonometriei.

Termenul trigonometrie provine de la cuvintele grecesti trigon ,triunghi®
gi metron ,,méisurd®. Pentru a stabili pozitia corpurilor ceregti grecii antici au

descoperit relatii intre masurile laturilor gi mésurile unghiurilor triunghiurilor
sferice. :

Definifii. S§ considerim -in plan un sistem de coordonate, reperul ales
fiind (0, A, B). Notdm cu § mulfimea punctelor din plan de ordonatd y > 0.
Punctele A(1,0), B(0,1), A’(—1, 0) se gisesc pe cercul C = € (0, 1) de centru
0 i raz¥ 1 numit cerc unitate. Notim cu s semicercul § C:

Fie numrul ¢E [0, ©]. Pe semicercul s existd un singur punct M (fig. IV. 13),

P 2
astfel ca p(AOM) =t (vezultd din axioma de constructie a unghiurilor).
Am definit astfel o functie care asociazd fiecirui numir real ¢ € [0, 7] un

. . v s % ™
punct al semicercului s. Numérul 0 este asociat cu punctul 4, numdrul 7 U

punctul B, numirul = cu punctul A’ i aga mai departe. Dacd (2, y) sint
coordonatele punctului A, prin aceastd functie, fiecare numdr real ¢t € [0, ]
este asociat cu o pereche ordonatd de numere reale (z, y).

Este util s& se considere separat
coordonatele x si y ale punctului
M s si definim doud funciii, una
numitd ,cosinus® si alta numitd
,sinus®, notate prescurtat prin cos
gi sin. Aceste doud functii sint
cos: [0, =] = R, cos t = x §l sin:
[0, ] >R, sin ¢ =y,unde (z, y) sint
coordonatele punctului M € s, aso-

ciat cu numirul real ¢ € [0, =].
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in definigia functiilor cos si sin intervine cercul unitate ales, dar valo: ile cos ¢ i
sin ¢ nu depind de aceasti alegere (ciici considerind dou# cercuri unitate, triunghiurile
respective OMM’, unde M’ este proiecfia lui M pe 0A, figura IV.13, sint congruente).
Asadar funciiile cos si sin sint bine definite pe intervalul real [0, =].

Citeva vcalori particulare ale acestor functii sint:

cos 0 =1, cos —= 0, cos ot

)

sin 0 =0, singz 1, sin = 0.

' . T . b, s iy v
Funetia cos se anuleazd numai in — deoarece pe s nu existd, in afard de B,

alte puncte care au abscisa 0. De asemenea, functia sin se anuleazi numa’
in 0 si .
Cu ajutorul functiilor cos si sin se definesc funetiile numlte »tangentd“
§i ,cotangenti“, notate prescurtat cu tg i ctg. Aceste functii sint: :

tg: [0’ %] = (g ”] T, b=t

cos t
sl
ctg: (0, =) =+ R, ctg t = cf’s by
sin ¢
Avem: th:—ln— =05 tg — — nu existd, tgn = — = 0 i ctg 0 — nu exist4,
ctg ?' =% = 0, ctg ® — nu existi.

De mentionat este faptul ci semicercul 5 este mulfimea punctelor }M(cos £,

P
sin ), t € [0, ], unde & = w(AOM) = lungimea arcului mic AM.
Deoarece abscisele acestor puncte sint cuprinse in intervalul [— 1, 1],
iar ordonatele in intervalul [0, 1], putem scrie

—1<costsi§i0ss{nt<1,
oricare ar fi ¢ & [0, «].
Dupé cadranul in care este situat punctul M se poate stabili semnul
functiei cos: dacd t & [0, g], cost > 0, iar dac¥ ¢ & [ s 'rr], cost <0.

Se constatd ugor cd functiile tg gi ctg au acelagi semn cu functia cos, deoarece
functia sin are numai valori numerice pozitive.

Functia cos: [0, n] — [— 1, 1] este bijectivd. Intr-adevdir, numere dis-
tinete din [0, =] sint asociate cu puncte de pe s de abscise distincte, deci cos
este injectivd. Functia este gi surjectivd pentru c&, oricare ar fi z € [— 1, 1],
existd ¢ € [0, =],astfel ca x = cost. Intr-adevir, oricare ar fi 2z € [—.1, 1],
pe axa OA existd un punct de abscisd = gi,ducind prin acest punct o para-
leld la axa ordonatelor, aceasta mtersecteazi semwercul s in M, abscisa

acestul punct fiind 2 = cost unde t — ;,L(AOM)
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Vom nota (cos 1) cu cos™, (sinz)? cu sin’z etc. Deoarece || OM || =1,
unde M(cos i, sin 1), rezultd
17) cos?t - sin?t =1, Vvt &[0, 7]

A

Daci_hk & & = prad, fird sd se producd confuzii se fac conventiile de
notatii:’ : .

- . . = R

gin B = sin & = sin hk, coS f = cos & = CO8 hk ete.

5 . . ¢ \ried
De exemplu: sin T _— sin 90° = sin (Z) =1l
2
2 3 rad
cos 1:}-: cos 4b° = cos (E]
&

Folosind anumite proprietiti geometrice, se pot caleula unele valori ale ‘
functiilor introduse.

Exemplu. Fie M punctul de intersectie al semicercului s cu dreapta de
ecuatie 3z + 4y = 0. 54 se caleuleze sin a, cos a, tg a s otg a, unde

: A~
a = p(AO). -

Solutie. Punctul M are coordonatele (cos a, sin a). Deoarece coordonatele
lui M verificd ecuatia 3z + 4y = 0, numerele cos @ si sin a se obtin rezolvind
sistemul - ! :

~ costa + sin%a =1
3 cos a+ 4sina=0

Tinind seama de faptul cd gin a > 0, rezultd cos & = — %, sin @ — %,
3 i :
teg g = ——, ctga=——-
g ) g . £
Exercitii

29, Notim cu M punctul de intersectie al dreptei de ecuatie @ — 3y = 0 cu semi-
s : :
cercul 5. Dacii t = p (AOM), sd se caleuleze numerele cost, sin ¢, tg ¢, etg L

o 3 & 4
30. Daci cos a = — —, si. se calculeze sin a, g u,'.utg d-
b}

81. Dacd tg a = — %, si se caleuleze sin a, cos d, clg a.
1
Unele valori ale funciiilor sin, cos, g, ctg. Valorile acestor functii sint

trecute in tabele speciale,intilnite in clasele anterioare. Unele valori pot fi
determinate fard a utiliza aceste tabele.

1. b= % Punctul M (cos %, sin %] este ‘situat atit pe semicercul s,
cit gi pe bisectoarea unghiului 40B (fig. 1V.14). Deci cos o = 8in 7. Dacd
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B(0,1)
\
// e
/ \
AY-1,0) 0 Af1,0)
A(4,0) 0 A(1,0)
Fig. 1V .14 Fig. IV.15
cos = =sin = = g, din |OM || =1, rezultd 2? + 2? = 1 sau a? = - . Deoarece
4 4 : 2
# >0 (punctul M este in cadranul intii), se obtine cos T=sing= # si

tg {—:ctg%_—.I.

2.t~ 2. Fie M(cos Z, sin _;EJ Triunghiul AOM este echilateral
(fig.. IV.15). Inseamnd ci || AM || = [|OA || = 1. Conform formulei 2),
din || AM || =1 si A1, 0), rezulté(cos - 1)2+ (sin - _0)2 =1 sau

cos? ;’r -+ sin? %-— 2 cosg + 1 =1. Tinind seama de egalitatea (17), se

: 4 ¢l 3 Ve 3
obfine cos,3-= -, sin T = VT, tg == /3, olg ¥ = _113#

3= % . Daci M(cos E, sin %)’ triunghiul BOM (fig. 1V.16) este echi-
lateral,deci || MB || = || OB | = 1. '

In mod analog se obtine

cos & V3 28 = V3 R
G g L s s et = /3
- latwon
~
\\
M
//
A1-1,0) 0 A1.0)
Fig. 1v.16
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| Teoremi# Daed a bel0, ]
a > b, atunei

(16) cos (a b) = cos a cos b - 810 @ 81N b.

1 p Demonstrajie. Fie M, N € s, astfel ca

| \ P e s :

| & u (A0 =a i p (AON) =b. (fig. IV. 17).
B0 ]15 a0 Avem w(MON) = p(AOM) — p(AON) =

{

—a—b. Conform teoremei de constructie
a unghiurilor, pe semicercul s existi punc-
tul B astfel ca

N P e s
AOP = MON, decl wW(AOP) = a — b.

Trlunghmmle isoscele MON gi AOP fiind congruente, rezultd || MN || =

= || AP |. Coordonatele punctelor M, N, P sint, respectiv, (cos a, sin @),
(cos b, sin b), (cos (@ — b), sin (@ — b)), deci || MN |2 = (cos @ — cos b)* +
+ (sin @ — sin b)2=2—2(cos a cos b sin a sin b) §i [[4AP |?=
= [1— cos(@ — b)]2 + [0 — sin(e — B)]* = 2 — 2 cos(@ — b) Egalind cele
doud rezultate,se obtine egalitatea (18). ;

Consecintd. Dacd z &[0, =], atunei cos (x — z) = — CO8 =,
sin (w — &) = sin 'z 5

Demonsirajie. Avem succesiv cos(m — &) = €08 T €08 Z + sin wsin x =

— (—1) cos z + 0. sin 2 = — cos z §i sin (x — 2) = |/ 1 — cos? (r — ) =
=T = —thar =11 — cos?z = |/ sin%x = | sin z | = sin =.

In plus, dack € [0 ] (ﬁ,w] tg (m— 2) = — tg @ §i dacd & €
€ (0, n), otg (v — 2) = — ctg . ‘

Utilizind consecinta,se pot calcula mai repede unele valori ale functiilor
cos, sin, tg si ctg. De exemplu:

2n ( 2 T 1
a)cos————cos T— | = — €08 — = — —
3 3 2

s BT . 5t ST 1
b) sin == = sin vt — —|= 810 — = —;
6 .6 . 6 2

0) tg 135° = — tg (180° — 135°) = — tg 45° = —1;
b3 1r T e [/5+|/E
d) cosﬁ:cos[-&———s—)_cosrcos +sm-,; sin et - H
e) sin 15° = |/ 1 — cos? —cos® 15° = [/GZI/2;
f) cos %__co:z;[2 ﬁ)_cos z-|-sm 1—2_sm 12 l/ﬁzl/i’,
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Dém mai jos un tabel cu valorile functiilor 8in, cos, tg §i ctg pentru citeva
numere reale din intervalul [0, x]. ‘

"Unghiul co-
Numéirul a sinlag, cos @ tg a ctg a respunzitor
y - lui a

0 0 il 0 nu existy | G2
™ 1 l/_3 | |/§ -_3 30°
6 Vb o 3 l/

i v @ { 1 45
& 2 2 i

il V3 1 oY /3 6(')0
3 . = V3 e
1} 1 0 nu existd 0 - 90°
2 Vs ! e _vs - 420°
3 2 ) 3

Cul vz vz =1 =1 £35°
4 2 2

S 1 I/E l/—é e § 150°
- 5} e g I

o 0 —1 0 nu existi 180°

Exercigii
0w 71r‘ 1w
82. 84 se calculeze: a) tg-=; b) sin —¢) tg—; d) ctg ——.
) tg 12 ) 12 ) tg 12 ighe 19

88, Dacd cos a = 0,8, cos b:% , 54 se calculeze cos (a—b).

34, Dacd =z [0, g], si se demonstreze ¢ii: sin (g — )z Cos =, CoS (EH :c] =
2

= sin . In plus, dact 2 z£0 si :l::/:g, si se arate cf tg[%—x): otg = gi

T
clg | —— = g o
(2o - 1

§ 5. Unghiul unei drepte cu axa absciselor

Fie d o dreapt# neparalely cu axa 04 (fig. IV.18). O paraleld prin ori-
ginea O a axelor la dreapta d intersecteazd semicercul s in punctul M. Dacd
d | OA, atunci M = A.
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Prin definitie, unghiul dreptei d cu axa OA este AOM. Notdm acest unghi
N :

cu (d,04).

Teoremi Daci o dreapti d nu este paraleli eu axa ordonatelor,

P

coelicientul ‘siu unghiular este tg a, unde ¢ = p (d, 04).

Demonsirajie. Ecuatia dreptei d poate fi scrisd sub forma y = max + n.
Dreapta OM (fig. IV. 18) are acelagi coeficient unghiular m, deoarece OM || d.

Punctul M are coordonatele (cos a, sin a). Conform formulei (14), § 3,
coeficientul unghiular al dreptei OM este

sina—0
PR S

cos a — 0
Deci m = tg a,gi teorema este demonstrati.

N 2
Se constat cd, dacd m > 0, unghiul (d, OA) este ascutit, iar dacd m < 0,
acest unghi este obtuz.

Consecinti. Fietriunghiul ABC dreptunghic in 4. Daci || BC || =
—a, |AC || =b, || AB || = ¢, p (ABC) = B, atunei

sin B=—b-, c08 B=i, tg B:i, ctg B=2.
a a c b
Demonstrajie. Alegem un sistem de axe cu originea in virful B al triunghiului
(fig. TV. 19), cu axele paralele cu catetele triunghiului, in aga fel incit virful C
s fie in cadranul I. Cu notatiile din enunf,punctul C are coordonatele (¢, b).

Conform teoremei, coeficientul unghiular al dreptei BC este tg B = 2
c

gi egalitatea a treia este demonstrat¥. Ultima egalitate rezultd imediat din

ctg B =t1—B' Pentru demonstrarea primei egalitdti pornim de la ¢ =
: g

botg B, de unde rezultd ¢? = b%tg?B. Folosind definitia functiei otg,
ajungem la (b - ¢?) sin®B = b Dar b® 4 c* = a? deci a%in®B = b%
Din aceastd egalitate rezulti prima formuld. Cea de-a doua egalitate rezultd
din a%in®B — b% gi din cos?B 4 sin?B = 1, tinind seama de egalitatea
a?—b? = 2

d
M__1Bl0.1)

{ Clc,b) d

\ /,/“'

\ - |

i |

A(-1,0) 0 Af,0) , at i

B Alc,0)
wig. IV.18 Fig. 1V.19
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Consecinta se poate formula intr-un enunt ugor de refinut: ,Intr-un triunghi
dreptunghic lungimea unei catete este egald cu produsul dintre lungimea
ipotenuzei gi sinusul unghiului opus sau cu produsul dintre lungimea ipote-
nuzei si cosinusul unghiului aliturat®.

Aplicapii.l. S4 se determine unghiul dreptei d de ecuatie 3z
4y 1/ 3+ 2= 0 cu axa absciselor.

Solutie. , Din 'y = — ]/§z_%, rezultd m = — /3. Daci a —
N T : 1
=u (d,04), din tg e = a-]/S, rezultd cos®a :%. Deci cos a —= — =

5 o et ¥ G In L s o

Functia cos fiind bijectivi, din tabel giisim @ — = Deci (d, 04) & 120°.
2. Si se determine unghiurile triunghiului cu laturile de lungimi8, 4, 4 |/3.
Solujie. Deoarece (4 1/3)* + 42 = 82, triunghiul este dreptunghic
(fig. IV. 19). cos B =% =1 qeci () = T sau B € 60°. Apoi w(C) —

T ™ 2~ 5
e Hau RGBT

S1E

Exercitii

" 85, Sise determine unghiul urmitoarelor drepte cu axa absciselor:
NVYy=0br=0c)y=al/3+1;d y+a=1

86. Se di punctul P (-

alis a),a>0.

P

AN N
Si se afle m(4OP) si x(A0P).
87. Dreptele de ecuafii x|/ 7 + y /2 =4 sl 3z — 4y = 0 intersecteazi semicercul 3,

y AN
respectiv,in punctele M si N. Si se calculeze cos t, unde t = yp (MON).

®



Capitolul
v
Functii trigonometrice

.

Acele indicatoare ale ceasului, in migcarea lor continui, indicind la nesfirsit
repetarea orelor, constituie un model simplu pentru toate fenomenele care se
repetd periodic. In acest capitol se vor studia functii ale cror valori se repetd
in mod periodic. In special vor fi studiate functiile trigopometrice, o categorie
de funetii definite prin intermediul unui cerc de razi 1. Aceste functii sint
folosite ca modele matematice a mai multor feluri de situaii practice. Vom
vedea apoi cum se deduc formule referitoare la diferite valori ale acestor
functii si cum formulele stabilite pentru unele din ele pot fi folosite pentru

a determina formule pentru alte funcfii.

§ 1. Functia de acoperire universald a cercului unitate

Lema 1. Orice numir real ¢ poate fi seris in mod unic sub forma

(1) t = t* 4 2km, unde t* &[0, 2=), k € Z.

Demonstragie. Fie k partea intreagd a numﬁrulni2—t , adicd
U3

®
~

ks < kA
2n ;
— { — 2kr [0, 2%).

Atunci 2kn <t < 2km + 2w, din care se obtine imediat, cd ¢*
Am determinat tn acest fel numerele & si ¢* verificind conditiile (1).

Pentru a ardta unicitatea,si presupunem cd mai avem sit =t + 2kl € [0,27),
%, = Z. Rezultd ci t* — 1, = 2(k, — k)w. Deoarece t* — #; < th < 9w s 1* — 1 >
> — & > — 2m, rezultd — 2m < 1* — 3 < 9w sau — 9n < (ky, — k)2n < 2m. Deci
‘— 1 <k, — k < 1 siin mod necesar ky — k = 0. Agadar t; = t* gi t* este unic.

. ; ¢
112“. atunei e e
27 5% 2n

Ezxemple. 1. Dacﬁ = —
Sk Agadar
17 :

3 wemilth 0 < L 44 >0 Deoi L4h=4=2
27 27 17

L TS e B
= 17-{—2( 4) m, unde 1 v k 4.
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2. Daci ¢t = 31,45, atunci 5 < i)i <

< 6. Deci t = (31, 45 — 10m) + 2-5-m, B0.1)
unde 1* = 31,45 — 10m, k — 5. YT N
=
3. Dacd ¢ = —5, atunci — 1 < 2L < % \
o I ST T

< 0. In acest caz k= — 1 i1 = (2w — " \\ i
— B) 4 2(— 1)7-: Numérul ¢* este 2x — N
e B ~+—M

In capitolul IV, § 4 a fost ,prezen—

tatd o functie care asociazi fiecirui MgE v

numdr ¢ € [0, «] un punct unic M & s, astfel ineit lungimea arcului mic AM
sd fie egald cu i. -
Lema care urmeazé ne indicd modul in care putem asocia unui numir
t € (m, 2r), un punct ¥ € C — s.
Lema 2. Dacd ¢t € (m, 2n) §i 2 = — cos (t — m), ¥y — — sin (f — ),
atunei punetul M de coordonate (z, y) este situat pe C — s, iar areul mare A M
are lungimea ¢. '

Demonstratie. Deoarece z? 4 y2 — cos?(t — =) -+ sin?(l — m) = 4 (coor-
donatele lui M verificd ecuag.ia cetcului unitate C) punctul M este situat pe C.
Dint € (Tr, 2m),rezultd cd t — = & (0, ). Fie M'(2', y’), unde &’ = cos (t —
il rc) §i ¥ = sin (¢ — ). Inseamni cd M’ € s, conform definifiei functiilor

dj cos gi sin. Avind abscisele, respectiv, ordonatele
'Ifﬂ numere opuse, punctele M gi M’ sint simetrice
g +4 fatd de originea axelor de coordonate (fig.. V.1).
J'——’/"f Deci M gi M’ sint diametral opuse in C. Din.
? M € s rezultdi M & C — s.
i — )
% $2 Arcul mic AM’ are lungimea ¢ — = (conform
/ Ei fmr———
{187 { ! definitiei functiilor cos gi sin), iar arcul M'A’M
M —
?/ L0 are lungimea w, deci arcul mare AM are lungi-
A QJ mea (! —m) 4 m =1 gi lema este demonstrati.
% 41 Conform acestel leme,numérului%ﬁ i se aso-
|
% ciazdl pe €' — s punctul de coordonate(— cos % ,
b 1 o
R e
ol : Fie d tangenta in A la cercul unitate C
.IL (fig. V.2) si E € d, astfel ca B gi E sd fie in ace-
i lagi semiplan fatd de OA. Considerdm un sistem

Fig. V.2 ] de coordonate pentru d, astfel incit 4 sd aibd
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! coordonata 0, iar x, > 0. Pentru
) a simplifica notatiile, un punct al

Tl ﬁ i Iui d va fi notat cucoordonata sa.
ke BN A1,0) Dreapta d devine o axid a numere-

s 1 —
o 5 AK lor reale.
7 R 8 e 3
/ \ Pentru a pregiti definitia unei
\
\
N
hY
N
N

functii importante facem urmitoa-
rele considerafii intuitive. Daci ne
imagindm cd dreapta d este sufi-
cient de flexibild, putem accepta
<0 procesul de infdgurare a ambelor ei
jum&titi in jurul cercului. Semiaxa
numerelor reale pozitive se infdgoard
in sensul invers migcdrii acelor de

|
|
|
b !
/ "\ \ : iy : ;
\ | ceasornic, 1ar semilaxa numerelor
o g |
FpEre
I
i
|

3

M4~

- ~

reale negative in sensul migcdrii
| acelor de ceasornic.
X 8 J/ Prin acest procedeu de infigu-
e g ! rare,fiecare punct de pe axad ajunge
Fig. V.3 intr-un punct determinat pe €, deci
. fiecirui numir real ¢ i1 corespunde
un punct M; € C. Am definit astfel o functie f:d — C, care asociazi luit € B
phnctul f(t) = M, de pe cerc. Stiind c& lungimea lui C este 2w, punctele ,
3m, bm,... ale dreptei d si,de asemenea,punctele — =, — 3w, — 5m,... ajung

in A’; punctele 0,2r, 4m,... i —2m, —4m,... ajung in A, punctele % , % —+2m,

-
-

% — 2m, E‘-’r 4, E — 4m,... ajung in B etc. In general, punctele ¢, 1
+ 2w, t — 27pt + 4w, t — 4m,... ajung in acelagi punct M;, adicd
(2) - © f@ - 2kn) = f(1), Yte R, Yk & 4

Se observd ci un segment cu originea in A si cu extremitatea intr-un punct
oarecare ¢ (fig. V. 3) prin infigurare, intr-un sens sau altul, poate acoperi de
mai multe ori cercul, punctul ¢ ajungind in M, € C.

Folosind definitia functiilor cos si sin g lemele 2 §i 1 putem defini o
functie F, care asociazi oricirui numdr real ¢ un punct de pe cercul unitate C,
fird a folosi procedeul intuitiv al infasurdrii. Vom ardta cd aceastd functie F
va avea proprietitile functiei f. .

)




- Funcjia F poartd numele de funciia de acope-

rive universald a cercului unitate. .
~ Avem: F(0) = M(cos 0, sin 0) = M(10)=A4
(fig. V.4), F [5) = M (cos %. sin —;5] = M(01) = ___A

= B, F(r) = M(cos =, sinxm) = M(—1, 0) = 4’

F (32’_') M [—cos ("’2_" = 1':), — sin (3?" = 'n:n = 5

= M{— cos =, —sinZ) = Mo, —1)=p, ° Fig V4
> 9 2 j
F[%’-'—):F[2n+ g) =F[§] = M{cos X sin g) it M(% v3).

Dacd nu se fac alte preciziri, conform dennitiei funetiei F, prin AF(t)
vom intelege arcul mic de lungime ¢, dacd ¢ € [0, =], respectiv, arcul mare de
lungime #, dacd ¢ € (m, 2x).

Teorema 1.-Avem proprietatea
(3) : F(t + 2krw) = F(t), Vi€ R, Vk € L.

LDemonsirajie. Conform lemei 1, existd numerele unice :

D, o) Lo astel o i 8 )
‘Atunci
F(t 4 2km) = F(* 4 2k + hm) = F(t*) = F(t* + 20n) = F(y),
deci formula (3) este demonstrati.

Lema 3. Oricare ar fi t € R, || AF(t)|| =| AF(— t)|.

Demonstrajie. Dacd t = t* - 2k, 1* & [0,2%), k & %, atunci — ¢ — 2% —
— 1% — 2(k + 1)m. Deoarece F(t) — F(1*) si F(—t) = F(2r — t*), demon-
stratia se reduce la a_ardta ci | AF(t*) || = AF@2r — t¥)].

Dack t* € [0, x], abunci 2w — t* & [r, 2n]. Areul AF@) (fig. V.5) aro
lungimea #*, iar arcul mare A‘E_'.(-2\r: ~— t¥*) are lungimea 2r — t*, deci arcul
mic ﬂ‘an — t¥) are lungimeq 2r — (2r — t*) = 1*. Deoarece arcele mici
E‘F*) sl A’ﬁi} — t*) au aceeagi lungime,
coardele corespunzitoare lor sint congruente

_ = Elt) g1 teorema este demonstrati in acest caz.
A‘K\AH ol Cazul t* € (m, 2n) se frateazd in mod

analog (se schimbi doar rolurile numerelor

Fil-t) 1* i 2 — 1¥).
B Teorema 2. Oricare ar 1i ¢, u € R, .
avem ;
Fig. V.5 (4) | F(t) F(u) || = AF(E — u)].
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T v Demonsirajie. Scriem numerele ¢ gi z sub forma
t=1t* - 2km, 1* €[02%), k€ Z §i u =nu*+
N + 2r, u* €[0,2n), ! = Z, conform lemei 1.
/[ | \ " Deoarece F(t) — F(t*), F(u) = F(u*) si F(t—
A(1,0] . :
—u) = F(1* — u*), demonstratia se reduce la a
avita o& || F(t*) F(u*) || = AE(@* — u*)].
Dacd 0 < u* < t* < 2w, rezultd imediat
e 3
(fig. 'V.6) c& arcul F(t*) F(u*) care nu-l contine
pe A are lungimea t* — u*, ca §i arcul AF(t* —
— u*). Din congruenta celor doud arce.rezultd congruenta coardelor cores-
punzétoare, gi teorema este demonstratd. ; .
Dacd 0 < t* < u* < 27:, se demonstreazi in mod analog cd
[[F(t*) F(u*) || = || AF(u* — t*) | si tinind seama de lema 3, teorema este
demonstratd in toate cazurile. '

De!

HJ} Ej Flt-ul

L ema 4. Daed T, este perioada principald a lui 'f, atunci perioadele lui
f sint numerele k7, unde & € Z.

Demonstrapie. Avem -

fle) = f(& + To) = f(z + Ty + To) = ... = Fla + Ty + To + ... + To).
Pe de altd parte, f(z — Ty) = fle —= Ty + Ty) = f(z), deci
flz) =flz = To) =flz — Ty — Ty) = ... = flz — Tg — Ty S Ty).

A$adér numerele k7, unde k = Zgsint perioade. Rimine de demonstrat cd orice perioada

T este de forma kT,, &k = Z. Fie k partea intreagi a numérului -;: , adicdl
0

T
kS —< k4 1.
< T 4
De aici kTy < T < kT + Tosau 0 < T — kT, = T,. Existd deci numerele & e Z
si T* e [0, Ty),astiel ca

(6) T = T* + kT,

Numérul T* este si el perioadd,deoarece f(z + T#) = f(z + T — kT,) = f(z + T) =
= f(z), VeeR. Cum 0 < T* < T, si T, este cea mai micd perioadd strict pozitivi,
rezultd T* = 0. Deci; conform cu (6), orice perioadd 7' este de forma kT, k = Z, si
lema este demonstraté.

Teorema 3. Funefia F de acoperire universali a cereulux unitate este
periodiet de perioad# principald 2.
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Demonstrajie. Formula (3) aratd cd F admite ca perioade numerele 2k,
unde k& & Z. Dintre acestea, cel mai mic numér strict pozitiv este 2m. O
perioadd 7' € (0,27) nu poate exista, cdei F(0) si F(T) fiind puncte diferite
pe C, pentru & = 0, F(z - T)'# F(x). Rezulta il 2w este perioada principald
a lui F,

Exercitii
1. i se determine coordonatele punctelor:
F(5n), F(—7x), F(ii—“]. F(_%’E], F(103n), F(m;”}. F (103“).

2. Punctele Py, Py si Py, P, sint respectiv pe bisectoa-
rele unghiurilor axelor de coordomate si pe cercul unitate C
(fig. V.7). S# se afle toate numerele reale ¢ pentru care.

a) F(t) = Py, b) F(t) = Py, ¢) F(t) = P,, d) Fl) = P,.
8. Sd se arate cid F(f) i F(—t) sint simetrice fatd de

dreapta OA. i
4. Sd se arate cd F(t) si F(z — ¢) sint simetrice faty

de OB.
6. Si se scrie ecuatia dreptei determinatd de punctele

() ++f3):

§ 2. Functiile trigonometrice sin §i cos

Prin functia I de acoperire universald fiecirui numér real ¢ i se asociazi
un. punct unic F(t) = M(x, y) de pe cercul unitate €. Coordonatele z gi ¥
sint gi ele unic determinate, daci ¢ este dat. Vom nota

o= €0}y 'y — Bin't,
definind astfel doud functii
s:R - R g sin: R » R,
numite funcjii irigonometrice, care prelungesc functiile cos si sin, introduse

in Cap. 1V, §4, de la [0,x] la R.
Avem ca exemple de val'ori numerice ale acestor functii:

[/3 5t T
sm~3~——’ cosTm_—cos i = = 0n'
V2 . - iz 1 11im b
== W8 = — co|l—r — ft|= — cos = =
= — cos(n—i]z — €0S T €08 — — 8in T sin & = cog = —
6 6 6 6
_I/é: 5m Wl G
s sin = sin (87: —+ )_sm =
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Deoarece (cos ¢, sin ) sint coordonatele unui punct de pe cercul C, cost
respectiv sin ¢ au valoarea maximd 1 gi valoarea minimi — 1, deci

—1<gcost<lsi—1<sint< i

Functia F fiind periodicd, functiile cos si sin sint gi ele perlodlce gi orice
perioadd a lui F este o perioadd pentru cos gi sin. Deci

cos(x + 2km) = cos x §i sin (x + 2kxw) = sin 2, vz € R.
Arditdm acum cd functiile cos si sin nu mai au alte perioade.
Teorema 1. Funefiile sin i cos au-perioada prineipali 2r.

Deémonstrafie. Sa presupunem ci funetia sin ar admite o pericadd 7’ ¢
€ (0,2n). Am avea sin (t + 7) = sin ¢, oricare ar fi ¢ € R. In particular,
pentru ¢ =0, am avea sin 7’ = sin 0 = 0. Singurul numir care satisface
conditiile 0 < T’ < 2m gi sin 7” = 0 este m. Dar = nu este perioadd pentru

sin, deoarece, de exemplu numerele sin (EJ = 1 si sin ‘% A ‘n:) . { sint

distinecte. Deci cea mai mic# perioadd strict pozitivd a functiei sin este 2m.

S presupunem c& functia eos admite pericada 7" & (0,2n). Am avea
cos (t 4 T") = cost, oricare ar fi ¢t € R. In particular, pentru t = 0,
c08 T'"=cos 0 =1. Deoarece nu existi un numir T” astfel ca 0< 7” < 2=
§i cos 7" = 1, perioada cea mai micd strict pozitivd a functiei cos este 2x
gi teorema este demonstratd. .

Orice punct F(t) fiind pe C, numerele z = cost? si y = sin{ verifici ecuatia
cercului C : 22+ y*2 =1 (Cap. IV. §2), deci

(1) cos®t + sin®t =1, vt € R.

Teorema 2. Oricarearfia, b € R,

(2) .cos(a — b) = cos a cos b - sin a sin b.

Demonstratie. Conform teoremei 2, § 1 din acest capitol, || F(a) F(b) || =
= |4 Fla—b) |. Avem F(a) = M(cos a, sin a), F(b) = M(cos b, sin b),
F(a — b) = M (cos(a — b), sin(a — b)). Aplicind formula distantei dintre
doud puncte pentru || F(a) £(b) ||, | AF(a — &) || (calculele sint aceleasi ca
_ la demonstratia teoremei din capitolul IV, § 4) §i egalind rezultatele se obtine
formula (2).

Consecing i Oricare ar fi numirul z avem

(3)

(OS(~ — x]— sin ﬁl sm[—— :z:].kuns;r, )
2
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Demonsirajie. intr-adevir

cos (g— .7;]-: cos %cos :c-;—sin%sin % = §in

i .

co8 z = cos |z + = —Z| = cos i—[i— z|| = cosZ cos [E—
2. 5 AT 2 2

— 2| +sinZ sin|E — z]=sin[E — z|.
2 2 2

Teorema 3. Funcfia trigonometricii cos este pari, iar funefia trigono-
mefried sin este impard.

Demonstragie. Deoarece
cos(— &) = ¢cos(0 — z) = cos 0 ¢os z + sin 0 sin & — cos z,
functia cos este pari.
- Din (3), (2) si paritatea functiei cos avem

sin(—z) = cos (§—|~ a:): cos(-—-;iu x]: cos(-%)cos %

-—]~sin[—-g-)sin z:sin(—%]sinx:sin(%r —3— 2n)sin z =

S DTT s 4
=SlIl-2-SlIIJ’2 = — 8In &r,

rezultd cd functia sin este impari.

Observatie. Utilizind definitiile functiilor sin si cos, consecinfele teoremelor 2 si 3, nu-
merele sinz i cos v pot fi calculate cu ajutorul unor numere de forma cos ¢sau sin ¢, unde

L= (0, %] Acest procedeu de calcul poartid numele de- reducere la primul cadran, *

deoarece puncte de pe C corespunzitoare numerelor ¢ [0, 1‘}) se afli in cadranul

intii-al axelor de coordonate.

2
T sin 8n+?lt« :sing—“:cos B b o :cns(——“]=
14 14 14

De exemplu: sin Lo
2 14

= cos Egi sin 1fﬁse calculeazi cu ajutorul numdrului cos % (care se citeste cu apro-
7) & " ;

ximatie din tabelele trigonometrice), unde ;e (0, g]

Aplicajie S$tiind cﬁae_[g‘;ﬂ_, 21:]. €08 a':.:_; = (O,‘ l‘_),

sin b = 555' 58 se calculeze cos (@ — b).
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Solufie. Deoarece a € (37“. 27:) punctul F(a) este situat in cadranul IV,

deci sin a < 0. Stiind cd sin®a | cos?a — 1 s§i cos a = % rezultisine=
- In mod analog se obtine cos b — g Asadar

4
b
3 12 4).5 18

cos(a — b) = =.= e o
nlicnatleile e

Exercitii

1. 54 se éajculeze:

a) sin &:, e) cos(——'y—7t . i) cos 4125m,
2 3
b) cos 18x y 1) sin (—EE y j) sin 21157,
5 3
¢) sin ( — %] s g) sin 18m, k) cos 561: + sin 28w .
d) cos (—m=), h) cos 13r, 1) sin 'EE + cos 22#.

2. Dacd z e (m, 2x) sicos = = 215,‘ sd se calculeze sin z.

3. Si se stabileascd care din urmitoarele funciii este pard gi care este impari:
a) f:R—oR, f(z) =sint z
b) g :R—> R, g(z) = a", n e N*,
c)h:R >R, hiz) = a3 4 1,
xr
1+ 22 :

di:R—=R, iz) =

4. S& se calculeze:

5 13w e A e
a) cos — cos — - sin’ ——sin —,
7 28 7 28

b) cos [.z + g] .cos z -+ sin (a: - —;i]sin 2.

5. Dacd sin @ >0, cosy <0, cos ¢ = — —3‘, siny = 1%. sd se calculeze
b

cos(z — y).
6. S84 se arate ci, oricare ar fi ¢ & R:
a) 1 — 2 sina = 2 cos?a — 1;
b) 2(1 4 cos a) — sin? @ = (1 4 cos a)2,
¢) cos® a + sin? @ = (sin a+ cos a) (1 — sin a cos a).

7. Stiind ¢ a, b [12:-. 1:). cos a= — 0,8, sin b = 0,96, s¥ se determine

coordonatele punctului #(a — b).
8. Si se determiné coordonatele punctului F(z) gtiind cli sin x 4 cos z = 0,2 si cos <0,

a
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§ 3. Formule p:r‘ftrw cos (a-b), sin (a—b), sin (a-b)
si formule deduse din acestea

Cosinusul sumei. Si demonstrim c¥, oricare ar fi numerele reale asib
avem:

(4) ebé;({f -E'_I;):”#_?G?_”.a_ cos b — sin a sin b

Intr-adevir
cos(a + b) = cos[a — (—b)] = cos a cos(—b) - sin @ sin(—b) =
= €08 & cos b — sin a sin b,
(S-a finut seama de paritatea functiei cos si 1mpar1tatea functiei sin.)
Sinusul diferenfei. Oricare ar fi numerele reale a §i b avem:

(5) sin(a — 8)

Formula rezulti din
sin(e — &) = cos [E — (@ — b)] = cos [(;— a} -+ b]
= €08 (gw— a]cos b — sin (%—a)sin b = sin @ cos b — cos a sin b.

In demonstratie au fost folosite formulele (3) din paragraful 2.
Sinusul sumei. Daci a, b € R, atunci

2 | szn(a . l’) s

Pentru a obtine egalitatea se scrie succesiv:
sin(e 4 b) = sin[a — (—b)] = sin a cos(—b) — cos a sin(—d) =
= sin a cos b 4 cos a sin b,

Exercitii
1. S4 se calculeze:

™ T . ™ . T
a) cos — cos — — sin —sin —,
5 20 3 20

™ . ™ .

b) cos | — — z) €0s z — 8in | — — a |sin a.

(5 gl
2. Sa se arate cd oricare ar fi numerele reale = si y avem:

™ s T .

a) cos [¢ — Zcos & — cos —|sin — = sin z,

s et 1
b) cos (z — y) cos y — sin (x — y) sin y = cos &,
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¢) cos(z + y) + cos (x — y) = 2 cos z oS ¥,

d) cos(z + y) — cos(x — y) = 2sin z sin(— y),

e) cos?(z — y) — cos*(z + y) = &sin z cos z sin ¥ €08 ¥,

1) cos® z + cos® y — (cos z — cos y)? = cos(z + y) + cos(z — ¥),
g) cos(x — y) cos(z + y) = cos® T — sin® y, .

h) cos{%+ z — y): cos x sin ¥ — sin x cos ¥,

i) sin(z + y) sin(x — y) = sin® z — sin® ¥,
j) (sin @ + cos y)® + (cos = + sin y)? = 2(sin(z +y) + 1),
k) sin(z 4 y) -+ cos(z — y) = (sin = - cos z) (sin y + cos y).

o . o 1 ; :
3. $l.nndc§smu=¥'—- smb:?’ cosc:%%» cosa< 0,c08b>0,sinc <

< 0, si se calculeze numerele cos{a + b + ¢) sicos(a + b — ¢
4. S se arate ci oricare ar fi « numdr real si k numdr intreg avem:

a) sin [(zk + 1) % + r] = (—1)% cos =,

b) cos [(u +1) 5+ I] — (— 1) sin .

Din formulele (2), (4), (6) se obtin alte formule utile in aplicatii.
Formule peniru cos 2z si sin 2z. Dacd in formulele (4) gi respectiv (6)
punem a = b = z, rezultd
cos(x | x) = €O T COS T — sin zsin x
si
sin(x + ) = sin x €0s ¥ | COS Z sin .

Obtinem formulele

@)

5i
®)

Formula (8) se mai utilizeazd i sub formele
cos 2z — 2 cos?x — 1 sau cos 2z =1 — 2 sin* z

Tot din (8) se deduc formulele

Aplicapie Sisearate cd sin 3z se poate exprima in functie de sin z.
Solugie. Avem sin 3z = sin (2z + x) = sin 2% cos z -+ cos 2z sin x =
— 2 sin z cos® x + (I — 2sin? 2) sin g = 2 sin z(1 — sin? z) + sin z —
— 2sin?x = 3 sin x — 4sin? x.
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In plus, procedind in mod analog se ob{ine

cos 3xr = 4 cos® x — 3 cos z.

Exercitii

5. Si se calculeze:

a) cos i, b) sin 35. ¢) sin A i

8 8 8
d) eossﬁ, e) cos 7_“

24 8
6. Sd se verifice identititile:

. T R v 5

a) cos' z — sin? z — cos 2z, b) (cos 5= sin ;) =1 —sin =,
¢) cos 2z + 2 sin®a = 1, d) 1—2sinﬂ(%— z:]:sinZ:c,

e) sin 2z + /3 cos 2z — 2 sin[z:c . %).

f) 3 sin 5z 4 |/8 cos 5z — 2 /3 sin [5a:+ %].

7. Si se arate cit

; /10 — 21/5 . Bl
S AV B gl v VR,
a 4 ] 4
o e [ 3 :
Indicatie. Se scrie sin (‘ + — ] = sin = sau
a 5
=) 3 e LG
sin ncos—ﬂ+nos—nsm?£:0
35 5 ] 5

si se obfine

16 cost = — 12 cos? ™ +1=0.
bl 5

8. Si se calculeze sin = si cos = .
10 10

9. Sa se arale ¢it

5 7
cost -+ cost L -+ cos? 9% + cos? i =
8 8 8 8

B | e

10. 54 se arate ca expresia
E = cos*(a + b) + cos®(a — b) — cos 2a cos 2b

este constanti.
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§ 4. Functiile tg §i ctg

S

Cu ajutorul functiilor sin gi cos se pot defini alte funetii trigonometrice,
Au utilitate mai mare functiile tangentd si cotangentd notate respectiv cu
tg sictg.

Functia 1g. Fie of multimea numerelor reale de forma %—l— kr, unde
k € Z. Functia tg se definegte astfel:

tg :R—ct = R, tg 2z SRR
cos x

Se verificd ugor cX functia tg este o functie impari.

Teorems:s of, punetul asoeiat

; Atunei
coordonatele (1, tg t).
Demonstrajie. Deoarece i #

A # % + kx, unde k& & %, punc-

tul M nu poate coincide cu B
sau cu B’, deci dreptele OJ si
d (fig. V.8) sint concurente.
Coordonatele punctului T' se ob-
tin rezolvind sistemul format cu
ecuatiile dreptelor OM i d. Deoarece M are coordonatele (cos ¢, sin 1) ecu-

sin

atia dreptei OM este y — ¢
cosi

Fig. V8.

z. Ecuatia dreptei d este x = 1. De aici

g SITIS ey o
rezultd cd 7' are'coordonatele [ 1 -—] gi teorema este demonstrati.
i cos ¢

9

Teorema 2, Funefia tg are perioada prineipald

Demonstrafie. Deoarece, oricare ar fi x real,

N :sin(m-l-'n:] =-sin z_ g
g(z ) cos(z + m) = cos x Ch

numdrul = este perioadd. Se pune preblema de a decide dac# existd perioade
strict pozitive mai mici decit w. Ar insemna c#, daci T este o asemenea peri-
oadd, tg(x 4+ T) = tgw, Yz € R. Pentru z = 0, rezultd tg T = tg 0 = 0.
Am ajuns la o contradictie, deoarece nu existi T < (0, =), astfel ca tg 7 =
= 0. In consecintd multimea perioadelor functici tg este {kr | k£ € 7},
perioada principald a ei fiind .

Funcfia ctg. Fie B multimea numerelor reale de forma krn, unde &k & Z.
Functia ctg se defineste astfel:

oS x

ctg: R—B - R, ctg 2 =

= .
Bin x
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Se verificd imediat ¢ funciia ctg este impary.

De asemenea, se demonstreazi in mod analog ¢4 are perioada principald =,

deci are aceeasi multime-a perioadelor ca si functia tg.

Din ctgz = ig (% — a:), rezultd cd funetia ctg nu necesitd un studiu

separat deoarece este acelagi cu studiul functiei

ctg : R — 3@ - R, ctg:c:tg[g_ :1;]

Formule in care apare funcfia tg. Atunci cind sint considerate expresii in
care apar functiile tg si ctg, sau in care apar functiile tg, ctg, sin si cos la
numitori, vom presupune ci sint excluse din consideratii acele valori ale varia-

bilelor, pentru care expresia nu are sens. Elevii vor determina in fiecare caz

multiynea valorilor care trebuie excluse.

Avem

tg(a + b) — sin(a + &) - ‘.sin a cos b 4 r.o.s a s‘inb 3
cos(a + b) €08 @ cos b — sin asin b

Simplificind fractia cu cos @ cos b se obfine:

ga + tgb

(9) tg_(a +b)m1 — tgatgh

Procedind in mod analog ca in cazul formulei (9) se obtine formula

. bpa - igh

) BE A Ftgatgh

Din formula (9) pentru ¢ = b = x se deduce

(11)

De asemenea, din

sin — 2 sin — cos — )
x Y sin @
tg? = = = i 3
= cos = 2 cos? = T Cos
2
rezulta
' o Gl
12 tg = =
(42) _.g'Z 1+ cosa
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In continuare vom arita ci numerele sin x 8i cos x se exprima ldra

radicali cu ajutorul numérului tg-;r;. Avem

s X o
cos £ = cos® L — sin2 = = 2 cos? = — 1.
2 ] 2

1

deducem cos? ™ — - Inlocuind, se obtine

cos? = 2 1 4 tg? g

=
=
e
I
R T e —-1

. . . x a -
De asemenea, pornind de la formula sin z = 2 sin - €os :T se obtine

(1%)

Aplicapie Si se caleuleze Lg ™,

24

Sal'u;ie. Avem, conform formulei (12),

ki /6

e

9 L V2
e s T A

rezulta:

x_  VWEE g
T i VEiva (V2 —1)()/3 — |/2)

Rimine ca exercitiu s se obtind acest rezultat utilizind formula (11).

Exercitii
al i 1 V3 -

1. Aflati tg(e-}-b), dacil sin a = 5 1 Co8 b =", cos a>0, sin b<0.

2. 5d se verifice identitatile:

d'wj—bl—:l—tgatgb; b) tg x -+ gtz tg 2z = lg 22 — tga;

cos a cos b
51 b tg b

o) g Ho = 2 : d s!n(a+b)= 1 4 ctgatg :

ctgx — tg x sinfa — b) 1—ctgatgh
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clgavlgdb — 1 ros 3 sin Qo

e) clgla + b) — — ; N —— 4" "" — 2 ¢ig 2r;
ctg a - elg b sin & (K
g) 2 sin h—w-: lg h) g 3¢ — g 20 — tg @ = tg 3a tg 2a g a.
cos x

3. Se «dau tga = l, tg b — —1-, g 6 = -1— Sit se caleuleze tgla + b 4 ¢).
2 ] 8

) _ m - o
4. Stiind cd 1g 2 = =, n=£0 sd se caleuleze expresia
n

E = m sin 2x + n cos 2x

- B - . . xr
S.Dacit Scosa + 10 sin @ — 11 = 0, si se caleuleze cos z, sin x si tg —.,
2

§ 5. Transformarea sumelor in produse

Folosind formule corespunzitoare, deducem
sin(a + b) + sin(a — ) = 2 sin a cos b,
sin(e 4 b) — sin(a — &) = 2 cos a sin b,
cos(a + b) - cos(a — b) = 2 cos a cos b,

cos(a + b) — cos(a — b) = —2 sin a sin b.

Dace'la+b=p§ia~b:q,atuncia:p_:—q. b=";q.

Obtinem urmitoarele formule de transformare a sumelor in produse:

(15)

(16)

(A7)

(18)

Prin calcule simple se deduc formule de transformare a sumei gi diferentei
de tangente in produs.

(19)
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In exereitii, unegri este util s4 se transforme produsele in sume, Asemenea
formule se obfin din cele de mai sus:

Formulele numerotate §i puse in chenar trebuie memorate de eitre elevi.
Pentru a le aplica cu ugurintd, este necesar si fie retinut i modul in care pot
fi deduse.

Exercitii

1. 5a se transforme in produs:

a) sin 105° + sin "75°, b) cos 75° + cos 15°,
5 . 4 . 27
¢) cos?zmcos L3 d) sin j+sm =Ly
4 4 3 3
e) sina + sindx + sin 5a, f) cos 2z 4 cos 4x + cos 6a.

2. Sa se verifice iden'titatile:

08 3x — 08 Hx 1 cos hx (08 22
Bli— g ionh b.%: -
coS 3z + cos dx sin 3z — sin x sin

¢) cos* x 4 cos *2x + cos® 3z + 08 2x + c0S hx }- cos 6 = 6 cos x cos 22 cos Sz

sinz + sin 3z + sin 5a -+ sin 72 4 sin 9 tg 5
s x
c0S & + 08 3x + €08 Sz + cos Tz -+ cos 9z
a a . a ki a k9
e) 1 4 cosa + clg— = 2 etg —sin| — —|cos | — — —
) 2 % 2 2 i & 2 &
3. Sa se lransforme in produse urmitoarele sume:
§ = sin & + sin 2z 4 sin 3z -+ sin 4x + sin 5z,

T = cos « + cos 2z + cos 3z - cos 4x -+ cos 5z + cos 6z 4 cos Ta.

Indizafie. Se recomandi, de exemplu, pentru suma S, si se calculeze .S sin

b |8

» 54 se

transforme fiecare produs in sumi si asa mai departe.

§ 6. Graficele functiilor sin, cos si tg

In paragrafele precedente am vizut cum fiecare numir real ¢ poate fi
asociat cu una sau alta dintre coordonatele punctelor. de pe cercul unitate C
pentru a defini functiile cos si sin. In acest paragraf vom invita si trasdm
graficul functiilor trigonometrice sin, cos si tg.
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Graficul funcfiel sin. S& considersm intr-un plan un sistem de coordonauve
de reper (0, A, B). Ne propunem s trasim locul geometric al punctelor M/
din acest plan care au coordonatele de forma x =1, y =sin ¢ Deoarece,
din aceste egalititi deducem y = sin z, acest loc geometric este graficul
functiei
sin :R - R, 7 - sin z.

Proprietatea de periodicitate a acestei functii d§ graficului ei caracteristici
speciale. Faptul cd punctele de abscise z |- 2km, k € 7Z, au aceeasi ordonati
sin «, face posibily trasarea graficului in intervalul [0, 2] si apoi sd reproducem
acest grafic in ambele sensuri de-a lungul axei absciselor pentru a obtine cit
dorim din el.

Cind = parcurge intervalul [— %. %:l, sin 2 creste de la valoarea
sin (—— %] = —1 la valoarea sing- =1. Intr-adevir avem
. . - Xy — 2. Zy
sin z; — sin @, =2 sin L% ooy Bt T
2 2
4 L 5
Dacd x; > x4, 21, 23 © [— e ;]. atunci
e B ARG S B
2 2 2 2% 2
deci i
Ty — By &+ &y
sin : > 0, cos 5 >0

. . § . A # 37 T
g1 astfel sin z; — sin 2, > 0. Asadar in cazul 2y, 2, € [4 i —5], T1> 2=
= sin 2y > sin 2.

Se aratd in mod analog ci funcfia sin este descresciitoare pe intervalul
Ty 2y

[E, 321:] (in formula de mai sus factorul cos este negativ).

2
Tinind seama de periodicitate, functia sin este crescitoare pe fiecare

interval de forma [——;3 + 2k, g —E—2kr:] si este descresciitoare pe inter-
valele [g —{—21%71, 3—:— +2k-rr], k € 7. Acestea sint intervalele de monotonie ale
functiel sin.

In tabelul urm#tor sint trecute valorile lui multiplii de %si valorile co-

respunzitoare lui sin z. Sigetile 7 gi %y indicd creglerea, respectiv descres-
terea valorilor funetiei sin.

0 T S 2n  5n : Vit A4m 3 97 11r
& 6 3 2 3 6

sin @ 0;L,V_,_S,13‘&\_1&0\_,{,“_&\_1;_.!_3;_1 20
; 2 2 2 h9 2 2 2 2
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Punctele ale céror coordonate se afld in tabel sint reprezentate in figura
V. 9, iar graficul functiei sin ecind z € [0, 2=n] este ‘trasat in figura V.10.
Reproducind cit dorim din graficul din figura V.10 in ambele sensuri de-a

1
N
-
E
H
S, v
N
!

Fig. V.9 Fig. V.10

lungul axei absciselor se obfine graficul functiei sin, figura V.11. Graficul
functiei sin este inclus in porfiunea de plan cuprinsi Intre dreptele de ecuatii
Y =iy —— 1.

Semnul funcfiei sin. Functia sin are valori numerice pozitive pe fiecare
interval de forma (2w, = + 2kn), k € Z si are valori numerice negative pe
fiecare interval de forma (m - 2km, 2(k 4 1)x).

Ampliladinea. Dacd M este valoarea maxim# a unei functii periodice, iar

ol o 1 ; 5 ; 5
m este valoarea minima, numirul 5 (M — m) se nuineste amplitudinea acelei
funetii. Rezulti ci, deoarece — 1 < sin z < 1, z €R, amplitudinea

functiei sin este - (1 — (—1)) = 1.

Aplicatii

1. S& se stabileascd semnul:

a) sin = —ginZ, b) sin = —gin 2%, ¢) sin 2 oy
7 12 1,5 7 3

[l

Solutie. a) Deoarece pe intervalul [O, g] functia sin este erescitoare gi

deoarece ~ > T, rezulty:sin T —sin = > 0. b) Din sin = > 0 §i
7l 12 7 12 1,5

.8 . Y ) ’

sin 7" = sin (11: -+ ;) < 0, rezultd: sin 15 — sin 877‘: > 0. ¢) Din 3,141 <

< mw < 3,142, rezultd 2,096 < 233 < 2,097. Deci2 < %ﬂ gisin 2 — sin 2?“ == ()i
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2. 534 se reprezinte grafic functia

f:R >R, f(z) = 3sinz

Solugie. Functia f are aceeasi perioad¥ ca funectia sin gi aceleagi intervale de
monotonie. Amplitudinea ei este

maxf—minf_3~(—3)
2 AR e

—. 3,

Valorile functiei f se obfin din valorile functiei sin prin inmultirea cu 3, adic
graficul functiei f este dilatat in lungul axei ordonatelor fata de graficul functiei
sin. Graficul functiei f este reprezentat in figura V.12 prin linie continui penfru
a-1 deosebi de graficul functiei sin care este reprezentat prin linie intrerupti.

Graficul funcjiei cos. In tabelul urmétor sint trecute citeva perechi ordonate
de numere de forma (z, cos x).

7 b T 2r 51 I 4n 3n 5w 11n
x 0 —_— — —_ - P b1 — FEEC R R — 97
6 3 2 3 6 6 3120 L3 6
/3. 4 = V3 V3 1 V3
cos S e Bl e P S s, e
$1u2\2x0\2x o 1x 72 2)'02!2)' 21

Functia cos are aceeagi perioadd principald si acecasi amplitudine ca
si Tunctia sin. Graficul ei este schitat in figura V.13.

Fig. V.13,
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Fig.V.14.

Intervale de monotonie. Functia cos este strict crescdtoare pe fiecare inter-
val de forma [n -} 2km, 2 4 2kn], kK & Z s este strict descrescitoare pe
fiecare interval de forma [2kn, = + 2kn], k € Z. ‘

Semnul functiei cos. Functia cos are valori numerice pozitive pe fiecare

T

interval de forma [—g + 2k, = + 2k1r]. k& Z s este negativd pe

fiecare interval de forma [% + 2k, 32—“ - 2k7r], ke Z.
Graficul funciiel tg. Functia tg fiind periodicd de perioads principald =

se comportd la fel pe orice interval de lungime = de forma (—% + km,
= kr:]. ke Z

. - ™ T .
Monotonia. Dacd a, 2, & (— = ;] ., &y < &, atungi z, — &, & (— w,0),

sin [z — a)

Din tgz — tgs, = , sin (% — %3) < 0, cos &, > 0 i cos 2,>0,

COS & COS Ty
rezultd tgz, < tg ;.
Functia tg este deci strict cresciitoare pe orice interval din domeniul ei de
definitie. :
Graficul. Din proprietatea de periodicitate rezultd cd este suficient si
construim graficul pe intervalul (— %, %) gi apoi si-1 reproducem in am-

bele sensuri de-a lungul axei absciselor (figura V.14).

1. Si se precizeze semnul numerelor:
a) sin- 5 - sin 4, b) cos 2 4+ cos 4,
O . Am 57 11n
¢) sin _ — sin — d) cos —— — cos ——
6 3 3 6
T 3n
€0 — — €0S —
5 ] b T 9w
e) sin 7 cos 13 fjtg ——tg=—.
] x| T

. 23w ;
sin —— — sin —
14 Y
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2. Folosind graficul funciei sin,schifa}i graticele functiilor
a)f:R—>R, fx) = |sin = |, b) g:R—> R, glo) =sin |a|.

8. 84 se reprezinte grafic funcfia
f:R-oR, flz) = %sin z — 2.

4. Folosind graficul functiei tg, si se schifeze graficul functiei

iR —of >R, flz) = | tgz |

Unei egalitdti intre doud funetii i se mai spune identitate. De exemplu,
toate formulele din §2 — §5, puse in chenare, sint identit#{i,

Dacd valorile functiilor f i ¢ sint egale numai pentru o submulfime din
domeniul lor de definitie, atunci g(x) = f(x) se numeste identitate condifio-
natd. Aceastd notiune se extinde i la cazul mai multor variabile.

Ezemple
1. Dacj a, b, ¢ sint m#surile unghiurilor unui triunghi, atunci
cos @ - cos b + cos'c = 1 + 4 sin %sin%sin%.
Solujie. Egalitatea este o identitate conditionati, deoareee este verificatd
numai de acele valori ale lui a, b, ¢'pentru care @ + b - ¢ — . Din¢ — 7 —

— (a + b), rezulti

co8 @ + ¢os b | cos ¢ = (cos @ + cos b) — cos(a 4 b) =

= 2cos % 2bcos%— (2cos2%~b——1)=

=1+2cosﬂ(cos ol icos“+b)=

2 () 2

=1 +4cosa—+—b—sin—a—sin—é: 1 4 4sin LginZgin 2.
2 2 9 2 2 2

Observajie. Identitatea putea fi demonstrati $i pornind de la transformarea sumei
cosa +- cosb + cosc + cos(a + b + ¢) in produs, aga cum se va proceda in exemplul
urmétor. ’

2. 54 se transforme in produs suma

§ = s8in & + sin y -+ sin z — sin(z 4 y + 2)

gl 8% se scrie identitatea conditionats de & - Y+ z=m.
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Solutie. Se scrie succesiv

— = 322 . 0E
S =93sinZ +ycosi—2—l——2nosm{_—yi'—sm3—*—y=

=2sin Y J" Y (cos _{:_u — cos .":_TF_";_'JC_ZE) =

=4 it TEE ¥ R
2 2 2

Scriind sub aceast¥ form# suma, se obtine identitatea conditionatd:
dacd 2 | y + z = =, atunci

. . . x
sin z -+ sin ¥ 4 sin. z = 4 cos — cos Yeconral,
2 2 2

Identitatea conditionatd poate fi' demonstratd prin procedeul de la exem-
plul 1, fird a folosi suma S.

3. Dacia+b+c:-’;—§ia,b,caé%qun,kez atunci

tgatgh L tgbtge | tgetga = 1.

Solutie. Daci a + b # %. rezultd ¢ # 0. Deci
tgatgh +tgbtge +tgetga=1tgatgd +

i i tg a + tghd
t teh)tg| = —a — =1 t - L B - R P
+~(ga+g)g(2 a b] gatgb+ b

=tgatgh+1 —tgatgh=1.
Daci a—[—bi%; rezulty ¢ = 0. Din @ = ghb, rezulti tga tgb

tg btgettgctga=tg big (%—b):tgbctgb:i.
4. Daci a + b+ ¢} d=2kn, k CZ, 85 se arate ci sin a | sin b |-
+sine 4 sin d = (—1)pH 4sin”2b sin'”;” sin”zd.

Solujie. Din d = 2kr — (a + b + ¢), rezultd sin d = — sin(a + b 4 ¢).
Conform exemplului 2 avem

sina+sinb+sinc—sin(a+b+c)=4sina_§bsina_;csinb+r.
. : 5 2
Deoareceb_z'_czkrr—a+d, rezultd
o . : ! 3
sin J;c:sm(lmha_;d]=—coslm sma'l'd:w(—i)ksm"'l"d
2 2

i egalitatea este demonstrata.
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Exercitii
1. Daci x = y + z, s se arate cd:
a) tg = 1 ctg y + clg z = tg z clg y ctg z pentrucos x 5£ 0, sin .y 5= 0, sin 3 == 0.
b) cos z + cosy + cosz + 1 = écos-;icos%cos%.
Q. Daci @ + b + ¢ = 2kn, k = Z, atunci:

: L bl
a) sin @ 4 sin b + sin ¢ = (— 1)**1 4 sin _—:-sm ;sm%.

b) cos a + cos b + cos ¢ -} 1 = (—1)k 4 cos%ms%cos%.
3. Dacd 3 cos t + & sin ¢t + 5 = 0, atunci 3 tgs 4 betg: — 7 =0.
Indicajie. Daci = = cos t §i y = sin ¢, rezolvind sistemul 3z + 4y -+ 5 = 0 si x® 4
+ ¥2 = 1, se obfine cos. i = — i §i sin 1 = — %. Cu aceste valori egalitatea a
5
doua este verificati.

4. Dacii 3 cost + 4 sint - 5 = 0, sii se arate cii sin 20 — % Reciproca este
2

adeviirati?
Indicafie. Prima egalitate este aceeagi ca si in exercifiul precedent, deci cost —
= — i, sin t = — %. Deoarece egalitatea sin 20 = % este adeviiratd si pentru
5
4
o8 | = i. sin ¢ = T‘ » reciproca nu este adeviirati.
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Capitolul

VI |

| Ecuatii trigonometrice

§ 1. Relatii, functii
Fie doud mulfimi M, si M, si o proprietate referitoare la perechile
ordonate (z,y), unde x € M, si y € M,. Multimea tuturor perechilor ordo-
nate (z,y) ale produsului cartezian M; x M, care fac adeviratd proprietatea
datd se numeste relatie.
Ezemple. 1. Daci » € {—2,1, 2,3}, y € {—1, 2, 5, 8, 12, 15} si proprie-
tatea datd este y = 3z — 1, avem relatia
Rl = {(1)2)7 (275)1 (318)}
2. Dacd v € R, y € R gi proprietatea datd este y = 3z — 1, avem relatia
R,= {(2y) |ly=32—1, 2z €R, y € R}
3. Daciz = R, y &[0, + oo) gi proprietatea datd este y = 22, avem relatia
Ry = {(ay) |y =2 2 € R, y €[0, 4 00)}.
4. Daci » € {—3, 3, 4}, y & {—4, —3, 3, 4} i proprictatea datd este
22 4+ y* = 25, avem relatia
R4: {(_3’ ﬁ4‘)’ (‘*Bv 4)1 (31 —4)» (374): (4‘7 *3)1 (4?3)}
Relatiile R, R;, Ry din exemplele 1,2,3 sint relatii functionale sau funetii,
deoarece orice element din prima multime este asociat cu un singur element din
multimea a doua. Relatia R, din exemplul 4 nu este functie, deoarece un ele-
ment din prima multime, de exemplu 3, este asociat atit cu —4 cit si cu 4.
Deci in timp ce orice functie este o relatie, nu orice relatie este functie.
Dacd intr-o relatie se schimba intre ele elementele componente ale fiecirei
perechi ordonate se obtine asa-numita relatie inversd a relatiei respective.
Daci R este o relatie, inversa ei se noteazd cu /2. Relatiile inverse ale rela-
tiilor din exemplele 1, 2, 3, 4 sint: Rj' = {(2,1), (5,2), (8,3)},
Ri' = {(zy) |z =3y —1, z € R, y € R}.
R.’_ll = {(z.¥) ‘ = yz’ yER, =z = A 0‘3)}1
R/-;l = {(—4‘1 _3)» (41 _3)1 (““413)1 (473)v ('_'3)4)1 (374)}'
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Fig. VI.1 Fig. V12 Fig. VI.3

Functiile fiind relatii, ele au relatie inversi. Daci i aceasta este functie,
atunci ea este functia inversd a functiei date.

De menfionat este faptul c#, degi R, este functie, inversa ei R;! nu este
functie. Intr-adevir, de exemplu, numérul 9 este asociat prin R;! atit cu —3
cit gi cu 3 i nu se respectd cerinfele definitiei unei functii.

Relatiile ale c&ror elemente sint perechi de numere se numesc relatii nume-
rice. In acest capitol ne vom ocupa numai cu relatii numerice,

Locul geometric al punctelor din plan ale ciror coordonate sint elementele
unei relatii se numegte graficul relatiei.

Graficele relatiilor R gi R™! sint simetrice fa{# de prima bisectoare (dreapta
de ecuatie y = ). Intr-adevir daci P(a, b) este punct al graficului lui R, atunci
P’(b, a) este punct al graficului lui A~ si ecuatia dreptei perpendiculare pe
dreapta PP’ prin mijlocul segmentului | PP’ | este y = z.

Graficele relatiilor R, §i R;' din exemplul 1 sint reprezentate in figura
VL1, cele ale relatiilor R, i R;' din exemplul 2 in figura VI.2 gi cele ale
relatiilor R, gi R3!' din exemplul 3 in figura VIL.3.

§ 2. Inversarea functiilor trigonometrice

Functia sin: R—[—1, 1], ¥ = sin z nu admite functie invers#. Intr-adevir
in relatia

sin"t = {(z,y) | ¢ =sin y,  S[—1,1], y € R}

h . 1 : SN ;
acelasi numdr, de exemplu 57 este asociat cu o infinitate de numere dis-

tincte de forma % + 2km, k € % §i de asemenea, cu % + 2kr, k € 7 i se

contrazice definitia functiei.

Graficele funciiei sin si cel al relatiei sin~? sint reprezentate in figura V1.4
(sint simetrice fatd de prima bisectoare). Din grafic rezultd ci unei valori
date lui & din intervalul [—1, 1] i se asociazd o infinitate de valori ale lui Y
astfel ca z = siny.
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Fig. VI.&

Fie ¢ € [— 1, 1]. Multi-
mea valorilor lui y, astfel ca
a = sin y, se noteaz# cu sin™!
sau se mai obignuieste sd se no-
teze cu Arcsina. Denumirea
Arcsin provine de la faptul ci
functiile trigonometrice sint defi-
nite cu ajutorul functiei F de
acoperire universald a cercului,
care aplicd intervale ale dreptei
reale R pe arce ale cercului uni-
tate C.

In mod analog, functia
cos: R—[—1, 1], y = cos z,nu ad-
mite functie inversi. Vom folosi
notatii analoage cu cele de la
functia sin. Multimea valorilor
lui y astfel ca b = cosy se no-
teazd cu cos™ b sau Arccos b.

Graficul functiei tg: B — of - R, y = tg 5i cel al relatiei tg™ ={(=z, ¥)|
z=tgy, tER, yE R — ot} sint reprezentate in figura VI.5.a. si respectiv
VI1.5.b. Se observi ci relat,m tg™! nu este functie. Dacd ¢ = tgy, atunci y &

tglc sau y € Arctg c.

| j 1 | 3y
f 1' R spaftege ) IRV TR
| : : | ),
| \ I : ’/ff_
! | . | — =
7 Wi g i
a1 A iR T AN By i
T e 1 H 4 T
ooy ! | PR S R [ e S
it 7 R S Gl
| | ! 1
1 I | ! 3r :
| | | | 2
| : : ! e S e S f e U T, Sy T s el
| I
! | | |
o. g b.tg”!
Fig. VL5

§ 3. Functiile arcsin, arccos, arctg

Fie numerele reale date a, b, ¢, (¢, b € [—1, 1], ¢ € R). Multimile Arcsin «,
Arccos b, Aretg c introduse in paragraful precedent au o infinitate de ele-
mente. Ne propunem si distingem in fiecare din aceste mulfimi cite un
element, cu ajutorul eiruia si putem exprima toate celelalte elemente.
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Rezolvarea acestei probleme se poate face folosind alte functii care sint restrictii
potrivite ale functiilor sin, cos, tg si care s¥ fie inversabile. Aceste restrictiisint:

2
- (ﬁ; [0, =] = [—1, 1], ¥ = cos'z = cos z,

tg: (_ﬁ, —J—>R ¥y =1tgz=tga.

Eﬁ:[—i, %]—r[l,i], y =sin2z = s'n 7,

Dac¥ numirul real z parcurge intervalul [—E ] de la —Z la %

numéirul sin « parcurge intervalul [—1, 1], de la —1 la 1L ‘trecind prin flecare
punct al acestui interval o singurd datd. Deci functia sin este bijectivd si
admite inversa sin™l, care se noteazi cu arcsin i se scrie

arcsin: [—1, 1] —»[—3;—. %], y = arcsin .
In mod analog se poate ardta ci existd functiile inverse ale functiilor

cos i tg, care se noteazd cu arccos gi arctg si se scriu astfel:
arccos: [—1, 1] — [0, =], y = arccos z si arctg: R —»(—%. —J y = arctg r.
Graficele functiilor arcsin, arcos-gi arctg sint trasate cu linie continui res-

pectiv in figurile V1.6, V1.7, VI.8. Cu linie intreruptd sint trasate graficele fune-
tiilor sin, cos si tg pentru a se vedea simetria fatd de dreapta de ecuatie y = z.

x
£
g| yeoresinx g 17
2 0 ~
> I
4 - \ 4
£ 7 JESE e
—— ) % ) —f-i
Y=Sinx o= . ‘,‘2 i
..._7Z ' \\\
¢ I ,v;?o_sx
Fig. V1.6 Fig. V1.7
X
n ¥
3 g
_g_ /
7611
o1/ .
71T
z
|
i
Fig. v1.8
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Aplicatit

1. Si se calculeze:

a) arcsin 1, b) arcsin [%—3), ¢) arccos [—é—], d) arctg [—?]
Solujie. a) Din arcsin 1 = y, rezulti sin y =1, y & [_ % _’2‘_]
Deciy = = i arcsin 1 = =,
2 2
b) Din aresin (J/—;] = y, rezultd sin y = —]/2—3 siy € [— ey -’_25]
; VAR : T . (|/§ e At
Dar sin(—y) =5~ Deci —y =5 gl arcsin [5=)= —7

¢) Din arccos (— %) =y, rezultd cos y =—%‘§i y€[0, ). Dar (—1) cos y=

= — gi—1 =cos w, 0 = sin =. Deci cos wcos y - sinm 8in y = o8 &,

¢ 3
cos (mt—y) = GOS%-' Bl g Agadar y = 7 — 1 i arccos(-%) = %"
d) Din arctg [— ——] =y, rezulti tgy = —@ iy E ( ; ;]

Dar—tgy:?,tg(—y):l/?%' ‘—y:%- Deci arctg(

Vﬂ
=Y = — .E.
2. Sd se calculeze:
1 5
a) cos (arcsin E]' b) (arccos )» c) tg (arcsm & 1 aretg lt,)
LW,

.1
rezulta in —|=cos —=%Y"-
eultacos(arcsn 2) cos ¢ 5

o.,l

1

: . 4
Solujie. a) Deoarece arcsin = ",

. l o L
b) Din arccos 13 = 7, rezultd cos z = = gi x € [0,7]. Deoarece sin z > 0,
! . 12 )
sing = |/ 1 — cos®z = Deci
. 5) ; 12
sin arccos. —| = sinz = —.
13 13

T

$we[——

G‘wl-'—‘

: .4 .
¢) Dacd arcsin — = =, atunci sin z — = g] Deoarece
= -

T el 3 . S- 4 .
cosz = 0, cos x = |/ 1 — sin?z = Decitge = 2% — - Latel, din
. coOs x b

7 . o 7 P [ 7

tg =—=1y, It tgy =—-. Asad t = tg —| =

arctg = , y, rezultd tgy =_ sadar g(arcsm : - arctg 24)
tgz + tgy 3(32 4 7) 117

= t == = =

gz +9) 1 — tgzigy 72 — 28 44

3. Dacd a € [—1,1], b €[—1, 1], ¢ € R, 54 se arate cd: a) sin(arcsin a)=
= @, b) cos(arccosb) = b,
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¢) tg (arctg ¢) = ¢. d) sin(arccos b) = /1 — 42,
V1=
a

e) cos (arcsin a) = |/T —a?. f) tg(arccosa) = , @ % 0.

. . ™
2) aresin 4 + arccos a = -

|

Solutie. a) Din arcsina — z, rezulti sinz = a, v < [ -_% "].

Deci sin(arcsina) = sin z = a..

Egalitétile b) gi ¢) se demonstreazi in mod analog.

d) Din arccos b = z rezultd cos z = b, z € [0, =].
Deci sin & > 0 gi'sin x = /T — cos’z = |/T — . Agadar sin(arccos b) —
= sin z §i egalitatea este demonstrat.

e) Se demonstreazi ca in cazul d.

f) Din arccosa = y, rezulti cosy —a, y €[0, n]. Deci sin :y > 0.

Dar a # 0, deci y € [0, %) u (—725. -n:]. Asadar

siny V11— a® I
cosy a

tg(arccos a) = tgy —

g) Egalitatea rezulti din sin(arcsin a) = sin [% — arccos a) =il

4. S se arate oX, dack a € [—1,1], b €[—1, 1], ¢ € R, atunci:
a) aresin (—a) = —aresin «, b) arccos (—b) = w — arccos b, ¢c) arctg (—¢) =
= —arctg ¢, d) cos (4 arccos b) — 8% — 8b% | 1.

Solutie. a) Din aresin(—a) — z, rezultdi sin 2 = —a, — sin ¢ — a, sin(—z)=
=a, —z = arcsin a. Decl arcsin (—a) = & = — aresina.
b) Din arccos (—b) = z, rezultd cos z = —b, —cosz — b,-cosmcos x

-} sinw sin £ = b, cos (x — x) = b. Deci m — & = arccos b gi arccos (—b) = w=
© = 7 — arccos b.
¢) Se demonstreazi ca in cazul a).
d) Din arccos b = z, rezulti cosz = b. Deci’
cos(4 arccos b) = cosbx = 8costz — Bcos?z | 1 — 8h4 — 8p2 4 1.
5. Dacdl z € (— o0, 0) |y (0, + oo), s& se arate ci:
arctga?  arctg L = T,
; " at 2
Solufie. Se observi ci tg (arctg 2?) = a2 i tg (% — arctg 12] =
2 &
1 1

_— = = 32
tg (arctg iJ i
a3 x

Inseamnd ci arctg 22 e —’21— arctg iﬂ + kmy, k € Z, egalitate care se
X

=clg ( arctgi] =
i

)

mai scrie:

arctg 4® | arctg 12 = -;5 + kr, k= Z.
X
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Deoarece 2* > 0, arctg z® = [O' ) 8l arctg = [0 2] Deci arctg z% o

+ arctg — € (0,m). Asadar egalitatea poate avea loc numai pentru X =0.

6. Dacﬁ z > 1, si se arate ci

Qarctg x - are sin —2° - =
1

+ a2
Solujie. Pentru 2 — 1, egalitatea este verificaty. Presupunem «ci x> 1
o » 2z . 2 tg(arctg ) 2
1 fie y = 2arclg z, z — arcsin . Atunei t = —
¥ y g 14 =22 gY 1 — tgilarctgx) 1 — 22
§i tg(r — 2) = — tgz. Deoarece x> 1, z € (0, 1] §i c0s 2>0. Avem sin z =
: 22 — 1| 2% — ;
= 0 = == D t = - =
i si cos z = e :c2+ eci tgz — 1§1 tg(r — z)
= 2= - Din tgy = tg(r —2), rezulti y=n—21 kn, Kk Z. Sin-
—_—

gura posibilitate este k& = 0, deoarece% < arctgx <%, iar z este situat

in intervalul [O,‘ g] Asadar. egalitatea este demonstrati
Enuntul se putea da si sub forma: S se arate ci

2z

_.tx

f: [1, + o0) = R, f(z) = 2aretg x - arcsin 1

este o functie constanti.
Rimine ca exercitiu si se arate ci

g:i(—oo0,—1] >R, g(a:) = 2arctgx +- arcsin ; i

2

esteo functie constantd si sd se determine acea constanti.

Functia & : (—1,1)->R, A(z) = 2arctg & + arcsin i j_ . hu  este con-

T

startd. Intr-adevér se pot gisi dou valori distincte ale ei, De exemplu, (0) =

si h('/3)—2arctgl/3 -+ aresin |/3 ;"

Exercigii

1. Sii se afle numerele:

a) arccos % » b) arcsin [— I/2 dJ » ¢) sin(arctg |/ 3),
3 '3 3 A
d) tg [arccos -!-/2—3 -+ —;— arcsin !%] + e) sin [arcsm + arcsin 5]

f) sin (3 arcsin %}

2. Dycd = = 2 arctg —3- sd se calculeze sin x si cos .
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8. Si se defermine = astfel ca

o Hieal ™
arety — - arctg = =,
H 2
4. Si se arate ecd:
2 6 — /2
a) arccos VT + am,osz— = arrcosl/—a&—l/—-’

i 2 |
b) aresin = + arccos 2 = aresin e ¥
25 25 625

¢) Dacil a si bsint numere reale, a =% 0 ,si se arate ci
i 2 2
arcsin ——o + arctg b— = ,
Va' + 61 at 2
d) arcsin V;; - arccos I'/215 + arctg |/1(h =,
| 10 : X G : 5
e) arcsin 14 + arcsin !L = arcsin L+ aresin l/—5
10 5 bl
bka 5 — 3 3 5
f*) arctg — arety =arelg —, z < —. (De ce?)
5 — 3z 5 & L 4 4 3 (

sinz + 2cosz tg(z + arctg 2), tg 53:1&%'

cos x — 2si
5. S4 se rezolve ecualiile:
o 3
a) arcsin + arccos > = T,
14 22 5 2,

W 3 oz
) arctga:+a1'ctg 2 + arctg- g

c) cos(3 arccos x) = cos(2 arccos z) 4 1

§ 4. Ecuatii trigonometrice fundamentale

Fie functia f : E - R, i = f(), unde E C R, iar f(z) depinde de 2 numai
prin intermediul funetiilor sin, cos, tg, ctg. O egalitate de forma

flz) =0
se numeste ecuajie trigonometricd.

Existd ecuatii trigonometrice verificate pentru orice valori date variabilei
(identitatile), ecuatii verificate numai pentru anumite valori date variabilei
§i ecuatii care nu sint verificate pentru nici o valoare dati variabilelor
(de exemplu sinz = 2).

Valorile variabilei care verifici ecuatia trigonometrici se numesc solutii
ale ecuatiei. A rezolva ecuatia inseamni a-i afla solutiile.

Ecuatiile trigonometrice sint = a, cost = b, tgt — ¢ se numesc ecuafii
trigonomeirice fundamentale. Conform paragrafului 2, solutiile acestor ecuatii
sint respectiv elementele multimilor Aresina, Arccosb, Arctge.

Ecualia sint = a. Deoarece sint&[—1, 1], ¥z R, ecuatia are solutii dacd
§i numai dacd a =[—1, 1]. Pentru fiecare valoare dati lui @, pe cercul unitate €
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TFig. VL9 ) Tig. VI.10

existd cel mult doud puncte de ordonati a. Intr-adevir, din sin ¢t = a, rezultd
cost— 4 /T —a’ Deci cele’ dous puncte sint M, (/' 1T— @ a),
M, (— 1/"1 —a? a) si avind abscisele numere opuse si aceeasi ordonatd,
sint simetrice fatd de axa ordonatelor (figura VI.9 pentru 0 <a <1 s
figura VI.10 pentru —1 < @ < 0). Existd un singur punct cind a =1 sau
a=—1.

Dac# se cunosc doud solutii.ale ecuatiei, corespunzitoare celor doudt puncte
M, $i M,, celelalte solutii se pot scrie cu ajutorul lor. Conform definitiei func-
fiei arcsin, o solufie a ecuatiei sin ¢ = @ este ¢, = arcsin a, deoarece sin ¢, =
= gin(arcsin a) = a. Deci F(i;) = Ml(‘]/i — @, a). De asemenea, deoarece.
sin (m — 4,) = sin #; = @, #, — ® — {;, = m — aresin @ este o a doua solutie gi

F(t,) = M,(—]/1T—d? a). Tinind seama de periodicitatea functiei F, solutiile

ecuatiei sin t — @, sint Arcsin @ = {arcsin @ 4 Zk-n: |kGZ}U {m — arcsin a +
+ 2kn | k € Z}.

in particular, ecuatia sint = 1 are solutiile

Arcsind = {—’21 +%r ke z}.

ecuatia sin- t = —1 are solutiile
Arcsin (—1) — {_g = z}

gl ecuatia sin ¢ = 0 are solutiile
Arcsin 0 = {kr | k € Z}.
Exemple. 1. sinz = —z— Ecuatia are ca multime a solutiilor Arcsin —i— =
= sin~1 -2— ={arcsin%+ 2kn | k € Z} u {7: — arcsin % + 2k |k E Z}-
2. sing = — % Deoarece aresin [—%] = — %, ecuatia are ca mul-
time a solutiilor.

s_in“(—-;—]={_—%+2kr:|ke z]u {’E"— T % |k € z}.
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Obserpajie. Deoarcce
Arcsin @ = {(—1)% arcsin a 4 2kx | k e Z} U {(—1)*h+L arcsin a 4 (2k + 1)=n | k = Z},
prin efectuarea operaliei de reuniune, rezultd
(1) Arcsin a = {(—1)* arcsin @ + kr [k &

De multe ori este comod ca multimea solutiilor ecuatlel sint=a,a &
€ [—1, 1] 54 se re’gln? sub forma (1).

a1 . 1 1
Exemplul 3. sin z = — e Deoarece arcsin ( —E) = —aresin -, avem

= {(~—1)"*+1 aresin % + kr |k & Z}.

Ecuatia cost = b. Deoarece cost & [—1, 1], V¢ €R, ecuatia are solutii
dacd gi numai daci & €[—1, 1]

Dacii b este dat, din cos ¢ = b, rezultd sin { = + /1T = b2 Inseamni ci
pe cercul unitate C existd numai doud puncte M, (b, |/T — %) si M,(b,
— /1 — #?) de abscisi b. Aceste puncte sint simetrice fatd de axa absciselor
(figura VI.11, pentrua > 0 gi figura VL.12, pentru @ < 0). Deoarece cos t =
= b §i cos (—t) = cos ¢t = b, numerele t; = arccos b §i t, — — {, — —arccos b
apartin multimii Arccos b si F(t,) = M,, F(l,) = M,. Periodicitatea functiei
I ne di posibilitatea sd scriem
(2) Arccos b = {arccos b + 2kn |k € Z} U {—arccos b + 2kn | k € Z}.

In particular, solutiile ecuatiilor cos ¢ =1, cos t = —1 gi cos t = 0 sint
respectiv:

Arccos 1 = {2kn | k € Z}, Arccos(—1) = {n | 2kx |k € T} si

ArccosO:{%—f-kr: | k€ Z}.

Exemple. 1. cos z = % Deoarece arccos% = T, rezults
7 Al

xe{-?-k2kn[keZ}U{—§+2kn|keZ}.

Fig. VI.12
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/Am,—q

A(1,0)

I(lc)

Fig. VII13 Fig. VI1%e

3 3 3 Y

2. cosx = — —-. Deoarece arccos | — ? = W — arccos Z, rezultd
4

J;e{ﬂ:— arccos%-}-ﬂm}kez}u{—n—l— arccos%+2kn|kez}.

Ecuafia tg t = c. Deoarece tgtia toate valorile reale cind ¢ E[— g.g i

ecuatia are solutii, oricare ar fi valorile reale ale lui ¢. Atunci cind ¢ este
dat, pe dreapta de ecuatie, £ = 1, existd un singur punct T, care are
coordonatele (1, ¢). Dreapta OT (figura VI.13 pentru ¢ > 0 si figura VI.14
pentru ¢ < 0) intersecteazil cercul C in punctele M, si M,. Dacd t, —arctgec,
atunci F(t,) = M, si F(r -+ t;) = M,. Deci tgt, = c si tg(m + ;) =¢. Tinind
seama de periodicitatea functiei tg, solutiile ecuatiei tg? —= ¢ sint
(3) ; Arctg e = {arctge 4k |k € Z}.
Exempl:e. 1. tg x = 5. Multimea solutiilor este
Arctgh = farctgh -+ kn | k € Z}.

2. tgt = — |/3. Deoarece arctg (— 1/3) = —arctg V/3=— %rezulté
o Arctg(_[/é)z{—gwm |k c z}.
3. clgx :‘—4. Din t; = rezulti tg 2 = — % si

A '
m:tgl[—z]_{ arctg4+kn[kez}.

4. ctg x = 0. In acest caz nu se poate apela la funcfia tg, dar el )
sm x

De aici cos z = 0 si sin z # 0, sau

xe{gju kr:lkEZ}.
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Aplitajii. 1. S4 se rezolve ecuatiile

a) s f(x) = sin g(z), b) cos f(z) = cos g(x), ) tg f(z) = tg g(x),
unde f si g sint functii definite pe aceeagi multime A < R.
Solujie. a) Ecuatia se scrie succesiv: sinf(z) — sing(z) = 0,
{lz) + gla) . Flz) — &lz)
2 2

2 cos sin = 0. Ecualia are solutii daci si numai dacd
existi un numir intreg % astfel ca

{(@) + g(x) = © + 2kn sau f(z) — g(z) = 2kr.

b) Scriem ecuatia succesiv: cos f(z) — cos g(x) =0,

2 sin (12 £ 808) g fl2) 115} _ g,

2

Constatdm ci are solutii dacd si numai dacd existd numarul intreg & astfel ca
f(x) + g(z) = 2kn sau g(z) — f(x) = 2kn.

sinff(z) — glz)]

cos f(x) cos g(z)
existd numérul intreg & astfel ca

f(x) — g(z) = km, cos f(z) # 0, cos g(z) # 0.

2. S# se determine mult{imea valorilor lui z astfel ca:

¢) Ecuatia se scrie = 0. Are solutii daci §i numai dacid-

a) cos 4z = cos z, b) tg 3z = tgx,
¢) sin 5z = cos 2z, d) sin (2 + 2) = sin(z 4-1).
Solutie. a) Conform aplicatiei 1. obtinem 4z, = 4 2 + 2kr, k € Z.

L - 2k v o ol 4k
Deci z), = % sau j, = -5—“ Solutiile ecuatiei sint elementele multimii

ke =ik
3 5
b) Se obtine 3z, = zx -+ kr, k € Z sau zk:’i;i. ke Z. Dar cos ¢ #

# 0 si cos 3x # 0. Asadar z € {kn | k € Z}.
¢) Din sin 5z = sin (% — 2:::]. rezultd 5z, = (—1)* [% = 2:5,,) + km,

k € Z. Solutiile ecuatiei sint elementele multimii

(‘1)k§+ kr
e R €

d). Avem 22 + o =, + 1+ 2kn, k€ Z sau a - =7 — 2 —
— 1 - 2kn, k € Z. Rezolvind ecuatiile de gradul doi gi punind conditiile
de existentd ale radicalilor, solutiile ecuatiei sint elementele multimii

{V1T+ 2= |k ecN U {— |/1+ 2= |k eN}U
U{—1+ @+ |k eNU{-1—/@k+1)r | ke N}
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Exercitll

S4 se rezolve ecuatiile:

ﬂ)cos!tx:-—}—. h)cos[z+£=cos£—2z.
e 2 4 3
¢) sin 8z = cos z, d) tg 5z = — 1,
e) tg 22 tg(a: + ﬂ =4, 1) sin(z?) = sin =,
g) sin z = Kﬂw .
4
Solugie. Calculind sin 5z, se obfine sin 5z = 4, deci ap = M. ke Z.
10
Deoarece 0 < sin z < %, se pistreazi din intervalul [0, 2x] numai solufiile z; = 3
2 10
si 2p = 7 — i% = ;,—; . Tinind seama de periodicitatea funcfiei sin, solufiile ecuatiei

sint elementele mulfimii

{1+ 2k1:|ke2}u{"£+ wmufez}.
10 10

§ 5. Ecuatii trigonometrice care se rezolvd
cu a]utorul unor ecuatii din algebrd

Citeva exemple sint suficiente pentru a 1¥muri unele situatii mai impor-
tante care apar atunci cind. se rezolvd asemenea ecuatii.

1. 2 sin?z + sinz + 3 = 0. Se noteazd sinz = y. Rezultd 2+ y +
4 3 = 0. Deoarece A = (—1)? — 24 = —23 <0 si deoarece sin z este numér

real, ecuafia nu are solutii,
9. cos?z — Hecosx + 6 =0. Daci cdsz =y, rezultd y*— 5y 46 =0.
Deoarece y; = 2, ¥, = 3 §i deoarece cosz # 2, cosz # 3, ecuatia nu are

solutii.
3. 2 cos?t — 11 cost + 5 = 0. Dac#i cos t = z, rezultii 222 — 11 2 4 5 = 0.

Agadar z; = % si g, = 5. Cum cos ¢ # b, rezultd cos t = % gi ecuatia are
solutii. Deci s '
te{£+2kn|kEZ}U{—¥-—|—2kn| kez}.

4, sin®f — 14 cos?t — 11 sin ¢t + 16 = 0. Ecuatia se mai scrie sin?t — 14(1—
—sin?t) — 14 sin¢ + 16 = 0, 15 sin?t — 11 sint 4 2 = 0. Punind sint =z,

gi

c*=I* II

1 2
rezultd 1522 — 1tz + 2 =10. Deci z = ;sau B Din sin t =
sin = %, rezultd ci solutiile ecuatiei sint elementele multimii

{(—1)’* arcsin éu—f— kn |k € Z} u {(~1)“ arcsin%—F ke |k € Z}.
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b, tg?t — 3tgt -+ 2 = 0. Dacd tgt = 2, rezultd 2% — 3z + 2 = 0. Deci
#y =1 §i w0, = 2. Rezolvind ecuatiile tg ¢ = 1 gi tg t = 2, rezultd
t e{%+ k| & ez}u farctg 2 + kr | k € Z}.

6. tg 2+ ctg 2= ; Ecuatia se poate scrie sub forma tg 2z -+ tL = %
g R

sau 2tg?x —5tgz + 2 =0. Se obtine tgxz = é— si tg 2= 2. Solutiile

ecuatiei sint elementele mulfimii

{arctg%—k ke | k€ Z}U {arctg 2 + kn | k € Z}.

7. a cos®z - tg2x = s @ €[2, 4 oo). Ficind substitutia tgx =y se

a4 2
. 2 2
obtine ecuafia 2y* — ay? - ¢ — 2 = 0. Rezolvind ecuatia in y? §i apoi reve-

Deoarece

nind la substitutia facutd, rezultd tg2x = 1 sau tg? z = o=

-
g =

a €[2, 4 oo0), rezultd cd tgzx =1, tgz = —1, tgx:Va
a— 2
7

- Solutiile ecuatiei sint elementele multimii: .
{%—[—kﬂ keZ}U{—%-f-kﬂ kez}u

a— 2

U {arctgva;2+kn| kEZ}U {—arcth 5 +k'n:,[kez}-

Exercigii

Sd se rezolve ecuatiile:

1. 3 sin%z 4+ 2cosxz — 1 =10

2.2 cos*z — (2a + 1) cosz +a=0

Indicatie. Rezolvind ecuatia de gradul doi se obtine cos x = %— sau cos » = a. Solu-

tiile acestor dou ecuatii sint si solufii ale ecuatiei date (ecuatia cos & = a are solufii daci
si numai dacd a & [—1, 1]).

- o . 1
8. cos 2z + 2 sm.r—-z-: 0. 4. sin®*z + tg?x = % 5. sintx 4 cos‘:c:—2~.
‘8. tgxz + sin 2z — 2 = 0.
Indicatie. Se face substitutia tg @ = y si se obfine

y—1) (y*—9y+2) =0
Rezultid )

xe{%‘—]_ ke | keZ}.
9. 6ctge + 6 tg 22 + 5 = 0.

8, sin = - 2 cotx + — =9, sinz=£0,
; sin z )
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Indicafie, S faco substitujla sin @ = ¢ si se obline

(6—1) (28 ¢ ¢4 1) =0,
Rezultd P i b )

.TE{:--I-'M'T:lkEZ}.

2
— = 3,
1+ cosa

2

9. cos 2 L sin® p 4

§ 6. Ecuatii de forma acost 4 bsint 4-¢ =0

Presupunem cii a # 0 §i b # 0. In cazcontrar ecuatia ar fi de tip funda-
mental. )

Pentru rezolvarea acestei ecuatii existf mai multe metode. Prezentdm
numai unele dintre ele.

Metoda I. Constd in determinarea punctelor F(l) = M(cos t, sin 1) situate
pe dreapta de ecuatie axz - by -+ ¢ — 0. Deoarece cos?i + sin?¢ = 1, punind
Z = €08 I, ¥ = sin ¢, determinarea numerelor cos ¢ §i sin ¢ se reduce la rezolva-
rea sistemului format din ecuatiile az -+ by +e¢=0s 2%+ y2 = 1. Sistemul
este echivalent cu sistemul  °

(a* 4 b%) a* + 2acx + ¢z — b2 = 0,
ar + ¢
b

y=—

Ecuatia de gradul doi in z are solutii reale daci 8i numai dacd (ae)® —
— (a® 4 b?) (¢2 — b2) >0 sau '
(4) ' T

Dacd a® 4 b* > ¢? sistemul are dou& solutii distincte (1, ¥1) §1 (25,45),
iar daci a® - b? = ¢ sistemul are o singurd solutie (z,, y,). Solutiile ecuafiei
se determind tinind seama de pozitia punctului corespunzitor fiecarei solufii
pe cercul unitate C.

Ezemple. 1. cos t 48 sint — 7 = 0. In acest caz a =1, b =8, ¢ = -7,

a® 4 b* = 65 si ¢? = 49. Ecuatia are solutii deoarece a2 -+ b2 > ¢ Rezolvind
sistemul format din ecuatiile z + 8y — 7 = 0 siz?+ y2 =1, unde z = cos ¢

§i ¥y = sin ¢, se obtin solutiile (i,ij §i [—i. 2 Punctul M, [-3—, i)
5.0 5 13 13 505
este situat in cadranul I al axelor de coordonate, iar punctul M, ( — 133 g)

in cadranul II. Din sin ¢ = _’;"_, rezulti 1 {arcsin %'—i— 2kn | k € Z} , lar

din sin ¢ =:—;, rezultd | & {'r: — aresin :—3—}— 2kn | k € Z}. Solutiile ecua-
tiei date sint elementele mulfimii

{arcsin %+2kn|k e z}u{n—arcsing+2 kr |k € z}.
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2. |/Beost — 2sint — 3 = 0. Avema = |/5, b= -2, € = -3,
a + b2 =9, ¢? = 9. Deoarece a? | b? = ¢2, sistemul z /5 —2y —8=0,
22 | 92 =1, unde x = cost, ¥y = sin¢ are singura solutie (_3-. _%)
Punctul corespunzitor acestei solutii este situat in cadranul I'V; deci

le{— arcsin%—i— 2k | k € Z}.

3. (m? —n?)cost 4 2mn sint —1—m2—n2=0. Avem a = m® — n?
b=2mn, ¢=—1 —m?—n? a®+ b= (m?+ n??% c= (14 m®4 n?2
Deoarece a? - b2 < ¢?, ¥Ym € R, Vn € R, ecuatia nu are solutii.

Metoda II. T ¢ o r e m &. Oricare ar fi numerele reale ¢, a, b, a®+ b # 0,
exists numirul real wunic a & [0,2=) astlel ea acost + bsint =
=|/a® + B sin (t + 2).

Demonsirajie. Dacd § =a cost + b sin?, rezultd

Ry LA cost+——b——aint
Va: + 6 | a + b Va® + b é
a . b g, . .
Numerele i1 reprezintd sinusul respectiv cosinusul ace-

VVa® + b2 Va® + b*
luiagi nume“u- real @, « € [0, 2w) deoarece suma pdtratelor lor este egald cu 1.

Agadar Y
demonstrati. Umcltatea lui a, ac[0,27) rezulta inlocuind =0 §i{ = E in
~relatia @ cos t 4 b sin t = ]/a," + 5% sin (t +«).
Ca aplicatie a acestei teoréme este metoda II de rezolvare a ecuatiei
acost -+ bsint 4+ ¢ = Q.

== sinacost - cosasint = sin(a + ) §i existenfa lui « este

- Ezemplu. cos z + |/3sin z = |/ 2. Avem |/ a* + 6* — 2. Inseamn¥ o¥

3 v i e i/
._cosx_i_ismx:'fz_sau sm% cosac—|—vcos%t smx_VT.

2
Deci sm(a: + Z| =sin % Asadar z;, + % = -’i+ %r, k € Z sau
= (x;, + %] + 2kr = % k & Z. Solutiile ecuatiei sint elementele multimii

b > 7n
{E+2Jm|kez}u {E+2Im|kez}.

Un exemplu pentru cazul cind ecuatia nu are solutii este urmdtorul:
2sint 4 3 cos t ++ 15 = 0. Conditia de existentd a solutiilor stabilitd la metoda
I aratd cd aceastd ecuajie nu are solutii. Folosind metoda II,ecuatia se scrie
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sub forma sin(z 4 1) = — 1—;, unde @ = arecos ——, Deoarece — —— nu
V13 /13 l/

apar;ine'intervalului [—1, 1] ecuatia nu are solutii.

Observajii. 1° De la caz la caz se utilizeazi prima sau a doua metodd in functic de
dificultatea calculelor numerice.

2° Se poate utiliza o a treia metodd, ficind substitutia tg % =y, dacd ecualia are ne-

cunoscuta z. Prin aceastd metodd se pot pierde eventualele solutii de forma zp — (2k 1),
ke Z, dat fiind faptul ci functia tg nu este definitd pe toatd mulfimea numerelor reale.

11—
! 1 4 2.
§i sin 2 = % (formulele (13) si (14) Cap. V). Ecuatia se scrie succesiv

Exemplu. cos z1-2 sin z + 1 = 0. Daci tg % = t, atunci cosz =

1 — g2
1+t”+1+t“

timea solutiilor ecuatiei este{—~2 arctg % + 2kr |k € Z} - Rezdlvind insi

+1=0, t_—%. Dintg%: —%, ar rezulta c¢i mul-

ecualia, de exemplu prin prima metodd,se obfin gi solutiile {x-2kr |kSZ},
solutii, care prin substitutia ficutd au fost pierdute deoarece tg‘—j-este ne-

definitd pentru z — = 4 2k, k € Z. In concluzie, inainte de a rezolva
ecuafia prin aceastd metodd se verificd dacd 2y — x + 2kn, k € Z sint sau
nu solutii ale ecuatiei pentru a evita pierderea lor.

3° In unele cazuri este indicat ca, dup¥ ce se giisesc numerele sin z i cos z
prin prima metodd, si se aplice formula sin 2z = 2 sin # cos  pentru a scrie
solutiile ecuatiei sub o formd mai potrivitd. De exemplu, dacd avem ecuatia

(24 1/3)cos & — sin z — VE‘(i +1/3)=0,
Ve+1/2 V2— s,
4

utilizind prima metodd rezultd Cos & = —— —— sing =

Punctul M(l/E 'Z Ve, V2 _k VE) este situat in cadranul IV. Deoarece

sin 2z =2 sinz cosz = — % , s-ar piérea cd solutiile ecuatiei sint velementele

multimii {(—1)’”’1 1324— % |k € Z}. In realitate, deoarece cosz > 0 i

sing <0 si deoarece — i <sing <0, solutiile ecuatiei se ob{in din so-
T 23n

| 1
lutia particulard 2n — e a ecuafiel sin2y = — 5 pentru k& = 4.

Deci

xe{%"-a-zim;kez} 3
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ercitii

Sd se rezolve ccuatiile:

1.2 cost —sine 2 —=0.2. (V7 — 21/2) cost —sine 41 —u.
8. cost +sint -+ |/ 2 = 0.

.5 (4 + /20) cost — 5 sine 4 8 + 31/ = 0.

-/ Beost —sint—2 =10, 6|/ 3cost—sint—|/3=0.

=N

o

Aplicatii

1. Sd se reprezinte grafic functia

f:R =R, f(z) = sin2z.
Solutie. Functia este periodicd de perioad# principald . intr-adgvér din
.8in2 (¢ + T) =sin2z, Y z € R, punind 2z = ¥, se obtine sin (y J- 2T) =

=siny, Yy € R. Deci, dacd T este perioadd pentru f, 27 este perioadd
pentru sin. Functia sin avind perioada principali 2z, functia f are perioada
principald .

Funectia f are amplitudinea egalé cu 1. Punctele de pe grafic care sint de

ordonatd maximi 1 au abscisele % + kr, k € Z. Graficul lui f se obtine din

graficul functiei sin printr-o contractie de-a lungul axei absciselor. In figura
VI.15 este reprezentat acest grafic.

Observatie. Miscarea oscilatorie armonicd simpld este descrisi complet cu ajutorul unui
model matematic implicind miscarea circulard uniformd. Pot fi considerate cu aproximatie
migedri armonice simple urméatoarele : migcarea geamandurii in apé fn sus si in jos, pistonul
unui motor cu combustie internd, particula de aer in timpul trecerii unei unde sonore simple
ete. Toate acestea si multe altele cer schifarea graficului unei funciii de forma

TR R, ) o eon(mm Bl e

unde a este amplitudinea, o se numeste pulsafie, iar b se numeste fazi inifiald. Perioada

" principald a acestei funclii este

[ o]

2. 5S4 se arate cd functia

g:R >R, g(x) =5sin6 z J cosl5 x

e, 3 S a2
este periodicd §i are perioada principald =—.
5
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Solujie. Fie T o perioadd. Atunci
sin6(z + T') + cos15(x 4 T) =sinbz + cos1b 2z, Vzr € R.

In particular, pentru z = 0 gi respectiv pentru z = %se obtine

{sinﬁ Lisleon s TP =11 # sin 6 T = 0

sin6 T — cos15 T R T -
Dinsin 6 T = 0, rezultd 7' =—, k' € Z, iar din cos 15 T' =1, rezulti
T = 2‘:_71 , k" € Z. Prin egalar'e se obtine £ :%‘”. Deoarece k' € Z,
)
2k

rezu]tﬁ k' =5k kel Asadar '—

Wk EZ, Rezulta cd orice pe-

2kwe
rloada a funectiei g este un numdr de forma ——’;— ke Z.

S ardtim ci toate numerele de aceastd form sint perioade:
g(':; AL s ]:smﬁ(z o —w) + cos 15(37 i 2 ] o

= sin (6x - 4km) 4 cos (15x 4 10k7|:) —
= sin 6z -+ cos 15z = g(z).

Perioada principald este ?31’
3. S4 se reprezinte grafic functia k : R — R, k(z) = cos & 4 sin z.
Solutie. Pentrn a localiza punctul (z, cos z | sin 'z) se adund ordonatele
punctelor (z, cos x) si (, sin z) pentru fiecare valoare a lui z. In figura VI.16
se poate observa cum se obtin punctele graficului functiei 2 din graficele
functiilor sin si cos, iar in figura VI.A7 este trasat graficul functiei f pentru
2 € [0, 2x]. Perioada principald a acestei functii fiind 27, pentru a obtine cit
_dorim din graficul ei se reproduce in lungul axei absciselor graficul din figura
VI.17. Aceeasi figurd ne indicd faptul ¢ max 2 =k (’:-j: /2, iar min
" 3
== [5{] = — /2. Intr-adevdr, din Ak(z) =sin x + sin (E' — :1:] =
= 2sin % cOS (:c — ?) 1/2 cos (a: -— Z] rezultd ¢d amplitudinea acestei

ublolii gt I T, e iAol

y=Sinx+Cosx
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Obsercatie. Balansarea pendulei, oscilagiile dintr-un circuit electric, vibraliile corzilor
viorii sau ale altor instrumente muzicale generatoare de unde sonore, misedrile electronilor
in atomi si multe alte fenomene fizice si biologice pot fi descrise, cel putin in parte, prin
functii de forma

H,:R - R, H(z) — @y + @y cos z + by sin z,

H, :R - R, Hyz)= H(z)+ a,cos 2z + b, sin 2z,

H,:R > R, H,(x) = Hy(z) -} a;cos 3z -} by sin 3z
gi celelalte, functii ale cdror grafice se pot schita ca in cazul functiei A.

4. S§ se reprezinte grafic functia

f:R >R, f(x) = /3 sinkz — 8 sin?zcos?w

Solutie. Deoarece 8 sin?zcos®z = 2(1 — cos 2z)(1 + cos 22) = 2(1 —
— cos22z) =2 — 2 082 22 = 2 — (1 4 cos 4 ) = 1 — cos 4z, f(z) se scrie
sub forma f(z) = coséz + |/3 sin bz — 1.

Deci f(z) = 2 (% cos 4z + '%'isinéx) —1=

— 192008 [g cos 4z + sin ;sinlw}— ISt =—"5) cos(lm: — ;) o

Amplitudinea, functiei este
max f —min f 1 —(—3}___2

h P) 2
Functia este periodicd. Intr-adeviér; dacd T este o perioadd, din

2 coQ [4(z:+ T)—g] ¥1=2cos(4x—%], Yz € Rsi din4x‘%~_-

= y, rezultd
cos (y + 4T) =cosy, Yy & R.

Perioada principald a functiei cos fiind 2w, rezultd c& perioada principald a
funcfiei f este—;—.

Se figureazi mai intii punctele ale ciror coordonate sint trecute in tabelul:

o 8 Sl ToRl M S ST S ST
& (i T e s S
5 12 6 & 3 A2 a2
fey | 0 1 0 —2 —3 —2 0
Graficul functiei pentru x & [07 g] este trasat in figura VI.18.
Exercitii
7. 84 se determine perioada principald a functiilor: 7 .\, N
a) f; :R— R, fi(z) = sin 5z, g3
b) fs :R—R, fyfz) = cos % 0
i =7
¢) f3 :R—R, f3(z) = sin 35z + cos 42z.
‘8. Si se arate cai functia ; -2
g:R =R, glz) =sin 4= + cos |/2z nu este periodici. 3
9. S se reprezinte grafic functia i
h:R— R, h(a) = & sinz cosz — 4 |/3 cos’c + 2|/3 — 3. . Fig. VL. 18
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1. Fie A si B doud puncte distincte, M un punct -situat pe dreapta AB si numérul
d : 4
real a > o | AB |. S& se arate ci existd un singur punct M e AB astfel ca || AM|| =

=asi |AM || = || BM |, Si se studieze si cazul 0 < a < A | AB |
200

2, Si se arate cid punctele A, B, C sint coliniar-e dacd gi numai daci
B+c—a)lct+a—=08)(a+b—c) =0,
unde s-anotata = || BC |,b = ||CA |l,e = || 4B ||.

8. Dacd 4, B, C, D sint patru puncte coliniare si ¥, G, H, I sint respectiv mijloacele
segmentelor | AB:|, | BC |, | CD |, | DA |, atunci segmentele | FH | si | IG | au acelagi
mijloc.

- 4. Se considerii o dreaptd d si un punct A nesituat pe dreaptad. Din A se duce AB |
1 d (B  d) si oblicile | AM | si | AN | astfel ca M s# fie mijlocul segmentului | BN'I.

A 7N
(B, M, N =d). Sise arate cd BAM > MAN.

5. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A. Dacd D este piciorul inal{imii duse din
virful A, si se arate ¢t punctul D este infre punctele B si C.
8. Fie AM o mediand in triunghiul ABC. Daci | AB | < | AC |, si se arate ci

7N N
BAM > MAC.

7*. Si se arate ci punctul de intersectie al diagonalelor unui patrulater convex este
acel punct din plan ale cirui distante la cele patru virfuri ale patrulaterului au suma
minimi. Rimine valabild aceastd proprietate pentru un patrulater concav?

8%, Fie A BC un triunghi, iar O un punct din planul triunghiului. Dacd punctele B si €

_sint de o parte si de alta a dreptei AO, iar punctele C si A de o parte si de alta a dreptei
OB, atunci A si B sint de o parte si de alta a dreptei GC.
9. Fie O un punct in interiorul triunghiului ABC. Dreptele BO si CO intersecteazd

7
-AC 5i AB in D respectiv E. $tiind cd unghiul BAC este obtuz, sd se arate cil

| BD|| -+ [1CE|| > | BE | + [|ED[| - | DC]|.

10. Fie | AD | cea mai mare, iar | BC | cea mai mici laturd a patrulaterului convex
ABCD. Sise arate cii: ' i

7N N
ABC > ADC si BCD > BAD.
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11. Se dit un triunghi OA4 B, un punct €' pe semidreapta opusd lui | OA gi un punct
D e | 0B |. 54 se demonstreze cd semidreapta | CD si segmentul | AB | au un punct
comun.

12. Fie AOB gi:A’0’B’ unghiuri opuse la virf (O e | 44’ |), C  Int A0B’, D = | 04
si P eCD.
Sid se arate:

7N
Pent AOB=De |CP |

13. 54 se arate ciit doud diagonale oarecare ale unul pentagon cenvex, considerate ca
segmente inchise, au un punect comun.

14. Si se arate ci doudl triunghiuri dreptunghice care au respectiv 1nalhmlle si media-
nele corespunzitoare unghiurilor drepte congruente, sint congruente.

156. Se considerd trapezul ABCD (| AB | baza mare, | CD | baza micid) si se noteaza
cu O intersectia diagonalelor, iar cu E, F punctele in care paralela prin O la baze inter-
secteazil respectiv pe 4D si BC. Pe bazele trapezului se construiesc in exterior pitratele
AA'B’B si CC'D’D. 34 se demonstreze, ¢i:

a) dreptele A’C’ si B’D’ contin punctul O,

b) dreptele A’D’ si B’C’ contin respectiv punctele E si ¥,

16. Prin virful € al triunghiului ABC se construieste o dreapti d, care nu mai are
alte puncte comune cu triunghiul i se noteazi cu A,,B,,G, proiectiile pe dreapta d,, res-
pectiv ale punctelor 4, B, G unde @ este centrul de greutate al triunghinlui ABC. Si se
arate ci:

i) || 44, || + || BBy || = 8 |GG, ),

ii) dacd d, este o dreapti ce nu are nici un punct comun cu triunghiul ABC iar A4,,
B, Cy, G, sint proiectiile pe d, respectiv ale punctelor 4, B, €, G atunci:

I AAq | + [ BB, || + || CCy | = 3 || GG, |l

17. Un trapez dreptunghic in care distanta dintre baze este medie proporfionald intre
lungimile bazelor este ortodiagonal (diagonalele sint perpendiculare).

18*, Intr-un triunghi isoscel ABC (| AB | = | AC ), | 4B || > || BC || se constru-
ieste inaltimea AD, D = BC si bisectoarea BE, E < | AC |. Dreptele AB si DE se inter-
secteazd in F. Si se arate ci

IDEY.  IIAB] — | BC|
I DF || 4B || + || BC|

19%%*, Pe laturile triunghiului 4 BC se construiese, cu virfurile in exterior, triunghiu-
rile ADB, BEC si CFA astfel incit

I ADI] = I BE| NI 7 =k sl ’m([{D\B) — m(B/E}') = m(C/F.}) =g,

Il BD || Il EC|| | FA ||

54 se demonstreze ci:

i) mijloacele M, NN, P, Q ale segmentelor | AC |, | DC |, | BC |si | EF | sint virfurile
unui paralelogram.

i) in acest paralelogram doud unghiuri au médsura « si raportul lung‘lmllol‘ a doud
laturi este .

Indicatie. S i T fiind mijloacele segmente]or | CE |, ! OF |,se va ardta cid tmunghlu-
rile SPQ si TQM sint asemenea cu CBA.

20**. Se dau punctele A4 si B. Si se construiasci un pitrat pe ale cirui laturi si se
afle punctele A, B si suma distanfelor de la punctul 4 la virfurile patratului si fie minima.

21. Fie M un punctin interiorul sau exteriorul unui cerc. Notdm cu | AB | diametrul

- ce trece prin M(M < |0A). S84 se demonstreze cii pentru orice punct N al cercului,

distinct de A si de B avem: | MA || < || MN .|| < || MB ||
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22, Fie €(0, r)si @(0’, r’) doud cercuri tarigente in A ; o dreapti k care contine pe 4
mai taie cercurile respectiv in B si B’. S se demonstreze ci dreptele OB i O'B’ sint paralele.

28. Fie @ si @ doud cercuri tangente in 4, h tangenta comunila @ si €’ care contine
pe A; M fiind un punct al lui &, diferit de A, cercul de centru M si razi ||[MA|| taie pe €
in A si B, iar pe €’ in A si B’. Si se demonstreze cii dreptele MB i M B’ sint respectiv
tangente la € si €.

24, intr-un cerc se inscrie triunghiul isoscel ABC cu | AB | = | AC |. Dou# drepte
ce trec prin A intersecteazi latura |[BC| in M si N si cercul in M’ gi N’. Si'se arate cit
patrulaterul MM’ si N'N este inscriptibil.

25, Se di cercul cu centrul in O si diametrul | AB | care se prelungeste cu | BC | =
= |04 | (|| AC || = 3 || 04 ||). Perpendicularain mijlocul lui | AC | taie cercul in D si D".
84 se arate ci CD este tangenti la cerc. c

26. Fie A un punct fix, iar P un punct variabil al unui cerc. Si se afle locul geometric

N
al punctului M de intersectie a bisectoarei unghiului POA cu cercul circumscris triunghiului
POA.
27*, Trei cercuri congruente care au un punct comun H, se mai intersecteazd douli
cite doudi in punctele 4, B i C. Si se demonstreze.cd cercul circumscris triunghiului ABC
este congruent cu cercurile date (,,problema piesei de 5 lei a lui Gh. Titeica®).

28. Virfurile B si C ale triunghiului A BC sint fixe si m(m) este constanti. S se
afle locul geometric al proieciiei M al ortocentrului triunghiului 4 BC pe mediana | AD.

29. in patrulaterul inscriptibil ABCD are loc relatia | AB ||« || DC ||+ || AD || -
|| BC || = || AC |- || BD || (Teorema lui Ptolemeu).

80. Se dau cercurile @(0,, ry) §i @(0s, r;). Fie CD o tangentd comund exterioard, C
si D fiind punctele de tangentd. Si se demonstreze ¢ cercul de diametru CD intersecteazd
dreapta 0,0, daci i numai daci cercurile C(Oy, ry) si €(0,, ra) sint exterioare. )

81. Se dau punctele A1 — a, 1 + a), B(5 — a, 1 + 5a), C(1 — 5a, 5 + a), D(5 —
— 5a, 5 + 5a). S4 se arate cd segmenlele | AD | si [ 8C | sint congruente i sd se explice
geometric acest rezultat. G

82. Sii se scrie ecuatiile tndl{imilor triunghiului determinat de dreptele y = 2z, y =
= 102,y = az + b, a5 2, a == 10, b == 0. Si se verifice cil mediatoarele acestui triunghi
sint concurente.

88, 54 se determine numerele reale ¢ = (0,6x), astfel ca F(t) = M (I/2 e l/Tﬂ J

2
84. Si se determine numerele reale ¢ astfel ca:
3 e N 1. 3
a) F(’):M[?’ T]' b) F(z)AM[-—?v- T)'
1 Ve S I P
c)F(t):M[——--g- el d)p(;)_M[? =

85. S4 se reprezinte grafic funciiile:

a) f:R— R, f(z) = &sinz,

b) h : R — R, h(z) = sinz — |sin z |,
¢)i: R R, i(z) =2 cosz — |cosz |,

| sin z |

d)j:R— {kn |k = Z} > R, jlz) =
N T

e) k :R— R, k(z) = sin  + 2 cos «,

1) 1: R — R, l(z) = max (sin z, cos z).
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2 : sin® = + cos® z
36. Dacd tg 2 = —, si se calculeze: sin 2x, cos !.x,_—i—- .
o sint z + cos!

37. 54 se verifice identitaile:
a) cosa+ /3 sina = 2 cos [%— a);

b) tga tgb + (tga - tgd) ctga 4 b) = 1,
¢) tg*a + ctgia =2 il 4a.
1 — cos &a

a a
€os — cos —
2 4

sin 2a cos a
1+ cos 2¢ 1 + cosa

a

.- :tg—s-.
1+cosg— 1—}—0055'
® RS 4

38. S se transforme in produs:

a) cos(a + & + ¢) + cos(a + b —-¢) + ecos(a + ¢ — b) + cos(b 4 ¢ — a),
b) 1 -+ cos a } cos 2a, ¢) 1 4 cos a -+ sin a, d) 1 — sin a — co0s 2a.

39, Si se calculeze numerele:

a) sm"’ + sm- = + sin? ?3— -+ sin? ZE '

MUr
b) sinz & «]—:sm‘*1 + sm”1 +sm’ —|—smz'12 +sm2—:;, §
c) cos‘%-l—cos‘ 7 +(os‘ 5 +cos‘7£,
d) tg2 2 ok gr 2 o

40. 84 se rezolve ecuatiile:

a) sin 2z = cos? z, b) cos = — sin » = [/2 cos 2,
¢) t‘gf-zt—g—-{:—ia, d) cos [ + Z)cos|a— & =l,
2 tgo 1 6 ml s

e) & ctgl:;i—noaz~3sin r—1=0.

41. Si se discute i si se rezolve ecuatiile:
a) cos 2:{:'+ (2m — 1) sinz 4+ m — 1 = 0,
b) m cos # — (m + 4)sin x —m = 0,

¢) 8m sin 2z + (m — 1) cos 2z — 1 = 0.

42. Dupd ce se aduc la forma a cos 2z | bsin 2z - ¢ = () sd se rezolve sisd se discute,
atunci cind este cazul, ecuatiile:

a) cos?z - 3sinz cosz'+ 1 = 0,

b) 2/3 sin®z -} 8 sinz cos x — 2|/3 costax — 5 =
¢) cos?z - hsinzcos x — 2sinz — 2 =0,

d) cos? z + 2sin x cos z — sin? x = m,

e) 4 cos?z — 2|/3 sin z cos z + 2 sin® x = m.
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Indicajie. Deoarece 2sin®a = 1 — cos 2@, 2.008* 1 — 1 -} cos 2z, 28in x cos o =7

= sin 2z, ecualia se scrie sub forma cos 2z — |/8 sin 22 = m — 3. Deci cos 2z —

— tg T sin 2a = m — 3. Se obline cos (Zz € i) — —m;—s. Heuatia are  solutii
3 3
dacd si numai dacd 1 < m.<< 5.
48. Si se rezolve ecualiile:
a) 4 sint cos! — 2(sint + cost) + 1 = 0.
) 4 A 2 — 1 : 2 — 14
Solufie. Dacdt sint ++ cos ¢ = 2, atunci sint cos! = :"LT o DBGI]{L&— —_
A 5 1 S i
— 22 + 1 = 0. Ecuatia 22%® — 22 — 1 = 0 are solutiile z, :-—+-z—'{— A=
— L——Z—I/E - Revenind la substitutie, din sia 2 + cost = _1_4‘2ﬂ, rezultd sin { =
3 X 1 3 o
= 1/2—3' cost = % sau sin ¢ = —_2-’ €05 t — Q- De asemenea, din sin ! 4 cos? =
= -1—_4-2—1/—3v vezultd cos t = ;12-- sin ¢ = __V_;i, sau cos & = — l_/2_3#_ sin ¢ =

L ~ Solutiile ecuafiei sint elementele mul{imii
2

{(4)h%+m| keZ}U{%—}-EknlkeZ}U{—%—k 21m|kez}.

b) 25 sin ¢ cos ¢t — 35 (sin ¢ + cos 1) - 37 =
¢)sin® i + cos®t = I—/Qi

Indicatie. Din sin®¢ 4 cos®t = 1, rezultd (sin? 4 cost)* — 2 sint cost = 1 sau
9 sin ¢ cos ¢ = (sin ¢ - cos #)* — 1. Se face substitutia sin ¢ 4 cos ¢t = x §i se obfine 2% —

— 3z 4 /2= 0sau (¢ — /2 )(a? 4 /20— 1) = 0.
d) sin ¢ + cos?t + sin £ coS 1 = 158

Indicatie. Ecuatia se scrie sub forma

i D . 5 S ;
(sint + cost) (1 — sintcost) + sintcost= —. Dacd sint 4 cosit—z, 56 obtine
16

(22 — 1) (822 — 4z — 26) = 0, cu solutiile 2 = %,::2 s #ﬁi v @y = i—_T— AL

Deoarece sin ¢ - cos ¢ = |/2 sin (l A %] , reaultd = e[— /2, + /2] Singura so-

lufie situatd in acest interval este z,. Solutiile ecuafiei rezulti deci din rezolyarea

e r
ecuatiel sin¢ | cos = —.
2

44. Se dau punctele M(al/3 ==, 341—;[/3] si N/(’l ] ‘1|/3]. a|/3 o G)_

S4 se determine misurile unghiurilor triunghiului OMN, unde O este originea axelor de
coordonate.
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45, 84 se afle masurile unghiurilor triunghiului determinat de dreptele de ecuafii:
20—y +3=0;, Sz4+y—2=0 y=1, :

48, Fie P punctul de intersectie al dreptelor d’ si d” de ecuatii @ + 4y — 5 = 0 si

2z + 5y — 6 = 0. Dacdi M e d’ si N e d” sint douli puncte de abscise mai mari decit

o
abscisa lui P, si se calculeze numirul ¢ = p (MPN).
Indicapie. Punctul P are coordonatele (1,1). Numirul ¢ nu depinde de pozitia punctelor
M si N respectiv pe cele doudl drepte. Luind ca puncte M i N punctele de intersectie ale

celor doud drepte cu axa absciselor, din triunghiul MNP se obfine ¢ = arctg%.



Indicatii si raspunsuri :

Capitolul |

§ 2.
2. Dacdl am avea AB = BC, ar rezulta ci A, B, C & AB in contradictie cu ipoteza;
in mod analog nici AB — AC, nici AC = BC nu este posibil.
4. 8; dacd 4 e DE, sase drepte sint distincte.
5. Nu. Se fine seamd de exerc. &. a

§ 8.
1. Nu, cici || AB | =4=zk|ap — za | =
2. ||AB || =5, || AC |- =12, || BC || =
3.3)134—2 b) g = 5.
a, zy =2, &y = 3.
§. zp = 2, &y = 6.
§ 4.
9. Alegem un sistem de coordonate pe AR astfel ca x4 < ap. Atunci x4 < x¢ < zB
si T4 < xp < z¢, din care rezulti x4 < 2p < 2¢ < 2B.

10. Fie D un punct oarecare pe | AC |. Atunci din exere. 9 rezultd ci D = | AB |.

18. Fie | AB | un segment, 4 = 0, zp = b > 0. Punctele cu abscisele %. %,...,

L4 ;.- apar{in segmentului | AB |.
n

§ 5.
3. d separd B, A si nu separd A, C, deci separd B, C. Pe de alti parte separd C, D,
agadar conform teoremei 1 nu separd B, D.
4. Nu. :
6. Fie M = | AB | si s presupunem ci M & §. Atunci existi N e [4M]Nd; dar
N = | AB | (§ 4, exerc. 9), ceea ce este in contradictie cu 4, B e S. Agadar | AB |c S
si [AB]c §.

'
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8. Deoschim cazurile: a) & este inclusd ih semiplanul § sau in cel opus 87 atunci
intersecfia este d sau @ ; b) d are un punct in S si un punct in §’; atunci d intersecteazi
frontiera lui S si se aplicd exerc. 7.

10. Se deduce ei C'si C’sint de o parte si de alta a dreptei BB’,deci | CC" | N | BB | =
= {Q}. Se va ardta ¢ci Q | BB’ |.

§ 6.
8. Fie S un semiplan deschis limitat de dreapta d. P, Q & & implici | PQ | c §
. (8 5, exerc. 5), deci S este o multime convexi. Pentru a arita ¢ci § = SU d este o mul-
{ime convexd se considerd cazurile: 1° P, Q & d, atunci evident | PQ |c dc §; 2° Daci
P, Q0 e 8, precum am vizut, | PQ |c Sc §; 8° P =d, Q0 < S, atunci conform exerci-
fiului 6, § 5 | PQ |cSc §.
4. a) Fie b = AB, ¢ = AC; avem | BC |c |bC si | BC |c |eB (§ 5, exerc. 6),

s
deci | BC |c | bC N |eB = Int BAC. b) Se aplicd exerc. 7, § 5.
11. Conform exercitiului 10 avem AP N[BC] = {A’}5i P = | A4’ |. Se aplicd coro-
larul teoremei 41, § 5 triunghiurilor ABA’si AA’C.

s
12. Dreapta BB’ taie segmentul | AC | intr-un punct P si P = Int AOC (vezi exere,
4a). Cum O & AC, avem P = |OB sau P = | OB’ si se aplicd exerc. 4b).

: - 2N
18. Fie A’B’ astfel ca O e [ A4’ |, 0 | BB’ |. Cazurile Q & Int A0B, Q =

e Int AOB’, Q = |04’, Q | OB’ se rezolvi usor. Fie Q = Int 4’0B°. Atunci existd
{R} = A4’N | PQ | si {R} = BB'N|PQ | Daciamavea R e |0A"si R, € |0OF/,

N
atunci intreaga multime Int AQR s-ar giisi de aceeasi parte a dreptei RR,, ceea ce este
imposibil deoarece P e RR,.

14. Deoarece patrulaterul este convex, € & Int BAD. Din teorema transversalei
rezultd cd existd {0} = | AC N | BD |. Folosind acelasi rafionament cu alt virf se deduce
ci 0 e | AC |. :

15. Fie {0} = [ACIN[BD]. Cum |OC | N AB = @i |OD | n AB = @, punctele C
si D sint de aceeasi parte a dreptei AB. La fel se arati proprictatea analoagd pentru
dreptele BC, CD si DA.

16. Daci A BCD este convex, fiecare virf este marcat. Dacd nu este conlex, existd o
laturdl, si zicem [4B], al cirei suport separd celelalte virfuri € si D. Atunci | CD |si AB
auun punct comun E si E ¢ [AB] (ciici definitia noastrd nu admite poligoane care se
autointersecteazi). Putem presupune ¢ B € | AE |. Atunci B este un virf marcat, iar
A, C, D nusint marcate.

17. Fie I intersectia consideratd. Este clar c¢i Int P < I; iar din convexitatea poligo-
nului rezultd ci P c I, asadar Int PU P c I. Pentru a demonstra incluziunea contraré se
iaun punct M < I. Daci M nu apartine suportului unei laturi evident M = Int P. Daci

M & PyPpy;, unde [Py Py este o laturd a lui P, atunci If[ si Ppyy sint de aceeasi
parte a dreptei Py P sau M = Py, deci M = [Py Pry; §i analog M € [PpyyPg, deci
M =[PrPyylc P.

18. Se folosegte exerc. 17 gi Teorema 1.

19. Avem P, &|dP, si P, € | dP,. Fie k cel mai mic indice pentru care Pp&|dP;.
Atunci k> 2 si [PpyPrlNd £ @.

20, Presupunind ci d are in comun cu poligonul dat punctele distincte 4, B, C, unul
dintre aceste puncte este situat intre celelalte dous, de exemplu B e | AC |. Punctul B
se afl4 pe o laturs [ Py Pp] a poligonului si din ipotezd rezultd cit [PrPry] ¢ d. Asadar
d N[PyPpyy] = {B}si | AC | N PyPyy = {B}, deci A si C sint de o parte i de alta a

- lui Py Ppyy , ceea ce nu e posibil la un poligon convex. ¢
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21. Notind d =P, Pn, avem [Py Py] Nd = @, ¢dici altfel d ar avea trei puncte comune
el poligonul, in contradictie cu exerc. 20. Rezultd ci P; e |dP; si la fel P, = |dP, —
= |dP, etc. Asadar punctele Py, Py, ..., Pn_, se glisesc de aceeasi parte a lui P,Pq.

28. Daci B e L nu avem ce demonstra, fie deci B & L. A si B fiind de o parte si
de alta faji de anumite drepte PpPpy,, segmentul [AB] va intersecta aceste drepte in
cite un punct Q. Fie | AQ; | cel mai mic dintre segmentele | AQy | si si presupunem cit
Qp & L. Atunci A si Q; sint de o parte gi de alta a cel pulin unei drepte Pj P, deci
pentru {Qp} = [AB] N Py Py, avem Qp = | AQy . Rezultd | AQy | < | AQy| in contra-
dictie cu alegerea lui Q. Deci Q; e L.

§ 7.
1. Nu.
2. a), b).

N N 7 b AN
5. m(AOB’) = 180 — m(40B), m(BOC) = 180 — m(BOC), deci din m(A0B) +

+ m(B‘OC) < 180 se obtine:
o TN RSN 7N
360 — m (A0B) — m(BOC) < 180 si m(AOB) 4+ m(BOC) > 180

AN
in contradictie cu ipoteza. Rezultd ci | OB c Int AOC.

p § 8.
3. Fie |AB'| > | CD |, adicd || AB || > || CD |. Existi un punct unic M = | AB _
astfel ca || AM || = || CD]. Dacii am avea B < [AM], ar rezulta || CD || = | AM || =

= ||AB || + || BM || = || AB || in contradictie cu ipoteza. Deci M e | AB |. Reciproca
rezultd usor. i
12. Se construieste semidreapta | OM in semiplanul limitat de OA si continind B

in asa fel incit AOM = COD si se foloseste teorema semidreptei interioare unui unghi,
e R e e A ] e F N TR 7N ZX
14. m(DOC) = ;m(AOC) T m(COB)=m(COE) si m(DOC)+m(COE)=2m(DOC)=

/\ i
= m(40C) < 180; finind seama si de faptul c¢A D si E sint de o parte si de alta a
; : BN N

lui OC, din exerc. 5 § 7 rezultd ci |OCc Int DOE, ceea ce tmpreund cu m(DOC) =
= m(COE) demonstreazi cit | OC este bisectoarea unghiului DOE.

15. Fie unghiurile opuse la virf AOBsi A’OB’ (0 e | AA’ |),[OC bisectoarea unghiului
N : AN AN
AOBsi[OD semidreapta opusd cu[OC. Se deduce usor ¢ | OD c Int A’0B’. A’0D = A0C =

b N !
= COB = DOPB’. deci [OD este bisectoarea lui A’0OB’. Deoarece prin ipotez [OD si [0C

sint opuse, proprietatea este demonstrati.

18. Dacd A0B < 90°, rezultatul este imediat. Tratdm cazul in care B e Int AOA’
i B, A’, B’ se giisesc de aceeasi parte a lui OB; celelalte cazuri revin ugor la acesta.

Avem B e Int AOA’, deci BOA’ < AOA’ = BORB’ si de aici se deduce cit |0A’c Int

o N N\
BOL’. Cu ajutorul axiomei U.8 se obfine m(AOB) = m(A’OF’).
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§ 9.
7. Deoarece pentagonul este convex, A si D sint de aceeasi parie a lui BCsi A, B

de aceeasi parte a lui €D, deci | €A < Int BCD si analog | DA < Int CDE. Rezultd cit

2N /N A s AN AN SIS
m(BCA) = m(BCD) — m(ACD) = m(CDE) — m(CDA) = m(EDA), adici BCA = EDA.
10. Conform exerc. 10, § 5 | BE | N | €D | = {M}. Se arati succesiv: || BD || =

NN

— ||CE |, ADBC = AECB, DCB = EBC, | BM | =|CM|, AABM = ANACM,
SN AN
BAM = CAM. 3

11. Se demonstreazi pe rind: | CD | N AB = {0}, AABC = ABAD, NACD =
= ABDC (L.L.L.), AACO = ABDO (U.L.U.), | A0 | = | BO |.

12. AAOB = AA’OB’, \BOC = A B'OC!, ACOA = ANC'OA’, deci | AB | = | A’B’ |,
| BC | = | BC"|,|CA|=|CA |5 0CA = 0C'A’, OCB = OC’B’. Deoarsce punctele

A, B, € nu sint coliniare OCA z= OCE. Rezultdi OC’A’ == OC’B’, din care se deduce ci
A’, B’, ¢’ nu sint coliniare. AABC = NA’B’C’ pe baza teoremei L.L.L.
§ 10.
1. Presupunind contrariul se ajunge la o contradictie cu teorema 1.
2, Se Iolosegte teorema 1.

N S N Nt
4. Deoarece | ACc Int MAN (de ce?), m(MAN) = m(MAC) + m(CAN) si cum

i 7 N VAl v i
| ABc Int MAC), avem m(MAN) = m(MAB) 4 m(BAC) + m(CAN). In continuare, se
foloseste teorema 1 pentru triunghiurile ABM. si ACN.
LA

A N
B. Fie hk = MAN ; pe segmentul | MN | se iau doud puncte B, C astfel incit m(BAC)< m(pq)_

Triunghiului ABC i se aplicii exerc. 4.
7. Se foloseste exerc. 3.

8. m(ABM) > m(ACM) > m(MDC) (de ce?); MA’ fiind semidreapta opusd lui

. oy 2 N 20N
| MA, ardtati ci] MDc Int A’MC si m(BMA) = m(A’MC) > m(CMD).
11. Fie P’ = AP,P,...PyB si P’ = AQ,Q,...0nB cele doud poligoane convexe.
-

Deoarece Py e Int B/Abl, punctele B si Q, sint de o parte si de alta a lui AP,, prin
urmare folosind exerc. 19, § 6, dreapta AP, intersecteazdi linia poligonald Q,Q;...0mB
intr-un punct R, R; e [QxQks]. Conform exerc. 10 || AP; || + || ByRy || < || A0y || +
4 |00z || + ..o + || OnRy ||; se repeti procedeul si se adunii inegalititile obtinute.

12. Se ia E astfel ca D si fie mijlocul lui | AE | sise aplicd teorema 2 triunghiului
AEC. ;

18, Din [A4, || > || AC || — @ si din relatiile analoage se obtine prima ine-

galitate. Pentru cea de-a doua s2 va utiliza exerc. 12.
§ 11.
Bl P00

8. Se aplicd teorema 2.

b6, Se aratd cd | AB | = | CD |, apoi se aplici teorema 2 triunghiurilor ABC 51 ADC.
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§ 12,

Vs
1. Se foloseste exerc. 2, § 10. Presupunind de exemplu C ei BA, |, rezultd cit ACA,
i
este ascutit, deci ACB obtuz.

: ity ' e RS
2, Se considerd mai intfi cazul B e | A’C |; atunci ABC > ACB, deci || AC || >
> A B

8. Unul dintre unghiurile ADB, ADC este obtuz; acestuia i se opune o laturd mai
mare decit | AD |.

7. a) Rezultii cu ajutorul exerc. 6. b) Axele de simetrie ale dreplei d sint toate dreptele
perpendiculare pe d si dreapta d. ¢) Fie M = | AM | A’, B’, M’ simetricele punctelor
A, B, M fati de dreapta d si {4”} = AA’Nd, {B"}= BB’ Nd.Searati ¢ M = |AB|=
=M < | A’B’ | si implicajia inversi. Pentru a arita ci|AB | = | A’B’ |, se observa
mai intii ¢ci AA”BB” = NA“B'B*, apoi ci NA"AB = NA"A'R’.

§ 18,

2. Locul geometric se compune din dou#t semidrepte simetrice fajd de AB.

4. Fie d’ mediatoarea segmentului | AB |. a) Dacid Nd’ = {C}, Cestepunctul ciutat;
b) Daci d Nd’ — @, problema nu are solutie; ¢) Dacd d = d’, orice punct-al lui d este o
solutie. :

§ 14.
NN B

2. CBA si DAB sint unghiuri alterne interne congruente.

Exercitii recapitulative

4. Determindm punctul D | BC astfel ca | BD | = | B’C’ |. Daci D = C, proprie-

tatea este evidentd. Dacd D =£ C, triunghiul ADC este isoscel si BDA = BCA, ceea ce
este imposibil decarece unul dintre aceste unghiuri este ascufit, celdlalt obtuz.

8. Se va ariita cii simetricul segmentului | BC | fafi de mediatoarea d coincide cu
| AD |, de unde rezulti ci C si-D sint simetrice fafd de d. §
18. Fie B si C douii puncte fixe pe d si B’, C’, P’ simetricele lui B, C, P fa{i de
punctul 4. Folosind exerc. 12. § 9 rezultd ci P’ = B'C". )

15. Fie S semiplanul limitat de MN care contine pe D. Avem 4, C, D =, deci
P,Qes. =

Capitolul 1l

§ 1.

8. D fiind simetricul lui A fatd de M se obtine un dreptunghi ABDC.
12, a) Se va ardita cd triunghiul BCD este isoscel. b) si ¢) Fie F simetricul lui A

AN\ :
fatfl de D; din exerc. 9 rezultdi cd ABF < 90°si | BF = | BE, deci F = E.
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13. ABCD fiind patrulaterul, A gi €sint de o parte si de alta a lui BD c#ci in caz

NI N
contrar laturile | BC | si | AD | s-ar intersecta. Asadar ABD si BDC sint unghiuri alterne
interne. AABD = ACDB.

] § 2.
12. Dacd Q = prpalV, aritatici AOPM = AMQN. Atunci | MQ | = |OP | = | PA |
din care rezulti | AQ | = | PM | = | NQ |, adicd triunghiul QAN este isoscel. Astfel

N = | AB. Aritati ci oricare ar fi N’ e | AB, punctul N’ apartine locului geometric (tre-
buie si se determine o pozifie convenabild pentru punctul M).

13. Fie 4 i C unghiurile obtuze ale patrulaterului convex ABCD gi M mijlocul seg-
mentului BD. Ariitati ¢4 exerc. recap. 1 de la Cap. I se aplicd triunghiurilor 4 BD si BCD.

§ 3.
1. MQ || BD || NP; MN | AC || QP.

7. 1) Se proiecteazdi P pe BC in P’, se intersecteazdi-paralela prin Qla PP’ cu BC in Q,
si cu paralela prin A la BC in Q”; ABPP’ = AAQQ”; se aplicd teorema 3 trapezului
PP'Q'Q. ii) O paraleli la BC prin mijlocul segmentului | AB |.

§ 4.
4. i) Fie A" simetricul lui B fafide C. AHA'B’ = ACA"A; rezultd || A'B" || =

= || A4” || = 2 || CP |.ii) Fie {0} = A’B’ Ui CH si E intersectia Iuti AA” cu perpen-
diculara prin C pe CH. Demonstrati cd AHA'D = ACA"E si | AE | = | EA” |.

b. Folositi teorema 2. :
- 6. Se observi ci CF si AD sint indl{imi in triunghiul AHC.

§ 6.
8. Fie {0} = | AC | N | BD |. Din teorema 2 rezultd
401 _ ool , lcol _ NBOW
1OE || 108 || 104 || [|OF |

5. iii) Se ia D’ & | AC | astfel ca DD’ || BJ.

§ 7.

1. Fie de exemplu € = | BD |. Intersectim paralela prin C la 4D cu AB in E.
Se foloseste teorema lui Thales si faptul c& triunghiul AEC este isoscel.

§ 8.

8. Folosind exerc. 7, ardtaji mai intii ci proprietatea are loc pentru M = D, apoi
aplicafi teorema fundamentald a asemindrii.

9. Fie tabla triunghiulard ABC. Pe latura cea mai mare [BC]se construieste in exte-
riorul triunghinlui ABC patratul BCDE. Fie {M} = AE N BC si {N} = ADN BC.
Aritati ci [MN]c [BC]si ci [MN]este o laturd a pitratului cerut.

12. Fie trapezul ABCD, E = | AD |, F « | BC |;

Il EO || s 11 DO || ) Il Co | =5 |[OF ”,
I AB | IIDB ||« [ICA]  [|AB |
18. Folositi exerc. 12.

deci || EO || = [|OF ||

§ 9.

1. Daci M | AB |, fie M’ = prgM. Din faptul ¢ AC || BD || MM’ rezulti ci
M! e | €D |. In mod aseméndtor rezultd implicafia inversa.
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2. Se tine cont de exercitiul precedent si de faptul ci reuniunea a dou#é segmente
inchise avind acelagi suport si un punct comun este un segment inchis.

3. Se scrie teorema catetei pentru | AB |si | AC | si teorema fnltimii pentru | AD |.
b. Se disting doud cazuri: a) unghiul ﬁ este ascufit; atunci D e | BC |, || BD || = By

1 DC || = 16, || AC || =20, | BC [P < || AB |F+ || AC |, rezulti cd A este unghi
ascujit §i cd C e | BE |. Se exprimi || AE || din triunghiurile dreptunghice ADE si
ABE, din || AE |* = || AE |]? se objine || CE | = 12,8 si ||AE || = 81,2, deci peri-

metrul ACE = 6&. b) unghiul B este obtuz; atunei B = | DC |, | DC || = 26, || AC || =
=2 |/2055i D e | EB |. Se obfine || DE || :% si || AE || ;%Vﬁ.

7. Din triunghiul ABD rezulti ci | AB | =1/ BD |- || BM ||, unde {M} = AF N BD,

jar din faptul ¢&8 ABMF ~ABCD rewltd || BD ||+ | BM || = || BF || || BC [|.
8. Folosind teorema lui Pitagora se determind || AB | = 2%, || AC || = 18, iar din
teorema hisectoarei (vezi ex. 2 § 7) se obfine || AD || =9 gi || DB || = 15.

9. Seexprimi || BE |?si || BF |*din triunghiurile dreptunghice A BEsi BCF folosind
si ipoteza rezults || BE | = || AB |+ || DC |* §i [ BF I#= |l BC |* + || AD |7,
dar, pentru od || AB | = || AD | 4 || BC |f — || DC [P, rezultd || BE || = || BF ||

Exercigii recapitulative

1, i) Fie trapezul ABCD cu AD || BCsi || AD || = b, || BC || =a, {E} = ABN DCc

G 2= d(F, AD); AADE ~ ABCEdeci > = —*_, de unde romlts ci z = !
a x4+ h a—b
ii) tie {0} = AC N BD 5iy = d(0, BC); ABOC ~ ADOA, deci %:h ¥ | de unde
b B
rezulti cd y = ah s
a+b

2, Se exprimi || AB |?si || AC | folosind teorema lui Pitagora generalizatd in tri-
unghiurile ABM si AMC si se adund cele doud expresii.

8. Fie {M} = AD.q BE. Aplicind teorema bisectoarei pentru | AD si | BM se obfine

|| BD || = 20 si lIRAMEE )
| MD ||
4. Fie M’ astfel incit ABM’ e 60°, M’ e Int ABCD sl | BM" | = | BA |. Atunci
DN

ABM’ este un triunghi echilateral, friunghiurile M’BC si M’AD sint isoscele, m(M'CB) =
— m(M/”D>A) — 7581 m(M'CD) = m(M'DC) = 15 din semidreptele | CM si | CM’ coincid,
la fel | DM si | DM’, deci M = M".

5. |EG || =2 | AE ||, || AE || =2 || EH |, A EDH ~AECA.

6. Se exprimd ||CB |* si || €D |P prin _feorema lui Pitagora generalizatd, din fri-
unghiurile ABC si ADC si se adund membru cu membru.

7. i) AADC = ABCF (C.U.) si AADB = ACBE (C.U.), deci |FC | = |DC | si
| BD | = | BE |.

ii)@s@alﬁ,@'a@aﬁ.
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8. Se arald ¢ laturile patrulaterului 4 BCD sint paralele doud cite doud cu diagonalele
rombului (4, B, ¢, D fiind mijloacele diagonalelor pitratelor) §i e doudt laturi yecine sint
congruente ca laturi de triunghiuri congruente.

9. Se determind || AC || = 50, folosind formula care di lungimea medianei (ex. 2),
iar pentru calculavea distanfei d(M, BC) se aplicit teorema lui Pitagora generalizatd in
triunghiul BMC. -

10. Fie E = prpcA. Atunci || AE || =12, || BE || =16, deci || AB || = 20. in
triunghiul dreptunghic BAD se aplicd teorema catglei i se obline | AB || = | BD |

lepy _ 7 '
[BD | - 25 .

11. Din M e | NC | rezultd N = | AP | in contradict’e cu | AP | = | PN | Deci
M e | MB |; | MP | este linie mijlocie in triunghiul ABN, deci M este mijlocul lui
| BN |. in triunghiul ABN, | AM este indl{ime si mediand deci este isoscel 51 | AB | =
= | AN |. Pe de alti parte, | AN fiind mediand in triunghiul dreptunghic ABC rezulfi

|| BE |, de unde || BD || = 25. Rezult&

| AN | = | BN |, deci triunghiul ABN este echilateral. Rezultd ﬁ € 60° (/‘\ e 30°.

15. Se calculeazi || AE ||, || EF ||, || AF || si se aratd cd || AF |* = || 4E |]* +
+ || EF |

18. Fie O punctul de interseclie al diagonalelor trapezului si £ e | AB || F « | DC |.
| EO || 2y | BE || i | £O || = L AE || S Il EO || h I EO | o
14D || Il BA | | BC | || BA | || AD | Il BC ||
seama cit || EF || = 2 || EO || (exerc. 12,§ 8), rezultd relalia ceruta.

19. Fie M, N, P, Q respectiv mijloacele segmentelor | AR lo [LCEL ;| BE |, | DE:|
si O mijlocul segmentului | EF |; | MP | este linie mijlocie in triunghiurvile ABF, AFE,
EFB, deci trece prinOsi |OM | = | OP |. Analog, | QN | este linie mijlocie in triunghiurile
DEC, DEF si FEC, deci trece de asemenea prin O si 10Q | = | ON |. Rezultd ci MQPN
este paralelogram.

20. Se aplicit teorema lui Thales penteu triunghiurile BAM (AM || ED) si AMC(FD ||
|| AM). ‘

21, Triunghiul ADC este isoscel, deci|| AD || = || BC || = 2b, iav || AC || se caleuleazi
cu teorema Tui Pitagora generalizatd in triunghiul ABC.

1. Tinind

Capitolul I

§ 1.

1. Mediatoarea segmentului determinat de punctele date.

8. A, B, C fiind cele trei puncte comune, centrele cercurilor coincid cu punctul de
interseciie O al mediatoarelor triunghiului 4BC si cele deud raze sint egale cu [|OA |.

5. Fie €(0, r) un cerc i M’ simetricul unui punct oarecare M fajd de O, adicd O =
e | MM’ | si" |lOM || = ||[OM’ || Aritati ci M = C[O, r)= M" = €(0, r). Tinind
seama cd (M) = M, de aici rezulti M e @[O0, r) = M’ € C(0, r).

8. Arfitali cd se poate apljca teorema 2, cazul a. -

9. Presupunind contrariul, existi A e (0, r) astfel ca 4 si O si fie de o parte
si de alta a dreptei d. Atunci existi C ed0|OA |.-Deduceli ci d confine un punct din
Int GO, r) si folositi exerc. 8.

11. (4, | AB [).
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12. P:si C ftiind mijloacele segmentelor [OM | si | 0A |, punctul P se afld pe cercul

e (C, é—] . Reciproc, daci P’ e € [C, -;—] , fie M’ simetricul lui 4 faid de P’. Se aratd

cdl |OM’|| = r, deci M’ = €(0, r) si astfel orice punct al lui Q[C. L] apartine locului
geometric. Rezultil cd locul geometric ciutal este cercul €(O, r):  *

14. Daci A, B, C, D sint puncte pe un cerc astfel incit dreapta AC separd punctele
B s D, atunci segmentele | AC| i | BD | au un punct comun.

§ 2
8. Cazul a): C si D se giisesc de aceeasi parte a dreptei AB. Atunci din teorema

semidreptei interioare unui unghi rezultd cii sau | AC c Int BAD sau | AD c Int BAC.
in primul caz se duce diametrul MN | AD §idin AB = (71—5$i AM = MD se deduce i B
si C sint de o parte i de alta a lui MN, BN = Ne si BC | MN; in cazul al doilea se
procedeazi analog schimbind rolul lui € si D. Cazul b) € si D sint de o parte si de alta a
dreptei AB. Aritati ci existil punctul P & | AB|N| CD | si cd arcele mici AC si BD
sint congruente, reducind astfel problema la cazul a).

4. Se va folosi ci OM | AB.

10. Un cerc concentric cu cercul dat.

11. Dreaptd simetricii.cu d fafd de mijlocul segmentului A B, din care se scoate punctul
situat pe AB. !

12. Fie 0, O’ centrele (M pe cercul cu centrul 0), Q i Q proiectiile lui 0, 0 pe MN. -

y 3 1 ; ol ’
Atunci [|QQ" || = iy | MN || = [| PM |, deci [|Q4 || = || PQ’ || 5i segmentele | QQ" |
si | AP | au acelagi mijloc R (vezi si exerc. 8, Cap. 1. § 8). Notind cu C ‘mijlocul segmentului
|00’ |, | CR | este linie mijlocie tn trapezul 0QQ'0, deci CR | AP sl CP | = || CA
Locul geometric al punctului P este cercul €(C, || AC |)).

§ 3.
1. Se foloseste teorema 2 si teorema de construcie a unui unghi.
8. NM’ si NM” coincid cu perpendiculara prin IV st NM

A IR

8. Se va arita ¢i BAO = CBO si ECF = CBO.

9. Se trateazii separat cazurile: A §i O de aceeasi parte sau de o parte si de alta a lui BC
respectiv O & BC

10. b) MN paralel cu dreapta centrelor.

11. Locul geometric este cercul de diametru |04}, daci 4 = Int €(O, r), respectiv
un arc al unui cerc analog, daci A & Int € (0, r).

12. Fie.| CD | diametrul perpendicular pe AB. Daci M e ACE — {C}, ANOMM' =
= ACOP, unde M’ = pr 5 M(L.U.L.). Locul geometric se compune din cercurile de
diametre |OC | si | OD |.

18. Se vor considera cazurile: 1) P, Q e arcul mare @, 2) P = arcul mare ZB,
¢ < arcul mic ;1??, 3) P, Q = arcul mic AB (in cazul || PQ|| < || AB]|). Se obtin arce capa-
bile de («+ B)°, (180 — @ — B)°, |a'— B §i (180 — [« — B])°, unde « = m(AB),

Bi= m(ﬁ-ﬁ), care impreun¥ formeazi doud cercuri care trec prin A si B.
14. Doui arce de cerc avind capetele 4 si B.
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15. Daci -PQ taie din nou cercul dat in R, unghiul AQR este de misur& constanta si
punctul R este mereu pe aceeasi parte a diametrului cu un capét in A. Se deduce cii R
este un punct fixe

16. Daci CD este tangentdt la cercul € circumscris triunghiului A BC, m(ACD) =
7 ac ) 0 4N
= m(ABC) :—m_—zl- Reciproe, dacd m(4 BC) = m(ACD), luim pe tangenta in C la
7 J AN 7 ;
cercul € un-punct E e Int ACH’. Atunci m(ABC) = m(ACE), deci in virtutea teoremet
de constructie a unui unghi | CD = | CE.

17. Se va ariita ci tangentele in # la cele doua cercuri coinnidtsi in acest scop se va
folosi exercifiul 16. ‘Mai intii se observil ¢d B gi C sint de aceeasi parte a dreptei DE

: W N e
(cici CB || DE); luiim de partea cealaltd a lui DE punctul G astfel incil EFG = ECF.

g Y SRGE
Rezulti ci FG este tangentd cercului (FCE). Dar FBD = ECF, deci DFG = FBD si
astfel FG este tangentd si cercului (FBD).

18. a) Cercul simetric cu € (0, r) din care lipsesc punctele A si B. b) Ifiind centrul

e ]
cercului inscris, avem m(AIB) = ;m(AMB) -+ 90; locul lui 7 se compune din doui
arce de cerc deschise, cu capetele 4 si B. ¢) Fie € mijlocul Iui | AB | si D e |0C |,
| OD || = 2 || DC||; atunci. || DG || = }3 lOM || si locul lui G este cercul @ (D, L].
5 3

§ 4

8. Tlie | AB | o laturd a poligonului inscris, M mijlocul arcului mie an siPs 0
punctele de intersectie ale tangentei in M ca 0A, respectiv OB. Alunci I, = || AB ||
si Ly = || PQ | Folosi{i triunghiurile asemenca OAB si OPQ i leorema lui Pitagora
pentru triunghiul OMP.

18. Se va observa cit | €’D | esle o mediani in triunghiul dreptunghic DAB i se va
deduce ¢ | €’D’ | = | B’A’ |. Rezultd cd C"B°A’D" este un Lrapes isoscel san parvalelogram.
Arittali cd al doilea caz numai atunci e posibil cind ;i sau ? este un unghi deept.

14, A’B" || AB, A;B’ || HC (linii mijlocii in  triunghiuein,  deci m[.»l',/-li\'.-l,) = Y0,
Acest rationament este valabil in fiecare dintre cazurile a), by, ).

15. Conform exercitiului 13. cercul € circumseris trinnghinlui A'B°C7 conline pe D si
analog E e €, F e (. Conform exercitiului 14, punclele A%, B, D i A, se afli pe un cere,
care avind trei puncte comunecu €, voincide cu €. Deci 4, € C; analog £, ¢, e €.

S

16. Deoarece m(A'DA,) = 90, . A’ | este un diameteu in cercul Tui Buler al triun-
ghiului ABC. Deci centrul acestui cerc coincide cu mijlocul Tui | A%A; | si analog cu mij-
loacele lui | B'B, | si | C'Cy |. Asadar dreplele A%Ay, BBy, €7C; au un punel comun,

19. R fiind centrul pitratului, patrulaterul OM RV este inscriplibil. Locul lui R este

bisectoarea unghiului AOB (fard punctul O).

20. Se va arita ci patrwlaterul BCP.A este inscriptibil. Deci P esle situal pe arcul
mic deschis AC al cercului circumseris triunghiului A BC. Pentru a ardla ¢i orice punct P?
al acestui arc apartine locului geometric se va demonstra cd existi un punct M’ e | AF |,
astfel ca DCP’M’ si fie inseriptibil; se intersecteazit DM’ cu AB in N’ sise demonstreazi
ci patrulaterul AM’P’N’ este inscriptibil. s
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! N ‘
22, S presupunem ci M se afld pe arcul AC care nu-l contine pe B; m(ABC) < 90,
deci AC-esteun arc mic§iQ e | AC |. Decarece BAM si BCM sint unghiuri suplementare,

N A
unul este obtuz, si zicem BAM; atunei A | BR |. Punctele Q si R apartin cercului de
diametru | AM |sicumQ = | AC |, punctele @, R sint de o parte si de alta a dreptei AM;
rezultd ci AQMR este un patrulater convex inscriptibil. Acelagi lucru este valabil si pentru

N N AN f
_patrulaterul BPM R. Asadar MRQ = MAQ = MBP = MRP. Din convexitatea patrula-
terelor amintite deducem usor ci punctele P gi Q sint de aceeasi parte a lui RM, ceea ce

Ay AN\ ¢
tmpreund cu MRP = MRQ implici | RP = | RQ.
§' b

5. Fie cercurile € (0, r) si € (07, r), r < r’. Se construiesc tangentele 0A si OB la
cercul @ (O, r* — r) se intersecteazd | 0’4 si | 0'B cu € (0, r') in A’ si B’; paralelele
prin A’ respectiv B’ la OA respectiv OB vor fi tangentele comune ,exterioare®. Ducind
tangentele din O la cercul € (O', r + 1) & obtin in mod analog tangentele comune inte-
rioare*. :

6.d= (100 | < 104 || +- 1| 0,4 || < ry + ry. Pentru a demonstra cd d>|rn—
— ry |, presupunefi contrariul gi ardtaji ci punctele lui € (0,, r,) sint fie toate in interiorul
1ui € (0, ry), tie toate in exteriorul lui, ceea ce in conditiile problemei nu este posibil.

8. vezi 5. g

10. Fie d dreapta dati. a) A < d; centrul se giisegte la intersectia mediatoarei lui
| AB | cu perpendiculara in A pe d, b) B = d;analog, ¢) AB || d: punctul de tangenta
se giiseste la intersectia luid cu mediatoarea segmentului | AB |. d) existd € e dNAB;
daci C = | AB | problema nu are solujie; dacd B = | CA, construim pe d punctele 74
si T, astfel ca ||CT, = || CT, 2= || CA ||* || CB |. Problema are doud solutii:
cercurile circumscrise triunghiurilor ABT; si ABT,.

18. Se aplicd exerc. 16, § 3.
§ 6.

S A e e S )
fo b = p(AB) =1, m(A0B) = —— - u(A0B) = —.
X173

™

.5. A gi B fiind punctele de intersectie ale cercurilor, se observi ci triunghiul 0,0 A
; ; N
este dreptunghic in A i m(0,0,4) = 30.
@
Exercitii recapitulative

g, 23,
%

3. Fie | AB | coarda, M e arcul mic ;1-13, P, Q, B proiectiile lui M pe 'tangentele in B si
"Asipe AB; dreapta MR taie cercul din nou in N, ANBR~AAMR, NAMQ~ANAR,

din care se deduce céi I MR — @J;LA_U. Anal L MR .-_;“ il ”.HBN ”, deei
° |MQ| lIRA| | BN || [[MP| " ||RB| || AN |

| MR = || MP ||* || MQ || ‘
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4. Se va folosi puterea punctului A fa{¥ de cerc.

5. AHBA’ ~ ANHAB'implici | HA ||* || HA’ || = || HB ||+ || HB’ ||; sau se observi
cél punctele 4, B, A’, B’ sint pe un cerc si se scrie puterea lui H fajd de acest corc In
doud moduri.

7w
N N Pt
~ 8. Se va ariita ci m(4FC) = m(AEB) = 180 — m(ABC). b

10. Folosind patrulaterele inscriptibile A BDE si ACDF, se va ariita ci #DE = BAC.
12, Fie ry < 1y, C = Prog, A si D= PT4p,01; folosind triunghiuri congruente, se
aratii cd [|O,C || = || AD || = ry.

Capitolul IV
§ 1.

2. Dreapta paraleld cu axa absuse]or care confine punctul de coordonate (0, 2).
3. Dreapta paraleld cu axa ordonatelor, care confine punctul de coordonate (5, O) s

4. (3, %] 5. (=2, 1], (67) 6.b) m c) 10)/5, d) T0- 7. 2 & (3,7}, 8 Se aplick

reciproca teoremei lui Pitagora. 9. Se arati ci lungimile a dou#i laturi sint. egale.
11. Punctul P corespunde lui Py din teorema 3. Se poate aplica si reciproca teoremei
lui Pitagora. 12. = = —1. 18. Punctul de coordonate (0, 6).

§2. -
Bt G Wk g & e
8 8
°
5 3.

18. 52 4 2y + 5 = 0. 21.Da. 22, 52 3y — 4, 28.a =1, b= —1,

24, Dacd ¢ = 0, dreptele P, P, si P,P, sint respectiv paralele cu axele de coordonate.
Dach a =£ 0, coeficientul unghiular al dreptei P, P, este a, iar. coeficientul unghiular al
dreptei PP, este — i Cele douit drept.e sint evident perpendiculare. 28. Se numeste

a
ecuafia dreptei prin taieturi deoarece P, gi P, sint punctele de mtersec;le ale dreptei
respectiv cu axele de coordonate

§ 4.
31/ 10 |/'E 1 4 4 3 5 12 12
We=m o mags s e S M me s  g

82.a) 2 — /3, b) i}@ o) -2 — /3, d) —2 —)/3. aa._1_5___-
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§ 5.

85. Misurile in radiani ale unghiurilor cerule sint respectiv: a) 0, b) ) o
2 3

- = -
d) "1;5 36. 150, " 87, ﬂ/_’_ﬁi‘/_z_

Capitolul V

1. (_11 0),7 (_1: 0)1 (_—2‘:" T ]! (‘_1: 0), (0: _'1)1

(2. -1,

5

2. a) {%Jrzimufez}, b) {3?"# 2kn1'kez}, 5 {%—l—ﬂknlkez},k—

d) {%‘Jr 2kn|'kEZ}. 5.(2 +1/3)z +y—1=0.

\
B

§ 2.

Lot b cos 20— @) =1 o) 4,0 =G 00—t~ 0o,

el 0 o AEICE

\

2. — ;l;— . 8, a) parif, b) pard pentru n par si impard pentru n impar, c) nici pard

“ 6
nici impard, d) impard. 4. a) V2 4 é— AL

2% . 7. Figurind pe cercul unitate C

2 65
. 3 & 3 . : 7 24 3
nctele Fla) = P| ——, —|. si F{b) = e’ 22|, se constati ci a > b si
pu (@) [ e 2). i roo o[ <, = b s

a—be [0, %]. Se calculeazil cos(a — b) cu ajutorul formulei (2), iar sin (a — &) cu

ajutorul formulei (1). Coordonatele punctului F(a — b) sint (%, %). 8. Rezolvind sis-

temul format din sin & + cos z = 0,2 si sin®x + cos*z =1 si {inind seama de cos & < 0,

se obiine cos r = — % , sin & = {:T . Coordonatele punctului F(z) sint [-—%. %] .
§ 3.
e VR B 2 TR _ %AV
2 2 50 50

il a)]/z-;[/?, o I/z;q/2' o _1/242-[/2’ @ l/8-|—2|:6—2[/2'
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2 + /2 i '
]/_2;—_ . 6. e) Se impart ambii membri cu 2 si se recunoaste cit b cos =
i 2

3
8 A5 =1 /10 + 21/5

,
4 : 4

si g 9. Se observi mai intli ca

- T
= sin — ete.
3

cos"%t = cos? % si cos? 5%: = cos? 3—875 in continuare rimine de aritat ci cos® ™ -+
8

3

+ cost == :——3. Dar cos 2% sin & ete. 10. Se scrie E — Mﬁﬂ._}.
8 4 8 8

2
1 + cos 2(a — b)
2 2

Deci E nu depinde de @ si b deoarece are valoarea 1, oricare ar fi valorile reale ale

+ — ¢os 2a cos b si dupd aplicarea formulelor (4) si (2) se obtine E =1.

lui a si b.
§ 4.
1. 0. 2. h) Se scrie tg3ec —tg2 — tga = tg 3a — ﬂSL: tg 3a —
) €08 2a cos a
—tg3a- e GBET tgsa » 208 Wogsa—oomde Lol g 4 n. B. Rezolvind
€0s 2a cos a €0S 2a coS a
sistemul format cu ecuatiile 5cos @ 4 10sin # — 11 = 0 si cos?z -+ sin®x — 1, se obtin -
doud solufii 5 B i] si {1, 2 . Agadar, problema are doui solufii: cos z = ik v
5 5 25 25 5
. A z 1 7 3 24 ! 3
sinz=—, tg—= —sau cosz=—, sinz =—, tg== —.
5 . 2 2 25 25 2 - 4
§ 5.

1. a) ﬁ—zﬁ L S SR DN RSN 3mcos[m+ %)cos[x-— %)

f) 4cos 4a cos [I -+ %) €os [:c — %) . 2. e) cig 2 :w, conform formulei (12)

9 sin a

Lu£1:u+mﬂp+_i)=
sin a

Deci 1+cosa+ctg£=1+cosa+ -
2 sin a

_1+4cosa

(1 + sin a) = ctg L (sin a + sin = | etc. 8. Daci sin = =0, atunci §= 0.
in a 2 2 2

Presupunem ci sin % =~ 0. Se obtine, conform indicaiiei. 2§ sin % = 2sin 3z sin 5?: -
: i
sin 3z sin -f i
Deci § = —————— . Peniru transformarea sumei T se procedeazi in mod analog.
sin =
2
cos 4x sin 72::
Se obtine T =

Rt
sin —
2
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§ 6.

Lo wi minus, bl minus, ¢ plus, d negativ, e) minus, f} plus. 2. Graficele sint

teasale in figueile care urmeazi
4

0
’a ; 2bs
Fig. R. 2a, 2b
B, Graficol este Lrasal in Figura care urmeazd, pentru x e [0, 2x]: ~

0 i 2nr

- -1
-2 /\/
-3

Fig. It. 3

Capitolul VI

§ 8.
= w V3 o 4 g i
1. &) ‘:jz b) _‘“‘-E': ()T: d)l/d:‘ej 1,1‘)?@.2-5]!]3:*5, COSQ’)—F
bz 5z — 3 3
3. @ = 5. 4. f) Deoarece tg |arctg ———— — arclg = ig|arctg — |, s-ar prea
5 — 3z . 4 Lk

X
it egalilatea este verificatd oricare ar fi z q&%. Dar pentru z > —;—, arctg s kxﬁ
: — 3z

— 4 4 : — !
— arely G — 3 < 0 deoarece B0 si 9g= J > 0, iar arctg 2 >0. g) Daci
4 5 — 3z 4 4

cos @ = (0, pentru sin # = 1 si pentru sin @ = —1, egalitatea este verificatd. Dacl

. sl i 1 2 { 1 tg 2 .

cos x5 0, atunei B +32 “,]S A Al ks L 2 tgfarcty 2) =tg(x + arctg 2).
cos v — 2sin x 1—2tgz 1—tgzx- tglarctg 2)

5. T

‘ ) § 4.
) “v~|—“/"iiezu ﬂ—}—]m“\‘ez
i) — 4 =k e ,
Foo b e

Nt b PR (R U T T )
36 o 12

-
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1. — Ak A
(:]xE{H.EIkEZ}V d)re{ -+’_";J.Ez}
e) me{l_”iq-"_"u Ez}

1)k 1+ Lk — R — T L
) IE{( 1) +é/l+!nimlkEN}U {( 1) é/1+-u.nikEN}_ i

§ 5.

(=

Le T E

{ EZ}U{—RICL051 V7 -{—rirjluez}
3. ze{ —-l—frvr,ﬁEZ}
4, re{%+1m|kez}u{;%-i-kn[kez}.

5. xe{—:— + knlk = z}u {_%4- kx| k Ez}.

7. Ecuatia se scrie (tg 2 — 2) (5tg z -+ 4tg 4 3) = 0. Se obtine & < farctg 2 4
+ kn | k e £}, i

9. Se face substitufia cos = = y. Se obtine z = {?n +kr|k e Z} ¥

/ § 6.
1.te{n—arcsm-—+2icrc|ke Z}U{n+2kn|ksz}

e{%+ 2kn]kEZ}U{arcsinZZE+ ZkvcikEZ}-
3. te{ —-—[—2)m|keZ}

4.1e n-—arcsm——f— 2k |k e Z}U {n+ arcsin—:w—f— 2kn |k = Z}‘
m
5.15{—E+2kn’|7\‘e Z}.

6.!&{2kw|leZ}U{7§+ G|k e z}.

7 &) 2%, ) 0w o) 2=
i} 7

8. Dacd T ar fi perioadd, ar insemna cil f(x - T) = f(z), Y= € R. Pentru z — = 0,
am avea sin 47 4 cos |/ 2 T = =1, dar Tpentry 3= — T e gin T+cos |/ 2 T—1
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Din cele dou¥ egalititi se obfine sin 47 =0si cos |/2 T = 1. In primul caz, din
sin 4T = 0, rezultd T = EE , ke Z,iar dincos)/ 3 T =1, rezultd T =k'z})/2, k' = Z.

Deoarece nu existd numere tntregi k si & astfel ca cele doud valori ale lui 7's¥ fie egale,
am ajuns la o contradictie.

9. Se scrie h(z) = 2sin 2z — 2 /31 +cos 2z) +2 [/3—3 = 2sin 2z —2 |/3
cos2z—3 =% [siu 2z cos %— cos 2z sin %J —3.=4 sin(zx — —135) — 3 si se’ continud

ca la aplicatia 4.

Probleme recapitulative

4. Fie C simetricullui A fafide M; AMNGS = AMBA, | AN | > || AB|| = | NC",
AN 7N N
deci BAM = MCN > MAN.

7. Fie ABCD patrulaterul si {0} = AC N BD. Daci ABCD este convex si M un punct
din plan, || MA ||+ || MC || > ||AC |, || MB ||+ || MD || > || BD |. Daci ABCD

este concav, fie de exemplu C = Int ABD; atunci ||CA ||+ || CB ||+ [|CD || <
< [|CA |+ (I BO |4+ 1OC )+ (1 €O I+ [OD |)= | OA || + || OB ||+ || OC || +
+ ||OD ||, deci suma distantelor de la C la virfuri este mai mici decit de la 0. Asadar
proprietatea nu riimine valabild pentru acest caz.

s s
8. | AC | N BO = {E},| BC|N A0 = {D}, { ADc Int BAC, {0} = | BE | N | AD,
0 | BE |c Int ACB, deci | CO intersecteazd segmentul |AB|.

2 70N
12. Notind ¢ = OA, semiplanele |aB si | aC sint opuse. P e Int AOB implici
|BP|Na= @ si | CP |Na = {D}, deci D e | CP |. Reciproc, din D e | CP | rezulti
P = | aB; pe de altd parte existi E e |CD |NOB si E e | CP |, deci P si D sint de

; : 7N
aceeagi parte a Iui OB. Asadar P = Int A0B.

17. ABCD fiind trapezul dat (|AB| = baza mare), se ia punctul E astfel incit 4
e | EB.|si | EA | = | DC |. Triunghiul DEB va fi dreptunghic.

19. Asemiinarea ASPQ~ACBA rezultd in modul urmétor: PS si SQ sint linii mij-

locii in CBE, CFE, deci || PS || = — | BE |, 150 || =~ || CF |l Dar IBE I _
2 2 [ CFj|

2N A
o jg 1: si notind {R} = BE N CF, avem PSQ = BRC = BCA. Analog se arati
I |

cd ATQM ~ ACBA. Putem scrie:

IPQI _ IPSN _ NBEN _ 1 14D\ _ INM]|
Il 4B | IBC| 2[BC| 2 [[AB| 4B |
deci || PQ || = || NM || 5i analog ||QM || = || PN ||. :
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20. Fie A pe latura [CD] a pitratului CDEF; pulem presupune cit || AE | > || AB Il
(schimbind la nevoie rolul lui E cu cel al lui F). Atunci | AC | + || 4D || + || AE || +

+ NAE > [|CD ||+ || AB || + | AF |3 | AB|| + 2 [|[CD |> || AB || (1 + /Z). Daci A
§i B sint wirfuri opuse,in pitrat, relajia de mai sus devine o egalitate, deci aceasta este
solutia problemei.

21 OM || — |ION || | < || MN || < |ON || + [[OM ||.

27. Se va observa ci A0, HO, este romb si se va ariita cX triunghiurile A BC si 0,0,0,
sint congruente, unde O, 0,, 0, sint centrele celor trei cecuri. '

28. Fie A’ simetricul lui A fa{i de punctul D. Punctele A4', B, H, C sint situate pe
un cerc de diametru A’H, care confine si punctul M.

2N AN . :
29. Ludm M < | BD | astfel ineit MCB = ACD. Se obtine: ACMB~ACDA si
ACMD ~ NCBA.

81. Cele patru puncte sint virfurile unui dreptunghi.
82. Ecuafiile inil{imilor sint 2 + ay =0, (10 — a)z + 2(10 — a)y —b — 200 = 0,

(2 — a)z + 10(2 — a)y —/Z — 200 = 0. Se determini coordonatele punctului de inter-
seclie a doudl din mediatoare i se verifici ci este situat pe a treia.

831 7_2’ '1.)1r, 23n 4
4 4 &

=

){z|z=5?"+2;m, rfez}.

20 41 541
’ bt e
29 841" 641

88. a) 4 cos a ros b cos c,

a T a T
b) & cos a cos|— —1eos = — e
e e

g a a T
¢) 21/2 eo8 - cos | — — =
IHICT e (.4 4]'

d) 4 sin @ sin[2 _ T 05 || o i
) £ [2 ] e iz 12
89.a) 2, b) 3, ¢) -, d) 14,
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40.a) z < {%4— ke | ke z} u {arctg -';-+ ke ke z}, b) Se trece totul in

membrul sting si se da factor conmun sine — cosa, ¢) Se aplicd formula (12) gi se ajunge la
sin @ —cos =1, d) Dupi ce se transformi in sumd produsul de cosinusuri se ajunge la

‘ 2cos 2 = 1, ) Se aplicdl formulele (7) si (8) si se obiine 3 sin® % cos ~;c—+ sin -z-
00s? %— 2 cos —;i: 0 sau qos—:;(:} cos @ — sin @ + 1) =0,

Deci IE{%Jrzimuc ez}u {'n: +arcsin-§-—[—'2kn [ z}u (r + 2 | k e T},

41. a) Tcualia este echivalentd cu 2 sin? z — (2m — 1) sin T —m=0,

b) Ecuatia are solutii oricare ar fi valorile reale ale lui m,

¢) Eeualia are solutii daci m e (— o0, 0]U [%. 2 OOJ-

42) a), b), ¢), d). Se folosegte indicalia de la punctul e).

44, Se observi ¢i |OM | = |ON |. Deci unghiurile triunghiului au mdésurile
N hm om

y —a .
6 12 12
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