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CAPITOLUL |

ECUAT!I DE GRADUL INTII-SI DE GRADUL AL DOILEA
(RECAPITULARE) '

B §1. ECUATIT §I INECUATII DE GRADUL INTII

1.1. Forma generali a ecuatiei de gradul intii este
ar+b=0, az#0 ) (1)
a, b fiind numere reale.

Observajie. in practicd vom considera i ecuatii a cdror rezolvare se reduce la rezol-
varea unor ecuafii de gradul intii.

. Loata s b
Ecuatia (1) are rdddcina — —.
a

Interpretarea geomeiricd (fig.1.1). Graficul functiei f: R - R, f(z) =
= ax + b, este o dreaptd care intersecteazd axa Oz in punctul de abscisd — -
. a

(—-b— fiind réddcina ecuatiei az + b = 0]. In figura 1.1 am construit
a

graficul pentru cazul : ¢ >0 si b >0.
Ezemplu. S8 se rezolve ecuatia in #,
m— 2z =1— m?z. (2)
Aceastd ecuatie devine
m2 =1z =1—m.
Daci m? — 1 % 0, adici m 5= 1 §i - m # —1, atunci Y/
ecuatia (2) este de gradul intii, avind ridicina

1 —m

, adicl — 3 ]
i = - m + 1 /
Daci m = 1, ecuafia (2) devine

sl Al TG

care este adevdratd pentru orice numir real x. /
Daci m = —1, se objine

i — 2

care nu esfe verificatd pentru nici o valoare a ;
Iui x. Fig. It



1.2, Inecuagiile de forma

ar+b >0, az+b 20, az-+b <0 sau azxr+b <0,
unde & i b sint numere reale date, iar ¢ # 0, se numesc inecuajii de gradul
inti.

Obserpagie. In practici vom considera orice inecuafie care se reduce, folosmd pro-
prietdtile inegalitifilor, la o inecuafie de gradul intii.

1. S& considerdm inecuatia de gradul intii

az+b >0, _ a+0. (3)
1° Dacd a >0, atunci # > — 2, adicd e[———”—. -|-oo).
a @

2° Dacd e < 0, atunci x<—i’-. adicd z € [-——oo. -——I-J-J-
a a

Grafic, cele doud situafii sint reprezen-
¢ /4, tate in figura 1.2, respectiv in figura 1.3, por-
e tiunile hagurate marcind mul{imea solutiilor.

2. Pentru inecuatia axz + b > 0, avem:

Fig. [.2 % . b s
' 1° Dacd @ >0, atunci z > — —, adicdl
= a
b
T E ['—— » +OO) .
a
2° Daca @ <0, atunci z < —i. adica
. a
5 - b
Plg, 1.3" i E ['_Dol __]'
= a

Observim cd punctul —2 face parte din multimea solutiilor.
a

Exemple. 1) Si se rezolve inecuatia

z+4>—2x+ 3.

Obtinem succesiv: & + 22 > —4& + 3, sau 32 > —1, de unde z > — % « Deel
F R — i + o
3° ‘
2) Sa se rezolve inecuatia

46 — o) » 3(z — 13).

Obfinem succesiv: 24 — 4z > 3a — 89, sau — 4x — 3z 2 — 89 — 24, de unde
— 72> —68, adicd « € 9. Deci z = (—o0, 9]
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1.3. Ecuafll care contin necunoscuta in modul

Valoarea -absolutd a unui numir a, notatd prin |a |, se defineste astfel:

a, dacd a > 0,

adli== 0, daci a = 0,
—a, dacd a<< 0.
. De exemplu:|9 | = 9, —%]=13, |—30]=230,| —)/2| =12 ete.

Valoarea absolutd a numirului ¢ se mai numeste modulul numdrului .
Rezultd cd | z | = max (—a, z) sideci: 2 < | z|, —x < | x|, (max (—z, z)
filnd cel mai mare dintre numerele —z si z).’

.53 mentiondm proprietitile fundamentale ale modulului.

Daci a 8i b sint numere, atunci:

1. |a| > 0;
2. |a| =0 dacid gi numai dacd a = 0;
3. |ab|=lal-|8];

b lat+b|<|al+ 0]
Primele trei proprietdti sint evidente, dupa definitia modulului.
Si o demonstrim pe ultima. Intr-adeviir, daci @ = 0 sau b = 0, atunci

este clar cd |a+b|=|a |+ |b|. Deci g8 presupunem a # 0 si b # 0.
Sa considerdm cele patru cazuri posibile: :

i) Dacda >0s1d >0, atunci ¢ + b >0. Deci |a +b|=|a |+ |b |

ii) Dacd @ <0 si b <O, atunci a +b < 0. In acest caz |a | = —aq,
|b|=—0bla+b|=—(a+b)sideci |a+b|=]a|+|b]

iii) Dacd ¢> 0 §ib < 0,atunci |a | =asi|b | = —b. In aceasta situatie

avem, sau ¢ + b > 0, sau a + b < 0. Dacd a -+ b > 0, atunci
lae+b|l=a+b<a=|a|<|a]+|b];
iar dacd a |+ b < 0, atunci
le Fbl=-e¢—-b=—a-t |bl<|b]l<|a|+|d]|
iv) Analog, se demonstreaza cazul ¢ < 0 si b >0.
In practici este foarte utili urmitoarea proprietate:
5 |a | < ¢ dacid si numai dacd —c < a < ¢
(In aceste relatii se poate inlocui semnul < cu semnul <.)
De asemenea, avem :
6. llal—1bl<la—bl
Proprietatile 5 i 6 se demonstreazd ugor pe baza celor precedente.
Demonstrarea lor o lasam ca exercifiu.



FEzemple. 1) 5a se rezolve ecuatia
|6—3 | =4 . (4)
Dupa definitia modulului avem
o — 3,dacd z — 3> 0,
JEe——adls— "
— (@ —3), dacl & — 8 < 0,
adica
: z — 3, daci x> 3,
|z — 3| =
— x + 3, dacd x < 3.
Asadar, ecuatia (4) devine:

a) Dacd = > 3 avem o — 3 = 4, de unde x — 7. Cum 7 > 3, rezultd cii 7 este o
rddédcind a ecuatiei.

b) Daci x < 3 avem —x - 3 = 4, de unde 2 = —1. Cum —1 < 3, rezultd ci —1

este o rddicind a ecuatiei. Deci rddicinile ecuafiei (&) sint: o, — 7, zy = —1._
2) Sa se rezolve ecuatia
l6— =053 : )

. 6 . da 4 f‘ | " 0!
- Avem |6 — z | = x, dacd 6 x>

— 6 + a, dacd 6°— z < 0.
Asadar, ecuatia (5) devine:

~a) Dacd 6 — o > 0, adicd z < 6, avem 6 — x = 22 4 3, de unde z = 1. Cum
1 < 6, rezultd cd 1 este rddicind a ecuafiei.

b) Dacl 6 — z < 0 adicd = = 6, avem —6 + = = 2z + 3, de unde x = —9. Cum
—9 nu verificd inecuatia z > 6, rezultd cd —9 nu este ridicind a ecuatiei (5), Deci ecua-
{ia (5) are rddicina I,

§2. ECUATII DE GRADUL AL DOILEA CU

YADYACTN =¥,
RADACINI REALE

2.1. Rezolvarea ecuatiei de gradul al doilea cu ridicini reale

Fie ecuatia _
axt +bx +¢=0, a # 0,
a, b, ¢, filnd numere reale.

O astfel de ecuatie se numeste ecuatie de gradul al doilea cu coeficientt
reali. Se numesgte solujie sau rdddcind reald a ecuatiei un numaér real a astfel
incit sd avem

aa® + ba -+ ¢ = 0,

.



Prin rezolvarea ecuatiei az® 4+ bz 4 ¢ =0 se intelege determinarea
tuturor solutiilor (réd#cinilor) acestei ecuatii.

Ecuatia are rdaddcini reale dacd si numai dacd b®* — hac > 0. Dacd b* —
— bac < 0, ecuafia nu are raddcini reale.

Existenta radicinilor reale ale ecuatiei de gradul al doilea, precum si
numaérul lor depind de expresia b — 4ac. Aceastd expresie se numeste discri-
minantul ecuatiei de gradul al doilea §i se noteazi cu A.*

. Dacd discriminantul ecuafiei de gradul al doilea este pozitiv, atunci ecuajia
are doud rdddcini reale diferite intre ele

_b+|/_5':z: __ —b—A .

e 2a iy S 2a

Dacd discriminantul ecuapiei de gradul al doilea este egal cu zero, atunci
ecuafia are doud rdddcini reale egale

e e e
X 8 %a
Exemple: 1) Henafia 22* — z.— 3 — 0 are discriminantul A — (—1)2 — 42+
*(—38) = 25 > 0. Deci, ecuatia are doud rddacini reale diferite :
A4 1/25 1,
= - Iy = % —— 2 »
AtV

2) Eeuatia 22° — 4z + 2 = 0 are discriminantul
A= (—4)*— &-2-2 = 0. Aceastd etuajie are rddicini reale egale
&

! &y, — =1,
2:2

3) Ecuatia 22® + = 4+ 1 = 0 are discriminantul A =1 — 4-2 = = Deci,
ecuafia nu are ridécini reale,

Dim acum citeva forme particulare importante ale ecuatiei de gradul al
doilea, care are discriminantul A > 0. -
1. Fie ecuatia ax? + bz 4 ¢ = 0 si s& presupunem cid b are forma &
= 2b, (de exemplu, b = 2, b = 4]/2 etc.).
Rid#cinile ecuatiei axz? + 2b,x + ¢ = 0 sint
— b + m; x2="bl —]/E‘rf——‘w‘
a

a

I

$1=

Ezemplu. S& se rezolve ecuafia
322 — 10z 4+ 3=0.

* Expresia b* — 4ac se mal numegte realizantul ecuatiei.



Deoarece coeficientul Iui = este —10 = 2 * (=5), aplicim formulele de mai inainte
si obtinem:

tay = 3 3

5 L1/265—9 _54 4

Deci

By — 3 IE:E'

2. Forma redusd a ecuajier de gradul al dotlea. O ecuatie de gradul al doilea
se numeste redusd dacd coeficientul lui z? este egal cu 1. Forma generald a
ecuatiei reduse este:

22+ pr+q=0, (3)
unde p si ¢ sint numere reale.
Punind in formula generald a rddicinilor ecuatiei de gradul al doilea:

—b + |/b* — Lac
2a

&y 9=

a=1,b=p si c= g se obtine formula pentru ridicinile ecuatiei de gradul
al doilea, sub formi redusa: :

o=+ V5 etV

Ezemplu. Fie ecuafia z? - 4x — 5 = 0,
Atunci '
Baa— —2 /A
de unde
&ty = 1, xrz = —a.
Observagie. Orice ecuatie de gradul al doilea aa® 4 bx 4 ¢ = 0 (a % 0) poate si
fie adusd la forma redusd impérfind ambii membri ai sii prin a:

ax® + bx 4+ ¢ = 0 este echivalentd cu a2

2 | o

i
a - —=10;
@

2.2. Relagii intre coeficientii i ridicinile unei ecuagii de gradul al doilea

1. Relagitle lut Viéte
Dacé radacinile ecuatiei

ax?+bx+c=0 (@#0, A=>5b?— bac > 0)
~ sint z, §i x,, atunci:

b
x1+x2=—:'

o

3312’12 = T2

2



Aceste relatii poartd numele de relatiile lui Viéte.
Ezemplu. Feuatia 4z® — 32 — 1 = 0 are discriminantul A — 9 + 16 = 25 > 0,
Deci ecualia are doud rdddcini reale distincle y, Si ap, iar
—3 3 —1 1

Ty &y = ——— = —, T = —— = ——,
e 4 g ok 4 4

~ 2. Formarea unei ecuatii de gradul al doilea cind se cunose rdddcinile
Dacd z, si z, sint numere reale, fie z, + 2, = — p §i 2,2, — ¢. Atunci
Zy §1' Z, sint rddécinile ecuatiei de gradul al doilea 2* + px + ¢ = 0. -
Intr-adevir, 22 +pxy+q=a] — (2, + z)z; + %33, = 22 — 22 —
— %% + 2,2, = 0. Analog, avem a3 4 px, + ¢ = 0. Deci 2, si z, sint rada-
cinile ecuatiei 22 + pz + ¢ = 0.

Ezemplu. Fie z; — —b5 sl @y = 2. Atunel # + 2, = —83 = —p, ;e = —10 = ¢
i deci p = 3 5i ¢ = —10. Ecualia care are ridicinile z, — —5 sl zy = 2 esté

,:c2~|»3z—10=0.

2.3. Studiul semnelor ridicinilor ecuatiei de gradul al doilea

Fie ecuatia de gradul al doilea
‘ az®* +bx+c¢=0, a#0 - ' (1)
cu A:bz—4qp20. :
S& notdm cu S §i P suma, respectiv produsul riadicinilor z,, 2, ale ecua-
tiei (1), adica: . ;
S =_a‘:‘1 + &Iy = — —b‘;
b a

C
P:$1$2:—-
. a

Impértind ambii membri ai ecuatiei (1) prin a, se obtine o ecuatie echi-
valenta:

gt pebigine S
: a a
sau :
#* — Sz 4 P=0. (2)

Vom arata cum, in raport de semnul lui P si S, se poate stabili daci
radécinile ecuatiei sint pozitive sau negative, fari a le afla efectiv.

Sint posibile urmitoarele combinatii ale semnelor lui P §i S

1° P >0. Deoarece x,2, = P >0 rezultd c& ambele. radicini au acelagi
semn. Dacd § >0, atunci z; + 2, = § >0 si deci ambele ridicini sint pozi-
tive. Daca § <0, atunci #;, + 2, =85 <0 s§i desi ambele ridicini sint
negative.



2" P < 0. Deoarece 2,2, = P < 0, atunci una dintre radacini este pozi-
tivd, iar cealaltd negativa. Daca S >0, atunci z, + @, = & >0 si deci
rdddcina pozitivd este mai mare decit valoarea absoluti a riddcinii negative.
Dacd § <0, atunci ; 4+ 2, = § < 0 si deci valoarea absoluti a ridicinii

. = . O L 3 o
negative este mai mare decit rddécina pozitivi..

Rezultatele obtinute se pot reprezenta in urmitorul tabel:

§ >0 e =)
P =0 :

S <0 oy <=0, &g=<10

§ > 0 ridicinile au semne diferite; 2, < 0, a3 > 0, |z | < @
P <0 :

§ < 0 rddécinile au semne diferite: o, < 0, 2, > 0, |2y | > 2

- Observagii: 1. Fie S = 0. Ecuatla are rddicini reale numai dacia P < 0.

In acest caz avem z, + z, = 0, adici z; = — 2.
2, Kie P =0. Atunei ,— 0 gi 2,=5.

Exzemple. 1) Fie ecuatia 22* — 8z + 7 — 0. Ayem A — 64 — 56 — 8 > 0. Deci

-

: I e : L 8
ecuatia are doud rddécini diferite. Cum wyzy = — i 2, + @y = — =
2 2

4, adicid suma $1

produsul riddcinilor sint pozitive, rezultd cid ambele rddicini sint pozitive.

2) Fie ecuafia 2® + 2z — 15 = 0. Avem A = 4 + 60 — 64 > 0, deci ecuafia are
dond rddicini diferite. Deoarece za; — — 15 si ®y + xy = — 2, rezultd cd rdddcinile au
semne’ diferite si valoeu ea absoluta a raddcinii negative este mai mare decit I'Eld:l,Cll’](l

pumtlva

2.4. Descompunerea trinomului de gradul al doilea in produs de

polinoame "de gradul intii

Fie polinomul de gradul al doilea aX® - bX + ¢, a # 0, in nedetermi-
nate® X. Un astfel de polinom se numeste trinom de gradul al doilea .
1. Sd presupunem ci ecuatia ax® 4 bz + ¢ = 0 are rédicini reale, fie

acestea z; g1 2. Atunci

_ aX? 4+ bX + ¢ =a(X — x,)(X — z,)
sau

aX? L bX 4 c= (aX — az,) (X — x,).

(Agadar, dacd b* — 4ac > 0, atunci trinomul aX?+bX 4 ¢, a # 0, se
descompune in produs de factori de gradul intii cu coeficienti reali.
2. Reciproc, fie trinomul aX? + bX + ¢, a # 0, si si presupunem cd

acesta se descompune in produs de factori de gradul intii cu coeficienti reali, -

adica

aX? 4 bX 4 ¢ = (a; X + by) (X + by),

(1),

* Nedeterminata polinomului se noteazd, uzual, cu literd mare,

10



unde a,, b,, a,, by sint numere reale. Atunci radacinile eocuatiei exz® 4 bz +
+ ¢ =0 sint reale.

Intr-adevir, din relatia (1), identificind coeficientii lui X%, avem a = a,a,.
Cum a # 0, rezultd od e, # 0 si ay # 0. Produsul (a,@ + b,) - (ax -+ b,)

b B ; :
este zero pentru ¥ = — — sau ¥ = — — gi deciecuatia aa® + ba+ ¢ = 0 are
‘- ay g
Il D N
radécinile reale —.—% gi — —.
G az

.Ea:emiule. 1) 84 se descompund trinomul 6X? — X — 1, in factori de gradul intii
cu coeficienti reali,

Rddicinile ecualiei 6z* — 2 — 1 = 0 sint: 2 = §i xp = —

1
e

b | =

Afunei.
e B G (L e[x —%][X 1 %): (2X — 1) (3X + 1).
2) Deoarece discriminantul ecuatiei 2 + z + 2 = 0 este A =1 — 8 — ﬁ} =10

rezultd cd trinomul X* 4+ X + 2 nu se descompune in factori de gradul intii cu coefici-
enti reali.

EXERCITII

£

1. 54 se rezolve ecuatiile in x: '

-3,3 bz + 1 = m; b)) mz —m?2 = & — Ex;(c")r)a: = n — mix;

! : ) o 77
() L & S () P N W

r— 2 a2 — 4 x :
'g)‘]|7x41[:21ﬁ9m; ‘h) Il—3m|=[_3—2x|;ifi) |10 4+ & | = — 10 — a;

Nzt +lz=1|4|e-3]=8+4a(k)la|—1]|=18,

o

2. SH se rezolye inecuatiile:

S ) 2 - . ./ A)ax4+b _ axr —1b
aax—6<x+l2;b'—~—>0;(‘c) > a>0,b6>0);
)/ ' )/ 3 — =z ) e — b a—}-b( )
ﬂﬁdﬁax+b>3—2w; e =it e e e T

a + 1 a -+ 1

@12z —t|<|z=t];h)|la—2|+ |z—1]> 1

/3 54 se determine valorile lui = pentru care existd radicalii urmitori (in multimea nume-

relor reale):

a) VEF 3z b) VB —a; ¢ V25 £ 6 ) YT =Ba+ V=

4. Si se rezolye ecuafiile: .

a) 62 — 2 —1=0; b) 2 —a2 4+ 1=0; ¢) — z% - Bz — 16 = 0

3z — 7 r — 3 b 9 .
d) ——=——; ¢ = 2
)'a:—}-ﬁ a:—+*2' )24—2+2m+—3 '

11



-/\' 15.

/
/N 16,

12

x4 m m— x m? — g T — 12 z— 6 6

84 se defermine m, astfel incit ecuatia z® 4 max + 1 = 0!

a) si aibd rddicini egale; b) si aibd rdaddcini reale diferite; ¢) sit nu aibd raddeini
reale.

Acelagi enunt ca la problema 3,pentru ecuatia z* — 2ma + m(l + m) = 0.

84 se determine valorile lui m, stiind cd ecuatiile 2* + o 4+ m = Osiz* + 2 —m =0

au acelasi numir de rdddcini reale.

S¥ se formeze ecualiile de gradul al doilea, care au riddcinile:

a) @y = —3dsiw —5;b)a; =m L nsiazg=m — I e)my — 2 ‘1‘1/3:.5' Ty =2 —

VR u =TV sia= VIV -

. Fie x, si w, ridicinile ecuatiei z® + px + ¢ = 0. Sid se formeze ecnatiile de gradul al

doilea in y, ale cdror raddcini sint:

o . : 1 § 1 :
a) y = — $1y2='m—2; by =ai + — sipp=m+—; ¢y = (n + @)* sl

L2 &y Ty &y
: i 1 1
Ye= (a1 — @) d)yy =—5 5l o =—5-
g xs

Fird a rezolva ecuatiile urmdtoare, si se defermine semnele raddcinilor lor:
a) g —ax—6=20;b)6z—2z—1=0;¢) =62z —7=0. -

84 se determine valorile ui m, astfel incit rdidicinile ecuatiei 2* + (1 — m)x — m = 0
si aibi: i
a) acelasi semn; b) semne diferite.

. Si se descompund in factori de gradul intii frinoamele:

a) 6X* — 77X +-2; by X8 - X + 1; ¢) 2X% — ImX | 6m®

94 se determine valorile lui m, astfel incit ecuatiile
2 4+ mz+1=0s 22+ 2+ m =0 s aibd o ridicind comund.

. 94 se studieze semnul rdddcinilor ecnatiei:

ma? 4 2(m + 1)z + |m — 2 | = 0, m fiind un parametru real.

Fie ecuatia hma® 4(1 — 2m)x 4 3(m — 1) = 0. Si se determine valorile lui m
astfel incit sa avem:

a) ambele rdddcini si fie mai mici decit 1;

b) ambele ridicini si fie mai mari decit 1;

¢) o rddicind mai micd decit 1 si alta mai mare decit 1.

i se determine valorile parametrului m, astfel incit urmditoarele ecuatii s& aibd doud
riadidcini egale:

a) 4z 4+ ma + 9 = 0; b) ma* 4 bx 4+ 1L = 0;

¢) 22 — 2(1 + 3m)z + 7(3 + 2m) = 0.

Descompunind membrul sting in factori, sid se rezolve ecuatiile:

a) 4z® + 282 — 92 — 63 = 0; b) 6z® — x* — 486z + 81 = 0}

¢) & + 8x? — 1bx — 48 = 0,



7
# 18, 53 se rezolve ecuatiile:
1 E 2z — 1 1 o
52— 5 @ 12z + 12z  5x* — 5 ;
3z — 6z — ;
b) z 5 __ bz i1 50 3z + 2

z? — 1 z — x? P — w

a)

=},

19. Sa se rezolve ecuatiile:
a) z* 4+ 4z — 1 = 0; b) 2 — &a® — 1 = 05

3 (:c —i ‘1]2 + (xj -1)2’:: iy il

Indicajie. a) Adunim la ambii membri pe 2z* + 1; se dbbine ecuatia zf - 1 =

= I/ 2|z — 1].b) Se inlocuieste = cu & si se obtine ecuatia de la punctul a), ¢) Adu-
T

. ]
‘ndm la ambii membri ai ecuatiei pg __22L1— si obtinem ecualia
ST A

. 8
y? —y — m{m — 1) = 0, unde y = RN
z? — 1 .
' 20. Fie ecuatia z* — | | = max(z + 1). S4 se determine m (m e R) astfel incit aceastd

ecuatie si ajbd trei rdddcini reale,
Indicagie. Se considerd cazurile: a) x> 0, & — z = mz(z + 1); b) & <0,
o w2 = ma(ae ). X
v 21. S4 se rezolye ecuatiile in z, m fiind un parametru real:
a) 8z% — 5mz — 2m? = 0; b) z(2z + 5) — m(z + 3) = 3.
: Smo | 7m |

Indicatie. a)-A = 49 m®>2> 0. Dacd m # 0, atunci z = = , de unde

z1:~-§ m si xp = 2m. Daed m = 0, atunci x; = @, = 0.

b) A= (m + 7)% Daci m — —7, atunci A = 0 si rezultd z; = z, = —3. Dacdl
: ; — i 7 :

m=E — 7, atunci A > 0 8i xz = Mmoo Jom s b deunde;lr=u$1

h
Zy = — 4.



CAPITOLUL 1

MATEMATICA, MULTIMI, FUNC Tl

§ 1. ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA
1.1. Elemente ‘de calculul propozitiilor

Notiunea de propozitie. Se numeste propozifie un enuny* despre care gtim
cd este sau adevdrat sau fals, insd nu sv una si alta simultan.

Exemple. Considerim enunturile: 1) In orice triunghi suma unghiurilor
- sale este egald cu 180°; 2) ,3 + 2 = 5%; 3),,2 > 5“; 4) ,Balena este un mami-
fer; 5) ,Planeta Venus este satelit al Pamintului®.

Toate aceste enunturi sint propozitii, deoarece despre fiecare putem sd
stim dacd este adeviratd sau falsi. De exemplu 1), 2) si 4) sint propozitii
adevarate, iar 3) si 5) sint propozitii false. ' '

Obserpagie. O clasd foarte largd de propozifii adevirate o constituie teoremele din
matematici. . .

Exemple. Considerdm enunturile: 1) ,z 4+ 2 =5%; 2) ,x — 1 <4“;
3) ,,Deschide ugal“; 4) ,Numérul z divide numarul y“; 5) ,,Atomul de aur este
galben®. . 3

Se observd ci 1), 2), 3), 4) si 5)sint enunturi pentru care conditia de mai
“sus (de a fi adeviarat sau fals) nu este indeplinitd. Mai exact enunturile 1 ),2) si
4) au caracler variabil (vom, vedea ca ele sint predicate). Enunful 3) este o
poruncéi (ordin) despre care este lipsit de sens sd afirmém ci este adeviarat sau
fals. Enuntul 5) este absurd, deoarece este lipsit de sens sd vorbim despre
culoarea unui atom. ; !

Valoare de adevdr. Dacd o propozitie este adevératd, spunem. ci ea are
valoarea de adevdr ,adevirul® si vom nota valoarea de adevir, in acest caz,
prin semnul ,,1“ (sau ,,a“); cind propozitia este falsd spunem cd ea are valoarea

de adevar ,falsul® gi vom nota valoarea de adevir prin semnul ,,0“ (sau ,{%). -

Observatie. ,,0° si ,,1° sint aici simboluri farsd inl;fies numeric,

Vom nota propozitiile cu literele p, ¢, 7,... sau py, Ps, Pa,-.-..Acestea se
pot compune cu ajutorul aga-numitilor conectori logici ,non», , s8i“ , sau®

dind propozitii din ce in ce mai complexe. Sa indicdm, in cele ce urmeazi,
modul de obtinere de noi propozitii cu ajutorul conectorilor logic.

* Un 2nunt este un asamblaj de semne céirora li s-a dat un sens.
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Negatia propozitiilor. Negajia- propozifiel p este propozifia ,non p“, care se
noteazd 1p si care este adevdratd cind p este falsd §i falsd cind p este adevdratd®,
Valoarea de adevir a propozitiei Tp este datd in tabela urméatoare:

p |p
1 0
0 1

' De exemplu, considerdm propozitia p: ,Balena este un mamifer". Nega-
tia 1p este propozitia: ,Non* balena este un mamifer sau, in fimbajul obignuit,
»Balena nu este un mamifer. In acest exemplu 1p este o propositie falsi.

Conjunctia propozitiilor. Conjunctia propozitiilor p, q este propozifia care
se cilegte ,,p $i ¢ (notatd p )\ q) care este adevdratd atunci gv numai atunci cind -
fiecare din propozifiile p, g este adepdratd. -

Valoarea de adevir a propozitiei p A ¢ este datd in tabeia urmaitoare:

p | g9 | pAg

1 1 1
;S 0
0 1 0
0 0 0

De exemplu, sd considerdm propozitiile p:,2 4+ 4 = 6 gi ¢: ,,Luna este
satelit al Pamintului®. Propozitia pAq este ,2+ 4 =6 si Luna este satelit
al Pamintului®. In acest exemplu p A ¢ este o propozitie adevirata, deoarece
p, ¢ sint amindoud propozitii adevérate. Deseori in loc de p A ¢ se mai folo-
seste §i notatia p & ¢. :

'DiSjunc{:ia propozitiilor. Disjunciia propozitiilor p, q este propozifia care
se citegte ,p sau ¢“ (notatd p v/ q) si care este adevdratd atunci §i numat atunct
cind este adevdratd cel pujin una dintre propozifiile p, q

Valoarea de adevir a propozitiei p v ¢ este datd in tabela urmaétoare:

] q

&
= e

\
d
1
1
0

De exemplu, s8 considerdm propozitiile p: ,2 > 3 si ¢: , Balena este ui
peste’“. Propozitia p v ¢t ,2 >3 sau balena este un peste“ este o propozifie
falsa; deoarece p, ¢ sint amindoud propozitii false.

Cu propozitiile p, ¢, r,... am construit propozitiile: ip, p A q, p v ¢,... .
Din acestea obfinem alte propozitii, ca de exemplu: (1p)yve, (1p)A(1¢).
(lpv ) Ar ete. \

* Negatfia propozifiei p se mai nofeazi p.
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Propozitiile care se obtin din propozitiile p, g, r,... (numite propozifii
simple ), aphcmd de un numir finit de ori conectorii 10g101 IS SEavon
numi propozitit compuse. Calculul propozititlor studiazi propozitiile compuse
din punctul de vedere al adevirului sau falsului lor in raport cu valorile logice
ale propozitiilor gimple care le compun.

- Implicatia propozitiilor. Si considerdm propozitia compusd (1p) v ¢
a cdrei valoare de adevar rezultd din tabela urmitoare:
p |l ¢ |p]| Qpvy

e 0 |
1 S0 0 0
0 1 1 1
0 0 1 1

Observam cd propozitia compusd (Tp) v/ ¢ este falsd atunci s numai atunci
cind p este adevdratd st q falsd, in celelalte cazuri fitnd adevdratd.

Propozitia compusd (1p) v ¢ se noteazd p - g si se citeste, ,dacd p,
atunci ¢* sau ,,p implicd ¢“. Ea se numeste iinplicatia propozitiilor p, ¢ (in
aceasta ordine).

In implicatia ,,p — ¢, p se numeste ipoteza sau antecedentul implicatiei,
iar propozitia ¢ se numeste concluzia sau consecventul implicatiel. ;

De exemplu, si considerfm propozitiile p: ,2 - 2 = 5“ gi ¢: ,Balena este
un mamifer. Propozitia p — ¢ este ,daci 2 -2 =5, atunci balena este un
mamifer”, care este o propozitie adevarata deoarece p este falsd, iar ¢ adeva-
rata.

Observatie. Deseori se intimpld ca propozitiile compuse pe care le obfinem si fie
wbizare” ca in exemplul dat mai sus la implicatie, Din punetul de vedere al logicii mate-
malice, in studiul propoziliilor compuse ne intereseazi numai valoarea lor de adevir.

Eechivalenta propozitiilor. Cu propozitiile p, ¢ putem forma propozitia
compusi (p = ¢) A (¢ — p), care se noteazd p <= ¢ si se citegte ,p dacd si
numai dacd ¢“.Din -tabela de mai jos se vede cd propozitia p <> g este ade-
vdratd atunct si numat atunce cind p i ¢ sint in acelasi {imp adevdrate sau false.

Pl g lp=2g|qg-p|pexyg
1] 1 T 1
R ) 0 1 0
0 | 1 1 0 0
lealie T 1 1

Formule echivalente in calculul propozitional

Aga cum in clasele mici cu literele a, b, ¢, ..., 2, ¥, z,... si simbolurile 4,

, — , ¢ putem forma expresiile algebrice, aga gi in calculul propozitional cu
literele p, ¢, 7,... (sau py, Pa; Pa,-.) §1 cu simbolurile conectorilor logici: V, A,
—, < putem sa formam diverse expresii numite formule ale calcululur pro-
pozitional. Formulele calculului propozitional le notam cu literele «, B, v, 9,...

16



Exemple: pVgq, Vo Ar, (pV g > (A9, (pV1)=p, Ip—p
gint formule ale calculului propozitional.

Fiind datid o formuld « = « (p, ¢, 1, ...) in scrierea céreia intrd literele p,
q, 7, ..., ori de cite ori inlocuim literele p, ¢, r, ... cu diverse propozitii obtinem
o noud propozitie (adevdratd sau falsd) care se va numi valoarea formulei «
pentru propozitiile p, ¢, r, ... date. |

Obserpagie, Gititorul poate si faci imediat legitura cu valoarea unei expresii alge-
brice pentru diverse valori numerice date literelor ce o compun.

O formuli o(p, q,r, ...) c/aré are valoarea o propozitie adevirati indiferent
cum sint propozitiile p, ¢, 7, ... se numeste formuld identic adevdratd sau tau-
Jdologie.

Doud formule « si B in scrierea cdrora intra literele p, g, 1, ... se zic echi-
valente dacd st numat dacd pentru orice inlocuire a literelor p, q, r, ... cu diverse
propozifil, valorile celpr doud formule sint propozific (compuse) care au aceeasy
valoare de adegdr.

Cind doua formule « si P sint echivalente scriem o = B.

Observajie. $i aici cititorul poate si-si dea seama imediat cd echivalenta formulelor
‘in calculul propozitional este analoagi notiunii de identitate a doud expresii algebrice.

Pentru a dovedi c¢d doud formule ale calculului propozitional sint echiva-
‘lente se folosesc tabelele de adevar.

Exemple, 1), Fie o =1(pV ¢q) si B = (1p) A(1g). Din tabela de mai jos rezulti

o = f3.

U,

| Ol e e T e S

1 1 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 0 0

0 0 0 1 1 1 1

2) Fie y—=1(pA q) si 8 = (Ip)V (1¢). Din tabela de mai jos rezulti ¢l v = §:

s s A e (R R e

1 1 1 0 0 0 0

1 0 0 1 0 1 1

=) 1 0 1 1 0 1

0 0 1 1 1 1

EXERCITII

7 1. Si se decidd care din enunturile urmétoare sint propozitii si ce valori
de adevar au: .

a) 2:3=6: b) (24-5):(3+8)=280; ¢) |#] >0 (x numdr real);
d) Oricare ar fi numéarul real z avem |z| > 0; e) Inchide cartea!; f) Exista
un numdr real z, astfel incit 22 + 22 — 3 = 0; g) Dreptele d si d’ sint paralele.

2. Din propozitiile p: ,2 =4“ si ¢: ,3 <5" alciituiti conjunctia,
disjunctia, implicatia si echivalenta celor doud propozitii. :

3 Folosind tabelele de adevir, sid se verifice:
@) PV AN =@V OADV D D) pAGV=(EADY (P AT
©) p=10p)d) p = q=79 =1p;8) PVe =qVp §i pPAI=qAP.

1%
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4. S& se arate ci urmitoarele propozitii au valoarea de adevar ,1* indi-
ferent de propozitiile simple ce le compun:

a)p—(pVa); b (pAD~p; o (PAP =)~
d) (p > giila » rlh = (p =1} el (p—a) 5 (lg- = 0 st UEEeET)
n pV Op) ® e ACR):

1.2. Elemente de calculul predicatelor

Notiunea de predicat are o importantd deosebitd in matematics. Fird
a exagera, aproape orice teoremi din matematicd este un enunt ce contine
; unul sau mai multe predicate. ' .

Notiunea de predicat. Si considerdm enunturile:

1) o+ 2 < 3% °2) & divide ¥*

Sa ludm enuntul ,o + 2 < 3“. Se vede ci dacd inlocuim z cu 2, obtinem.
propozitia falsi, ,2 + 2 < 3“. Dacé facem « = 0, obtinem propozitia adeva-
ratd ,,0 + 2 < 3° ete. ' i

Si considerdm enuntul ,,z divide y“. Pentru # = 2 i y = 6 obtinem pro-
pozitia adevaratd ,2 divide 6“. Pentru 2 =4 §i y = 6 obtinem propozitia
falsa ,,4 divide 6“ ete.

Un enun care depinde de una sau mai multe variabile si are proprietatea
cd pentru orice ,valori" date pariabilelor corespunde o propozilie (adeviratd sau
falsi) se numeste predicat (sau propozifie cu variabile ). Predicatele sint: unare,
binare, ternare etc., dupd cum depind respectiv de 1, 2, 3,... variabile. Notam
predicatele cu p (=, y, 2,...), ¢(%, ¥, z,...)... Ori de cite ori definitm un predicat,
trebuie sd indicdm si muljimile in care variabilele tau valort.

Ezemple. 1) Enuntul p(z): ,=— 1 = 7%, unde = desemneazi un numir intreg, este

un predicat unar.

2) Enuntul p(z, y): ,x este frate cu g, unde z, y desemneazi oameni, este un pre-
dicat binar.

3) Enunful p(z, ¥, 2): ,& = y + 2, unde z,'y, z desemneazi numere inftregi, este
un predicat fernar, :

4) Daci avem doud predicate P = p(x, v, 2, ...) §i Q= ¢(z, ¥, 7, ...), care centin
aceleasi variabile, putem forma cu ajutorul conectorilor logici noi predicate: 1P, P A Q,
P\ Q, P—>Q, P <>0sa, by & .

Asa, spre exemplu, pentru predicatul p(z), 1p(x) este predicatul cdruia pentru fie-
care valoare = — =z, ii corespunde propozitia 1p(z).

Cuantificatorul existential (3) si cuantificatorul universal (V). Strins legata
de notiunea de predicat apare notiunea de cuantificator. Fie predicatul unar
p(x), unde z desemneazd un element oarecare din multimea £. Putem forma
enunful: _

Lexistd cel putin un z din E astfel incit p(x)“, care se noteaza (3z) p().
Acest enunt, este o propozitie, care este adevdratd cind existd cel pupin un ele-
ment zy din E, astfel incit propozifia p(#,) este adevdratd si este falsd cind nu
existd nici un z, din E astfel incit p(z,) sé fie adevdratd. :

18

-



Egemple. 1) Considerim predicatul p(z) :,2z 4+ 3 = 0%, unde x desemneazd un
aumir fntreg, Propozitia (3z)(z + 3 = 0) este adevidratd, deoarece pentru z, = —3
propozitia p(—3): ,,—8 4 3 = 0“ este adevirati. i

3) Fie predicatul p(a): ,a® + L. = 0% unde x desemneazi un numdr real, Praposifia
(E!a:c) (z* + 1 = 0) este falsd, deoarece nu existd nici un numir real xz, astfel incit sd avem
xg + 1 = 0. -

Cu predicatul p(z) putem forma si enuntul:
woricare ar fi x din E are loc p(x)“,
care'se noteazd (Vz) p(z). Acest enunf este.o propozilie; care este adevdratd dacd
pentru orice element x, din E, p(x,) este adzvdratd §i este falsd in cazul cind
existd cel pujin un x, din E peniru care p(x,) este falsd.

Egemple. 1) Fie predicatul p(z):,,x2 + 3 = 0%, unde z desemneazi un numir intreg.
Propozitia (Vz)(z + 3 = 0) este falsd, deoarece de exemplu pentru z, = 4, propozitia
pl&): & + 3 = 0° este falsa.

42) Considerdm predicatul p(z): ,a® > 0 unde x desemneazi un numdr intreg. Pro-
p0z1 fia (V) (x2> 0) este adevilrati, deoarece pentru orice numir intreg x, avem
'J:g =2 0.

Echivalenia predicatelor. Doud predicate p(z, ¥, z, ...), ¢(, ¥, 3, ...) se zic
echivalente i scriem p(z, y, 2, ...) < q(%, ¥, 2, ...), dacd oricum am alege valorile
variabileler @y, Yo, Zgy.-, propozitiile p(zo, Yo, 2ay---) §1 ¢(Zgy Yo, Zos---) AU ACELAS
valoare de adevidr. Daca oricum am alege valorile variabilelor xy, ¥, 2g, -
pentru care propozitia p(zy, Yo, 2, -..) este adevirata rezultd ci §i propozitia
q(%y, Yoy Z¢ -..) esle adevaratd, vom scrie

(@, Y, 2y 00) = 9(2) Yy 2y 00)s
Se vede ¢ p(z, ¥, z,..) < q(z, ¥, z,..) atunci 81 numai atunci cind
p(z, ¥, z,...) = q(z, ¥, z,...) $1 ¢z, ¥, 3 ...) = Pp=, Y, 2 ..).

Egemple. 1) Consideram predicatele p(z): .o < 0% si ¢(z): ,,@ > 0“ unde = desem-

neazi un numdr real. Se observa cd
1p(a) = g(x) 5i 1g(z) < plz).
2) Considerdm predicatele p(z, y): ,o = ¥“ $i ¢z, y): .o # y“, unde z, y desem-
neazi numere reale. Se observi ci
1z, y) < qlz, y).
3) Considerim predicatele p(.:c) wit > 0¢ 8l glz): ,z® > 0% unde = desemneavﬁ un
numir real.

Se vede cd p(z) = ¢(z), dar nu are loc tmplicajia ¢(z) = p(a), deoarece penl]n ag =
= —1, propozifia g(—1): ,,(—1)* > 0“ este adeviratid, pe cind propozifia p(—1): ,,—~1 =
= 0“ este falsd. 3

Reguli de nega;'ié. Fie p(x) un predicat unar, unde z desemneazi un ele-
ment din mulpimea E. Atunci
1) U@z) p(x)) = (Vo) 1p(2),
2 (V) pla )) = (32) 1(p(2)) \ -
(aici semnul,, = “ desemneazi faptul ci cele doud propozitii au aceeasi va-
loare de adevir).
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Ezzmple. 1) S considerdm predicatul p(z): .,z — 2 = 3%, unde z desemneazd un
numir intreg. Propozilia (3z)p(x) este adeviratd deoarece pentru =z, = 5, propozifia
plzo): »5 — 2 = 3“ este adeviratd. Atunci propozitia (3z) p(x) este falsd. Pe de altd
parte, predicatul Ip(z) este echivalent cu predicatul ,,« — 2 # 3. Propouzifia (V) (z —
— 2 5 3) este falsi, deoarece pentru z, = 5, propozitia ,,5 — 2 3 3" este falsé. Deci am
verificat cd

: 3z) (2 — 2 = 3) = (Va) Yz — 2 = 3).

2) Considerdm predicatul p(z): ,= > 0%, unde z desemneazdi un numdr finfreg.
Propozitia (Vz)(z > 0) este falsd, deoarece pentru zo = —1, ,—1 > 0“ este o propozitie
falsi. Atunci, propozifia 7((Va)(z > 0)) este adeviratd. :

Pe de alta parte, 1p(z) este echivalent cu predicatul ,,z < 0%, Propozifia (3z) (x < 0)
este adevdratd. Deci am verificat ci

1((Vz) (z > 0)) = (3z) Iz > 0).

Predicate de mai multe variabile. Fie p(z, y) un predicat binar. Folosind
cuantificatorii (3) si (V), putem forma predicatele unare: (3z) p(z, y) si
(Vz) p(z, y), unde y este variabila acestor doud predicate (y se zice variabild
liberd, iar x variabild legatd ). Din aceste doud predicate unare putem forma
propozitiile: :

»(3y) 32) p(z, ), (Vy) (32) p(x, y), Ay) (V2) p(x, ) si (Vy) (V2) p(@, Y)"

Semnalim urmétoarele proprietdti de comutativitate ale cuantificato-
rului de acelagi fel:

(V) (Vy) plz, y) = (Vy) (Vz) p(z, y)
(32) @y) p(z, y) = 3y) @) p (2, Y).

Din regulile de negatie pentru predicatele unare obfinem regulile de

negatie pentru predicatele binare.

De exemplu: 1((32) (3y) p(=, ¥)) = (V2) (Vy) 1p(@, Y).
Intr-adeviir: 1((32) @) p(e, ¥)) = (V&) U(3y) P(w, y) = (V2) (Vy) 1P(, 9)-
Consideratii analoage se pot face pentru predicate cu 3, 4 sau mai multe va-
riabile.

Observatii. 1) Daci p(x, ¥, 2, ...) §i ¢(z, ¥, 2, ...) sint doud predicate, atunci p(z, ¥,
z,...) = qlx, y, 3,...) dacit si numai daci este adevdrati propozitia: (Va) (Vy) (Va) ...
(plz, ¥, 2 ...) = g(z, ¥, 5 ...)]. De asemenea, plz, ¥, %...) = qle, y, 7, ...) atunci si
numai atunci cind este adeviiratd propozifia:

(V) (Vy) (Va) ...[p(e, ¥, 3, ...) > alz, 9, 2 -0 )]

2) Mulle teoreme se scriw sub forma implicatier -

plz, ¥ 2 .00) = gz, 'y, 2,00,

1° Considerim teorema: in orice triunghi medianele sint concurente. Aceastd teo-
remd este de forma p(z, y, 2) = q(z, y, z), unde p(z, y, z) este predicatul ternar: .z, y, z
sint medianele unui triunghi® iar g(x, y, z) este predicatul: .z, y, = sint concurente®.

9° Fie teorema: daci ABC este un triunghi dreptunghic, atunci BC* = AB* +
+ AC®. Aceasti teoremd este de forma:

pla, y, ) = qlz, ¥, 2),

unde p(z, y, 2) este predicatul: .z, y, z sint laturile unui triunghi dreptunghic A (z <
< 12) Aly < 2)% iar g(z, y, 2) este predicatul:,z® = o* + y*“
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3°. Teorema urmdfoare: »intre doud numere rationale distincte se gdseste un numér
rational diferit de-acestea®, se scrie sub forma:
pi®, y) = qlz, ¥), unde plx, y) este predicatul: .(z # y) A (@ <gy)¢, iar g(e, y) este
predicatul: ,,(32) [(# < z} A (3 < y)].

RO |

1. Fie, predicatul p(z, y): ,z divide y* unde z, ¥ desemneazid numere
-naturale. :

a) Si se determine valorile de adevér pentru propozitiile: p(2, 6), p(7, 15),
p(20, 100), p(45, 100).

b) Sa se determine valorile de adevir ale propozitiilor:
(Vo) (Vy) p(z, ), (Yz) Fw) plz, y), (Vy) 32) p(z, y), (Fz) @y) plz, y).

2. Fie predicatul p(z): ,2* — 2z + 3 = 0“ unde # desemneazi un numir
real. Sd se determine valorile de adevir pentru propozitiile: (3z) p(z) si
(Vz) p(z). 54 se verifice revuhle de negatie.

3. Pentru orice predicat binar p(z, y), si se verifice ca propozitia
(Az) (Vy) p(z, y) = (Vy) (Az) p(z, y) este adevirata.

4. Fie predicatul p(z, y): ,z + y = 2“ unde z, y, desemneazd numere
intregi. Sa se spund daca propozitia (Vy) (3x) (p(z, y) — (3z) (Vy) p(x, ¥))
este adeviratd sau falsi.

5. 5a se determine valoarea de adeviir a propozitiilor:

a) (Vz) [(z >0) V (z <0) V (z =0)], unde 2 desemneazi un numir
real oarecare;

b) (3z) @y) [(x # 0) A(y # 0) — (xy =0)], unde =z, ¥ sint numere
oarecare.

- § 2. MULTIMI
2.1. Notiunea de multime

Notiunile de multime i de elernent al unei multimi fac parte din categoria
acelor notiuni matematice care nu pot fi definite, dar sint impuse de numeroase
exemple: 1) multimea cuvintelor din limba romén&; 2) multimea elevilor
dintr-o clasd; 3) multimea numerelor naturale: 0, 1, 2, 3, ... etc.

Asa cum scria Cantor, creatorul teoriei mulfimilor, o multime este ,0
coleciie de obiecle (numite elementele mulfimii) de naturd oarecare, bine deter-
minate st bine distincte".

Vom nota cu litere mari multimile, cu litere mici elementele lor. Daca 4
oste 0 multime §i # un element al sdu, vom scrie & A si vom citi ,z apar-
tmp lui A%, Dacad z nu se gidseste in A, atunci vom scrie z & A si vom cibi
»Z Nu apartine lui A

Asga cum rezultd din fraza de mai sus, elementele unei multimi sint dis-
tincte, adicd un acelagi element nu se poate repeta de mai multe ori. De aseme-
nea, elementele unei muitimi trebuie sa fie bine determinate. Exista dou#
moduri de definire (de -determinare) .2 unei mulfimi:
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a) Numind individual elementele sale. In acest caz multimea se specifici
seriind intre acolade elementele sale: {z, y, z,...}. De exemplu: 4 = {0, 1, 2,
3, 4, b} adic# multimea formatd din primele sase numere naturale; B = {«,
B, v, 8}, adicd multimea formatéd din primele patru litere mici ale alfabetului
grec. - y
b) Specificind o proprietate pe care o au elementele sale st nu o au alte
elemente. Mai precis, datd o proprietate, se poate vorbi de mul{imea acelor
obiecte pentru care proprietatea respectivi are loc. Multimile definite in acest
mod se vor nota prin ;
| A= {z | Pa)},

adicd mulfimea acelor obiecte %, pentru care are loc P(z).

Egxemple. 1). Consideriim proprietatea: ,este numir prim par. In acest caz mul-
fimea este {2}.

2) Dac# considerim proprietatea: ,numdr nafural par” in acest caz 4 este mul-
timea numerelor naturale pare. '

O multime definitd dupd primul mod sé zice c# este datd sintelic, iar o
multime definitd in al doilea mod se zice céd este datd analitic.

‘0 multime care are un numér finit de elemente se zice finitd. In caz
contrar se numeste infiniid. De exemplu: multimea elevilor dintr-o clasi,
multimea oamenilor de pe glob, sint multimi finite. Multimea numerelor
naturale, multimea numerelor naturale pare, sint multimi infinite.

In teoria multimilor se admite existenta unei multimi care nu are nici
un element; aceasta se numegte mullimea vidd si se noteazd cu simbolul @.

Notagii, Cu N vom nofa mulfimea numerelor naturale:
N = {0, 1, 2, 3,...}; cu Z mulfimea numerelor intregi; cu ¢ multimea numerelor rafio-
nale, iar cu R mulfimea numerelor reale. Dacd ¢ si b sint doud numere reale cu a < b,
vom nota cu:
[a, b] = {z | s € R, a < & < b}, numit interval inchis cu extremitétile a si b;
[a, b) = {x |z = R, a < = < b}, humit interval inchis la stinga st deschis la dreapta;
(a, bl = {x |z = R, a < z < b}, numit interval deschis la stinga §i inchis la dreapia.

Dacd ¢ € R, notdm cu:
[e,0) = {z|zeR, a<<z}, (respectiv (¢,00) = {z|zeR, a < z}), numit inlerval
inchis la stinga si nemdrginit la dreapta (respectiv inlerval deschis la stinga $i nemdrginit
la dreapta). :

De asemenea notim cu:
(— oo, al={a |z R, z < a} (respectiv (— o0, a) = {z |z € R, z < a}), numit inter-
val inchis la dreapta si nemdrginit la siinga (vespectiv interval deschis la dreapta si nemdr-
ginit la stinga).

Se observi cd toate aceste multimi sint definite analitic,

2.2. Multimi egale

Se spune cd mulfimea A este egald cu o multime B daca orice element
al lui A apartine lui B gi reciproc. Notdm faptul cd multimile A i B sint
egale astfel: A = B.
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Egemple: 1) {1, 2,8, &, 6} = {4, 3, 2, 5, 1}.

2) Multimea {2} este egald cn multimea numerelor nalurale pare care sint prime.
3) Multimile {2, 3, 4} si {2, 3, 7, 10} nu sinl egale, :

Relatia de egalitate intre multimi are urmatoarele proprietati:

i) este reflexiva, adicd A = 4;

i1) este simetricd: dacd A = B, atunci B = A;

iii) este tranzitivd: dacd A = B si B = C, atunci 4 = C.

2.3. Relatia de incluziune

Se spune c¢d o multime A este (nclusd in mulfimea B daca orice element
al multimii A este si element al multimii B. Se noteazd A C B sau B D A.
Dacd A nu este inclusa in B se scrie A ¢ B. Altfel spus, 4 ¢ B inseamna
cd existd x € A astfel incit z & B.

Cind A este inclusd in B se mai spune ca B conjine pe A san cd A este
o submuliime (sau parte) a lui B.

Egemple. 1) {1, 2, 3}esteinclusdin {1, 2, 8, 5, 7}, adicd {1, 2, 3} C {1,2, 3,5,7}.

2) Multimea numerelor naturale pare este inclus& in* mul{imea numerelor naturale.

3) NCcZcQcCR.

4) Se face convenfia ci pentru orice multime A, multimea vidad este inclusd in A4,
adici @ cA.

5) Multimea {1, 2, 3} nu este inclusd in multimea {2, 3, 5, 7} devarece | ¢ {2
5, 7} :

Fie A o multime si o proprietate P(z); multimea elementelor din A care
au proprietatea P(z) se noteazi:

; B={zc A|P@)}
Egemple. 1) Multimea numerelor naturale care se divid cu 5 se noteazd A =
= {z = N | 5 divide z}.

2) Multimea numerelor- intregi z cu proprietatea 7z + 8 = —6 se scrie A4 —
~{zeZ|7x+ 8= —6} Se vede ci 4 = {—2}. ;

Din definitia relatiei de incluziune rezultd ca aceasta are urmatoarele
proprietati.

a) este reflexivd, adicd 4 c 4;

b) este antisimetricd, adicd daca A ¢ B si Bc A, atunci A = B

¢) este tranzitivd, adicd din A ¢ B g1 B c C rezultd 4 c C.

Proprietatea b) se utilizeaza in practica in sensul cd pentru a dovedi
cd A = B se probeazi incluziunile A € B 5i BC A. : :

Daca A este o multime, atunci multimea care are ca elemente toate sub-
multimile lui A, se numeste multimea pértilor lui-4 g se noteaza cu P(A).
Agadar

P(A)={X| XC A}
Observam cd multimea vida @ si multimea totala A sint elemente ale

lui P(A).
Ezemple. Fie A = {1, 2, 3}, Avem
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2.3. Operagli eu mulgiml

1. Reuniunea mulfimilor

Definitie. Senumegte reuniunea a doudt mulfimi 4 gi B multimea tuturor
elementelor care aparfin cel pufin uneia din mulfimile A sau B.

Notdm reuniunea multimilor A si B prin A U B si citim ,, 4 reunit cu B*.
Deci AUB = {z |z € 4 sau z € B}.

Exemple. 1) {1, 2, 3, 4} U {3, &, 10, 12, 13} = {1, 2, 3, 4, 10, 12, 13},
2) {a) b; C} U {C, d’: e, f} = {CL, b, C, d, e, f} =

Grafic, reuniunea a doud muliimi este reprezen-
tatd in figura II.1 prin portiunea hagurata.

Observajie. Asa cum am definit reuniunea a doud mul-
timi, putem defini reuniunea unui numdr finit de mulfimi.
Mai exact, dacd 4, A;, ..., An sint n mulfimi; atunci mulfi-
mea elementelor x cu propuietatea .« apartine cel pufin
uneia din multimile A, sau Aysau ...sau 4, se numeste reuniunea mulfimilor 4,, A,, ...

A, si se noteazi A, U4, U ...UA, Deci 4, U4, U.. . Udy={z|(@F)l=<si<
< n astfel incit z e A4;}.

Exemple. 1) Fie Ay — {1, 2}, A, = {2,3,4} 51 4;= {1,3,5}. Atunci 4, U 4, U 4, =
= [l 02, 3 e

2) Dacd B, — {1}, B, = {2, 5}, By = {1, 2, 6} 5i B, = {2, 5, 7},atunci B; U B, U
V2l - DREE T EONEA vl M -

2. Interseciia mulfimilor

Definifie. Se numeste interseciia a doud mulfimi A gi B multimea ele-
mentelor care aparfin gi lui 4 si lui B.

Intersectia multimilor 4 §i B se noteaza A N B si se citeste ,4 inter-
sectat cu B,

Deci: AN B= {x |z € A si x € B}.

Multimile A4 si B se numesc disjuncte dacd AN B = O, adicd dacd nu
au in comun nici un element.

Egemple. {1, 2, 3}N {2, 5, 7, 8} = {2};

2) {Et, b, L d’% B} n {b: d’ f} = {b: d}!
3) {1, 2, 3}N {4, 8, 9} = @.

Y

-

A ol o » Grafic, intersectia a doud multimi este reprezen-
ig. II.

tatd in figura I1.2 prin porf{iunea haguratd.

Observagie. Asa cum am definit intersectia a doudi mulfimi, putem defini intersectia
unui numdr finit de mollimi, Mai exact dacd 4,, 4,, ..., 4n sint » multimi, atunci multi-
mea elementelor = cu pmpr]( tatea ,z aparfine si lui 4, si lui 4y... si lui 4" se numegte
interseclia mulfimilor 4, ., Ay 5i se noteazi A;NA, N, nA“ Deci A,NA,N Ay =
= {a | (V). € [ < n avem z € 4;}.
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Egemple 1) Fie Ay = {1, 2, 8, 4%, Ay = {1, 3,4, 5} ¢ 43 = {1, & 6}

Atunci 4, N4, N A; = {1, 4}.

2) Daci B, = {1, 9; 3,4, 5}, B, = {1,4,5,6}, By= {1,4,5,7}, By= {4, 5,6, 8} 3i
B, — {3, &, 5}, atunci By N By N ByN B, N By = {4, 5}, :

3. Complementara unei submulfimi

Definitie. . Fie £ o multime §i A o submulfime a lui £. Submultimea lui
E formati din acele elemente ce nu aparfin lui A se numeste
complementara lui A in raport cu E. Aceastd mulfime se no-
teazi CpA (sau mai simplu CA c¢ind nu existi nici un dubiu
asupra multimii £).

Deci: CzkA = {zr € E|ze& A}.

Egemple. 1) Daci E = {1, 2, 3, &, 5} si A = {1, 3, 5}, atunci Cg4d = {2, 4}.
i ~ 2) Dacd A este mul{imea numerelor naturale pare,
atunci Cy A este multimea numerelor naturale impare:
3) Daci E = {a, b, ¢, d} si A = {b, d}, atunci
CgA = {a, c}. ;
4) CgE = @ 5i Cg@ = E.

Grafic, complementara unei submultimi A4 in raport
cu multimea E este reprezentatd in figura I1.3 prin por-
tiunea hasurati.

4. Diferenfa a doud mulfimi

Definifie. Fie A si B doui mulfimi. Mulfimea formati din elementele
 lui A care nu sint elemente ale lui B se numeste diferenja
dintre mulfimea A gi muliimea B §i se noteazi A — B.

Deci: = - A 5
A—B={z|zc A s ze& Bk
Exemple. 1) {1, 2, 3, &, 5} — {2, 4, 5, 7} = {1, 3}.
2) {a, b, c} — {, ¢ [} = {a, b, c}.
3) {ax b1 c} = {ﬂ"» C} == {b}'
Grafic, diferenta dintre A gi B este reprezen- :
tatd in figura IL.4 prin porfiunea haguratd. ‘ Fig, 114

5. Produs cartezian

Definifie. Se numeste pereche ordonatd (cuplu) formati din elementele
x 8y o ordine intre elementele x §i y in sensul c¢i x este primul
element, iar y este al-doilea element gi se noteazi cu (z, y).

In perechea (z, ), * se mai ‘numeste prima componentd, iar y a doua
componentd. ;

Doua perechi (z, y) §i (2, y') sint egale dacd i numai dacd z = 2’ si
Yl
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Rezultd i (z, ¥) # (y, ), egalitatea avind loc numai pentru z = ¥.
De aici rezultd cdi notiunea de pereche ordonatd este diferita de cea de mul-
time formatd din doud elemente.

Ezemple. 1) Cu numerele 1 si 2 putem forma doud perechi ordonate: (1,:2) si'(2, 1)
care sint distincte. In plus perechile (1, 2) si (2, 1) sint diferite de multimea {1, 2}

9) Gu numerele 1 si 1 putem forma cuplul (1, 1).

~

Definifie. Fie A gi B doui multimi. Mulfimea ale ciirei elemente sint
toate perechile ordonate (,b), in care a & Agibc B se nu-
meste produsul cartezian al mulfimilor A §i B (in aceastd
ordine) si se noteazd A X B.

Deci: A X B="{(a, b)|a € A §i b € B}.
Cind A = B, se noteazéd A X A = A% -

Exemplu. Fie 4 = {1, &, 5,} §i B = A B
Atunci A'x B = {(1,1), (1,2), (1,3), (&1), (42), (43), ((5,1)

, , (5,2), (5,8)}
5B x A= {(4,1), (14}, (1,5, (3.2], (2,4, (3,5), (8,1), (3.4), (

)}

Se observd ¢ A X B # B x A deoarece, de exemplu, elementul (1, 2)e d x B

si (L, 2) & B x A.

Observagii, 1) In exercitiile undg avem de dsterminat produsul cartezian a doud
multimi este bine si refinem faptul ci dacd A este o multime finitd cu m elemente, iar B
este o mulfime finitd cu n elemente, atunci 4 x B ars m - n elemente. intr-adevir, cu
fiecare element a = A putem construi n perechi ordonate de forma (a, y), cuy & B, Cum
B are m elemente, numirul total de perechi ordonate este m - n. ;

2) Fie A si B submultimi ale mul{imii numerelor reale R. Mul{imea A4 x B se
poate reprezenta grafic printr-o mul{ime de puncte din plan, in care s-a fixat un sistem
de axe rectangulare Oy, asociind fiecdrui element (=, y) € A x B, punctul P(z, y) de
coordonate x i y.

De exemplu: 1° Dacd 4 =[1, 2] si B=[2, 4], atunci 4 x B are ca reprezentare

: in plan dreptunghiul hagurat ABCD (fig. IL.5) unde

A1, 2), B(L, &), €C(2, 4) si D(2, 2).
9° Daci 4 = B = R, atunci R x B = R? are ca
reprezentare tot planul.

. 2 6. Proprietiji ale operafiilor cu mulfimi
| - U4 (Exercitii)

| B 1°. Daca A, B, C sint trei multimi, atunci
| | AU(BUC)=(AUB)UC si AN (BNC)=
i ‘ — (AN B)N C (asociativitatea reuniunii §i a
| ;

: intersectier).
‘ 2° Daci A, B sint multimi, atunci
Fig. 115 _ AUB=BUA si ANB=BNA (comutativitatea

reuniunii st iniersecjiet).

3° Daci A este o multime, atunci AUA =A ¢i AN A=A (idempo-
tenja reuniunii gi intersectiei).

4° Oricare ar fi mulfimea 4, AU@ = A4 gi AN g =0.

5° Dacd A, B, C sint trei mulfimi, atunci AU (BNC)= (AU B)N
N(AUC) (distributivitatea reuniunii fatd de intersecjie) si AN(BUC) =
— (AN B)YU (ANC) (distributivitatea intersecjiei fatd de reuniune).
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6° Dacd A,B sint submulfimi ale lui E, atunci Cg(4A U B) = CzANCgB
§i C'E (AN B) = CzA UCgB (formulele lui de Morgan).
. Dacd A este o submul{ime a lui E, atunci Cx(CzA) = A.
8° Dacd A, B sint doud multimi, atunci 4 — B = C4(AN B).
9° Daca 4, B, C sint trei multimi, atunci ,
i) A—(BUC)=(A—-—B)—C; i) A—(BNC)=(4—B)U(4 — C);
i) (AUB) —C=(A4d—-C)U(B—-0C); 1v) (ANB)—C =AN(B—C) =
=4 —-C)NB.
" 10° Dacd 4, B, C sint trei multimi, atunci : .
1) A X (BUC)= (A x B)U(4 x C); 11) A x (BNC) = (4 x B)N(4 x C);
i) A X (B—C)=4 x B—A xC.
Vom demonstra, ca model, distributivitatea reuniunii fati de intersectie,
adica AU (BNC)= (AU B)N (4 UC).
Fie z € AU (BNC). Avem:
2eAU(BNC)=2c4 sau #&BNC = 2c A sau (z&B si zcC) =
= (r€A sau z€B) si (€A sau 2C)=>2cAUB si zcAUC >
=AU B)NAUC). Deci AU (BNC)c (AU B)N(4AUC).
Fie z=(AU B)N(AUC). Avem: ‘
2S(AUB)N(AUC)= 2cAUB si 2cAUC = (zGA sau 2= B) si
(=A sau 2z€C)= z€A sau (z&B 51 *v&C) = zcA san z€BNC =
=xcAU(BNC). Deci (AUBN(AUC)c AU (BNC). Din cele doud
incluziuni rezultd cd A U (BNC)= (AU B)N (4 UC).
Observatic. Ca exercifiu, s1 formalizim in termeni logici citeva din definitiile din
ac2st paragraf. De exemplu:
1) relatia d2 incluziune, 4 c B, se scrie:
Ac B« (Vz) (r = A=z B);
2) relalla A @& B se scrie:
AZ B« (Iz) ((x € 4) A(z & B)).
Folosind legile de negatie din calculul cu predicate, se poate verifica ugor cd propozilia

(3z) ((z = 4) A (z & B)) este echivalentd cu propozilia 1((Va) (t e 4 = 2z = B)),
3) definifia reuniunii 4 U B, se scrie

5 e AUB <= (ze A)V (z € B);
4) definilia intersecliei A N B, se scrie
' meAﬂB#(zeA}/\(meB)
5) definilia comp]ementatu CrA, se scrie
z e Cpd < (z € E) A (x & A);
6) definifia diferentei 4 — B, se scrie
zed— Be(zes d) Alz& B).
Propunem cititorului si formalizeze si alte definitii intilnite.
EXERCITII
1. S4 se verifice egalititile:

a) {meNf:c — 4z + 3 = 0} = {l, 3};
bl (e N |lalelai=—c2— 0} =u{l}!
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G}“h‘ezﬂr — 3z + 1 =0} = {l}
d) {z = Q| 22 — 3:::—}—1_0}_{% }
—1,

e) fzeZ| |z—-1]=2 3}
2. Sd se determine multimea.
Mz e Z | ma® — (m® + 1)z + m = 0}. Discutie.
3. Si se arate cd oricare din conditiile: Ac B, AN B = A4si AU B = B, pentru sub-
_ mul{imile A si £ ale multimii X, implicd celelalte doui.
4_ /Care dintre urmitoarele propozitii sint adevirate sau false:
a) {a, b, ¢} = {b, a, c}; b) {4, 5, 6} = {6, &, 5};
c) {8 41,5} = {5 9}; d) 3 {3}; ) 3& {3);
f) 3c {3}; 8) {3} = {4};"h) {3} = {{3}};
i) ac {1};j) 9 = {1}.
h. Sd se descrie multimile:
2(2({1}) si 2218({1}))).
( 6. 8 se determine multimile

a) A=JdxzesN|z— 4n ,neN};
- w2
b) B=Jdaes i z:Gn-{“?. neZ'};
; 3n + 1
Gy s
¢) C:{mE’N x:w! n.EN}.
'1+

DF]E A= {1, 2, 3,4}, B= {2, 3, 7, 11}. 84 se determine multimile 4 U B, A N B,
A — B. Daci E = A U B, si se determine CgA4 si CpB.
3) Fie 4 = {1, 3, 5, 7}, B = {3,7,9},C = {3,5, 7, 9}. Siisearateci AU B = AUC,
9. Daci 4, B, Csint trei mullimi astfelincit A U B = AU Csi AN B = AN C, atunci
= =g
10.)S4 se determine m astfel incit:
—~{reR|a® 4zt m=0}N{zeR|a®—3z+ 2=0}# O
["ll /83 se determine m astfel incit:
fzreR| 2= 3z+m=0}N{zesR|a® 5z +4=0}= 0.
( 123&: se determine m astfel ineit:
1

{;reRIa:‘+mx—1=0}-—{-2, E}:(.3),

13. 83 se arate cd mulfimea
freR|2>+me+1=0}U{azesR|2®+ 4o m? =0}
are doud elemente oricare ar fi m € R. ‘

14. Si se arate cd:

{x i @tatd
= ) ais
“1h. e 4 = {z =R |22} mx - m®+ 1 = 0}. S& se calculeze C A
18, eterminafi toate submultimile urmitoarelor mulfimi:

—A4=11,2 3}, B=1{a, b, ¢ 4d}, C= iz ¥y, 7 u, vi
17. Fie ¢ un numdr natural. Vom nota cu D{a) multimea
D(a) = {x = N | z divide a}.- '
i) Dovediti cd D(a) are cel pu'g.ln dou# elemente (a > 1).
ii) Pentru care numere naturale ¢, D(a) are exact doud elemente.
iii) Pentrn care numere naturale a, D(a) are exact patru elemente.
iv) Determinati multimile: D(8), D(160), D(120). -

. (!ER}:(—DO, —3JU[l, + oo,



18. S& se determine m astfel incit mulfimea
A={zeR|z*—ma + 2= 0}U{zeR]2x—m:c+l 0}
sd contind 3 cl(m)nte_ Poate avea, 4,2 elemente?

19. Fiery, < rip < ... <ra <. . numere naturale. Fie,de asemenea, a un numar natural.
Pentru orice numir nal:l'ual k notdm:

5 Ay = {a +mpm m =1, 2, ...}
Dovedifi ¢i nu existd nici un element comun tuturor mullimilor Ax(k > 1).

20, Fie 4, B doud mulfimi. Notim cu AAB = (A4 — B) U (B — A) (Multimea AAPB se
numeste diferenta simetried a multimilor 4 si B). Dovedili c¢d: a) Pentru orice (rei
multimi 4, B, C are loc egalitatea (AAB)AC = AA(BAC); b) AAG = BAA =
¢) AAB = BAA; d) AAA = @.

21. Fie g, un numdir natural. Definim mulfimea

A = {ag, diy Qg enyiln, oiop UNdE @y = |/’ ag S | G i — l/ af i
Ardtati cd mulfimea 4 — Q # @.
22, Dacd M este o mullime finitd, vom nota prin n(}) numirul elementeler sale. Fie
A, B, C trei multimi. Dovediti ci:
n(AU BUC) = n(d) + n(B) + n(C) — [n(AN B) + n(ANC) + n(BNC)] +
+ n(4N BNC).
Fie A;, Ag, ..., Ay, n multimi (r > 2). Dovediti cd pentru oricare doui numwe na-
turale ¢, j (1 < i <n, 1 <j<n), avem: g
(AN 0. N A) N (A N Ndy) = (AN AN L NAG) N (Ajg NN Ay) =
— AW A 0 Ry,
si(AUA, U UA)U(Aj U U Ady) = (4, U AU .0 U A5 U (A4 U LU Ay).
De aszms2nea, daci iy, ia, ..., iy sint numearele 1, 2, ..., n scrise intr-o altd ordine, atunci
AU Sl An — U U Aty
4, N. n:Aizﬂ...ﬂA,n
24, Fie A — e nnes i — il 3, 4}, 83 se determine multimile
Ax A, A x B, B x A, B x B si apoi si se reprezinte grafic intr-un plan de ccor-
donate zOy.
25. Fie mulfimea 4 = [1, 2] U [3, 4]. Si ge determine A % A si apoi si se reprezinte grafic
intr-un plan de coordonate zOy. :
26. Fie multimea B = [1, 2] U {3, &}. S se determine mulfimea B x B si apoi si se
reprezinte grafic intr-un plan de coordonate xOy.
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§ 3. FUNCTII

Cuvintul ,functie* este adesea utilizat in vorbirea curentd. Se spune,
de exemplu, cd recoltatul griului se face in functie de starea vremii. Se spune,
de asemenea, cd nota pe care o obtine un elev, atunci cind este ascultat, este-
in functie de raspunsurile pe care le di. Ca i in viata de toate zilele, conceptul
de functie joacd un rol imens in toatd matematica si chiar in toatd stiinta.
In continuare ne vom ocupa de studiul conceptului matematic de functie.

3.1. Notiunea de functie

Definitie. Fie A i B douii multimi. Prin funciie definitd pe muliimea A,
cu valort in multimea B se intelege orice lege (procedeu sau
convenfié etc.) f, in baza cireia oricdrui element ¢ & A ise
asociazd un unic element, notat f(e), din B.
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Definitia functiei presupune de fapt existenta a tre: elemente:

1° O multime A, pe care este definita functia si care se numeste domeniul
de definijie al func;wt

2° O a doua multime B, in care ia valori functia §i care se numeste dome-
niul valorilor functiei sau codomeniul funciier.

3° O lege (procedeu, conventie ete.) f.

Pentru a simboliza faptul ci aceste trei elemente A, B, f sint elementele
sonstituante ale unei functii definitd pe multimea A cu valori in multimea B
e scrie simplu:

f+A - B gau A>B

si se citeste ,,f definitd pe A cu valori in B“.

Dacd a € A, atunci elementul f(z) & B se numette imaginea lui a prin
functia respectivd, sau valoarea lui f in a. - -

O functie f : A — B se mai numeste si aplicafie de la 4 la B.

Obsereatii. 1) Desi in definitia unei functii Al 3 apar in mod necesar trei ele-
mente, totusi, uneori peniru stmplificarea limbajului, se spune cd [ este o functie”,
urmind ca calelaltu douil” elemente si rezulte din context.

2) Dacii A si B sint doudl multimi oarecare, atunci, in general, e*ﬂsta mai multe
funcfii definite pe 4 cu valori in B.

3) Doud functii f: 4 - B sl g : A" — B’ se numesc egale dacd 4 = A’, B = B’
siin plus, pentru orice element @ = 4, avem f(a) = g(a). Daci existd cel pufin un element
a = A pantru care f(a) # g(a), atunci funcfiile f si g nu sint egale. Cind functiile f si g
sint egale notdm f = g; in cazul cind nu sint egale notdm f # g.

4) Fie f: A - B o funelie. Dacd 2 desemneazd un element oarecare din A4, iar y
desemneazi elementul £(z), atunci vom scrie: y = f(«). Aceastd egalitate poartd numele
de dependenjd funcfionald asociatd functiei f, iar @ se numeste cariabila sau argument. Ori
de cite ori ne este clar cine este domeniul $i codomeniul funciiei f, putem sd indicdm penftru
aceastd funclie numai dependenta functionald y = [(a).

Ezemple. 1) Fie multimile 4 = {a, b, ¢, d}si B = {1, 2, 3, 4, 5}. Definim funciia
f:+ A4 — B dupd ,legea“: lui a i se asociazﬁ 1;lui b ise :1social;:1 2; lui ¢ i se asociazd 2;
lui d i se asociazi 5. Pentru aceasti funcjie avem: f(a) = 1;f(b) = 2; f(c) = 251 f(d) = &.

De asemenea, de la .4 la B putem defini functia g :A — B dupd legea: oricdrui
element x din 4 i se asociazi numdrul 1.

Pentru functia g avem: g(a) = g(b) = gle) = g(d) = 1.

S2 vede c¢d funcliile f si g nu sint egale.

2) 'Fie A mulfimea tuturor {&rilor de pe glob, iar. B mulfimea tuturor oragelor de pe
loh.
g Definim functia f : A - B dupd legea: unei firi i se asociazdi capitala sa.

Pentru aceastd tunclie avem de exemplu: f (Romania) = Bucuresti, [ (ltalia) =

= Roma ete,

3) Fie Z mul[:lmea numemlor intregi. Definim' functia f:Z — Z dupd legea: lui

= Z i se.asociazd pdtratul sau, adici f(a) — a*

3.2. Moduri de a defini o functie

Cind definim o functie trebuie sd precizam cele trei elemente ce o carac-
terizeazd: domeniul de definitie, domeniul valorilor si legea de asociere. Vom
distinge doud moduri de a defini o functie.
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a) Functii definite sintetic. In multe cazuri o functie f: 4 — B poate fi
definitd, numind peniru fiecare element in parte din A elementul ce v se asocaazd
din. multimea B*. -

Ezemplu. Fie A.= {l, 2, 3, 4} si B = {1, 7, 9}.
Definim f : A - B punind: f(1) = 1; f(2) =7; f(3) =1 si f(4) =

Legea-de asociere a functiei f: A — B
poate- fi reprezentatd grafic printr-o j
diagramd (fig. I[.6) sau printr-un. / - _ e\
tabel (fig. 11.7). (In figura 116 sige-. * 3 —| Bt e
tile indicd legea de definire a functiei ' 9
de la multimea A 1a B. In tabelul din

figura I1.7 in prima linie sint trecute

elementele multimii pe care este Fig. 1.6

definitd functia, iar in linia a doua !

elementele din multime unde functia ia valori).

g8 RE
o) f 17719
Fig. 11.7

Pentru orice functie definitd sintetic se poate asocia o diagrami ca in

~ figura I1.6 sau un tabel (numit tabelul de valori al functiei ), ca in figura 11.7.

De multe ori este preferabil si suges-
tiv s8d indicim diagrama sau tabelul de
valori pentru a defini functia respectiva.

- De exemplu, si considerdm diagrama din
ligura II.8.
Functia asociatd este: f: 4 - B unde .

flol= —1; flB) = —1% fle) =2 st fld)=4a.
Sau sit considerim tabelul din figura II.9. Fig. 1.8
x [ e S
flz) | 1 7 10 413
Fig. 11.9

Funcjia asociatd este [ : {a, &, ¢, d} - {1, 7, 10, 13}, unde fla) = f(b]
fle) = 10 5i f(d) = '

b) Functii definite analitic. O funcjie f : A — B poute [i definitd specifi-
cind o proprietate (sau relaiiile) ce leagd un element arbitrar a & A de elemeniul
f(a) din B. J

Exemple. 1) Fie A multimea tuturor oamenilor din Romdnia, iar N
multimea numerelor naturale.

Definim functia: f: 4 — N astfel:

f(z) este egald cu virsta (in ani) a lui 2 in momentul de fata.
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2) Fie B multimea oragelor din Roménia iar € multimea judetelor {arii.
Definim functia f : B — C astfel:

f(z) = judetul caruia fi apar{ine oragul z.

3) Dindu-se o formul# (sau expresie algebricd) E(z), putem sd-i asociem
o functie sau mai multe functii. (Intotdeauna aceste functii vor avea domeniul
gi codomeniul, submultimi ale mullimii numerelor reale.)

De exemplu, considerim expresia E(z) = 2* 4 I. Putem defini funcfia.f : R - R
astfel fneit f(z) = =% + 1.

Aceleiasi expresii E(z) = 2? + 1 putem s#-i asociem si funclia g : Z — R; glz) =
= a® 4 1

Este evident ci -functiile f si g sint diferite deoarece domeniul de definifie al lui f
este R, iar al lui g este Z.

Retinem faptul cd unei exzpresii sau formule i se pot asocia mai mulle
functii.

De asemenea, cind definim o func‘pla cu ajutorul unei expresii algebrice
trebuie sd avem in vedere dacd acea expresie are sens pentru elementele din
domeniul de definitie.

De exemplu, sd considerdm expresia:

. : : 1
Acestei expresii nu-i putem asocia o fuhctie h: R — R, k() =‘.""'__'|'ﬁ1, deoarece
-~ T —
expresia E(xz) nu are sens pentru z = L.

4) Dindu-se mai multe expresii algebrice putem sd definim o functie
sau mai multe funetii.

S considerim expresiile:

By(z) = @ + 2, Ey(a) = ob i Eqx) = —
Z
Definim functia:

f:R =R astfel-
x4+ 2, dacdi z < 0,
2%, daci 0 < z< 1,

i, dacd =z > 1.

T

L flz) =

Aceloragi expresii putem sd le asociem §i funcfia g : R — R datd in felul urmétor:
z -+ 2, dacd a2 < —1,

z? daci —1 <€ =< 2,
glz) = 4
—, dacd x> 2.
€T

Se ohservd imediat cd avem f(2) = ot iar g(2) — 4, deci [ si g sint funclii distincte.

inte-un mod aseminitor putem defini o functie prin patru, cinci sau chiar un numar
mai mare. de formule,
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Trebuie sa remarcam faptul ca, dacd functia f: A — B este delinitd
prin mai multe formule, atunci fiecare din formule este valabild pentru o
anumitd submultime a lui 4, iar doud din formule nu pot fi folosite pentru
determinarea imaginii unuia si acelniasi- element.

5) Geometria ne furnizeazd ‘o gami variatd de functii definite analitic.
Iata citeva exemple: )

1° Simetria in raporl cw-un 'pu.uct. Fie M un punct fixat din planul 2. Notam
sy: P — P funcfia definitd astfel:
“sy{X] = simetricul lui X fa{d de M. Functia sy se numeste simetria fald de punctul M.

2° Simetria in raport cw o dreaptd. Fie (d4) o dreaptd din planul P. Definim functia
sq + P — P, astfel: sy(X) = simeteicul lui X fata de dreapta (d), Funclia sq se numeate
simetria Ia;d de dreapta (d).

3° Fie O un punct fix in planul P. Vom defini functia d : P = R astfel: d(X) =
— lungimea segmentului O.X.

4° Fie A multimea triunghiurilor din planul 2. Vom defini funclia a : 4 — K. astfel
a(T) = aria trinnghiului 7.

3.3. Graficul unei funcgii .

Fie f: A - 'B o functie. Prin graficul acestei functii intelegem submul-
timea G a produsului cartezian 4 x B formata din toate perechile (a, f(a)),
cuae A

* .Deci: ) ‘
Gr = {(a,. f(a)) |a € A}... . ' R == == 4
Exemplu. Sa (:onsiderﬁm Tunefia ] :

asociatd urmitoarei diagrame (fig. I1.10):

fla) =2, fo) =1, fle) =2, [{d)=S5.
In acest caz graficul Gy este mul-
limea: : ;

Giri— (R ) (Bis ) Me R (B Fig. 11.10

3.4. Funcgii numerice §i reprezentarea geometrici a graficului lor

Se numeste functie numericdé o functie f: A — B, pentru care atit dome-
niul de definitie 4 cit si domeniul valorilor B sint submultimi ale multimii
numerelor reale. »

Exemple. Urmitoarele functii:

) f:R=R, flz) =2z + 1,

2) g:[0, 2] — [0, 4], g( ) = & sint funcii numemce

Graficul unei func’g,u numerice are o partmu}autate deosebita, care constd
in aceea cd el se poate reprezenta ca o submultime de puncte din plan.

Fie f: A —» B o functie numericd si Gy graficul siu. Fie 20y un sistem,
de axe perpendiculare din plan. Dacd (a, b) este un element din Gy, atunci
ii asociem punctul P(a, b) din plan (a este abscisa, iar b este ordo}:ata.purio—
tului P). Multimea de puncte din plan de coordonate z si y unde (z, y)
este un element oarecare din multimea Gy se numeste reprezentaréa geometrica
a graficului functiei f. Dacd nu este pericol de confuzie, peniru simplificarea

limbajului, vom numi, stmplu, aceastd reprezentare geometricd graficul funcyict .
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Egemple, 1) Fie functia f :{ -1, 0, é— 3}-—» = V2, 1 2} asociaty tabeluluj

i

=1 P =
' H 2‘ 3
fl@ | =7 1 4 - /73

‘ : S~
Graficul functiei f este: Gr = {(q; =1/3), (0, 1), (Ei' 2), (3, = I/E)}-
Reprezentarea geometricd a mulfimij Gy esle mulfimea Punctelor 2, p,, p,, Py
(tig. I1.11). : ,

Fig. 11.11 Fig. I1.42

2) Fie funcfia de gradul il FUR — B, () = i< unde moneRsimso,
Graficul aceste; functii este mulfimea

Gr =l fla) s B) = {(a, ma 4 o) laeR} -
Reprezentarea geometricd a graficulyj Tunctiei de gradul tnti fz) = ma + n,m # 0,

este o dreapty care taje axele tn punctele P(0, n) si PE(._ i, OJ (fig. 11.12).
= . | m

3) Fie functia modul f: B g, flz) = |z |
. unde
x,daci » ~ 0,
|&| = 0,daci = = q,

—ax,dacd z < o,
Graficul acestei funcii este constituit din doud
Semidrepte 4 g g (fig. II1.13) unde ¢ este
c bisecfoarga unghiului 20y, iar d’ este bisectoarea
Fig. I1.13 unghiului z'Oy, v ’

Observapie, Cind avem o functie numericd, o problemy caré se pune este de a
trasa graficul aceste; functii, adici de a vedea ce figury geometric reprezinty acest grafic
in plan. Acest lucry va fi ficut pentru fiecare caz in parte,
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3.5. Funcgll injectlve, surjective, bijective

‘Deofinitie. Fief: A —» B o funcfie. Vom spune ci f este o functie injectivd
sau cd este o injecjie, daci pentru oricare doud elemente x §i
yale lui A, z # y, avem f(z) # f(y).
Faptul c& functia f este injectiva se mai éxprimi si astfel: dacd gy
sint elemente oarecare din A cu proprietatea f(x) = f(y), atunci rezultd z = y.
Din definitie rezultd cd o functie f: A =B nu este injectivd dacd existd
cel putin dous elemente x & y din A, & # y, astfel incit f(z) = f(y).
Egemple de functii injective : .
1) Functia f : 4 — B, asociatd diagramei din figura II.14 este o functie injectivii.
2) Funchia g : N - N, definitd prin formula g(z) = 2* este injectivdl. Intr-adevir
s presupunem ci g(z) = g(y) unde , y = N, Atunci ¢* = y?deunde (z — y) (z + y) = 0.

Fig. 11.14 ‘ Fig. 1115

Din aceastd egalitate rezulld ci & — y = 0 sau z + y = 0. Din prima egalitate avem
¢d z = y. Daci are loc egalitatea = + y = 0, cum « §i y sint numere naturale, obfinem
¢4 z = y = 0. Oricum, din egalitatea g(z) = g(y) rezultd c& x = y si deci g este o funcfie
injectiva.
; E;) Funcfia k : Z — N, h(z) = 2® nu este o funciie injectivd deoarece h(—2) =
= h{2) = &, !
&) Functia k : A - B aseciatd diagramei din figura I1.15 nu este injectivd, deoa-
rece k(1) = A{4) = c.
Definifie. O funcfie f: A — B este o funefie surjectivd sau, simplu, este
-0 surjeciie daci pentru orice element bc B existd cel putin
un element ac A, astfel incit f(a) = b.

Rezultd cd o functie f: A — B nu este surjectivd dacd existd cel putin
un element b& B, astfel incit pentru orice element 2= A avem f(z) # b.
Ezemple de functii surjective
1) Functia f :R —» R definitd prin relajia
flz) = az, a # 0, este surjectivi. Intr-adevir,

fie y = R. Atunciz = L e R si a{rem f(l) =
5 a i a

By
a

2) Functia g : A — B asociatd diagramei
din figura I1.16 este de asemenea surjectivi,

1) i, g(2) = g(8) = b; gle) = ¢, gl5)=a " Fig. IL16

~
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3) Funetla h 1 B - R definitd prin formula h{z) = 2® nu este surjectivd, Intr-ade.
_var pentru orice z s R avem h(z) = 22 # —1, Deci —1 Ju este jmaginea nici unuj
clement, prin h, din domeniul de definitie,

4) Functia k ; 4 - B asociatd diagramei din figura I1.17 nu este surjectivi,

Intr-adevir ge vede ci elementul 2 « B nu este imaginea prin & a nici unui element
din 4, ;

@

Fig. 11.17 - Fig. 11.18

Detinifie. 0 funcfie f: A - B care este simultan injectivii §i surjectivii
86 numeste functie bijectipd sau, simplu, dijectie.

Ezemple de funepii bijective .

1) Functia f ‘4 - B asociaty diagramei din figura I1.18 este bijectivi:

TH) = b, £(2) =5 #(3) = q, (&) = d. g

2) Fied={z R | 2 0}. Definim funetia g4 - A prin formula: g(z) = 2.
Functia g este bijectivi. Intr-adevér, trebuie si ardtim ci g este injectivi si surjectiva.

Functia g este injectivi. Fie z, y = A astfel incit g(z) = g(y). Atunci 22 — y* de
unde (z — g) (z + y) = 0 si deci.z — y = 0 san T+ y=0. Daci z — y = 0, avem
T=y; dacd 'y = 0, avem —Y §i cum =, y sint numere reale > 0 trebuie ca
* =¥ = 0. Oricum, din egalitatea glz) = g(y) rezultd » — Y.

Funclia.g este surjectivd. Fie y=4.Cumy > 0, atunci are sens Vy. Cum |y > o,
atunci /'y < 4. Se vede cy eVy) =)=y §i deci g este surjectivi.

3) Functia f : R — R, f(z) = az + b, unde a, b= Rsiaz0este bijectivi,

Intr-adévé.r, dacd f(z,) = f(z,), atunci az; + b = az, - b, de unde obfinem az; —
- = az,. Cum @ # 0, atunci %1 = . Deci f este injectivy, S ardtim ci f este gi surjectivi,

Fie y = R. Are sens numirul real z — ¥ __ _Zi - Atunei f(z) = ¢ [ﬂ —-ﬁ] i —=p
a a a (i) | e

ceea ce aratd cd f este gi surjectivy,

3.6. Compunerea fﬁnc;iilor

Fie functiilef : 4— g gig:B (. Observim, ¢ domeniul de definitie
al funetiei g coincide cu codomeniul functiei f. Aceasti situatie particulary
ne permite s& facem urmitoarele consideratii. Fie ac A; atunci elementul
fla) gésindu-se in B putem vorbi de imaginea sa prin g, adicd de elementul
£(f(a)) din €. Observim cd astfel putem asocia oricdrui element acA un
element unic din mulfimea €, anume elementul 8(f(a)). In felul acesta am
definit o functie 4 al cirei domeniu de definitie este cel al functiei f, iar co-
domeniul este cel al functiei g. Deci A1 4 — € unde h(a) = g(f(a)) pentru
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orice-a= A. De obicei functia &k astfel defi-
nitd se noteazd gof (sau gf) si se numeste

compunerea funcgiei g cu funcie f. (In | | Jo iz =
figura I1.19 este reprezentat modul de defi- N\ foa A otrai)
nire al functiei gof.) —~ i A
Ezemple. 1) Consideram funcliile /: A > B si g f : i W
¢ B — C definite respectiv prin Lhaglamele din N S P
hgura IL.20. b ]
fn acest caz avem (gof) (1) = g(f(1) = Xl 2
= g(8) = t; (gof)(2) = g(f(2)) = g(6) =1
(gof)(3) = glf(3)) = g(1) = ¢; (gof)(4) = g(f(4)) = . : Fig. I1.19

= g(4) =
Functia go f : A — C poate fi reprezentata prin diagrama din figura I1.21.

2) Fie f : R — R si g : B> R funcgiile definite respectiv prin formulele;-
T flel = - 15 glel = 1 4 2 '
Functia g o f : R — R are sens. Pentru orice z = R avem:

(gof) (z) = glflz)) = gla? — 1) =1 + (2* — 1)? = 2% — 22° + 2.

Fig. 11.20 Fig. 11.21

Deci functia compusd gof este dati de formula:
(g0 /) (x) = 2t — 2% + 2.
Se observa cd are sens si vorbim si de compunerea lui f cu g. Pentru orice # = R avem
(fog) (x) = flgla)) = (L + a? = (1 + a®? — 1 = a* 4 222,
Deci functia fo g : R — R este datd de formula:
| (fog)(z) = 2 + 2a2.
Observajir. 1) Dacd f: A - B si g : C - D sint doud functii, are 'sens si vorbim
e compunerea functiei g cu functia f numai atunci cind B = C.

2) Daci f:A— B si g:B— A sint doud funclii are sens gof ] si
fog:B— B. Asa cum rezulld si din exemplul 2) in general gof # fog, adici
compunerea, nu este comulativd. .

Teoreméi. Fie f: A > B, g: B> 8i h:C - D trei funefii. Atunci

L fiecare din funetiile z o (g o f), (ko g) o f are sens gi existid egali-
tatea: ho(gof)=(hog)of.

Demonstrajre. Codomeniul functiei g o f este multimea €. Cum domeniul

de definitie a lui A este tot C, atunci are sens compunerea %o (¢ o f). Analog,
domeniul de definitie al functiei’ ko g este B, iar codomeniul lui f fiind tot B
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areé sens compunerea (ko g)o f. Functiile 4 0 (g o f) §i (hog)of au acelasi
domeniu de definifie (mulfimea A) si acelasi codomenijy (multimea D).
Pentru a arita egalitatea. ho(gof) = (hog)of rimine sj dovedim ¢4
pentru orice £ € 4 avem (ho(gof)) () = ((hog)of) ().
Intr-adeviir (ho (go f)) (2) = k(g o f) () = hg(f(x))), iar (o gof) (z)=
= (hog) (f(z)) = h(g(f(a)). - ‘
Comparind, obtinem egalitatea ceruty,
., Obsercatie. Proprietatea demonstraty in teorema de maj SUs se numeste asocialivi-
tatea compunerii functiilor,
Aceastd proprietate ne permite sd folosim scrierea

ho(gof) = (hog)of = hogof.

3.7. Functia invers3

Fie 4 o multime oarecare. Vom notacu 1, : 4 - 4 functia definitd
astlel: 1,(a) = @ pentru orice g € 4. 1, se numeste functio identicd a mul-
jimiz A. : :

Propozifie. Fiec A o mulfime i 1, funefia sa identics, Atunei:
1° Pentru orice mulfime B ‘gi pentru orice functie

f:4 — B, avem for = s
2° Pentru orice mulfime € gi pentru orice functie

: £:C — A, avem lyog =g

Demonstragie. Demonstrim afirmatia 1°, Functiile f si fo1 4 _au acelagi
domeniu si codomeniu agsa cd pentru a arita egalitatea fol, = f ramine
sd dovedim c¢i pentru orice g € 4, (foly) (a) = f(a).

Intr-adeviir (fo 14) (a) = fll dta)) = fla).

Demonstrim afirmatgia 2°, Functiile 1, 0¢ si & au acelagi domeniu gi
codomeniu, adici multimile C' respectiv A.

Pentru a arita egalitatea 1,0¢ =g ramine s dovedim c& pentru orice
¢el avem (140 ¢g).(c) = g(c).

Intr-adevir (1,0 8) (¢) = 1a(g(c)) = gle). _
Definifie. O funefie f: 4 — B so numegte inversabild dae existy o

functie g: B - A astfel ineft

gof=14 si fog=15 ()
Observam ci functia g definits de relafiile (1) este unics. Intr-adevﬁr,
dacd g": B —+ A este o alty functie astfel incit

gof=14 "¢ fog'=1,, (2)
atunci obtinem : & “xag
, §=1;a'.°g=_(g’Of)°g=g’°(f°g)=g’°1a=g’,
unde s-au utilizat relaiile (1) §i (2) precum s asociativitatea compunerii func-
tiilor.
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Daca f este o functie inversabild, atunci funcfia g definitd de rela‘r,ula (1),
care este unici, se numeste inverse funcfiel f gi se noteazd f~1.

Se pune intrebarea, cind este o func}ie inversabili? Raspunsul este dat
. de urmétoarea toerema.

Teorem i 0 funcfie f:4 — B este inversahili daci si numai dacii este
bijectivi,

Demonstragie. S& presupunem mai intii cd [ este inversabild si sé ardtam
cd [ este injectivé si surjectivd. Din faptul ci f este inversabild rezultd ca
ex1sta f1:B —+ A astfel incit

A A ) fofl—lg (3)
Fie z;, #, din A si si presupunem ci f(2;) = f(#,). Din prima dintre relatiile (3)
obtinem-cd @, = 14(,) = (f2 o f)(@;) = [ (f(21)) = 7 (f(@n)) = (fof) (zq) =
= 1,(2;) = @5 Deci f este injectivi. Fie y € B. Din a doua dintre relatiile (3)
se obtine: ¥ = 15(y) = (fof2) (y) = f(f*(y)). Daci se noteazid x = [~X(¥),
atunci y = f(x), ceea ce aratd cé f este si sur]ectxva
Reciproc, presupunem cé [ este b1Jec’mva Definim functia g :B — A
in modul urmitor. Fie y& B. Deoarece f este surjectivd existd s& A astfel
‘incit f(z) = y. Elementul z este unic determinat cu aceastd proprietate,
intrueit f este injectivd si definim gly) = =
Sa dovedim cad gof = 1, §i fog = 1. Fie meA A‘buncl, notind y = f(x),
rezultd din definitia lui g ¢ g(y) = 2'si deci g(f(#)) = x sau (gof)(z) = 1a(2).
Rezultd atunci gof=1,. S& ardtdm acum ci fog=1p Fie y € B. Din
definitia lui g, g(y) = z, unde x este elementul din A pentru care f(z) = ¥.
Atunci (fo g) (y) = flg(y)) = f(®) = y = Li(y), de unde obfinem c& fog = L.

Observatie. Din demonstratia teoremei precedente rezulti ci dacd f: 4 — B este
o funciie bijectivi, atunci functia sa inversd =1 : B — A se definesle dupd urmdtorul pro-

cedew: daci b = B, atunci f-'(b) este unicul element a = A, asifel incit f(a) = b.

Exemple: 1) Fie funciia f : 4 — B asociati diagramei din figura I1.22:

(1) = ¢ f(2) = a, f(3) = e f(&) = d, {(5) = b.

Se vede cd f este o funciie bijectivd. Atunci existd functia inversd -1 : B — 4.

Vom avea: [~Ha) = 2; 1=4b) = 5; f~e) = 1; f~d) = 4&; f—l[e) = 3, Funetia f-1
are diagrama reprezentatd in tigura II. 23

Se observd cd diagrama funciiei [~ se obfine "din aceea a lu; f, inversind senSul
sigetilor.

Fig. 11.22 Fig. 11.23
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2 Fio funclia { iR ~ B, f{z) = ge 4 b unds a, b = B a 5 0. hosssid funcfl
este bijectivd, deci putem vorbi de inversa sa, Fie y < R. Atunci /=X(y) = @ unde _f(wg = ¥.
Deci dat y =R trehuic s3 determinidm z = R, astfel incit f(z) = y sau ax + b = y.

= i e T I e Py B A i TR
Din az + b = y obfinem ot z = L—2— —y ——. Deci, [~Yy) = —y — = . Folo

@ a @ @ n
sind notatia cu x, atunci funcfia inversdt a lui f este:

{=1: R— R unde f-Yz) =i$—
3 a

b
4
Interpretarea geometricd a inversei unei funciii numerice

-Fie f: A - B o functie numerici inver-
sabild si f~1: B> 4 f{unctia inversi a
lui f. Fie M(zy, y,) un punct al graficului
functiei f (fig. 11.24). Atunci Yoi—iay)
A : si deci z, = f~Y(y,). Rezulti oa punctul
M'(yo, ;) apartine graficului functiei f~1
(reprezentat punctat in figura I1.24)
Dar M si M’ sint simetrice fala de
bisectoarea unghiului z0y (numiti prima
bisectoare)*. Rezultd ci graficele functii-
rig. 11.24 lor f si f~! sint simetrice fatd de prima
bisectoare.

* Observajie. Ca exercitiu, si formalizim in termeni logici citeva din definitiile date
in acest paragraf. ;
1) Definifia funciiei injective, f : 4 — B, se scrie:

(f injectivd) « (Vz) (Vy) [{@ == y) = (f(z) % f(y))], unde literele x, y desemneazi
elemente din A,

Faptul ¢4 f nu este injectivd se formalizeazi astfel:
( nu este injectivi) «» (32) (3y) [(z = y) A ({(c) = {(y))].
2) Delinitia functiei surjective, f : A — B, se scrie:
(f surjectivi) « (Vy) (32) [y = f(a)],

unde y desemneazi un element oarecare

din 4. - -
Faptul ci f nu este surjectivd se formalizeazd astfel:
(f nu este surjectivy) < (Fy) (V) [y 5= f(=)],

unde y desemneazé un element din B, iar = desemneazi un element oarecare din A.
Propunem cititorului si formalizeze si alte definitii intilnite.

din B, iar x desemneazi un element oarecare

3

1. Fie functia f: R — R definity astfel
d 3z — &, daci z < — {,
flz) = — 7, dacd —1 <€ z < 3.

‘ —3m+2,déci G A RE
Sd se determine f(—2), f(—1), £(2), f(4), -

* Intr-adevir, cum (OP) = (0Q) si (MP)= (MQ) rezults cd AOPM = AOQM’

TN SN N e e
deci (OM) = (OM’). Pe de altd parte m(POM) = m(QOM’) si deci MOR = MOR). in
AMOM’ care este isoscel, dreapta OR este bisectoare deci si mediand. Rezultd ci MR =
= M'R, adicd M si M’ sint simetrice faty de dreapta OR,
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2, Fie funectia f ; {1, 2, 3, 4} — {1, 8, 5, 7} definitd astfel:

~ (1) =1, f(2) = 3, £(8) = 5 i f(&) = 7
si functia g : {1, 2, 3, 4} — {1, 3, 5, 7} definitd astfel: g(z) = 2z — 1, S se arate ci
=g : ‘

8. Se poate asocia expresiei E = o functie f:R — R, astfel tncit f(z) =

e £ - pentru orice z = R?
St =

4. TFolosindu-se diagrama asociatd unei functii, sd se determine numdrul tuturor funciilor

* definite pe multimea {1, 2} cu valori in mulfimea {3, 5}.

5. Fie functia f : Z — {0, 1, 2, 8, &, 5} definitd dupd legea: f(x) este restul impéariirii
lui z la 6. 34 se determine f{—12), f(—9), 7(3), f(9), f(272). _

6. Existd un numir intreg m astfel incit s4 existe o funetie f = {1, 2, 3} — {1, 2, 3} defi-
nitd dupd formula f(z) = z* + m?

7. Fie functia f: {1, 2, 8, 4} — {%, &, 6} definitd astfel: f(1) = &; f(2) = 2; {(3) = 2;

f(4) = 6. 34 se traseze graficul acestei funciii.

~ 8. Folosind faptul ci graficul func{iei de gradul intii este o dreaptd si se traseze grafi-
cele urmétoarelor functii:

2z — 1, dacll =z < —1,
— 5, daci =z > —1;
2z — 3, dacd = < 0,
7z, dacd x > 0;
2, dacd =z < 1,
.3.1_— 1, dac = > 1; 7

a) fi i R — B; fy(a) :{
b) f; 'R - R; falz) :{

o) o 1L, 60} s By fula) ={

_9x 4 3, dacl =< —1,
5, dacd — 1 < =z < 3,

d) ]ﬂ‘i R = R; fulz) =

Z.’L‘—Z, dacd z > 3;
3

o fe: NN, fin) = 2n + 1;
f) fo: Z = Z, folz) = 3z — 2.

9. 84 .notdm cu A mul{imea oamenilor de pe glob. Definim functia f:4— R dupi
legea ,,f(z) = indlfimea lui =%, Este f injectivi? Dar surjectivd?

10. 54 se arate cd functia din exercifiul 5) este surjectivil, dar nu este injectivi.

11. Fie mulfimea 4 = {0, 1}. S4 se construiasci toate funcfiile de la 4 la A si si se
precizeze care sint injective, surjective sau bijective.

‘12. Folosindu-se diagrama asociatd unei functii sé se determine num#rul functiilor injec-
tive.de la multimea 4 = {1, 2} in mulfimea B = {3, 5, 7}. Existd funcjii surjective
de la A la B?

18. Care dintre funcfiile de la exercitiul 8) sint injective? Dar surjective?

14. Notdm cu A4 m{lltimea oragelor {drii noastre, iar B mulfimea judetelor {4rii noastre.
Definim functia f : A — B dupi legea ,f(a) = judeful pe teritoriul cireia se afli a*
si funclia g : B —+ A dupd legea ,g(b) = orasul care este resedinfa judefului b *.
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i) Cine este f(Galafi) si f(Figirag)? Cine este g(Teleorman) si g(Mehedin}i)?
ii) S# se arate ci f este surjectivil si gz injectivi,
iii) Sd se arate cil fog = 1p si gof # 14.

Se considerd functiile f : R — R; g : B — R definite respectiv prin formulele:
fle) = 2" + 2 —1; g(y) = 9* —y + 1.
Sd se determine gof si fog.

22 — 3, dacd z < 0
T, daci =z > 0

Considerdm functiile f : R - R; f(z) = {

8 —
$i gR—bR; g(x}z{zi dacid z < 2,

2z — 1, daci = > —2.
54 se determine gof si fog.

Fie A o multime finitd sif: 4 — A4 o functie. Sd se arate ¢ : f bijectivd « [ injec-
bivd < [ surjectivi. B

Considerdm functiile A4 B C. 54 se arate ci:
1) dac¥ f si g sint injective, atunci go f este injectivi.
ii) daci f si g sint surjective, atunci gof este surjectivi.

St se determine numdrul functiilor bijective de la mulfimea {1, 2, 3} in mulfimea
{1, 2, 3}.

Fie f : N> N functia definitd astfel: f(0) = 1; dacd n > 1 atunci f.(") este ultima
cifrd a numirului 77,

i) Galeulati (1), £(2), ..., f(7).

ii) 4 se arate cf f(n + 4) — f(n) pentru orice n > 1.

iii) Trasafi graficul functiei f.

- Ardtati cd doudl funcfii f : 4 — B 5i g : A — B sint egale daci si numai daci gra-

ficele lor sint egale.

Considerim functiile definite respectiv prin formulele:
) f: 2> Z; fl2) = —z + 4;

i) gt Z— Z; glz) = o + 1;

iii) b : Z = Z; hiz) = z?; ’

iv) k : Z > N; k(z) = =2

54 se arate cdl f, g sint bijective. Cum sint h si k?
84 se determine funcfiile inverse pentru f si g.

Considerdm functia f : N — N, definitd astfel:

n + 1, daci n este numir par,
n — 1, dacd n este numdr impar,

) ='{

Ardtati ci f este o bijeciie si construifi inversa sa.
Fie functia f : R - R,

o) = 2z, dacd =z > 0,
3z, dacd x < 0.

54 se arate od f este bijectivd si 54 se determine inversa sa.




1.1. Notiuni preliminarii

In practicd se foloseste, de obicei, reprezentarea (scrierea) numerelor
rationale sub form& de fractii zecimale.
-Aga cum este cunoscut din aritmeticd, cu ajutorul algoritmului de im-

Gt . i ) o . . n . &
pirtire orice numdr rational nenegativ— (m > 0, n > 0) se reprezinti sub
n \
forma unei fractii zecimale finite sau infinite (adicd, cu o infinitate de zeci-

male). Astfel in loc de %se scrie-0,25; in loc de % se scrie 0,625; in loc de

il : A i : . AL
5~ 56 sorie 0,333.... Deoarece avem de-a face atit cu fractii zecimale finite, cit si

cu fractii zecimale infinite, pentru uniformizare, se pot adauga la dreapta
fractiei zecimale finite o infinitate de zerouri.

I

1 f
De exemplu:~—- — 0,25000...;% — 0,625000.... .

Astfel putem spune cd toate fractiile zecimale sint infinite.
Numerele intregi se reprezintd, evident, ca fractii zecimale cu. o infi-
nitate de zerouri dupd virgula.

De exemplu: 5 = 5,000...; 13 = 13,000... .
. o . .om . -
Asadar, orice numdr rational nenegativ— , poate fi reprezentat sub
n ’ .

forma unei fractii zecimale infinite:

n
-;- = au,alazaa e et

’ " 2 . . mo
Numérul @, se numesgte partea intreagd a lui —,iar
n

0, -aya,a5...
partea fractionard a sa. Numerele a;, ay, dg,... sint cuprinse intre 0 gi 9, adica
0<a; €9, pentru i =1, 2, 3,... .
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Observam acum cd si numerele rationale negative au o astfel de repre-
zentare. Vom nota partea intreagd a unui numdr negativ cu semnul minus

deasupra. Astfel numarul — _:— = —34 % se poate scrie sub forma.3,5000... .

Analog, —0,321 = 1,679000...;
—25 33 = — 25,666.., = —26 +:]T — 95353 s

In acest mod, orice numar rational (negativ, pozitiv sau zero) se repre-
zintd sub forma unei fractii infinite: '

m y
— = Qpy; A10903.+ 4 (1)
n

: 4 % S
unde @, este partea intreagd a lui — , iar
n

0, ay8q85...

este partea fractionard (zecimald) a sa (@, este un numdr intreg, iar a,, a,,
dg,... sint numere cuprinse intre 0 §i 9). 3

. Partea fractionard 0, @,@,as... din reprezentarea (1) a oricdrui numér

rational este un numdir pozitiv mai mic decit 1. Reprezentarea numerelor

rationale negative sub forma de fractie zecimald, infinitd, cu partea intreaga

numér negativ (iar partea fractionard un numdr pozitiv) o vom face cu scopul

de a uniformiza in continuarea acestui capitol studiul numerelor reale (pozi-

tive si negative). =
Obsergatie. Scrierea numerelor negative sub forma indicatd mai inainte se intilnegte
in practicd la calculul cu logaritmi. :

1.2. Fractii zecimale periodice

Sa vedem acum care sint fractiile zecimale prin care se reprezintd nume-
rele rationale. Mai intii, s4 definim fractia zecimala periodica.
Definitie. O fracfie zecimald infinijtd

@, @18
se numeste periodicd, daci existi numerele naturale k si p
astfel ineit
Anip = @y, Pentru orice n > k.
O fraclie zecimald periodici se noteazd, pe scurt, prin
gy Gyl B3 (@ By g ppa )-

Multimea cifrelor scrise (in aceastd ordine) in parantezd se numeste
perioada fracjiei zecimale. Dacd k = 1, adicd perioada incepe imediat dupa
virguld, avem de-a face cu o fracfie zecimald periodicd simpld; in caz contrar

. avem de-a face cu o fracjie zecimald periodicd-miztd.

In exemplele numerice de mai inainte fractiile zecimale sint periodice,
Astfel, pentru 0,333... avem k=1, p =1 §i a5, = a,= 3, pentru orice
n = 1. Seriem 0,333... = 0,(3), aceasta fiind o fractie zecimala periodica
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simpld. Fractiile zecimale finite, care dupd cum am observat pot fi consi-
derate ca fractii zecimale infinite (prin adaugare de zerouri) sint periodice.
De exemplu, pentru 0,25000... avem & = 3, p = 1 8i an,; = @, = 0, pentru
orice n > 3; iar pentru 0,625000... avem k=4, p=1, ap, =a, =0,
pentru orice n > 4. Deci 0,25000... = 0,25(0), iar 0,625000... = 0,625(0).
Asadar acestea sint fractii zecimale periodice mixte. In sfirgit, fractia -
15,723 434... este periodicd i se scrie, pe scurt, 15,72(34):

Am observat cad reprezentarea unui numdr rational sub forma de fractie
zecimalil se obtine cu ajutorul algoritmului de impartlre Sa considerdm, de

19
exemplu, numerele 5—3" gi —. Avem:

b5
5 |33 19, " b5
(051045 = : 190 | 0,345...
33 ; 165
170 250
165 220
i ~300
; , . 275
25
Exemplul 1. Exemplul 2.
Fiecare numir de dupi virguld se obfine printr-o impértire partials.
5033 170 |33 190 |55 250 |55 300
38/~ 165 5% . 185 (3 220 ‘4_ 07515
17 by 25 30 25
Exemplul 1. Exemplul 2.

Fiecare deimparit parfial se deduce din restul precedent prin adiugarea unui
zero la dreapta sa, adicd mirindu-1 de zece ori. Resturile partiale sint toate
mai mici decit impartitorul. Dupd un numér finit de operatii partiale se rega-
segte deci, ori deimpartitul initial (exemplul 1), ori un west deja intilnit
(exemplul 2). De la acest pas putem si nu mai continudm impértirea, deoarece
in citul impdrtirii lui 5 la 33, respectiv in citul impartirii lai 19 Ia 55, cifrele
se vor repeta. De aceea

*

i)
a5 = 0.(18); = = 0,3(45).

In general, avem:

Teorema 1. Orice numir rational se reprezinti sub form# de fractie zeei-
mald infinitd perlodwa, care ifu are perioada,(9).

Demonstrajie. Daci a este un numir ra;mnal oarecare, atuncia = a, -+ &', unde q,
este un numdr intreg (partea intreagi a lui @), iar o’ este un numir rational nenegativ
mai mic deeit 1. Dac#l o’ se reprezintd sub formd de fractie zecimald periodici, care nu are
perioada (9), atunci si a se reprezintd sub form# de fractie zecimali periodicd care nu are

Textele insemnate cu o bard la marginea paginii sint facultative.
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perioada (9), in care partea intreagi este a,, iar partea fractionard il reprezinta pe a .
Asadar, pentru demonstrafia teoremei este suficient si considerdm numai numere ratio-

m mo. m
nale —. astfel incit0s<— < 1. Fiedeci— (m > 0,n > 0) un astfel de. numir
n n n

rational. Prin algoritmul de impértire a lui m la n sint posibile resturile:
(1 e i B L
Deoarece resturile iau cel mult n valori, rezultd ci dupd cel mult » pasi ai algoritmului
se repetd unul din ele. Deci va rezulta o fracfie zecimald periodici.
Se aratd ci nu este posibil ca fractia zecimald periodici asociatd unui numér ratio-

nal, s4 aib# perioada (9). S& presupunem, prin absurd, c fractia ar avea perioada (9).
* Atunci, prin algoritmul de impérfire, ajungem la un moment dat la un rest r astfel
. tncit inmulfindu-1cu 10, si impérfindu-11a r, s4 se ob{ind un cit egal cu 9 §i restul sd fie,

de asemenea, r. Deci dupd teorema impdrfirii cu rest, avem:

) 10r =n+*9 +r, cu r < n.
De aici se obtine 97 = 9n, de unde » = n, ceea ce este in contradictie cu ipoteza r < n.

Observatie. Fractiile zecimale finite (adig de perioadi (0)), se objin atunci cind prin
algoritmul de impértire se obfine la un moment dat un rest egal cu zero. Dupd aceasta
toate resturile vor fi egale cu zero.

Impirgirile partiale din exemplele precedente se scriu astfel:

Exemplul 1. 50 = 33 -1 + 17; 170 =33 -5 + 5.

Inmultind cu 10 prima relatie, gi folosind pe a doua avem, 500 = (33 - 1 +
+17)-10 =33:10 4 170 =33-10 4 (33:5 + 5) =33 - 15 + 5.

Deci 100 - 5 = 33 - 15 4 5, adicd 15 este citul impartirii lui 100 - 5 la 33.
Ezemplul 2. 190 = 55 - 3 + 25; 250 =55 + 4 + 30; 300 — 555 + 25.

Inmultind eu 100 prima rele%is si folosind pe urmétoarele doud avem 19000 =
— (55 - 3 -+ 25) - 100 — 55 - 300 + 250 - 10 = 55 - 300 - (55 - 4 + 30) - 10 —
55300 .55 - 40 + 300 — 55 - 340 4 55 - 5 4 25 = 55 « 345 + 25.

Deci, 100019 — 55345 4 25 §i 1019 = 55-3 - 25, adick 345 este
citul impértirii lui, 000 - 19 la 55, iar 3 este citul impargirii lui 10 - 19 la 55.

In continuare vom, observa c# reciproca teoremei precedente este, de ase-
menea, adevarata.

Sa dam mai intii doud exemple:
1) Fie 0,(43) o fractie zecimald periodicd simpld. Dacd existd un numdr
rational =, astfel incit fractia datd sd se obtind din acesta prin algoritmul
‘n

de impértire, atunci 43 este citul intreg al impértirii lui 400 m la n; mai mult,
din motive de periodicitate, restul acestei impartiri este egal cu m. Deci

100m =n-43 +m
de unde
99 m = n - 43.
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43
99
Verificare. Este suficient si aplicdm algoritmul de impérjire pentru a

Numirul rational ciutat este — —
n

vedea ci numirul r'ssﬂ,;icmalg—zl se reprezintd sub forma fraciei zecimale 0,(43).

2) Fie 0,41(23) o fractie zecimald periodicii mixtd. Dacd existd un numér

rational 2, astfel incit fractin datd sd se obtind din acesta prin algoritmul
ST A

de impdrtire, atunci: =~ ]
4123 este citul intreg al impértirii lui 10 000 mla n,iar 41 este citul intreg
al impértirii lui 100 m la n.
Mai mult, din motive de periodicitate, cele doud resturi obtinute sint
egale. Deci
| 10000 m =n- 4123 + 7
100m=mn-41+4+r
$i prin scidere se obfine:
9900 m = n- (4123 — 41). .
Numaérul rational ciutat este:
: m 4123-—41_4082

n .- 9900 . 9900

Verificare. Este suficient sd aplicdm algoritmul de impdrfire pentru a

: v < . 4 082 Abie ; o :
vedea cd numdirul rational —— se reprezintd sub forma fractiei zecimale
9

0,41(23).

In general, avem:

Teo r ema 2. Orice fracfie zecimalid periodicdi, care are perioada diferits
de (9), reprezintid un anumit numir rational, din care se obtine
prin algoritmul de fmpirfire.

Fie
e e R T T sy (1)

o fractie zecimald periodicd, care nu are perioada (9). Trebuie s& ardtdm cé

existd un numdr rational, astfel incit fractia datd (1) sd se obtind din acesta

prin algoritmul de impértire. Nu vom da o demonstratie a acestei teoreme.

Observdm insd c& cele dou# exemple de mai inainte ne sugereazi reguli de

gésire, in general, a numéirului rational cdutat. Astfel:

1°. Daci k = 1, adicd fractia gste periodicd simplé, avem:
ag, (@185...0,) = ag + M

99....:9

A= i

. p ori

(in partea din dreapta a egalititii de mai sus @,@,...a, reprezintd numérul na-
tural avind cifrele a,, a@,..., a3).
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9°. Dacd k > 1, adicd fractia este periodicd mixtd, avem:

oy Byl B (@ Bpts o Cpypy) =

o Gy, ., Op—10R0h+1 -+ ORip—1 — @i@g ..- Ch—
— e s

YGIER 00...0
et [N
p ori (k—1) ori

Formulele 1° si 2° dau reguli dupéd care se géseste numdrul rational care
se reprezintd sub forma unei fractii zecimale periodice date.

3 1 45 5
Egemple: 1) 0,(3) = — = —3 0,(&5) = — = —;
ple: 1) {‘) i (oii="s

1
453 — 45 408 34
2) 0,65(3) = 500 =900~ 75°
2745 — 27 2718 151

3) 0,027(45) = = =
99 000 99 000 5 500,

Observagie. Am definit fractiile zecimale periodice fdrd a face presupunerea cd au
sau nu perioada (9). Dacd considerdm o fracfie zecimald cu perioada (9), aplicind in mod
formal regulile 1° si 2° de mai sus, se ob{ine un numir rational. Fie, de exemplu, fractia
zecimald periodicd 0,(9). Dupd regula 1°, acestei fractil zecimale i corespunde numérul
rational

g
0,(9) =5 =1

Pe de altd parte numdrului 1 ii corespunde prin algoritmul imp#rfirii fractia lui zecimald
1,000... = 1,(0).

9% considerdm un alt exemplu i anume fractia zecimald periodicd 0,4(9) cu peri-
oada (9). Dup# regula 2°, acestei fractii ii corespunde numé&rul rafional:

49 — & L5 1

: i ;
Pe de altd parte numdarului rational E {i corespunde prin algoritmul impd#rtirii frac-

tia zecimald 0,5000 ... = 0,5(0).

Din cele doui exemple rezultd ci teorema precedentd (in ultima sa parte) nu mai
este adevirati pentru fracgiile zecimale infinite cu perioada (9). Mai precis, dacd este
_datd o fractie zecimald infinitd cu perioada (9), acesteia 1i corespunde dup4 regula 1° sau

< m n
regula 2° un numdr raional — - fns4 acestui numdr raional — » prin algoritmul fm-
n n

pérgirii, nu-i mai corespunde fractia zecimald datd, ci o fractie care se obtine din aceasta
prin mérirea cu o unitate a numirului din fata primei perioade si inldturarea cifrelor urma-
toare. Se poate vedea usor ci aceastd reguli se referi la toate fractiile zecimale periodice cu
perioada (9).

De aceea, ori de cite ori intilnim in calcule o fractie zecimal¥ cu perioada (9) conve-
nim s4 o inlocuim cu fractia zecimald cu perioada (0) (finitd) obfinuté dupderegula enun-
{atd mai fnainte, De exemplu:

0,4(9) = 0,5(0); 0,1(9) = 0,2(0).
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In concluzie, numerele rationale (si numai ele) se reprezintd sub forma
de fractii- zecimale infinite periodice. Dar existd fractii zecimale care nu sint
periodice? Réspunsul la aceastd intrebare este afirmativ. De exemplu, fractia

'0,101001000100001000001....
(dupa primul 1 este un 0, dupi al doilea sint doi de 0 etc.) este o fractie zeci-
‘mald infinitd neperiodica..

Intr-adevir, sd presupunem c& aceastd fractie este periodicd, si fie p
numirul cifrelor din perioadd. Perioada trebuie sd contind si o unitate. De
aceea intre orice doud unitédti consecutive (de dupa virguld) nu pot fi mail
mult de p — 1 zerouri; contradictie. Contradictia ‘obtinuta aratd cd fractia
este neperiodica.

In paragraful urmitor se vor indica probleme concrete care conduec la

. fractii zecimale infinite neperiodice.

2. NUMERELE REALE CA FRACTH ZEC MALE INFINIT

in clasele anterioare a fost prezentati necesitatea lirgirii mulfimii Q
a numerelor rationale, obtinindu-se astfel multimea R a numerelor reale.

Iatd dou# probleme concrete care conduc la aceasta.

1) Nu existd nici un numér rational al cirui patrat si fie 2.

Intr-adeviir, si presupunem, prin absurd c¢d existd un numdr rafional

2 - . . s ) "
™ | astfel ineit [E) = 2. Putem presupune ci fractia = este ireductibild, adicd -
n n 7 n

: b h ; : 5 . [(m)2 o
m si n sint numere intregi prime intre ele. Din (4] = 2 rezultd m? = 2n?
: n

Cum 2n? este numdr par, atunci si m? este par si deci m este par. Fie m =
— 2k, k un numdir intreg. Inlocuind pe m = 2k in relafia precedentd, rezulta
4k? — 2n?, de unde 2k* = n?, adicd n este par. Deci m si n sint numere intregi

are. ceea ce contrazice ireductibilitatea fractiei —.Prin wurmare presupu-
1 3 5 -

m

2 i .
nerea noastra cé[ ] — 2 este falsd. Acest fapt aratd cd ecuafia cu coefi-

n
cienti- intregi 2 — 2 = 0 nu are, ca solutii, numere ragionale.
2) Fie acum un triunghi dreptunghic isoscel ABC
(fig. IIL.1). £ :
Alegind cateta [AB] ca unitate de misuri(adica de
m

lungime 1), vom arita cé nu exstd un numair rational
‘R

care si reprezinte lungimea lui BC  adicd a n-a parte
din AB si se cuprindi de mori in BC. Intr-adevir,
daci lungimea lui [BC] s-ar exprima prin~ numirul Fig. 111.1
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rational -r;':— atunci conform teoremei lui Pitagora rezulti [3)2 = 2. Dar am
n
ardtat la pet. 1) cd o astfel de relatie nu poate avea loc.

Daci BC = g, rezultd cii a este o rdddcind a ecuatiei 22 — 2 = 0.
Notdm a = /2, care reprezintd lungimea ipotenuzei. Am vizut ci |/ 2nu
este un numar rational, deci el va fi un numér de o- naturd nous. Un astfel de .
numdr, care nu este rational il numim irafional. In acelasi mod numerele
/'3, |/ 5's.a. care sint rddicini ale ecuatiilor: 22 —3 =10, 22— 5 =0 s.a.
sint numere irationale. (Existd si numere iralionale care nu sint rddécini ale
unor ecuatii, de exemplu numdrul  care este ogal ¢u raportul dintre lungimea
unui cerc si diametrul siu.) Multimea numerelor rationale impreund cu mul-
timea numerelor irationale formeaza multimea R a numerelor reale.

In clasele anterioare, a fost indicat un algoritm de constructie a fractiei

zecimale sub care se reprezintd |/ 2:
/2 = 1,41421356... .

Deoarece |/2 este numir irational rezultd od fractia " zecimald care-l repre-
zintd este o fractie zecimald infinitd neperiodicd. (Si numérul = are 0 repre-
zentare ca fractie zecimald infinitd neperiodics )

" Acceptim ca fiecare fractie zecimald neperiodicd infinitd reprezintd un
numdr real, mai precis un numir irational. :

In acest mod orice numir real a se reprezinti printr-o fractie zecimali
infinita (periodicd sau neperiodicd) a,, @;@.as... .

Functia

@ = Qgy 0103030
de la multimea numerelor reale la multimea fractiilor zecimale infinite, care
nu au perioada (9), este bijectivd, adicd fiecdrui numdr real i se asociazi o0
fractie zecimald, care nu are perioada (9), bine determinatd, si fiecare astfel
de fractie zecimald reprezintd un numdér real bine determinat.

Teoria riguroasd a numerelor reale ca fractii zecimale infinite depaseste
programa clasei a IX-a. Introducerea fractiilor zecimale infinite ne permite
sd patrundem mai mult in natura acestor noi numere (irationale).

Observatie. Pentru simplitate, pe baza bijectiei precedente, vom identifica in conti-
nuare numérul real cu fractia zecimald prin care se reprezinti, adici

a = @y, Aydaty.y s .

fn particular, numerele rationale se identificd cu fractiile zecimale periodice (de
perioadd diferitd de (9)) prin care se-reprezintd.

§3. ORDONAREA NUMERELOR REALE

Vom defini ordinea pe mul{imea numerelor reale, folosind reprezentarea
lor zecimald, astfel incit aceasta sd coineidd pentru numerele rationale cu
cea deja introdusd pentru aceste numere in clasele anterioare.
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Fie a = ag, @y0505... §i b = by, b;bsby... doud numere reale, unde fractiile

a,205... §i by,b1bybg... nu au perioada (9).

Ay
" Spunem cd cele doud numere sint egale dacd oricare ar e = UL

3

avem a; = b;. -
Definifie. Spunem ¢i numirul real a = a,, a44,0... 05t¢ mai mic deeit
numirul real b = by, b,byb;... §i scriem
a<h
daci existi un numir natural & > 0, astiel ineit o, < b, §i
a; = b; pentru oriee { < k.
In acest caz se mai spune cd b este mai mare decil a si se scrie b >a.
Ezemple, 1) 3,904 ... < 4,1735 ..., deocarece ay = 3 < & = by.

2) 8,65170 ... < 3,45181 ..., deoarece ay = by = 8, a; = by =& @, = b= 0, o=
= by =1, ay < by (7 < 8).

3) 20,432 ... < 1,720 ..., deoarece a, = —20 < 1 = b,
4) 8,173 ... > 3,165 ..., deoarece @y =.by = 3, a; = by = 1 §i as > by (7= 6):
5) 4,232 ... > 4193 ..., deoarece ap = by = —4&, a3 > b (2 > 1).

Daci @ < 0 se spune i numérul real o este negatie, iar dacd a >0
atunci @ se numeste pozitiv. Este clar cd un numdr real @ = @, @,853... este
negativ'daci si numai daci partea sa intreagd a, este numar negabiv.

De. exemplu,
1,372... < 0,000... = 0, deoarece a, = —1 < 0.

Observatie. Pentru numerele rafionale, definifia inegalititilor dati mai inainte este
tocmai cea pe care o cunoagtem din clasele antericare. Astfel:

i Ly
0,5000... <0,51000.., daci si numai dacd — < ——»
2 100
' . . 1 334
0,3000... < 0,334000... dacd si numai dacl — << ——«
3 900
Este adeviratd urmitoarea proprietate numitd legea de tricotomie:
Daci @ si b sint doud numere reale, atunci este adevirald una gi numai
una din relatiile: '

g b — b =h)

Definitio. Sespune ci numirul real a este mai mic sau egal eu numirul
real b, si seriem a < b dacih a < b sau a = b.

Relatia ,,<“ are urmétoarele proprietéfi:

1)'a < a, oricare-ar fi a din R (fefiexiuitétea),

2) dacii @ < b §i b < aatunci a = b (antisimetria),

3) dacd @ < b si b.< ¢ atunci a < ¢ (tranzitivitatea).

Aceasti relatie se numeste relajia de ordine pe mulfimea numerelor reale.
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Observam ca proprietatea de tranzitivitate o poseds si relatia ,, <",
‘adicd dacd @ < b 81 b < ¢, atunci a < c.
Revenim cu alte proprietdti ale insgalitdtilor in § 5.

§4. APROXIMARI ZECIMALE ALE NUMERELOR REALE

In practici, aproape niciodatd nu se cunosc valorile exacte ale marimilor.
Orice instrument sau aparat nu aratd cu-exactitate absolutd marimile. Orice
termometru indicid temperatura cu o oarecare 'er()are, nici un ampermetru
nu poate indica intensitatea exactd a curentului etc. O anumiti eroare se face
chiar la citirea rezultatelor mdsurdtorilor pe aparate. De aceea in loc si
operdam cu valorile exacte ale marimilor, sintem obligati sd operim cu valorile
lor aproximative. In general, o mirime se reprezinti printr-o fractie zecimald
infinitd, dar un aparat nu poate indica, practic, decit un numér finit dintre
zecimale, adicd o valoare aproximativd a méirimii. .

Fie ¢ un numar real oarecare reprezentat sub formi de fractie zecimali
infinitd. Aprozimdrile (valorile aproximative) . zecimale prin lipsd ale num-
rului @ se definesc ca fiind numerele care se obtin prin inliturarea succesivi
a tuturor cifrelor sale care stau dupi virguld, incepind cu prima cifrd, apoi
cu cea de-a doua, dupa aceea cu cea de-a treia s.a.m.d. '
4 De exemplu, pentru numérul ¢ = 2,173256..., aproximirile zecimale prin
lipsa vor fi: - ‘ ) ;
25 2,05 247 24735 217335 2.47325:...

Daca la ultimul numir de dupa virgula al fiecdrei aproximari zecimale prin
lipsd & numadrului @ se adaugd 1, atunci se obtin aprozimdrile (valorile aproxi-
mative ) zecimale prin adaos ale numdrului a. De exemplu, pentru numdrul
2,173256..., astfel de aproximari zecimale vor fi: ¥
3225 218« 947452 17337 217326: ;. .
- Avind in vedere relatia de ordine pe multimea numerelor reale, introdusa
_in §3, primele cinci aproximari zecimale ale lui a se pot ilustra in urmatorul
tabel:

2ic @ <8
21 <a <22
24T < =228
X173 < g =274

21732 < & < 21733. -

Cum numaérul a = 2,173256... este cuprins intre:
)2 e deRnde— 2 ==
2) 24 si 22 51 22 —21 =0/1;
3) 2,17 si 2,18 5i 2,18 — 2,17 = 0,01 s.a.m.d.
aceste aproximari zecimale sint, respectiv, cu o erpare mai mica decit 1
O =D O s=t0=2rE, i 5 !
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In general, pentru numirul ¢ = @y, @,daty...cy-... aprozimdrile zecimale
cu o eroare mai micd decit 107", sint: 3 ’

1) prin lipsd: a, = @g,d10505... 0y,

ii) prin adeos: @, = ag,a,as05...a, + 107

Obserpatii. 1) Daci numdarul a este reprezentat de o fraclie periodicd cu peri-aada (0),

atunci incepind cu un anumit rang, aproximirile zecimale prin lipsd ale sale sint egale

cu numérul insusi. De exemplu, pentru numirul 1,52 = 1.52000..., avem:

De aceea, pentru a cuprinde toate cazurile, in fabelul cu aproximatiile zecimale ale unui
numdr real, inegalitatea din stinga o scriem ,,<*.

~ 2) Scrierea valorilor aproximative a, si a’ o vom face sub formd de fractie zeci-
mald finitd, far8 a mai adduga la dreapta o infinitate de zerouri.

Dupa definitie (vezi i) si ii)), precum si observatia precedenta, pet. 1)
rezultd ¢4 numarul ¢ este mai mare sau egal cu orice aproxinfare zecimald
prin lipsd a sa s§i mai mic decit orice aproximare zecimald prin adaos a sa.

Agadar, unui numir real @ i se asociaza aproximdrile sale zecimale:

prntiipsat e Mg St g s
LR prin ada0ss ahadl. 0 dasies -
astlel incit :

@ < a (cu o eroare mai mica decit 1)

ao é

4
a, < a < dy (cu o eroare mai mica decit 0,1)
a; € a_< ay (cu o eroare mai micd decit 0,01)

Observatie. Este foarte important de semnalat pentru cele ce urmeazi ci aproximirile
zeeimale prin lipsd si prin adaocs ale unui numir real a, sint intotdeauna numere rationale.

§5. ADUNAREA S| INMULTIREA NUMERELOR REALE

5.1. Vom defini adunarea §i inmultirea numerelor reale, folosind repre-
zentarea lor zecimald, astfel incit aceste operatii si coincidd pentru numerele
rationale cu adunarea gi inmulfirea deja introduse in clasele anterioare.

Fie date doua numere reale @ si & i s consideram aproximirile zecimale
prin lipsd si adaos cu o eroare mai mica decit 107, Atunci pentru orice 7.
avem : R |

(o <lacr i
by, < b < b,

Dupd cum am observat la sfirsitul paragrafului precedent., numerele
Oy Gy, by, by sint  rationale i deci, de la adunarea numerclor ralionale, au
sens sumele a, + by, §i @, + by, pentru orice n.
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Definitie. 'Se numeste suma numerelor reale a §i b un numir real c, care

pentru orice numér natural r, satisface inegalititile:
a, + b, < ¢ <a, + by, '

Se poate demonstra cd un astfel de numadr real ¢ exista si, mai mulf, este
unic. Demonstratia riguroasd a acestui fapt depdseste programa clasei a 1X-a.
Ea necesitd notiunea de limitd gi se va face la Analizd matematicd in clasa
a Xl-a. .

In exemplele de mai jos vom arita cum aceastd definitie a sumei ne
permite si gisim valoarea aproximativd a ei, cu o eroare oricit de micd dorim.

Exemple. 1) Sd gdsim primele patru cifre dupd wvirguld pentru suma numerelor

a=/75ib=yF

Avem:
1</ 2<2 _ 2 <[/ <8
La< ) 2<1,5 DL T s
141s_|/2<142 223 < |/ 5 < 2,24
Jilh < |/ 2 < 1,415 2,236 < |/ 5 < 2,237
:414 < /2 < 1,4143 2,2360 < |/5 < 2,2361
1,61421 < |/ 2 < 1;61422 2,23606 < |/5 < 2,23607
Deci a + b, = 3,65027 < |/ 2 T |/5 < af + b = 3,65029 de unde

2+ |/5=38,6502....

: 92) S# gisinu primele patru cifre dupd virguld pentru suma numerelor a = 3,12714...
si b = 2,42731... (celelalte cifre dupd virguld care ar urma dupé cele serise nu au impor-
tantd, pentru problema pusi). -

Avem a + b = T1,55445 < @ + b < af + b = 1,55447. Astfel, putem scrie patru
cifre dupd virguld pentru suma

@ b= 15545, — —0.4456;,
3) Fie numerele a = 2,23751... si b = 3,76248.... Atunci a; 4+ by = 599999, iar

a; + b2 = 6,00001. Deci, 6,00000 este o valoare aproximativi a sumei a + b, cu o eroare
mai micd decit 10—,

Analog, se definegte produsul numerelor reale nenegative.

Observdm mai intii, ca si pentru sumd, cd deoarece ay,, ay, by, by sint
numere rationale, produsele a,b, 5 an w0, au sens gi sint produse de numere
rationale.

Definifie. Senumegte produsul numerelor reale nenegative a §ib, un numir
real d, care pentru ori¢ce numéir natural n, satisface inegalitifile:

apby < d < apb;,

Se poate demonstra c& un astfel de numir real d existd gi este uric.
~ Dacé unul sau ambele numere sint negative, atunci se inmultesc valorile
lor absolute gi apoi se tine seam& de cunoscuta reguld a semnelor §i anume:
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1° produsul este pozitiv dacd ambii factori au acelagi semn g atunci:

ab=lal||b]; _
2° produsul este negativ daci semnele factorilor sint diferite gi atunci:
: ab=—lallbl
Ezemple. 1) 84 se calculeze pdtratul numirului
a = 1,8142.. ..

Avem a; = 1,4142 si a; = 1,4143. Atunci:
a;?- = 1,99996164 < a? < a;2 = 2,00024449,

Se observd ci pidtratul numirului a este foarte aproape de numérul 2.

] 2) S8 se giiseascd trei ciffe dup# virguli pentru produsul numerelor e =%
sib= V2.
Avem a = 0,33333... si |/2 = 1,41421... Atunci
' 0<ax<t : 1<b<?
0,8<a< 04 1,6 <b<1,5
0,33 < e < 0,34 1,61 < b < 1,42
0,333 < a < 0,334 1,614 < b < 1,615
0,3333 < a < 0,3334 1,5142 < b < 1,143,
Deci
0<ab <2

0,42 < ab < 0,6
0,4653 < ab < 0,4828
0,47062 < ab < 0,47261
0,47135286 < ab < 0,47152762.

Astfel am obfinut:

-

ab = 0,57..,.

5.2. Proprietigile adunirii §i inmulgiril numerelor reale.
Proprietdgile inegalititilor

Mentionam in continuare proprietéfile operatiilor de adunare gi inmul-
tire a numerelor reale, precum gi unele proprietiti ale inegalitdtilor. Pe baza
“ definitiilor operatiilor de adunare gi inmultire date mai inainte i folosind
proprietdtile corespunzitoare ale adundrii §i inmultirii numerelor rafionale,
" verificarea acestora se face fird dificultate. Lisdm ca exercitiu demonstra-
rea lor.

Adunarea pe muljimea R a numerelor reale are proprietdfile:

1° este comulativd, adicd oricare ar fi ¢ §i b din R, avem

a+b=0b+4 a

2° este asociativd, adicd oricare ar fi a, b §i ¢ din R, avem

@+bd+e=a+(b+c).
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3° num&rul 0 este element neutru pentru adunare adica oricare ar fi
a din R, avem

a+0=0+4a=
4° orice numdr real a are un opus, care este —a, adica
‘a+(—a)=(—a)+a=0.
Ca de obicei, in loc de a + (—b) vom scrie a — b.

Inmultirea numerelor reale are proprietdile:
1. este comutativd, adica oricare ar fi a gi & din R, avem

ab = ba;
2. este asociativd, adica oricare ar fi @, b i ¢ din R, avem
(ab)e = a(be);

3. numirul 1 este element newtru pentru inmultire, adicd oricare ar fi
« din R, avem

il =l =

4. orice numar real a diferit de zero are un invers, adica existd un numér
real, notat cu a1, astfel incit

aart =gl —"1"

5. este distributivd fagd de adunare, adici oricare ar fi @, b, ¢ din R an

loc egalitatile: [
alb + ¢) = ab + ac,
(@ + b)e = ac + be.

Ca_de obicei, in loc de ab™(b # 0), vom scrie a : b sau %. J

Am dat in § 3 unele proprietéti ale inegalitatilor pe multimea numerelor
reale. Ddm mai jos si alte proprietdti ale lor legate de operatiile de adunare
g1 inmulfire. Astfel: ’

1° dacd a < b, iar ¢ este un numadr real oarecare, atunci

a+c¢<b-+toe B

22 daca a < bgic >0, atunci ac < be,

3° dacd @ < b g1 ¢ < 0, atunci ac >bc

De aici rezultd ugor ca:

4° daci a <bsic<datuncia +c¢c <b-+dsia—d<b—e,

5° dacd a, b, ¢, d sint numere reale pozmve astfel incit @ < b i ¢ < d,

atunci ae < bd. In aceleasi conditii, avem si — < D

[
Aceleasi propmetam (RIS S ) smt valabile'si pentru relatia ,, \“.

Obserafie. in anm'al cind se lucreazi cu numere reale nu se recurge neapirat la

reprezentarea lor zecimald., Rezultatul unei probleme poate [i dat bub forma: |/ 2 + |/'3,
1.:2

at(2 + |/ B), ?l/'f'. ==

1
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INTERPRETAREA GEOMETRICA A NUMER|

Fie d o dreaptd oarecare pe care fixdm un puhct O numit origine (fig. 111.2) si
sensul pozitiv de ia stinga la dreapta, Originea imparte dreapfa d in doud semidrepte
(Oz si (Oz'; Oz este semiaza posava, war Ua semiaza negalivd. Dacd fix3m o unitate de
mésurd, atunci distanta AB dintre orice douid puncte A si B ale dreptei d se exprim#
printr-un numéar nenegativ

l
T T

x 0 u e
Fig. 111.2 |

S# alegem ca unitate de misurd lungimea segmentului [OU]; atunci OU = 1.
Daci M este un punct al semiaxei pozitive Oz, sd notdm cu zM= OM, abscisa sa.
fn acest mod se definegte o functie

M—+xM

de la punctele semidreptei (Oz la mul{imea numerelor reale pozitive.
fn cursul de Geometrie se afirmi cdi: penfru orice numir real pozitiv (lungime) z;
existd un punct bine determinat M pe semiaxa Oz, care si se giseascd la distana = de
punctul O, adici zar = =z. Aceasta ne spune ci functia definitd mai inainte este bijectivi.
Daci punctul M aparfine semiaxei negative Oa’, abscisa sa este numérul zpr =
— — OM. Convenim ca zg = 0 (zero).
Atunci functia

M= zp

definitd pe toatd dreapta d cu valori in muljimea R a numerelor reale stabileste o bijectie
intre aceste douf mulfimi. De aceea muljimea numerelor reale se numeste adesea
dreapta numericd sau dreapta reald, sau aza reald, iar elementele (numerele) sale se numesc
punciele dreptei numerice. Bijeciia stabilitd permite si folosim, adesea, pentru numere,
terminologia geometrici.

Existd procedee simple de constructie cu rigla si compasul a unor puncie pe axa
z’z care corespund unor anumite numere reale (cum ar fi; numerele rafionale, precum si
unele numere irationale ca: |/2, /3, |/3 s.a.).

fn acest sens vom prezenta urmitorul exemplu:

Eaxemple, S4 se construiascd pe dreapta d, cu ajutorul r?gle} si compasului,
numdrul |/ 2 (fig. II1.3). :

Se construieste piitratul de laturd [OU]: OU = 1. Conform teoremei lui
Pitagora, 0A42 = QU2 + AU2 = 1 + 1 = 2, Deci 04 = /2. Cu ajutorul compasului
se construieste OM = 0A = |/2,

Pe semiaxa Ox am reprezentat si aproximirile zecimale prin lipsd si prin adaes cu
o eroare mai micd decit 1; 0,1 respectiv 0,01 a'e lui 2. i

94 vedem sensul intuitiv al teoremei amintite mai inainte, cu ajutorul reprezen-
t4rii sub form# de fractie zecimali a numerelor reale. De la reprezenfarea numerelor
rationale pe dreaptd, stim si construim un punct M & cdrui abeeisd cste un numdir care
se reprezintd sub formd de fraclie zecimala finil&.

Fie

a = dy, ay0ya;...

a7
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o T L TN T T e
Fig. 111.3
un numdir real oarecare si
“01 a’i: a;’? Ahitd
C':0! a11 a21

aproximdrile zecimale prin lipsi si prin adaos ale lui a. S% considerdm segmentul
n=[M(a,), M( a,)] cu capetele o' si a7 si de lungime 10", Avem
A;D A D A3D .. DM D ApgyD ...

; Se aratd ci exiat_équn singur punct care s apartind tuturor segmentelor A,, pentru
orice n. Acesta este punctul M(a).

De exemplu, fie @ = 1,671....

Atunci . ‘ : -
l<a<? :
1,6 < @ < 1,7
1,67 < a < 1,68.

Interpretarea geometricd este datd in figura IT1.4.

'Mla)
0=M(0) L=M(i) Mi2)

—

M(l6) M(1.7)
Fig. 111.4 '

. EXERCITII

1. 84 se scrie sub formi de fracfie zecimald infinitd, numerele:

15 1oy 1 2 029 123
a) 3: b —s ¢) —3 d)0je) ==, f) ——g ) = —; h) —==—.
) 3; b) S i trel e ) TaeBL = B s

o8




2.

8

4

\ 6.

10.

11

12.

18

Pentru fractiile zecimale pericdice- urmétoare, si se gHseascd numdrul rational pe
care-1 reprezintd i si se verifice apoi prin algoritmul de impé#rfire ci se obfine. [ractla
zecimald inifiald: ~ :

a) 1,33(4); b) 0,(7); ¢) —o0,(14); d) 2,073(83); e) —0,01(023); f) —2,001(7).
S se arate care dintre numerele de mai jos sint rafionale:

—1,3; 3,75, V3, I/'5; |/ 6; 0,34344344634444344444. .. (dupd primul 3 urmeazd un 4;
dup4 al doilea 3 urmeazd doi de & s.a.m.d-); 0,12345678910111213,.. (dupé virguld se -
scriu in ordine toate numerele naturale).

84 se indice citeva numere naturale n astfel incit

a) |/ 'n este rafional; b) |/ nu este rational.

. 54 se arate cX nu existd numere rationale % astfel init.

n

a) '[%JB= 2; b) (Tn:)ﬂz 3; ¢ (—rs)a= 6.

53 se spund care numere din perechile de numere urmé#foare este mai mare si care
este mai mic:

. I i
a) 3,43479... si 3,43497...; b) 45,25.,. si %; c) % si 0,(5); d) —% si —0,375...;

e) —5,4833... si —5,5829...; f) 0,(6) si %; g) 0 si —0,00011; h) —1,1 gi —1,1(01).

i) B se giseascd aproximirile zecimale cu o eroare mai micd decit 0,1, prin lipsd si

' adaos, pentru numerele;

= — 11 11 — — 178
a) /B b) — 5 o) — 5 4l — e /T A} /T @]~ W) YA
ii) 84 se giseascd apoi pentru aceleagi numere primele trei aproximiri zecimale prin
lipsd si adaos. >
Fie z = 2.7154... si y = 1,4287..,. Si se giseascd primele trei cifre dupi virguld
ale sumei z + y.

Fie = — 2,1468... 51 y = 1,5431.... Si se giseascd primele doud cifre dupd virgula
ale produsului lui z cu y. -

5S4 se gdseascd primele patru cifre dupd virguld ale sumelor:

a) 3 +V/Bb) VI +VF o VE VT A VE+(=1/T); 0 (=13 +1V/7.

S8 ge giseascd primele trei cifre dupi virguld ale produselor:
oy = e = = 1 e n ot
VLD V2 VT o) V3 V5 AVI(=15)5e) V213

a) S se construiascd cu rigla i compasul segmehtele de lungime: |/3, |/'5, 1/6, |/ 10,
si apoi sd se figureze pe axd.
b) 84 se figureze pe axar reala punctele care au abscisele:

-V 1/5 VE V& V& — 1T VT,

Indicajie. Se foiose.ste teorema lui Pitagora.

94 se arate ci numerele |2 + /3 si |/ 2 —|/ 3 sint irationale,
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14. Fie a i b numere reale astfe] incit @ + bsl @ — b sd fle numere rationale, Sint nume-
rele a, b si a-*b rationale?

16. Fie a si b numere rat;iona]e, Bd se demonstreze ci dacd o b[/_z—# 0, atunci 5i
a— b/ 2 =0,
16. Fie a un numdér. Este posibil oare ca primele 10 puteri ale numérului a
a; a? ad, ..., g :
sd lie irafionale, iar urmitoarele 10 puleri:
i an, am, als, very Q%0
sd fie rationale?
17. Dati exemple de ecuatii de gradul al doilea cu coeficienti intregi ale ciror ridicini s
fie irationale.
18. Si se demonstreze cd ecuafia &® — px + 1 = 0, pentru p e N, p > 2, nu are ridicini

rationale, .
°

. b o m IS P . v . s
Indicapie. Dacd « = — este o riddcind a ecuatfiei, atunci se aratd ¢ msi n sint
fo gl
+18au —1; deci « este egal cu 1 sau —1, dar aceste numere nu sint, evident, ridicini
ale ecuatfiei,




_ CAPITOLUL IV
FUNCTIA DE GRADUL AL DOILEA

s

§1. DEFINITIA FUNCTIElI DE- GRADUL AL DOILEA. EXEMPLE

Detinit je. Fiind dato numerele reale, a, b, ¢ eu a # 0, funetia
f:RoR

definitd prin formula: f(z) = a2? + bx + ¢, se numeste funciie de gradul al
dotlea cu coeficieniii a; b, c.

Obsergatii 1) Domeniul si codomeniul functiei de gradul al doilea este mul{imea.nume-
relor reale. Deci functia de gradul al doilea este o funclie numerica.

] 2) Deoarece domeniul si codomeniul functiei de gradul al doilea este R vom mdlca
* aceastd functie astfel:

f(:r):aa:"—kbx—i—csauy:aa:er.berc. :
3) @ functie de gradulaldoilea f : R —R, f(z) = az® + bz + ceste perfect determi-
natd cind se cunosc numerele reale a, b, ¢ (a == 0).

4) Trebuie si observim ¢l in definitia funcliei de gradul al deilea conditia a =& 0 este
=esentiald in sensul cd 1puLeza a = 0 conduce la functia de gradul intii, studiatd in clasa
a VIII-a.

5) Denumirea de functie de gradul al doilea provine din faptul c# este de.finité prin
intermediul trinomului de gradul al doilea aX? + bX + c.

. Exemple de funciic de gradul al doilea

1) filz).= 7z — 9z + 10, @ =7, b= —9; c = 10);

2) falz) = 222 + |/ 22 + 1, (a =12, b=}2 c=1);,
S falzl= tia et 9z, (a = 0,51, b= —2, ¢ = 0);
AT = e R s ! (& = 1,5 = 0, ¢ = 0,31);

5) (@) ="—a* —i55"— 0,31, A e = =1, b = =5,¢e = —0,31).

Probleme eare conduc la funcia de gradul al doilea

Existd numeroase exemple concrete care au impus studiul sistematic al functiei de
gradul al doilea: ) .

1) Aria 4 a unui patrat este functie de lungimea laturii sale z: Mai precis, aceastd .
dep endentd funclionald este data de relalia: :

A =



2) Aria A a unui cerc este functie de lungimea razej sale z; accastd dependentid
functionald se exprimi astfel;:-

A = mz?,

unde m este o constantd aproximativ egald cu 3,14,
3) In fizici se arati ci in ciderea liberd a unui corp in vid, sub acfiunea forlei
gravitationale, spatiul s(t) parcurs de corp in timpul ¢ este dat de formula:

s(t)i— g i
unde g esle o constantd aproximaliv egald cu 9,8 m/s?

4) Dintr-un turn de iniljime h, se aruncd o piatrd pe verticald in sus cu viteza ini-
iald gy Inal{imea A(t) la care ea ajunge la_momentul ¢ este dati de formula:

ht) = ko + oot — % 12,

_ 5) In miscarea uniform acceleratd spatiul s(z) parcurs de un mobil in timpul ¢ este
dat. de formula:

unde a esté acceleralia mobilului.

§2. GRAFICUL FUNCTIEI DE GRADUL AL DOILEA
N'e‘ propunem sg construim graficul functiei f(z) = aa® 4 bx + ¢, a # 0.

Aceasta o facem cu scopul de & pune in evidentd elementele principale ale grafi-
cului functiei de gradul al doilea si de a avea posibilitatea ca atunci cind sfudiem funclia de
gradul al doilea si interpretim din punct de vedere geometric proprietafile oblinute.
Graficul functiei de gradul al doilea il vom face in mai multe etape.

1. Graficul funcirei f(x) = x*

" (Legea de asociere a acestei functii se poate exprima foarte simplu si in
cuvinte: ,fiecirui numér real i se asociaza patratul sau“.)
Trasarea graficului f(x) = 22 se face prin ,,puncte. Mai precis se asociazi
urmitorul tabel de valori functiei f(z) = x*: :

20 =8 22 —%0 EE g SRS
@)= 22| ... 9 4 T VT N e 7 T

Reprezentdm intr-un sistem de axe zOy punctele ale ciror coordonate
sint valorile din tabel. Punctele obtinute le unim printr-o linie continud ca in
figura IV.1. .

(Facem observatia cd punctele reprezentate nu se unesc cu segmente ca
in fig. ' IV.2.) :

Curba obtinutd se numegte parabold. Pentru a obtine o constructie cit
mai exactd a acestei parabole, trebuie sa reprezentdm cit mai multe puncte
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B
.

Fig. IV.1 ) Fig. IV.2

ale graficului. Parabola functiei f(z) = 2* are urmitoarele proprietiti impor-
tante:

1° ea se giseste deasupra axei #'z; trece prin originea axelor si, punctul O
are cea mai micd ordonata (egald cu zero) dintre toate punctele de pe para-
bold. Punctul O se numesgte virful parabolei;

2° axa y'yeste axd.de simetrie pentru parabola. Intr-adevir, dacd P(a, «?)

este un punct al graficului, cum o® = (—a)?, atunci si P‘(—a, «*) apartine
graficului. Dar punctele P gi P’ sint simetrice fati de y'y. -
1. Graficul funcjiei f(2) = —a®

(Legea de asociere a functiei f se poate exprima gi in cuvinte: ,fiecirui
numdr real 1 se asociazd opusul patratului sdu“.)

In figura IV.3 am reprezentat punctat graficul fllnci;le]. R =
Graficul functiei f(z) = —a® se poate obtine prin simetria fatd de axa z'z,
a graficului functiei fy(z) = 2% )

Intr-adevar dacd P(a, «?) este un punct al .
graficului functiei fi(z) = 27 atunci simetricul . ! [ ‘
siiu-fatd, de axa 2’z este punctul P'(a, — ). 1o |
Cum f(a) = —a? atunci P’ se gisesté pe gra- /
ficul functiel f(z) = —a? ‘ §P(cca’)

Graficul functiei f(z) = —2® se numeste,de ek /
asemenea, parabold. Ea se giseste sub axa z'z.
Axa y'y este axd de simetrie, iar O are cea mai S S TUE S e A
mare ordonaté dintre toate punctele graficului / :
f(z) = —z? Punctul O se numeste, de ase- '3 \|
menea, virful parabolei functiei f(z) = —22. / R )

n practicd constructia graficului funcfiei - / '

f(z) = — x* se face tot prin ,,puncte®, ca la func-
tia fi(z) = 2 [ ' \
2. Graficul funcjiet f(z) = az® (a # 0) '
‘Graficul acestei functii se construiegte ca
gl in cazul functiei fi(x) = #® tot prin ,,puncte®. Fig, 1V.3
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Curba obtinuti se numeste, de asemenea,
parabold. S& vedem care este pozitia graficu-
lui functiei f(x) = az? in raport cu graficele

functiilor fy(z) = 22 si fo(x) = —2® (Func-
fiile fy(z) 2= 2 §i fyfa) = —a? sinb cazuri
particulare ale functiei f(z) = az? cind
a=1 si respectiv a = —1.)

Cazul @ > 0. In figura IV.4 am repre-

zentat punctat graficul functiei fy(z) = z*

iFie P(, «?) un punct  de pe acest grafic.

Fig. 1V.4 Daca a > 1, atunci punctul Pl(m., aa?) apar-

tine graficului functiei f(z) = az® §i cum

aa® > &24 atunei ramurile parabolei functiei f(x) = az* se gisesc intre
-ramurile parabolei f;(z) = 22

Dacd 0 < a < 1 atunci punctul Ps(a, ax?) apartine graficului functiei
f(z) = aa® §i cum a® > aa® atunci ramurile parabolei functiei f(x) = az® se
gisesc sub ramurile parabolei fi(z) = 2

Cu cit @ este mai mare ramurile parabolei f(z) = az® se depirteazd mai
lent de axa ¥’y care este axii de simetrie. Originea O are cea mai micé ordonata
dintre toate punctele graficului functiei f(z) = az®. Acest punct se va numi, de
asemenea, virful parabolei acestei functii. -

Cazul a < 0. Graficul funcliei f(z) = az? este simetricul fatd de axa z'z
al graficului functiei f'(z) = —aa?, uide —a > 0. Diversele pozitil ale gra-
ficului functiei f(x) = aa® se obtin din cazul precedent (fig. IV.5). Axa y'y
rimine axi de simetrie, iar punctul O care are cea mai mare ordonatd dintre
toate punctele graficului functiei f( ) = az® se va numi ¢irful graflculm

3. Graficul functiei f(x) = ax® + c(a #-0)

Vom considera funciia g(z) = aa®. Fie P(w,, 7o) un punct al graficului
functiei f(z) = az® -+ ¢ (fig. IV. 6). Atunci

yo = axi + ¢ de unde yo — ¢ = aaf sau Yy, — ¢ = £(%)-
Deci punctul P’(zy, yo — ¢) apartine graficului functiei g(:c) = az?, repre-
zentat punctat in flgura IV.6.

]
|
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Fig. 1\.7

Rezultd ci graficul f(x) = ax® + c se obline din graficul funcliei g(z) =
= ax?, printr-o translajie de-a lungul azei y'y, cu o cantitate egald cu ¢ (dacd
@ =), tmnsla;ia se face in sus, tar dacd ¢ << U, translatia se face in jos).

Axa 'y este axd de simetrie a graficului functiei f(z) = — ag Gra-
ficul functiei f(z) = aa® | ¢ se numegte parabold, iar punctul V(0, ¢) se nu-
meste virful parabolei.

In figura IV.7 sint date dlfemtele pozitii ale graficului functiei f(z) =
= ax? 4 ¢ in raport cu valorile numerelor a si c.

4. Graficul funciiel f(z) = ax® 4 bz + ¢ (a # 0)

az® + bx + ¢ se poate scrie sub forma:
b® — hac [

aw2+bx+c=a[x+%)2_ Agza
a

m+£ﬁ—l)2—|—-:é—£—,

unde am notat cu A = b? — 4ac (A este discriminantul ecuatiei az? + bx -+
+ ¢ = 0). Este clar cd pentru orice numdr real z € R avem

| Z

@ =afo + 2 + 2 | , @
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) Egalitatea (1) se numeste forma cano-
| j | nicd a fanctiei f.

1 \l ’ | Trecem acum la construirea graficului
| N ., o | W3 & o
\4(0.c) | j functiei f(x) = az?® 4 bz 4 ¢. Considerim
: —A

\
[

E

v
J
[ Y4l

— In figura IV.8 am reprezentat punctat

¥ graficul functiei g, avind pe y'y ca axd de
: '["_«T b 4, simetrie si cu virful in V' [O, —Z-é] Fie

\ P4 ¥ A _.!3 functia de gradul al doilea g(z) = aa? 4 S
y a

P(zy, yo) un punct pe graficul functiei f(z) =
= az® + bz + c. Din egalitatea (1) se obtine

Yo =T(z) = a[xo i _g,_]z [ =2 sau Yo — 2 [xo - i’-] Rezultd cdi punctul
2a ha : 2a ;

© Fig. TV.8

P’[xo -+ Eb.‘a yu] apartine graficului functiei g. Se observd cd P se obtine
o ‘

: o . Vg . 5 —b
din P’ fécind o translatie paraleld cu axa z'z cu o cantitate egald cu 5
: - - a

Deci graficul funcpiei f(z) = ax® + bz + ¢ se obfine din graficul fanctiei
g(z) = az? 4 _[‘—A prinir-o translajie paraleld cu aza 'z, cu o cantitate egald
a

— —_— . ¥ 3 a8 _b
cl -é——b [dacé 2—1’ > 0, translatia se face spre dreapta, iar daca 2, <0, trans-
a a g

latia se face spre stinga].

Cum y'y este axd de simetrie pentru graficul functiei g, atunci dreapta

—

o— este axd de simetrie pentru graficul functiei f(x) = a2? + bx + c.
Za

Graficul functiei f(2) = aa® 4 bz + ¢ se numeste parabold, iar punctul

V [g—b %A] se numeste ¢irful parabolei. Graficul functiei f(z) = az®+ bz —+¢
@ @

untersecteazd aza y'y in punctul A(0, £(0)), unde f(0) =c."
Urmérind figura IV.9 obtinem diferite pozitii ale graficului functiei
f(z) = a2® + bz - ¢ in raport de valorile lui a i A. In figura IV.9, punctat,

am reprezentat graficul functiei g(z) = ax? + %é
. a

Ezemplu. Si construim graficul functiei f(z) = 242 — 8z 4 9.

Cumn, A = 5% —hug = 64— 79, = —8 si U —2 rezultd ci forma canonicid a

functiei este f(z) = 2(x — 2)% + 1.
Graficul functiei il construim astfel: ]
1) Prin puncte construim graficul functiei g(z) = 9% .

2) Translatdm parabola funcliei g(z) = 22 de-a lungul axei ¥’y cu cantitatea 1.
Aceasta este graficul Tunctiei h(z) = 22® + 1 (a se vedea figura 1V.10).
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8) Facem o translajie paraleli cu axa a7,
cu cantitatea 2, a graficului functiei A(z) =
= 2z* + 1 si obfinem graficul functiei f{z) =
= 22 — 8x + 9. Virful acestui grafic este .
punctul ¥ (2, 1), iar axa sa de simetrie este
dreapta = = 2 (a se vedea figura IV.10).

Interpretarea geomelricd a rezolpdrii
ecualiel de gradul al doilea

az® +bx + ¢ =0, (e # 0) .

Din figura IV.9 rezultd urmitoarele:
1° Graficul functiei f(z) = az® +

Fig. 1V.10 + bz - ¢ intersecteazi axa. 2’z in dou
puncte distincte daca gi numai dacd A = 6% — 4ac > 0. Punctele de inter-
sectie ale acestui graflc cu axa z'zw sint punctele de coordonate B;(z, 0) si
By(2,, 0), unde x, 8i z, sint rddécinile ecuatiei az? +.bx + ¢ = 0. Reammtim
cd aceste rddécini sint date de formulele

o ~b+VEB ~bae . —b—|/b = hae
ry = %2 51 xz — %a - —
Cum @y 4+ a2y = ;b, atunci x‘—_:ﬁﬂ = —--;- Rezultd cd axa de simetrie
: 2 = ;
a graficului functiei f(z) = as* + bx + ¢ trece prin punctul de coordonate

[ﬁ;l'xz UJ'
By ok

2° Graficul functiei f(z) = az® + ba + ¢ intersecteazd axa 'z intr-un
singur punct (spunem in acest caz cd axa z'z este tangentd la grafic) daci
si numai dacd A = b* — 4ac = 0. Punctul de intersectie al graficului cu axa

z'z este ¥ a?, OJ, care este si virful graficului. Ecuatia az® 4 bz + ¢ = 0
a

are in acest caz doud ridicini reale egale:

=h
1'1 = .'L'g =0
i 2a

'3° Gralicul functiei f(m)'— az® 4 bx + ¢ nu intersecteazd axa z'z daca

§1 numai dacd A = b% — 4ac < 0, ceea ce este echivalent cu faptul cd ecuatia
nu are nici o ridicing reali.

§3. MAXIMUL SAU_MrINIMUL FUNCTIEI DE GRADUL AL DOILEA

Considerdm. functia de gradul al doilea f(z) = aa? -+ ba+ ¢, a # 0.
Am vizut od pentru orice x € R avem f(z) ( ) ol

Cazul ¢ > 0. Cum (w+ - ) = 0, atunci i a{x 4+ E&j > 0, de unde

: Al — . \, b2 -~ A —A
prin adunarea cantitatii constante s obymem ca a (a: -+ ?) 4 ok = e
. a N a a a
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Deci

f(z) > %A-\, oricare ar fi z € R. ‘ (1)
a
Cum. egalitatea [;c —|—.§)2 =0 are loc numai cind z = :g'—b, atunci pentru
94 a
z = =2 avem f(:—b] Sy Inegalitatea (1) aratd cd f[jJ = =2 este
2a 2a ba 2a ha

kel : il o —A e
cea mai micd dintre valorile funcjier f. Numarul realT se numeste minimul
. E a@

b

i : —b : . o
funcjict f, iar valoarea - este valoarea argumentului x in care se realizeazd
a

acest minim.
2

Cazul a < 0. Cum (9: -|~él) >0 si a<0, rezultd a [x A 51)2 < 0,
a a

i rgogpiin S ] I , " I 2
de unde prin adunarea cantitdtil constante —— obtinem ca a (:L + _Z_L) 4
a

ha
—A — ; :
< 2 Deci putem scrie
ha ha :
SR ; ;
f(z) < ——, Origare ar iz € R. (2)
10
Am vizut mai inainte cd f[;—b] = —:ﬁ’ care, imprelini cu inegalitatea (2), °
a @
aratd ca f(:ik = {;—A este cea mai mare dintre valorile functiei f. Cantitatea
a a@

~ . e Al e
=2 se numeste mazimul funcliei f, iar = este valoarea argumentului z in
ha i : a

care se realizeazd acest mazim.

Concluzii. 1) Dacd o >0, functia f(z)= az® + bx + ¢ are un minim

—A L e . u
egaZ Gl ———74 minim ce Se realizeazd Pentru xr = —2—- .
5 ha a

9) Decd a < 0, funstia f(x) = aa® + bz + ¢ are un maxim egal cu:—A,
a

maxim ce'Se realizeazd peniru T = ;—
a

Interpretarea  geometricd

In cazul ¢ > 0, parabola functiei f(z) — az® + bx + ¢ are ramurile
indreptate in sus (spre y pozitiv). In acest caz minimul functiei este egal cu
ordonata virfului graficului, iar valoarea lui « in care se realizeazd acest minim
este absecisa virfului graficului (fig. IV.11).

In cazul @ < 0, parabola are ramurile indreptate in jos (spre y negativ).
In acest caz maximul functiel este, de asemenea, egal cu ordonata _virfului
graficului, iar valoarea lul 2 unde se realizeazi acest maxim este, de asemenea,
egald cu abscisa virfului graficului (fig. TV.12).
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i
R
Vil e .
LY A - A\
X 0 \ X
/
N\
S 7
- 5 ‘d 4a 7
X’ 0 : X %
Fig. IV.11 Fig. Iv.12
Ezemple. 1) Fie funclia f(z) = 2? — 4z 4 1. Cum @ = 1 > 0, aceastd funclie are
un minim egal cu%‘— e LRt minim se realizeazi pentru z —
a o TR .

= j = i = 2.

2a 2

2) Fie functia f(z) = —22% 4 2z + 1. Cum a = —2 < 0, functia f are un maxim

i e : 5 = 1

egal cu - = — i = e = i . Acest maxim se realizeazii pentru z — = = —.
ha —8 8 2 2a 2

§4. INTERVALE DE MONOTONIE PENTRU FUNCTIA DE GRADUL
AL DOILEA
Definifie. Fie f:4 — B o funcfie numerici (adici A si B sint sub-
multimi ale lui R). Spunem ci f este cresciloare pe o mulfime
I c A, dacé orieare ar i z,, z, © I, astfel ineit z; < @, avem
(1) < ().
Funetia, | se zice descrescdtoare pe multimea I A, dacd oricare
ar fi @y, z, € I, astfel incit 2, < x, avem T = )
Vom. spune c& f este strict crescdtoare (respectiv strict descrescitoare ) pe
multimea / dacd oricare ar fi x;, 2, & [, astfel incit 2y < %y, s rezulte f(z,) <
< f(a,) (respectiv oricare ar fi @y, x, € I, cu z, < z,, s& rezulle ) > Mxs))-
O functie numericéd f : A — B cresciitoare sau descrescitoare pe o submultime
I C A se zice monotond pe I.
Exemplu. Functia de gradul intii /: R — R, flz) = mz + n (m # 0) este strict
crescitoare dacd m > O si strict descrescdtoare daci m < 0. Intr-adevir fie T, < x5
Dacd m > 0, atunci mz, < ma,si decisi miz; + n < mxy -+ nceea ce inseamnd ci f(z;) <

< flwy).
Dacd m < 0, atunci din inegalitatea @, < a, obtinem ma, > mzx, de unde maz, +

+n > ma; £ n, ceea ce inseamnd cd f(x,) > f(z,).
Relativ la functia de gradul al doilea, vom démonstra:
Teorema. Fie functia de gradul al doilea fle) =ax? + bz t-¢, a #0
1° Daci o >0, funcfia f este strict descreseitoare pe inter

valul ( —00, '2‘—[’] gi striet erescitoare pe intervalul [z——b : +c~0].
(14 a
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2° Daedt a < 0, funcfia f este strict creseitoare pe intervalul

[—oo, -;—b] gi striet descrescifoare pe 'intervalul[;’ : —|—oo).
a

a

(Intervalele(moo, 2:9] §i [;—_b, —|—oo] so numesc intervale
a a

de monotonie ale funciies f]

Demonstratie 1° Vom presupune cd ¢ >0. Pornim tot de la forma
canonica a functiei f, f(z) = a (a: g 2_1;_)2 i i
a

. Fie z,, z,-doud numere reale
a

: 5 AL C —b it 5 . .
care se gisesc in intervalul (—oo, —2—], astfel incit z; < x,. Deci putem scrie
m _
—b
Ty < Xy £ —
2a

'. et 1 .
de unde prin adunarea cant1ta1;112— , oblinem:
a

< 0.

b b
e e
2a 2a

Prin ridicare la pitrat se deduce cd
b2 b2
k2 o)
‘2a 2a
Prin inmultire cu numdrul pozitiv @, obfinem:
. L2 b2
a{xl—l——} >a(a¢2+-) c
2a 2a
Adunind cantitatea —Z——A obtinem: |
a
AR, A pRae o =4
@y A — — 2y + — R
a(1+2a)+4a >a(2+2a)+-'m

sau, altfel scris: f(z,) > f(=,), ceeace ne arati cd functia f este strict descres-

¥ . —b <
cdtoare pe mtervalul[——oo, ?] Presupunem. acum c¢d numerele z;, 2 se
a

gisese in intervalul [?3, —-|~oo], astfel incit &, < . Deci putem scrie
a

2:?43:1<x2

de unde prin adunarea cantitétii -, obtinem
a
b b
0L +— <2+ —-
2a 2a
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Prin ridicare la patrat objinem:
b2 . b2
[m1+2_a] < ($2+ 20] '

Prin inmultire cu @ >0 si adunarea C.ant.itﬁf;ii:;—A obtinem :
a

a[xl-{—fa]z +:l;§ <"1[$2+2—I;J2_+*:;A

sau f(2;) < f(x,), ceea ce inseamnd ci f este strict crescitoare pe intervalul

= )

2a 2
2° Presupunem ci a <O0. Fie z;, z, numere reale din intervalul

[—oo, 1] astfel incit =z, < =,.
2a

Am vizut la pet. 1° ci
b2 b2
T =l | =l =
( . -1—2“) (2 + =
care, prin inmultirea cu numdirul @ negativ, ne conduce la inegalitatea

a(x1—|—%)2 < a[x2 —+ 5:-1]2.

Adunind cantitatea —;—é obtinem : :
a

b2 —A b2 —A
alz; + — — < al® — ==
[]+2a]+4a ,[2+2a.)+4a
sau altfel soris: f(x;) < f(#,), ceea ce ne aratd ca functia f este strict cres-
3 5 —b
catoare pe intervalul [—oo, 2—]
a
v e S —b
Presupunem acum cd numerele z;, z, sint in mt.ervalul[— : -|—oo] asa

2a

incit x; < %,. Am vizut la pet. 1° cd avem

(:z:l.-|- 2%]2 e [xa == ir ’

din care, prin inmulire cu numirul negativ @, se obfine:
b\? b2
a[xl—l——] >a(m2—|_——] ;
2a 2a

Adunind cantitatea —_Z—é rezulta
a

_a[x1 % 2%]2 i % > oo+ ZERJE 2 % sau f(ay) > f(2).
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Deci, f este strict descresciitoare pe’ intervalul [;—b ' —]-e-o] . Este foarte su-
: a

gestiv a se transpune afirmatiile 1° si 2° din teorema de mai sus in urmitoa-
rele tabele; '

x — 00 2

a>0 1
flz) | e e

: a

minim
2 —00 = +o0

2a

a<0 %
f(x) A — N

r ha

maxim

In ambele tabele, inclinatia sdgetilor indici intervalul pe care functia
este strict descrescdtoare sau strict crescitoare.

Interpretare geometricd

Cazul a > 0. Parabola functiei f(z) = az® + bx + ¢ are ramurile in sus
(fig. IV.13). Fie P(xq, yo) un punct arbitrar pe parabold avind proiectia pe
axa 2’z in (). Cind @ se apropie de la stinga la dreapta de punctul A(;}, 0],

a

atunci punctul P coboard. Cind punctul Q se indepérteazi de punctul A
_ spre dreapta, punctul P urcd pe ramura din dreapta a parabolei.

'S - e
= V20’ "%a
s
a /] -4 Q
e 0 iﬂ : X
2a |
i
= Pl Plxs.o)
Y o -
2a !
y e
Fig. 1V.13 Fig. V.14

Cazul a < 0. Parabola functiei f(z) = az® + ba'+ ¢ are ramurile in jos
(fig. IV.14). Cind Q se apropie de punctul A de la stinga la dreapta, punc-
tul P urcd pe ramura din stinga a parabolei, iar cind @ se indepirteazi
de A spre dreapta, punctul P coboard pe ramura din dreapta a parabolei.
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' ., —b .
Ezemple. 1) Fie functiaf(z) = 22* —z + 1.Cuma = 2 §i T -!1?, functia este strict
y a

1
descresciitoare pe intervalul[—oo, %] gi strict crescitoare pe intervalul [7;, —+00].

Tabelul asociat este urmitorul:

T — 0 i +co
4
7
flz) = 22% — = 4 1 \ = 7
minim
2) Fie functia f(z) = —2? + 2. Cum a = —1 < 0 si ;—? = 0, functia este strict
a

crescitoare pe intervalul (—co, 0] si strict descrescitoare pe intervalul [0, | oco).
Tabelul asociat este urmétorul: =

o — 00 0 -+ o0

fleless —md A2 Gl N
maxim

Am- vizut ci graficul functiei f(z) = az® + bz + ¢ se poate construi
in mai multe etape pornind de la functii-simple al ciror grafic il construim
prin ,puncte“ si apoi se fac una sau doud translatii. Dar in practicd se con-
struieste graficul prin ,puncte”, adicd se reprezinti un numér cit mai mare
de puncte ale graficului care apoi se unesc intre ele cu linii continue, iar figura
geometricd ce se obtine constituie o reprezentare aproximativa a parabolei
functiei f. Pentru a obtine o reprezentare cit mai bund a graficului functiei
date, alegerea punctelor care se reprezintd nu se face la intimplare. Se pro-
cedeazd astfel: . ;

Se face un tabel numit tabelul de variajie al fancyiei fin care se trec urmd-
toarele date:

1) Valoarea =0 si valoarea f(0). Punctul A(0, f(0)) reprezintd inter-
sectia graficului cu axa y'y.

2) Rid&cinile z;, @, ale ecuatiei az® 4 bz + ¢ =0 cind acestea existd.
Punctele By(z;,0) si By(x,, 0) reprezintd intersectia graficului cu axa z'z.
3) Valoarea z = =" si valoarea f(——b) — =2, Punctul V[j, HA)
: 2a ) 2a 2

ba a ha

reprezintd virful graficului. In tabel se mai specifici dacd este un minim

hba

. : : ' & —b
sau un maxim. (La trasarea graficului se are in vedere ca dreapta z = =1
: a

este axd de simetrie.]
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4) Se indicd prin sigeti intervalele de monotonie ale functiei.

5) Pentru a obtine o reprezentare cit mai exactd a graficului, in tabel
se trec eventual si alte valori ale lui , precum si valorile corespunzitoare f(x).

Exemplw. S4 se reprezinte graficul functiei f(z) = =* + 22 — 3

Tabelul de variatie al functiei este:

x I cO S —3 —1 05 A +o0
f(z) = a® + 22.— 3 | N T e T T
: minim
Punctul A(0, —3) este la intersectia grafi-

cului cu axa y’y.

Punctele B,(—3, 0) si B,(1, 0) sint intersec-
tiille graficului. cu axa «'z, iar V(—1, —4) este ° L ’ ‘)
virful parabolei. Graficul functiei f(z) = =* + el s - :
- 2z — 3 este redat in figura IV.15. ol ‘

[ A

EMNUL FUNCTIEI Dt

GRADUL AL DOILEA

A studia semnul functiei de gradul
al doilea f(z)=az®+bx+¢, a#0, : pel
inseamnd a determina valorile lui a
pentru care f(z) este un numar pozitiv si
valorile lui x pentru care f(z) este negativ. In studiul semnului functiei f(z) =
— q2? + bz + ¢, un rol important il joacd discriminantul A = b% — 4ac.
Vom avea urmatoarele cazuri:

Flg A

1. Cazul A < 0. Folosim forma canonioa a functiei f; f(z) = a[g; s ;)2 =L
A a

4 =4 Cum (x + —é]z este pédtrat perfect atunci (:1: -+ —b)z > 0. Daca
ba 2a 2a

—A

i >0 care, adunate, dau
a

a >0, atunci a[x —l—;]z = 0 si
a

a[m —}-3)2-{—;['\ > 0.
! 2a ha
Deci, in acest caz, pentru orice x € R, avem f(z) > 0. Dacd a <0, atunci
2 =
a(x—}—i] ;<,0§i-i<0
2a ha

care, adunate, ne dau:
a(a: —}—E]E —!-:_—A < 0.
2a ba
Deci, in acest caz, pentru orice z € R, f(z) <O0.

Putem enunfa regula:
Dacd A < 0, atunci f(z) are acelagi semn ¢a al lui a, oricare ar fi z € R.

75



Acest rezultat se lrece intr-un tabel in felul urmétor:

Koz Qi o A8 : i
f(z) semnul lui @

Grafic tabelul este transpus in figura IV.16.

"W y
S . \
ST L
0 f X
A<0 a>0
A<0,a<0
Fig. IV.16

2. Cazul A=0. In acest caz, pentru orice x € B avem fz)=
= a[x —!—ﬁ)z. Daci z ;é:f, atunci_(a: —|—£] # 0 s deci [x +£)2 = 0.
2a : 2a 2a 2a
Rezulta ca pentru orice x # ;—b semnal lui f(x) este acelasi cu al lui a.
a

Dacd = 2591 atunci f(x) = 0. Putem enunta regula:
a
Daci A = 0, atunct f(x) are acelasi semn cu al lui a, oricare ar fi z & R,

. ; —b . A
cu excepjia lui x = B unde f ia valoarea zero. Acest rezultat se trece in
2 _

tabelul urmétor:

a - sl :If h : T
- 2a

f(z) - semnul lui @ 0 semnul lui a

Grafic tabelul este transpus in figura IV.17.

y ’ y

+4+++t+++ N A+ +++
ol _4 X

4=0,a>0 4=0,a<0 -~
Fig. IV.17 '
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3. Cazul A >0. In acest caz ecuatia az?® + bz + ¢ = 0 are doud rida-
cini reale 2, §i x,, distincte. Mai mult, trinomul ¢ X? 4 X + ¢ se descompune
in factori de gradul intii:

aX? 4+ bX + ¢c=a(X — z,) (,X — @)

Deci, pentru orice x € R, avem f(z) = a(x — z;) (z — #;). Cum x; # 2,
putem presupune ¢d x; < %, Dacd numadrul real  nu apartine intervalului
[z, ], atunci & < z, sau &, < x. Presupunem cd & < z,, atunci 81 & < Z,.
Deci 2 — z; <0 si £ — 2, <0 de unde rezultd cd (z — z;) (# — xy) >0.

In situatia 2, < z avem 2, < x gi deci  — 2, >0 51 2 — z,> 0, de
unde rezultd cd (x — ;) (& — z5) >0.

Deci, cind # nu apartine intervalului [z, %,], obtinem (z — ;) (z —
— @) >0 si deci semnul lui f(z) este acelasi cu semnul lui a.

Daca x se giseste intre rédécini, adicd z; < # < @, atunci (x — z;) (z —
— #,) < 0 si deci semnul lui f(x) este contrar semnului lui a.

Gind e ="z fauhzi—"a2, . f (@) —0

Putem enunta regula:

Dacd A >0, atunci f(z) are semnul lut a in afara rdddcinilor st are semn
contrar lui a in intervalul dintre rdddcini, cu exceplia lui & = x, §i T = Ty,
unde f ta valoarea zero. (z;, x, sint radicinile ecuatiei ax? 4 bx 4 ¢ = 0.)
Acest rezultat se reprezinta in tabelul urmétor:

A0 150 e Ty . Xy oo
f(z) | semnul lui ¢ 0 semn contrar lui ¢ 0 semnul lui @

Crafic, tabelul este transpus in figura IV.18.

5 V
. g0 Ao DB
X x\I0 X
+++++tt+
0
A=0,0=0 A=0,a=0
Fig. IV.18
Exemple. 1) Fie functia f(z) = «®> - 22 + 3. Cum A=4 — 12 = —8 < 0, ne

‘gdsim in primul caz. Cum e = 1 > 0, tabelul semnului functiei este urmatorul:

& | —o0 I 4 : +oo
fla) = a® + 2z + 3| % i D TR TR e e
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2) Fie funclia f(z) = —2? — 20 — 1, Cum A = 4 — 4 = 0 i a'z. -1, tabelul cu
semnul functiei f este urmitorul:

= Ao S

b

T — 00 -
2a

0

fl) = —2? — 22 — 1 I —————

3) Fie funcfia f(z) = 2® — 3z - 2. Cum A = 9 — 8 = 1 > 0, atunci ecuatia z® —
— 3z 4 2 = 0 are réldicini reale gi distincte. Acestea sint ; = 1 si 2, = 2. Tabelul sem-
nului functiei este urmitorul;

T '—oo 1 258 +o0
flz) = 2* — 3z + 2 | 4+ 00— — — 0+ + + + + +

PlICATII Al CEMNIUL LI EL IN¢ El DY RADII A SO
‘I‘...‘:“ \LE SEMNI !;‘l“(‘\‘!('I-‘!‘H“\J‘H,‘ !\f»l

1. Inecuapii de gradul al doilea

Inecuatiile de forma , :

a4+ bx+c¢ >0, ax?+ bx+¢ >0, az? + bz +c <0 i

az® 4 bx 4 ¢ < 0, unde g, b, ¢ sint numere reale date, @ # 0, se Numesc
inecuafii de gradul al doilea. . '

Observatie. In practici vom considera orice inecuatie care se reduce, folosind proprie-
titile inegalititilor, la o inecuatie de gradul al doilea.

Rezolvarea inecuatiilor de gradul al doilea este o consecintd imediatd
a studiului semnului functiei f(z) = az? + bx +c.

Ezemple, 1) 84 se rezolve inecuafia #2 — 3z + 2 > 0. Se vede c8 A = 9 ﬁ‘S =

= 1 > 0. Rdd4cinile ecuatiei z* — 3z + 2 = 0, sint 2, = 1 §i 2, — 2.
Tabelul semnului funefiei f(z) = z* — 3z -4 2 este urmitorul:

ml—oo i 2 +o00
flz) | ++++ 0 —— == 0 ++++

Din acest tabel rezulti ci mui’;imea solufiilor inecuatiei date este (—oo0, 1) U (2, +oo).
2) S4 se rezolve inecuafia 2z% 4 x < 1. Aceastd inecuafie este echivalentd cu
inecuatia 22® + z — 1 < 0.8e vede ¢ A = 1 4 8 = 9 > 0 si rddécinile ecua}iei 222 -

m =0 sty s —1 8l 2y = % . Tabelul semnului funcfiei () = 22 + & — 1
este urmdtorul:
x — 00 —1 _1. +eo
)
fla) | + o+ 0 - == 0 t++F+

Mulfimea solutiilor inecua;iei" date este [==-l, %]
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3) S4 se rezolve inecuatia 2® < 2z — 3. Aceastd inecuatie este echivalentd cu ine-
cuatia 2 — 2z +3 < 0. Cum A =4 — 12 = —8 < 0, atunci semnul funcfiei f(z) =
= g% — 2z 4 3 este urméitorul:

z- [ ien i A7 +o0
f(z) UL e G R i e g e

Din acest tabel, rezultd c# mul{imea solutiilor inecuatiei date este mulf{imea vidi, adici
nu existd nici un numir real care si verifice inecuafia z® < 2z — 3.

&) S& se rezolve inecuatia (xz — 1) > 2z — 3, Aceastd inecuafie este echivalentd
cu inecuafia #? — 2z 4+ 1 > 2 — 3 care este echivalents la rindul siu cu inecuatia 2% —
— bz 4 & > 0,Avem A = 16 — 16 = 0. Rid#cinile ecuatiei 2 — 4z + & = 0, sintx, =
= z, = 2. Tabelul semnului functiei f(z) = 2? — 4z 4 & este urmitorul

x I — 0 2 + oo
flz) | 4+ + 4+ 0 + + '+

Din acest tabel rezultd ci mul{imea solutiilor inecuatiei date este R — {2}.

2. Sisteme de inecuatit de gradul al doilea s

Prin sistem de inecuatii de gradul al doilea se intelege un sistem de inecuatii
in care cel putin una dintre inecuatii este de gradul al doilea, iar celelalte ine-
cuatii ce compun sistemul sint de gradul intii sau gradul al doilea.

Observatie. in practicil vom considera orice sistem de inecuatii care se reduce, folosind
proprietitile inegalitfilor, la un sistem de inecuatii de gradul al doilea,

Exemple. 1) 84 se rezolve sistemul de' inecuatii
x -+ & > 4z 4 3,
(8) ¢ 22 +1 > 3z — 1,
a? 4+ 22 — 3 > 0.

Sistemul (S§) este echivalent cu sistemul de inecuatii de gradul al doilea

— 83z + 2> 0,
—x+ 2> 0,
z? 4 2z — 3 > 0.
Mul{imea soluiilor inecuatiei —8z + 2 > 0 este M, = [ —oo0, %]

Mulfimea solutiilor inecuatiei —a + 2 > 0 este M, = (—o0, 2).

Mulfimea solutiilor inecuatiei z? 4+ 2z — 3 > 0 este My = (—o0, —3] U1, —+o0).
Atunei multimea solutiilor sistemului (S) este M = M, N My, N M; = (—o00, —3].

3) S# se rezolve sistemul de inecuatii '

2?20 4 3> 0,
(8) § a2 — 22 — 3> 0,
2m+'1<2—z.

Folosind proprietdtile inegalitafilor sistemul (S) este echivalent cu sistemul de gra-
dul doi

x? 4+ 22 + 3 > 0,
al — 2z — 35 0,
3¢ — 1 < 0.
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Mullimea solufiilor inecuatiei z* + 2z 4 3 > 0, este M, = R.
Mul{imea solutiilor inecuatici z* — 2z — 3 > 0 este M, = (—oo, —1]1U[3, +o).
Multimea solutiilor inecuatiei 3» — 1 < 0 este My = [—oo, i] ;

; 3

A

Atunci, multimea solutiilor sistemului (S) este M= M,N My 0 My=(—00, —1].

3. Semnul expresieci E = a—————ﬁlmz i G Y ay, by, €1, g, by, C2 sint
] ayx® -+ by 1+ €y
numere reale date.

A determina semnul expresiei E, revine la a determina pentru ce valori
reale ale lui = expresia este pozitivd gi pentru ce valori reale ale lui # expresia
este negativa.

Se stie ci: 1° o fractie este pozitivil dacd gi numai dac# numardtorul si
numitorul au acelagi semn i 2° ea este negativa dacs numaritorul si numitorul
sint de semne contrarii.

. Rezultd cd pentru a determina semnul expresiei E, vom determina sem-
nele functiilor fi(z) = a2 + b1z + ¢; s fal@) = aga® + byx + 5, care se
trec inte-un tabel. Tinind cont de 1° i 2° se obtine semnul expresiei E.

o

Exemplu. S4 se determine semnul expresiei E = f_-ﬁlig . Considerim
e

functiile fy(z) = «? — 52 + 6§l fo(z) = = — 1. Rédicinile ecuatiei z? — 5z + 6 = 0 sint

@, = 2 §i x5 = 3, iar rididcina ecualiei z — 1 este 1. Facem urmitorul tabel cu semnele

functiilor f; si fa:

z —o0 1 2 3. + o0
flz) | FE R ST SR e TR i i o e
fa(z) S e e ph A SR TR e e
E | ST e R S SRR e

Din tabel rezul {4 ¢ expresia E este pozitivé pentruz e (1, 2) U (8, ~-co), negativd pentru
z e (—oo, 1) U (2, 3) si este egald cu zero pentru z = 2 §i « = 3. Expresia E nu are
sens pentru z = 1. ”

02® + bz +

apx® -+ bz 4 Ca
zolvarea inecuatiilor de forma E >0, E >0, E<0si E<0,.

Studiul semnului expresiei de forma E = ne ajutd la re-

Exemple. 1) S4 se rezolve inecuatia
: z? — 1

2t — 4

> —1.

. : : 2 —1 ;
Inecuatia datd este echivalentd cu inecuatia %——Z 41> 0% care este echi-
x —

L A
2 o ~ 0. Vom determina semnul expresiei E = ?f—fj- 5

valentd cu inecuafia
' ¢ z? — & af—k

. * Este gresit de scris 2® — 1 > —1{a® — &), deoarece z® — & poate fi pozitiv sau
negativ.
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Facem tabelul

3 5 5
o —0 —2 — S X 2
' \/2 \/2 2

22" =51 4+ + + F4 4+ ++ 0 ——— 0 ++ + ++ +

2t — & | B By 0 e e e Sy 0 o
B +++ o= = 0+ + +0 —— = | 4+

Din acest tabel rezultd cd muoltimea solufiilor inecuafiei date este- (—oo, —2)U

Vi Vi

Sd se rezolve mecuatla

2 —ax + 1 = .
2tz +1
ala 3
Aceasti inecnatie este echivalenti cu inecuatia st o 1 <0« -—Emﬁ < 0.
>+ x 1 2 224z + 1
Determindm semnul expresiei E = ___—2%  Facem tabelul:
t+zx+ 1
z —00 0 ~+ oo
—2z T e e IS R N e e
pE SR R e e R R e R e R
T iy g s Sl L

B[ o ke F

Din acest tabel rezultd ¢ multimea solutiilor inecuafiei date este [0, - co).

4. Inecuajit cu modul
1) S& se rezolve inecuatia: |22 — @ — 2| <1
Rezolvarea acestei inecuatii este echivalentd cu rezolvarea inecuatiel

— =gty — 2

care la rindul siu este echivalenti cu rezolvarea sistemului de inecuatii
22—z —2<1
.’L'z —_ 0 — 2 ,>/ —.1.

[1=/B, 11T,

Multimea solutiilor inecuatiei 22 — & — 2< 1 este My =

Multimea solutiilor inecuatiei 2? — z — 2 > —1 este

i AL

2
Mulfimea solufiilor inecuatiei date este

s VAR a2 e e

2

M= MyN My=
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2) Sa se rezolve inecuatia |22 — 3z 4+ 2| € &+ 7.
Ecuatia 22 — 3z +2=0 are rdddcinile z, =1 i z,=2.
. Rezultd cd pentru z € [1, 2] 'avem -22 — 32 4+ 2 < 0 si pentru z €
€ (—oo; 1]U[2,00) avem 22 —3z 42> 0
-1° Consideréim cazul cind & € (—oo, 1JU[2, co). Inecuatia datd se scrie
in acesl caz, astfel:

a2 —3r+2< a7

care are solubii, multimea M, =[—1, 5]. .
Rezult& cd pentru v €[ — 1, 1]JU[2, 5] inecuatia
| 2% — 3z — 2] < x4+ 7 este verificat.
2° Consideram cazul cind o & (1, 2). In acest caz mecua’g.la data se scne
astfel:
—(22—32z+2)< 7.

care este echivalentd cu inecuatia: '
22 —2z4+9 2 0.

Aceastd inecuatie are ca solutii mulfimea M, = R.

Rezultd ca peatru 2 € (1, 2) inecuatia |22 — 3z — 2| < o + 7 este
verificata. : :

In concluzie multimea solufiilor inecuatiei date este:

M =[—4, VR, 51U, 2)=[—1, 5].

§8. APLICATII PRACTICE ALE STUDIULUI FUNCTIEI )
DE GRADUL AL DOILEA

N

Asa cum am spus si in § 1, existd numeroase exemple practice care au impus stu-
~diul funcliei de gradul al doilea, In continuare vom prezenta citeva dintre ele.

1) Dintr-un lurn de iniltime hy se aruncd o pialrd pe verticald in sus cu viteza -
mitiald vy, Sa se afle: |

i) la ce indl{ime maximi ajunge piatra;

ii) dupd cit timp piatra ajunge pe pamint.

Caz numeric: hy = 30 m, v, = 20 m/s.
Solutie. i) Indltimea h(t) la care ajunge piatra la momentul ¢ este dati de formula:

h(t) = hy + vt — % !, unde g = 9,8 m/s?

Pentru a calcula indl{imea maximd hmax la care ajunge piatra determinim maximul

functiei h(t) care este
2%

hinxe —=hy +2"—;’.

ii) Pentru a determina dupd cit timp piatra ajunge pe pdmint trebuie si deter-
mindm pe ¢ astfel incit i(t) = 0. Deci avem de determinat riddcinile ecuafiei

h.,-|-v‘,z-——§z==0.
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Rezolvind accasté ecuatie gisim solutiile:

vtV @ + 2k
g

tl:a et

Deoarece v, < I/ v§ + 2gh,, aftunci timpul dupd care ajunge piatra pe pdmint cste
egal cu

to=ﬁ+ [/“(']24‘215'.;’0 i
8 g

Dacid by = 30 m si v, = 20 m/s, atunci kmax =~ 50 m §i ¢, = 5,55.

2) Din apropierea unui turn avind indl{imea k, este aruncaté o piatrd vertical in
sus de la suprafata pimintului cu viteza inifiald v,.

i) Cit trebuie sd fie v, pentru ca piatra si depdseasci inil{imea turnului?

ii) In ipoteza ci piatra depiseste tndltimea turnului si se determine cit timp rdmine
deasupra lui.

Caz numeric: hy = 20 m, v, = 25 m/s.
Solufie. 1) La momentul ¢, piatra se va gisi la indl{imea A(t) datd de formula

k(t) = vt — Elg!z' unde g = 9,8 m/s®.

Pentru ca piatra si depéseascd indl{imea turnului trebuie ca h(t) > h,, pentru un ¢ > 0.
Avem inecuatia de gradul.al doilea in ¢

Vol — % g2 > hy

sau
gl — 2t -+ 2k, < 0. (1)

Cum g cste pozitiv trebuie ca discriminantul A = 4u§ — 8gh, si fie pozitiv, adicy

twg — 8ghy > 0 de unde v, > |/ 2gh,. o
Deci ca pialra sd se ridice deasupra (urnului vileza sa », trehuies# fie mai mare cal/2gh,.

ii) 84 presupunem acum ci v, > |/2gh,. Rezolvind inecuatia (1) obtinem ci
. vo—l/vg—2ghu gt ﬂ,,—|—l/v()2—2ghu
g g
l/ 1'% — 2ghy - Vg + V vy — 2ghy

Daci notim 1, = Yo— R — se observd cd
g g
4 > 0 si , > 0, iar intervalul (4, ;) este intervalul de timp in decursul ciiruia piatra
se piseste deasupra turnului, .
Deci piatra se giiseste deasupra turnului un timp egal cu

2 V wE — 2gh,
g

g — 13 =

Caz numeric. Deoarece®|/2gh, = |/2 * 9,8 - 20 = 20, atunci v, > 20.
Deci piatra, prin aruncare, depiseste indltimea lurnului.
Timpul cit ea se ghisegte deasupra turnului este egal cu

2]/ v —2gh,  21/625 —29,8-20
g . 9,8

=48,
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3) Dintr-o sirmi cu lungimea de 10 m se confectioneazii un dreptunghi. Cum tre-
buie si fie acest dreptunghi pentru ca aria sa s fie maximi?
Solutie. Dacia z gi y sint laturile dreptunghiului, atunci
2z 4 2y = 10 adicd =z + y = 5. Aria dreptunghiului este

=zy = z(5 — x) = 5z — x%

- Pentru a determina maximul lui S vom determina maximul functiei de gradul al
doilea

flz) = 50 — o,

care este — ‘;A = ?fs;i se realizeagd pentru z = % = 2,5. Deci laturile ' dreptunghiului
a

pentru care aria sa este maximi sint: z = 2,5 m si y = 2,5 m. Deci dreptunghiul
trebuie si fie un patrat, iar aria sa maximid este
Smnx = 6,25 m2, i
4) Din dou# orase A4 si B situate pe dou
soscle perpendiculare pleacd in acelagi moment doud ve-
hicule cu vilezele constante v, si vy, in directia punctului
O de intersectie a celor doudi drumuri (fig. IV.19).
: Distanfele oraselor 4 si B fatd de punctul de
| . intersecfie fiind @, respectiv b, si se determine dis-
tanta cea mai mic# dintre cele doud vehicule.
lo o T s 4 CGaz numeric: v; = 80 km/h, v, = 60 km/h; @ = 120 km
i ‘ si b = 100 km.
Fig. IV.19 Solutie. Presupunem ci dup# timpul ¢ primul vehicul
ajimge in A’ iar al doilea vehicul in B’,
Avem AA’ = vit, BB’ = vyt si deci 04’ = a — v, OB" = b — w,t. Din teorema
lui Pitagora avem.

AGBEI— 0 AR S

de unde A'B? = (a — vgt)? + (b — vt)? = (vri" + vg)tz s 2(av; + bv,)i + a® + B° i

deci AR — |/ (v + v3)2 — 2(avy + bug)t + a? + b2,
Este ¢lar cd distanfa dintre ccle doud vehicule esle minimi cind expresia de sub

radical este minim#. Deci vom defermina minimul functiei de gradul al doilea
f(t) = (o1 + v3) — 2(avy + bu,)t + a? 4 b2,

Minimul functiei [ este

_ A (e 4 bua) — (o] + ) (a2 + 82)]
4o 4(of + o3)
o (v + o) (a?'+ b2) — (avy + bu,)? s (avy — buy)?
v} + v} v + va
si esle realizat pentru t = & + i:-z-.
v + v3
— by
Deci minimul distantei este dat de AR’ = lﬂvﬂ—l_l__
2 Pl
V vl + va

84 *©



In cazul numeric, minimul distantei, A’B’ =—— I—IE& M ﬂ = 8 (km)

1/80% + 602 =
Aceasta are loc dupid un timp egal cu

,_ 120-80+100-60 .

80% + 602
5) Fie o fereastrd avind forma din figura 1V.20, la baz¥ fiind dreptunghiulara iar
in partea de sus fiind un semicerc. Pentru ce lungime totald de toc de fereastrd avem
lumina maximi & ferestrei? i
Solufie. Fie 2r lungimea bazei ferestrei care este egald cu diametrul semicercului si A
indltimea ei (fig. IV.20). Vom nota cu p lungimea totald a tocului de fereastra gi § aria
totald a ferestrei. Avem p = 2r + 2k + =r,

w+ 4

8 o 2
S:th-}-%:%-Jrr(p —'2r — zr) ::;L-Frpu 2ris—npd— - r2-|- pp.

Maximul lui .§ este egal cu maximul functiei de gradul al doil=a

flaf = — =12 2t pa.
Acest maxim este deci
: P2

2 + &)

Smax =

si este realizat cind 2 = — 2
T+ &
Deci trebuie ca r = —P:Z si prin urmare din egalitatea
T 0

p=2r+ 2k 4+ mr
obfinem c¢i r = A.

fn concluzie aria § este maximd pentru r = h = P
T+ 51

Fig. 1V.20 Fig. 1V.21

6) Sd se taie dintr-o bucatd de metal de form# sferici un cilindru avind aria late-
rald maximi.
Soluzie. S8 notdm cu R raza sferei {care este datd), cu r si %, raza, respectiv indl{imea
cilindrului care este tiiat din sfera de metal (fig. IV.21). Dacd § este aria laterald a
cilindrului, atunci

S = 27rh.

In triunghiul dreptunghic 0AM avem OA =R, OM = —si AM = r.

b | 2
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Din feorema Ini Pitagora obtinem:
: ¢ 3
04% = OM® 4+ MA? sau R = r2 | [g] , de unde
h? = LR — 4r?,
Atunci 5% = 4x%%h? = Ln2p2(4R% — 4r2).
Este clar c¢i § este maximi dacl si numai daci S? este maximi.
Deoarece &n* este un numdér, atunci §* este maxim¥ cind cantitatea r2(4R® — &rzj este

maximd. Notind r® = x, avem o r3(4R® — 4r%) este maximi cind z(4R? — 4zx) este
maxim#, Deci totul revine la a determina maximul funectiei de gradul al doilea

flz) = —4a® | 4R%,
Acest maxim este egal cn -
_A_
ba .

sise realizeazi penfru z = -% R2 Deci Spax = 2rR? 51 r? = El -R?, adicd r = !Q R
3 2

in concluzie, ca cilindrul tdiat din sfera de metal s aibi aria laterali maximé trebuie

ca raza cilindrului si fie r — Q R
2

§9. REZOLVARE/\ CITORVA SISTEME DE ECUATII
CuU COI:FICIE[\ITI REALI

In acest paragraf avem in vedere citeva tipuri de sisteme de ecuatii cu
coeficienti reali a ciiror rezolvare se reduce la rezolvarea unei ecuatii de gradul
al doilea. Trebuie sd remarcém cil ori de cite ori rezolvim un sistem de ecuatii
avem fin vedere numai solutiile reale ale acestui sistem.

Vom indica in continuare modul de rezolvare a urmgitoarelor tipuri de
sisteme de ecuatii:

1. Sisteme formate dintr-o ecuatie de gradul al doilea §i una de gradul intii.

Aceste sisteme sint de forma:

(s) {ax—i—by—l—c:O,
2% + byzy + ey® +diz + ey + f,=0.

Rezolvarea acestui tip de sisteme se face prin metoda substitujier. In
prima ecuatie putem presupune ci, sau @ # 0 sau b # 0 (cazul cind ¢ = b =0
ne-ar duce la disparifia primei ecuatii). Presupunind cd b # 0, atunci ecuatia
—C— ax a c

e

0% + by + ¢ = 0 este echivalentd cu ecuatia y = 7 7 5

Dacé substituim pe y in cea de-a doua ecuatie a sistemului (), atunci (S5)

este echivalent cu sistemul:
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Efectuind calculele in ecuatia a doua a sistemului (5”) obtinem in general
0 ecualtie de gradul al doilea care, rezolvata, ne di valorile lui xz. Apoi, inlocu-
indu-le in prima ecuatie din sistemul (5’) obtinem valorile lui y.

Discugie. 1) Dacé ecuatia a doua a sistemului (§') are doud ridécini reale,
atunci sistemul (§) are doua solutii reale.

2) Dacd ecuatia a doua din sistemul (§°) are doud rdddcini egale, sau,
in cazul cind aceasta este o ecuatie de gradul intii, atunci sisternul (S) are o
solutie reala.

3) Daca ecuatia a doua din sistemul (§') nu are nici o riaddcind reald,
atunci sistemul (5) nu are solutii reale.

Ezemple. 1) 5i se rezolve sistemul
2x GHie==al
e

y? = z* — 3z 4+ 3.
Cum ecuafia 22 + y = 1 esle echivalenld cu ecnalia y = | — 2z, sistemul (§;) esle
echivalent cu sistemul (Si):

’ y =1—2g,
{51) -
(1 — 2z)2 = 2% —"3x + 3.

BEeuatia a doua a sistemului (S3) se reduce la ecuatia de gradul al doilea

3.’122—32—2:[],

care are rddicinile z; =1 §i xz, = — 3
3
; e 2 ’ 7
Pentru z; = 1 obtinem y; = —1, iar penlru 2, = — — obtinem y, = — .
; : 3 3
2
Ty = — —
)T = +1 . 3 X - . 2
Deci _ si sint selutiile sistemului (S,).
= —I )
Y
Ve

2) S4 se rezolve sistemul
e == e =10
(S2) { 9 Y 2 4
¢ =y —y® L x—3 =0

Ecuajia # — y — 1 = 0 este echivalent cu ecuatiay = = — 1. Inlocuind in ecuatia
a doua pe y obtinem ci (S§,) este echivalent cu

L fy==—1,
(S2) {:t:2 —zlz — 1) — (z — 1)2 4 » —3=0,

Ecuatia a doua a sistemului (S;), dup# efectuarea calculelor, se reduce la ecuafia
de gradul al doilea z? — 4x + 4 = 0, care are o ridicind dubli @; = a, = 2. Din
y = = — 1 obfinem gy, = y, = 1. - Z

Deci perechea (2, 1) este o solutie dubld a sistemului (S,).

3) B4 se rezolve sistemul

(,) Y==1=x=10]
¥ y = —a* + 142 — 50,
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Sistemul (S,) este echivalent cu sistemul
’ =1+ =z,
(85 1 ¢
14+ 2= —z? 4+ lex — 50.
Fecuatia a doua a sistemului (S;) se reduce la ecuatia de gradul al doilea z* — 18z -
+ 51 = 0. Cum A = b® — &ac = 169 — 204 = —35 < 0, atunci sistemul (S3) nu are
nici o solufie reali.

Interpretarea geometricd a rezolvdrii sistemului de ecuayii de forma

s ax + by +¢c= 0,
ST
unde a, b, ¢, a,, by, ¢, sint numere reale date cu a; # 0.

S& notdm cu 4 mulfimea solutiilor ecuatiei az - by + ¢ = 0, iar cu B
multimea, solutiilor ecuafiei y = a,2* 4 b,% 4 ¢;. Mul{imea A reprezinta
in planul de coordonate 2Oy o dreaptd. Mai precis, daci b # 0, atunci A repre-

zintd graficul functiei de gradul intfi: f(z) = —%x;i. Daci b =0,
a

atuneci ecuatia az - by + ¢ =0 este echivalents cu ecuatia z= —£5 Iy
. a

acest caz A reprezintéd dreapta paraleld cu axa y'y, care trece prin punctul de
coordonate(-—-— £ 0) : '

a

Muljimea B reprezintd in planul zOy graficul functiei g(z) = a,2? +
+ byx + ¢y, care este o paraboli.

Cum multimea solutiilor sistemului (S) este egald cu A N B, atuneci solu-
tiile sistemului (5) reprezintd in planul 20y punctele de intersectie ale drep-
tei A cu parabola B.

Discugie. 1) Sistemul (§) are doud solutii distincte dacd dreapta A inter-
secteazd parabola B in doud puncte distincte.

2) Sistemul (S) are o singurd solufie dacd dreapta A intersecteazi para-
bola B intr-un singur punct. Trebuie si observam ci in cazul c¢ind b = 0,
dreapta A intersecteazi intotdeauna parabola B intr-un singur punct.

3) Sistemul (S§) nu are nici o solutie dacé dreapta A nu intersecteazd
parabola B.

Cele trei situatii discutate sint reprezentate in figura IV.ZE.

Al Al
/A/ ‘1/. /

0 x 0

/

Fig. 1V.22
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Exemplu. S# se rezolve sistemnl de eenatii

2¢ +y — & =
(Sl){ = z? — 3z - 2.

Din ecuatia 2z + y — & = 0 obfinem y = & — 2x. fulocuind pe y in ecuatia a doua
obtinem: & — 2z = x® — 8z 4 2,-sau z? — & — 2 = 0. Aceastd ecuafie are rdddcinile
w2y = —1si ;=2 Afunci avemy; =4 — 2z =4 + 2 =651y, =4 — 203 =4 —
— 4 = 0. Sistemul (5;) are solutiile:

{a:lz—l ,{m3=2
: 1
Yyr=6 Yy =0
. Interpretare geo.metricd. in figura IV.23 dreapta A ce trece prin punctele de coor-
donate (0, &) si (2, 0) reprezinti graficul functiei f(x) = & — 2z, iar parabola B repre-

zintd graficul functiei g(z) = z? — 3z 4 2. Dreapta A4 intersecteazd parabola B in punc-
tele de coordonate (—1, 6) si (2, 0), care sint solutiile sistemului (Sl)

2) S4 se rezolve sistemul de ecuatii

z — ﬁ57=0,
(sg){, 5
R IR e

-

Din 2 — y — 5 = 0 oblinem y = = — 5. fnlocuind pe ¥ in cea de-a doua ecualie a sis-
temului obtinem ecuatia x — 5 = 2% — 3z — 1, sau x* — 4w 4 & = 0. Aceastd ecuatie
are solufia dubli z = 2. Atunci y =2 — 5 = 2 — 5 = —3. Deci mstemul (:Sy) are ca
solufie dubld perechea (2, —3). :

Interpretare geometricd. In figura IV.24 dreapta A reprezinti graficul funciiei f(x) =
= x — b, iar parabola B reprezintd graficul functiei g(e) = «* — 3z — 1. Dreapta A
intersecteazi parabela B in punctul de coordonate (2, —3) care reprezintd solutia siste-
mului (S,). ;

3) Sd se rezolve sistemul -de ecuatii

2z +~y +1 =0,
(Sa) 2 B
y:u—dx+4.

Din 2z + y + 1 = 0 obfinem y = —2z — 1. inlocuind in ecuatia a doua a sistemului
(83) obfinem ecuafia de gradul al doilea z* — 3¢ + 5 = 0. Cum discriminantul acestei
ecuatii este A = b* — bac = —11 < 0, rezultd cd sistemul (Sy) nu are nici o solufie reali.
¥
Y
B
6 8
L5 A
o1 235 8/
3 X
O\ )
1 2"
\ ' / -3 2-3)
0 ;\7\ % g
A

Pig. IV.23 Fig. 1V.24
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Y Interpretare geometricd. fn figura 1V.25 dreapta

\ HI A este’ graficul functiei f(z) = —2z — 1, iar para-
A \ bola B este graficul functiei g(x) = z® — 5z + &.
,;‘_ A {]1 Dreapta A nu intersecteazi parabola B in nici un punct.
\ N |
21\ / 2. Sisteme de ecuajii omogene
1\ :
§ o\ 2 3 /.;j f Un astfel de sistem este de forma:
-2 N S) { a,z% + byzy + cyy® = dy,
\ 22 -+ byzy + oy = dy.
1] Sistemul (S) se numegte omogen deoarece

polinoamele a;X? + ;XY + ¢, Y% g1 @, X* + -
Fig.- V.25 + b, XY 4 ¢, Y? sint omogene in sensul cd
toate monoamele care apar in scrierea lor au
acelagi grad. Presupunem mai intii ¢ d, # 0 si dy # 0. Existd in acest caz
numerele reale o« si B diferite de zero astfel fincit ad; 4 pd; =0

[de exemplu a =18 = — :‘]. Se inmulteste prima ecuatie cu « §i cea

2 :
de-a doua cu B si apoi se adund. Se obtine sistemul echivalent:
(S { a,2® + byxy + ¢y® = dy,
(aay + Bag)a® + (aby 4 Bba)wy + (xey + Bep)y® = 0.
Notam, coeficientii ecuaﬁiei a doua din, (8') cu ag, b, ¢, atunci
(8 ‘ alx: + byzy + eyy® = dy,
agz? + bazy + cgy? = 0.
Deoarece d; # 0 sistemul (S') nu are solutia*z = 0 si y = 0. Putem presupune
¢d z # 0. Atunci, in ecuatia a doua din (§') imp&rfim cu 2* 5i obfinem ecuatia
~de gradul al doilea in %:

C3 ["Z—)z +53%+ az =0

care, rezolvatd, ne d& in general doua wvalori k; §i k&, pentru 2, adica:
i &

Y =py; L=k,

! &

Acum, rezolvarea sistemului (S) este echivalentd cu rezolvarea urmitoarelor

doui sisteme formate dintr-o ecuatie de gradul intii §i.o ecuatie de gradul

al doilea:
e S PP e e

a,2% + byxy - e u® = dy ayx? -+ byzy + ¢1y* = d,-

Cind d, = 0 sau dy = 0, sistemul (§) este de forma (S') si rezolvarea se con—
tinud ca pentru sistemul (§°).

an



Ezemple. 1) S84 se rezolve sistemul de ecuatii:
2 4 3 -y = — 2,
(S,) { x? + siy + ¥
zy + y? =4,
fnmultind prima ecuatie cu +2 gi adunind-o pe a doua, obfinem sistemul echivalent
2 g ‘
(8,) {2.’: + 7::y + 3y? = 0,
zy + y? = &

s

Prima ecuatie o impéir{im cu z® 5i obfinem ‘ecuatia de gradul al doilea 3 [1)2 + 7 el +
T £

+ 2 = 0, care, rezolvati, ne di rddicinile ey si il ek % . Rezolvarea sis-
: x @

temului (5,) se reduce la rezolvarea sistemelor: 7

1
. - =——u,
{y——Zz, Y 3

ay+yt=14 ¢ :
zy + Yt =

Din primul sistem obfinem solul:iila:'
{:c=|/"2‘, {x=_y“z‘,
y==2/3 y =212,

Cel de-al doilea sistem nu are solutii reale.
2) 84 se rezolve sistemul de ecuatii:

22% + 3zy + y® = 0,
(S2) { :
zy + y* = 0.

T

Daci = = 0, atunci din prima ecuafie, rezultd y = 0. Presupunem z s 0. Atunci impér-
tim prima ecuafie cu «® si ob{inem ecuafia de gradul al deilea

2 .
(ﬂ] + 3 (2) + 2 = 0, care are ridicinile: Z e g : Hoe —2.
@ x

&€ T

Dac# impértim ecuatia a doua a sistemului cu «® obtinem ecuatia

2
[2) -+ e 0, care are riidicinile : L — 0 : S
x x @ @

Ridicina L = —1 este comuni si deci perechea (z, —a) unde @ = R, este solutie a sis-
£
temului (S,). Deci sistemul are o infinitate de solutii.

3) S84 se rezolve sistemul
222 -+ 3z =10
(S, { }
z? — xy 4 y* = 0.

Dacti « = 0, atunci din prima ecuatie trebuie ca y = 0. Presupunem z % 0. fmp#r{im
Y

cu z2 ecuafia a doua gi obfinem ecuatia in = :
g ay
[y)2 Y = e G "
~ | — =]+ 1= 0, care nu are nici o solutie reald.
@ @

Rezultd cd sistemul (8;) are ca singuré'solutie perechea (0, 0)
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3. Sisteme cu ecuajii simetrice
O ecualie in doud necunoscute se zice simetricd daci inlocuind x cu y si

¥ cu z, ecuatia nu se schimba.

Ezemple. 1) Ecuatia 2z% — 3zy + 2y% — 10 = 0 este simetricd. intr-adevir, inlo-
cuind = cu y i y cu x obfinem ecualia 2y — 3zy + 222 — 10 = 0, care este identici
cu cea initiald.

2) Ecuatia £ — y + 5 = 0 nu este simetrici.

Un sistem de ecuatii format din ecuafii simetrice se numeste simetric. Deoarece
ecuatiile unui sistem simetric nu se schimbi dacd inlocuim pe z cu y sl y cu x, rezultd
¢l dacl = = @, y = b este o solubie a sistemului de ecuatii, atunci si x = b, y = a este
solutie a aceluiagi sistem de ecuatii.

Rezolvarca sistemelor de ecuatii simetrice se face astfel: se introduc
necunoscutele auxiliare s i p date de relatiile:

T4 y=s §i xy=p.

Prin introducerea acestor noi necunoscute s si p, in foarte multe cazuri ‘siste-
mul simetric se reduce la un sistem de ecuatii format dintr-o ecuatie de gradul

_ Intii §i 0 ecuatie de gradul al doilea in necunoscutele s si p. Pentru a face aceste
substitu{ii se va tine seama de identitatile:

o* + y* = (z + y)* — 2wy = s* — 2p,

2+ y° = (2 + y)* — 3wy(z + y) — s* — 3sp,

rt 4yt = (2% + y?)® — 20%® = (s® — 2p)2 — 2p2.
Ezemple. 1) Sd se rezolve sistemul

() ) SE ol S =
zy — 2(a® + y?) = 23.

Sistemul () este simetric. Ficind substituliile  + y = s $i @y = p ob{inem sis-
temul:

e A e
-— 2% 4 5p = 28.

Inlocuind pe p = & — s in ecuafia a doua, obtinem ecuatia

2s* 4 5s 4 3 = 0, care are solutiile: s, — —1; ‘sz = — 3

: i 1 LS : :
Atunci p;y = & — 5, = 58i p; = 4 — s = —2—1 - Deci, rezolvarea sistemului () se reduce

la rezolvarea sistemelor:
3
T + Y == ==l
Ly Bk 11
care nu au nici o solutie reald. Rezultd of sistemul (S) nu are nici o solutie,
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2) S se rezolve sistemul de ecuatii
2 S 5
(s) {w +y
zy = 2.

Fidcind substitutiille = 4+ y = s $i 2y = p obfinem sistemul:

2_9p =5 8= 8 Sy = —a&
(8) = {S P ’ care are solufiile: { % § { 4
P:2’ _p1=2 P2 = 4.

Pentru s; = 3 §i p; = 2 obtinem sistemul de ecuafii:

{x—[—y=3,

Z =2 {:rzzl
:l:y=2, ;

= Ya= 2. -

care, rezolvat, ne di solutiile: { .
i

Pentru s, = —3 5i p, = 2 obfinem sislemul de ecuatii:

{‘z+y=f3:

Ty = —2, {$4= —1,
xy=2,

care, rezolvat, ne di solutiile: { .
Ya= —2.

Y= —1 3

Deci sistemul (§) are patru solutii.

EXERCI I Il
Furictia de gradul al doilea

1. Fie f(a) = a2® + bz + ¢y 5 g(x) = axx® 4 byx 4 ¢, doud functii de gradul al doilea.
Sd se arate ¢d f = g< a; = a; b, = by Si ¢ = c,.

2. 5S4 se aducd la forma canonicd urmdtoarele functii de gradul al doilea:

a) flz) = z2 — z + 11; - b) flz) = —22% — Tz 4 1;

¢) flz) = 822 — 2z + 1, d) f(z) = 0,51z — 0,1z + 1;
L Ly s

e)f{x):—z-x 3w+4, f) f(x) 33: 5:r+1.

8. Si se construiascd graficul urmitoarelor functii (folosind metoda prin puncte si efec-
tuind una sau dou# translatii): i

a) f(z) = —2a2% + 1; b) flz) = a® — = 4+ 11,

¢) flz) = —32% + 8z + 3; d) f(z) = 3z — 2z + 1;

e) flz) = 2 + =z — 2; f) flz) = —a«® + 3z — 2.
\“ 4. 84 se stabileasci maximul sau minimul urméitoarelor funetii:

a)‘?(x) = 22 — 2z 4 10; b) f(z) = —a? + 2z — 12;

el o) = = —5; v od) flz) = —122% + 31z — 1;
L e)iflz) = —at —2x 4 f) f(z) = 0,5z 4+ 0,7z — 0,31.
}B.VSé se stabileascH intervalele de monotonie pentru urmitoarele functii de gradul al

doilea:

a) fla) = a* — 2 — 1; © D) fla) = 2% — 22 + 1;

c) f(i) = 0,5z — 7Tx; —5d) f(z) = —0,82% + =z — 0,5.

6. 34 se stabileascd semnul urmitoarelor functii:
a) flz) = 22 — 22 — 3; b) f(z) = 0,322 — = + 0,1;

) fle) = 0,522 — 7a; & fla) = —22* + = + 1,
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7. 5S4 se facd tabelul de variatie ls;.i apoi si se traseze graficul la urmitoarele functii;

()| /() = =* — 4z + 3; b)|/(z) = —22* + 82 — 1;
¢) fla) = o* — 22 — 4; d) f(z) = 2® — 0,52;
e) f(z) = 2® — x + 10; f) fz) = 2® — 2z + 1.

8. 54 se arate c#l orice funcfie de gradul al doilea nu este nici injectivd si nici surjectiva.

| 4. Sd se determine funciia ‘de gradul al doilea f(z) = az? + bz 4 e, astfél incit graficul
' acestei funefii si treacd prin punctele A(1, —8), B(—1, —10) si s4 taie axa g’y in
punctul C(0, —10). o
10. 54 se determine funetia de gradul al doilea f(z) = aa® + bz + ¢ astfell incit gréficul
acestei functii sd aibd virful in punctul ¥ (1, 2) gi sd taie axa 3’y in punctul B0, —3).

Fie familia de functii’de gradul al doilea f(z) = = — 2(m — 1)z + m — 2, unde m
este parametru real. :
54 se arate cil virfurile parabolelor asoeiate acestor funclii se gisesc pe o paraboli.

12, S# se determine funciia de gradul al doilea f(z) = az® + bz + ¢, stiind c4 admite un
minim egal cu 9 si graficul funcfiei trece prin punctele 4(—1, 13) si B(2, 10).

Inecuatii de gradul al doilea. Sisteme de inecuatii de gradul al doilea

18. 54 se rezolve inecuatiile:

a) 222 — 3z + 1 > 0; b) * — 3z + &> 3z + 2;
0)23:2—-2z<—%; d)—x“—3m+5<.m”—1;
e) 22+ z 4 7 < 0; f)——:n3—|-2a:>:c-|—u!1:;
)a:+1 Qm—l; h) z—1 > 2

z 4+ 2 z — 2 z? — 3z 4 2 ‘

x? — b + &

i)lat =8z 42| <[z+2]; i) <1,
x? — &
. el 2
o 6z 16_‘>0; 1)__1<sc +33:+2\
—z? 4 8z — 12 y a? — hx 4 3

14

Pentru ce valorireale ale lui m urmitoarea inecuatie este verificatd pentru orice z = R
(m — 1)z* — (m + Yz + (m 4 1) > 0, _ o

16. Sd se determine valorile Iui m aga incit inecuatia

mz® + (m — 1)z — (in — 2) > 0
sd nu aibéd niei o solutie.
16. S# se determine valorile lui m’ astfel incit ecuatia
(m — 8)z? — 2(8m — &)z + Tm — 6 = 0
sd aibd rddicini reale.

17. Fie fractia E = 28 4 (m 4 )z + m + 2

2 4+ a4+ m
s# aibd sens §i 84 fie pozitivdl pentru orice z = R.

. 5d se determine m astel incit fractia E
/
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18,

19

20,

S se rezolve sistemele de inecuafii:

—zt =2 < — 06,

z? — 3z > —2,

2 e b) 2 4.7

z? -+ z <123 - 21"—1\{?1:;

2z — 1>z — 5 J (= =1)(z — 8) > (2 —1) (x4 2),
) z—6>0 Td) g (2 —2)(z —3) < (z + 2)(z4-3),

22— 3 — 1> 0; oz — 3z 4+ 2 > 0;

A6 t5 y :

e —— ) g 0 A5
o) 822 _ 9z — 7 1) [ dr + 3| +x—2>0,

y 2t < 25.
ot = 16

Fie familia de func";;ii de gradul al doilea

fmlz) = mz®* + 2(m + 1)z + m —}—'2, unde m = R\-{U}_ (1)

a) Sd se arate cil virfurile parabolelor asociate acestor functii se giisesc pe dreapta
y=z+ 1.

b) Fie A, B punctele de intersecfie ale unei parabole oarecare cu =’z si F proieclia
virtului 7 al parabolei pe z’z. Si se arate ci oricare ar fi m, AB =2 FV.

¢) 54 se arate cd toate parabolele definite prin (1) trec printr-un punct fix.

Dacd f: A — B este o functie oarecare, vom numi imaginea ei multimea notati Im f
si definitd astfel -

Imf={fz) |z d}={ye B|azc 4, y=f(z)}.

54 se determine Im f penfru urméitoarele functii:

a)f:R >R, flz) = |z — 1|, b) f: RoR, flx) =2* + 1, c) f: R-R, f(z) =
z2 — 3z 42 2% — hx 4+ 5

5 » d . = i, = ‘ : : £
ok R Redlal s S e B SR Ul Btfa

o e

C #h— 2% el 07 :R >R, flz) = 2* + z + 1.

Sisteme .de ecuatii. Aplicatii practice

21. S# se rezolve sistemele de ecuatii:

{:c2—xy--y=5, b) 2% Bzy — y® | 2z — 5y = —64,
25:(:-—«3y=3; z—y = —1;
{29:—3y=1, d) z? — y? — by = —4,
z? —zy + 5y = 7; 2z +y =3
- :c’—rmy+'1“% m“—‘my-l--lkx_y
== 7 G :
2¢ + 3y = 7; a4+ 2y = 4.

05



22, Si se rezolve sistemele omogene :

4 & ===t g f ot dey b =1,
z? + zy = 6; 32® — zy + 3y® = 13;
A g [ s o
o) {2:1: 3zy 19y 25, d) 2y G 19,
z? — 6y® = 250; zy = —6;

7x? — 6xy + 12y* = 108,

e) 5

7 {213—3:1:_1; —[—2y3=5,‘
22 —— =z — -y = 18;
6 e 3 Y

zt — 2y — y? = —2.

23, Si se rezolve sistemele de ecuafii simetrice:

a){m+xy+y=ll, b) zy + y + =z = 11,
r—zy +y=1; z?y + yPr = 30;
xz+lya=8:
| 8 oyd =1,
Gl g d){“”““f -
— 4+ —= 1 z +y =1
z y ;
e}{5z2_6my,+5y2=29, : 0 oy +a +y=717
7z — 8Bay + Ty* = 43; ay — 3z +y) = —9.

24, Fie O un cérc avind diametrul AB = 2a. Pe acest diametru considerim un punct
variabil J . Construim doud cercuri O, si 0, avind segmefltele [AM] si [BM] ca dia-
metre. S se determine punctul M astfel incit aria cuprinsi intre cele trei cercuri s# fie
maximé. ‘

25, Fie ABC un triunghi dreptunghic in virful 4, avind catetele 48 = a si AC = b.
Se inscrie in acest triunghiwn dreptunghi M N PQ avind virturile P si Q pe ipotenuza
trinnghiului, M pe (AB) si N pe (AC). S& se determine Jaturile acestui dreptunghi
astfel incit aria sa sd fie maxima, :

26. Un cilitor merge cu automobilul pe o gosea rectilinie 4B din orasul A pind intr-un puncl
¢, de unde pleaci mai departe pe jos peste cimp intr-un sat D. Se stie cd viteza auto-
mobilului este v; km/h, iar pe jos cdldtorul face v, km/h. Cum trebuie ales punctul €
astfel ca tot drumul si se facd in timpul minim?

27. Si se giseascd maximul ariei unui dreptunghi inscris intr-un cerc dat.

28, 84 se giseascd minimul perimetrului unui trapez isoscel circumscris unui cerc dat.

99. S se calculeze catetele unui triunghi dreptunghic cunoscind ipotenuza a si indltimea k.
Discutie.

30. SA se caleuleze laturile unui triunghi dreptunghic cunoscind perimetrul 2p si indl{imea
h. Discutie.

1. Intr-un semicerc de razd R si se inscrie un trapez isoscel de perimetru dat 2p. Disculie.

39. S4 se circumscrie unui cerc de raza R un trapez isoscel de arie datd 4R*% Discufie.



88. intr-un patrulater ABCD care are unghiurile din virfurile din A si C de 90°, se dau
laturile AB = a, BC = b si aria egald cu k2. Si se calculeze celelalte doud laturi ale
patrulaterului. Discufie.

84, Dou# brigizi trebuiau si execute o lucrare. La inceput prima brigadd a intrebuintat
pentru lucrare o treime din timpul pe care l-ar fi intrebuintat cealaitd brigada pentru
executarea intregii lucriiri; dupa aceea, a doua brigadd a Iucrat o treime din timpul pe

care prima brigadd l-ar fi intrebuintat pentru intreaga lucrare. Dupé aceasta s-a con-

statat cd s-a executat 1—3 din intreaga lucrare. Si se afle in cit timp ar fi terminat

Iucrul fiecare brigadd in parte, daci impreund aceste brigdzi pot si-1 execute in

3 —3- ore.
5

36. Un dreptunghi este inscris intr-un cerc-cu raza de 50 m. Si se determine laturile sale
stiind cd diferenfa lor este egald cu 20 m.

w — Matematici-algebri, cl. a IX-2



~ CAPITOLUL V
PUTERI SI RADICALI

'§1. PUTER|

Pe parcursul acestui capitol vom nota cu N* multimea numerelor natu-
rale nenule: N* = {1, 2, 3, ... =

1.1. Puteri cu exponent natural nenul

Fie @ un numdir real gi # un numsr natural mai mare sau egal cu 2.
Se numeste puterea n a numdralui a produsul a n numere, fiecare numar
fiind egal cu a. Acest numir se noteazd cu an. -
Deci:
a"=a -a..a,

e, e
n ori

In reprezentarea a", a se numeste baza puterii, iar n exponentul puterii.
Convenim sd punem a' = a.
Ezemple: 1) (—2)3 = (—2) » (—2) - (—2) =-—3;

2) [i]”l S SR T
< 2 RIS 16

L. Semnul puterii cu exponent natural

Puterea unui numdr real pozitiv cu ‘exponent natural nenul este pozi-
tivd. “Puterea unut numdr real negatiy cu exponent natural par este pozitivd, iar
cu exponent nalural impar este negativd.

Intr-adevir daci a > 0,.atunci @" fiind produsul a n numere pozitive
este pozitiv. Dacd a<<0, atunci din regula semnelor rezultd ci 2", care este
produsul unui numir par de numere negative, este pozitiv, iar a?™1 care este
produsul unui numér impar de numere negative, este negativ.

De exemplu (—2)° are semnul (—) iar (—2)™ are semnul (+).
2. Puterea produsului si a citului a doud numere reale
Fie a, b, doud numere reale si n © N*. Atunei

(ab)" = anpt
a

n an
} (;) = (b #0).
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Intr-adevir: (ab)* = (ab) - (ab) .. (ab) = (& *@..a) » (b +b..b) = a"b"
n ori n ori n ornl .
(am folosit asociativitatea gi comutativitatea produsului a doud numere

reale).

De asemenea-[ﬁ)n_ﬁ Byl b 0@ 4 g0
4 [ T L e T O S T
Observatie: In calcule, deseori,folosim egalitifile de mai sus sub f{orma:
n n
ambt = (ab)* §i — = (—a—] ;
bn b
115 5 6
De exemplu: 6° - i _-=[6-i =(E] =3_=2_l’_3._
L 4 2 28 32

3. Inmuljirea puterilor care au aceeasi bazd

Dacd a este un numdr real i m, n & N* atunci
A e i

Intr-adevér a™ *a*=(a ‘a..aq) *(@:a..a)=a *a..a=am™*"

+ m ori n orl m-mn) or
De exemplu: 1) 23 -2¢ = 27 = 128;2) (—2) - (—2)* = (—2)* = —32.

4, Ridicarea uner puteri la altd putere
Dacd a este un numdr real si m, n & N*, atunci

(@™ = gmn,

m+mt ... +m
S——

Intr-adevir. (@™)" = a™-a™:..a™ =a "° = gmn
e —
n

(Am folosit proprietatea 3.)

4 , '8
De exemplu: (23)2:25.2=2q=5[,;[[_i :lz= _iJ =__£.."
Y e 256

5. Impdriirea a doud puleri cu aceeasi bazd.

Dacd a este un numdr real nenul $i m, n &€ N*, astfel incit m > n, atunci
am : '

amn

i

Intr-adevir, folosind proprietatea 3, avem: a™™: gt = am—=m+1 = g™ de

P 2 am
unde rezultd cd a™ " = =
a

; 3n 46
De exemplu; — = 3108 = 32 — 9; — — 456-% — 42 — {6,
38 480 %

1.2. Functia putere

Fie n € N*. Definim functia
f:R =R, f(z) = =™

Aceastd functie se numeste funcfia putere de gradul n.

T



Observafii: 1) Functin putere este o functie numeric.

2) Pentru n = 1 se obfine functia de gradul intfi f(z) = =, iar pentru

n = 2 se obline funcfia de gradul al doilea f(z) =

Teorema 1. 1° Daei n este un numir par, atunei funcfia f(z) = a®
este strict descreseditoare pe intervalul ( — co, 0] gi striet
crescitoare pe intervalul [0, co).
2° Dacil n este un numiir impar atunei functia f(z) = 2™ este
striet crescitoare pe R.

| Demonstrayie. Vom arviita mai intli egalitatea
| a® — bt = (@ — b) (a3 + g% |- ... + ahn—2 + -1y,
Intr-adevir, (a — b) (a1 + an~2% 4 ... + abn—? - bn-1) = gn 4 gn=tpop
.. athn—2 + a1 — gn-1p . gn—2p2 — ., —abh—1l — pn — gn — pn.
[ S dvmonstlam acum afirmafia 1° din teoremi. Presupunem L.‘i n este par, adici n =
l = 2m, Fie =, x, = [0, o) astfel inecit Ty = Eg.

1yt Din—
Din egalitatea: ,2m 5« 2m = (= ) (-Tl + a:‘fm 2$2+ . zm 2 i .'r‘§m 1),
Leum 0 << &y < T3, ) atuuu @ — zp < Ol ap Vg gy, L 4 g2 L> 0, de unde

obtinem zi™:— 23™ < 0, deci f(z,) < flza)

Rezultd ci flmctm f{m) = x*" este strict crescitoare pe intervalul [0, oo). Presupunem
acum ¢ z;, v, &(—o0, 0] astfel incit z; < z,. Cum =, < =z, < 0, atunei (—ay) >
> (—x3) > 0 i deci (—z;)"™ > (—z,)m adicd ;™ > z3™. Prin urmare 1) = f(x),
ceea ce ne aratd cd f este strict descrescitoare pe intervalul (— oo, 0].

2° Presupunem acum cd n este impar, adici n = 2m - 1 RSl —nry

. 2 o
Dacd 0 < z; < x,, la fel ca mai sus avem ci g e 23" Dack @, < 2,0,
atunci (—mz,) > (—x,) > 0 si deci (—z,)2mH = {—g,)2m4L adied — Rl SR
gi deci l‘?mﬂ‘-l e SE%m-i—l. .

2 = G . : 2m+ 2m+1
acest -caz avem a2l = ML, concluzie, din z; < x, se obfine 7™ < 2™,

adicd f(x;) < f(x,), adicd functia f(z) = x#m+1 este strict crescitoare pe R. °

Definifie. 0 submulfime A a Iui B se zice simetricd daci pentru orice

zE A -avem 8i —z < A.

Exemple. 1) Multimile R, R — {0}, [—1, 1] sint simetrice.
2) Multimile [0. co), [0, 1], [—1, 2] nu sint simetrice.

Definifie. Fie A o multime simetrici §i f: 4 — B o funcfie numerici
: Funetia f se zice pard daci pentru oriee 2 € A avem f(— x) =
= f(z). Funectia [ se zice impard dacd pentru orice z & A

avem f(— z) = — f(x). ) '

Teorema 2. Daei n este un numir par, funcfia putere f(z) = a™ este
0 funcfie pari. Daci n este un numir impar, funcfia putere
f(z) = a™ este impara.

Demonstragie. Dacd n = 2m, atunci f(—z) = (—z)*™ = 22" — fla)isi
~deci functia f(#) = 2®" este pard. Dacid n = 2m + 1, atunci fl—x) =
= (=)t = — 2"t — _ f(g) ¢i deci functia f(z) = z2m+1 este impara.
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Interpretarea. geometricd. Fie'f: A — B o functie numericd unde mulli-
mea A este simetricd. Dacd f este o functie pard, atunci y'y este axd de simetrie
pentru graficul functiei f. Intr-adevir dacd M (2o, ¥o) este un punct al grafi-
cului funetiei £, atunci din egalitatea i, = f(2o) = f(—,) rezult cd si punctul
M'(—zq, yo) este un punct al graficului. Dar M’ este simetricul lui M fata
de y'y. Daci f este o functie impard atunci originea axelor O este centru de
simetrie al graficului functiei f. '

Intr-adevar, dacd M(x,, y,) este un punct al graficului, din egalitatea y, =
= f(zy) = = f(— ;) rezulta cd si punctul M’ (— x,, — y,) apartine graficului.
Dar M’ este simetricul lui M fatd de originea axelor.

Graficul funcjier putere f(x) = o pentru n = 3, 4

1. Funcfia f(z) = 2% Trasarea graficului functiei f(x) = a® se face prin
,puncte. Mai exact, functiei f(x) = a® i se asociazd urmatorul tabel de
valori: ;

5. | i—oo Lk g Luge IGO0 380 LR L
f(w):aﬁ‘ TR, S L T T

Reprezentim intr-un sistem de axe 20y, punetele ale ciror coordonate
sint valorile din tabel. Punctele obtinute le unim print-i-—a linie continua. In
figura V.1 este schitat graficul functiei f(z) = a7

Graficul. acestei functii se numesgte parabold. cubicd.

Parabola cubica are urmitoarele proprietati:

1) trece prin originea axelor, care este un centru de simelrie (deoarece
f(x) = 2% este functie impara);

i ‘ g

2) ramura din dreapta a graficului se gésegte
deasupra axei z'z, iar ramura din stinga se giseste
sub axa z'w.

Obserpatie. Craficul funetiei- f(z) = 22+ {(m = 1) " >
are o comportare asemidndtoare cn graficul funcliei
fla) = at. ‘

2. Funefia f(z) = x* Graficul acestei functii

se traseazd tot prin ,puncte“. Pentru  aceasti y’

functie se asociazd urmatorul tabel de ivalori: ot

& | —oo —4 =3 -2 —4 01 2 3 & too
fz) = 24| 256 81 16 1 0 1 16 81 256

Punctele ale cdror coordonate sint valorile din tabel le reprezentim
Intr-un sistem rectangular de axe zOy. Punctele obtinute le unim printr-o
linie continud. In figura V.2 este schitat graficul functiei f(z) = #*
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¥ ~ Graficul acestei functii are urmdétoarele

proprietati: J

1° Se gisegte deasupra axei %'z si trece prin
originea axelor.
. 0 * .2° Axa y'y este axd desimetrie pentru graficul

functiei f(z) = a* (deoarece f(z) = a* este o
functie para).

£ Observagie. Gralicul funcliei f(z) = =*™(m > 1) are

Fig. V.2 o comportare asemdanitoare cu graficul functieif(z) = =%,

1.3. Puterea cu exponent intreg

Am demonstrat cd pentru m >n
am gt = ag™" (a # 0).

Vom céiuta s8 largim notiunea de putere astfel incit formula o™ : g =
= a"™™" (a % 0) sd aiba loc gi pentru cazul cind m < n.

1) Exzponentul 0. Daci a # 0, prin definitie vom pune a® = 1.
Dacd m = n, atunci a™ : " = 1 sia™ ™ = ¢® = 1. Rezulti cd formula a™ : ¢"=
= a"™ ™ are log si pentru cazul m = n. v

Observatie. Expresia 0° nu are nici un sens.

2) Exponent negativ. Daca n € N* si a este un numir real nenul, prin

P : i
definitie vom pune ¢™ = —. |

an
De exemplu, 2°° :513 =% —0,125; 31 =% = 0/(3);
Dacd m, n € N astfel incit m < n, it eyt s o MY 7
an aMt(n—m) am .« gn=m

e M
_— — = (n=—m) — o n
an=m

Rezultd cd formula ¢™ : @® = ™™ are loc si pentru cazul m < n.

3) Exponent intreg. In urma definirii puterilor cu exponent 0 gi nega-
tiv expresia a", @« € R, n € Z este bine precizatid exceptind cazul @ = 0.
Vom ardta cd proprietitile puterilor cu exponent natural se pistreazd si
pentru exponent intreg:

1° (@ - b)* =q" - b" o B gttt e gl M 5O gm : gt — giv—n_
- n ) 3
9o (%) =:_n; 4 (am)r = @mn,

Sa verificdim 1°. Pentru exponent n >0 am demonstrat egalitatea 1°.
Dacd n = 0, atunci (¢-b)° =151 a®* 4% =1 1= 1. Deci

(@ - b)" = a™ +b", are loc i pentru n = 0,

102




1 £
(ab)—"

.

Presupunem n << 0. Atunci (ab)" =

1 1

s —

' iz
(ab)—n aheb—n g b7

Cum —n >0, atunci = g™+ b" Deci egalitatea

(ab)® = a™" are loc §i pentru n < 0.
In acelasi fel se verificd egalitatea 2°.
S# verificim egalitatea

' am™ - g® = o™t (@ # 0). (1)
Deoarece pentru m >0 si n >0 egalitatea (1) este adevidratd, ramine de
aratat pentru urmaétoarele trei cazuri:

Cazul m >0 si n < 0. Atuncia™-a" =d" - —=——+

% v am : : :
Dar cum —n >0, am vizut ¢ — = ™=~ = a™*" si deci @™ =gt

al'ﬂ
: . : 1] 1
Caulm <0gin<0 Avem g™ a"= —.— = —.
a0 art gt st
Cum —m >0 i —n >0, atunci ™ - @™ = ¢+,
’ )
Deci a™ - g = — = g"™t",

g—(m+n)

Cazul cind unul dintre m sau n este zero. Presupunem ci n = 0.
Atunci o™ " =a™ +a®=a™ -1 =™ §i "t =g ™0 =a™,
Deci si in acest caz avem a™ - a" = o™t
Din egalitatea 3° rezulti si egalitatea ™ : " = a™™ (a # 0).
Sa verificdm, egalitatea
(et —at g 0) (2)
Deoarece pentru m >0 si n >0 egalitatea (2) este adevirata, ramine de
aritat in urmitoarele cazuri:

2l

Cazul m < 0 si n >0. Avem (a™)* = [ﬁ)n= .

a(—m)n :

a—

Cum —m >0; atunci (¢™)* = a™". Deoarece —mn < 0 atunci a™* =
1 : : !
= gi deci (a™)* = a™".
a—mn

Cazul m > 0sin<0. Avem (a™)" el Ll

= ottt Deei (@) = alt™

{am)—n g—mn

. ; 1 - - ? 3

Cazul m <0 st n <0. Avem (a™)* = . Din primul caz obtinem ca

5 (am)-—n p 3
; g g i | 1 = e

g™ = @™ i cum mn >0, atunci = —— = a™. Deci (a")" = a™".
o & a—nm 1
amn

Cazul cind unul dintre m sau n este zero. Dacd m = 0, atunci ¢™ = 1 si deci
(@)= 1" = 1. Dar cum ¢™" = a® = 1, rezultd (¢™)" = a™".

Daci n = 0, atunci (¢™)* = (@™)° =1 §i a™" = a® = 1. Deci si in acest caz
avem (a’fﬂ-)n — awml
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Exemple; 1) 3=%: 48 = 3-0+8 — 32 — g,
1

Bl o gt o — e — g
AL RE = T 256

3) [(%)_2]3[{-_1)-213 = (387 = 3% = 729,

1.4. Funcgia putere de exponent negatlv
Vom studia funciia
f:R— {0} >R, flz) =2 ne N*
Vo'm distinge doud cazuri: 1) n = 2m; 2) n = 2m 4 1,
'i)f:R_{O}—rR,f(x)=rm:—m. - !
In §2 s-a aritat ci daci 0 < Ty < @y, atunci a2m < z3m

- 1 A et : A ¥ : A
de unde e o deci f este strict descrescdtoare pe interoalul (0, co).
r2m x 2m &
1 2

: ¥ : 1 b &
Dacil z; < z, < 0, atunci Zam = & sl deck ’

am 2
g a:zm
ceea ce ne aratd cd f este sirict crescdtoare pe intervalul (—oo, 0).
Cum 2°m = (—g)*m atunci f(z) = fl—=) si deci f este o functie pard.

1
.
22mA+1

2) f:R — {0} > R, flz) =

Dacd 0 < z, < z,, atunci 0 < m¥m+1 = :cgm‘-‘l, de unde - si deci f este

e
2m+1 2m+1
= g
strict descresciitoare pe intervalul (0, co).

5 o o - g 1
Dacd @ < @, < 0, atunci z2m+l <~ g2me1 - si deci SIS Tt I 1 , ceea c¢e aratd
1 2 i 2 =
xim-i-l z%m-l-l

cd [ este strict descrescdloare st pe interealul (— oo, 0).

Cum g2+l — —(J—m)2m+1, atunci flz) = —f(—=) si deci f este o functie impard.
Obserpatie. Desi functia f este strict descrescitoare pe intervalele (— oo, 0) si (0, oo)

ea nu este strict descrescitoare pe mulfimea R — {0}. Intr-adevﬁr dacizy, = —1, 2, =1
. ; i : * : .

atunci z; < z,, Dar f(z;) = f(—1) = _(_—1)2m+1 = — 1 si flz,) =f(1) = 1 si deci

flzy) < fla,).

Graficul functiei putere f(z) = an, pentru n = —7 si n = —2.

Functia f : R — {0} - R, f(a) = a1,
Trasarea graficului se face prin ,puncte“. Pentru aceasta asociem urmitorul tabel de
valori:

& =00 =100 ~10=2 =t — A L 1 LA 00
, 2710 100 100 10 2 LECL
Ui F A o . Toil o
T, —_— =% 1 —2_10—100100102 1L L L
fleli== 100 10 2 2 10 100
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In acest tabel se vede cd pentru valori din ce in ce mai mari ale lui |z |, flx)
se ,,apropie“ de zero, iar pentru valori din ce in ce mai mici ale lui |z |, f(z) ia valeri din
ce in ce mai mari (in valoare absolutd). Graficul functiei f(z) = x—7 este schitat in figura
V.3. Acest grafic se numeste hiperbold. El este constituit din doud ramuri simetrice fata
de originea axelor (deoarece funcfia f(x) = x—* este o funcfie impara),

Funetia .f : R — {0} > R, {(z) = a2

‘ !
|
|
Fig. V.3 Fig. V.4

Pentru trasarea graficului, acestei functii ii ascciem urmitorul tabel ‘de valori:

T —00¥100—10—2—1-—i——1———_1—liil210 100 400
2 10 100 10010 2
1 1 11 1
flz) = 2 ot Ao e s 1 & 100 10 000 10000 10041 —— ——
10 000 100 & 4 100 10 000

Din acest tabel se vede ci pentru valori ale lui x din ce in ce mai apropiate de 0 (pozitive
sau negative) funciia f ia valori din ce in ce mai mari. Pentru valori ale lui |z | din
ce in ce mai mari, functia f ia valori din ce in ce mai mici,

wraficul functiei f(z) = =2 este schitat in figura V.4,
Acest grafic este constituit din doud ramuri simetrice fala de axa y’y (decarece functia
f(x) = «7® este pard) situate deasupra axei z’'z.

3 B
1. 54 se calculeze: a) 22 - 42 - g2 °(li]2;b) s [ (i) ;€) [[—i) ]2;
i 6

R 10() 5 5 5 09-—2
d) em), ; e) (-——5) .[—E .(-_i ;f)[ﬁﬁl;[z' 2
(—5)ws 17 2 15 3
2. In raport cu valorile lui »m 88 se determine semnul expresiilor:

a) (1 — m)3;b) (2 — 3m)™%5; ¢) (& — 2m)202,

8. 84 se calculeze: a) («%%)?%: (2%)?, (x,y % 0); b)[a® + &° + 3abla + O (o b e
+ 2ab)5, (@ + b # 0); o) (10n — &n) - (50 — ).

4, Si se arate cil: a0+l | pntl — (@ + b) (a®® — a?n=1p | g2n—2p2 | _ gpen-1 +-b#),

5. S searate cii: (@ + b) (a® 4 b%)(a* + bY)(a® 4 b)(al® + biv) — *_"iz (@ % b).
- a—

6. 5i se descompund in produs de doi factori-
a)ai 4 gMin | gm=n 4 {(m > n); b) am (gn-1) — Zh(am=1),

105



»
7. Care dintre urmétoarele numere este mai mare:

a) 4%sau 2%;b) 272 sau 9°; c) 125% sau 25%; d) 4%" sau 3%°; e) — =l sau [-— —1-]8-
8

32)’
1 100 1 500 1 63
= sau : 5—683 6— ES; h — 03
)[16) [2] g) sau )(—5] sau 5-937

8. 84 se reprezinte grafic functiile:
a) fy :R— R, fy(z) = 22%; b) f; : R > R, falz) = 2® — 1;
o) f3:R=R,fylz) = (x —1)% d) /4 : R > R, fyz) = (x 4 2)4;
e) fs :R—oR,f5(z) = | 2° |; §) f : R > Ry fola) = | (x — 1) |.
9. Sd se arate cd functia putere f: R — R, f(x) =2®” nu este nici injectivi, nici sur-
jectivi. '
10. 54 se arate cd funcfia putere f : R — R, f(z) = x?m+1 este injectivi.
11. 34 se scrie, folosind exponentul negativ
1 1 ’ 3
a) — s ;
a®t (a4 b)3(a® — b2)?  afhc?
b) 0,0002; 0,000003; 0,0015.
12, 54 se efectueze: a) (a2 + 1)(a* — a2 + 1) (a 5 0);
b) (a2 + 1)* — (a=* — 1)%, (a # 0), c¢) a(e + b)~* + bla + b)Y, (a + b # 0).
18. 84 se reprezinte grafic functiile: '
a)fi:BR—{0}>R,filz) =02+ 1;b) fa:R— {0} =R, fyz) = a2 — 1;
1

AP ) B ) e e ) f R (1) 0, P Pl
g file & 41 M {1} = R 1) (x —1)2

sla, bye#0:|a | |b]);

§2. RADICALI

" —a=0. (1)
in continuare ne punem problema existentei i a numdirului rddécinilor
(solutiilor) reale ale acestei ecuatii. Amintim cd o rdddcind reald a ecuatiei

(1) este un numir real e, astfel incit «* — a = 0.
2.1. Radicalul unui numir pozitiv

1. Fie ca mai sus # > 2 un numdr netural, @ >0 un numdr real pozitiv si

ecuafia. 2" — ¢ = 0. Atunci avem
Teoremi. Ecuatia ‘
" —a=0mENnz2acRa>0) (2)

Fie n > 2 un numir natural, iar ¢ un numdr real. Sa considerim ecuatia :
are o ridicind reald pozitivd §i numai una.
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Demonstratia riguroasd a faptului ca existd o rddédcind pozitiva a ecua-
tiei (2) depiseste programa clasei a IX-a. Ea necesitd notiunea de conti-
nuitate si se va face la Analizd matematicd in clasa a XI-a. Vom indica totusi
mai jos pe un exemplu (exemplul 2) cum poate fi gdsitd o valoare aproxi-
mativd a raddcinii pozitive a unei astfel de ecuatii.

Si demonstrim acum unicitatea. Intr-adevdr, sd presupunem prin
“absurd, c# ecuatia (2) ar avea mai multe rddacini pozitive diferite. Fie atunci
Z; 8l T, @y # X, doud astfel de raddcini, adicd

i — = (3)
Cum z, # ,, atunci unul dintre aceste numere este mai mic decit celalalt.
Fie, de exemplu, z; < z,. Dar functia putere fiind strict crescatoare pe
[0, c0) (dupd cum am ardtat in § 2) rezultd cd z] < 23, ceea ce contrazice
relatia (3). Aceastd contradictie aratd ci existd o singurd riddcind pozitiva
a ecuatiei (2).

Cu alte cuvinte, teorema precedentd spune cd pentru orice numdr real
pozitiv a >0 si orice numdr natural n > 2, existd un unic numdr real pozitiv
cu proprietalea cd puterea a n-a a sa sd fie a.

Atunci putem da urmétoarea definitie:

Definitie. Daci a >0, n € N, n > 2, se numegte radical de ordin n din
a, numirul pozitiv a eirui putere a n-a este a.

Conform teoremei precedente existi un astfel de numar i este unic.

. . . . . 2/ —
Notagie: Vom nota radicalul de ordin n din a prin[/a. Pentru [/a,
de obicei, se omite 2 i se scrie, simplu, |/ a.
Asadar, [/'a este un numdr care verificd relatiile:

Va >0, a)* = a(a >0).
Ezemple: 1) /9 =3; P/125 =5; /16 = 2; /32 = 2; /81 = 3.

2) S ardtdm, acum, cum poate fi gisitd o valoare aproximativi a numirului 2.
Deoarece 1 — 19 < 2 < 28 — 8, rezulti ci 1 < /2 < 2 si deci 1, respectiv 2 sint valorile
aproximative prin lipsd, respectiv prin adaos, ale lui 2, cu o eroare mai micX decit 1.
Ca s4 giisim valorile aproximative cu o eroare mai micd decit 0,1 ale lui /2, proceddm
in. modul urmitor. Scriem sirul de numere

1,0; 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 1,6: 1,7; 1,8; 1,9; 2,0.

Ciutdm in acest sir dou#t numere consecutive, astfel incit cubul primului dintre
~ ele s8 fie mai mic decit 2, iar cubul celui de-al doilea sd fie mai mare decit 2.

Pentru aceasta sd ridicim la cub numdirul din mijloc.

Obfinem 1,5% = 3,375, care este mai mare decit 2. Deoarece toate numerele de la
dreapta lui 1,5 prin ridicare la cub dau numere mai mari decit 2, perechea de numere ciu-
tatd va fi printre numerele

Al 2 R L
Ridicdm la cub pe 1,2 si obfinem 1,728 care este mai mic decit 2, si deci cubul lui 1,1 va
fi si mai mic. Calculdm atunci cubul lui 1,3 si oblinem (1,3)® = 2,197 care este mai
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mare decit 2, Deci 1,2 < ,3/2_ < 1,3. Asadar 1,2 respectiv 1,3, vor fi valorile aproximative

prin lips4, respectiv prin adaos ale Iui 2, cu o eroare mai mici decit 0,L.
Dacd vrem si gisim valorile aproximative cu o eroare mai micd decit 0,01 ale lui

2, procedim ca mai inainte pentru sirul de numere urmétor:

' : e 00 a9l L0 R LD g)
Deoarece (1,25)% = 1,953125 este mai mic decit 2, o sd ludm in considerare numai
numerele:

1,26; 1,27; 1,28; 1,29.

Cum (1,26)° — 2,00376 este mai mare decit 2, avem 1,25 < /2 < 1,26. Asadar 1,25
respectiv 1,26 vor {i valorile aproximative prin lipsd, respectiv prin adaocs, ale lui AT
cu o eroare mai mica dectt 0,01.

'Continuind procedeul putem gisi valori aproximative ale lui 2, cu o eroare oricit
de micd dorim.

In general, ecuatia 2" — a =0 (@ >0) poate s& aibd si alte rddécini
(care evident trebuie si fie negative). De exemplu, ecuatia 2? — 4 = 0 are
rédécinile #; = — 2 < 0 5i ;= 2 >0. In acest sens avem in general:

1° Dacd n = 2k + 1, atunci ecuatia 2***1 — q =0 (2 >0) nu are ra-
ddeini negative. g '

Aceastd afirmatie rezultd ugor observind cd oricare ar fi @ <0 avem
atitd 2 () g1 deel eltiloce g (g5 )

2° Dacd n = 2k atunci ecuatia 2** —a =0 (¢ >0) are o) singurd
radédcind negativd gi anume — 2%. :

Intr-adevar, avem (— /@)% = (*/a)™ =a si deci — *}/a este o
raddcind a ecuatiei 2?* — g = 0. Un rationament analog celui folosit la de-
monstrarea unicitatii in teorema precedentd, ne aratd cd — /4 este unica
raddcind negativa. ‘

Prin definitie, avem [0 = 0 (» > 2, numir natural).

Evident, [0 = 0 este unica radicind a ecuatiei a® = 0.

Observatie. Avind in vedere definifia radicalului, mai precis ciiy?adicalul unui numér
pozitiv (saunul) este pozitiv (sau nul) este folositor de remarcat urmitoarea formuld impor-
tanta:

z, dacd = > 0;
V zE = 0, dacd = = 0;
— z, dacli z < 0.

Cu alte cuvinte, /a2 = |2 |,
o, 2 —a, dacd a < 2;
Ezemple: 1) |/(2—a)!= |2 —a|= 0, dacd a = 2;

i a— 2, dacd a > 2.

Vit + 1)t = o+ 1| =a®+ |,

deoarece pentru orice x, avem, z* 4 1 = 0.
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2. Funciia radical. Fie n > 2 un numdr natural. In paragraful precedent
definind notiunea de radical de ordin n, fiecirui numdr pozitiv (sau nul) a
i s-a asociat un numir bine determinat, pozitiv (sau nul) [/ a.

Astfel am obtinut o functie

£:10, 00) = [0, c0), f(2) =1/ .

Aceasta functie se numeste funcyie mdwal Tata Qiteva proprietiti ale functiei
radical : 3

1° Functia radical este Striet crescdtoare.

Intr-adevir fie ,, x, € [0, oo), astfel incit z, < z,. Deoarece z, =
= (" 2)" si a,= (" z)", avem (V'z,)" < (¥ 2,)". Dar functia putere
fiind strict crescitoare pe [0, oo) (dupd cum am vdzut in § 1.2) rezulta ca
Vi, </, adick f(z) < f(2).

2° Tunctia radical este bijectivd.. -

Deoarece funectia radical este strict crescdtoare (proprietatea 1°) rezultd
cd ea este injectivd. Intr-adevidr, fie i, @, € [0, oo), astfel incit z, # @,
Atunci avem z; < z,sau x; > %,. Dacd presupunem, de exemplu, ¢d z; < @,
rezultd f(z;) < f(xy) si deci f(z,) # f(®,). Analog, dacd z; > x,. Deci [ este
injectiva. Fie, acum, y=[0,00) atunei f(y")= Iy =y. Deci f este surjectiva.

Observafit. 1) Deoarece funclia radical

f:[0, o) =[0, o), flz) =V x

_este bijectivil (propriefatea 2°), rezultd (vezi teorema, § 3.7, din cap. II) cd ea este inver-

sabila.

Din relatiile: " =z si /yn =y (£>0, y=>0) rezulti ci inversa sa nu
este alta decit functia

g:[0, o) = [0, c0); glz) = an
(a nu se confunda funcfia g cu functia putere, ele neavind acelagi domeniu de definitie).
Intr-adeviir, (gof)(z) = glf(z)) = g (173) =V 2)" = 2,2 [0, =)
(fo &) () = flely)) = fly™) = V4" = vs y <[0: eo).

2) Din pet. 1) rezultd cé g este inversabild si
conform teoremei din § 3.7, cap. II, este deci [}
bijectivii. :

3. Graficul functiei radical il =
peniru n =2, 3.

1) Functia f:[0, oo) — [0, co), f(z) =
=]/». Din proprietitile 1° i 2° de mai_sus
rezultd, in particular, ci functia [ este
strict crescdtoare gi bijectivi. Graficul aces-
tei functii (construit prin ,puncte“) este
reprezentat in figura V.5. Fig. V.5

fad |
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2) Functia f:[0, oo) - [0, o0), f(zx)=
=|/%. De asemenea, aceasti functie este
strict crescdtoare gi bijectivd. Graficul siu
(construit prin ,puncte”) este reprezentat
in fig. V.6.

Se observi din aceste figuri ci graficele
celor doud functii radical considerate sint
aseméndatoare.

In cele doud figuri am reprezentat prin

7 linie fintreruptd graficul functiei inverse.
/ y! Cele doua grafice (al functiei f si al inversei
/ sale g) sint simetrice fatd de prima bisec-
Fig. V.6 toare (vezi § 3.7, cap. 1I).

Vi

2.2. Radicalul (de ordin impar) al unui numir negativ

Fie n > 2 un numdr natuial, & < 0 un numdr real negativ si ecuajia a® —
— a = 0. Atunci avem :

Teorem &, Fiind dati ecuatia:
" —a=0((reN n>2;ack, a<) (1)

avem:
1° Dacd n = 2k (k > 1), ecuatia (1) nu are ridicini reale.
2° Dach n =2k + 1 (k > 1), ecuatia (1) are o ridicini reald
negativd gi numai una.

Demonstrajie. Afirmatia 1° rezulti ugor observind ¢, oricare ar fi a =R
avem of* = (a3t > 0 si deci 22*#a (a < 0), adici o2 — q£0,
S8 demonstrdm acum 2°. Fie pentru aceasta y = —x. Cum y2+t1 = (—z)2hi1 =
= — z®*1 ecuatia devine —y2**1 — g = 0, sau incd y*+! — (—a) = 0.
Cum ¢ < 0 rezulti —a > 0 i dupd teorema din § 2.1, rezultd ci ecuatia
in y are o rddécind reald pozitivd unicd. Aceasta este tocmai [/ —a (—a > 0).
Dar, atunci este clar cd ecuatia in z are o raddcind negativi unicd si anume
z=—/—a (—a >0).
Avind in vedere afirmatia 2° a teoremei precedente putem da urmitoarea
definitie:

Definitie. Dacia <0, neN 8i n > 3 este un numdr impar, 56 numeste
radical de ordin n din @, numirul negativ a eirui puterea
n-a este a.

Un astfel de numir existd gi este unic. Il notdm prin [Va. Asadar [V a(a <0,
n 2 3, impar) este un numdir care verificd relatiile: [a <0, ([/a)" = a.
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Din consideratiile anterioare rezulta:
Daci @ <0, n =2k + 1, atunci [/'a = — WV —a.

Ezemple: 1) Ecuatiile z¢ 4 81 = 0 i 2'%® + 125 = 0 nu au rdd4cini reale.
2) Ecuatiile 2® 4 32 = 0 gi «® 4 125 = 0 au cite o singurd ridicind reald negativid

gi anume:
/33 — —2, respectiv {/ —125 = —

Obserpajie. Pentru un numéir natural impar, n = 2k + 1, am definit radicalul de
ordin n din orice numdr real a fir# a pune conditia ca a > 0. Astfel se obfine o functie

iR R, f2) =/ a

Aceast¥ functie este inversabild, inversa sa fiind funciia putere g: R R, g(z) = an

2.3. Proprietitile radicalilor

in cele ce urmeazi vom vedea cd radicalii au o serie de proprietati ase-
manatoare puterilor.

Amintim, la inceput, c¢i daci z §i y sint numere reale, iar » un numér
natural nenul, atunci 2™y" = (2y)".

De asemenea, daci #, ¥ >0 sint numere reale, iar n este un numér natural
nenul, atunci din 2" = y" rezultd z = y (vez, de exemplu, observatia din
§ 2.1 pct. 2).

in cele ce urmeazi m, n, k vor fi numere naturale nenule, iar atunci
¢ind ele indicd ordinul unui radical, vor fi mai mari sau egale decit 2.

1. Oricare ar fi numerele reale a, b > 0, atunci

ab =1/ al/ b ; (1)
Intr-adevir, fie = ["ab si y = IV al/b. Atunci 2 >0, y >0 si 2" =

= (Vab)* = ab, y* = (Val/B)" = (Va)" (V'0)" = ab. Dsci 2" =y", de
unde z = ¥, ceea ce trebuia demonstrat.
Cerinta @ > 0 gi b > 0 este esentiald numai pentru n par.
Dac# n este impar, formula (1) este valabila pentru orice numere reale
a 81 b (inclusiv negative).
Exemple: !/25_'5;9 ‘= |/§3 I/E) —hiel — 85
¥—125-8 =/ —125 /8= —5-2 = —10.

Remarcim cd formula (1) rémine adeviratd pentru orice numir finit de
nuniere @, @, ..., 4, = 0 (& > 2), adicé

Vaas...a, =V a lVag...1V a,. (2)

2. Oricare ar fi numerele reale @ > 0, b >0, atunci

it
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Intr-adevir, fie’ :c_\/E Yy == a. Atunci z 20, y >0 si 2" =
b
n "' n n
(n g) $1 y" —( "') (l/—) 2 . Deci x“—y“ de unde & = y,"
b Ve WEr b

ceea ce trebula demonstrat.
Cerinta @ > 0 §i b > 0 este esentiald numai pentru » numér par.

Daci n este impar formula (3) este valabild pentru orice numir real a
i orice numdr real b # 0.

=
l

—6: X fer  Yea 4

3 36 6
Exemple: —=t—=—v =10 2
49 Y49 7 27 27 /o7 3

3. Oricare ar fi numdrul real ¢ > 0, atunci

I"/ avm — qm, (4)
Intr-adevir;

I/ am = ¥ (a™) F—_[,'V@Z‘*_-W- Vet =a-a- .. a=am
2 e i

m ori m ori

Exemple: /4% = /132 = 4% = 16; B = {957 — 928 — 8,

4.. Oricare ar fi numdrul real ¢ > 0, atunci

e =, - (5)

Intr-adevir

o =VeVa: .. Wa=Va a. a—~W

m 01'1 - m ori

Dacé n este impar, formula (4) este valabild si pentru a < 0.

Ezemple: (/73)° = V:T“= 7037 (VAB) — /28 — v — 4

(V=2 = Y35 = V=
5. Oricare ar fi numdrul real @ > 0, atunci:
' W am ="/ o, 6)

Intr-adevir, fie # ="}/a™ si y = [/a™ Atunci 2 >0, y > 0 §i 2" =
= ("/ gt = " amPm — gm i ym = ([ ™) = o™ Deci a" = y", de
unde x = y, ceea ce trebuia demonstrat.

Exzemple: % = llﬁ; 2W = w.

‘6. Oricare ar fi numérul real ¢ > 0, atunci
n i
I} Vﬂ = nﬂ[y_a "
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Intr-adevar, fie z = ]/w/a sl y = "/ a, Atunci z » 0 si y » 0. Dupa
proprletatlle 4 si 5 avem y" = ("} a) ="/ 7 =24 Cum 3" =Ya,

dupa definitia_radicalului de ordin n rezultd cd y = l/w/a
Deci i = x, ceea ce trebuia demonstrat.

Ezemple: 1},;‘/72 = 121/3; 1/5/ 9= 16’

2.4, Operatii cu radicali

1. Scoaterea unui factor de sub semnul radical si introducerea unut factor
sub semnul radical.

Uneori numirul de sub semnul radical se desoompune in factori, pentru
care radicalul este usor de calculat. In aceste cazuri,expresia radicalului devine
mai simpli (se simplificd),dacd scoatem acesti factori de sub semnul radical.
Ih efectuarea unei astfel de operatii, ne bazim pe proprietitile 1 gi 3 .ale
radicalilor.

De ememﬁu: ViZ2=V&-3=V5l)/3=2 /3,
41250 = §/625 -2 = /5% 2 = Y59 =547,
424 — | a® | Y/ 2. '
Uneori este folositor si introducem factori sub semnul radical. Peﬁtru

efectuarea unei astfel de operatii ne bazim pe aceleasi proprietéti mentio-
nate mai sus.

De exemplu.: l/151/2_]/[/1522 l/l/2“2—t/l/2° /% — |/% = ¢}/ 2.

2. Inmulgirea radicalilor. Proprietatea 1 a radicalilor ne di legea de
inmultire a radicalilor de acelagi ordin:

Vay,Vay .. Vay=Var a3 --a (1)

Ca sd inmultim radicali de ordine diferite, este necesar sd-i aducem. la

acelasi ordin si, apoi, si-i inmultim dupd formula (1). Fie, de exemplu, " a
si 7/b. Folosind proprietatea 5 a radicalilor avem:

h! mV_ \/_b }”V
Atunci m . % = I ?“-’VFL 2 mVQ*T'_EE‘ .
De exemplu- V—V ?/—‘I;/Q_Z"* “i/ga—fgi = macigh Oign 3[}‘/_3

Observdm. cd se poate lua ca ordin comun al radicalilor fa sl x/E;
tocmai cel mai mic multiplu comun al numerelor n gi m.
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De exemplu, putem lua ca ordin comun pentru radicalii V72 i /32 pe 12, care
este cel 'mai_'mic multiplu comun. al numerelor 4 si 6, Atunci avem:

i‘/.i ) l6/3—2 _r ./-23 ) 12/”2*1;_ _ 12 e 1%/;

3. Impdrjirea radicalilor. Proprietatea 2 a radicalilor ne di legea de
impértire a radicalilor de acelasi ordin: /

Ca sd impértim radicali de ordine diferite, ii aducem mai intii la -acelasi ordin
si apoi ii impirtim dupd formula (2).
Vu Y@ & ;o
De exemplu: —— = ke 2 =1
Ve Y% 28
4. Rationalizarea numitorilor. Intelegem prin rationalizarea numitorilor,
operatia de eliminare (prin transformdri) a radicalilor de la numitorul unei
fractii. Vom clarifica aceasta prin citeva cazuri speciale, pe care le vom pre-
zenta mai jos.

54 precizam mai intii notiunea de expreste conjugatd. Astfel, o expresie
care confine radicali se numegte conjugata unei alte expresii care contine
radicali, dacd produsul acestor expresii se poate scrie fard radicali. Atunci
cele doud expresii se numesc conjugate.

In cazurile urmitoare, rationalizarea numitorului se realizeazi prin
amplificarea fractiei cu conjugata numitorului. De aceea vom pune in evi-
dentd pentru fiecare caz in parte, conjugatele numitorului. :

1° Numitorul este un radical. In acest caz radicalul de la numitor se
elimind printr-o amplificare. \

De emempla;: i e 213 213 T i“lyé = 51/18
V3 (/3?2 s ¥YB yaee 6
2° Numitorul este de forma: wk |/T (é, b = 0).
Observim cd (| a - VoB)(/a— |/B) =a—b. Expresiile |/a 4 |/b

si Va—1/b sint conjugate. Pentru a rationaliza numitorul amplificim
fractia cu conjugata numitorului.

|

(52
]

De exempiu

V3-va2 _ V3 —2)? _3—-2)/642 =5_2'V§_
V3+1Vz (V341 2)(/3-)2) 3 —2

3° Numitorul este de forma |/ a + /5 + ¢ (a, b, ¢>0). 'In acest
caz, radicalii de la numitor se elimina succesiv, reducind problema la cazul
precedent.
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De ezemplu;

b 3 sl + V342 _ a1+ V341/3)

Y B T (TR W (T AV B (I 72 S 728
_ (V3413 sV 200V B4V

(£ +21/ ) —2 S 248 L+1/8
_ 20 4V34VRA -3 _ 21— V3 4B -34+V2-V6)
(1+13) (1 —13) 1 -3
- =2~ 2416

4° Numitorul este de forma [/a 4 [V sau [ a? 4+ IV ab + [ be.

Avem.:
(Va+ o) (Va2 —/ab + V5 = a + b si
(3 — /O (@ 4 /el + F) = a—b
acestea fiind perechi de expresii conjugate.

SR 41 4 RS 45

LaemPs " YE_93 W5 UDOF LY+ VT
AR e G R R

Y 2

Cazul 4° se poate da mai general, astfel: ;

5% Numitorul este de forma Vae—1/b sau Va2 + [ a2 +
o AR 4 pomrn '
Avem (Vo — W/ B) (/@ + 1/ a % + .. + /1) =a—0b
acestea fiind deci expresii conjugate.

6° Numitorul este de forma Va +17b sau [art — |/ a™ 2% + ...
e — /a2 + [/ unde n = 2k + 1, este impar. Avem:

Va+ Vo) (Ve =V a2+ ... — Vab™2 4 Vo) = a -+ bin=2k+1)

acestea fiind deci conjugate.

2.5. Ecuatii irationale

1. Se numesc ecualii irationale, ecuatiile care confin necunoscuta sub
semnul radical. Asa, de exemplu, ecuatiile

Ve—2=5+Vu |/2=1— 2
[ ﬂ) o+ bz} 8.4
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Amintim c# radicalii de ordin par sint definiti numai pentru numere nenega-
tive, acestia fiind de asemenea numere nenegative. 53 considerdm, de exem-
plu, ecuatiile irationale: '

A V2—3 4+ /2= %=3. Cum radicalii de ordinul doi sint definiti
numai pentru numere nenegative, rezultd cd solufiile ecuatiei trebuie si
verifice sistemul de inecuatii:

z—320; 2 —z = 0. ) (1)

De aici rezultd: z > 3 i z < 2 & deci sistemul (1) evident nu are solu-
tii. Asadar, ecuatia datd nu are solutii reale. ;

2 a4+ /3=z=—5. Cim Vz si /3= sint nenegative, avem
Vot |£3—%20 pentru z real. Insi —5 < 0 i deci ecuatia nu are
solutii reale.

Observatie. Cele dou exemple precedente ne aratd ci este necesar ca inainte de a
trece la gésirea, prin diferite metade, a solutiilor unei ecualii irationale, si ne asigurim
dacH astfel de solutii pot s¥ existe.

2. Metode de rezolvare a ecuajiilor irafionale. Calea obisnuitd de rezolpare
a ecuatiilor irationale consti in eliminarea radicalilor, prin diferite transfor-
mari, reducindu-le astfel la ecuatii deja studiate (de exemplu, de gradul intii
sau al doilea). Mai jos prezentém citeva exemple de ecuatil irationale a ciror
rezolvare se poate efectua prin ridicarea la putere sau inmultire cu expresii
conjugate.

Exemplul 1. $1 se rezolve ecuatia:

Pentru ca radicalul si existe trebuie ca 2 — « = 0, de unde = < 2. Deci sclufiile
ecuatiei trebuie si verifice aceastd inegalitate. Ridicim acum ambii membri ai ecuatiei
la pitrat si obtinem: 22 = 2 — zsau 22 4+ 2 — 2 — 0, de unde z; = —2 si z, =1,

Cu toate ci @; < 2 5i 2, < 2, nu putem trage incd concluzia i acestea sint rddicini
ale ecuatiei (2). - '

Aceasta pentru ci la acelagi rezultat am fi ajuns ‘(prin ridicare la p#trat, membru

cu membru) chiar daci am fi considerat ecuatia irationald x = — |/2 — 2, care evident
este diferitd de ecuafia dati (2). Deci printre riidicinile ecuatiei obtinute prin ridicare la
pétrat (membru cu membru) a ecuafiei (2) se gisesc si rddicinile ecuatiei z = — |/2 — a,
care pot si nu fie ridicini ale ecuatiei (2). De aceea, trebuie si verificim daci, intr-ade-
vér, £; = —2 si x, = 1 sint ridicini ale ecuafiei irationale date. Pentru = — —2, mem-
brul sting al ecuatiei (2) are valoarea —2, iar cel drept /% = 2. Cum —2 =+ 2, rezultd

- ¢ —2 nu este rdddcind a ecuatiei (2). Pentru z — 1, ambii membri ai ecuafiei (2) iau
valoarea 1. Deci 1 este riidicini a ecuatiei irafionale date.

Ezemplul 2. S se rezolve ecuatia:

Wz =35+ /10— 7 = 3, (3)

Din conditiile de existents a radicalilor rezultd ci solufiile ecuatiei veritich inegali-
fatea 5 < « < 10. Prin ridicare la pitrat se obtine:

e —5+2)/e—5) (10 —2) + 10 — 2 = 9, sau
2)/(z — 5) (10 — z) = 4, sau Vie —5){10—2) = 2
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Printr-o nou# ridicare la pitrat se obtine:
(z — 8) (10 — z) = & sau —a® 4 15z — 50 = & sau z® - 15x 4 54 = 0,

Aceastd ecuatie are rddicinile: z; = 6, », = 9, deci cuprinse intre 5 si .10. Veri-
ficarea aratd cd atit 6 cit si 9 sint rddicini ale ecuatiei date.

Ezemplul 3. 54 se rezolve ecuatia:

Vet 74z —1=4. (%)

Din conditiile de existen{i a radicalilor rezultd « > 1.
54 rezolvidm aceastd ecuafie prin inmulfirea ambilor membri cu expresia conjugatd

a membrului sting, adici cu|/z + 7 — |/=z — 1. Astfel obtinem:
Weri+Ve—10Wz+7—Vz—1)=4(/z+7—)/z—1), deunde
| (z+7 —(z—1) =4 (/= +7=VVa—1)
De aici, avem |[/z + 79—z —1 = 2. (5)

Adunind membru cu membru ecuatiile (&) si (5) se obtine 2/z + 7 = 6, de unde
@ + 7 =9, adicA z = 2. Prin verificare, se obtine cii 2 este o rddicind a ecuatiei date.

Observatie. Prin metodele de rezolvare a ecuatiilor irationale, indicate in exemplele
de mai sus, nu se pot pierde ridddcini ale ecualiei irafionale date. Dimpotrivd, ecuafia
(far# radicali) la care se ajunge prin transformiri ale ecuatiei irationale date, poate avea
si alte rdddcini. De aceea remarcim din nou necesitatea de a verifica dacd -rddécinile
ecualiei obtinute (prin transformiri) sint rdddcini ale ecdatiei irationale date.(in forma
inifiald) aceastd etap# fdcind parte din ins#isi rezolvarea ecuatiilor irationale.

2.6. Puteri cu exponent-rational - /

In acest paragraf vom prezenta o extindere a notiunii de putere, care
cuprinde in particular, atit notiunea de putere cu exponent intreg, cit si cea .
de radical.

1. Puteri cu exponent rajional poziiiy
SR " " g Sl e o
Detinitie. Fie ¢ > 0 un numdr real nenegati¢ $i — un numdr rajional
13

pozitie, atunei definim

o g )

(citim a la puterea ﬂ).
y e n

Observam ¢d in aceastd definifie intervin numerele naturale m §i n care
definesc numdirul rational dat. '

Cum numirul rational == > 0 este egal, de exemplu, cu numarul ratio-
n .

nal % , pentru k& numdr natural nenul, se pune in mod firesc problema de a
] ;

ardta cd aceastd definitie este corectd, adicd nu depinde de alegerea repre-
zentantilor. 7 '
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) ke ST m s
Cu alte cuvinte, trebuie ardtat ci dacd == = —, atunci ¢" =a" .
n n '

’
o m n o . . o
Intr-adevir, avem ™ — — dacé si numai dacd mn’ = m'n.
n n

Atunci folosind proprietatea 5 a radicalilor, avem

m'

a;:zhlv/a—m’=ﬂ'ml/m Y A = [V g = g

Obtinem astfel notiunea de putere cu exponent ragional poziti.

m
n

De ezemplu:
I 2
N A A I T W Yt S 7 VG
Din notiunea de putere cu exponent rational pozitiv, particularizatd la
: : N e :
numerele naturale n, respectiv la numerele rationale pozitive —, se obtine
n
notmnea de putere cu exponent natural, respectiv notiunea de radical, pentru
numerele pozitive.

Observafie. Cerinta a > 0,din definitie, este esentiald deoarece, in caz contrar,
1 x

formula (1) ar putea s nu aihﬁ sens. De exemplu, (—-2)4 dupd formula (1) ar trebui si
fie radical de ordinul 4 din —2, care nu are sens.

Proprietdti ale puterilor cw exponent rajional pozitiv

9 o m . . .
In'cele ce urmeazs presupunem ci — §i £ sint numere rationale pozi-
n q :

tive. Atunci:

mop m.p
i gt —a® N2 (e 5008
ﬂ m m
2 (0 B —a® - b™(at b = 0]
moom i
3° [%)n: “ (@3 0,5>0); -
bn

5 Baed = = L afunci = — 4"
- n q P

0
e =0}

7
a
Aceste proprietdfi se demonstreazd ugor folosind propnetatlle radica-
lilor. S demonstrim prima proprietate. Avem

m ;
. mg + np £.+p

a™ v a?® = Vo Vﬁ=ng/a_mﬂ%/&”—1’=.nq/amq‘*ﬂ:a B e

v




Lisam ca exercitiu, verificarea celorlalte proprietati.
Observatie. Proprietatea 12 este adeviiratd i pentru un numdr finit de facteri, adica:

m m

my My et My M e
an‘-aﬂ’-...-anh:an‘ L "k
Ezemple: 5 -5 =35 = Bti—.5k
il 7 e o0
a a4 =a = (Q}O}.

Pentru @ # 0, am convenit si punem a° = 1. Expresiei 0° nu i se da

nici un sens.
9. Puieri cu exponent rajional negativ. Asa cum am definit puterea cu

exponent intreg negativ (vezi § 1.3), definim si puterea cu exponent rajional

negativ.
. Y o = it v k o g
Fie ¢ >0, un num3r real pozitiv §i — un numdr rational pozitiv. Atuneci
n

prin definitie,

“n 1
a "=—
m
=
a
De exemplu: ‘
2 5 :
3_3——_1_.— 1 __1.27_‘6'_ 1 o 1 _A,L-A. ! ﬁ_l_
S 5 VI Ve 3 913
3 6
8 27

Acum stim ce inseamn# puterea cu exponent rational oarscare a oricarui
numir real pozitiv. Puterile cu exponent rajional oarecare au urmitoarele

proprietdti de bazi:

mo » m.p
1) a" -a?=a" %(a>0);
moomoom ‘

2) (ab)" =a™ - " (a, b >0);

m m

7 =5 @ b >0

b.‘.
=1

(
o 7= a® w0y
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Am demonstrat in paragraful precedent aceste proprietiti pentru cazul

exponentilor rationali pozitivi. Ele se pot demonstra gi pentru exponenti
rationali oarecare.

S& demonstrdm, de exemplu, proprietatea 1). Fie pentru aceasta ——

si £ numere rationale. Cazul in care ambele numere sint pozitive a fost dat
in paragraful precedent. Rémin atunci de considerat urmitoarele cazuri:
1° ambii exponenti sint negativi;
2° unul dintre exponenti este négativ, iar celdlalt pozitiv;
3° cel putin unul dintre exponenti este zero.
54 le analizdm pe rind:

1° Daci =, £ <0, atunci — e S ) Dupi definitie g1 aplicind
n dq n q 3

proprietatea analoagid a puterilor cu exponent rational pozitiv, avem.:

m D S gt

A I T 1 o 1 LW g

1y B en = el 2 ey
o q R ( q] [n +'q] -
a a a

a

2° In cazul al doilea fie, de exemplu, = = 0 gi —Iql <0 [adicé —L2 >O).
> i

S presupunem mai intii cd = >— £, Atunci, dupd definitie si proprie-
n q

tatea 5° a puterilor cu exponent pozitiv, avem:
7
m B m i n, Lo m g P : »
n q n 1 al n ( 'i’) n q .
g =—=4a =0
P ” \

Daci < — £ , atunci
q

n
m D m
A | 1 1
¢" -a? =q" =
- B Sl = ;
a n q
a a a
m m & . . -
Dar — £ > 2 — —(— —] $1 dupd situatia precedentd, avem:
q n n
m P -
1 1 1 =g
— — = 4a ,
el _ B _[iu rl,)
a & @ 4 a 2 G a@ s !
.
S n
T o M i o m « @
In stivgit,"dacd = — —Poadiey 2 _|_£ =0, atuncia™- a? = =
n n q o i
a4
“ @
el
= I =0'.U=(Ln i
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3° Dacii unul sau ambii exponenti sint zero proprietatea este evidenta
(avem in vedere cd a® = 1). :
Lasam ca exercitiu demonstrarea celorlalte proprietéti.
Observatie. Dacd in cazul puterilor cu exponent rational pozitiv am putut vorbi des-
pre .proprietatea 5, doar pentru B .'3 , in acest paragraf (dupd ce am definit puterilo
e
cu ex‘pan'ent,ra‘;ional negativ) ea se poate demonstra si pentru ir:_ < ? (cind @ > 0),

De exemplu;

i WSS s e
5 o 20 5
_i_zw” 5:1{3 20:(24] =2 = —=—
4 SRy
5 5
A6 -2

3. Funelia pulere cu exponent rational. Fiind dat un numar 1'a§1_onal — , mnenul,
n ‘

putem defini o functie

3=

f"(o DO)—)I:U,OC), f(:c)::c »
numitd funcfie pulere cu exponent ralional. ;
Deoarece f(x) = (}/ =)™, rezultd ci functia putere cu exponent rafional are pro-
prietiti asemidnitoare cu ale functiei putere. Asttel: :

< m g : ; ; o
a) Dacd — este pozitiv, atunci functia f este strict crescitoare.
n

x m : ! 3 : ,
b) Daci — este negativ, atunci functia / este strict descrescitoare.
n :

¢) Functia f este inversabild, inversa sa fiind
m
n
g (Us Oo) 52 (0,00), g(x) =T
Sd demonstram a). Fie z,, 2, = (0, o0) cu z; < x,. Folosind proprietatea analoagi
de monotonie a functiilor radical gi putere deducem cé Vs < V/z,, de unde (Vz,)" <
< (V=)™ adicd fla,) < flas).
Analog se demonstreazd b).

m
; n |m
S4 ardtdm in sfirgit proprietatea ¢), Dacd = = (0, o), alunci g(f(z)) = [E ) = z,

m

n

iar daci y e (0, o), atunci flg(y)) = [ym] = 1.
Deci g o f i fog sint egale cu' funcfia identicd a Tai
(0, oo,). Asadar, f este inversabild, g fiind inversa sa. i

Mai mult, fiind inversabild, functia putere cu
exponent rational este bijectivd (vezi § 3.7 din
cap. I1), in figfu-a V.7 am reprezentat graficul func-

-— _i_ -

tiei f : (0, co) = (0, oo, f(x) gt ® (construit prin : :
»puncte®). Cu linie intreruptd am reprezentat graficul \
functiei inverse g : (0, co) — (0, o0), gla) = a2 Fig. V.7



EXERCITII
I, 84 se giseascd radicalii:

a) |/{z — 1% b) Tz + 5% ¢ |/(2:c3 — 3z + 1)%; d) |/ (=822 + & — 1)
2, 34 se efectueze suma;

Vie =122+ V(5 — 2)*
8, Sd se construiascd graficul functiei / : R — R,
flz) = V' (x — 2) + |/ (5 — 22
4, 34 se pdseascd valorile lui z, pentru care sint definite expresiile:
A fle) =z —2; b) fla) =Yz —2; o) fla) = /327 5z —3;
®)=V3 oL/ 5x—5; o) flz) =Y 2"—z + 1.

54 se calculeze:

b

) /17382 — 522; b) }/373% — 252°; c) |/ (242,5)F — (46,5)%

6. S se simplifice expresiile:

i A 625
' 2oy Vi Vs, T Ve — 2
4 10 =
W — v Ve~ o8 Vs = =D
7. S se simplifice expresiile: '
) Ve = 1) (= F0OF; b} V{a*— a1k
8. Fird a caleula radicalii, sl se giiseasci care dintre numerele urmédtoare cste mai mare:

a) 2)/3 sau 3)/2; b) 5)/7 sau 8)/3; ¢) 3¥4 sau 4P 2.

9, Sd se simplifice expresiile:

0 VI b 3l ars: o 2212 [2=Vs,
AR/ D)

d) V&l_ o 1
a—1 a-+ 1
16. Sd se calculeze:
a) |/50 — 58 + /2 4 |/128; b) P2 + ¥250 — /686 — P/16;
¢) (218 —az+pe)- (Ve -2 —2 3); d) (V8 — 31/ 2 F1/10) "
(VI V16 +381/04).
11. Sd se rafionalizeze numitorii frac{iilor;:
a)lul/i:b) Sl AR L ﬁ;d),_ls_:
14 /2 a5 — a4 S 5 V347
31 , 8 AR
: fietg &0 ) _}ﬁ_:;g) ._1_ 0
2+V2-VE Vs +v2 o 2— 2431
e T
Vet
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12.

13,

14.

16.

17.

sa se simplifice expresiile:

i 2
. 31/ a 6 a’
) +a = — —( >0)_1
1 r i,r"/ a 21/ l/a a

3 3
2

L 2
o = (@>0,y>0,z#y).

sy
i/:c—!/y z =~y

Sé se rezolve ecuatiile:

) Ve+i=2 b)Yos—8=c—3dVa—1+1= |2+ z+8;

OV 7—Vi—3=2 e Yi—a+V5Fe=3

NV ti=2z—Vz—8.8 )V 1+a/ ot 2=z +1;
Wy atat )V a—z=|2; i)/ 2—3— | «+3=2—|/10;
D Vidtar=c+)T—az; k) ¥z +45— z—16=1;

D/ a—1+)c—24+ ) 5—3+1=0; m)z+ I/B_—H/?: 0.
54 se construiascd graficele funciiilor:

a) fii[l, )= R, fifz) ="z —1; b)f:R=R, filx) =z —2;

o) fs: R~ R, fa) =¥z —2.

1a.

S8 se aseze in ordine cresciitoare numerele:

_2 L irmat ‘ wkpin
257 G G e
o 1,12 V3 Y

5 se demonsftreze identitdtile (formulele radicalilor compusi):
——— qfatvV@=s fa—vVa=3
Vat+vs = \/ el 4

= a+/a*—b a—|/at—b
V“_Vbi\/ = 2 = 2 3

unde @, o §i a® — b sint numere reale nenegative,

Folosind formulele radicalilor compugi si se transforme expresiile:
a) I/s+21/%; b) Ve—120; o V1o—2/21; a9 — s,
) Ve —yz—4 |

18. S se demonstreze ci, pentru 1 < z < 2,

Vz-_|—2|/.x—1-|~]/x—2f/;~_1=2.
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19. 54 se calculeze:

i 3\&
Yz [« g7 [ E )
12 3 il AR
Vo \var ]\ 3
pentru x = 5. y = 20.
29. Si se calculeze: f
bt e )
‘Tz “‘.’]2 (x_l%'y_x)-}' 1 1 3. & 2+y ; 2
[x2 + y*

daca se da ca:

1

Ve (2—9@) i Vy‘:i/‘z(#)”.

V3
21. Si se arate cd, pentru orice a > 0,5 > 0, ¢ > 0 i |/abc > 2, are loc identitatea

-\/abc+4 VE
e e I
a a _1

|/ abe — 2 i




Prin introducerea numerelor reale se pot exprima rezultatele oriciror
masuratori, dar problema solutiilor ecuatiilor de orice tip, cu coeficienti
reali, nu este rezolvatd. Ecuatii simple ca 22 +1 =0, 22+ 2+ 1 =0 nu
au solutii in multimea R a numerelor reale. De aceea, se pune in mod necesar
problema extinderii in continuare a notiunii de numdr. Aceastd extindere
conduce la notiunea de numdir complex. Vom arita la sfirgitul acestui capi-
tol ¢d multimea numerelor complexe este suficient de largd, incit orice ecuatie
de gradul al doilea cu coeficienti reali sd aibd solutii in aceastd multime.

Numerele complexe nu reprezintd rezultatul unor mésurétori gi de aceea,
teoria numerelor complexe are un caracter mai abstract, mai formal decit
teoria numerelor reale. Remarcdm cd in pofida acestui grad de abstractizare
a notiunilor, teoria numerelor complexe, prin implicatiile sale, are multiple

_aplicatii practice (de exemplu, in: mecanicd, electrotehnicad, fizica atomica
g.a.). L

§1. MULTIMEA NUMERELOR COMPLEXE

1.1. Definirea numerelor complexe

Prezentam acum constructia multimii numerelor complexe, plecind de
la multimea R a numerelor reale.
Fie produsul cartezian

R x R={(a, b)|a, b cR}

adicid multimea perechilor ordonate de numere reale.

Precizam cd, doud perechi (a, b) si (a’, b’) sint egale dacii gi numai daca
a=a' g b=>" Astfel egalitatea (a, b) = (a’, b’) este echivalenti cu doua
egalititi de numere reale: @ = a’ §1 b = b". :

Definim pe multimea R x R doua operatii algebrice: adunarea si inmul-
jirea.
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Daci z = (a, b) si 2" = ta’, b’) apartin multimii R.x R, atunci definim:
z%z’:(a—l—a’,’ b+ b"). 1)

Elementul (a2 + a’, b + b’) se numeste suma dintre z si z’, iar operatia prin
care oricaror elemente z §i z’ din mulfimea B x R se asociazd suma lor, se
numeste adunare.

De asemenea, definim:
zz' = (aa’ — bb', ab’ + a'b). (2)

Elementul (aa’” — bb’, ab’ + a'b) se numeste produsul dintre z i z’, iar ope-
rafia prin care oriciror elemente z i z’ din multimea R X R se asociazd pro-
dusul lor, se numeste mmuime

De exemnplu:
(2, =1) + (=8, ) =2 -3, —1 + 1) = (—1, 0),
(2, =D (=31) =2 (=3) = (=1) 1,21 4 (—1) (=3)) = (—6 4+ 1,24+ 3) =
X = (—5, 5). '

Definitie. Fiecare element al mulfimii R x R, pe care sint definite cele
doud operatii precedente (1) si (2), se numeste numdr complez.

Se noteazd cu C mulfimea numerelor complexe.
Fie submultimea Iui O:

R' = {(a, 0) | a € R}.

Functia de la R la R’ definitd prin
.a — (a, 0)

este evident o functie bijectivd de la multimea R a numerelor reale in sub-
mulfimea R’ a lui C. :

‘Mai mult, operatiile de adunare i inmultire a numerelor complexe care
apartin multimii R’ se transcriu astfel:

(a, 0) + (a', 0) = (a + d', 0);
(a, 0)(a’, 0) = (aa’, 0).

Aceste relatii aratd od adunarea si inmultirea pe R’ se fac dupi aceleasi
reguli ca adunarea gi inmulfirea numerelor reale. Din acest motiv rezulti
cid R’ are aceleasi'proprieté‘yi aritmetice ca multimea R a numerelor reale.-
Acest fapt, permite sd identificim numdirul complex (e, 0) cu numirul real
a. Practic, aceastd identificare revine la a inlocui numirul complex (a, 0)
cu numdrul real @ gi invers.

Agadar punem (a,0) = a. In particular, numerele complexe (0, 0) si (1,0)
sint numerele reale 0 s1 1. .
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1.2. Proprietdtile adunirii numerelor complexe

1° Adunarea este comutativd, adicd oricare ar fi z si z’ din ¢, avem

Z-E 2l —zl

intr-adevir, daciiz = (a,b) iz’ = (o’ b’), atunci avem z + 2’ = (a, b) + (a/,b’) =
= (a+ a’, b+ b'). Analog avem 3z’ + z= (¢’ +a, b’ +b). Cum insi adunarea
numerelor reale este comutativi avem a +a' =a" +a g b+ b =0+ b. Deci
(@ +a, b +¥b)=(a" +a, ¥+ b), adicd z + 2" = 2" + z.

2° Adunarea este asocialivd, adicd oricare ar fi z, 2z’ gi 2" din C, avem
z+2)+2" =2+ (2" +2).

fntr-adevir, daci sz — (a, ), 2" = (a’, 1) 51 2” = (a”, "), atunci avem (z + z") +
+ 2" = [(a, ) + (a’y ¥)]+ (2%, B’)=.(a+ o', b+ )+ (¢, b*) = (la +a') + o,
(b -+ &) + b”). Analog avem z + (2" + 2”) = (a + (a’ + &), b + (&' + b”)). Cum insd
adunarea numerelor reale este asociativi avem (a + a') + a’ = a + (&’ + a”) si
(6 +06)+0" =05+ (b"+0b"). Deci (z + 2°) + 2* = z + (2" + z"). '

3° Element neutruw. Numirul complex 0 = (0,0) este element neutru
pentru adunare adicd oricare ar fi z din € avem -
z-40=0-F2z—xz
intr-adex}ﬁr, dacd z = {a, b), atunci cum 0 este element neutru. pentru adu-
narea numerelor reale, avem
554 0= (a,b) +(0,0) = (@ + 0,5 + 0) = (a,b) = 2.
Dar dupd proprietatea 1°, avem de asemenea 0 -} z = z.

4° Orice numdr complex are un opus, adicd oricare ar fi z din € existd
un numdr complex, notat cu —z, astfel incit

2+ (—2)=(—2)+2=0.
Intr-adeviir, daci z = (a, b), atunci —z = (—a, —b), deoarece
2t (_3) = (Ct, b) == (_-lg'a _b) o= (‘z G (_ﬂ'): b + (_b)) = (U: 0) = 0.

Conform proprietitii 1° avem, de asemenea, (—z) + z = 0.

De exemplu: i i

dacd z; = (2, 3), atunci —z;, = (—2, —3),

daci zy = (—1, 1), atunci — z, = (1, —1).

Observaiie. Dacd z si 2z’ sint numere complexe, suma z - (—2z’) ¢ noteazd, simplu
prin z — z’ §i se numeste diferenta dintre z gi z’. Operatia prin care oriciiror doui numere
complexe z si z” se asociazi diferenta lor se numeste scidere.

Dacd z = (a, b) si 3" = (a/, '), atunci avem formula:

1—2 = (g —=a’) b="b) (3}
De exemplu: daci 3= (2, —5) §i 2’ = (=38, 1), atunci z 3 =3 (=7) =

= (2, =5) +[— (=3, )]=(2, =5 + (3, —1) = (5 —6). i
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1.3. Proprietitile inmulgirli numerelor complexe

1° Inmultirea este comutativd, adicd oricare ar fi z si 2z’ din C, avem:
Yozl— 212,
tnir-adevir, daci z = (a, b) si 2/ = (a/, b), atunci zz’ = (a, b) (@', b) = (aa” — bb’,
ab’ + o’b). Analog, avem 2z = (@’a — b'b, a’b + ab’). Cum adunarea si inmultirea
numerelor reale sint operatii comutative, avem aa’ — bb’ = a'a — b'h si ab’ + a'b=
= a'b + ab’.
Déei z2( — 2'z;

2°. Inmultirea este asociativd, adicd oricare ar fi z, 2’ g1 z¥ din C, avem
(aal)z" = z(a'at). :
fntr-adevir, daci z = (a,b), 2’ = (a’, ') si 2" = (a’, b"), atunci (zz’) 2 = [(aa’ —
§

— b, ab’ + a'b)] (a”, b") = ({aa’ — bb')a”-— (ab" + a'b)b”, (aa’ — Bb)B” + a’(ad” +
1 a’b)) = (ad’a” — bb'a” — ab’b” — a'bb”, aa’b” — bb'b” L+ a’ab’ + a”a’b). Analog,
avem z(s'z") = (ea’a” — ab’b” — ba'd" — ba’b’, aa’t” + aa”d’ + a'a’b — b'b"b).
Avind in vedere comutativitatea adunirii si inmulfirii numerelor reale, rezultd ci

expresiile lui (z2)z” si 2(2'z”) sint aceleagi; deci (22°)2" = =(z'z").

3° Element neutru. Numirul complex 1 = (1, 0) este element neutru
pentru inmultire, adicd oricare ar fi z din C avem

z:1=1:z=2.

intr-adevir, daci z = (g, b) atunci cum 1 este element neutru pentru inmultirea
numerelor reale, avem
z+ 1= (a,b) (1, 0)= (e, b) =z

Dupd proprietatea 1° avem, de asemenea, 1-z = z.

4° Orice numir complex diferit de O are un invers, adicd oricare ar fi
z # 0 existd un numdr complex, notat cu z71, astfel incit

2zl = z71z = 1.

Fie z = (a, b) difcrit de (0, 0), adicd cel putin upa din componentele a sau b este
nenuld, altfel spus,” a® - b% % 0. Dacil (z, y) este un numir complex astfel incit
(a, B) (z, y) = (1, 0), atunci

\ (ax — by, bz - ay) = (1, 0).
De aici rezultd: 3
i ax — by =1,

bz + ay = 0.

Il

. Rezolvind sistemul, se obline:
b
= .
a® 4 b® a® + b?

N TR fi—

Dupa proprietatea 1° avem, de asemenea,
':-’.C., y) (G,, b) = (ls U)'
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Deci

z—1=[ a —b
a’—i—b" at + bt )

Observatia 1. in loc de z-1 (z# 0), se folosés}te uneori notatia = Daci z’ = (a’, V')
pete

este un alt numir complex, atunci z’2~! se noteazi fncd prin s si se numeste citul im-
z

parpiric lui 2° la z (z 5 0),

Citul £ este definit de formula:
Z

2 (ad +bY ab —ab (%)
z_(a"'—i—b“' a”+b3] -
Exemple:
1) dacd z = (2, -—ﬂatuncizﬂ:i:{ : 5 1 ):z[i.i).
2 Ao ahtd 5" 5

2) daci z = (2, —1) si 2’ = (1, —1), atunci

z'z-1=i'=[2‘1+(—1)'(—1) e e L
z 41 ; &+ 1 ]""

_(2+1- ey _(i —1)
5 5 ) SUs s
5°. Inmultirea este distributivd fajd de adunare, adici oricare ar fi z, 2z’ i
z' din €, au loc relatiile:

zlzi -2zl =2z -+ 22"
(=l — = misin

fntr-adeviir, dacd z — (a, b), z* = (a’, b") siz” = (a”’, b”’), atunci z(z" + z”)=(a, b)-
(@, ¥) + (@ &)= (a, ) (a’ + a”, b + b”) = (ala’ + a”) — b(¥’ + b”), alb’+b") +
+ (@’ + a”)b) = (aa’ + aa” —bb" — bb”, ab’ + b’ 4 a’b + a”’b). Pe de altd parte,
avem zz" 4 zz” = (a, b) (¢, B’) + (a, B) (a”, b"’) = (au’ — bb’, ab’ + a'b) + (aa” — bb”,
ab’ 4 a’’b) = (aa’ — bb’ + aa’’ — b, ab’ + a’b + ab’ + o’b). Avind in vedere comu-
tativitatea adunirii numerelor reale,rezultd ci expresiile lui z(z’ + z) §i 22" + 73"
sint aceleasi; deci z(z" + 2) = 22" + 22",

Analog, se demonstreazi cea de a doua relatie pe care o lisim ca exercitiu.

Observajia 2. S4 observim ci numirul complex (0, 1) are proprietatea (0, N TFE=
= (—1, 0) = —1. Rezultd deci ¢ (0,1) este o réddcind a ecuatiei =% + 1 = 0. Asadar,
aceastd ecuatie are solutii in mul{imea numerelor complexe, ceea ce nu era posibil in mul-
{imea numerelor reale.

§2. FORMA ALGEBRICA A NUMERELOR COMPLEXE

2.1. Notatia z = (e, b), introdusé pentru numerele complexe, nu este
prea comodi in calculele cu numere complexe. De aceea, de obicei, se folo-
seste o altd scriere a numerelor complexe. Convenim sd notdm numirul com-
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plex (0, 1) prin i. Atunci, dup# regulile de adunare gi inmultire & numerelor
complexe, avem.: . 0.0

(a,b) = (a,0) + (0, b) = (, 0) + (b, 0) (0, 1).

Deoarece (a, 0) si (b, 0) se identificd cu @ respectiv b, iar (0, 1) s-a notat
cu i, atunci aceastd scriere se reprezintd sub forma.

(a,b) = a + bi.

Aceastd expresie se numeste forma algebricd a numdrului complex (a, b).

“De exemplu:
(2, —1) =2 + (--1)i = 2 —i;
(1, 00)=140 *i=1;
(0, —5) = 0 + (—5)i = —5i.

In continuare vom scrie numerele complexe sub forma lor- algebrica.
Numirul complex i se numeste unitate imaginard. Numerele de forma bi,
cu b numar real, se numesc imaginare. Dacid numéarul complex z se scrie sub
forma z = a + bi, atunci e se numeste pariea reald, iar b pariea imaginard a
numirului z. Numirul b se numeste coeficientul pdriii imaginare®. \

De exemplu, pentru numirul complex & - 5i, partea reald este &, iar partea imagi-
“nard 5i; coeficientul par{ii imaginare este egal cu 5. Pentru numirul —2i, partea reald
este 0, cea imaginari —2i, iar coeficienful pértii imaginare este —2. Pentru numd-
rul 3, partea reald este 3, cea imaginard este 0 i = 0, iar coeficientul par{ii imaginare
este egal cu 0.

Reludm mai jos adunarea i inmultirea a doud numere complexe repre-
zentate sub forma lor algebrica. Astfel:

(a + bi) + (¢’ + b)) = (@ + a’) + (b + b7)i; (1)
(@ + bi) (@’ 4 bi) = (aa’ — bb") + (ab’ + a'b)i. (2)

Deci, suma a doud numere complexe este un numdr complex a cdrui parte
reald, respectiv umaginard, este suma pdrjilor reale, respectiv imaginare, ale
numerelor date.

Formula (2) care d& inmultirea a doud numeére complexe este mai greu
de retinut gi chiar de formulat. Observim insd c#, dacd z = a + bi §i 2’ =
— @' + b"i sint numere complexe, atunci avind in vedere proprietitile opera-
tiilor pe C rezulti:

(@ + b1) (a’ + b1) = a:cc’ + (ab’ + a'b)i + bb'i%

Dar, inlocuind i2 = — 1 in ultima relatie, se obtine formula (2').

Pentru un numér complex z = a -+ bi se noteaz#, uneori, @ = Re(z), care se citegte
,real de z* si b = Im(z), care se citeste ,imaginar de z*.
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2.2, Numere complexe conjugate

Dacd z = a + bi este un numir complex, atunci numérul ¢ — bi, notat
prin 2 (adicd z barat) sau a + bi se numeste conjugatul siu. Evident, conju-
gatul lui 2 este z. De aceea, numerele complexe z §i Z se numesc conjugale.

Dacd @ este un numdr real oarecare, atunci

a=ua-+0i=a— 0i=a,
gi deci a este egal cu conjugatul siu. Mai mult, dacd a | bi este un numair
complex  astfel incit @ + bi = a — bi, atunci b = — b, de unde b = 0. Deci
a-+bi=a-} 0i =a este un numir real.

Astfel, amn ardtat cii: dintre toate numerele complexe, numerele reale (st
numai ele) sint egale cu conjugatele lor.

Avem urmitoarele proprietati:

1° Suma si produsul a doud numere complexe conjugate sint numere reale.
Intr-adevir, z + 2 = (a + bi) + (a — bi) = 2a i

2z = (a + bi) (@ — b1) = a® + b2

2° Oricare ar fi numerele complexe z gi z° avem

z+2z'=2+4 7,

’

58 = Z5

-

Intr-adevir, dacd z = @ + bi §i 2’ = o’ + b'i, atunci

2tz =(et+a)F+ BdF+b)i=(a+a)—(b+b)i=
= (@ — bi) + (o' — b'i) = 2 + 2';

7z’ = (aa’ — bb’) + (ab” + a'b)i = (aa’ — bb") — (ab’ + a’b)i =
= (a — bi) (&’ — b'i) = 27"
Formulele (3) si (4), aplicate numerelor complexe scrise sub formd alge-
bricd, dau relatiile:
(@ 4 bi) — (a' + 1) = (@ — ') + (b — b 3
@ + ¥ _ea by | ab —ab, @)
a - bi a® 4 b* a® 4 b®

Pentru relatia (3’) se poate da o reguld analoagi celei date pentru adu-
a’ + i
a 4 bi

nare. Observim, de asemenea, cid (4') rezultd dacd amplificam fractia

prin conjugatul numitorului, care este a — bi.
In particular, asa se poate proceda si pentru aflarea inversului unui numér
complex. Intr-adevir, daci o' +b'i=1 §i a + bi # 0, atunci
1 a— bi o g bi_ a b

s = = — i
a + bi (@ + bi) (@ — bi) a*+b* a®*+b* a®4bf
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Ezemple: - .
I—i - (T=9)@=i) " M—TF—3i—1" 20-—10]

1) e L = =213
341 (3 +1) (8 —1) 941 10
2)2+3i=(2+3i](2-1) & — 2+ 6i+ 3 7+4i=—7-+ii;‘
241 (2 +1i) (2 —1) &1 L s 5
1 & 1—1i 1—1 i_i]
L G e

2.3. Modulul unui numir complex

Modulul unui numdir complex z = a -+ bi se definegte ca fiind numdrul
real |/ a®4 b? §i se noteazd prin |z |= |a + bi|.
Modulul unui numir complex z = a + bi este intotdeauna pozitiv, el
fiind bgal cu zero dacd si numai daci a =b = 0.
Ezemple: |1+ 38i|=)/T+9=/10,| —1 —i|=}VT+1=)72,
120 |=|0+2i|=)/0+k=2,]4|=|&+0i|=)16+0=4
Dacd z g1 2z’ sint doud numere complexe, atunci
L Jd# 1=1z11%1;
2° 2| —=lz| <12 +z2]<|2" |+ |2t
S demonstrim prima relatie. Intr-adevir daci
z=a+bi gi 2’ =a’ 4 b'i, atunci |2zz' | = | (aa’ — bb’) + (ab’ + a'b)i | =
= |/(aa” — 06’y + (ab’ + a'b)? = |/ (a® + 8?) (@ + b7) =
—V@EFRY = |z| ||
A doua relatie o ldsdm ca exercitiu. Noi insd o vom demonstra in para-
graful urmitor pe cale vectoriald.

2.4. Puterile numirului i

Conform observatiei 2 din paragraful 1.3 avem i?= — 1. Atunci se

deduce succesiv: ®
== (—1i=—i
A e =8 = ()=

In general, fie » un numér natural oarecare. Atunci numdirul n se gaseste
intr-una (i numai intr-una) din urmatoarele situatii: ;

1° n = 4k (k, numir natural) gi deci i® = i% = (%)t = 1k — 1;

2° n = 4l + 1 (I, numir natural) gi deci i* = i+l =i -i = 1 =8

3° n=4p+2 (p, numir natural) si deci i*=i?+2=i% . 2=1(—1) = —1;

'4° n = 4q 4+ 3 (¢, numdr natural) i deci i"= i*+3=i% . 3 = {(—i) = —1i.
Asadar, puterile cu exponent natural ale lui i sint elementele multimii {—1,
11 _l: 1}
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De exemplu,

iz&zid.ﬂ-,-l:(i-l)ﬂ.j:i.j:j, !

8 = j4.4+2 _— (id)'i,'iz e {_]) = —
181 — {4743 (19719 = 1 + (—i) = —i.

§3. REPREZ ENTAREA GEOMETRICA A NUMERELOR COMPLEXE

3.1. Amintim cd numerele reale se pot reprezenta prin punctele unei
axe. Mai precis, fie d 0 axid pe care fixdm o origine O i 0 unitate de masuri.
Dacd asociem fiecdrui punct al dreptei d abscisa sa, se obfine o functie bijec-
tivd de la punctele acestei drepte in multimea numerelor Teale.

Un numdr complex,z = a 4 bi, este determinat prin dou# numere reale
a $i b. De aceea este natural ca si reprezentdm geometric numerele complexe
prin punctele unui plan.

Fie pentru aceasta un plan = in care ne fixdm un sistem de axe ortogo-
nale z0y. Fiecirui numar complex z = a + bi, i se asociazi punctul M de
coordonate (a, b) (fig. VI.1).

Punctul M se numeste imaginea geometricd-a numéarului compIex a - b1,
lar numdrul ¢ + bi se numeste afizul punctului M.

Din teorema lui Pitagora, aplicatd in triunghiul dreptunghlc OMM se

deduceci OM =\ oy + MM? = [/ a* + b2 = | z |. Aceasti egalitate ne
aratd cd lungimea segmentului [OM] este modulul num&rului complex

z=a - bi.

]I O ]

Fig. VI:1 Fig. V1.2
Exemple, Numerelor complexe 1 4 3i, —1 +i, 2i = 0 + 2i, 3 =3 + 0i, li se aso-
ciozd respectiv punctele (1, 8), My(—1, 1), M40, 2), My(3, 0) (fig. VI.2).
Avem OM, = |1 + 3i | = /10, oM2 | —1—i| =2 OM,=|2i] =2

OM— |8 1=k

Asocieréa
z=a -+ b - M(a,b)

este o functie bijectiva de la mulfimea numerelor complexe la punctele pla-
nului w. Prin aceastd functie, multimii numerelor reale ii corespunde axa z'z,
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iar mulyimii numerelor imaginare ii corespunde axa y'y. De aceea axa 2’z se
numegte axa reald, iar axa y'y axa imaginard. Planul ale cirui puncte se iden-
tificd cu numerele complexe prin functia bijectivd definitd mai inainte se
numeste planul complex.

3.2. Interpretarea geometrici a adundrii §i sciderii numerelor complexe

Numerele complexe au si o altd interpretare geometricd. Sd asociem
: » ¥ :
fiecirui punct M al planului = vectorul O M, care are originea in O i capitul

in punctul M. Aceastd asociere este evident o functie bijectivé de la multimea
numerelor complexe fn multimea vectorilor care au originea in (0, 0). Astfel

. —
fiecare numéar complex @ - bi poate fi reprezentat geometric ca vectorul O M
unde M are coordonatele (a, b). Se spune ci (a, b) sint coordonatele vectorului
—_—
oM. _

Reprezentarea numerelor complexe cu ajutorul vectorilor ne di o inter-
pretare simpld a adundrii numerelor complexe:

(@ + bi) + (¢’ + 1) = (@ + a') + (b + b)i.
Este cunoscut ci la adunarea vectorilor coordonatele corespunzitoare
P—
lor se adund. De aceea dacd vectorul OM (fig. VI.3) are coordonatele (a, b),

iar vectorul OM’ are coordonatele (a’, b"), atunci vectorul ES',-(S fiind al patru-
lea virf al paralelogramului, care are celelalte trei virfuri respectiv M, O si M')
are coordonatele (a + a’, b - b'). Acest vector corespunde numdirului com-
plex (a + a') + (b + b)i care este suma dintre a 4 bi i ' + b'i.

Y |

Fig. VI.3 : Fig. V1.4

Ezemplu. Fie numerele complexe z; = 3 4 2i §i z, = 1 4 3i, reprezentate in plan
—_— —_— . . 3 .
prin vectorii OM; si OM, unde: My(3, 2) §i M,(1, 3) (fig. VI.4). Atunci suma z4 = z, +
g ——
+4 2y = (8 4 2i) + (1 + 8i) = & 4 5i este reprezentatd in plan prin vectorul OM, unde
M, este punctul de coordonate (4, 5).
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Observim, de asemenea, ¢ opusul numérului a -+ bi, care este —a —bi,

este reprezentat prin wvectorul Cﬁfl, unde M, este simetricul punctului
M(a, b) fatd de origine (fig. VL.5). Astfel se deduce ugor interpretarea geome-
tricd a scdderii a doudi numere complexe.

Cum 2z’ —z =2"4 (—2), avind in vedere interpretarea geometrici
a adundrii numerelor complexe,rezultd cd D are coordonatele (a’ — a, b’ — b)

—
gi vectorul 0D corespunde diferentei
2 —z=(a"—a)+ (b’ — b
Avem OM = |z |, OM'=|z' |, OD= |2 —z | si OS=|2 4z |.

Relatiile dintre laturi in triunghiurile O MS si O M M’ dau respectiv:

MS — OM < 0S < MS + OM,
OM' — OM < MM' < OM' + OM.
Dar cum MS = OM’' si MM' = OD, rezulti:
e de—tlizlis e tarlea| 2 [ e )
2| —lz| < |2 —z2|< |2" |+ |z

Obserpatie. Definifia produsului numerelor complexe are o interpretare geometrici
mai pulin simpld. Aceasta se va face la geometrie,cu ajutorul reprezentirii trigonometrice
a numerelor complexe.

Vi

Fig. V1.5 Fig. V1.6

3.3. Interpretarea geometrici a numerelor complexe conjugate

Dacd M este imaginea geometricd a numarului complex ¢ 4~ bi (fig. V1.6),
atunci simetricul M al lui M fatd de axa reald este imaginea geometricd a
conjugatului sdu, a — bi.
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Observam, de asemenea, cd numerele
complexe de modul egal cu r se reprezinti

N e \ in plan prin punctele cercului cu centrul in
LA ) \ origine si de razi egald cu r.
‘- N decThinr
S R T TR T el X 2
\ : /{)] N i / De ‘exzemplu, numerele: [ V% i, l—/:
\ N Ve, VI VT, |/‘ vz,
:}(li’ g \ M, S s P e ATy N
) *1 modul este egal cu 1 se gésesc pe cercul cu
y cenfrul in origine si de razi unitate (punctele
Fig. V1.7 M,, M, My, M) (fig. VL.7).

§4. REZOLVAREA ECUATIEI DE GRADUL AL DOILEA CU
COEFICIENTI REALI '

In capitolul I, am rezolvat ecuatia de gradul al doilea cu coeficienti reali,
in cazul in care disecriminantul sdu este pozitiv sau nul. Am aritat astfel ca
radacinile ecuatiei

azx? t+bx+c¢=0,a # 0,
pentru A = b? — 4ac > 0, sint date de formulele:

—b 4+ /b2 — lkac "
Tyy2 = %

In acest caz ridacinile ecuatiei sint numere reale.
1. S& rezolvam acum ecuatia
axt 4+ bx+e¢=0,a #0,
in cazul in care A = b2 — 4ac < 0.
Stim ci ecuatia az? 4 bz + ¢ = 0 se mai poate scrie gi sub forma:

($+£}2_’L__4“=0_
2a

La®
Cum A = b — 4ac < 0, atunci — A = &ac — b% > 0.
In multimea numerelor complexe ecuatia se poate scrie astfel:

(o +2) —(252) =0

5aU
1{/ A b i/—=a)y
[x+2a+ )[&&' 2a 2a )_0’
de unde _
b, iV —A b i/ —A
x+2—a+—2a —Osaux—i—ﬁ = g = 0.
Deducem de aici cd, in acest caz, rdddcinile ecuajier de gradul al doilea sint:
—b -+ il hac — b . —b — i}/ bac — bt
fue 2a = 2a L
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Agsadar, daci A <0 rdddcinile ecuapiei ax? 4 bz 4 c =0, a # 0 sint
numere complexe conjugate.
Relatiile lui Viéte sint- evident aceleagi ca in cazul cind A > 0, adicd

b
CGI—}—RFZ:—';)

= “XQ
X%y = —.
a

2. Formarea ecuaiei de gradul al doilea cind se cunosc rdddcinile.

Fie z; si 2, numere complexe date. Pentru ca ele si fie radécinile unei
ecuatii de gradul al doilea cu coeficienti reali, trebuie ca =, §i x, sé fie conju-
gate. Deci #; = a + bi §1 x, = a — bi. Atunci

T+ v, = 2a 81 2,2, = a® | b%

Ecuatia de gradul al doilea care are ca raddcini pe 2, §i @, va fi 2* 4 pz +
+ g =0, unde —p = z; + @, = 2a, iar ¢ = T2, = a® | b2

Deci, ecuatia 22 — 2ax + a® + b2 = 0 are ca riédécini numerele com-

plexe: a 4 bi si a — bi.
: 3. Descompunerea trinomului de gradul ol doilea cu coeﬁczenu reali in
produs. de polinoame de gradul intii. .

Fie trinomul X2 + bX 4 ¢, a # 0, cu &, b, ¢ numere reale. Dacid x; §i
2, sint rdadicinile ecuatiei az? + bz + ¢ = 0, atunci un rationament analog
celui ficut in cap. I, § 2.4, pentru cazul b% — 4ac > 0, di

aXt+bX +c=a(X — z;) (X — ;) = (aX — az;) (X — z,).

Deci orice trinom de gradul al doilea cu coeficienti reali se descompune

in produs de polinoame de gradul intii cu coeficienti complecsi. Din cap. I,
§ 2.4 rezultd ci in cazul b2 — 4ac > O gi numai in acest caz, trinomul de gra-
dul al doilea se descompune in produs de factori de gradul intii cu coefjcienti
reali.

Ezemple. 1) S84 se rezolve ecuafia: -

22+ x4+ 1 =0.

Avem A=1—4=—3 < 0. Atunci z; = —142-'1V~3 8L Tgim _1_;'/_3 :

2) S¥ se giiseascd ecuatia de gradul al doilea care are rdddcinile z, = |/ 3 — isiz, =
/3 +i. Avem z, + 2, = 2|/ 3 §i z,2, = &. Deci ecuatia ciutatd este z* —2)/ 3z +
b =10 .

3) Si se descompuni in factori de gradul intii trinomul X? — 2X 4 10.
Raddcinile ecuatiei 2 — 2z 4 10 = 0 sint:
x;=1+43i 51 2, =1 — 3i.
Atunei X? — 2X 4+ 10 = (X — 1 — 3i) (X — 1 4 3i).

Aplicatie. Descompunerea trinomului in factori de gradul intii se folosegte la simpli-
ficarca fractiilor. Dac# printre factorii numirdtorului si ai numitorului sint trinoame de
gradul al doilea, le descompunem in factori de gradul intfi ca la pet. 3 gi apoi factorii co- -
muni la numdirator si la numitor se pot simplifica.
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X® L 10X — 11 ;

—5X2 47X —2

Descompunind in factori num#ratorul si numitorul, obtinem:
XH10x—1 _ (X—1) (X4+11) _ X411 i
~EXAL TG T ) (~EX 2) . —EX D

' X+ X4 X 41

X3 4+ (1 —i)X2 —

A+ X+ X+ (X)) (X 4i) (X—i) X iy,
ek (=i =X e e U =) e E

Egzemple. 1) Si se simplifice fractia:

2) 34 se simplifice fracjia

Avem

1. Si se giseascd numerele reale = si y din ecuatiile:
a) (5% + 3yi) + (2y — ai) =3 — §;

b) (m+3yi}+2iy+2xi:4+ai;

¢) [— 3y+~%-:z:i)——(— 8z + 5yi) = —2 + 12i;

z — 2 y — 3
dy ——
) 1~i‘+1+i

= 1 — 8i.

' 2, Sise calculeze:
a) (2 +1i) (3 —2i); b) (—6 +1) (5 + 2i);¢) (X 2— i) (V3 4 2i);
d) (V2 +38i) (83— 1/21); e) (V3 + 1V 20) (V3 — )/ 2i).

‘8, 84 se calculeze:

a)2+35_b) 2 .c)1+11/3 a,[/b—l—bl/al_e —2 -5 6—7i
P o e pha et s b|/a—a|/b1 A1 Gty
f)a——bikib—ai. )|/1+a+il/1—a_[/1wa+i[/1+a_‘

bools ek B S Y=/ T=a. Viea—iY/T+6
Sk s
h)(1+;[/7] +(1‘;V7).

4. Sd se demonstreze egalitiifile
s i el T

S - —95 4 25 i T TR T

6. Sd se spund care sint conjugatele numerelor complexe: 1 + i, 2 — 3i; 5; 4i; 0, 2i — 1
si sd se interpreteze geometric.

a)

6. S4 se calculeze:
a) i8 - 10 4§20 | 36 4 §46; B) (—i)® 4 (—i)1 4 (—i)® 4 (—i)® 4 (_i)m.
)i+ i0 it . fin(n> b);d)i-iz-i3-j4- - jl00; o)rﬁ_l?l+ TR

f) [i(2 — )% g) (2i(3 — &) h)in 4 i 4 im0 4 n8, < N
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.7, S4 se giseascd valorile reale ale lui m astfel incit numirul 3i* — 2mi2 4 (1 — m)i +
+ 5 s4 fie: a) real; b) imaginar; c) nenul.

. B. S se giiseascd toate numerele complexe ale ciror pétrate st fie:

/' |/3 —7 __1_ |/r§l
/ aiib) o — i d) o 4 V8

9, Si se reprezinte in plan numerele complexe:
a) 3+ 5i; b) & —i; c) —2 —2i; d) —4&i; e) 5i; 1) —5 —5i.,
10, S# se dea interpretarea geometricd a formulelor: '

(1 4 31) + (L — 3i) = 2;
(8 — 5i) + (—1 + 3i) = 2 — 2i.

11. 84 se descompuni in factori de gradul intii trinoamele:
a) X*—2X +2; b) 4X2 4+ 4X 4 5; ¢) X2 — 14X + 74
12. S# se rezolve sistemele:

a){x—l—y=6, b){2z—-3y:1,

xy = 45, a =il
18. Si se simplifice fractiile: \
a) 15X2#8mX+mz; b 12X3—X~—1; o Xe—2X*— X 42
192.X* — mX — m? 3X% 4+ 5X — 2 X3 — 3% + 2X
a) X441 ;eXZ—X—kl' g X0+ 3X —2
S 5 L Xo 4 x241' WA D eIl s

14, S se giiseascd ecualiile de gradul al doilea cu coeficienfi reali, astfel incit una dintre
ridéicini si fie: '

a) (3 —1i) (21 — 4); h)

o c¢) |/ a+ /b (ab fiind numere reale i pozitive).
i

15. 54 se rezolve ecuatiile:

a) z* = 27; b) z® = — 27; ¢ 3z = 2; d) a® = —5; e) 2 = 16; f) =% = — 16;
g) z* = — 3; h) 3z% = 5.
16. Si se giseascd suma tuturor rddicinilor ecuafiilor:
a) 2® = —4; b) a2t = 4,
17. 84 se giseascd produsul tuturor rddicinilor ecuafiilor:
a) 23 = 6; b) zt = LLGI

S se arate cd pdtratul unui numir complex z = a + bi este reél dacd si numai dac#
ori a =0, ori b = 0.

18

19, Si se giseascil numerele reale x si y astfel incit

a) (zi — y)? = 6 — 81 + (2 + yi)%;
e iy = cmne

b) — 4 ol + — = Ao o -+ L {a si b fiind numerele reale cu a == 0).
& Y a z ¥ y

Si se determine perechile (x, y) din plan pentru care:

a) |/ &+ Vg — il =/10; ¥>4
b) [V2z+y+Ve+2yil=V3 224 9>0,2+2 20

20
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21. S4 se rezolve sistemele de ecuatii:
x® + y® = 33 - yt=5 xz? — gy = 28
o { : b { T
il Y —xy = — 12,

22, Dacd a + bi este un numir complex dat, si se giseascii numerele complexe z = z +
+ iy, astfel incit 22 = a + &i.

xy? =2

23, S4 se determine numerele complexe z, care verifici relatia:
28 3 — 4i= 0.
24. 83 se arate ci pentru ecuatia de gradul al doilea

ax® + Bx 4 v = 0, cu coeficien{i complecsi, rdddcinile sale sint date de aceeasi for-
muld ca si in cazul ecuatiei de gradul al doilea cu coeficienti reali.




CAPITOLUL VII

[ =]
r

ROBLEME RECAPITULATIVE

1. Dacd x §i y satisfac relatia az?® + 2bzy + cy? =0, s& se determine
Z(y # 0).
y .

2. Dacd a, b, ¢ sint laturile unui triunghi oarecare, sa se arate ca ecualia
b2x? + (b2 + ¢® — a®)z + ¢ = 0 nu are raddcini reale.

3. Sa se determine valorile parametrului m, astfel incit ecuatia 2?2 — 6x 4
-+ m = 0 si aibd doui riddicini reale dintre care una sd fie dublul celeilalte.

4. 54 se determine doud numere nenule, astfel incit suma, produsul si
diferenta patratelor lor si fie egale.

b. Sd se determine legétura dintre rad&cinile ecuatiilor: az® + bx ¢ =0
si cx? + bz + a = 0.

6. Fara a rezolva ecuatia, sé se giseascd suma patratelor radacinilor ecuatiei:
(2% + 22)% — 5(x*+ 2z) 4 3 = 0.
Indicatie. Se noteazd y = z* + 2x.
7. 54 se determine multimile 4 gi B si numerele reale p i ¢ stiind cé:
A={zcR|z*+ 2+ p =0}
B={zcR | 22 4+ gz — & =0k
AUB={-2 —1,1, 4}.
Indicatie. Se folosesc relatiile dintre rédécini gi coeficienti.
8. Si se determine parametrul real m, astfel incit
{teBR|ma2+ (m—1Nzx+m+2=0}n[0,1] # @.

Indicatie. Punem z = —~ — - , unde 0si1sint capetele intervalului; obfinem ecuatia
x—0

in z: (m 4 2)z® — 3(m + 1)z + 3m + 1 = 0. Fie z;, =, riddécinile ecuatiei in = i z;, z,
riadicinile ecuatiei in z. Avem: a) x; e (0, 1) dacd si numai dacd z; < 0, 1 =1, 2.
b) x; & (0, 1) dacd si numai daed z; > 0, L = 1, 2.

Deci problema se reduce la studiul semnelor riddacinilor ecuatiei in z.
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9. Sd se determine parametrul real m, astfel, incit
geR(m?+(m+e+m+2=0n[=11]=0

10. S& se determine numerele reale a gi b astfel incit

freR|2®2+2e2+b=0N\{2 € Z|2*+ 2z +a=0}= 0.
?C'll. Se considerd multimile -4 = { reZ woho) = Z} giB={ T &

2%t
e Z}.

32

€ Z

S3 se arate ca A = B.

12, S& se arate cd functia
f:R->R,f(x) =az*+ bz + ¢ a#0
nu este injectivi.
Indicatié. Se observa ci ecuatia f(z) — ¢ = 0 are dou# ridicini distincte.
13. S& se arate cd dacd ecuatiile 2> +ax +b =081 22 +¢cx +d =0,
(a, b, ¢, d € Z), au o rddécind irationald comuni, atunci a =¢ i b = d.
~T{14. Si se arate cd numarul |/ 2 + |/ 3 + |/ este irational.

g g < : 1 . m . A . "
15. Si se arate ¢ numerele rationale — gi —, unde m si n sint prime intre
n n

ele, au acelagi numdr de cifre in perioada.

Indicatie. Fie (n, 10) = 1. Dacd k este cel mai mic exponent pentru care 10k = n.l -+ 1,

unde I e N, atunci k este numirul cifrelor din perioada fractiei zecimale sub care se

reprezintd numdrul = . Din 10k = n -l 4 1, rezultd m *10k = mnl 4 m si reciproe.
n

16. Si se arate cd orice numdr prim cu 10, are un multiplu scris numai cu

cifra 9. :
Indicatie. Fie (n, 10) = 1. Numdrul 1 se reprezintd sub forma unei fractii zecimale,
St n
periodice simple, Notind cu P numédrul reprezentat de perioada sa avem £ = L) s
n 9989

de unde n - P = 99 ... 9. Deducem de aici cd dac# n este prim si cu 9, atunci el admite
un multiplu scris numai cu cifra 1.

- o : o . m " . .
17, Si se arate cd un numar rational —, astfel incit n este prim cu m si cu 9,
n

se reprezintd sub forma unei fractii zecimale a cirei perioadd reprezinti
un numdr multiplu de 9.

B : oo ; "
Indicaie. Fie — , un astfel de numdr rafional, care se reprezinti sub forma unei fractii
n

1 Gl m. P
zecimale periodice simple: — —

———— . Cum n este prim cu 9, rezulta ci P se divide
n 99509

cu 9. Dact - se reprezinty sub form# de fracfie zecimald mixt%, avem 107 = = +
n n

+ rap unde k este infreg, iar n este numdirul cifrelor dinaintea perioadei,
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18.

19.

20.

122
gl numai dacd a =b=1¢=0.

23.

od,

26.

™, 26,

S4 se arate ci fractiile
i) 0,a,00a,0000a40 ... Oa, 0 ... 02, 40 ...,

2n ori

ii) 0,a,a,000440 ... 02,00 ... 0004, ,0...

n(1-2...n) — 1 ori B
unde 0 < a; < 9 gi oricare ar fi m € N, existd n > m, astfel Incit a, # 0,
reprezintd numere irationale.

0 Jos = . i ol S v =
Si se' giiseascd numerele rationale —gi —, a cdror sumia este egald cu
z Y

0,(0043992).

o v . . & ] 1
Sd se arate cd oricare ar fi numarul intreg n, suma — -+ e
n n—+1 n -+ 2
1
se reprezintd printr-o fractie periodicd mixtd. La fel, pentru-— n 2+ T
el
1 1 3nt1)2—1
1k e e et t-2)
fractiei este multiplu de 3, pe cind numirdtorul nu este multiplu de 3. Numitorul
fractiei adusi la forma ireductibild are factorii 2 si 8, de unde rezultd cd fractia se
reprezintd printr-o fracfie periodicd mixtd.

Se‘ observd ci numitorul

Tadisnyierie ol
n

.91, Fie ecuatia |/m + z = 1/n(m,n € N). Si se arate daci:

i) ecuatia poate avea riéddcind irationald;
i1) ecuatia poate avea rddécind rationala.

Fie @, b, ¢ numere rationale. S se arate ¢i @ + b [/ 2 + ¢ /4 = 0 dacd

Daci a, b, ¢ sint numere reale, si se arate ci:
max(e, min(d, ¢)) = min(max(e, b), max(e, c)),
min(e¢, max(h, ¢)) = max(min(e, b), min (a, c)).
5S4 se determine minimul expresiilor

i) E(a, b) = 2a® + 202 + 4b — 1;

ii) E(a, b) =-ab -} a%? -+ 2,

unde &, b € R. _

S4 se reprezinte grafic functiile: 2
)fi:BR—+RB, filz)=|2*— 4z +11];
i) f: R =K, fo(z) = | —a* — 4z +5 |

Fie familia de functii de gradul al doilea
fin(®) = ma? 4 2(m + 1)z + m — 1.

i) Sd se arate cd virfurile parabolelor asociate acestor functii se gésesc
pe dreapta y =z — 2.

i1) Ce portiune din aceastd dreapta cuprinde virfurile parabolelor cu
ramurile in sus.
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27. Fie f:R >R si g: R > R doud functii.
Definim functiile £; : R — R si A, : R > B, prin:
hy(z) = max(f(x), g(x)) 51 ky(z) = min(f(z), g(z)).
i) 54 se arate cd daci fsi g sint strict crescitoare (respectiv strict descres-
cdtoare) pe multimea ACR, atunci %, si &, sint strict crescitoare (respec-
tiv strict descrescdtoare) pe aceeagi multime.
il) S& se reprezinte grafic functiile &, si %, daci:
a) flx) =2z+4+1 si glx) =2z — 3;
b) fle) = |25 — 1 |5i glz)=|z+3|;
c) flay) =22 —2x— 3 s glz) =2+ 3.

28, Si se rezolve ecuatiile:
1 —1 152z — 7
a)[:r:—f- ]=x ; b) oz =[5—}-6x].
3 2 5 8
Indicajie. a) Dup# definifia pir{ii intregi a unui numir avem
x—1 z +1 L

—1
< +1-
2 < 3 2

l-a:—j—i-‘ e 7.
2

r —

Din inegalitifile de mai sus,rezulti z = (— 1,5]. Gum e Z,avem z € {1, 3, 5}.

b) La fel ca mai sus,avem:

15$—Ts5+6m<15x—7+1,
5 8 5

15z — 7

pEa BN

5
Rezulti =z = {l. —li}
15 5

29. 548 se construiascd de la multimea Z a numerelor intregi in ea insdsi o
functie injectivd care sd nu fie surjectivd si o functie surjectivi care si nu
fie injectivi. '

30. Fie N* multimea numerelor naturale nenule. Si se dea exemplu de doud
functii f 5i g de la N* la N* astfel incit fg = 1n¢, dar gf # in..

31. Si se determine numerele naturale z, y care verificd relafia

2 — y2 = 435.
32. Si se giseascd ridicinile intregi ale ecuatiei
; 2t 4yt 4 2 = bay.
Indicajie. Ecuatia devine (z* — y®)? + 2(zy — 1)% = 0, de unde
x® — y? = 0,
{ xy = 1.
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33. Se considerd functia f: R — R, datd prin

ar =
bz =2

fz) = {

a i b fiind numere reale. Si se studieze monotonia funciiei f, dupi valorile
lui a si b.

. Se considera functia f: R » R dati prin =

35.

36

37.

38.

39.

az?, © <0
byl =0

flz) = [

a 81 b fiind numere reale. S se determine a si b astfel incit [ sa fie bijectiva
g1 in acest caz si se determine inversa.

Cite solutii in numere intregi nenegative are ecuatia
Va+ Vy=1/19%0?
S& se scrie in ordine cresciitoare numerele:
/3, V6, [30.
S& se scrie in ordine descrescitoare numerele:
Vs, V3, VT

54 se rezolve ecuatiile:

1

4 T e e
‘a)']/x+2+l/ 18z _23'

b) @2 + 6z + |/ a2 + 62 = 20;

) @+ 4VE A+ 1=00) S48 o[z _4).
b T
Indicajie. a) Se noteazil y =V 1812_ b) Se noteazdi /2% | 6z — y; ©) Se noteazd
T 4 :
/6 + 2® = y; d) Se noteazi e P
T

Sa se rezolve ecuatiile:

a) |z + /= 12; b) 162* — 625 = 0;

o) #(z+1) (@ +2) (#+3) =24;d) 92— 13 2 — 6 = 0;
e) (z + a) (z + 2a) (x + 3a) (z + 4a) = b4, :

Indicaie. a) Se noteazd y — i/ x: ¢) Avem (&* 4 3x) (22 + 8z + 2) — 24; punem
y =%+ 3z; d) 92° — bz = 92 + 6, x(3z — 2) (8z + 2) = 3(3z + 2); (3z + 2)

(32% + 2z — 3) = 0 ete.; e) Se noteazd = + g a=y.
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40. Si se rezolve ecuatia:
22 —8(z+3)/s—=14 222 —7=0.

Indicatie = > 1. Ecuatia devine (z + 3 — &)/z — 1)* = 0.
41. Sa se rezolve ecuatiile: '
] a
3.

i) (@ + x) + 4(a — x)* — 5(a® — 2?)® =.0;
) Va+ Vo +1a— V=5
iii) |97 — = x—{—]/m—B,lv) V(x— 22+ |/ (a— &) =2.

Indicaie. iii) Se noteazd u = /97 — z, v= # = si objinem sistemul

u -+ v=35,
{u"+v“=97.

42, S se arate ci

V20 £ 14 /3 + /20 — 14/ 2 = 4
43. 5S4 se rezolve inecuatiile:

a) |/2_~:c>a:; bV 22— s @

44. 54 se arate ci suburile a doud numere complexe conjugate sint de ase-
menea conjugate.

45. S& se arate cd produsul oriciror doui ridicini ale ecuatiei #® — 1 = 0,
este de asemenea o rdddcing a acestei ecuatii.

14 a_—, pentru ¢ pumér

4 — gi

real, este 1. Reciproc, sd se arate cd orice numir complex de modul 1, poate

fi scris in mod unic sub forma precedentd. Dar daci a este numir eomplet ?

46. S& se arate ci modulul numérului complex

47, Sé se determine z gi y, numere intregi, astfel incit
z — y = 48,

LJ;_?*'_V;@;: 18,

48. 54 se rezolve sistemul de ecuatii:

{Iw—il+ly—5|=1,
y:5—|—[5€-—1f.

Indicatie. Se foloseste y = 5, dupd cum rezulti din a doua ecuatie.
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49, Si se rezolve sistemele de ecuatii:

M[z+y+tﬂ§=m, plVeFtu+Va—y=46

gy = Vet 9P a—y)=8;
= T GO
c){ls/w+ls/y.=4, d){l/?c"'l_/?;'g'
A R
2 4 2%y? 4+ y* = 133, ©y +m+y a+a
& lxz—x + 9y =17; i 1
Y ‘3/—, m—y+ AV e A

zy T —y b

Indicagie. b) Se noteazi u=|/z +y, v={x—y; e} Se foloseste relatia

o+ a4yt = (2 + oy +3?) (@@ — 2y + ¥7); 1) Senoteast u =Y,
zy
Y Joal 18
zy
50. Si se rezolve sistemele:
a)/yz =4 2z + y +2) = 20, z+y—z=1,
a) \ylm=19 Diuety+2=30, o)fatfyr—22=20,
z /2y = 18; #(z + y + 2) = 50; Byt ==
T+ y+z-—=a, w4+ v =2,
d) ! 24 ey 4% =b, o) ux + vy =1
z+ ety + ez =c, ua® + vy® = — 1,

(unde 1 + e + &2 =0);, uz® + vy® = — b.



Capitolul 1

— | v 5 2
s PR [t ; b) Dacd m # —2, atunci z = o ; pentru m = —2, nu are
4 m -+ 2

= : pentru m=1 si

oy el o . 3 : 1
radacini; d) Dacd m # 1 si m # = atunci z = —
i m —

3 R e s ; 5
m = —-nu are radédcini; e) Dacd n = 0 si m = 1, atunci = este oarecare; daci

n=20 si m # 1, nu are rddédcini; pentru n # 0 si m # —1, 2 = lg—fn—;
nim + 1)

pentru n # 0 §i m = —1, nu are ridacini; h) —2, {;—; i) 2 € {—oo, —10];
) E' [1, 3]; k) —14, 14. 2. c¢) Daci a > b, atunci z € (—1, oo);
daci ¢ <b, atunci ¢ € (—oco, —1). d) Daci ¢ > —2, atunci
N el ; dacd @ < =2, atunci %> i:ﬁ—; dacd @ = — 2 gi

a4 2 a -+ 2

b >3, atunci x este oarecare; pentru ¢ = —2 si b < 3, nu.are solutii.
e) Dacd a > —1, atunci z >——2-——; dacd ¢ < —1, atunci z'< ;
_ (a + 1)2 (a + 1)2

3. a) Trebuie ca 8 4 3z > 0, de unde z > —%. d) z € [O,—;—]. 4. a) z, =

= é e — H% ; b) nu are radédcini reale; d) o, = 1; z, =% ; ) 2; g) Pentru

k= ——% nu are réddcini; pentru m # —_-g-, z=34+m 5. A = m®—4.

Dacd | m|= 2, atunci A = 0 si in acest caz ecuatia are o radicind; daca
|m | >2, atunci A >0 si in acest caz ecuatia are dousi ridicini distincte;

dacd | m| <2, nu are radicini. 6. m=0; m <0; m >0. 7. | m| < %
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2 2 £Lox,)e 9 e
a) Avem ¥y + Y, A f % i % 7 -2,

¥1ys = 1. Ecuatia este m [y“ - (B'i — 2] y + 1] =0, m fiind un numar real
. q

oarecare, nenul. 11.a) m < 0; b) m >0. 12. ¢) (2X — 3m) (X — 2 m).
13. m = —2. 15. Punem z = z — 1 §i ob{inem ecuatia in z: 4mz?® 4 4z —
—(m — 1) = 0. Fie z,, x, rddicinile ecuatiei in z §i z,, z, riaddcinile ecuatiei
in z. Avem ca: a) z;, z, < 1 dacd gi numai dacd z,, 2, < 0; b) z;, x; > 1 daci
i numai dacd z;, 2, >0; ¢) z; <1 8 ;> 1, dacd §i numai dacd z; <0
§i 23 >0. Deci problema se reduce la studiul semnelor rdddcinilor ecuatiei
in z. 16. a) Trebuie ea A = 0, adicd m? — 144 = 0; de unde m, = —12,
mp=12. 17, a) (z +7) (22 4 3) 2z — 3) = 0;

b) 6z —1) (x—9(x+9)=0;¢) (z+3) (z—4) (z-+ & =0.

Capitoiul IL
§ 2. Mulfiini

4. a) adeviratd; b) adeviratd; c) adevaratid; d) adeviratd; e) falsa; f) falsa;
g) falsd; h) falsd; i) adeviratd; j) falsd. 6. a) A = {0, 2,3 }; b)B = {1, 7};
B C=2 4. 7. 4A0B= 11 2 34 7 11}: A NiB= {278} 4 —F—

= {1,4}.10.m =3, m=4 1l.m & R — {—4, 2}. 12.m:%. 15, Cpd —R.

16. Submultimile lui 4 = {1, 2, 3}) sint: @, {1}, {2}, {3}, {1, 2} {1, 3},
(2,3}, {1,2,3}. 17.1) 1, a € D(a); ii) @ = numar prim; iii) daci a este de
forma a = p?, unde p este numir prim sau de forma pg, unde p §i ¢ sint numere
prime diferite; iv) D(8) = {1, 2, 4, 8}, D(160) = {1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 40,
80, 160}. 18. m = -+ 3. 4 are 2 elemente cind m = + 2|/ 2. 19. Dacéd z € 4,,
oricare ar fi &k > 1, atunci z =a + rymy=a + rymy = a + rgms = ... Se

obtine m; > mg > ms..., contradictie cu faptul ca existd doar un numadr finit
de numere naturale mai micl ca m;.

§ 3. Funetii

1. f(—2) = —10; f(—1) = f(2) = —T7; f(4) = —10, 2. Se verificd faptul ca:
#(1) = (1), £2) = f(2), £@) = (3), £4) = f(4). 3. Nu. 4. Se pot defini patru
functii. 5. f(—12) = 0, f(—9) = 3, f(3) = 3, f(9) = 3, (272) — 2. 6. Trebuie
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ca numerele 4 4 m, & + m, 9 4 m sa apartind multimii {1, 2, 3. Nu existi
nici un numdr intreg m. 9. Functia nu este nici injectivd gi nici surjectivi.
12, Existd 6 functii injective. Nu existd functii surjective. 18. f,, fs, fi, sint
injective; nici una din functiile date nu este surjectivd. 14. f(Galati) =
= Galati, f(Fagérag) = Bragov, g(Teleorman) = Alexandria, g(Mehedinti) =
= Drobeta Turnu-Severin, 16. (gof) (#) = 2% + 22® — 222 — 3z + 3; (fog) (&) —
= a% = 243 4 4a® -~ 3z 4 1. 16, Pentru z < 0, avem f(z) < -2 si deci
(gof)(z) = g(f(2)) = [f(x)]* = (22 — 3)% Pentru 2 >0, avem f(z) >0 si deci
(gof)(z) = g(f(x)) = 2f(x)— 1 = 14z — 1. Pentru z < —2, avem g(z)=
— 22 >0 si deci (fog)(x) = f(g(x)) = Tg(x) = 7 2% Pentru z € (-2, ﬂ
avem g(z) = 22 — 1 < 0 si deci (fog)(2) = f(g(x)) = 2g(z) —3 = 22z —1) —

—3 = 4z — 5. Pentru z >% , avem g(x) >0 gi deci (fog)(z) = flg(x)) =
= 7g(x) = 7(2z — 1) = 14z — 7. Deci
722, dacd ¢ € —2,

14z — 1, dacd z >0;

2o | —

(gof)x) =
lz — 17, daci =z >%.

19. 6 functii bijective. 20. f(1) =7, f(2) = 9, f3) = 3, f(&) = 4, f(5) = 7,
f(6) =9, f(7) =3. In general, f(4k)=1, f(&k+ 1) =17, fl4k + 2) =9,
f(4k 4 3) = 3. 22. h si k nu sint nici injective gi nici surjective; f~Y(z) =
= —az+4; g(z) =2 — 1. 28. Se verificd ci fof-! = 1y si deci =7
. 24, Inversa este

%ﬂ?,.’b‘ =0,
f_l:R =F Bs f_l(x):

lzr.,:::<0.
3

Capitolal III

1. a) 3,000...; ¢) 0,25000...; d) 0,000...; e) 1,75000...; g) 3,(36). 2. a)lfa%l;
by2. 8 —13=—2_ =% 3753  (elelalte numere sint iratio-
9 10 10 100

nale; pentru demonstratie a se vedea § 2. 4.a) 4; 9; 144; 102. b) 2:
3; 7; 1001, 6. a) 3,43479.. < 3,43497 ...; e) — 5,4833... > —5,5829 ....
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7
d)—i,Gs%<——1,5. i) a)2</5<3;22<//5<23;28<1/5<

7.i)a) 22 < [/5<23; b)—=23< — [/5<—=22;, 0) 15<€-<16;

<22 o 1g§<-2; 1,5<1;<1,6; 1,57<§<1,58. 8. z4y=

— 0,144... . 9. ay = 3,31... . 10. a) 2,0653..;; b) 3,1462... . 11. a) 1,322...;
3,741... . 12. a) Alegind o unitate de mésurd de lungime 1, am construit pe
/2 precum si orice segment avind lungimea un numir intreg. Folosind
teorema lui Pitagora putem construi segmentele de lungimea cerutd. Pen-
tru aceasta observim ci: ( I/§)2 =12 + ([/5)2; (']/5)2 =124 22 (|/6)% =
— 22 4 ([/2)% (1/10)? = 12 4 3% Astfel /3 -este ipotenuza triunghiului
dreptunghic avind catetele de lungime 18 /2 s.am.d. b) Punctele care au
abscisele /3 gi — |/ 3 sint simetrice fatd de origine s.am.d. 13. Dacd
2+ ]/ 3 ar fi rational, atunci si (V2 + 1/ 3):=5+2 /6 ar fi rational,
de unde |/ 6 ar fi rational. Dar cum ]/ 6 nu este rational (demonstratia este
analoagi aceleia pe care am dat-o pentru 1/2), avem de-a face cu o con-
tradictie. Cum |/ 2 + }/3 este irational, iar e — A8 = il e
y VAD A A

rezultd ca si |/ 2 — |/ 3 este irational. 14. Avem a = (@ 4 b 42" @ =% -

=(a—|—b}—(aﬁb)’ abz(a+b)2ﬂa.5—b‘
2 2

tionale rezultd cd si a, b §i ab sint rationale. 15, Dacd unul din a + b /2

sau a—b|/2 sint egale cu zero, atunci (e+b)/2)(a—0b)2) =

2 ; ; S
= 0, de unde (%] = 2. Cum % este rational aceastd relatie nu este posibila.

. Cum a + bsia— b sint ra-

b

Alt solutie poate fi datd observind cd a € @, iar b /2 & Q, si deci suma
lor nu poate fi numar rafional. 16. Nu 17. De exemplu, 22 — 2z — 1 = 0,
2—z—1=0

Capitolul 1V

1. Daci f = g, atunci f(0) = 2(0), fy =g (1), f(—=1) = g(—1); de unde

2 aud 43 712
rezultd a; = ag, by = bs, €1 = C2. 2. a)(m ——2‘] +Z5 b) — 2 [3’5 1 Z) 5=

+2 o8(e=g)+5i @ 08t (e =) + 5+ Og(z—5) + 5
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: i ! .
f"E(‘“‘%)”gg' 4, 8) Ymin=95 D) Ymax = =11} ¢) Ympn = —5;

913 a —111
d) Ymex = ‘“;B—'; €) Ymax = 2; f) Ymin = 200

functia este strict descrescitoare, iar pentru x € [1, oo) functia este strict

« 6. a) Pentru z € (— oo, 1],

crescatoare. d) Pentru z < [—oo, —z], functia este strict crescitoare, iar
pentru x & [% ; oo] functia este strict descrescitoare. 6. a) & (—o0, —1]U
U3, 00) = f(z) 20; z€ (—i, 3) = fla)<0; d) zc (_oo, _Ei]u
LA O‘.D) = f(z) <05 2 & (— %, 1] = f(z) > 0. Se foloseste reprezenta-

rea graficd a functiei. 9. f(z) = 2% 4+ z — 10. 10. f(z) = —522% + 102 — 3.
11. Virful parabolelor, V(z, y), are coordonatele: 2 =m — 1, y = —m? +
+ 3m — 3. Eliminind pe m se obfine y = —z2 4+ 2 — 1, 12. Se rezolvi
sistemul : @ — b4 ¢c=13, 4a+ 2b + ¢ = 10, 4ac — b2 — 36a. Se obtin

functiile: f(x) :% 2% — Lg“ @ -+ 4‘3_‘5 , f(z) = 22— 22 4-10. 13. a) .'L‘E(—oo, %)u

U (1, 00); b) 2€ (—o00, 3 — /TI U [3+ 1/7, oo); ) 2e(=o0, LTy

- E7 5 8
U(ZE o) o)z s by a2 5); i) v, 4); ) ve o, 5]
qUEss 105]U(11+|/ﬁ3
o BT

5 ,oo]- 14. Se pun conditiile: -

5
U[E, oo); 1) :J:E[—oo,
m—1>0,A <0 sise obtine me& (%, Oo]. 15. Se pun conditiile: m < 0

i A <0.16. Se rezolvi inecuafia A = b2 — 4ac > 0. 17. Pentru ca fractia E si
aibd sens pentru orice # real, trebuie ca discriminantul ecuatiei 22 + z'4+m =0
sé fie negativ adicd 1 — 4m < 0. Apoi din conditia ca 2?4 (m+1)z+ m + 2 >0,

oricare ar fi 2 real, se obtine ci mE(E— 14 2 1/5] 18.a) z&[—4,1)U (2, 3];

= = 1
b) 2€(231; ) €[ -5, 2 L5)u (Y8 5] 19. 0y mp=—mEL L g
.unde — mzy = m -+ 1, sau m = 0 +1 , deei yy==z, +1; b) AB =
zy
L g e FV:[_1‘=|1|. Deci AB =2 FV;
m m

| m |
¢) Punctul fix este (—1,0). 20. a) Imf=[0, 4oc0); b) Irnf:[‘.l, ~+00);

o) Imf =228 WAL ) fmf = [~ 3, o) 1) Tmf= [, +c0)-
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21. a){(3,1);[% gt 13—1” b){(2,9);[—%ﬂ,%]}; c){(Q,i); 2; _2_2}}

0 {@ 0; (-3 —1; (225, ) (24 =2 wie o,
(=1 =2 (4,2); (=2 —Dk o {20, 5); (=20, —5)}; d) {(—3, 2);
B, ~2) 2. a) {4 5; 6,05 b {45 619 @8; G
o) {(22; (=113 —1£1V3)} 4 {0,1; (1 0} ¢ {2 3);
(— 2 =33 3, 2; (=3, =2)}; ) {3, 1; (4, 3)}." 24. Daci se noteazd

AM ==z si ca § aria cuprinsd intre cele trei cercuri se obtine § =

== E (—2* 4+ 2az). Maximul lui S are loc cind z = a. 25. Notdm NP =
= MQ = z §i cu S aria dreptunghiului. Dacd [AD] este iniltimea din A
pe ipotenuzd, atunci din asem#narea triunghiurilor AMN si ABC obtinem

LD e s ‘Gum AD « BC = AB: AC, atunci 4D = s;l deci
BC AD 1/a=
80 a3+52( —m). Dar § = MN-z =
Vaz-if—b” L

MN = —— (AD — z) =
AD
— x) z. Se obtine o functie de gradul al doilea

ety ( ‘ab

ab I/ a® | b2 :
in z. 26. Notdim AD =a, AC ==z, DC = y. Dacd E este proiectia
lui D pe [AB], vom nota DE =b. Avem z = |/a® — b* — |/ ¢ — b2
Timpul total pe care il face calitorul este - + L = !/aa_ﬂ Ly 2 [/y =l
| Uy U, Uy Uy Uy
vy _ Vyr—b

Timpul este minim daci cantitatea m = - este minima. Elimi-

2 Uy
nind radicalul obfinem ecuatia de gradul al doilea in y: (v?—v3)y*—2vivemy -+

+ (im* + b*)v3 = 0. Se pune condltla ca discriminantul acestel ecuatii si fie
2 2. h2
pozitiv gi se obtine cd m > - g V UL 2 gei timpul minim este m AL

Y1V Uy
+b 1/ ”? = 'Ug
VU
cercului atunci 2* + y* = 4R® Daci S este aria dreptunghiului avem § = zy.
§ este maxim cind §* = 2%y® = 2* (4R* — 2°) este minimd. Notind 2* = z
se obtine o functie de gradul al doilea. 28. Dacd R este raza cercului si z, ¥

. 27. Daca z s1 y sint laturile dreptunghiului iar R raza
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semibazele trapezului avem cd perimetrul este 4(z + y). Se arati cd zy = R?

gl deci avem minim pentru perimefru c¢ind x = y = R. 29. Fie z, y pro-
iectiile catetelor pe ipotenuzd. Avem sistemul de ecuafii z + y =a g

xy = h? 30. Fie z, y catetele triunghiului. Avem sistemul de ecuatii =+ y -+
+ Va4 y2=2p gi 2y = h |/ 2% + y% 81, Se ia ca necunoscutd semibaza
inferioard. Iniltimea trapezului este |/ R? — z2 Laturile neparalele ale tra-
pezului au lungimile egale cu |/2R? — 2Rz. Se obtine ecuatia 2z + 2R +
+2)/2R? = 2Rz = 2p. 32. Se iau ca necunoscute x, y semibazele trape-

zului. Se obtine sistemul zy = R?% R(z + y) = 2R% 83. Fie AD =z,
DC=1Y.  Se obtine sistemul ax + by = 2k?, 22 4 a? = y2 4- b2. 34. Daci

2, y reprezintd numdirul de ore necesare primei brigazi, respectiv celei de-a doua

brigdzi, pentru terminarea intregii luerari, obtinem smtemul + By :Z
xZ
? (l + i) =1. Se obtine z = 9, y = 6. 3b. Laturile dreptunghlulm gint
i Y = : y
80 m si 60 m.
Capitolul V
§ 1. Puteri ;
1. a) 16; b) 153; ¢) (3) d) ——. 2. a) m <1, este pozitivi; m = 1, este

5 49 2 e Ny 2
zero; m > 1, este negatwa;b) m<-, este pozitivd; m = o este zero; m > E )
: 3

Hyic Ly s . 1
este negativa; c) este pozitiva oricare ar fi m # —. Pentrum = = , este zero.
1 : 2

3. a) 2y®; b) (a + b)?; ¢) 2" 4. se calculeazd membrul drept. 5. Se descompune
in factori a% — 5% = (a1%)2 — (b16)2. 6. a) (2" + 1) (z™ "+ 1); b) 0. 7. a) 2°;
b) 9%; o) sint egale; d) 439 = (4%)1% gi 3400 — (34)100, 43 < 34 3400 este mai
1
32

strict orescitoare. 11:. a) a=3b~%; (e + b)™5(a — b)"', 3a~%~%"%; b) 2.1074;
3-107%; 151074 12. a) a~%(1 + a®) * (a® + a* — 1); b) 4a~?; o) 1.

mare; e) ( ) f) [ ]mo 9. Se folosegte reprezentarea grafics. 10. Este
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- § 2. Radicali

1. a) [z—1]|; d) |—3224+2—1]|=322— 2+ 1. 2. 7— 2z pentru
z € (—oo, 2); 3 pentru z € [2, 5]; 22 — 7 pentru z € (5, oo). g Conform
- problemei precedente, avem f(z) = 7 — 2z, z&(—o0, 2); f(z) = 3, z&[2, 5];
f) =22 — 7, z&(5, o0). 4. a) zE[2, o0); b) multimea tuturor numerelor

reale; ¢) 2 € (—oo, —2)U[%, oo); d) z€[l, 00). 7.0) |/ |22—1];

b) VaP— =z 1. 8.a)3 [/2>2 |/3; ¢ 4|/2>3 /4.9 b) /% ;
4

)\ /%i_i 10. ¢) 4]/6 —8]/3;d) 8. 11.¢) 2(2/ 2 + /10 — /5 — 1) ;

d) 2 (9 — o1 + [¥49). 12. ) V/ a -3/ a5 ii)—‘/_”_y_. 13. b) 3, 4;
2 — VetVy

d) 12;e) 4, —5; 1) 4;8)0,5; h) —a, a;1) 7. 16.0) 1 < /2= 1V4 < |3.
17. a) [/§—|— I/E; c) 1/7— /3. 18. Se scrie a:—|—2]/?——1- sub forma
g—14+2)2—1+4+1=(/z—1+1)% Analog, se procedeazi cu
z—2/z—1. 19. 0,1, 20. ;15.

Capitolul VI

] 11 2 2

1. a) B el biEr =4 y=E(4—t), unde ¢ este un numdr

real oarecare; c)x:—%, yz*i;if; dy =0, ¥ =1 2.0).8 — i
/

d) 6]/2 + 7i; e) 5. 3. c)“/"‘z—1 . d)i; f)—1—i; g) 2a; h) 1. 6.¢) 0,

dacd n = 4k; 1, dacd n = 4i + 1; 1 — 1, dacd n = 4K + 2; —1, dacd n =

— kb3 )~ 1) 4 —3. 7 8) m=—2; b)m:—%; o) m A —2

sau m # —% 8. a)ié:(iju); b)il/i_i. 11. o) (X — 1 —i) (X —

—1+4i); b) @X 41 —2) @X +1+2i). 12 a) 2, =3 — 6i, y,— 3 +

+6i; z,=3+46i, y=3 —6i. 14. a) m(2? + 202 +200) =0, m c R;

b) m(22?* — 14z + 205) = 0. 15. a) Scriem 2® — 27 = (z — 3) (2 + 3z +
3

+9) =0 i se obtin radicinile: 3, — ?(1 + |/ 3i). Avem a® 427 =

=(r+3) (22—32+9)=0; se 6b’pin radécinile: —3, %(1 30
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d) — /5, —Vgi_(i + |/ 3i). e) Scriem a* — 16 = (z + 2) (x — 2) (z* + 4), de
unde rezultd rddicinile: —2, 2, —2i, 2i; f) Avem 2¢ 4 16 = (22 + 4)* —

— 8% = (22 + 2|/ 22 + 4) (22 — 2]/ 22 + 4) = 0. Ridicinile ecuatiei sint:
sl =k 1O, — A0, VA2 =100 3 2lag). — f/*—ﬁ‘;i—’m
:@gi—l) 16. a) 0; b) 0. 17. a) z,xsx3 = 6; b) z12,237, = 7. 20. a) Punctele
se afli pe parabola y = —a? +10; b) Punctele se afld pe dreapta y =
=1-—2 21 b) {(1,1/2), (1, — V2), 2,1), 2, — 1)}. ¢) {(7, 3), (=7, —3)}.

22. Pentru b >0, $+yi=i[\/“—“/_f—ﬂi +i\/_—H~—l:Wr_b’“);

pentru b <0, z + yi — i(\/wi_’l_l\/—_“ﬂz/_““fﬂ) 23. Se

oS,
noteazd z* = y si se are in vedere problema precedenta.

Ny
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