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Capitolul I

1. RECAPITULARE
clasa a VIl-a

1.1. MULTIMI DE NUMERE REALE

. ¢ 9
1) (Oral). Care este valoarea de adevar a propozitiilor: 0 e N: — = & Z;

1,502 0 V2R — /2= 0; /3 —1 ﬁR.—Q;%ﬁeRmQ;%ER: 0 e 0%

V=2eR;+2eZ;31ieR — Q; 1,41 ZzR—-Q;1,73eR; —nesk— Q.

2) (Oral). Fie A="1n|naeN} B={2n+1lneN} C= 2klkeZ}; D=
=k 4+ 1|kel}; F=@Bklhel}l; F= 8k—1|lkeZ}; G={3k 4 1|k e Z}
Se cer valorile de adevar ale propozitiilor: 4 € 4; 4= C; 0 e C;—4eC; —1&G;
~5e0G; —3eD; 5eD; 5=B; 6l —1&F; 7 csGiieF, teG, 0& A; 6= A;
12 A; —6@&C; 7&B; 9B, 11&B, 7€D; — et PN 0ie By 12 < B
—9&l; —4tel; —13&F.

8) Stabilifi caro dintre urmitoarele afirmatii sint adevarate: a) {1} ={1; 2}
b) {—1; 0; 1}c{—2; —1; 0; 1; 23 ) {0; 3; 6} D {3; 6}; d) {—4; 1; 4}D {1; 3}; e) {0;
1}cN; 1) {0;1; 23 N#*; g) {—2; —1}C Z; h) {—3; =25 —1}c Z%; i){%;%;l} c 0%
p )

PV VEinleRi k) zeN[0<r<100}2{zeN[0< z <100} T =
0; 13 s m){~;; — s =1; 0.5 f.-lf-S'J} Zz @ n) i—V1T; —m; — VT +V/3}c

2 = == oot

chR—Q; o {n,m; —1--; et (R Y l/:3+[/2}cﬂ,; p) {0}c R*
3 1

4) A, B, C, D, E, F, G find mullimile de la exercitiul (2) cercetati dacii: a) {0; 2;

&; 65 8Yc A; b) {13 3; 5; 7; 9JC B o) {—6; —4; —2; 0; 2; 4}C el ii=as ==k =

1: 3; 5}c D;.e) {—9; —6; —3; 0; 8; 6} c B 1) {—10; —7; —% —15 2 5@ It

g) {—8: —5; —2; 1; 7} & G; h) 02CDA4;1) ZDDDB.
23. Determi-

5) a) Se dan multimile: 4 = {—3: —2; 0}; B = =21 =0
BNC; 7) B = C;

nafi: 1) AU B; 2) ANB; 3) A— B B B — A; 5) BUC; 6
8.C~ B.

9.

b} Aceleasi intrebiri dacd A = {—3; 0; 11 B {0; 1}:.€ = {1; 2; 3};
5 2 E 4T

€) Fie A ,,,{_2; %, 0; V3; —1,73; — 1/ 2; 1,0(4); =1 }
3]




Determinati: 1) AUR; 2) AUQ; 8) AUZ; 4) AUZ* 5) AUN; 6) A UNH
7y ANR: 8) ANQ; 9) AN(R — Q); 10) ANZ; 11) ANE*E; 12) A NN 13) A N N»
14) A —R; 15) A~ (R— Q); 16) 4 — Z: 17) A4 — Z*: 18) 4 — N; 19) 4 — N*;

6) Se dau propozitiile: i) Daciie & N, alvnciec e Z: i) Daca a = 2. atunci o = §;
1i) Dacil a & R, atunci a e Q; iv) Duaeii ¢ = . atuneci @ < 4.

a
b

?) Determinati: a) NN Z: h) NUZ: o) NUQ: d) NUR; &) NnZ* 1) NNR;
g)Z*UG; h) OUR: 1) QNZ; j) BNR: k)N —Z: 1) 4 - OQ: m) § - K, n) Z - N

Stabiliti valoarea de adevar a fiecarei propozitii

Stahilifi relatiile de incluziune penlrn N: 7: @ R.

§) Se da mullimen £ = { — 3 1/;":; 1 —J- s =2.(146); 1.41; *}
<)

a) [iste adewviiral e Ba R? (justificali).

hy Determinati elementele moltimilar:

1) C=f{ecsllaell; 2) D={zel|lacC}; 8 F=ilreN|le e b}
Y F={velk —4 |z ]

9) A; B, Co Dy By PG flind multimile de la exercitiul 2), determinati rmulfis
mile; a) AU E; b) AN B; &) CUDL; d) ¢ND:e) BUFEUG ) AU g) BUD:
h) ENFNG; i) ANC, j) BND.

: : _ v o iy g
10) Reprezentati pe axid punctele en abscisele: (a) ~2:7; — : —1.4; |/ 2;

- (25 28 (b) w1 —4-= V8 0 YN 058,

11) Beprezentati pe axa numierelor punclele cu abscisa in muoltimea: {_ -
1

1,3 5 —; _fi}n .
2

»
2

12) Prin cite puncte distincte se reprezintd pe ax4 urmitoarele numere: {—35; 2;

1.
e o

5 4
18 == ¢ =7
1 é}_2‘

)
18) Aflati a 7-a, a 14-a gl a 174-a zecimald a numerelor: a)*0,(14357); L) = ;
o
1
C) —s
S
14) Specifieati care dintre nrmitoarele fraclii sint reprezentate in ferierea zecimala
; : i 2 H] 3. 2l il
prin iractii'periodice (simple sau mixte): —. —; —; —; 2

g gt g ant g

L. OPTRATII CUU NUMERE REALL

1) Calculafi: a) 125 -+ 887 -+ 765 b) 1 205 - 103; ¢) 416: (24 : 6); d) H01%: &) 199 -
«201; 1) 5+1990-20; g) 348 105 - 0; h) 458 - 45 + 55+ 4538 i) 999 - 998 — RIE - 994 ;
J) - 255425 — 425 -5 -26; k) 1990 -1 989 — 1 989%; &) (1 990 + 1 990%) : (1 900¢ 4
& 1 990%),

2) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilar:

H) (23);. Iy .-h,'iﬂ.‘ hl 0a . Hli' e gs-’:: C) 9% \3-_' 7 ._,-l PRTL - .;.u,. d) “_J.z 5 ."ﬂ? sis q’ﬁ : 'F"?: p) 219,
,:2]5‘ s 20; ” -:-) mz me -‘ju; ”.] 3:) = ‘;,4 i :!.: ]1} L-’U e = i |] :155‘; e :'Jwb'h e :;la'JU‘

[}
i P
j) 8- 5% 2 M= 100 4 q108 — gfuly 1) GO0 400¢ =",

4




#) Determinai numérul watt stiind “of
a) 97 « (147 4 3025) = 27 - T47 - 87025 va; h) 15 (2007 = 2 000) =15 2 007 =
5-a: ¢) 19892 — 1968 1989 =a 1 d) 10099 + 1018 = o - 2003 e)" 27 -

—15-a;
iigﬂ . ZD) — 9281, f) (37)1 = 1, | (3% = 48: h) (9% . 3% « aajd = qv

4) Determinati elementele multimilor 4 = {n e N|n + 5 = 12}:" B = {n & N | n-+

A 12 = 5}
5) Calenlali: a) —2 + 8; h) 7.4+ (=9): ¢ e (=B Wl (=4 (—7) 251 )
(—408) : (<29) ¢ (—2): 1) —& + &+ 5;g) 1001—101 -1 001; k) (=2 i) =220 i) (=12 +

;_1':14.1] =8 .7']!“}Ei II"\ “_:’.]fl I ‘_:,”1] 3, ‘:’"‘_"I,'

2

6) Care din urmitoarele egalitati sint adevirate:
(—3)% - (—3)re8 ;5200 —"4: '¢) [(—5)*]* — &8 = 0,

a) (—2)- (—2)% = 2'°; b)

d) [2: (=3P = (—6)157
7} Determinati numarul e stiind eci:
a) 124 + (—137) = sty b =2 (G336 = SR i) R [F.‘-A P 5oy —
= 92534 + a - 52. ‘

S

8) Delerminati elementele multimilor A= {ne&|n + 12 =0} B={n=Z|

[R5 — bif.
% e . 1 3 H 5 1 1 1 1 3
9) Caleulati: a) — +— ——; b) —— 4+ — Pl (_ ]; djiFe sl
4 & 4 2 6 4 6 4
( - 1 = I 8 0
e) 2,1(6) + 1,(35); 1) 2 — — — 0,9; g) m.(_); h) (ﬁl_ﬁ}_ﬁ; i 2‘5_(%4;
) 4 B 4 9 5
5 9 q .9
i) (——31]:—]: <) 15,2:10:(——];’]) (7——}_
2 [§] 5 0
T ] )

e) 0,471 0177+ 10007 _
11) Determinati numirul ,a“ astfel incit: a) (—8): (—8)%: (—3)"° = (=3)"%;

b) t(—ﬂ“]_" = —1%; ¢) (—2)% = — _;

12) Determinati elementele mulfimilor A = heQ12-n=5}; B={he Q|
la— 5k

18) Efectuati: a) 1/ 2—2 1/2; b) 3/ 5+ |/20 ~ ies; ¢) W2 (/3=
—/3):d) GY3—1)- (VT2 (V3—2-V2) (WE+2- W a); i 2 =8l

o

1 I/ 2 2 4 _ = 1 bl = il =
e ) ol R R ¢ — 0 1£T) (=31 T) §) (=81 8);
8 75 ; | S V6 ¥.3) V2); §) (=6 8);

k) /81 — V/121%; 1) |/T=16)"; m) 2*:21/2:2 :(2 Vasiie
14) Deferminati numarul ,a" astfel incit:

a) (V2= V73E) (VE+V3) =—a; b) V3 (13 + B =a: (1+ V' 3);

Ay i T f—=va / i { {
i s 1. ! 2. d) (i 8=l .'Jr'f- a1+ |/ 14); el ,7]-—— =gy

< 7 M S iy " 7= 7=
I/ 3 3 -8 =1 P =1
/’J TJ o T el AR o . '7'7:
= l = e ) lf'/‘ltm = —a; h) l/i— LA = (N e =R )
(] ’

16) Determinati elementele multimilor A4 = {n & Rint=5k 8= {nes Rin=

— ‘fii*,

o

B19- g11, "0




@ F 3 5018) a) Stabilifi dacd /2 4 3 si 3+ |/ 2 sint: rationale.

b) Daci a = 0*sib & Q, atunmaj-bﬁ‘O*ma FH??O

_¢) Dati doua exemplf‘ de numere a 5i b & R — - Q astf@l caadbh sia- b si fie
numere rationale. :

d) Daci /3 a=Qsi |/5-a = Q, atunci a = 0.

1.3. MODULUL. RELATIA DE ORDINE PE R

1) Caloulati: a) | =515 B) |47 [— [ =75 o) [ =3[ | —&]— |(—=8)- (=4} |;
d) 15— 312~ 5le) 2oLt | —10 £ | +5 5] —4 @) |—2 [ — | +3 [~

| 2 |
2) Determinati elementele mul{imilor: '
A=t = 00N mili=" gk R {T@le’f‘"‘(]‘ ={reR| |z|=—1}
3) Reprezentali pe o dreaptit punctele A (o) unde |a | & {0; 4; 5}. e
4) Ordonafi crescitor numerele: a) —5; —3: 3; —2; |—2[; — |—6];
b) [~4l;10[; |—11]; 8 —5; —1;c) 0,4(6): 0,(161); 0,0(161); d) —m; 2, |/ 2; —3,14;
(2 1 o 2 ek
1,41; (r— pel — = — — =R
i 2 2 3
5) Care din afirmatiile de mai jos sint adevirale: a) | —2 | < 2; b) | —3|> 0;
2 9 6 #
¢)— | +2|= 0; d){——n— =|[_H)'(_'EJ v e) [ (=2) + (=5) I<|—-2 [+
o 13

+|h @ Ve =

I__

T R L
F =55 ) | e

Ll 2
6) Stabiliti = R astfel incit relatiile de mai jos si lie adeviirate: a) — 2 = | z |;
b) — |—z|=z;e) M [T—z[>0;d) V=2>0e) ~z=V ; 1)V 22—z =0,

7) Comparati 3-1/ 2 cu 2 -/ 5 si —3-1/ 2 cu —2-|/5.
8) Calculati: a) |31/ 2 — 2 ./ 3]| —2- (V5 + [/2);
b) [1.42 — VEI 1 1,73~ V3 | + |V I+ V3]

J

3
5 ¥

10

d) l/ —177)2 — |/ 2082

9) Scrieti elementele mulfimilor: A = {z e N* | |2 | < 2}; B = {z e_:_NHi[s;_
<6l C={zel*|—|a|gs1};D={zcZ||z|< 3 -

10) Punefi in eviden{4 pe axa numerelor mulfimile: 4 ={z eN|—-3 < z < 2};
={rel| —-3€z52}); C={zeR|—3 <2< 2}

a daci a>b

11) Pentru a, b = R definim max (a; b) = {
g b dacd a < b

Determinali:

il ! i

a) max(—3; —2); b max(__;)_; _.__n);c) max (| —a[; 5); d) max (|1/3 — 2[; 0);
e) daci z = R, max (0; |z |); {) max (| z |; z), unde z< R; g) Existid z R astfel
fncil max ('a 'y —z) = —z?

6



int

fiilet 13 ,,dach a <.0, atunci @20
07: i) dacid d =R ;

12)
adprcl- @t 2 00F: T 0 PR =g

atuncit a®

V om

18) Sodd z e R, 2 < 0. Blectuati: a) |z | + 2; b) [4 = el = V@ e) | =" =

e

14} Dacdi a, b = R, stabilifi daci a)

[l h 4 ! "l
_: -< max (a; &); b) I/ ab < max (a; &),

a

15) Tie a, b, c numere reale a <b << 0 < c. Comparati numerele: a) a-cgib - e;

bl acbsiboc;c)brasi @ad) a b p) asibe;f) bgic—a;glhsia—g

h) I'b!ﬁj la|;i)a—=2bgie

16) Serieti cel mai mare numar infreg mai mic sai egal cu 7 unde z = {3,}‘: -7

2. INTERVALE

1. Si reprezentdm mulfimea numerelor reale printr-o axd (vezi figura
1.1). Fiecdrni numér real {i corespunde un punct pe axd, de exemplu, numa-

0 ! 4
-— G ) 1] ry |‘ 'i.m
@ A a

Fig. 1.1

rului 4 ii corespunde punctul 7, i O fi corespunde ‘0, numérului @ i1 cores-
punde punctul A.
1) Fie a si b numere reale (cu @
Iz Rla < T8l @< b} sau [z € R |a<
interval inchis de extremitdli a, b. ;
* Dacil extremitdtilor a si b le corespund pe axd punctele 4, respecliv B,
ii corespunde multimea punctelor situale

< b). Notam cu [a; b] miullimea
x<b}

< b!. Aceastd multime se numesle

atunei intervalului inchis [a; 0]
pe segmentul AB (veri figura 1.2).

A X 8
A e oz e g by

o L : d +00
a ¢ b

[igssl2

: 2) Fie a si b numere reale cu a <b. Se obisnuiesle sa se noleze cu
(a; b)
. (elee R e< e §ioz<0} eam {z|zcR; a<x<b}

nu este adevarat ca

numitd intereal deschis de exiremitdfi a, b. Deoarece
a = a, rezultd ci a & (a; b): la fel, b & (a; b), adicd intervalele deschise

nu-si confin extremitdjile.




Dack a < b, atunci intervalului deschis (a; b) ii corespunds pe axa
midkirea puncielor interioare segmentuluisaf (vezi Vigura 1.3).

e A / + O
a b
Fig 1.3
3) Ce obtinem daca. intersectam intervalul inehjs [ — 1 1] cu inteevalul

deachis (0: 2), reprezentate in ficuea |4, Obseryam ca intecsectia lor este for-

mata din toate numerele reale care sint mai mari decit 0 si mai mici decit 1

b —foeos] 8

i

TEe L e Fpey
R O
Biz, 1.4

imelusiv numarul 1. Tnga numaral 0 nu H"p:-|r“=fi|'n?’ intersectiel. Aceasta multime
de numere se noteaza (0: 1] si se numeste et somldesclis cu extremi-
tagile 0 si 1, deschis la stinga g1 inchis la dreapia, Deci, (0: 1}'= |z |« =R,
O<azsi g lisauiz|acR, 0 <2<l el B L) S = () S e T
general, dacd a — b, se obignuiegte sa se noteze cu (a, 4] mullimea
i2|2€R, a<<z 8i 2<b} sau {z|aE R, a<z< bj ea se numeste
tntereal  semideschis e extremitafile a si b, deschis ‘lu stinga s inchis la
dreapta. La fel, se noteaz& cu [a; b) multimea {z |2 = R, a < 2'si 2 < b}
san {z|x &R, a £ z < b,

4) Intervalele de forma [a; b], (a; &), [a; b) 81 (a; b] au extremitatile
a gi b; ele se numese intervale marginite. Yom mai folosi si interpale nemdr-
ginite. Anume, vom nota cu [a; + oo) multimea {z |z € R, = > a} si eu
(a; 4c0) multimea {z|lzER, z> at, Acestea sint intervale cu extremitaica
a, nemdrginite la dreapia.

Dacé extremitatii a ii corespunde pe 0 axid punctul A (vezi fignrile

15, asi L. b) atunci intervalului nemarginit [a: —eo) sau (a: —-co) ii cores-
punde Semidr@apta marcata, formata din punctele situate _la dreapta” ln 4

inclusiv. punetul A sau exclusiv punctul A

—s Ap__
= &9 — e e e e e
2 o e
* KD
LR R A
el C!\' 3 o+ 0

Fig. I.ha s b

5) Vom nota cu (—oo: a] mullimea fzf o+ & R, v < al si cu (—oo: a)
multimea o |z = R, z'< q}. Acestea sint intervale co extremitaten o, nemar-
ginite la stinga.

8




Tntervalului nemérginit: (oa1 a] sau (~oe: @) ii corespunde pe:axin
@ semidreapti (cea marcatd in figurile 1.6a, 6b), formata din f?l“ibth’lt situate
Ha stinga® lui A inclusiv punctul A sau exclusiv. punctul |

Lt i e b Sl R W

- o J o n
e s St .
—-c ¢ 4 oo !

Pig. 1.6 a i b

Observatie Simbolurile 4-co 81 —oco nu reprezintd numere reale.
Se obisnuieste s se clteasca simbolul +co astiel; , plus infinit™, iar simbolu)
—oo astfel: .minus infinit®.

Se obisnuiegle si se noleze cu (—oo; -foo) multimea numerelor reale,
prin - urmare R =(—0c0; -}oo).

6) Si ne reamintim cid am notat cu | | pe acela dintre numerele
reale z si —z care esle pozitiv, numindu-l valoaree absolutd o lur x {sau mo-
dulnl lut ). Mai precis,

gl x dacid z 2 0
U —p dacd » < 0
gi care se mal numeste g1 ,explicitarea modululur”.

De exemplus | 0,75 | = 0,75, | —0,75 | = 0,75, | =1 =1, | 1,25 | =
= 1,25, | —1,28°'[ = 1,25. Sd observim ci multimea:

={r|lze€R s |z|<1
este de fapt intervalul inchis [—1; 1], deoarece explicitind modulul obtinems

Pentru z > 0, = < 1, deci z & [0; 1], iar pentru z <0, —2 < 1 care
devine =z > —1 adicd =z &[—1; 0).

Prin urmare multimea: M = {z |z € R 81 [z | < 1}
intervalelor [—1; 0) si [0; 1] adica

, M =[—1; OOU[0; 1] =[—1; +1].
Asemanator, mulfimea

N={z|zeRsi || <2} =(=2; 0)U[0; 2) = (=25 2)

} este reuniunea

Tu geueml, dacid a =0, alunci
zleec R |z| < af =[=a; d] 8

| fglaeR s || < al=(+a; 1)

EXERCITIE REZ OLVATE

Interoalele sint mulfimi de nunmere: dect toate operafiile ce se pot efectua

cin multimi (reuniuneg. nlerseclia, diferenfo) se pot efectue st cu intervale.

Exemplul 1. S geriem intr-o forma mai simpld multimile: 2
[—7: 3JU [0: 8), [=7: 31N [0: 8] si [—=7: 3] = [0: 8]




- Reamintim ¢& dacd 4 si B sint rnultimi, atunei:
: o p e e

AUB={z |z & A sau e Bl AN B =1z|rc d o 2 B)
ar A —B={z|z€ A 5l z& B

*S# reprezentdm intervalele [—7; 3] si[0; 8] prin segmente pe axa nume-
relor (vezi figura 1.7). Reuniunea lor este formati din elementele ce apartin
~cel putin unuia dintre intervale, deci:

[—7; 3]U[0; 8] =[—7; 8].
Intersectia lor este formats din elementele ce apartin ambelor intervale. Deci:

[—7; 8]N[0; 8]=[0; 3] (vesi fig. L.7)

r . il e ey,
: oo o
=00, a7 o . 3 8§ too
Hig g7 ;

Dilerenta lor esle formald din elementele ce apartin intervalului A, mai pufin
intervalului . Deci[—7: 3] - [0; 8) =[—=7; 0)

Faemplul 2. 53 scviem intr-o forma mai simpld mul{imiles
(—=2; S)U (07 4), (—2; 8) N (0; &) si (—2; 3N\ (0; 43,
Sit reprezentdm intervalele (—2; 3) si (0; 4) prin pérfi ale unei axe (vezi figura 1.3},
Numirul 3 aparfine inlervalului deschis (0; 4), la fel, 0 aparfine lui (—2;'3). Observim cj

reuniunea celor 2 intervale este (—2; 4), intersectia celor doud intervale este intervalul
deschis (0; 3), iar diferenta celor doudl intervale este intervalul deschis (—2; 0).

/ ¢ LR
e 7 v Je=r) ki3
P ) 3 4 o0

Fig, 1.8

Prin urmare pulem scrie:

(—2; 3) U (0; &) = (—2; 4); (—2; 8) N (0; &) = (05 8) $1 (—2; 3)\ (05 4) =(—2; 0),

&y -y

Ezemplul 3. S observim ci mulfimea S = {x lzeR g |z |21} se poate
scrie ca o reuniune de intervale deoarece explicitind modulul obtinem:

Pentru 22> 0, 2 > 1, adici z =[1; w) §i pentrn z < 0, —
< —1, adicd ' & (—o0; —1].

Prin urmare multimea S= {z |z 2R $1 |z |>1} est
(—oo; —1]si [1; +o0) adica

x =1 care devins

e reuniunea infervalelor

8= (—00; —1JU[1; +o0) =R — (—1; 1),

In general dacd a > 0, atunci:

{z|zeRsi |a|=a}= (=00; —alU[+a; tow)=R— (—e; +-a)
g {zlzeR si |z|>a}={—ow; a)Ula; +w)=R—[—a; a].




Exemplul 4. Tot o reurnune de mtervale este si rezultatu] urmatoarelor dle',lellt.B
de inlervale: ! ; ; i

a) (—5 8] [—2; 5) = (—5; —2)U[5; 8] (iig. 1.9)

/ 4 \ ]
-\ < 7 J >
-0 -5 =2 5 8 +¢9

-.\

AT~

D14
Y

Flg 1.10 “

”O.Lser'\-'agi ¢l (—d; 8]D[—2; 8) si (—5; 8]D(—2; 8).
EXERCITIT |

INTERVALE DE NUMERE REALE

1) (Oral). Verilicati daci alirmatiile urmiloare sint adevirate: a) 0 < [0; 3];
b) 2.€ (2; 3]; ¢) —1 €[—1; 0); d) 8 & (—3; 8); &) =5 &[—7; —35]; f) 1 =[—4; 3);
g) —7<(—8; 0]; h) ae[—4; +4]; 1) —2&(—1; 2]; |) d=(—38; 4]; k) 8=(—3; 2,999];

= ;-z—:[-—-'f; 0); m) 1,1(6) E(J; 3] n) — 15 e(=8;1/5): o) 17,2 € (17; +);
vs

p} —16,9 € (=co; 16,9); 1) e (—oo; 1],

)
2) (Oral). Care dintre urmitoarele multimi reprezintd intervale de numere reale:
g)l{zeR| ~s<sa<2hb){re <2<} c)izel|zs —2kd)laeR|z>

8) (Oral). a) Existd un cel mai mare numar real in liecare din intervalele: =t 2
(=3; 2.(617; [—2 L/j S

by Existd un cel mal mic numar real in fiecare din inlervalele:: [ui;,;?; —1,8);

‘_Z:,i : lf_——J [fr.m,:_u: ‘:‘J i

4) Serieli ca intervale mullimile: 4 = {z |z eRsi —1l< o< 4 B={a|lz e
, ;

sid<aoags - C={aleeR si —3< 5< (i B lzeR si —8 < o< 3k
S=plpeBs c20h F=fpjzels o >0 G={o|la=R s z< 0); il =
= leeRsico —dh I={uv|asRs —a ): _“J' = lee B s —p < + 3}
K={x|loel s —a=2—1); L={zx|ae R >I' —zs =8} M={z|lzcgel s

: e 5 = B 3
05 z2<20); V= {alzeRsi —V/ 2 < o<l 2}; O= { |z &R §i ~-—<:I<—Jl;
: : 2 2

11




8) Fie I un interval de numers reale St propozitiile: ‘
1) ,daca I este nemirginit, atunci 7 contine o infinitate de numere reale”;

1) ,,daecd I este mirginit, atunci 7 confine un numir finit de numere reale;

iii) ,dacd I este mirginit atunci 7 contine un numar finit de numere intregi®.
Care dintre propozitii este adevirali?

) a) Dati exemple de interyale care si confind numere reale oricit de mari; b) Dati
exemple de intervale care si contind numere reale oricil de mici: ¢) Dati exemple de inter-
vale [a, 4] care sid confini n numere intregi, unde n & {0, 1, 2}. Calculati in fiecare caz
b — a.

7) Puneti in evidenti pe o axj multimile:

b2
ot
s

A= {—1; 2} B={x eN| —-1<z< 2, C={ze 2| —1<g<
D = R “-L —] < 2= 2]

b
; 5 st a b r —
8) Dacd a, b=Ry, a<1b stabilifi daci: a) —L— = (a; b): b) Vab = (a3 B).
9) Fiea, bR, a<b. Puneti in evidents pe axi inlervalele (—oo: a] $i[b; o)
in fiecare din situatiile: a) o = lgh) & <0;¢) a<s 0<b.

In care dintre siluafii 0 € (—oo; a]?

10) Daci 0 < o < 1 stabilifi daci e - ¢ = (@; co)in situatiile 1) @ > 0; 2) g < 0.
11) Censideram intervalele b =1—9:200: L, = (—32; 4);

P 4) Iy = (05 8]; I, = [0; 1);

-

M= (4; 200, Jg = (—o0i; 20); I, = (3; |-co).
‘ Stabiliti care din urmitoarele propozilii sint adeviarate:
a) L 2 f b)) Lic I o L€ dey d) Tos L @) ey )l e Ly gl Lic hichcR:
L) = gl e e ST s
12) Stabilifi valoarea de adevir a propozifiilor:

itmeos ~1C (=i ) ) (—03 ~1) (~0; 2); o) (~eot= L] (~0; ),

d)[—ms*hfilc[—w;;—31];m£—1;¢w)3[~1;m;
71 a0 ~
1) (0; @00} D[0; 1]; g) (3; ¢ ) D (3; 5).

13) Fie a, b, ¢, d numere reale astfel fncit o < b §i ¢<td. Notdm [, = [a; B];
Iy = [e; d]. .

Cereetati dacd 7, © J, in urmatoarele cazuri:
7 -+ b

—sid=ab; d) d<b 8 o < gy

d)ce(e;b)sid<b;b)a=csid<b; o) c—
e).a<<bh<e.

14) Se dau intervalele J, =[—3; 5): I, = (—4; 5]. Este adevidrat ci daci zel,
atunci z € I,? Dar reciproc? Ce relatie se stabileste intre I, si 7,7 ;

15) Fie @ <b §i I, = (a; 00); I, =[h; o0). Este adevirat ci dacd y e I, atunci
¥ € [,? Dar reciproc? Ce relatie se stabileste intre Iy §i L2 Bste posibil ca I, = I,?

168) Dacli a < b <d —e < —d, atunci [b; ¢l {a: d).

OPERATII (U INTERVALE

1) Scriefi cu 'ajutorul intervalelor: a)[—2: )V {7} b) (=5; 3)U {=5: 3%
) ]

\ : 91
c)[—2; 721U[7;9];d) (—2; 7) U[7; 9); e) [—2.5; 6)U[—3; 8]; ) [—3.4: 5]U["_3’5;T[;
11

=

g)[=2,18); VDU (—2.4(6); 4,015 1) [—%: — VEJULS /10 —298): ) [13 ;

: 13 1
ulu(__ 3 ;v]
1) 1 117" 1s
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2) Dacd o = B serieti ca intervale multimiles

a) (—oo; a)Ufa; a4+ 1); b) [e—=1; a]U[a; a+1]; c) [a=2; a)Ufa — 1;
g d4]; d) (=) a]U (e o).

4 8) Delerminati ¢, b & R, a < b stiind cii: a) [a; JU[—=7; 6] = [—9; 6]; b) [a; U
Ur—8; 21=[—5; —2j s1 b= —3.

4) Care din urmitoarele molfimi de numere repreziatd intervale: a! (- w01 23U
U281 B) (=8 TV (=2; +ao)i ) (=2; =) [=1; 2)id) (=4; 048k e) {23 U
U (=2; 1)U 2% ) (—eo: 1JU[15 H-00)?

5) Electuati: (0; o) UN: b) (15 o) UN*: ¢) (— oo; OJURE
6) Efectuatiz a) [—5; 3) N2 7]; b) [—3; —1) N [=2; 8]; ¢) (=4; 0) A (—5; =2);

\
|
|

a4 (_ A e _] ”[7 ti u]; o) (—=2,(3); =11n[= V/8; —0,(89)); 1) [2: 7) O [=3; 2];

112 ‘”l : ; ;i :
g) (—5;4) N (4; 6); ]”(__, A (U ]. ili=8s. 700 (31 8) =2 6).
i 16 B 11.4

7) Blecluati: a) (—2; 7)N if— i b)) (= =45 6}; ¢ (=84; 4.2 NN¥*;

d) (“T %}nz; e) {— 1/ b [ )”“"

8) Fie @ = Ry*. Bfecluali: a) (—a:a) N[0;a); b) [—e —1; 11N [0; & + 1); ¢) (~2a
8q) N (2a; ba); d) [~ L I}J ﬂ[f & ‘1]: e) (=ai ¢) N (=1, 1); [) (—a, af N[—d*, a?).

a 1
9) Allaliae sl b stiind ed: a) (a; B)N (5; 7) = {S: lJ i b)[e; 7) M (3; &)= [4; 6] |

10) Efvctuati: a) (---"E; QU a)n b)) (=85 BIM4:8) B) (=2 9 (=8; 3k !
d) (=2; 2) M (=35 8); e) (—7; 2) U[Z; 7); f) (=75 2)N[2; 7); g) (=8 —1)U{—1}U |
U135 23 b) (=3; =1)U {=1}N[=1; 2 |
11) Ordonati crescitor numerele a, b, ¢, d in urmitoarele situatiiz i) (e; 61N (e; d]= |
= (¢; d]; ii) (a5 61N (o5 d] = (a; d]; i) [&; &) O (¢; d] = (e; b).
12) Precizati care din urimitearele mulfimi pot fiscrise: 1) ca intervale; 2) ca reuniuni
de intervale.

a) [—2; 8] —{8}; b) [= 2; 6] = {=2;6; 7}; ¢) [=3; 4] — (2; 8); d) (=4; 6] —(3;
a); e) (=5; GJ = (G5 715 f) [3; 8) = (4; B); g) (1; 2) = [U; -1—] h) [=2; &) = (=3; =2}

18) Se pol scrie ca reuniuni de intervale multimile urm;itoare
g) iz leeRs 2|28 b) zlaesRsi [g=1]|> 2}
di {2 |wesR s [z l=4ate) {zleeRs 2|11
)
§

gl dz e eR s e |13 h) {Eleel sl |g|<al i) {felzeR & |2 [ |
Niglaoeshs |zlsUhk wleeR s o< =2} Bi{z|lceR s (o)< —5)F |

LUCRARI DE VERIFICARE
LUCRAREA I

1) Htabiliti care din wrmdloarele relafii sint adevirate:

1 9 P ‘ 0

a) 5eN; b) — e 4 ¢ 1 &Z;d)—1/3=R—0;e) ll e N f) —= e N; g) =1ei¥;
: 2 3 =5 1

n) Lt = R
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") Efectuafi: a) AU B; b) 4 N B; ¢) B —y dyd) G — A;e) € — Bunde 4 = {—3;
—2: 0}; B = {0}; €= {0; 1; 3},

3) Re_prezenlat.] pe axi punctele ale cliror abscise sint elementele multimii

M = {—3; —2:.04: —j, 1/?}.

L i g
4) Efectuati: a) = i 5
j/f S

—52
v D SR

4

8) a) Scriefi crescitor elementele multimii N =

} ;

b) Caledlati: 1)14-244 =)l = ey
L= 5) =8 [ =556} 6] 5= =87 | =5

2 5
et st

A e e A e iz,
LLlie ey e

—_——
(<L)
[
3]
|
o
=

LUCRAREA I1I
1) Stabilili care din urmiloarcle apartenente sint adevirate:

a) (_,l.|_..1i]ez;m(%j-;'—:’]ezh c) (%52 —1) : 22 N; d) [:wify-_,
2 - d 4

8 m;;}e(z'. e (WV3=2)3)( =~V 3)eh-9;0 (l/l_ LR ] V3eN; g) (14
F )= B Qs h) (141 8) /3 e RNG.

%) a4} Reprezentali in sistemul de axe rectangulare zOy punctele: O(0; 0); B (1; 0);
C (1;1): D 10;1): b) calculati lungimes surmentulm OC; ¢) Reprezentati pe dreapta OB
punctele care au abseisele egale cu: — |/ 87 Ve — /3 +-2.

(5

8) sScriefi crescitor clementele muliimii: 7= {| -l/§|| VE-al; = /2 [3
l=w =il I d=w 2= sl = A
4) Caleulati a & R din egalitatile: « U B—2l=42-V/3; ' b) a =

—Vil=WT—5l ela-VIl=V3 d)la-VI-VIl=1I— V5

LUCRAREA 111

. 1) Stabiliti eare dintre urmiitoarele relalii sint adevirate: a) —1 e [—1; 3);
H Ne (2 4] :} e (i 4] d) —3 & (—00; 1]; ) 3= [0; +0); ) [“1; 1]c(—2:
2k )0 JC P8l ) [=15 1) o(=1; 1] §) (—=2; +4) C(— o0 ; 4); §) [+£8; +o) D
= (9, 4 (*.,’, ==oo) D=2 0k Lm0 g ) {—1lc(=1; 0); n) {1; 2} c
(= [ e

2) Efectuati:
LUL; LTy 1 —Iy; Iy — I, unde a) Ty = (—2; 8) si 7y =[2; 4); b) Iy = (=83 0}

i Iy = [0; 1)
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. 1) Scrieti trei numere din intervalul (0; 1).
2) Fie 4 =[—2; 3); B = [1; 5). Scrieti ca intervale multimile: a) AU B; b) A N B;
g) A — B;d) B— A
8) Aflati elementele multimii:

S s)n{—l,s; V'3 a%z; -w}; b) ‘(=15 4INZ*: o) [—5; 1NZ*; d) (—6;

1NN*
4) Fie 0 = (a; 4-00). a) Justificali dacd a® € (a; 4-00); b} in ce condn;n —a =
e (uf +oo), ¢) in ce conditil ¢® & (—o0; a).

‘3. ECUATIA DE GRADULI CU 0 NECUNOSCUTA.

- BCUATTI ‘REDUCTIBILE LA ECUATII DE GRADUL
iNTTI CU 0 NECUNOSCUTA. PROBLEME CARE SE
REZOLVA CU AJUTORUL ECUATHLOR DE GRADUL
INTII CU 0 NECUNOSCUTA

Sa ne amintim cd 0 ecuatie este o propozitie cu variabild (propozi-
fitle cu variabild se wmai numesc predicate) in care apare, 0 singurd dald, sem-
pul =" '

De exemplu, si considerdm propozitiile cu variabild (predicatele):

1) Elevul cu numele & este in clasa a VIII-a A, z € {lonescu, Popescu
Constantinescu}y

2) 22 —5=2 x & {0, 1, 2, 3};

3) Litera @ este in alfabetul latin, x

422 4+y=T7 % yEN;

1
5) ‘_—__?f AT RERIRES
IX?% - 1

6) 4x —1=1=x+2 xc il 2% .

Prima, a treia si a sasea nu sint ecuatii. A doua si a cincea sint ecuatii
cu 0 necunoscutd, iar a patra este o ecualie cu doud necunoscute.

Multimea in care ia valori necunoscuta se precizeazd in dreptul ecua-
tiei; in cazul in care nu.este scrisd, vom considera ci este multimea nume-
relor reale.

O ecuatie en 0 necunoscutd.are forma generald:

2'_ -{(l, ba ps .'L'};

necunoscuta X apare efectiv in enuntul ecualiei, in membrul sting S sau in-
membrul drept D.

. Neeunoscuta poate fi inlocuitd (sau substituitd), in enuntul ecuatiei,
cu orice element din multimea M ; ca rezultat enuntul poate exprima sau




nu un adevir. Acele elemente ale lui M care inloenite in enunt, in locul necu-
-noseuted, tac ca enuntul sa exprime un adevar, vor fi numite solulii ale ecua-
fiet. Rezolvarea unei ecualii inseamni allarea (determinarea) tuturor solu-
tiilop sale. :

De exemplu, prin inlocuire divectd, constatim cf ecuatis

2xi— b =20 o i Do )

nu are mel o solubie, in mulfimea {0; 1: 2; 3}, Aceeasi ecuatie 2% — 5 =
X & B are 0 smgurd solulie in B s1 anume x = 3.5.
Despre ecuatia:

[

=3 Xt b= 2 (x=1)—x42 2B
vom spune ¢d are ,mai mult de doua solutii in R, deoarece dupi efectuarea
tuturor calculelor oblinern 0 = O, oricare ar fi ¥ & B. Si ne amintim ci o
astfel de ecuatlie se mai numeste si |, identitate’ (sau o eciwatie nedetermnitd).
Prin urmare  multimea de solulii este B, adica S = B*
In schimb, oricare ar fi multimea in care ia valori necunoscuta x. pro-
pozitia -
dr(x+1)=3.x —2
ne conduce, dupa efectuarea calculelor, la egalitatea 3= —2 evident absurdi.
Despre o astfel de ecuatie obisnuim sd spunem cd nu are solufie in nict o mul-
[ime (sau ca esle 0 ecualie unpesthild).
[n urmatorul exercitiu ni se cere si rezolvam ecuatia:
SX == G (1)
in multimile: a) N; b) Z; ¢) @%; d) Q; e) R.
Separind fermenii cunoscufi de tel menii liberi obtlnem ecuatia echi-

valentd: 2x = 7 (2) si apoi x = ;2]4 (3).

T it ta ed ¥ ,
Deoarece - €& N si = & Z spunem: in multimile N sau Z ecuatia

& P

(1) nu are solutie. In schimb, deoarece — € Q* c Q = B putem spune;

L\_[-n

ecuatia (1) se poate rezolva (are solulie) in oricare dintre multimile 0* Q

gau R, solutia find numérul

3‘ i

Sa ne amintim cd doud ecuafii sint numite echivalente duecd au aceedst
mulfime de solufir. \ '

Tn rezolvarea ecuatiilor se folosese urméatoarele doud proprietati ale
egalitdtii (valabile pentru numere reale): !

Propriciatea 1. Adunind la (sau scdzind din) ambii membri ai unei
ecuatil acelasi numér real, obtinem o altd ecnalie, echivalentd cu prima.

Conform  acestei proprietdati, putem trece termenii dintr-un membru
intr-altul, schimbindu-le semnul.

Proprietutea 2. Inmultind (sau impértind) ambii membri ai unei ecuatii
cu acelas) numdar real, diferit de 0, obtinem o' altd ecuatie, echivalenta cu
prima

16
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De exemplu, 83 rezolvim ecuatia: 3x —1 =9, x &Ri:--10 -~
Adunind la ambii membri numdérnl 1, obtinem ecvatlia 3% =9 4 {,
® & B, echivalentd cu prima. Impértim acum ambii membri cu 3: obfinem

10

ecuafia X :E, x & R, care este echivalentd cu prima. Aceastda ullimd

: ; : - . A ok - :
ecuatie are evident, 0 singura solutie, numirul o Deci gi ecuatia 3x — [ =9,

10

— e
2
(7]

¥ & R are o singurd solulie, numirul
.0 ecualie de forma

\ ox +-b =0, xR
tncare @ # 0, @ si b sint numere reale, este numitd ecuatie de gradul T en o neri-
noscutd. Am invitat in clasa a VIl-a cd orice ecuatie de gradul I cu o necu-

P : J : h
noscutd are o singura solutie, numirul — —-
(73

EXERCITII REZOLVATE

Emerci{i’ul 1. Sa se rezolve ecuatia

(1) - x =5 in care necunoscuta este X, unde @ este un numdr real,
oarecare, numit parameiru (a & R).

Distingem doud cazuri:

1. @ # 0. Conform proprietdtii 2, impértim ambii membri ai ecuatiei
(1) prin a. Ecuatia (1) devine:

' 5 ; : 5 . e o ;

(2) x = — . Ecuatia echivalentd (2) are aceeasi solutie, —, ca g1 ecua-

a a

ia (1).

2. @ = 0. Atunei ecuatia (1) devine:

0-x =5 adici 0 = 5, evident un rezultat absurd. {n acest caz spunem
cd ecuatia (1) este ,ecualie Imposibild®.

In rezumat: pentru « = B — {0}, ecuatia (1) are o singura solutie,

b : : : 3 o
x = — ., Pentru a =0 ecuatia (1) este imposibila.
= ,

Exerciiul 2. Rezolvati ecuatia (1) ¢+ x = 0, in care ¢ este un parametru
real.
Apar urmétoarele cazuri: .
1. a # 0. Impértind ambii membri ai ecuatiei (1) prin a, obtinem ecua«
tia echivalentd '
RS %! J 2 15
(2) x = — adica z = 0, care reprezintd gi solufia ecuatiei (1).
a
2. ¢ = 0. Atunci (1) devine 0- x = 0, egalitate adevaratd oricare ar

fi x € R. Prin urmare scuafio este , nedeterminatd®, are o infinitate de solutii,

- adica S = R.
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In concluzie: =i ;
Pentru @ & {R]} — {0} ecuatia (1) are o singurd solutie, x = 0.
Pentru a = 0 ecuatia (1) este o nedeterminare (identitate), ecuatia are

o infinitate de solutii, adicd S = R (multimea de solutii este R).

Ezercitjul 3. S8 rezolvim ecuatia ax -3 =4x — 2¢, X & R, (1) in
care g este un parametru real.

Trecem in membrul sting toti termenii in care apare necunoscuta, iar
in membrul drept ceilalfi termeni; ecuatia este inlocuitd cu ecuatia echi-
valentd: '

=hx b ogx s= =20 -3, ¥ C R (2)
a1
(¢ —4)x =—2¢ -3, xR (3)

Distingem doud cazuri: '

1) a # 4. In acest caz impértim ambii membri ai ecuatiei(3) cu numé-
rul a — 4 (care este # 0); obtinem astfel ecuatia echivalentd :

—2a — 3
o ] I
X e ey, X' R (4)
a— 4
: g G o . —2a — 3
care are eyvident o singurd solutie: numdrul el
: a— 4

2) a = 4. In acest caz ecuatia se scrie: ‘
Qe — =24 = O AR ()
adicd 0 = —11, rezultat absurd; aceastd ecuatic nu are nici o solutie.
In rezumat, ecuatia (1) are: 1) Pentru a & R — {4} o singuri solutie;
=Ja=—9
a—4
Egzereifiul 4. Fie de rezolvat ecuatia: m? x 2 = 4.x-m, xS R (1)
in care m este un parametru real. ,Separind® termenii care contin necu-
noscuta x de termenii care nu confin necunoscuta X (termenii liberi), obfi-
nem ecuatia echivalenti:
X o A Xe= e ) Sxae B ()

; 2) pentru @ = 4 nu are nici o solutie.

sau
e (m—2sm - 2r=m— 2 x =R (3)

Distingem urmdétoarele cazuri:

1) m # -+ 2. In acest caz putem imparti prin m — 2 cei doi membri
al ecuatiei (3); obtinem ecualia echivalenta:

MmN =1, x =R (4)

Si observam cd ecuatia (4) este de forma ecuptiei de la exercitiul precedent.
Prin upmare apar urmétoarele alte doud cazuri: :

a) m ¥ -2 obtimem - din (4) ecuvatia echivalentd

|
e Lo
m -+ 2

§1 care are 0 singurd solutie: numdirul ———
g ! e
3 (LS
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b) m =—2 Ecuatia {4) devine
0-x =1, adick 0 =1, absurd,
Tn acest caz ecuatia (1) nu are nici o solufie.
2) m = 2. In acest ecaz'ecuatia (3) devine
x:0:4=0, xR (6), adicd 0 =0
Spunem, in acest caz, ci ecuatia (1) este o sphedeterminare” g1 vom infelege
¢d ecuaia (1) are o infinitate de solutii reale, (este o identitate), deci mulfi-
mea. de solutii este S = R.
in rezumat, ‘ecuatia m2x 4+ 2=4x4+m, ® SR ares
Pentru m € R — {—2; 2} o singurid solufie reald gi anume numa-
1
o
m -2 .
pentru m = —2, nu are nici o golutiey
pentru m == 2; are o infinitate de golutil reale (este o
adici- multimea de solutii este B, S = R.

rul

nedeterniinare),

EXERCITI

ECUATII DE GRADUL I CU 0 NECUN 0SCUTA
1) Care dintre urmatoarele propozifii cu variabili sint ecnatii de gradul I cu ¢

necunoscuti:
a) 5x -1 =2;: x=N; D) f—9=0 xRk ¢ ix—1=x$2=1x; Tel;

d) x+y—1=x; x,yeﬂ-—*a;BJf:ﬁ:z-_’x'&; ) 5, 7, re=Q
X

2) Aceleasi intrebdri pentru propozitiile:
a) —x—1=0; xeN; b) 2x—1=X; xeZ; ¢ 3xH1)=56x—2; ¥l
dx=y=1x+1; x, y=R\G; @) —2(x —3) = —L(2x—=73); x=Q
8) Verificati daci 4 este solufie pentru ecuafiilet
a) x—&=—8;xeN;b)3x—2=0; xeZ; c)x'=1,xeR; djx—-1=10
e ﬂ')—.x"'u”‘i; xeN*
3 a

4) Verificafi dacd 0 este solufie pentro peudtile: -a) zix—11=10; 3R

by x =1 xe 0; ¢) x* =10, x= B#id) xix —8) = 35 3 < / i
5) Veriticali daea 2 esle solutie pentru ecuatile:
Cx x ax — b . .
#) —— — — g = A_____'__ x eIt ) {x Ol et B s BY=20 (X--3)%
i J 2 4
= R
. - [ : x+ 1 :
6) Aceleasi imtrebari ca la exercitiul 5 pentru geuatile: a) ——— — 1 = 0; 3 & B;
3 :
b x!—1=1—x; xeN; ¢ (x—1)f=1; x= Q.
g g Bivibe’ ; ; = ! . . i
) Veriticati dacd numerele 1; — |73, - siul, respectiv, solutiile scaatilor
/2 .
= Ty 5 = 1
a) (X~ ‘1}~L/23 = (l//d — 1) x+ 1 —=1/3 z=R: b Sx |/ )+ — = 0,5, seli—0;

ST AT ) = 2 R = ) B




S PR 3 | | : ; g
&) Variticati dacy eeYatlE v & ¥ ——— & — gre solufia din multimear

{==1; Lo e tf!}-

) b 4
: - : S o . % | g
#) Aceleayi inlrebarn ca la exereitiul 8, dacs mulfimey ester d ——; 41— ; 3L,

"

9

; £
e ; : . y i 2x 1 ;
1) Serell sub lerma ceeihnala, solytule urmitonrelor ecuatii: 4) =2 — — = 0;
8 i
2

Te R bl 025y — 18 =0 ze&R; ¢ 945x— (0,945 -+ 0,45%) - 0,945 = 0,9455 —
~ (9,45 — 0,945x) - 9.43; x € 1.

L1} Rezolvali ecnatiile urmitoare in R

S z o

afi= s =0 — 2 b)r dne= |/ Ux o)

1 X ax L 0= x ax —~ i)

IJ] :_-! I e L) ,,:_;,. ———— e ol (X = )
5} i) Wi 2

SRy N I \ (i),
gli—(2x = 1) -+ — « (4% — 2) ~ — (BF — 1) 4 — == 9%
Y 4 H b

12) Aflajisolntiile pentro fiecare dintre ecualiile urmatnare: a) 2x % 3 = —x 4 43
= b)dx—2=3" (x—4); vyeNi g ;‘l/:."'x: Ex— g 5 e R; d) 4x —1 =

= X 8%, x& N.

13) otiind i ¥ e B, rezolvati l‘:r'LlH.th“L'l

| A
o o RSN W) S
) R I L |
*h) J[l(i -xu_-t];-a--j];_u 1 == (),
2 La L4

14) Care dintre urmitogrele ecuatii au eel putin o solutis reald:

a}xe}aﬂmiv(;—rﬂ:l(;+:-'.)-1,-:;

3 g
1 & " 4 { 1 o -
bl d-3—2= (=)= = (8F=1) b=, (6x 7);
4 A
) 4 X = ; X a Xkl — = ux
A 1% i 0

(Y P e AR

1a) Care diptre nrmatearele ecuatii au cel mult o solutie reald:

g 13 x — 7 = x — 1)+ 3
b) 7 (x — ) = 6ix 2+ 1) L %
(& —a) = =bxX;
A 3-fx +4) 4+ 2o (v —2) = 5 (® 4 2) = 414
IR, = = Rl (o S R SR 0, s ) S A DR )

16) Determinati parametrul real o astfel cy numirul =2 g4 fie solufie pentra
figcare din ecuatiile in ¥ 3 & N

) X e e P g ) 3 = mein ) A0 - ix = e & ‘l: $1; d} 3xa

|




3 T

17) Determinati o = B ast{el ca 6 54 fie solutie a ecuatiei in %, 0% 42 = 2x } a.
Pentru a determinaii rezolvali ceualia dald.

18) Stiind cd ecualia m - x + n = 0, x € R, admite doud solufii diferite, deter-
minati numerele reale m si n,

19) Sint echivalente ecuatiile: 2% + b 3x — 2- (x - -}-] , x= R gi
2 : &

3q(x—5)=5—2x+5:(x—4); x=Z?
20) Considerim urmitoarele propoziii:

a)mx—3=0; b)3x—m=x; ¢) m-(m+1):x—1=m; d) |[m| :-x=m;

&) }m[ x4+ x= 1+m £) m—2)-(m+2) x+tb=399m; g)V/m x—x =1— m;

h) m?-x=m-(m <+ 1);i) m(x 1) =m-x— 1. Determinati pentru fiecare propozitie

in parte valoarea numerici a parametrului real m astfel incit: 1) Propozitiile si reprezinte

ecuatii de gradul intii cu necunoscuta x; 2) Fcuatiile cu necunoscula x 54 aibi o singurd

solufie reali; 3) Ecuatiile cu necunoscuta x s# aibd cel putin o solutie reald; 4) Heuatiile
cu necunoscuta x si aib#i cel mult o solutie reali.

21) Considerdm urmitoarele ecuatii cu necunoscuta m(meR): a) m-z —

—m—1=0;b)ma=2—u; ¢c)|m| -2+ z=m 1. Determinali valorile parame-
trului real x astfel incit ecual ule de mai sus sd aibd o singurd solufie.

22) Aflati valoarea parametrului real ,p* astfel ca ecuatiile: 2px 4 5 = 5x 4 2p;
PX+ 2 = 3x + p(x = R) si [ie echivalente cu ecuatia px + 5 = p(x + 2)(x = R).

28) Fie ecuatiile: a) (m-+-1)-x+a=x; b) a-m—ax=mx—a-m; ¢) 1—(x—m)-0=
=(g—x):m; d) a-(x— a} = m-(x — m), unde x = R. Reuzolvati-le, analizind toate
cazurile ce pot apdrea (a si m sint parametri reali).

24) Rezolvati urmatoarele ecuafii reductibile la ecualii de gradul intii eu o necu-
noscuta. '

)(x+2)(x—2 +5-(3x—1) = (x4 5)« (x—1) ¢ 8% — 22;

i) (x—1)-(x—1)+ (x+8)-(x—38)=(x—1)- (x4 2) ¢ (x4 3)%;

i) (x— 8)r (R—4) — 2 (3x — 2) = (¥~ &)%

iv) 12 — 2+ (x— 1P =4+ (x—2) — (x— 3)-(2x — 5);

v)Be(x—1)2—2-(x+ 82=238-(x+ 2 —7 - (6x = 1);

vi) 5-x — (4x + 8)* = —38x (5x + 3) — x% - 20.

23) Probleme care se rezolvi cu ajutorul ecuatiei de egradul fntii eu 0 necunoscuti.

i) Suma a dou# numere naturale este egald cu 180. Care sint cele doud numere daca
unul dintre numere este mai mare de: a) doud ori; b) trei ori ¢} patru ori; d) cinci ori -

¢) sase ori; [) n ori, decil celalall numar.
ii) Diferenta a doui numere naturale este egali cu 180. Care sint cele dous numers

daci numirul cel mai mare este de: a) doud ori; b) trei ori; ¢) patrn ori; d) cinei ori;
e) sase ori; f) n ori, mai mare decit celdlalt numar.

iii) Suma a trei numers naturale consecutive este 42. Care sint aceste numere.

iv) Suma a patru numere naturale consecutive ‘este egald cu 30. Aflati cele patru

numere.
v) 84 se giseasci doud numere naturale consecutive, astfel ca suma lor g4 fie egald

5
cu de trei ori numirul mai mare, mai putin — din numérul mai mic.
L3
vi) 84 se fmpartd numirol 140 in doud parti, astfel ci o parte miritd cu 10 si fie

egald cu a cincea parte din cea de-a doua parte. ‘
vii) Dacs scidem 8 dintr-un numar natural si fnmultim diferenta cu 42, iar la pro-

dusul obtinut adiugim dublul numirnlui necunoscut, obfinem 44, Care este numdirul
natural necunosecut.
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. iii) Dacy sciidem dintr-un numir 3: 10 si 11, oblinem trei diferente care adunate
dau pumgrul respecliv. S se alle acest numir. :
' x) Determinati un numir sliind ca adunind o pitrime, o treime din acest numir
§i 12 se obfine un numir de trei ori mai marve decit numirul cdutat. »Sc't se afle acest numér.
x) O sumj de bani este impartita la trei persoane astlel: prima persoani ia cu doud’
treimi mai putin 600 lei; a douna persoand ia un sfert, lar a treia persoand ia jumitate mai
putbin 4 000 lei. Care este suma de bani si cit pruneslb fiecare persoand?
xi) Un ogar urmireste o vulpe, care are 60 sirvituri inaintea lui. Peste cite ¢ Llf'ltUT'
ogarul va ajunge vulpea, stiind cfi, pe cind ogarul face 6 sirituri, vulpea face 9, dar ci 3 sHe
rituri de-ale egarului fac cit 7 de-ale vulpii.

xii) Intr-un triunghi oarccare, al doilea unghi esfe egal cu-z— din primul unghi,

iar al treilea unghi este cu 15° mai mare decit primul unghi. 84 se alle mirimea fiecarui
. unghi.

xiii) Perimetrul unui triunghi isoscel este egal cu 18 dm, iar una dintre laturile
egale este cu 8 dm mai mic decit baza sa. Dintr-un punet care aparfine bazei triunghiului
se duc paralele la laturile egale ale triunghiului isoscel. Care este perimetrul paralelogra-
mului astfel format?

xiv) Un trapez are baza mare de 5 m; baza micd de 3 m si inidl{imea de 4 m. Se
prelungesc laturile neparalele ale trapezului pind se inlersecleazi. Se cere si se calculeze
indltimile celor doud triunghiuri astfel obfinute.

VERIFICAREA CUNOSTINTELOR

e A. 1) Verificafi daci —1 este solufie pentru ecuafiile: Lo 0,5;
r i
/ ) : il e 3
xeR; b) —3-(x—4) ﬁ-——}: 00 x——3x; x=R.
2 2
2) Rezolvafiza) 53 — 7 =8;xeR;Db) 3+ (x 4 1) == —ix; x &= Q; ¢) 5% — 7 = §;
3 X 33 b = > :
x& h; (]),}+_é_=1; e 0% e)~;—dx =0; xeN; ) 2:(x+1)=3(x~—1) - x;.
2 g 2 3 :

x < R.
8) Determinati ¢ & R astfelincit ccuatia 26+ x ++ 8 = x - g, x = I i ajbi solutia
X = —9.

4) Rezolvati ecualia cu necunoscuta x & R, mx - 3 = x -+ m, unde m este un
parametru real.
B. 1) Verificali dacd 9 este solulie pentru ecualiile:

25 x— 3 = G 1 2x — 9
a'] —— X .I.. e leEe s X 7‘7 ey
3 4 4 15 27

b) (2x 4- 3)(x — 5) + 18,0 = (2x — 5) - (x — 1,5).
2) Rezolvaii ecualiile: a) 2+ {2-[2-(2x— 2) - 2] — 2} =15 .3; x = R.
b) (18x + 8) — (6x - 1) = (12x — 3)*
3) Hezolvali ecualia m® - (x — 2] — 3m = x -+~ 1, vnde m este un ]mm.unolm real,

. o = o . . . Hn . =~ o 5o : t
4) Care sint mdsurile unglhivrilor triunghiului 4 BC dacd misura lui 4 esle —
Y

it

©
din masura lui B i mésura lui C este = din suma misurilor unghiurilor 4 si B.




4. INECUATII

4.1. INECUATIA DE GRADUL I CU 0 NECUNOSCUTA

Sé ne amintim cd o propozitie cu variabild de tipul x + 3> 2 — x (1)
sau 2X — 1 < x — 3(2) sau 3(x — 1) > 5x — 4(3) este o Hinecuaiie”. Litera
X se numeste, ca gi la ecuatie, necunoscuid.

Dind literei x diverse valori (numerice), oblinem fie propozitii false,
fie: propozitii adevirate.

De exemplu, in inecuatia (1) dind lui x valoarea 0, obtinem 3 © 2 gi
deci propozitia este adevaratd. Numirul zero este o solutie a inecuatiei (1),
Pentru x.= —2, inecuatia (1) devine 1 > 4 adicil o propozitie falsi. Numi-
rul —2 nu este o golutie a inecuatiei (1). Pentru x = 3 sau ®'= 4, inecuatia
(1) se verificd gi prin urmare 0, 3 sau 4 sint solutii ale inecuatiei (1).

A rezolva 0 inceyalie inscumnd a afle ,, loate” solutiile sale. In general
se spune cd dowd inecuclic sint ,echivalente” dacd an aceeasi mulfime de
solulit. '

Urmatoarele proprietati ale inegalitétilor (intie numere) sint valabile
gi in cazul inecuatiilor:

1) dacd a <b atunci e +-c<b-4c¢ si a—c<ab—c;

2) dacii @ <bgic >0, atunci - ¢c<b-csia:c<ab:ec:

3) dacd @ <<bgic<O0atuncia-¢c >b-csia:ec>b:e;

4) In loc de b < a se poate scrie si a > b. '

Observajii. 1) Aceleagi proprietati sint valabile si dacé inlocuim semnul
<3 {mai mic) cu semnul > (mai mave).

2) In rezolvarea unei inecuatii, folosind convenabil unele din aceste
proprietéti, obtinem ,inecuatii“ echivalente cu cea initiald.

Ezemplu: S se rezolve in R inecuatia 3x — 1 » 2-(x 4 3) (1). Efec-
tuind inmulfirea din membrul drept al inecuatiei (1) obtinem:

3x'—1 > 2x - 6 (2) sau separind termenii care contin necunosculs
de fermenii cunoscufi obtinem 3X — 2X = 6 - 1 (3) sau inci:

X = 7 (4). Deoarece x & R, rezulta ca multimes de solutii & inecuabie
(1) este un Interval de numere reale st anume: x = (7: -oo).
P .

UbSCPV(L!L'H. qun;lJHLiiip (4Y. (2).0(3). (&) sind iru_—w_;“_‘«lL!l uwiﬂ\-’u_hj—n_u‘v. avind
drept multime de solulit intervalul [7; oo '

4.2, SISTEME DE INECUATIT

S& presupunem cd avem de rezolvat ,simultan® doud sau mai multe
inecuatii de gradul I cu o necunoscuté. Prin aceasta vom intelege si gisim
toate multimile de. solutii (intervale) care si ,verifice® deodatd (simultan)
toate inecuatiile date. Avind in vedere cii liecare inecuatie are drept. multime
de solulii un interval, rezultd ca ,multimea solubilor tuturor inecuatiilor
date va fi intersectia multimilor de solatil ale inecuatiilor date.




Eremple: 1) Sa se rezolve sistemnl:. .

[x 43 € 2x + 4 ‘ 3
(1) , b . Dupé efectvarea calculelor sl separarea terme-
9y~ 1] < 5% &1

nilor care contin necunoscuta de termenii |, liberi® obtinem sistemul echiva-
lent,

(2) sau inea (3 g1 conform unei pro-

X — 2x < 4= 3 —x <1
X — 0x € 2 —1 )

e :_J).f,' = l

prietiti relative la inegalitdti inmuliind cele doud inecuatii cu (—1) obfinem

I\; == X &[—1; +e0)
sistermnul echivalent (4) l\ L 1 adica (D) X |:_ L : -j—co)“ Prin ur-

11) Ra se pezolve sistemul de inecuatii:
[2(x — = S )
I e =
v l X - :.J.Y ===

Efectuind caleulele si separind termenii cunoscuti de cel necunoscuti, obtinem;

2 2x —3x 2246 T MR U B _
(2) ; o g e adica (3) ] A ol sa1
(4) lx & decl (3) oy (T—m; w

x 28 & [8; 4-o0)

Prin urmare,
§ = (—o00; —8] N [8; +ea) = 0.
Obsereatie, Dacd sistemul contine, de exemplu., trei inecuatii, mul-
fimea solutior sitemulul va 1 intersectia multinilor solutillor (intervalelor)

celor Lrel 1necuslil.

4.3, INECUATH DE TIPUL (ax < &) -3 + d) = 0 (SAU < 0)

De exemplu, avem de rezolvat inecuatia:

(1) (2x — 1)« (—x-+ 3) = 0.

Deoarece teebuie sa fie gasite  numerele® xR, astfel inelt produsul
snumerelor” 2% — [ si —X 4 3 sd fie pozitiv sau egal cu zero, formam urma-

toarele doud sistenie de necuatii:

2x — 1 = 0 Sl =)
I san | ! .
o8 et IR L e S

Multimea solutalor imecuatiel (1) va fi reuvmunea moltimilor solutiilor (inter-
valelor) celor douna sisteme | g1 Il Rezolvind cele doud sisteme de inecuatii
obtimern
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—
g
=
£9
=
e
-
W
&S s
-
=]
<
B

Ll i (—rp:w 2= N [3: thoo) = O,

Atunct mulyimea zolutiilor inecuatiei (1) va i

; ; : - I i !
S == oy Udy = @ Ui r s R e
& |9
Alt exemplu; sd se afle 8= R astfel dneit (1) (X = 1) (3 = %) < 0
Deoarece produsul .oumerelor (X + 1) g0 (3 = X) @alé negativ san cel

mult egal cu zero, formam sistemels astfel:

x+120 SR A 1)
[ERT san 1) *  nleed
3+~ %<0 |8 —-x 20

] {‘ gl gau |1 ! 5~ adicd
X 23 (X
XELwdi o) gau Il J 3 b i
3E[3; ve) ' o lx € losg
deci §; =[—1; o0) N [3; oo) =[3;
_ g 52:(—90; w‘I] ﬂf-—.oa; 3]’: —oa: —l]
Atunei § = §; U8, = (—e0; —1]U[3; o) = RN\(—1: 3)

G e By e o S N Bl o
4.4, INECUATI DE TIPUL ———— >0 {(8aU < )

12 s Sl

De exempiu,., avemn de  rezolvat” inen;-l.x:—.:[..J.}i,
| = 3x

e 2 )

X 4 2

Deoarece trebuie determinate numerele x < R astfel incit raporiul . .nu-
merelor 1 — 3x g1 x — 2 sa l1e pozitiv sau zero, lormam sistemele de mecu-
atil

] —3x 20 | —3x < 0
| ; sau [l -
X420 A e el

Observati cd numarul ¥ 4 2 trehuie sa fie diferit de zero. decarece im-

partirea prin zero nu are sens. Deci:
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: b san 11 o 3, -adicd
l e = I\ =

i l X =il —oa; —,-] =" N | = W :
T 5 J gan [l 3 . Atunei
l X £ —2: co) X (—eo; *2'}

SN : e b 3 i . it =
Deci § = 5,08, = (2 Pua_{mu ‘y

Al exemplu

pidae T
{xi>—3 | x <—23.
J'XE—][Q; co) g JX & (—oo; 2]
| x ©(—3; o) Ix &(—o0; —3)

Prin urmare:
Urmeazd o § = S, U S, = (—o0: —3) U [2; +o0) =R —[—3;.2).

EXERCITIH

INEGALITATI {Recapitulare)

"B se demonstreze nrmfloarele inegalitati:

b® = Zab aricare av fi a, b = R;
2y [a -+ bF < oticare ar fi a, b = R:
3) (a —bF < | oricare ar fia, b = R;

2 It
2{ b
Lo e ; ‘
1 —— J oricare ar 1 @, 7 & i,

a> =

g

a* 4+

-y ‘:: ) :
i T aricare ar i =, ¥ = R;

< 0 oricare ar fi a = R:

S8;=(—3; e0)N[2; co)=[2; co) sau S'.g:(_—'oo; — N ocan 2]=Ff—as

Deei

i

3).




Sl g
R e OO NPT
25 @l = e %

(a = b)°

ha

91 >0;e b>0

10) A4+t —ab—be—ca=0, a0, b, ce R Cind are loe cgalilalea?

11) Aritati ¢t media aritmelicd a dond numere dale este mai mare decit media lor
geometricd, iar diferen(a lor, este mai mica decit piatratul diferentei celor doud numere,
impirlite cu de opt ori numirul cel mai mic.

12) Dacd trei numere reale pozitive a, b, e sint astfel incit unul din ele este mai
mic decit suma celorlalte dou#, avem:

a® 4+ b% 4 ¢ — 2+ (ab 4+ be + ea) < 0.

18) Daca ab + be + ca = 1, atunci @® 4 b* + ¢* > 0. Indicalie: (o — 2)2 3
(b — 2¢)2 > 0; (e — 2a)? > 0. |

14) Daci af + b% + c? =1 si ag + bg + cﬁ =1 atunci
(@102 + byby + eyea)® < 1.

(indicatie: verificati cd (af + 2% + o) - (ad b 65 4 cB) — (st 4 Bibia b fate) = 01 Tns:
gulitatea lui Lagrange).

D,

INECUATI
1) Fie:
a) A; = {——:-; 0; 1;[/):-%} i 2x +1 =20
b) Ay = {~5; —4; —8,1; )/ =3} si —x—320;

¢) Ay = {——7’; —1; i} si bx —1< 0
\ J

q) .—‘!4:{0; -1—; 1]‘ st 4 — 4x< 0;
i el
0;

e) A; = {—1; 0;. 2} 81 =2 (x—1)>0;

1) Ag'={0; 1; 1/ 3} ¢l 8. (1—x) < 0.

Verilicali pentru fiecare excreitin in parte daci ,toate” elementele mullimilor date sint
solulii pentru inecualiile specificale in dreptul lor.

2) Verificali, pentru [iecare exerciliu in parte, daci numirul @ = R esle o solulie
inecualiel respeclive: '
aA)a>05 x+1>0
b)a=0si —x+2<0
J)az08 —3x —1<0
)

a

c
da<<0six— 5= —

e)la=0 §i 3x— 4 = —4
f)a<0sibx—1 < —3.

Sid se rezolve in R urmitoarele inecuatii:

8)a)x+820;b)x—320;¢) —x+120;d) —2x—4>
e)3x+1<0; 1) 2x—2<0; g) 4x+5<0; h) —7x—14<0,
4) a) 2x—5>0;b) —6x— 05> 0;¢) 7x— 4 > 0;d) —10x — 3 > 0;
e) 6x — 4 < 0;f) —8x—3<0;g)13x— 1,5 < 0; h) —20% — 1,4 < 0.
6) a) 1 —5x20;b) —4—9x20;¢)13 — 9x < 0;d) =25 — 50x < 0.
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;o) —95% = 1207 1053

68) a) 3x + & =2 )—8x+9;,

d) 8x + 11 < :2_0;. e) ——1ux+ 1< 11;_f). —35x — 4 < 30.

7) a) ix+ 1 =2x+2; b} 21x 4 4 = 10x 413

¢c) tax 4 5 = mx+l’ d) l,s— 1=20x + 1; e) x+ 3=25x—1; f) AXx—327x — 9;

g)hx— 1 < x4+ 3;h)3x+3< x4 8;1)5x+4 4 <6x— 16; j) 10x—1 <12x— 2.

5 X ax—1 . x—1 1—3x
S S G s T R R 2= g
2 5 3 5 4 8
i X x , 3x
g lEx _2HEX 4 gl I EeTast
5 2 A 2 2 a
3= + 1) X —2x —= 1) - 3% 701 - 2x)  —x—1
9a ——s—; b 2 ;e B
b8 b 3 ) ) 2 3 2
d) -_3[}I_—_u}_:’:_41

10) 8% se determine valorile reale ale lui x pentru care expresiile de mai jos sint

nenegalive:
x— 1 —x—1
=

a) x; h) —x;¢)x+1;d) —=x~—1; e)

2 3
11) 8a se determine valorile reale ale lui x pentru care expresiile de mai jos nusint
pozitive:
A gx o 4 - ax
a) x; b) —xi¢) —x— 1;d) 254 3; e} ) L -

3 2
12) Este adevarat ofi: a) x — 5 > 0 oricare ar fi x> 5; b) 4 — 3% << 0 oricara
ar fi x > — : ¢) (x — 5) (3% — 4) > 0 oricare ar i x> 5. (Justificati).
4 :
13) 84 se determine elementele multimilor:
A=fxeN[ix—122}); B={xeN*|3x+ 2 > 4}
C={xeN|x+1<3}; D={xa N*|x+4 3 4}
E={xeN|—-23x+1z=5}.
14) Si se determine valorile Ini x & Z cu proprietateas ‘
a) —2sx+1<3b)é<s2x4+1<575¢)0s —x+2<5; d)0<s x4 4 <1.

15) Aflali elementele mull{imilor:

A{}'5R1ﬁ3,5<2y—5<i};B={neR]—is3n+1gll};

2 ] 2

C=fh=R|—2<01-b+1< 3} :.Jlxgﬂ.|—1gx+"s,@}_
2

16) 8i se determine multimile:
A={xel||x+1|<7}; B={xeR||x—-1]< 2}
C={xec@||dx—1|<0}; D={xeN||x+1[<1}

{xelﬂ

I
il

=35

b
7

<—2,_7};F={xeR|{x-[/"§l<0,1};

i={xeR|| x— 2| <0,01}.
17) Si se determine mulfimea valorilar reale ale parametrului g, pentru care solu-
piile ecualiel in x:
2 -ax = X — 2 sint pozitive.
18) Si se determine multimea valgrilor reale ale parametrului e, pentru care solu-
tiile ecuatiei in x:
—3-ax = 3 — x sint negative.
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19) 88 se determine i R eare verificd simultan inecuatiils:

: e
&) £ =2L 348 g 41 F =T “b) 2= 45k 5l w1

g) 8x —1 > x - sl Bx—4<0;d) Lh x— 250 8 (fIgea

[Qi'ﬂ'

20% B sa rezolve urmiloarele sisteme de inecoatii:

g {xj‘ffir’d-aﬁ:-‘.x ) {2.\"5' 52 6x — 11 m{.‘uwjm & 2x 4= 41

6~ 77X > = 3x -~ 5§ 9= K< UK = 1 ;

24 14 < 1) 4 2%

i e e T e

n
et
L
b9
V

I
s
i B

\
=

—X 442 ox —

21) Rezolvati sistemele de inecuatii;

5 X =11
9 ezt | B (3% = 2) = Vg < & (19 « 3%) 13k
/ Hi)
it) s, 2 1
1 l=X- ' =%x—1 ' 20 == (T = 1))~ — (50— %

i T [ i N
22) Determinati elementale mulfimii:
P J[x el x= 1g i 4 .(I ,

(23) a) Ba ge determine ¢ & R astiel e nomerele § = 2, 22+ 4§ 2 4+ 9 84 repre-
zinte lungimile laturilor unui triunghi.

b) Poate fi triunghiul echilateral?

INECUATH DE TIPUL (ax&B) (x4 d) » 0 (ton <0) gi 2507 >0 (380 < 0)

1) Fie:
Ay = i—9: 0: V :':‘t ai x* = 0

Ay =4=2; —4: 0; [/ Shsi x- (x + 1) = 0
Ag={=8; 0; 1; 141} si —x-ix—1) 5 i;
Ag=1=3; =2, —1; [/ 3t sl (—x~1) (242} 2 u,
Ag= {07 =3; =4} 6i ¥ (=%~ 3] 107
Ag= {=2; 1; 4} §i ——— =0,
X
1 ]
A 2.{'=='1:=4' 2 ‘.I- ] e 33}
2 | & 4
— X |
Ay = =1 0; 1, |/ 3} s > 0
= X |
Ay = {=8; —2; 00 1V} & =X J
AY
- l -_l.
Ay = {__ Vi, — =, 0 |/ 31] il Sk ]
: 4 | 4%

Verificati, pentru fiecars exercifiu in parte, dacd ,toate” elementele muliimilor date sint
solugii pentru inecuatiile speciticate in dreplul lir ‘

29




Rezolvat,

| ¢ (X =) fme—=a) <0 d)
i [=Ta¥al = = 2 _ w
3) Aflali £ = R asifel ca: al
dj 32+ 9 > 6x; e) 25x°* + 1 < 10x,
L : : i 1 3 ; 5 i
4} Pezolvati in R inecuatiile: a) — > 0; h) — (s =<l
Ze=X X1 o 2x —1
X —4
Q) = 0
3+ 2
‘.‘ Aol P ) 3—1 '
6} Bezolvali nrmiitoarsle ipecnalii: &) — > (), ) = ah
X 1 -— X
- ! ur‘ ¥ A x'i
d 3 —-—.1 < 0 all eao Y 0 [ (e h - = 0
X X ! ) X Sv gl
: X =1 X
| [Els —— 0y 1 = 0
x 2 X

6) Pentru care valori ale parametralui m = Rosoluiia ecualisi m £ — 2= 2-m =

— 3 - mx este negativi?

= 0 atunci (3x 2 1) - (2x — 1]

7) a) 84 se arate ot daca (2x 4 1) - ( )
x— 1)< odar (2x + 1) - (3x —

h) Aflati o valoare x = R astfel ca (3x + !

— i ()

VERIFICAREA CUNOSTINTELOR

I. 1) Rezolvati in' R urmdtoarele inecualii:

S X
a) x4 2 =z 3x; b)— —— <1
3 2

2) Rezolvafi sistemele de imecualii:
a) 2x—4 =0 b) CAX—1<<2X 45
5—xD> 0; X

#) Rezolvali urmijoarele inecuatii:

a) (x—2)-(x—4%&) =0

b} (1 — x) + (3—x) < 0.

X 41 : pily .

— - este powitiva san egald cu zero.
X+ 3

lori ale lui x=1b fra

4) a) Pentri ce v

b) Pentru ge valeri ale lni x = R [raciia — esle negalivd sau egald cu zero?

: A 8- = i
[1. 1} Demonstrafi inegalitatea: abe>> (a-tb—c) - (a—b+tc) - {(—a+tb+tc), a. b, >0
2) S se giiseascd valorile lui % care satisfac inegalitiilile simultane:

i ke "
3= ,x,i_n:’bé_:;

10 : 2 2

si 7:(3x —6) + 417 —x) > 11— 5 (x— 3).

#) Dacit a si b sint doud numere pozilive, @ > b §i m an Rumir natural, verificati
) g c . am — jhm 4 e ! N i
daca dubla inegalitate m - 6™t << ———— < @™ (inepalitaten i Canchy) este

=l
adeyiratd, pentru m = 2.
| i) =z 2 ) ™M1 OB T4 B
1) Fie f(z) = ——— . Fentru ce ¥ r = R
v 1 3

a) flz) =0 ) pu are sens.
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5. SISTEME ALGEBRICE DE ECUATII DE GRADUL INTII

Un sistem de.ecuatii este format din doud sau mai multe ecuatii, cu ace-
leasi necunoscute.  De exemplu

2 AN
H‘:‘xy: .‘?‘ 1 (N yeR)
este’ un sistem de ecualil eu doud necunoscute. La fel,
=) : ] e B =
{x2—|-y2=3 81 chiar 5

gint sisteme ‘de doud ecuatii cu doud necunoscute.
S& ludm sistemul de doud ecuatii cu doud necunoscute

2x+y=5 0
a (x, y € B)
ay = 3 =
Perechea (2; 1) este solutie a acestui sistem, deoarece inlocuind necunoscuta
X cu 2, iar necunoscuta y cu 1, amindoud propozitiile
k. Al ] =5
si oy
! S e=—r3

sint adevarate, Pulem idenLifica perechea (23 1) cu un punct din plan. anume
cu punctul 5 ce are ahscisa 2 si ordonata 1 (vezi figura 1.11).
In general, solutiile sistemelor de ecuatil cu doud necunoscule x si y
sint perechi de numere reale si pot fi identificate ca puncle din planul x0y.
Doud sisteme de ecualii, ce au aceleasi solutii, sint numite echivalente.
Sistemele de doud ecuatii de gradul I cu dou# necunoscute x gl ¥ au
forma:

ax 4- by - ¢ =0 e
afx+ bP}r __Il_ C’:O (xi y E )

Am invitat in clasa a, VII-a mai multe metode de rezolvare a unor agt-
fel de sisteme.

s : : 3Xx — 2y =5H
De exemplu, s rezolvam sistemul 0
: —4% L Ty = 2
prin metoda reducerii, ;

4 ' Inmuliim ambii membri ai primei
ecuatii cu 4, jar ambii membri ai celei
de-a doua cu 3; obtinem sistemul:

) S i
12x — 8y = 20
' —~{2x-L 21y = 6.
b7 7 % Adunim acum membru cu membrn cele
doua ecuatii: obtinem:
: 13y == 26,
Fig, I.11 de unde y = 2,
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Din prima ecuatie obtinemn 3% =5 4 2y, adicd 33 =5%12" 2, deci
® = 3. Solutia sistemului este deci perechea (3; 2).
o s ; X — 4y =3 : e !
Sa rezolvam sistemul { X prin metoda substitutiei. Din pri-

3x + 2y =5
ma ecuatie obtinem X = 3 + 4y; inlocuim in a doua:

33 + 4y) + 2y = 5.
Aceasta este o ecualie doar in necunoscuta y, pe care 0 rezolvami
9 + 12y + 2y =5,
14y = =4,

; 13 . : ; .
) e bolugla sistemuluil este deei pere-
i '} / )

EXERCITII

1) Rezolvali prin metoda reducerii sistemele:

X = 2y=17 8x — 3y = 2 — [4x— 5y=1
af J 3 " - b) { 7 h : | o) J ' Iy .

lex~38y=9 2X — 6y 41 =0 ,_J | 2x + 10y= 3
2) Rezolvati prin metoda substitufiei sistemeler

Lox L y—1=0 X+ 2y~ 4h=0 3x + 2y — 6 =
a) : SR 1 c)

Xt W= =il —X+ y=10 —x Oy 4=t

e X3y +4=0 —{3x—|—5?+1=ﬂ

f
=

Il

0

-_—‘Jl,x—ﬁ_\'+‘lﬂzflh -
dJI l2x+ y+1=0 : L1 | 5x + 4y = 13 !_I._Jﬁi

x—3dy=2¢6

; i : : ) ‘
1.:3) i Rezolvali sisternele (alegefi-va singuri meioda de rezolvare):

]

J X =Gy =18 ok — iy =) 1% - Sy=1
a) ) b) ¥ ) | =i
l2x+4y—=3=10 hx-L 10y = 8 i {ih =g
[ 4 1
i—- X +— Y =18
R T et i ]
d} § -3 &)
| 5% — by =9 ) | |
l e RS _\-' ==
2 4

Sa consideram sistemul de doua ecuatii de gradul |, cu douad necunos-
cute: |
Jax +— hy + & =1}

]a."x + by - =0,



Stim-of multimea selutiilor primei ecuatii sé identificd ey o dreapti
(d) din planul xOy; solutiile celei de-a doua ecualil se identificd cu punotele
dreptei (d') (vezi figura 1.12). Solutia sistemului se identifici cu puncul P
de imtersectie a celor doud drepte. In acest caz sistemul este compatibil dé-
terminas,

Dar se poate intimpla ca cele doud drepte (d) si(d) sd fie paralele, ca
in figura 1.13. In acest caz sisternul de ecuatil nu are nici o solutie; se spune
cd sistemul este, in acest caz, incompatibil.

N

e

(a)

Fig. 112

De exemplu, sd considerim sistemul:

{"””1:0 (x, y € ).

X+ty—2=0

Dacd reprezentdm intr-un sistem de coordonate xQy dreptele solutiilor celor
doud ecuatii ce formeazd sistemul (vezi figura 1.14), constatam c4 ele sint
paralele. Dacd sistemul ar avea ca solutie perechea (z; ), atunei ai.n avea
ao+y=18 x4 y=2; ceea ce este absurd, Sistemul este thle'pi incom-
patibil. ‘ : i bl T

Se mai poate intimpla ca dreapta (d') si fie aceeasi cu dreapta (d).
In acest caz gistemul de ecuatii are mai multe solutii; fiecdrui punct al drep-
tei(d) il corespunde o0 solutie a sistemului. Se spune ci sistemul este, in acest caz,
compatibil, insd nedeterminat.

S& consideram sistemul:’

{Zl—y—lzo

X, R).
4x-—2y~—2:0( e

Amindoud ecuatille ce formeazd sisternul au aceeasi dreapti a solutiilor,
reprezentatd in figura 1.45. Deci sistemul are mai multe solutii: mai precis,
solutitle sale sint, perechile de forma (x; 2x — 1), unde x & R. Putem spune
cd sistemul este compatibil nedeterminat.

Observim cd a doua ecuatie se obfine din_prima prin inmultire cu 2.

3 = Matematicd = Algebrd al, 8 VII-»




Fig, 1.45

1) Kezolvabi sistemals de senatiii

e
1 - — % $ —
ahx | A00Y 4 3 — 0 . I+ Y =4 — 1 2
al 2 s e ‘ s L ’
100x -+ 110y = 1,5 L A |
dx — Uy = § —x ==Y =1
4 (1 4
L] 2 = .
0% + 1,7y = an meeeett [ (0% e AN = o 4,7
g 01+ L gy ‘_
| 11x = 04y = 104 L= | t1g = 10y = 3,1
2 olvati sigtemeld de souatn
1 ?
hx - 81 S -
b, = (5
o a) § oy — 17 , b)
hx — 20y - 52 =10
Oz < Oy — 4 19 = 8y ~ 1
e :;- T 10 [
| ( g L,
| 0 ) J
hx — 3v L 14 83X — 2y - 2 {
\ : 4 A .

$) Rezolvati sistemels de eenakiis

,
NEERITERES BRI S IESE J
a L i
] (2% <+ L)(¥ =r &) = (® 4 2)(2F = 3] = 31



E = b

o
fo
|
-
e
]

oy - Tz =24

[
ot
™~
|
—
=
~—

Fie sigtemul: X -k
l ey A

Acesta este un sistem de tret ecualii cu trei necunoscute: x, y sz, Toate cele |
trel ecuakil sint de gradul I. ) |
O solutie a sa este un triplet de numere reale (a; 5 z), astfel ineit daca i
inloeutm necunoseuta X cu &, pe ¥ cu y iar pe z cu z, Loate cele trei propozilii;
g+ y-+z=06, -4 5y+ 7z=24 51 —3y + 8z = —1
gint adeviirate. Prin inlocuire directd, constatim ci tripletul (2; 3; 1) esle
golutie a sistemului.

IMie (5 43 2) 0 solutie a sistemului, Din faptul o propozitia @ 4y 4 = — 6 |

este adevaratid, deducem: ca » === SR ntnl ol propozil i
2o By - T2 = 24 esle adevarata, inlocuind pe ., obfinem (6 — y S !
f- By + Tz = 24. Mai gtim Ca propozitia —3y + 8z = —1 esle ades Aradi |
agadar perechea (#; z) esle o solubie a swstemulur |
](F'i Yy —Z) - 5y o Tr = 24 |
| =3y - 82 = —1 |

Rezolvind acest sistem, obhtinem ¢ =3, 2=1. Acum r =6 -3 — 1 — 9

L\_.]L'H'U-;”?IH la ponelazia céa fl']‘!’,‘i.’—'t-l.l.l f,_t.‘ 3: 1) este E‘-]UE'UJ‘;‘!,hl:*lllf!ﬂ‘ 4 sigtemnubn

da tre n:-'nai_'jl e brel necunoscutbe

: :
Sa ohgerviim

@ in rezolvarea sa am lolosil metoda substitutier: din
priuma. ecudlie a sistemuoluy am jecos” necunoscuta ¥ in functie de  celelalte

apol am inlocmt-o in celelalte ecuntn ale sistemulul (mai precis, doar indp-a

dona). Am obtinul astfel un =i

\ 11 stem de doua ecualli, in necunoscutels v s 7.
54 aplicdm metoda snbstibutier @1 pentru rezolvares. eistermnlm:

)
i

3
)

cel mal comod este 84 _scoatem din prima eecuatie pe . |

Sa inlocmim in celelalie; |

7
(3% + 2y — 2(2x + 3y — 13) = 1 -
| 53 — 4y = 2(2% -+ 3y — 13) == 11 |

‘ [ —%X — 4y = =13 |
l X —— ilj]ﬂ i i | p |
rezolvindy-l, obtinem z=05 g y=72 Apo = Bea gl ig L Rl Y |

Dec1 golutia gistemulun este tripletul (5; 2. 3)

: IQB v+ z=19 |
Alt ezemply: sigtemul § ¥ — y = 1 :
I 3 + % =4 |

aE
12l




i . Vom scoate, de exemplu, din a doua

[ g ecuatie y ==x— 1, si vom inlocui in

- prima (in a treia nu esle nevoie), Ob-
Py fiuem sistemul in X si #:

X+ (x—1)+z=9

X | 2z = b.

Rezolvindu-l, obtinem z=3, z=1; sis-
temul are ca solutie tripletul (3; 2; 1),

/r/g Tripletele (z: y; z) potfiidentilicale cu

i puncte ale spatiului, inzestrat cu un sistem de
) Jiak SRl \_:\‘;.V 1wcu‘dondf,b CLN" [\_'uzi ll,“..'u]ﬂ[l 1.186). Mai precis,

. Lripletul (z; ; =) se identificd cu punctul P ce arg
: abscisa @, ordonata y si cota z. (In figura 1.16

.-..Ek»—-—-—-'—-—d,
: T

X abscisa lui P este lungimea segmentului 0.4,
; ordonata lui P este lungimea segmentuldi OB
Fig.1.16 iar cota lui P este lupgimea segmentului OC.)
EXERCITII
1) Rezolvati sistemele de ecuatii:
X 4y = 16 X+ ¥+ 2= 40 3% 4+ 4% = 47
a) Ry +E=28 Db)§Ix—8y=0 § ¢ o2y —5z= =848
X}z —22 oy — 62 = 0 284y —& =35
x+2y— 3za="—4 ~x 1l z=26
d){ x—.y + 2 = 18 7 el —8x+ 2y fzr=1-
X 2yl 97 == 3() *\—x—3y—22=25
\ 2 [ Rezalvali sistemele de ecualii:
\
2x — 8y - 4z = 42 X+ 3y + 2z = &2
a) § 1 i B R R SO T 7=
—X=—yY=—1z =L =
4 3 6 : 4 : 5 3

PROBLEME

Multe probleme ridicate de practicd pot fi rezolvate cu ajutorul unui

model matematic. De obicei, un model matematic asociat unei probleme este
format din ecuatii gi inecuatii, ce reflectdi problema concreta.

Problema 1. Pentru constructia a doud blocuri de locuinte de acelasi

tip au fost pregitite 212 panouri prefabricate. Un tractor cu remorca trans-
1 I I

portd, la fiecare drum, cite {rei panouri la blocul mai apropiat. Pentru trans-
portul spre blocul mai departat a fost alocat un alt tractor, ce poate transporia

in remorcd, la fiecare drum, 4 panouri.

Dupé o saptamina, al doilea tractor, a facut cu 14 rlrumm' mal pu’fm

decit primul §i au mai rdmas si fie transportate 30 panouri.
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r/ 4 \
Aflati cite panouri mai trebuie transportate spre blocul mai apro]na’o
51 cite druomurt mai are de facut pmmul tractor.

Rezolpare. Sa notdm cu @ numirul de deumuri efectuate de primul
tractor (cel care transportd panouri spre blocul mai apropiat), iar cu y numi-
rul de drumuri efectuate de cel de-al doilea, in acea sdptdminid. Din textul |
py@blemei rezulta ea y = x — 14. . ‘

In total primul tractor a transportat 3z panouri, iar al doilea by pa-
nouri. Ridminind de transportat inca 30 panouri, avem 3z -+ 4y -+ 30 = 212, |
Astfel = 81 y formeazi solutia sistemului de ecuatii: |

y = % — 14 |

OX + 4y + 30 = 212 |

Acest sistem de ecuatil, impreuna cu conditille z & N i y &N, for- !
meazd modelul matematic al problemei. Rezolvind sistemul, obtinem : |
z =34 sl y = 20. |

I

Deci primul tractor a transportat 3 - 34 == 102 panouri. Pind la epui-
zavea celor 106 panouri ce trebuie transportate spre blecul mai apropiat, |
ar mai trebui transportate 4 panouri, deci 2(!) transporturi eu' primul tracter.
Pentru blocul mai depértat mai sint de transpertat 26 de panouri, adicd
7(!) transporturi cu al doilea tractor. Puteti gisi o organizare mai bunad a
transporturilor?

Problema 2. In port, doud conducte ce desciircau titei dintr-un petrolier
de 21 000 t trebuiau sd-l descarce in 12 ore. Dupi 5 ore, la conducta prin-
cipald apare o defectiune; ea este imediat inlocuitd cu conducta de rezervi,
care are insd un debit de doui ori mai mic. In consecintil, desciircarea dureaza
15 ore. Puteti afla debitele celor trei conducte?

Rezolpare. Fie x debitul (in tone pe ord) al primei conducte, y debitul
celei de-a doua, iar z debitul conductei de rezerva. Dacd descircarea ar fi
decurs normal, atunci in 12 ore conductele 1 gi 2 ar fi descircat 12(z +y) |
tone {itei. In cele 5 ore de functionare normala ele descarcd 5(z + y) tone;
apoi, in cele 15 — 5 = 10 ore ramase, conductele 2 si de rezerva de&uarui,
10(y -i- 2)tone.

In plus, stim cii z = il
2
Agadar, @, v si z formeazi solutia sisternului de ecuatii

12(x - y) = 21 000

B(X - ¥) + 10(y + 2) = 24 000 ‘
x

hi=ey

2

Acesta este modélul matemotic al problemei. l{efro]\"mdu 1, obtmem z == 1 150,
y = 600, g==575,
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Problema 3. Din A pind in €, trecind prin B, sint 104 lan. Din A pind
in B, trecind prin €, sint 128 km,

96 lkm. Aflati distantele intre . A gl B, BgiC, A C.

iar din B pina in (€, trecind prn A, sinb

Rezolpare. Si notiim cu o distanta intre A §i B, cu y distanta intre B
: i (7 gi cu z distanta intre 4 gi €, misurate in km. Astfel, distanta intre A
| L 2 > s :
. g1 €, trecind prin B, este de (» 4 y) km gi aga mai departe, Numerele z, y
| s1 z formeazd solutia sistemului de ecuatii:
1

Rezolvindu-1, obtmem = = 36, y = 68, z = 60.

Problema 4. Tatial ni Toned a depus la CEC guma de 4 000 ler pe dona

carnete: unul cu dobinda de 3,59, celalalt cu dobinda de 2,5%, Dupid un

an a primil pentrn suma depusa nir:lain/,! in valoare de 120 lei. Cit a depus
pe carnctul cu debinda de 259!

flezolvare. Notdm cu z suma depusd de tatal Ini Tonied pe carnetul
en dobinda de 3.5% §1 cu 4 suma depusa pe carnetul cu dobindd de 2,5%,
CTextul problemei se transpune in condifiile:

" - = 4000

‘ 3.5 Dby :

| 9 o 20 a0 480
1)) 1|:H :

Obtinem » = 2 000, Deci g depus 2000 ler pe carnetul o

=
=
(=)

i
- jdir
=
=
i

Problema 5. Studiindu-se in laborator dependenta rezistentei unui
termistor de temperatura, au fest obfinute urmatoarele dale: |

40 ‘ =0

Lein II(JIdHHd f (in OC) i 20

| uumnl.l ‘l"[lin 15£2) ‘ | |”J l} (0,1

Se banuieste cd legatura intre temperatura T 1 rezistenia [ egte deseriss

| de a leve de forma:

. .T + ¢ -
R =
| hT +c
]
{ Deternipati valorile 1w @, b si ¢. Cave va fi remistenta termistorulul ls

temperatura de 60°CY (Se presupune cd formula gésiti este corecta.)

o Rezolvare. Datele obtinute ne aratd ci @, b, ¢ satisfac relatiile:
80 -

2 £ 5” ﬂ: )



Coeficientii® @, A, 81 ¢ farmeazd astfel solutia mistemulu de ecuatiis
{1 St ¥ y Uy £
@ -ls 20h A< =20 >
a -L12h L 03¢ = 40

-a -~ 8h 4 0.1p =/80.

Rezolvindu-l, obfmem a = —220, b = —20, ¢=.200. Formula este deci

urmétoarea: R= ————— .
=207 - 200

Fologind ‘aceagtd formuld, obtinem pentru temperatura de 60°C wvaloa-
1 7 IR i
rea rezistentel egala cu 0,16 Ik

PROBLEME

1) Aflati laturils unui triunghi, stiind o adunind lungimile g ctte doud laturi se

phtine, pe rind, valorile 45 m, 52 m, 48 m '

~ 2) Douit friunghinri sint asemenea; primul arve laturile, respectiv, de lungime 7 em,
10 em, 1 11 em, iar al doilea are perimetrul de 70 cm. Aflali lnngimile laturilor celu
de-al doilea triunghi. :

3) Un triunghi ABC are laturile de lungime «, &, e. Notind cu M, N, P punclele
de tangentd ale cercului inscris eu laturile trivnghinlui (M se atli pe latura BC, N pe
latura AC) aflati lungimile segmentelor BAM, MC, AN, NC, BP s PA. Caz particular:
a =14 cm, b= 16 em, ¢ = 20 cm.

4) Un container confine 30 de televizoare i 28 aparate de radio g einfireste 729 kg
iip contine doar 10 televizoare gi 40 de aparate de vadio, ciptirind
473 kg; un al treilea container la fel cu primels doud conline 16 televizoare gi 62 aparate
de radio, cintdrind 601 kg. Aflafi masa nnui container gol, precum si masa nnui televizor.
Toate felevizoarsle sint de acelasi tip. De asemenea, aparalele de radio

alt container de acelas

H) Buma a trei numere naturale este 100. Dacl tmpértim primal pumdiar 1a al doilea
obfinem citul 5 5i restul 4; dacd impartim al doilea numar la al treilea, oblinem din nou
citul & si restul 1. Care sint numerele?

6) l Un bazin eu volumul de 1 500 1 poale fi numplut prin trei conducte previ-

zute curobinete. Ldsind deschise doar robinelele primelor doud conduete, bazinul se umple in
A0 minute. Dacd deschidem robinelele conductelor 1 i 3, bazinul se umple in 25 minute.
Debitul celei de-a treia conducle este de 3 ori mai mare decit debitul celei de-a deua.
Aflati debitele celor trei conducte, In eit timp s-ar umple bazinul, daci arfi Bsat deschis

2

numai un robinet?

EXERCITII RECAPITULATIVE

1. 'SISTEME ALGEBRICE DE DOUA ECUATH (U DOUA NECUNOSCUTE

1) Verificati dacd perechile de numere reale (—1. 6): (2) —2)
(0, ==20: (~=2; 0) sint, respectiv, solutie pentrn sistemele:

\ o4 ¥ = 5§ ;= { X — Vo= 4 oy I X o § = .k:" d) { X — ¥y =10

X == 2 ] X == 1




i

2) Pig a) x=y=1; h) x=y=3; o xX=y=35

Gare dintre acesle perechi de numere reprezintd solutie pentru urmitoarele sisteme:

o {yu— ey {\w =10 {51/}+ 3 y=8

Xt giei) x—y=10 " ST = b YT

8) Fie sistemele:

X—3 X =y X—¥ ’ 5
=1l - ——— = 11x — Gy 3x 4 ¥y
¥ + 1 2 2 = :
H) :-': ]J:‘ 5 [_‘.)‘ i1 16
X | . X ¥ SR
e g S 8x — oy =1,
R 3 4

§i perechile de numere : a) (7:' 3); b) (485 6); o) (7; 11). Precizati eare pereche de
numere reprezinti sohilie, respecliv, pentru sistemul a), b), c),

4) Dovedili, inlocuind neeunoscutele x §i y in sistemele a) si b) cu numerele §
gl respectiv 6, ci acesle sisteme sint echivalenfe.

- 1
135 — (14x — 2) = — (55x + 71y + 1)

(63

a)

| 1 3
8% — 2y + 3.+ — (68y — 30) = é (12x — 6y 4 2) 4 = . (45 — x);

] / J

Xfy= 11

LISl iy
]} 6

A 5 e ¢ 4 : (| 1
6) Verificati dacd urmiitoarele sisteme’ sint echivalente avind solutia (--— e I
4 8

a){ﬂ(x—l—y):u : b){ x+i’y=ﬁ_‘c {3.\:—%-6}“:0 i

3x ~ 4y +1=x 2% + 1 = 4y’ 2(x — 2y) = —1

G) Si se rezolve nrmitoarele sistemes

9% Ly =2 8X— y =
a]{h%: ;1’){\,} 4;0){‘{[.

b, G

4X 4 2y = 14 2xX + y= 8 24x -3y — 200 =0
8l 4 S joaid 4 . ’
JX — y = 18 X — DY =1l 28x — 18y —~ 36 = 0
h) X 417y — 300 =0 ; x + 0,7y =147 . O xS e Sy =i 760
— 7 +4dx— 104 =10" 14y — x = 0,51 0,7y + 0,4x = 9.8
i~x+1—y=18 g_?x__g_ = 116
5] 1 6 7 4 2
k) i 1) 3
8
-1— xw-iyﬁm —~¥ =40 = = — - X
2 4 5
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R Y
g ¥,
{
11 — x AX + 8y = 2
e S =6 =y + x
L 2 3
1 1 1 5 e
~ (3% — 2¥) o 1 A1y —40) =— (4x = 3y} £ ' — (4p — x|
3 8 b ‘ 7 5
o :
= 1 ! 1 =
48 — = (k¥ = 2) = — (30x 4 71y + 1)
3 16
X—-y=35 2x + 3y = 13 bx — 2y = 19 ST e LD
sy S e B L8 N P sty g s) B g e A <
Bk 2 3 R Tk B
2arh +x=6
9
t)
X—3
— L ey = b
3 y

. SISTEME ALGEBRICE DE TREL ECUATIL ¢U TREL NECUNOSCUTE

1. Verilicali dacit tripletele de numere reale (3; 2; 1); (6, &; 40); (5; 11; 17);
{5; 53 6); (55 12; 18); (0; 54; 0) si (0; 0; 1) sint, respectiy, solutie pentru sistemele;

2 +y+u2=9 X 42y — 3z=—3 X +y=16
a)! x—y=4 b)3Ix— y4+2=18. jo) (¥ +2=28§

X4 22=25 x—?yazz:;:w z 4+ y=22
9y — Hz = — 34 ‘

Xty i1z=19:12 513

3x 44z =47 §e) i
d) §8x +4z =147 § {5x+12y=1“+13

3x + 3y = 19
0 {(x+2y):(3y+4z) 1(ox 4 62) =7 18:9
x+y—z=1,26.
2) Cercetafi dacd sistemele:
XxX=28z— 2y — 8 2x + 4y — 6z = —16 3x + 3y — 42 =2
a) { x— 18 =y— 2z p b) X+ ¥y + 2z =18 2 o) x— 3+ 2=18
2(y 4-g) = x + 30 | x—2y— 2z= —30 X + 6y — 4z = 14
au aceeasi solutie {sint echivalente). .

8) Aceeasi intrebare ca la exercifiul 2) pentru sistemele:

x 4 2y= 23 5% + 2y + 4z = 60 x ++ 2y =238
a) § 5y + 6z = 94 § b) { 57 + 6z = 94 J ¢ §3x + 5y +10z=151;
47 4 3% = 57 4z + 8x = 57 &) 4 8x'= 87

tx 4 7y + 10z = 1¥&
d) x + 2y = 23
3x + 4z = 57. ‘ : ;
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42

" Rezolvati urmitoarsle

[ ey kel I\ y — &= 10 X — 3y + 4 =0
]

4 i L - i -y =1
R \ H X Ty +2=14 g X F-¥ = % =20
TR § ©l oY= d i i I A Z == 1) ]
£ == =] 9 =t [ X = 1b
b Sl ool = = i A% — by + 47 = | i LI + 5% 4 4e = 78
2%~ 3f =02 = =10 §-RJ 3 2% £ ¥ 02 =46 § 1 5% + 2§ 4= 6
2 ey i T e { X + 0y — Hn = ¥ ! %+ 2y + 2= 24
% X
€= 2] = 4y y - — =M
X+ ¥ =20 15 [ X 4+y —2=132
y = b4 =1 y, i
y o+ == 40 5 k) RO R S GRS S 8 8 R

A% <k 2y - By == 99 2% we &y + 42 = 43 }r

X ¥
X + 3y b 92 = 20 ; o) % y . T IR Y g
2% + oy 4 72 = 23 i 3 i y ¥

L¥] 5]

ok S L el x ¢ i ; <
2) Rezolvall scuatiite;: &) — 4+ — =81 b) 62— 1) =48 — 8 % ¥
- ]

3) E.Pi(}j\'r(tltdl sistemele de senati

Lo- Y c ) ’
bl g i ¥ . i £+ 2y 4 47 =8
5 FaTeatid ] .
a) & bl o ¢ IX— Y= 2=
Ty
= TJ = y=4 a4 iy = & I X — 2y + Y2 = —1,

4) Un muncitor cheltuieste 952 lei pentru a-si cumpdra un costumi, o cimasa sl o

- cravatd. Cimaga este i 38 lei mai scumpd decit cravata, iar costumul este de 9 ori mai
soump decit eAmasa. Atflagi pretul costumului, al camasii gi-al cravatei.




Capitolul IT
FUNCTII

1. NOTIUNEA DE FUNCTIL

S# notdm eu litera 4 intervalul inchis [0; 1], iar cu litera B intervalul
tnghis [0; 2]. Putem stabili o legaturd inlre aceste intervale; anume, [iecarui
element = din A il putem face sa-i corespunda dublul séu 2x, care este un
element din multimea B. Am definit astfel o functie pe multimea 4, cu valori
in multimea B. O notdm astfel f: A — B; aceastd functie este descrizd
(datd), de formula f(z) = 2z.

In generalr 84 me imaginam cd am ficut sd corespundd fiecdrui element
# dintr-o mulfime 4 un (singur) element y dintr-o mulyime 53 spunem ci
am definit o functie de la A la £

Folosim notatia f: 4 — B, citind  functia f, definitd pe multimea A,
cu valori in mulfimea B“. Multimea 4 se numeste domeniul de defiuitie al
funetiei f, iar multimea 5 se numeste codomepiul (sau domeniul de vulyri
al) functier f

In exemplul de mai sus arn folosit litera # pentru a nota un elefment
oarecare din domeniul de definitie; orice literd folosila in acest SCOp poarta
numele de argument. ;

Lizempln, Perimetrul unui dreptunghi este de 12 em. Ce putem spune
despre arin sa?

St notam ¢u b (om) lungimea hazei dIF‘{Jﬂlﬂ&'hHl]Hl Deoarece semiperi-

metrul este de 6 o, fnéltimes dreptunghiulny va fi de 6 — 6 (em). Asia a
(in om?) a dreptunghiului este data deci de:

@ == (6—b).

Putem spune cé aceastd formuld ne da aria dreptunghiului in functie
de lungimea bazei sale. S& precizim aceastda functie.

Numarul a, reprezentind o arie, nu poatée {i negativ; putem eonsidera
o a & [0; 4-00), Deoarece b §i 6 — b réprézintd lungimi, trebuis s& avem

620 6—0b 2 0 astfel b & [0; I

43




Deci dependenta ariei de lungimea bazei dreptunghiulul este exprimatd

prin {unctia

| £110, 6]+ (0; 4-o0),
descrisit de f(b) = b(6 — b).
Aiei argumentul este litéra b. Care este domeniul de def initie al functiei?

Dar codomeniul? :
S4' reprezentdm grafic aceastd functie, prin puncte. Completiam mai

intii un tabel de valori:

b 0 1 2 3 4 b 6
fib) 0 5 3 9 8 5 g
vk ' . Inzestrém planul cu un sistem de
axe de coordonate (vezi figura 1). Scoatem
¢ ¥ in evidentd punctele ce au abscisa b g1
| ordonata f(b), trecute in tabel. Le unim
g=|115) = —‘/Af = printr-o linie ,continui®, Graficul obtinut

este o linie curbd.
Observim, privind acest grafic, ca
numirul @ poate lua valori doar in inter-

/ \ valul [0; 9]. Deci dependenta ariei de
/ \ _ lungimea bazei dreptunghiului poate fi
l \ : exprimatd si prin functia:
> g:[0; 6]—[0; 9], g(b) = b(6 — b).

Observajie. Funclia g diferd de functia f,
X cdci are alt codomeniu!

Alte exemple. 1) Procese de crestere

Fig. IL1 si de descrestere. &) O celuld de bacterie se

divide, dind nastere la doud celule; dupa

o ord, fiecare dintre acestea se divide, apérind astfel patru celule; dupa inca

o ord, fiecare dintre cele 4 celule se divide, apérind opt celule i aga mai

departe. Putem completa un tabel:

rol o R R e R e

Momentul ¢ 0 1 2 3 4

Numéful totlal
de bacterii 1 g 4 8 16

S observdm cd numarul total de hacterii, n, depinde de momentul
in care le numéirdm. Acest fenomen de crestere este esprimat prin functia
n:N — N, descrisd de n(f) = 2' (verificati!). Graficul acestei funetii este
o multime de puncte din plan; eciteva sint desenate in figura 2.
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] .
| T(C)i
7 80
/ 70 -
e 60
/ S50
_,"'
A~ 40 4
/4 ' 30 A
Pd
Jpe i [ .
10"~ \\
7] [ 7 ! s’ 5 i L
: : 5 W 15 20 timia)
Fig. 11.2 ‘ : Tig. 1'1.:),

b} Masurind temperatura 7" a ceaiului dintr-o cand, s-au obyinut urma-
toarele rezultate: ;

1 Momentul ¢ 0 5 10 15
Wemperatura T )
(in °C) 30 40 20 10

Dependenta intre temperatura ceaiului si momentul in care s-a mésurat

aceastd femperaturd poate fi exprimatd prin functia:
T:[0, o) =R

descrisd de T'(#) = 80.2—t (verificatil).

Graficul acestei functii a fost trasat in figura 3 printr-o linie ,continud®,
¢e trece prin punctele ce corespund mésuratorilor.

2) Elevii unei clase au obtinut la tezd urméitoarele rezultate: doud
note de 4, patru note de 5, trei note de 6, cinci note de 7, opt note de 8, sase
note de 9 gi patru note de 10. Construim functia

f: :11 29 3 4.\ ‘:)a 6! 7,_8, 91 10}_’N

care face si corespunda {iecdrei note freceenta ei (numarul care aratd de cite
. ori a fost obtinutd nota). Functia este descrisi de tabelul:.

Nota = 1 2 3 e s 6 7 RO
Frecventa ei f(x) b Uk SRIE s i ad Dt W 08 G Ah
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Lraticul acestel funectii este alcAtuit

B(3:0), C(4:2), D(5:4), E(6 3), £

din punciele  f(1: (). 4(2 )

J). &) }j'_“ G}, 34 !‘lJ.U ‘Iﬂi ‘-"'lilh]ljd‘_":j

)4

& T_“’Tﬁ {T
fe iy e AT

EXFROITIL

1) (oral} Care dintre diagramele nrmatoqre nu definese funetii? De ce?,

2) Fie A =. {1, 2, 3 4, 5} si [ie functia f: 4 = A data prin formula flg) = ¢ — a.
Alcatuiti tabelul de valori al funciei
3) Fie funetia g: B — B descrisa astiel:

{ s

T+ 1 daci =2 < 2
w — 2 dacd & > 2.

Calculati g(—=1), 5(0)-g(t), g(1), gl1,5), 8(2), g(2,5), a(al, o(4)

4) Un pieton pleacd la ora 8 din localitatea A gi ajunge la ora 12 in lgealifates B
(in aceeasi zi), mergind cu viteza (constanti) de 5 LT]”I Considerdm functiad :[8; 12]— R,
care face ca fiecitel valori a timpului ¢ din intervalul [8 8; 12] sé-i corespundi distania d(z)
parcursi de la ora 8 ping la momentul #(z este F\prwnd{ tn ore, iard(:) in kilemetri). Seri-
etl formula care dpf«“r]e pe (F si completati tabelul:

t : , 8 85~ 9 40 105 4148 |
i 4 a TV
| 4 i Sl :

Ati putea completa tabelul gi cu alte valn 17 Afl putea aledtui um tabel eai® s& des- !
crie complet funofia?
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5) Un paragulist ge aruncd dinlr-un 8Vion § [§ deschide paraguta la ¢ secunds diipa
momenrl 3 I.ulun Tabelul de mai jos ne di distanta parcorsd in cddere hpeTa, in metri

— o
f 4 l 1 2 3 4
nlisi‘an‘%.z:n d l 4,9 1496 i, 784

Puteti descrie dependenta intre d §i ¢ printr-u funciief (Imdicapie . comparati prin (mpar-

firg valorile lui @ cu pitratele lui 1.]
) Reprezeotati grafic funcfhile:
ﬁ)f [—2, =1, 0, 1, 2]~+K, fls) = 2° ~ a.

b) g1{=2 =1,1, 2} R, gla)= i

V) Care dintra graficels functilor:

a) 1R = R, fa)= 32" — 72’ = ke, b) gi R =R, gla) = e
&1

ejhi1B =R, hig)= o 4 1, conling originea axelor?
8) Peatru ce valoare a lui m, graticul functiei
f:‘i-—»«»l'l; flaw) = 2a = a3
eonfine punctul A(i; =5)7

9. FUNCTI1 LINIARE

O funetie f: R = R definita prin f(z) = mz + n, unde m gl n sint nu-

tere reale date, se numeste functie Immra. Grafioul oricdrei functii lihiare
este o dreaptd in plan. Cunoagtem de asemenea cd, daca m > 0, atunci Eunctr{
este crescitoare (ceea ce inseamnd cd dacd a < b, atunci fla)y < f(0);
dacd m < 0 hinclia este descreseitoare (ceea ce
fnseamnd cd daed a < b, atunei f(a) = f(0)). 4
Dacd 7 = 0 funcyia este constanti; graficul el
este o dreaptd paraleld cu axa Ouw. . Mix,y1

Pentru reprezentarea graficda a unei funefil ] -
liniare esle suficient sa cunvastetn doar doud i /

=y

puncte ale graficului.

Exemple. 1) Fie functia f: R — R datd de :
f(z) = 2z — 4. Ea este o functie liniard; aiei
fn=2 gi n=—A4 Avem f(=1) =2:(—1) =b=—6
gi f(1) = —2; deei punctele A(—1; —0)
B(1; —2) aparfin graficului. Graficul functiei va
fi dreapta A B (veri figura 5). Dacil M(z; y) este
un punet al dreptei 4B, atunci coordonatele sale

@ 51 y veriticd relafia y = 29 ¢ & = 0. In afard Fig. IL5




de punctele dreptei 4B nu ‘existd altele care s verifice aceasté relatie.

Spunem cii AR este dreapta de ecuatie y — 2z -+ 4 = 0.
Adesea, pentru a reprezenta grafic o functie liniard, determinim- punc-

tele in care graficul intersecteaza axele de coordonate. Pentru aceasta, tinem
seamd de faptul ca axa Ox are ecuatia y = 0, iar axa Oy are ecuatia = = 0,
Pentru functia din acest exemplu, gdsim intersectia graficului cu axa Ox re-

zolvind sistemul:
p —2X 4+ 4 =0 3 ;
¥ E ; obtinem solutia (2:0).
y =

Intersectia cu axa Oy este datd de solutia sistemului:

{3.-‘ S S R 8

X =0 ;
Deci dreapta se obtine unind punctele €(2:0) si D(0; — 4) (vezi figura 6).
¥, ; YA ' Coyh / e B
7 / . i '
; ‘ 5 :
T T
7
: Jlz A : b il
e .
D 24 : > 4 -
' 21501 K ,- . I A
b ¢ , ) Ly - J
Fig. 116 Fig. 11.7 - Fig. 11.8

2) S reprezentim grafic functia £: [1; 4] — R descrisi de f(2) = z - 1,

Fie g: R — R functia liniara descrisa de g(z) = = + 1. Graficul func-

tiei ¢ este dreapta determinata de punctele (—1; 0) si (0; 1). Am reprezentat

aceastd dreaptd in figura 7 (cu linie intreruptd). Graficul functiei £ va fi o

v : parte a acestei drepte, anume aceea formata

: din punctele (2} y) care au abscisa 2 cuprinsi

intre 1 si 4. Deci f are ca grafic segmenlul ce

/ uneste punctele 4 (1; 2) si B(4; b). Punctele
A si B apartin graficului funectiei f.

3) Functia h:(1; 4)—R, h(z) =2 1

are graficul desenat in figura 8. Punctele 4
<A : 0 : ¢
p si B nu apartin graficului.
B 4) Functia k:(1: ' ~o) — R, k(z) =
o N g X =+ 1 are ca grafic seridreapta cu origi-
_ nea in A reprezentata in figura 9. Punctul 4
Fig. IL.9 nu apartine graficulul

48




EXERCITIU REZORVAY

B4 afldm functia liniard f pentru care f(1) = 3 §1 f{2) == 5 (deci al clgei
grafic contine punctele A(1; 3) si B(2; 5)). 3 :
Functia f fiind liniard, este descrisd de f(z) = maz + n, paniru orige
2 & R. Rimine sd aflim valorile ui m si n. ;
Avem f(1) = m:1 4+ n=m -+ n, iar f(2) =m-2 -+ n = 2m 5 n. Degi
pegtru a afla valorile lul m §1 1, va trebui sa rezolvéam sistemul: .,
m-4-n =3,
|2m 4 n = 5.
"Rezolvindu-l,' gasim m =2, n = L‘Fqﬂc‘;i& linjard céutatd este des-
crisi de formula flz) = 2z + L : : ‘

EXERCITIH

1) Aflati numirul o stiind i graficul functiei constante f: R — B, flz) = a, can-
fine punctul M(—3; —3). Reprezentati grafic functia. 5 :
. 2) Construifi graficele funcfiilor: g: R— R, g(= J= 35 h:[—2; 2] R, hig) = 3.
9) Reprezentati gralic, in acelasi sistem de coordonate, funcfiile:
f, g h:R—R, descrise de:
flo) = —wu, gla)= —wn + 8 hls)= —m — 2. Ca ohservati?
&) Comparati intre ele graficele funciilor: ‘
e iR R, fils)= —20+2;
f2:10; 81— R, fo(®)= —2a 4 2;
fa:(0; 8) =R, falw) = —Lo - 2]
f1:{0; 8} =R, ful@) = 22 + 2.
5) Reprezentati grafic funefiile:
; 2 ol @ <
SR i e [ AR
—1 daci a220;
—a dacd z <0,
b) g: R=+ R, glz) = 0 daci 0 < z < 2,

z — 2 daci =z = 2.

|

'6) | Reprezentati grafic functiile:

:(2, +oo) R, flz)=5-—28 g:(—e0; —2) 4R, glz) =5— 2z

e

-3

7) Pentru ce valori ale Iui m functia f: B — R data de f(z) = (m — 2} 2 & m esiey
a) cresciloare; b) descrescitoare; ¢) constanti? ' i

8) l a) Determinati funetia liniara f pentru care f{1) == 10, f(2) == —4&.

b) Determinati functia liniard g pentru care g(0) = 2, g(1) =4, g(2) = 6 st gl3) =8
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ag‘ Tisista o tumefts lndard A astisl racit M=) = —48, i} = 2, K1) = 4T
i) Reprezentefi grafis funcfile sl g
! 9) | Bk presupumem &4, pe masurd e coborim spre centrul Pamintului, la
figoate 20,5 metri temparatura ereste cu 1°C, iar la suprafatd temperatura este de 20°C.
&} Btabilifi e formul care a4 descrie dependenta temperaturi de adineime.
) Cs temperaturd va fi la adincimea deo 122 m?
¢ La ¢o adincine temperatura va i de 86°CY

48 Repressntafl grafie funechia /R — B descrisd ded
ﬁfﬂ“{ w=2 daci @ = L

=@ ¢ I dagld & < &

3. FUNCTII PATRATICE
Ne propunem sd studiem funclia care face sa corespundd fiec&rui nu-
mar real patratul sdui

fiR- R, fla) = g
54 complethm et intli un tabel de valori:

7 el g ok R S T
9 9 7

fa) o LTl e i R B S
2 Z 4

: Valorile functiei trecute in tabel ne indeamnd sa presupunem cé func-
{la este descresedtoare pe intervalul (—oo: 0] si crescétoare pe [0; --oo).

£l A e - In figura 10 prezentim graficul
: = acestet functii. Am secos in evidentd

punctels ale ciror coordonate sint trecute
in tabelul de valori de rhai sus. Graficul
functiei este o parabold.

; g Vom numi funefie pitratied orice
\ : functie de 'forma:

g R =R g(x) = az? + bz - ¢

J i unde a, ), ¢ sint numere reale, iar a % 0.

In particular, functia ' de mai sus
eate 0 funetie . patraticd

)
by
=

| VI I (@ =1, b=ce0).

Graficul oriedirei fumelii pétratice.
este o paraboli.




IXERCITIU REZOLVAT

o | o ¥ 3 . . it s = -
sS4 determinam funeclia patraticd g ce are proprietaiea ¢d g(1) = 0.

5(2) L 81 g(3) = 4.

Stim cd g(x) = az* + b3 + ¢ pentru orice @ & B, Ramine sa deter-
[TLTATL l"'méﬁi.‘i(\ﬂ[fii ay B @1 . Avem gll) = (’f"j‘r’ 4 b-1+¢c=a 4+ b + ¢

2(2) = 2% & b2 = ¢ = 4o 2b + L';;L-"(_ =3+ b3 He=% 43+
Deti coeficientii ii aflam rezolvind sistemul de ecuatiis ) iy

a4 h+es=0,
G + 2b + e =1,
-8

Oa - 3h y == 4,

\
[niocuim atest sistem prin altul, echivalent cu el, scazind din a.doua

eutiabie pe prima, lar dit-a trela pe a doua:

a-+b+e= Ui

Ja - b 2=
ba -+ b =

Scazind acum din a treia ecuatie pe a dous, objinemg

a -+ b e =0,

aa —1-‘ b = ’_]_’

2a e
Avest ultim sistem se rezolva ugor; qohipia saeste g =1,b = « 9 ¢ =1
Agadar functia’ pstraticd cautatd este g: R — R, gla) = 2% = 2z + 1.

EXERCITIIL

1) Completafi tabelul:

| re, % =¥
@ bl Sieg S A 0 4. 1 & g e
J Uk 2 2 i
\ l !
fil#) =-—a" |
3 [
3 |
falz) = o f
fs(z) = 20" |
! 1 |
r—
=
{ 2
| o=zt |
L fola) = —22° J

Reprezentati grafic, in acelasi sistein de coordonate, funetiie fy, fo, fa for 1o )‘};9 da-
finite-pe B, cu valori reale (luati ea unitaie de misurs, pe ambelé axe¢, 4 ¢m).
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" %) Aceessi problemd, ‘pentru functiile gy, ga, 2s, &1 9 g5

) = == — i 0. = 1 A 9
2 ) ) )
gilz) = 2*

gilz) = o* + 2
gﬁa-) = G el
gs(z) = =° 2

Ce observali?

- .

,@ Aceeagi problemit, pentru funciiile Ay, fu, o hy
I 4 = et
I i Ty | ,
T —9 —1 iy 0 L3 1 2 9
2 2

el =.a0 .
fral £) = r? — 1 3
hgle) = 22 = g
hyle)= «* + =

4) Ageeagi problemd, pentru funcliile fy, ko, ks, Ay

z 2 —1 A i o2 ) 3
2 2 2

)= g
/.‘g[,?',] == {: — 1)2
ka(m) = (o — 2)°
ka(z) = (o 4 1)F

Ce obseryati?
5) Determinali functia pitratici ce are proprielatea ci gl0) =0, g(1)=—2,
g(2) = 0.

J 6) | Care funclie patratica are graficul o parabeld ce contine punctele A(1; 4),

B(2: 3) 51 €C(3; &7

7) Reprezentali grafic funclia ce deserie dependenia ariei unni pitrat (mésurata
tn-cm?) de lungimea laturii sale (masuratd in cm). Alegeti unitatea de misurd de 4 e¢m po
fiecare axi de coordonate. Completali apoi tabelul:

1 labura I (cm) 1.4 2 - 10

I ariad 4 (em®) 8 10
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| 87) | tn tigura 11 vedeti desepatd o curha ce seamand cu URn &re de parehold,

Ta eate graficul unei functii f. Completati tabelul:

T 0,5 i 1,5

f(z)

e —

* Este fntr-adevir un ave de parabold?

| 9) | Iniilfimea h (in kilometri) atinss

de o rachetii la ¢ minute dupid lansare este
datd fn tabelul:

gh.l_rata

zhorului ¢ | 0 1 2 3 4

: [ L

inaltimea h| 0 25 100 235 400 |

Putetfi descrie miscarea rachetei printr-o

functie? Aflati indl{imea atinsi dup& 10 mi- i j‘ 3 ; '
nute de la lansare, presupunind cif motoarals
rachetei functioneazd tot timpul. Fig. [1.14

*

4. ALTE FUNCTII

Orice numir real z, diferit de zero, are un invers, care a fost

1 . et
notat — sau z!. S considerdm tabelul:

z
; : TL e
x—-fiau‘Z——i—iii?.él Ll 2
2 2 |

——

g IR L

z 4 2 2 4|

Putem considera funclia
1 7 X

f: I{\{ﬂ: = R, f( G = =

T =

Graficul acestei funetii (vezl figura 12)
este 0 hiperbold. '

Fie z un numar real = 0; putem
extrage raddcina patrata din 23 ca rezul- ~

tat obfinemm numdirul real V/ z. Bigi TLEAs
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S& completim un vabel {consultatd §l
LY tabelul de la sfirgitil manualului):
e _ =
d/ i i /
At wr | G= vl 2 3 4
i 4
= 1 0 :
V2|0~ 1 [/2=1.. |/3=173.. 2
i iy 4
I * Funcfia f:(0, +ea) - R desciiaa da
Fig. 1143 ‘ fle) = If:; are g}-r;ih&i.il prezeiinat @ figura 13,

1) Reprezentan gratie, completind mai inti un tabel de valor, functia

;

FUBRSN{0} > B, flz)= =.
w
2) Un arhitect vrea si proideteze o camerd dréptuaghivlacd avind supratata de
15 m?, Btabilifi cump variaza lungimea camerei in funcpie de lijimen el Reprezentaji .
grafic aceastd dependenta.

3) | Intre Bucuresti si Ploiesti, pe ‘sosea, sint 60 km. n cit tim parcuree n
; I Pr 8

auntomobil aceatd distantd, mercind cu viteza (constanti) o? Reprezentati grafie depen-
denta infre durata cilitoriel si vitezd.
4) Btim ca tensinnea curentului electrie din retea este de 220 V. Fagindu-] s
Gi printr-un rezistor de rezistentd & (ohmi), intensilatea sa I variaza astiels
220

IR) =~ —. :

i treq-

i) "I“r'ﬂ.'ent‘i graficnl dependentei lui J fatd de A,
b} Rezistorul este protejat de o siguranta fuzihila de 54. Care este valoarea minimg

a rezistentei rezistorului, ce nu provoacs Intreruperea curentului prin distrugeren 8igril.
rantei? i

5) Reprezentati grafic functia f:[1, 8]= R, fla) = - 5
o

A LUCRARE PENTRU VERIFICAREA INS USIRII
- UNOR CUNOSTINTE DE BAZA
1) S8 d@a funetia 7: R = R, descrisa de:

J(e ~ 3 pentru = < 0,

fa) =22 — 7 peniru 0 < g <2,
—g* peatru g > 9,
Galoulafi f(—3). 71=2), 7(~1), f0), F(1), 7(2), 7(3), Tlh).

2) Re-prezeﬁm'gi grafie funefia f: B -» R, f(x) == % gt

&

3) Punetul 4 (2, 3) apartine gralicplui funcliei lniare date de flz) ==
punctul B(2; —3)r :

&) Un kilogram de portocale costi 18 lei. Aledtuifi graficul funetiel care exXprima
médill in care preful unei cantitafi de portocale depinde de nasa acestein. Folosind gra-
ficul, stabiliti cit costd 700 g portocale, Cit cintareste o punga ou portocale ¢are
costat 24.60 Igi? ) h

23 = 77 Dar
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RACTII RATIONALE

1. POLINOAME lPTB{TlI U POLINOAME

Am invatat in clasele a Vl-a si a Vll-a sa facem caleule en numere

reprezentate prin ‘litere gi in primul rind cu polinoarne.
S ne reamintim cd, de exemplu,
XBYe==2¥4 4 3

este un polinom in nedeterminatele X wi ¥, de gradul 5;

2 2+
2

este un polinom in nedeterminata Z, de gradul 2. De asemenea, numerele dife-
pite de O pot i considerale polinoame de gradul O in orice nedeterminata;
pentru uniformitate, vom considera ca numéarnl U este polinom (dar ¢é nu are
orad), ,Numerele reale considerate ca polinoame vor fi numite polinoame
constante. . ‘
Ne vom ocupa in gpecial cu polinoame Intr-o singuré nedeterminaté;
aceasta va fi notatd de obicei cu litera X.

Am invétat in clasele anterioare cé orice polinom peate fi seris in forméa
canonicd. De asemenea, am invatat sa efectuamn trei operatii cu polineams:
adunarea, scaderea gi inmuljirea; sa le repetéam prin:

(] it /
EXERCITI
1} Beriefi in formd canonica polinoamele: ‘ /
g 84 ay 14y & ; ks : : : ?
a) — X*—— & - X% 4 5 b) X +1 4 2X* 4 3X% ¢) 1 =2X + 53" = 8X7;
) ) .

d) =& — X 4 X% — X%
2) Seriefi in forma canonica suma polinpamelor:
a) 7X2—2X -+ 55 28 +7; b) 2X —5si X2 ?X+G c) ’l-—,X—f— HX%,—X‘
B le A+ P ¢ X4 d) X=X &1, 4T +15 X —2X 4 4

”
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8) Co pelinom trebuis adunat cu X° + 2% — & pentrn a obtioe ca rezultat

XY— X2 17

4} Bfectuati calculele:

a) (347 — 3.X¥ + 5) — (24— 3 i
c) (5% 46X + 3) — (,-i'ﬂ 4 2X) + (

b) Bfoctuati inmulfirile:

) BN (0 X — 4] b (4P = 6X — 1) <2X% o) (X3 IF = 9= (2K = 1);

d) [XV-Hx? — g (3K — 38X + 1).

2. IMPKHHRFA POLINOAMELOR

Fie monoamele 6% gi 2X2, Constatim c&:
GXP = 3.X%: 2X9;
putem serie astfel:
o WA e = RS
Obgervati relatia intre oradele monocamelor: 5 — 3 = 2.
In general, daca m > n si 6 # 0, atunci:
@R == e ) IS
care 8e majl scrie si:

( ‘\."m . bA\'n — _(‘?_ }{m -1}
b

La fel procedam si in cazul unor moncame in mai multe nedeterminate

de exemplu:
12 X0¥a: 4 XY = (12 ; 4) X721t = g X2¥,
(—14XY3Z) 1 2XY? = (— 14 : 2)X11Y3-271-0 = 7Y Z,

(—3X2Y8) : (—2Y) = ((—3) : (—2)) X2-0yst = -; X2y2 = 1,5X272,

92X ¢ 41 = (22 : 11) X4+0 = 2 X4,

EXERCITIT

1) Efectuati irnpﬁrlir‘i]&‘

a) 8X*; (—2X%; b) (—6X° 5) « X% o) (—5X%) ¢ (—X%)rd) 4X7:8X; e) 25 Xoaok;

f) 5X% : (—10X).
2) Efectuati:

) (—15X4F2):(—5X2Y?); b) 4X°F%: (—- = y“]'J; c) 3XY42XY; d) 3X°Y: 47,

)
o

B) 25 X°F2 | 6XF f) (=6X°Y") 13X Y.
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Fie polinoamele P(X) == 2X2 4 4X si Q(X) = X - 2. Constatdm cd
P(X) = Q(X)-2X; putem spune cé polinomul C(X) = 2.X este citu/ lmpar-
tiril polinomului P(X) la Q(.X).

Alt exemplu: deoarece

XNo— & =(X — 2 (X I 2),
putem spune cd polinomul X - 2 este citul impértirii polinomului X®-—4
la polinomul N — :

Sd incercamn sd impdrtim polinmnul‘ B(X)y =2X%-+5X 41 la poli-
nomul Q(X) = X2 4 X. Citul lor ar trebui sa aibd gradul 3 — 2 = 1. 54 pre-
supunem cd acest cit este polinomul C(X) = aX 4 b; atunci:

2X3 LHXN 4+ 1 =(X2-+ X)-(aX D),
de unde: 2X3 - 5X 4 1 = aX? 4+ (a + b)) X2 - bX
Identificind coeficientil, c:\‘;tihmn:

==t (coeficientii lui X3),
O=a4b (coeficientil lui X3),
b=b (coeficientii lu1 X),
ihe=y (termenii liberi),
ceea ce este absurd. S
Presupunerea fdcutd ne-a condus la o coucluzie ahmrdé‘ ea este dee
falsd. Nu putem imparti ,fard rest™ polinomul 2.X3 4- 4+ 1 la X® + XL

Sd observédm insd cd: :
2XBLE R — (RN (200 == D)L

astfel putem spune cd prin impartirea Jui 2X® + 5X + 1 la X* 4+ X am obt1-
nut. citwl 2X — 2 s restul 7X 1.

Sé observdm cd gradul restului este 1, mai mic decit gradul impartite-
rului X% 4 X, care este 2.

Practic, proceddm astfel:

— impértim monomul 2% la monomul X? si obtinem 2.X:

— inmultim pe 2X cu X* 4 X st oblinem JT(_lilH‘\Ul parlial 2X3 4 2X*
pe care-l scadem din delmpartit;

— deimpartitul se inlocuiegte cu —2X?* + 5X -+ 1; impariim monomaul
—2X2 la monomul X* obinind —2;

— inmultim pe —2 cu N*4 X si oblinem produsul partial —2X*—2.X,
pe care-l scddem din —2X* 4 5X;

— deimpdrtitul se inlocuieste cu 7X + 1; deoarece monomul 7.X nu
mai poate fi knpirtit la monomul X2, impdriirea s-a terminat. Citul este
2X — 2, iar restul este 7X + L.

2 X L EX L N
)+ 2X° + 208 =

(EEE o g

| —2X* 5% 4.1 ot
‘ _
|

X 41 restul




Ee abismueste @4 se echimbe gemnul Hecap produs partial, efectuin-

du-ge aduiar i loc de geaderi; valenlele se aranjeaza astfel:
3 BRI {\"—Ir Y
)

TX 44

et
R
O3
I
=S

Urméariti etapd cu etapa, impartirea polinomuhii &1 X4—10%*
la polinomul 9X% + X | 4:
21 x4 —AOXYT 4 35X & | [ 9X2 4 X -4
—R1 X4 —OX? — J6.¥2 Q&5 +5 Fred
E —OX= 45X + 35X
B X5 bt N
i —45X2 L 39X |- 1
X2 £ 5X+20
WX+ 21

Deoi eitul imparticii este OX2 — X — A, iar restul este’ 44X -1 21.
in general, se poate demenstra o learemd d impdriirie oy rest pentru
polinname. Aceasta se epuntd astfel: |
- TEOREMA. Fie polinoamele P(X) de gradul'p §i @(X) de gradul ¢, cn
coeficient numere reale.
Exista un polinom €(X) §i un polinom B(X) astfel incit

P(X)=Q(X): C(X)+ R(X)

g1 agtfel ineit gradul polinomului B(X) sa fiemal mic decit g, Polinoamels
C(X) si B(X) cu aceste proprietafl sint unice.

Observafte. Inainte de efectuares jmpartivii, atit detmpartitul eit s impartitoral
trebuie scrigh in forma canonica.

EXERCITII

1) Bfectuati jmpériirile:

a) (3% — 6% 4 2X) : 3X; b) (6X° — 5X* 4 4% 1 (27

&) Etectuati impartirile: 2

a) (X! = 5): (X — 2); b) (83 b 20) : (F — 8); o)r(8F — A1 (X = 9);
d) (€X — 2): (2X —1); ¢) (25 — 30X 4- 9X7) : (3% — §); f) (¥ — 62 & 11.F — L0}
(X — 4.

| 8) | Bfectuati tmpistivites

@A) (X1 h) (e itT hd) o) (BB (T b 1) d) (X04eH
P LT 1) @) (X0 ) (X b )y 1) (XT ok 1) 2 (X 1), Puteli spune care va fi oitul
g ragbul fopirlicd ol XY 41 Ta X 4047 : GRET?

=
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4) Tfectuati tmpdrtirils

a) (X4 1): (X 42), b) (B4 1) 1 (X4 2); e) (XT44) : (X24-2) Co observati?

l Bfectuali imparfirtde: (A2 & X2 4 1) 0 (X2 4 X 4 1) # (X% & XF 1)
(A2 — X T -

1), Ge observafl?

{ 1 Fie C (X) citul fmparfivii pelinomului X 4 X% 4 X 41 la B — ¥ &9, Foa |

lifectuali impirfirea palinomului A% - A% o X 4-1 la C'(X) Diste adevarat cd obtinem
citul X® — X « 27 De cet?
7) Efectuali impartirile: ;
a) (X — 9X% 4 X 4 92): (X8 — X2 -X44); b) (X4+2— X 2% f_é--
o) (F4— 7X° 4 6X): (X° — 2); d) (18X — g% 1 X — 1) : (GXF 4 F = 1),

“ly

3 8% &

l 8) J Bfectuati tmpartirile polineamelor in nedetermunata A" (scriefi-le mai inti

in formi canonicd); ]

a) (¥ = BN (X ¥); b) (15X% 4 26XY 4 8Y3) : (3.X U.V o) (LPL3XIV ;
S e i ) I e R R (P e i BY® £ 5) : (3 + + 1); e) (987 = i
— XY — 2 XV o W) : (BX 4 2Y) !

] 93 J Aflafi restul impartirn polinomului X — 6 XY +L9¥* la polinomul X078

LDDEII_"]_BI rindu-le: |
a) polineame in []f—di‘h’[‘l].’lll;dfrl X; b) polipoame in nedeterminata Y. A

10) Efectuali calculele:
COREE— Q) - (X 2] (X o 2)(X — 3)); (F= JAR (A 4 2

POLINOAME TREDUCTIBILE

. DIVIZIBILITATEA POLINOAMELOR.

Definitie. Vom spune cd polinemul ((X) divide polinomul P(X) dacd
exigta un polinom C(X) FNIPI incit P(X) = Q(X) - C(X) (adica daca restul
impartirii lui P(X) la Q(X) este polinomul nul). In acest caz vom nola |
Q(X) | P(X) sau Q | P (si vom citi ,Q divide pe P7).

Dacd ¢ | P, vom mai spune ca polinomul P este multiplu al polinonu.

lui Q, sau ca P se divide cu Q. ‘
De exemplu, X--1 divide pe X¢= 1, devarece X&—=1=(X 1) (X-+1); ‘
goriem (X = 1) | (X8 —=1). ! |
Polinomu) 2X® — 1 divide polinemul 2X% 4 6X% — X* = 3, deoareve |
2X5 +'6X3 — X — 3 = (2X8 = 1)+ (X% + 3).
Polinomul censtant 2 divide pelinemul 2X L 4, deocarece 2X 4- 4
= 2+ (X - 2): constanta 2 divide si polinowaul X 4 1, decarece X + 1

SaifE 3y
) 2

Polinomul X nu diside pelinomul X¥41, rlct»ar:,ce impgriing pe \*"—H]
la X obtinem vestul 1; la fel, X + 3 nu divide pe X2 4 3X — b

(A

Observatie. Polinomul constant 2 divide polinomul constant 8, deoarece 82 < .
; b

Ry confundati divigipilitatea polinogmelor cu divizibilitatea numerelor naturalel




EXERCITIT

1) Stabiliti dacs polinomuyl @ divide sau nu polinomul P, unde a} P = 4X% — 3,
0= 9% — ) Pl= X0 — 200 LU 0= X — iy &) Pl= Xt 8, 0= X% 2X 4 4;
AP =X £ 1,0=X—1d;e)P=X—1,0= T+ X+ 1;{) P= 32~ 14X 415

10 . d

@ W

Q== 5.X -

2) Stabiliti valoarea de adevidr a propozitiilor:

a) (X% — 1) (K —1); b) {X 1) [ (X2 1); o) (X—2) | (A2—X—-2); d) 3 |&X;
e (X - d) ) (28X —1);
5) Pentru ce valori ale Jui m, polinomul 2.7 4. 547 + m se divide en polinomul
X 4 27

4) Fie polinomul P(X) = X* — X* + X — 1 scriefi trei polinoame care i1 divids
Aceeasi problema pentru polinomul X% — 84* 4 90X — 27,
| a) E Ardtati ci daci polinonl & divide polinomul @, iar polinemul @ divide
polinomul P, atunci R divide pe P. Ce proprictate’ a relatiei de divizibilitate intre

polinpame este aceasla?

| 6 5 Avdtati ca dach © divide pe P si pe R, atunci Q il divide Hl pe P+ R.

Definitie. Vom spune cd un ‘polinom P(X) este reductibil dacd poate fi

scihis ca produs de. polinoarpe:
B(Xy = Q(X) < BLX),

factorii ¢ ¢ R gvind gradele > 1.

De exemplu, pélinomul X? — 1 este reductibils

X2l = (X4 1) - (X —1);
de asemenea, polinomu)l X2 4 X — 2 este veductibil:
e X—8 = (X — 1) X -+ 2),
Si-polinomul X* 4 1 este reductibil:

X o= (24 12X+ 1) (X2 /2 X+ 1)

Ca exemple de polinoame ce nu sint reductibile avem in primul rind
polinomul nul; apoi polinoamele constante # 0; celelalte polineame ce nu
gint, reductibile vor fi numite ireductibile.

Observali schema de clasificare a polinoamelor:

— Pdlinoame irgductibile

- Polinomul nul

— Polinoame constante # 0

| — Polinoame reduetibile

Comparati-o cu schema de clasificare a numerelor naturale:
' — Numere prime

— Numdral 0

~— Numdérul 1
— Numere compuse
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Vom arita cd polinoamele de gradul 1 sint ireductibile.
Sd considerdm polmomul de gradul 1:
aX -+ b, a0, _ ‘
Dacd am presupune cii este reductibil:
aX -+ b =Q(X) - R(X)
)

ou gradele lui ) i R mai mari decit 1, atunci din compararea gradelor  am
obtine 1 > 1 + 1, ceea ce este absurd. Deei orice polinom de gradul 1
aX +b a#0
este ireductibil, '

EXERCITI
1) Uescumpuneti in factori polinoamele: ‘
a) X2—1;b) X2 1;0) X0~ 4;d) X0 —1;0) X = 1; ) X0 =1,
2) Precizafi care polinoame sint reductibile: <
a) X*— 4; b) X*—2; ¢) X°—4X +4; d) 2X+2; e) 4XL2; f) X348; g) X249y |
h) &% 44, 2 ‘
3) Fie P{X) = X°® 4+ 2.X2 — 3X —1. Calculati P(—2), P(—1), P(0}, P(1), P(/ 2), |

P(/3) si P(2). (Notim cu P(a) pumérul obtinut inlocuind in polinom nedeterminata X ‘
cu numirnl a si efectuind operatiile indicate; de exemplu, P(3)=3%-4-2 - 32— 3 - 3—1=33.) ‘

4) Pis P(X)= X% — 2X%— 4X = 5 5 O(X) =[(X - 2)+ X~ 4]+ X — 5 Calcu- |
‘lati P(a) si Qla) pentru a e {— 2, ~1, 0,1, 2}. Ce observali? De ce? ‘

_ : : i:
4. IMPARTIREA PRIN BINOMUL X — ¢ |

\
53 ludm de exemplu polinomul P(X) = X% — X - 1 si si-] impértim {
la binomul X — 2: }
X3 —X+1 X.—2 :

=X -+ 22X X' 1oX L+

22X — ' X

—2X? - 4X ‘
3X +1 |

=aX 46 Sl

7|

Obtinem citul X2 -1 2X + 3 si restul 7. Pe de alti parte, sa calculdm numa-
ral P(2): P(2) =28 — 2 + 1 = 7. Observam c¢i restul impdrtirii este exact
P(2). Esle oare aceasta o intimplare?

Sa consideram un polinom P(X) si sa-1 impértim (cu rest) la binomul
X — a; teorema impdrtirii ‘cu rest ne spune ci existd polinoamele C(X) g
R(X) astfel incit: - i

a) P(X) = (X —a) - C(X) + R(X).

b) gradul Ini R este mai mic decit gradul lui X — a.
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BUX) v [ X = a) C{X) 4.

Putem afla restul r fira a face impartirea? Tn eralitates de mail sug 68
pary £ |
Inloguim nedeterminata X prin numarul a:
P(a) = (a — a) =C(ae) + .
Deoarece a — & = Q, obtinem c¢d r == P(a). Am dovedit de fapt urmatoarea;
Teorema. Restul impdartivii polinomului 2¢X ) la hmomul X — a se
obtine caleulind valoarea Pla).
Cum calculam valoarea P(a)? Sa luam citeva exemple.

Fie. P(X) = A?-2X -L3; atunel Pla) =a a2 a-3.. Obsers
viim cd pentru a obline pe P(a) trebute g4 efectuam doua inmultiry, apor doyé

adunéri, Dacd scriem insd P(X) = (X - 2) « X -+ 3, atuner pentru a obtine
pe P(UJ == (g e _':j A e ] |-{--‘|ﬁ;i‘lj.“j11}‘ doar o IIHIIUHH'-' 81 dova adunar,
Alt, exemplu. Fie polimomul F(X) = X4 4 bX* — 6X + 4: atune
Tle) =a (e a)+5H-(a-a) —6 a4 Pentru a-l obtine pe (a) zing
necesare decl 4 inmultim =1 3 adunam (scdderea este considerata adunare)
Putem proceda
)

mal sconomie, c¢aleulind cu tormula 7'(X) =[(X 4-3) " A —
=B8] X 4 & efectuam doar 2 inmultiry 21 3 adunan

") = 7\;'—',— mAX L on

44 dea restul 2 la impdrtirea cu X — 1 gi restul 5 la impartivea.cu X — 3

vom obting

dacd vom impsar{a polinomul (X)) la N — 27

Pl) =2 s

Re :alvare. Seriem

5, adica

( l - madn =2

1 Qdmtn=>5h

Rezolvind acest sistem de ecuatn, obtmem m = — —  n = .

nulu la X —

Putem caloula acum restul impértirn polinor

“ / i
A e —
) )
2 &

EXERCITII

1) Aflats vestul isparticti polinomulni 554 — 24 87 L 7 la bhinomn!
L% 1 .
2 B=4ih) X—=02:%) X+4;d)XF=— ;0 -2

2) Aflati vestul tmpdrivii 14 binomul ¥ — 9 a polineamelar
= 5% — 2 p) 28 = gX45;: d) 4P 2 5




8) Aflat] pastnl tmpfhretiell polinemulul B2° — m&2 @ 15 la. & — 4, !;hi_d cd
tpdivtit la X — .2 did restul —3.

’ Aflati restul tmpéartirii polinomului A2 & 82 0- a -~ 1 la hinomul ¥—a,

ghiimd ci prm impéirfirea la X — 3 di restul 5. ¢

I Impirtind polinomul 2.X° — mX®*  n¥ - 48 Ja R Bsi T ngm,imm

in ambele cazuri restul —2, Ce rest vom obtine dacd-1 vem tmpirfi la 3> — 17

] 6%) ] Argtati cfi dacd tmpirfind polinomul P(X) Ia Em--:-f- obfinem restul »,

atunci tmpérfindu-l 'la vX — w obtinem acelasi rost a

In claga a V-a am invatat criterii de divizibilitate en anumite NUImers
prime: 2, 3, 5. Vom stabili acum un criteriu de divizibilitate cu polinomul
ireduectibil X — a. :

Teoremd. Un polinom - P(X) este divizibil cu binomul X — g daci s
numai dacd P(g) = (.

Demeanstrafie. Daed P(X) este divizibil cu ¥ — g, atunéi restul ‘mpdr

irn I P(X) la X — o este 0; insd acesl rest coincide cu P(a).

polinom C(X) astfel ineit P(X) = (X — a)- C(X), -E.’-EG:-; 68
ingeamna ca P(X) e thV'iE cu X — g. Teorema este demaonstrata.

Reciproe, dacd P(ag) == 0, atunci teorema impdrtirii ou rest ne asigurs

Ohgervafie. Daca fntr-un IJ"'“l?f'-"ﬂ P(X) suma cosficientilor ests 0, atuuci P4) — 0,
deci polinomul es - XA = 1. Do exemplu, pelinoamele

92X — 3X -1, BX° — 3 — XV G A  — O — 9, A 9T 4 |

ae divid eu & = 1.

LT 1.] 6 1’~ = ,.,1 — 1, o) 42X% L 27X 69 d) '3’4;21&%3?%

2) Veritioati daca primul polimem gete divizibil gau nu cu al doeilea; in eaz afir
matie, aflati cituls -

a)gxhz::ffir»sa_»fL" b) 4X° — 5X* L 0OF b 1gi ¥

=HigdM <=2
+ 4% = BT = 3 ¢ F .- 9, dl;.l’ X +Lhs ¥=3
! 3) l Bd presupunem o3 a = {—H8, =2, =4, 0, 1, 2, 3} Beniru ce wales 'ale

lui @, polinomul:

) F24 X' 90X « 00 h) X4 3F w 4X — 12 o) X9 - 3 Fas d) X0

;; 5..,!"5";- 94X o 86, 8l 1!‘ = 102 L9, f) Bt 6XP g 14 12 «5‘-; 6, aste diwizihil ‘1‘47
X = AF \
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5. DESCOMPUNEREA POLINOAMELOR N FAC TORI
FORMULE SPECIALE

Serierea unui polinom ca produs de factori ireductibili prezinta aceleasi :
avantaje ca si scrierea unui numdr natural ca produs de factori primi; este
utila tn special atunei cind efectuam operatii cu fractii.

Nu intotdeauna putem descompune efectio un polinom in factori ire-
ductibili; de cele mai multe ori ne hmitam Ja a-l descompune in doi factori,

In clasa a VIi-a am invatat citeva formule speeiale, care ne ajutid in
descompunerea in factori'a pobincamelor, S le reamintim:

— formula de scoatere a factorulw e
cbfimn: |

ashLa-e¢=a-(h-e¢ i

— formula de restringere a pdtratu- ‘

N : TP O T T s T
i binomului: a% + 2abh 4+ b (n = h)

— {ormula de descompunere in factori
a diferentei ‘pitratelor:

9

2 — h? =—i(a L -I)] (o — D) ‘

Sa folosim aceste formule pe citeva exeniple.
Exemplul {. Polinomul X& -+ 4X" se descompune in factori in mod -
i ; ; JS S N i
evident: .\5( X* 4 4). La fel, polinomul — Y34 — X2 — X se descompune
2 6 B

: L il I 1 :
de exemplu astfel: X *(-:)— X2 - X — d) sau astfel:

P G
Jxo@xe4x -2
6

Ezemplul 2. Constatim imediat cd polinomul X3 -f- 4X* -1-4 este patra-
tul unul binom: (X* -+ 2)% La fel'polinomu] (BX -+ 2)% - 2(5X < 2) +
este pitratul lui (65X 4+ 2) + 1 =5X +
: Ezémplul 3.. Polinomul 25X% — 9 poat.e. fi descompus in produsul
(5X?2-+-3) (5X% — 3), sau in produsul (5X*4+-3)()/ 5X+1/3)(|/5X—|/3);
ultima descompunere este o descompunere in factori ireductibili.

EXERCITL

1) Bhivinati parantezele:
a) (2% + 4)%; b) (2X —
e} (& —1)(X — SHX — 5.
2) Scoatefi {actor comun:
a) 14X° — 8X°; b) 8X* + 4%
L 2(}[ “":”) [X"r ) (X4 3) (X~ &)+ (X = 4) 4 (X+-6) (X—4).

8) (X 4 5);

R 1 ce) (B — A + 38X —1); d) (6 4 1)* &
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5) Completati pind la patratul unui binom: :

a) 9% - - 2585 b) 90X - L 400; ¢) 25 — 40X 4 d) 46 b 25X o
A TE e ;

4) Restringeti:

SR e AL R e DR R e S e e S ) £ T L, |
2, A

g) 12X% — 19X 4 3.
5) Descompuneli in factor:
a) 49.X° — 165 b) (BX 4 2)* — (2X & 8)%; ¢) (5X + 1)* — 164%: d) v X' — 2X7,
e) 25X° — 15.%5 .
F- 6 %) | Bescompuneti in factord:

a) o~ 93 b) X'— 339 o) 2X° — .

O alta formula gpeciald, mult utilizatd in descompunerile in factor,
esle formula diferentei euburilor:

‘ a3 — h3 = (ﬂ _— !_]) (ﬂ.g L ah L hg} 1

Asemanatoare este @1 formula sumei cuburilor;

‘ a? -- b3 == (a - b) (a® — ab -} b?) '

Obgervalti cu atentie deosebirile dintre cele doud [ormule.

EXERCITIT '

1) Descompuneti in factori polinoamele:

a) 8X% = 27; b) (X 2)* < (X = 2)% c) -1— e e N O e S S S 20 I
64
o |
f) 16X 4 = |
: \

2) Descompunefi in factori:

a) v 9l N e ) R 2‘1’:"4"-1; M i e L B —

X, R,

dib) | Descompuneti in lactori:

a) X8 =g P AR aell A8 ~a i d) A L

Uncori putem descompune un polinom in factori cautindu-i un factor
de gradul 1.

De exemplu, fie polinomul P(X) = X —5X? 4 8X — 4 Suma
coeficientilor sdi, 1 — H-+8—4, este 0. Deci polinomul se divide eu X— 1.
Efectuind impartirea, obtinem AP(X) = (X — 1)+ (X2 — 4X 4+ 4) si obser-
vam cd pulem descompune P(X) = (N — 1)(X — 2)2

All exemplu. S& descompunem in faclori polinomul 7(X) = X* —
— 7X2— 12X - 18. Deoarece suma coeficientilor sai este 0, polinomul se
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diwide on X — 1; T(X) =X — 1)(X? + X2—6X — 18). Decarecs 37} 3%
—6°3 — 18 =0, putem descompune X3 4+ X? — 6X — 18 = (X — 3}( X2
4~ 4X 4 6). Deci am descompus: 7(X) = (X — 1)(X — 3)(X2 4 4X + 6).

Din exemplele de mai sus rezultd cd, in general, descompunerea in
factori a wnui polinom este dificil de executat. Nu existd reguli generale de
lueru; trebuie folosite toate posibilititile avute la indemdind, uneori chiar
artilicii de calcul ce denotd ingentozitate. ‘

Observatie. Daci wn polinom are toti coeliciendli=rmmere fmPregi-¢i-se divider ex
& — a, unde a = Z, atunci a este divizor al termenului liber al polinomului. Verificati
aceasfa pe exemplele de mai sus,

EXERCITII

1) Descompuneti in factori:

a) X* — X — 65 b) X*+ X —6; ¢) X* — 10X & 16; d) X* — 7.X -12; ¢) X%~
e DR R il ol

2) Descompuneti in factori:

a) J° — 72X 465 b) X — 6% LMK —6; ¢) X8 — 7X — 86; d) XE—3F . 2
eI A e e

‘ 3) ‘I Descompuneti in factori:

a) X 258 + 60X — 36; b) X! -+ X5 4 PLEE 4 6T—24) o) X4 X3gFr g
L AA — 4 d) X — 5XE A 4y ) XY - AN - 82 ) AP — X3 gX g, .

Polinoamele in mai multe nedeterminate se descompun mult mai greu
In factori. Nu exista metode generale; reusita descompunerii depinde foarte
mull de utilizarea adecvata a formulelor speciale.

De exemplu, pentru a descompune in factori- polinomul

X2+ 2XY - Y2 XZ 4 Y2, :
grupéim termenii in doud grupe: prima grupd (formatd din primii trei ter-
meni) este- pitratul unui binom; in a doua grupd scoatem factor eomun pe
Z. Polinomul se serie; (X - ¥)2 |- (X -~ Y)Z. Scotind incd o dald factor
comun, am descompus in factori: (X - Y X L+ Y -+ Z).

Alt exemplu: fie polinomul 9X2 — 6XV + ¥2 — 9. Primii trel ter-
meni pot fi resiringi; polinomul devine: (3X — ¥)2 — 9, Folesind formula
diferentei pédtratelor, ain reusit deseompunerea polinomului in factori:

(BX — YV =833 — ¥ — 3).

Alte exemple: ; -

X4 —3XY?2 | V4 = X4 2R P XA X3 V2)2 (N Y )2==
=X — Y 4 XP)(X*—~ V2 XT)

NEYR 4 N2 02 — | = XY (Ve 1) (V? - B)e==n( X¥ ) V2t )oom
= (X 4 )X — A2+ 1); '

X2 = V2 Z24-2VZ — 2X A4 1 o= (X% — 2X 4 1)~ (V2~2VZ L 2% |
=(X = 1f— (Y-l = (X 4+ ¥V —Z =X~V 42 — 1y
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—41

K = 5XY 4 672 = X? — 2XV — BXY 4 6V = X(X — 2¥) —
= 3¥(X = 2¥) = (X — 3¥)(X — 27);

X4 X2V2 . V4= X4 4 2X2V2 4 V4 — NPY2=( X2 | ¥V2)2—( X V)2
= (X*4 XY+ PY(X* — XV 4 T¥);

Kb HAF. 4 ROV X2VEL XV §5 = XY A —¥) XA
.'}:-}‘(.\_—3)__(,\.‘ g,—,\"-“‘) F= YA =T) = (X2 1 X¥ L V2 _ |
4 YH(X — Y). ‘ : I

‘ | Descompunefl in factori (foale literele c are apar sint considerate nedeter- |
minate):

a) X8 XPY | NP2 — Y8 b A%k AR - AR+ B% ¢) X2+ AX-BX 4. 4 B
d) XY —}f 3 \ | 5Y + 15; e) XY 4 XY* 4 0X)V — aPX — a®¥ — o )] X - aX* 4

w T

' EXERCITII
l
|

| LJ i Descompuneli in [actori: “
a) X2 —3¥Y b) XY — ¥% ) 9AB = 42XV 4 4V2 ) 9X — 19Xy B !
b G T e) LR Gy 1) 27— GhRe,

I 3%) | Deseompuneli in factoriz

|
af (X¥ + 1) + (X 4 ¥ b) (X — PN X>— 22) 4 (X - — paliig) r |
—® e OF - daby d) (aX 4 8F)P 4 (BX —aY); e) AP — 2X ¥R | f) (X + ¥)' = |
vee (AP — 4XY + YRR g) XV 2XR¥2 L 9¥Y, ‘
4) Descompuneliin factori ireductibili, efutind maiintiiun [actor de forma ¥ — a1
a) X*—2X* —5X + 6; b) X°—4X* 4 X 4 6; o) X® 4 2X° — 5% — 6
d) X — 23XKE — 17 - 3; e) X L 3N L 4X o 2.

I

6. .CEL MAI MARE DIVIZOR COMUN SI CEL MAI
MIC MULTIPLU COMUN A DOUA POLINOAME

Fie polinomul 7(X) = X? —5X* + 8X — 4, Care sint polinoamele
care il divid?

Obgervingd _“.'“1 se divide cu X — 1, putem si-l descompunem in factori:
X =X (X =—"2)2
:\ulm esle evident cd polinomul 7(X) se divide cu X — 1, cu X — 2
cu (X —N(X—2)=X2—3X }2 g1 cu (X —2)2= X2—4X feh,
Fie polmoamele:
P(Y) = 6X° — 24X3 i, Q(X) = 3X3~ 12X% 4 12X,
Descompunindu-le in factori, putem scrie;

P(X) = 6XYX + 2)(X — 2), Q(X) = 3X(X — 2.
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Sé observam ¢ binomul X — 2 este divizor al ambelor polinoame P(X)
si O(X); spunem despre el ca este divizor comun polincamelor £ si (.
De azemenea, polinoamele X s N(X — 2) = A* — 2X sint divizori comuni
polincamelor P si (.

lata lisia polincamelor eare sint divizori comum lui P g1 @s

— polinoamele copstante a:
— polinoamele de forma @X:
— polincamele de forma a(X —2);

unde @ este un numar real £0.
~ polinoamele de ferma aX(XN —-2), I

Observam ca tol divizorii comuni lui- 2 § ¢/ divid §1 pe X(X — 2) =
= X? o~ QX acesta este numit cel mal mare divizor comun al polinsamelor

Dacid ludm, polinomul 3N(X — 2) s1 polinomul 2X(X — 2), observém ed ‘
ele sinl wultipli ai tuturor divizorilor lui 2 s (5 putem sd le numim gl
pe ele Leel mai mare divizor comun al polinoamelor P si Q75 preferdm insi
ga lueram cu XN(.N — 2) = N? — 2X, deocarece coelicientul termenulul de
gradul cel mai inalt este 1.

84 ohserviim ci divizorii comuni lui P si Q au gradele 0, 1 i 2, iar eel
mai mare divizor comun Iui” 2 s Q arve gradul 2.

Definitie. 190 doua polinoame A(X) g Q(X), Un palinom D(X) ce are
urmatoarele proprietati:

1) este divizor al Tui PCX) g1 al luit Q(N);

2) orice divizor al lui P si @ este divizor si al lui D(X), va f1 aumit cel
mai mare divizor comun al polinoamelor P s (.

Obsercatit. 1) Cel mai mare divizor comun a doud polinoame nw este unie; arice
polinem de forma aD(X), unde @ este up numir real 0, are i el proprieldlile 1) si 2).

2) Cel mai mare divizor comun a doud polinoame P si O este divizor comun al lui
P sial lui @ gradul sin este cel mai mare dintre gradele divizorilor comuni fui £ 1 0.,

Cum putem obtine efectiv cel mai mare divizor comun a doud polinoame?
Daci polinoamele P si @ sint descompuse in factori ireductibili, atunci
eel mai mare divizor comun al lor se obtine luind produsul factorilor ireduc-
tibili comuni, la puterea cea mai micd cu care apar in cele doud descom-
puneri. ; S
De exemplu, fie polincamele:
P(X) e X5 6X% + 13X3 + 14X2 4+ 12X + 8 = (X 4 2)¥(X* 4 1) sl
QX) = 2X5 - 6X4 - 2X% — 2X% — 8= AX 2% X2 L 1) (X — 1),
In cele doudl descompuneri apar factoril ireductibili X - 2, X2 - 1 s
X — 1. Dintre acestia, doar primii doi apar in ambele descompuneri. Facto-
rul X - 2 apare cu exponentii 3 si 2, deci va apdrea cu exponentul 2 in cel
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mai mare divizor comun al polinoamelor P §i Q. Cel mai mare divizor comun
al lui P s1Q vali }'lulinm'l_'u_l_l:
D(X) = (X + ¥ X2 4- 1) = X4 L 4X? - 5X? 4 4N - 4
Al exemplu. Fie A(X) == 2X -+ 1 §1 B( X)=(X—1(X - 3). Nu existi
pici un flactor ireductibil comun polinoamelor A si B, deci cel mai mare
divizor comun al lui A si B este 1; polinocamele 4 s1 B sinl prime intre ele.

EXERCITII

1) Aflati cel maj mare divizor coniun al polinoamelor:

a) X = ) (L —2) (X — ) 5 ) (X = 2) (X - 38); ) (X = 1)* (X -+ 5) si
R =) (R ) B ) S (O ) (gl s e gt e AT A T si sl (X = 7)
e) BXHX — 1) (X +1) (A7 1) si 4 — 1PN - 1) ":u_HLU 1 in lormd canonica.

2) Aflali cel mai mare divizor comun al polinoamelor:

a) X0— X i X0+ 24 X h) X4 X s ¥ 42X 417 0) 40+ 12X + 94
g9 4 97: d) X' —3X + 2 51 X = X = 2;0) 8X%—32 §i 2X* - 14X -|- a0 [) A% —
X 42 8 9X° — 6X — 24; g) QA 2X — 4 g0 6 X2 12X — 405 D) P — X — 2
S e

3) Serieti un polinem PLX) de aradul 2 astfel fneil cel mai mare divizor comun
al lui B(X) s @(X) sa fie D(X), vode:

a) Q) = X% 4 1, D{X) = & +1; b) QIX) = 2X° — 8; D(X) = X — 2
o) QLX) = 9X® — 12X -+ 4, D(X) =2 3X —2

'Tﬂ Aflati cel mai mare divizor-comun al polinoamelor:

a) X*— XY si X' —2XY + ¥4, b) 6(X*— Y si 9(2¢— Y*)(X — ¥\

Tﬁ) 1 Ardtati ¢ polinoamele: :

a) A2 18 X0+ 4;b) P 3N 4 26 X% — 1 sinl prime iuntre ole.

Nu intotdeauna putem descompune efectiv polinoamele in factori ire-
ductibili. Metoda de afllare a celui mai mare divizor comun, prezentatd mai
tnainte, nu este aplicabild inlotdeauna. De aceea vom prezenta ined 0 me-
todd, algoritmicd, numitd alyorimul hu Euclid®.

$i luim de exemplu polinoamele P(X) == X? - 2.X — 24 gi Q(X) =
2= X2 iRl = 20,

Impur‘tlm polinomul P la pulmomul 05

X* 42X — 24 |X2 4 X 20
—X*— X420 |1
4Y T !k

Obtinem citul 1 gi restul Ry(X) = X — 4:
P(X) = Q(X) 1 + (X — 4).

* Wueclid — matematician grec ce a triit in sucoh]] I1I j.esn. in orasul Alexandria
(Egipt); este autorul unui faimos tratal de geometrie.
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fmpdrtim polinomul Q la polinomul R;:
Xoge X200 o

=Rt AX T
5X — 20
—5X -+ 20
i UJ .
Obtinem citul X -+ 5 si rest 111 Ry(X) = 0; O(X) = Ry(X) (XN + 5 + 0,

Deoarece restul R, este'0, algunlmu] se opreste; restul Ay(XN) = X — 4
este cel mai mare divizor comun al polinoamelor P gi Q.
Alt exemplu. Fie polinoamele P(N) = X* — 2X3 4 4X2 — 4X | 4 si
. Q(X) = X*%— 3X? 4+ 2X — 6. ;
Impértim polinomul P la pn] nnnml @ (electuali impartirea!). Obtinem
el =i restul s Ry AT —50NE - '
P(X) = Q(X) - (Y + 1) (532 + 10),
Tmpirtim polinomul @ la poilnurﬁ’ul R, (electuali!). Oblinem citul

— A0 = : st restul R,(\) = 0:

O(X) = Ry(X) (’ % ) + 0.

)

Deoarece restul R, este 0, algoritmul se opreste: restul R;( X)==3X24+10
este cel mai mare divizor comun al polincamelor P si (.

Obsercalie. Putem spune od si .0 + 2 esle cel mai mare divizor comun al polinoa-
melor £ si Q.

Alt exemplu. Sa aplicdm a_lg'oriimul lui Euelid polinoamelor P(X) =
=2X* — 2% =282 — 2X —4 g Q(X) = X3 —3X% - 4X — f’l

[mpéartim polinomul P la |:n|nmmn| (. Obtinem citul 2.X - 4 si restn]
) S SR

P(X) = Q(X) - (2X o 4) - (227 = 40X o 12).

Tmpartim polinomul @ la polinomul R,. Obtinem citul e el S

pestul (== & A=l b
QLX) = Ry(X)- (_’) X4 1) + (8X — 18).

Tmpértim polinomul 2, la polinomul R, Obtinem citul —- X _,,._? i
4 3
resiul £,(.\) = 0.

BAX) = By (X)" (1 ¥ s _-) + 0,

| 4 4

Algoritmul e opregte aici. Cel mail mare divizor comun al polinoamelor
P g1 0 este ultimul rest s O obtinut, anume A (X) =8X — 6.



EXERCITI

1) Folosind algoritmul lui Euclid, calculali cel mai mare divizor comun al poli-
noamelor: °

Al g o) b Tpele e s )X RN R 9 — By p) WD X
4 X —8 =i BN O — i S GG S e e B R

1")] I Allati cel mai- mare divizor comun al ;mlim:;lrnu!nr:'

d) AP AR AR —6 si XY 8 XS 49X — 12; b) 6 \'5‘ { 19X% 4 15X — 95
si 2% L ANE 4 AN — 105 o) 64+ AP — X osi 4N —6.X° — 4.0 - 84 d) :_\’|7_|2‘1'11+
B o S R I G T 00 R S 2 s )| L e e R — ke
LoN? L X5 [) 2X° — 14X —9 si' AX° L 4100 4 81 'g) AP — XF —13X
& goFE Lo URELE TR0 e — PG e = TS

3] Sint polineamele 8Y* — 4X 44 si 2% + X 1 prime intre ele? Dar poli-
ngamele 4.X* — 5.0 + 1 si A® — 5 4 47

(el mai mic muliiplu comun al polinoamelor 2(X) si*¢(X) este un poli-
nom M{X) ce are proprietatile:

— polinoamele ‘“(.'\) si O(X) divid polinomului A X);

— daca P(X) st Q(N) divid un pelinom 7(.X) atunei si polinomul J7(X)
il divide pe T(.\N). '

Cu alte cuvinte:

— M(X) este un multiplu al polincamelor 2(X) &1 Q(X);

— dacd T(X) este multiplu al polincamelor P(X) g1 ¢(N), atunci 7(.X)
este multiplu si al lui M(.X).

Tntre polineamele P(X), Q(X), cel mai mare divizor comun D(X) al

lor si cel mai mic multiplu comun A/(X) al lor exista relatia:

‘ B X)) = K)o B X)

Aceasta relatie ne permite sa-1 aflam pe M(X), daca il cunoastem pe D(X):

Wiong £ S

, M(X) = [P(X)* Q(X)] : DY) |.

Daci polinoamele P(X) si Q(X) sint descompuge in factori ireduetibili,
atunci M(X) poate fi luat produsul tuturor factorvilor ce apar in descompu-
neri, liecare factor la puterea cea mai meare.

e |'m'-|np|n. cel matl mie mn||iiw||| comun al polinoamelor

PX)y=(X— 12X+ 20X +3) st OX) =(X—1)(X 4+ 2)p

este polinomul

M(X) =(X — DAX 4 2)(X 4 3)

¢




REZOLVAT

& aflam cel mai mic multiplu comun al polincamelor 2X% — X2, 2X% &
de X sl 4
Rezolvare, Descompunem cele trei polinoame in factori ireductibilis
DXB = X = XU2X —
XY X = NN -1
i a4 l)t 1),
i descompuneri apar factorii ireductibili X, 28 — 1 s 2.X L. Pri-
mul apare cu 0\‘]1(:11011“1] 2 in ]nnlm descompunere. Cel mai mic multiplu
comun va i NH2N = 102X} 1) = 4N — X%

EXERCITU

) Aflati cel mai mie multipln comun al polinoamelor:
a) (X — 10X —2) sl (X — 4)(X—2)% b) (X—1)(X—2)(X¥=3) §i (X—1)3(X—3);
o) (X — 4)% s (X — 4)(X 1)

Aflali cel mai mic multiplu comun al polineamelor:

X — (a4 b)X 4 ab s XF — (a4 ¢)X + ae

Scriefi-1 in formi canonicd.
3) Aflai cel mai mic multiplu comun al ]JUhI]Udll]P]UI‘
a) X2— 4X sl X*— 8X 4 16; b) X 4 2X 5i &P A B; c) X' 4161 X*— X4 X,
d) 9X? + 12X + 4 51 27X% 4+ 83e) X' — X s;i ¥ f) XP—8F F 291 X=X —2
&) Aflati cel mai mic multiplu comun al polineamelor: ..
a1 —X, 14X 8 4—X% b) (X+2P (X+2NX+1) s (X +2)(X+ 8)
) X="2, (‘1 —opsla X o) ) X X — sl Y ;B X —d, 3X 41 si 1—-9X°;

| r) X 4 5 st 4XP— X -1

/

| 3% 1 Allati cel mai mic multiplu comun al polinoamelor:

a) X0 — 6X? + 11X — 6 51 X°—8X* 419X —12; b) X' —1 & X' —1L

7. FUNCTII POLINOMIALE §1 ECUATII 'POLINOMIALE.
TEOREMA LUI BEZOUT

Am intilnit fn lectiile antepioare multe exemple de polinoame. Putem
serie acum forma generald a unui polinom in nedeterminata X, de gradul n»

an.—'\'n ‘I' a,-l,l.-\.n#l + sen + a:zx & ‘+' alx + ﬂm
sau
ay 4 @, X 4+ @y X2 - .. + ap_ Xt 4 a, X",

unde coeficientii @y, @, @3 ...y Qnyy @y Sint numere reale, iar a, # 0.
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Si ludim de exemplu polinomul P(X) s 2X3 — 3X2 - 5. Seriindu-l
astfel: PEN) = 207 - (=3 N* + 0N -k B recunoastern coeficien}ii;

Gt e R e () S e —
v S inlocuim in acest polino
ca rezultat numarnl 2 4% — 3. 12 L5 = 4 il notam A1), Deci P(l) == 4,
£
)

Daci inlocuim nedeterminata .\ en numirul —  obtinem ca rezultat

m nedeterminata X' cu numérul 12 obtinem

: o Tetg el S Al ST ERE 5
numiirul 2 - = [f—— D = 5; il notam P{---]. Deci P(W — 5
2 2 2 2

Toa fal R (RN =D 28 s Dot R et i e G R B e )
Inlocuind nedeterminata .\ cu un numadr @, obtinem ca rezultat numdrul
2 2% — 3+ 2% 5, care se noteazd P(¢). Putem defini o functie A : R - I
prin A(z) = P(x) pentru orice z.& R. Aceasta este o funclie polinomiala.
In general, polinomul 3
G Ay S AT e e AR S N,

determind o functie polinomiala 7 : R—R, definita de formula f(2)=a, 2"+
A @y T .+ ay 2* 4 ap - x4 aqp pentru orice z & R.

Funetiile liniare, deserise de
g flz) =a - =+ q
sint exemple simple de [unctii polinomiale.
Si functiile pétratice f(2) = ay * 2°+4-a, * z - a, sint functii polinomiale,
Fis f: B — R o functie polinomiald, definita de

f(@) = age® F @2 e en? - az - a,

Ovice numar r cu proprietaleg ca f(#) = O va [ numit ridieind a polinomului
@ X = g X0 A e XNE - gy N - @ Ridacinile reale ale acestui poli-

nojn gint tocmad solutite ecuatier polinomiale

[ LGN dlal S5 SRS SRR SRS i o R R D g S

i
Daci a, % 0, se spune cit aceasla esle o ecualie de gradul al n-lea.

De exemplu, numirul —1 este radacina a polinomului 2X?% — 3.\2 4 5,
-asa cum am vizut. Putem spune ca —1 este solutie a ecualiei polinomiale
de gradul al Ill-lea i

2% —Jxt oL 5 =0, x & R,
‘Am vizut ci ecuatiile de gradul 1:

ax + ay =0, xR

; * 4 ) il : .

(cu a, # 0) au o singurd solutie, numdaral — = Deci polinomul de gradul 1
()

@, X - a, are o singurid rdadacind. Polinomul de gradul al 1l-lea X? -+ 1 nu

are niei 0 raddcing reald (de ce!). Se poate aralp ca polinomul de gradul al
I[1-lea 2X3 — 3X? L 5 are ca rdadacind reald doar pe —1.
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Polincamele, in special sub forma de functii polinomiale, apar in multe
probleme ridicate de fizic

ca, chimie, tehnica. De multe ori intereseaza aflarea
p
in

radacinilor polincamelor. acesl scop se foloseste mult urmatoarea leorema,
datorata lum ézoul*®: :

Feoremil. Numdirul r este ridicind a polinomului P(X ) daca si numai
dacd binomul X — 7 il divide pe P(X).

K : EXFRCITIU REZOLVAT
Aratati cd polimomul X7+l — pX# L (Hf — 1) ‘se divide eu X — 1,
oricare ar f1 numarul natural n.
intr-adevir, inlocuind nedeterminata X cu 1

3

obtinem 12! — p- 1"
4 (n— 1) = 0; deci 1 este radacinid a polinomului.

EXERCITIU REZOLVAT

Care polinom P(X) de gradul al 11-lea are valorile P(—2)=3, P(—1)=6,

1’(-‘-1} — 37
2

Fiind un polinom de geadul al Tl-lea, il vom scrie '

]1(“L) — | Dk =l=e

| ]

(b B )

A gdisi polinomul ce satisface conditiile date inseamna a preciza valorile
coeficientilor a, b si ¢

Conditia P(—2) =3 se scrie a-(—2)@ - b-(—2)-+¢ =3 La fel
celelalte conditii se seriu:

a“} \ /J-(i) Le=3.

Coeficientii a, b si ¢ formeaza solulia sistemului de ecualii. Rezolvindu-]
! : ! | ;

O\::'ginmn U= — g —dgii=h

EXERCITU

1) IMie polinomul P(X) = F3X® — 5X 4 1.
a) CGaleulati yalorile P(—3), P(—2), P(—1), P(0), P(1), P(2), P[3).

b) Caleulali pP L} pg_‘]’ P(_{‘]' ;
3 2 \ 2 9

Aproximali (cu eroare de cel mult 0,01) valorile 2 (— |a2)s PiAY), P('t./“.‘ri)-

¢

* fézour, Wtienne — matematician francez (1730—1783).
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2) In tmpartirea (2X° — 5% + a) : (X — 2), determinali coeficientul a tn asa fel
tneit restul sa fie 0.

i ! 3 1 3 55 et
3) Care dintre numerele —§, —2, — —  —1 —, = 92 = psferddicind a po-
s s % Ty o 5 I

linomului:
a) X 44X 4 4X 4 3; h) 442 | 12X 4 9;c) 2X° — X — 2AP=0 P4 X1}
d) 2X° — X% — 5% — 5% — X7

] 4) 1 Allali polinomul de gradul al doilea P(X) = a.X® 4 0, X - a, stiind ei:

a) P(—3) = —39, P(0) = 0, P(8) = —33, b) P(—1) = 0, P[i) 2 Py =
¢] P(—3) =—=3, P(—1)= —&, P(1) = 12. : y

Fie polinomul in nedeterminatele X" gi Y:
P(X, Y)=2X2 4 XV + 5}V + L

Inlocuind nedeterminata X cu numdarul 3, iar nedeterminata ) ¢u numérul
—4, obtinem ca rezultat numérul 2 32 4 3« (—4) - 5+ (=4) b 1 = —13,
pe care il notdm P(3, —4). Deci P(3, —4) = —13.

Inlocuind nedeterminata X cu un numar z, iar pe Y cu numdirul g,
obtinem numérul 2 2% + oy 45+ y 4 1, care vafi notat Plx, y). Acest
numar este numit valoarea polinomului £ in (z, y).

Agadar, P(1, 1) =212 4-1:145-1 4+ 1=9; P (—l}, 'J)fr 2. (-1 )2 -1
_1"% 4501 1= —Zu P(—4,3)=2" (—4)2 4 (—4)-3 +5-3 41 36

EXERCITIL

1) Aflati valearea polinomului Q(X, )) =24 — }¥* 4 2

a) (1,4); b) (2, 2); ¢) (=1, 1); d) (1, =2} ) (3, 2); £)-(&, 21/ 2): g) (=2, V7).

9)/ Pentru polinomul P(X, ¥) = X% — X¥® 4 ¥ 4+ X, calculali:

a) Plz, 2); b) Plz, —1); ¢l PlL, y); d) Pl~2, 7).«

3) Fie polinomul P&, ¥)= X*— 3XY -+ 2V — X + 3. Pentru ce numair Y
avemn P(3, y) = 0? Dar. P(3, y) = 9?

8. FRACTII RATIONALE.
AMPLIFICAREA $SI SIMPLIFICAREA
O iractie rationald este o pereche de polinoame P gi (), scrisa astfel:

45 A ol e RS .
., Numitorul @ Lrebuie sa fie diferit de polinomul nul 0.
}

2 B B IR RN T A R ) O A il
De exemplu, s _— — :m—__—_}—L sint fracli ra-

SRR 4 (BX, = 1)z
. o ENT =T WAL Y X e
tionale in nedeterminata X, iar --‘\ e \ l —)—_ ; -\ ) sint fractii
A2 ¥id X 1 :

rajionale in nedeterminatele X gi Y.
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I
Iractiile rationale ale ciiror numitori sint constante # 0 sint de fapd

s 0

; R 1
polinpame. De exemplu, fractia ~————— se identificd cu polinomul 2.X? -

1
Y2 |- : : /G '
fractia L;—-z— se identificil en polinomul 71) X2 41, fractia w—l-l—b se

s ok, : DT 6 . =
identificd cu polinomul ~—— X +- l/—j =1/2X 4 1B
. I/ 2 /2
L e e, ) P ; :
Putem amplifica o fractie rationald 5 cu orice polinom I # 0; ca

el : N o o 15l
rezultat obtinem fractia rationala f»i. De exemplu, amplificind fractia
R0

2N L1 : acsd ol 3 : : -
rationald S cu polinomul X*- X, obiinem ca rezullat fraclia rationald
DA —{'-
(X Xy 1) o 2X94 0K X
(32 - X)(BX21) 843X - X2 X ;
b}
Pentru a simplifica o fractie rationald ;— cu un polinom A # 0, este
\ y
necesar ca alit numérdtorul P cit si numitorul Q sil fie divizibile prin R.
: ; 282 L X oty oy X :
De exemplu, fractia rationala - —\ poate fi simplificatd cu poli-
2N ] 2N 4 3X?
nomul X'; ca rezultat obtinem fractia 4-—‘———+ﬁ; fractia — e {
SN2 1y 3 N4 BN
poate fi simplificatd cu X, cu X 4 1 sau cu ‘\" -~ X. Obtinem pe rind:
2X2 L 3X + 1 2524+ X . 2N 1 ey Al
— _{__ i %_, : -—-——L rosper-hv 22 ° 2 Primele doudl fractii
3Xs p3Xef X 41 3X34- X NG

obtinute mai pot fi simplificate: prima cu X -1, a doua cu X ca rezultat
obtinem cea de-a treia fractie. Aceagla nu mai ]mam fi simplificata cu poli-
noame de orad > 1; spunem ei eq esle ireductibila.

Fak o

e R e O T, R o :
Alt exemplu: [ractia ~=————~ poate fi simplificatd en polinomul
; i)
" 1 <

. : : L BRES
2X 4 1; ca rezultat obtinem polinomul - X.

EXERCITTI

1) Simpliticali Imrtnlr ralionale:

+

A sa- J‘ )i 5X% — 6.X XY = X
i) = b Vo) ——— )
DA 10X Y aX XY 4+ X
9) Simplifieati: -
e R R X2 =125 | 7X1—7
) — s 0 : b) AR e | @ i —1-—: = D«-_—-; e) - Sl
4R 4o e = (& — Lj# X*— 10X + 25 92X -2

il e s v e

I S
X4+ X X

16




3) Simplificati:
g — XY P Dt (0 RSN

i) T h) ¢) —— el e e e
92X — 2V X2 10X¥ -+ 25K

OYT — oy’ . XE 4 SXY - 167

9x* — 90X Y*

=3 o) ; 5y
."X‘L‘L 1‘2 l-_:__]-)-i_ = (.Y:]‘M )—-.".)
)
5) Amplificali eu A apoi cu X —1 fracliile:
¢ rol e e IS T | s
a) - ) 3}7——1: c) 2 4 d 5 el it .
X+ X X 41 P |

6) Amplificali fracliile:
e el
Pt g I

astlel incil sa obtineli fraclii avind acelagi numilor.

9. VALORILE UNEI FRACTII RATIONALE.
FUNCTII RATIONALE

Vi : ; ; e O e ,
Iie de exemplu fractia rationald TN = = e S84 tnlocuim nedeter-
: ; G i . ; y 2 — 1 : Sy
minata X en numdrul 2; obtinem numérul ——— == —, care e noteaza F(2).
: A il ) 2
e 1 g8 2 : 2 B 1 .
Deci F(2) = — . Dacdl inlocuim nedeterminata X eu numdrul — =5 obtinem ca
) =
1 3 3
dls e e st
o 2 20 2 Y
rezuliat numaruyl ———— = 71 == = 2; acesta se noteaza
(e 3
e =t 1 S > j TRt
2 4 f
; 1 et 1 e ok : ; ¥ : 1
Fl=2). Deci F[— =)= 2 Sespune cii fractia rationali are valoarea =
2 7 ;
bt e 1 - s
fn 2 gi cd are valoarea 2 in — = De asemenea, f(0) = —— = 1.
) (02— 1

Thsi. dacd inlocuim nedeterminata X eu —1 (sau cu 1), numitorul frae-
tiei se anuleazid. Se spune cd fractia rationald I7 nu are definiia valoarea tn

—1 s in 1.

i E , ; : : : PLX) :
In general, dacil intr-o fractie rationald F(A) = (—\l inlocuim ne-
(A)

determinata X cu un numdr real r, pot apdrea doud cazuri:
Cazul 1 :Q(r) = 0. In acest caz spunem cd “fractia ralionalda /" nu are
definiti yaloaren in r, sau ci nu este definita in r.

(i




Cazul 2. Q(r) # 0. In acest caz frac {1a ralionald ' are valoarea 71—)(—]‘)-
fL)(r)
)
=l
e exemplu, pentru a calcula efectliv {UUdIPd F(r), unde: F(X) =
8 412X 1 o i I = X (42 - X~ 8)

e B vom scrie £'(X) =g %T(—Tf T ) si vom folosi

in r; notiam F(r)

urmatorul algoritm:
Pasul 0. Citeste numdrul 7. Dacd r # 1 givr # 6, conlinud cu pasul 1.
In caz conlrar serie ,excep{ie”. Stop. '

s — T Pasull 6, d = —7 <L

Pasul 2. b=12 + a; Pasul 6. e =71+ d;

Prsuleonc'=r 0 Pasul 7. mumior' =06-+4e

Pasul 4. numarator =1 + ¢y Pasul 8. F(r) = numdardtor : numitor;

Pasul 9. Scrie rezultatul F(r). Stop.

X -1 :
Fie frncll 5 - Numilorul are doud raddcini, anume 1 si 2,

X=X LD
Pentru orice numdr real 2, diferit de 1 gi de 2, fractia are valoare: in Gk
Tl

e |

h(l) = w—-—————, aceasta esle o ff-!.f.'f'[['(-' ]'({]t'rlnu/ﬁ,

z* — Jx +2
g s B ! : : :
In general, fie F(X)= Q(L\)l o fractie rationala. Sa notam cu M multimea
ridacinilor reale ale numitorului Q(X). Putem defini o funetie /: RN 1/ — R,
prin f(x) = L(=). O astfel de funciie se numeste funefie rationala.

anume

Putem defini o functie A : R\ {1, 2} - R prin

]

s e - -L\“:"*-*l = s 3 d
Astfel, functiile g : BN f11— I ¢(2)= — sl RN {0} =R, ()= I

ut ) D
sint exemple de [funeclii rationale.
At , ; : el ! 1 :
51 functia ¢t B — R deserisa de (@) = — i pentru orice x & R,

este o functie ralionala.
Studierea functiilor ralionale va fi facula in liceu.

EXERCITII

1) Calculati valoarea fractiilor rationale de mai josin: —1,1, — —, —, 2 si E X
pi 2 3
X -4 2X 4+ 1 L daE= 3X:— HX -2
a) == b) ———; o) = - p8l — :
\Eilg B DD T
2) Penlru ce numere a, fraclia ralionali; £
2A°— 3 ) GA°— 8 y ax— 17 12X — 4
a) ———; b)) ——; ¢} '—‘ —~ y ) : ¢) ——— nu are definit3
X =1 2X 41 A 42 P 6.Y

valoarea in @?
3) Scrieli algoritmul pentru mh ulul valorii #(r), dacit F(4&) este fraclia rafionali:
N+ XP—2X 4+ 2 HX* —4X +.3
Yt s Tl c) e

T X L4 ' I
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gy 10. OPERATII CU FRACTII RATIONALE

Priviti circuitul electric desenat in f{igura 1: doi rezistori, avind aceeasi
rezistentd R, au fost legati in paralel cu rezistori de 1 kQ respectiv 2 kQ, |
iar cele doud celule obtinute au fost legate in serie. Care este rezistenta totald |
a circuitului?

|
RkS2. Rk _ ‘

Cunoscind formulele de caleul ale rezistentelor, vom putea alla rezis-

tenta primei celule: k) (am presupus ca si rezistenta R este expri-

1"+ R
st o] e ST . _ 2R :
mald in kiloohmi). Rezistenla celei de-a doua celule este — kQ. Deci
R4 2
. - i . Ih 2R X :
reziSlenta totala a circuitului este de ] . Aducind la acelagi

: REtl . RIS
numitor, putem sd scriem:
BROW T O BN BR SR QR TRl ]
B R42 (R+2) (Rl (H+0TR1LD)
(R + 2R) + (2R? + 2R) 3R 4+ 4R

(R + 1)(R+ 2) RE4- 3R 3

Avem un exemplu de adunare a doud fractii ralionale (in nedeterminata /).
Tn fractiile rationale nedeterminatele reprezinta de ohicei numere reale;
chiar si fractiile reprezinta numere reale; de aceea este nalural sd definim
operalii cu fractii rationale, care s extinda operatiile cu numere: adunarea,
scaderea, inmullirea g1 impértirea. |
Bt : A =l B e A =
De exemplu, pentru a aduna fractiile rationale - 81 —
A X
avind in vedere ca au acelasi numitor, vom proceda astlel:

I e f L B te Do (O S ) A SRCE DN ST =3

R e e TS T
La fel,
3 G s e e
A s R S A P
B Y o Y e o Ay

el ST eg rE i
) e (e s SO |;
O e ST IR E T T "
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P

S& observdm cd putem 'simplifica ultima fractie cu X'—1; ca rezultat ohtinem

A % Lol e ’

. Asadar, putem spune cd suma {ractilor — §1 ——— dupd
7 : o El - ’ J.
A AL X2—1 X8i—
9 ;

simplificare, este < . Se obisnuiegte s& se scrie:

Nk

I ST g
T TR

T .

A
A

EXERCITII

1) Adunali fractiile ralionale:

' e MR T il B =gt YL
E’l) R R o e o }l) - S LEREC, - sl . .
Al g A L A A 11 i
| e e i S T e W A
.. Ot el sl Hoen
AR A7) A7 — a2.X A — 22X ]
2) Blectuali aduparile, simplificind rezullatele:
a) -.‘.\.t 2 _,"" B i . ,\1 - 2X 3 %
R 2R (X — 1)(X 4 8)

3 e 1= X . 4
e e ol + L) e 5
LT gy

(X = 1)(X 4 3) AL AP

T e LI t o] : ,
In general, daci o8 81 o3 sint doud fraclii rationale cu acelasi numitor,
X

) ) D |
definim suma lor astfel: 3:) e ﬁ :j——{i{.

¢ ¢
Pentru a aduna doud fractii ralionale en numitorii dileriti, le vom aduce
mai intii la acelagi numitor, prin amplificare convenabild, apoi le vom aplica
regula de mai sus.

‘o

. i o X LRt
De exemplu, fie fractiile e ai = Pentru 'a le aduna, le vom

aduce mal inlil la acelasi' numitor, amplificindu-le cu X, respectiv cu X — {;
X)) e 1 X-1) | A X —1 AF LN ) NS X —

Ko L e R i R e
X : 3
§1—
_ ; : G e
edt eel mai mie multiplu comun al numitoriior lor este (X — 1)\ 4 1).
Asgadar, pentru a le auluce la acelagi numitor, le vom amplifica cu X + 1
respecliy eu N — 1

A4-1) Y b AL X S = 3

Alt exemplu. Pentru a aduna fractiile , sd observam

—— e - = - N

(X =1 X2—1 (X X =1 (X L)X — 1)
X243 1 X¥RALUN 3

(R o) " NP = i 4




S# adunim fractiile : 23 ; sl \'1 N Cel mai mic multiplu ecomun
; Nk G
al numitorilor este produsul lor: (X + 1)(X — 1) = X2 — 1, Vom proceda
astfel: ' .

Fo b R e e e o JOe G e L
Xopho 0 R Xead ) L N
Be e e
LT TR xS ;
St adunim polinomul 2.X + 5 cu fractia rafionald _,SXE . Polinomul

A —

PIA AL T g ;
."'\__Jr_—_i. Cel mai mic

poate fi seris ca fractie rationalda cu numitorul i

. Yom

multiplu comun al numitorilor este chiar numitorul fractiel

proceda astlel:
3.X2 V — 1)(2X + 5) + 3X*2 HhX2 L B3X — 5
X=1(2X 4 5y + S (X=X Bk 5X2 43X —5 k
Mol A= X
De reguld, rezultatul adunirii a doud fractii rationale trebuie simplificat
pe cit posihil. Preferam, din molive evidente, serierea lui sub forma unei frac-

tii irednetibile (insi aceasta este, in oeneral, dificil de realizat).

A0

~ al: - 81— . Adu-
z\." —l[" .4\. A “l" 1

Astfel, sd lnéim ca exemplu fractiile rationale

nindu-le, obtinem:
Xoof Qe 30, (X L2) 4+ X 2X 2

XL+X+ ST R T BT Y T R
Rezultatul obtinut poate fi simplificat cu X 4 1: se obignuieste si se scrie:
X+ 2 1 2 :
Xy PR

Alt exemplu. S8 luiim fractiile rafionale
X —3X2 42X G 3X 41 ¢
{ o X XY 4 X4 XR
Adunindu-le observind ci cel mai mic multipla comun al numitorilor este
X — X2 = XX — 1)(X2+ X 4 1), obtinem:
X8 —3X22X XD 3X +1
X e X4 X Ly
(X% —3X2+2X) - (3X2—2X—1)
g X5 — A2 S PO
Putem simplifica rezultatul obtinut cu A® — 1; vom serie:
X3 —3X2 4+ 2X 3X+1 b

Xo — X2 ¥ X - siaixe oy

=

8l




Obseronpie. Am fi pntnt evita o serie de calcule.dacd am fi ohservat de la !nm—pnt
— 83X% -2 ¥ ; Y2 9 Jl
—’_——~ poate fisimplificata éu X — 1 siinlocuitd cu i
_1-‘ ‘\4 I_ 11 _| t‘
De aceea, atunci cind adundm fraclii rationale, este bine si verificim inainte de Loate
dacd ele sint sau nu ireductibile, evenlual i le simplificam,
|
: s 92X X 1
o & J L . .
Alte exzemple. Si efectudm: —— 4 — si — —
SX G M P L g

ed fractia =

s

Avem:
A T Gl A e BX2 X2 4 5
CEES T W T az 3X(Xip 1)  3HE T
X+ X ‘ 1—X71) 1 S (0 LT S RS
T=x " X 0 T oF
4 AL g &X+1 3 1
: - S
sau, observind ed cel mai mic multiplu comun al numitorilor 1 — §2 51X
esfe 1 == X% = (X 1) (1 — X):
X Gy SN e e
R OO BT S e B

In general, daci f)) g1 —l: sint doud fractii rationale cu numitorii dife-
riti; alunci suma lor este fractia rationald.
% S-P+0-R
__TSH
Adunarea fractiilor rationale are aceleagi proprietdti ca si adunarea
numerelor reale: este comutativi si asociativa, Putem astfel si adunam trei
sau mai multe fractil rationale, indilerent in ce ordine.

EXERCITIU REZOLVAT

X+1 X—1 o TX2 — 18\ 7
e T - 1 E

Cel mai mic multiplu comun al numitorilor este 4\'2A1:(.\ + l)-(.'-k'l).
Pentru a aduce toate cele trei fractii la acelagi numitor, vom amplifica

prima cu X + 1, iar a doua cu X — 1. Obtinem astfel;

Sa adunam fractiile ralionale

X+1) X 4 1 ATl S ) T7X2 — 18X + y o

S ST e Xz — 1 =
G s ) e (X5 S0 U (T S B )
i 2 371 iFy

P— 18X 4+ 9 QX — )2 (x-1  9¥ —9

X2 —1 1\2—1 | X1




EXERCITIU REZOLVAT
Sa adundm fractiile rationale —— =R R R,

Pentru a aduce fracliile la acelasi numitor, va trebui si amplificam
a doua cu X Y. Deci:

3XE - Y I AN 0 AR W 2R O T

XL OXY L v | XL (X + V)2

De ce credeti cd am scris rezultalul ca patrat si nu astfel: !

; Cehe |
):w 2XY + Y2

EXERCITII

1) Aduceti la acelasi numitor fractiile, simplificindu-le in prealabil:

E R e el LA G R U
= 2 5] = si ; €) — gl
XX+ 7) AF—1 9INE L A9 X 9X% — 4 XP—9 X

2X% — 6X
X 6X +9
2) Electuali adunirile:
aX L2 —2X -1 X +1 X —1 X —1 1

a) ==L ; b) o+ ) + =
0% & - Xt X Xt
i % XAl 1 9X 5= oxlLE
dJlT.A = = ]l_+1;f—~¥+_1 G5 L ik :
A PRI R e B 9 =Bk - DBy
) iX—3 3K L
1 &
e St 9
3) Efecluati adunarile:
B il 1 SX i ¢ X
ae ar e 1 o) A ) i

Bt e el L VTG I Lol i
gleEe e =
e TR

d)

4) Lifectuali adundrile, simplificind (dacd este posibil) rezultatul:

| 9 3xX 1 R e D — 8 XA EE
ajil > o SN > & ol LA 16X,
A X —1 = XA X — 2 A=l 9 2=

X+ Y y¥—X 2 : 1 2 1
c) = F i i 8 = =

DNy I X yA =0 (=) i

4 7. 3 o 2 ‘ 1 , 1

e)

(=2 (Xmi) 1) (I3 & PP X IR E— TP




g LA Y 4 Z X+ Z ¥Z

o) e -+ -1 h) —
(1 — [ et X (Z— N[ — F) (A= Y (X —Z) (X L ¥) (X < Z)
‘ ST et e ale S Bl

Fr X (T2 (Z+XZ+7) X—38 X¥—1 X+1 X+3

a) 1 -+ ——l-ww: b) 1 X + e o) 1L X 4+ X gg‘i—- d) X - 2 .
X —1 1—X 1— X X —1

i_h—*]—_‘ Fie- fractiile:

X—1 g — 9 4X — 3

e

F(X) = ————. G[X) = ——— H(X) = ———.
X —2X A® = 2X X2 — 4

Calonlati U(X) =F(X)+G(X); V(X)=20(X)+H(X); W(X)=F(X)+36(X)+2H(X),

} 7#) | Bfectuati adundrile:

TG Tk et e s el eI o il e O .

i e Lt gl R L e e B LeN e

_ R ; . ~P(X , . : — P(X
Opnsa fractiei rationale F(X) :—(——) este fraclia rationala - P(-X) -

Q(X) O(X)
care se noteazi —F. Scidderea fractiilor rationale se delineste cu ajutorul
adundrii, prin: G — F =G + (—F).

DYate Lo

. el : 0 oD ol !
De exemplu, dacd vrem.sél sc@dem fractia rationald ———— din fractia
At = :
7
== ,-vom proceda-astfel:
X +
7 g 7 AT R E (N D e e
X1 = X+1 bS] \ l
T
e |
Practic vom proceda ca si in cazul adunarii:
e By G X =) — (8X —)
X+ 1 A=l S =)
= A=Y o] ‘ . P S ) i)
Observalie. Si observim ca opusa [racliei : esfte Traclia — : - B —L
0 7] 0
i 1m0 S St S ea i E ) SRS b
De-asemenea, si ohservim ¢ prin amplificarea fractiei —= cu —1 oblinem fraclin —.
0] =0

EXERCITII

14 Efectuati;




A

#) Wisctuatl, slmplificind pe ett posibil rewultataly

: 20 . 8x 342X 32X ~2 X'—15X ' 3
gyl e b B EL B FE T S gt S e
X X Xt —1 X —2 X 42 X2 — 4 2X —1
20X — 2 1 8 x? |
e/l 2 = R e B B s e e |
Bk LS e X3 X414 (11— XB)(X%+ 3) Xt |
2X " 3
SSRGS AT
- Q‘X o » ,X' o 3
3) Fie fractiile rationale F(X) = T‘:Ei? alx) = -—.—2-{, H(X) = "YJ‘: = ;
Caleulati fractiile rationale U(X) = F(X) 4+ G(X) —~ H(A) V(X)=F(X)— (‘(U ‘
W(X)= H(X)— F(X). Calculati apoi fmr’rm B(X) = U(X) 4- V(X) + W(X). Ce ohser- |
vali? Puteti explica? |
I'w'x.}__| Efectuafi: “
EE AP GISIVT (e R R R s SRR I |
X+Y  X—Y X—Yy  (X—2¥)} (X4 Y)(X—2Y) X+7' |
& R R SRR D R, X+ i 13X + 36Y |
TS T Sahnae B oo v g ) R (.3.1’— 4y)' !
X 4 7P ¥ oLz X7 _
e) (X 4 ¥) o (¥ l— ) + ( I—Z) i |
Ay Yz X7
: | ; P . R . A :
Produsul a dound fracjii rm;.mm-lle.6 8 o este,. prin definitie, fractia
; « PR .
rationald ———;
Q-8
PR . P R
R

Observidm cd numdritorul produsului este produsul numaritorilor, iar numito- |
rul produsului este prodasul numitorilor fractiilor, ‘

. L) 2 (. e 2X
De exemplu, si caleuldm produsul fractiilor - 81 — : |
X2 X + 2 [
B ZX i A2 — 4).2X p 2 — 8 X
A A -2 N2(X - 2) X? 4 2X%

Se obignuieste s se simpiific:e (pe cit posibil) rezultatul; in acest exemplu
putem simplifica eu X(X + 2) = X2 4 2X si putem scrie;
Aot X 2X =4
X A A X
Simplificarea poate fi facutd chiar de la inceput, dup# ce am descompus
in factori numiritorii g1 numitorii. Orice factor care apare intr-unul dintre
numirdtori si intr-unul dintre numitori poate 11 simplificat,

B

Luind din nou exemplul de mai sus, si descompunem numirgtorii si
numitorii -in faclori:
X2— 4 2X (X4+2)(X—=2) 2X “

X2 'x+2”‘ Xe SoRER ‘
|
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Obgervim cé X apare ca I‘mtor la numitor si la numériitor; la fel X -+ 2.

A anedp o e 2 2K -4
Ii simplificam; .= adica —\—ﬁﬁ
) , Yo : Sl X2
Pentru a efectua produsul fracliilor rationale - 81\ — ]
X X+1
observdm cd X poate fi simplificat:
K= X X—2 N T
b ST S W & X+1
X8 — X +
Alt ezemplu. S& inmullim fractia r_—}——in— cu fractia —-\——1—
N2 2X + D0

Descompunem in factori numitorii si numardtorii; cele doud fractii se seriu:
(X=He+ X+ . X4l
(X + 12 L mavENe o)
Observim ed X — 1 §i X 4 1 apar ca factori la un numardtor sl la un numi-
tor; ii simplificim §i scriem:
Sl L (OO D X

X3 f2X+1 X2—X (X 4 1) X(X =1
B Gl et B G Gyt S

LT R R

oLy

S inmultim polinomul X* — 2.X -+ 1 eu fraclia = Vom scrie

A2 =200
polinorul ca fractie raliohald cu mnmturul il ¢ e . Observiam ca

putem 'simpliﬁc‘a factorul X — 1:
=X b 1 R PO = S Rt

e s et : -~ e

i STE 1 X X
X X+ 2 _\_ ==

e — 31

S3 efectuam produsul fractiilor rationale — - — g Ca e
X2 — ¥ X N

Observim ci putem simplifica factorii X — Y si X (0 singurd tiul:’t‘) Agadar;

X e R ) L NS R P
Fo T XP SE e ol R e (K YA
R Ot .
X Xy
Inversa fractiei ralionale 1—:) este fractia rationala jiq' (presupunind ca
o 1

polinomul R este diferit de polinomul 0). Intr-adevir, dupd simplificarea cu
RS R-S 1

R-S, avem: — = =—— = — =1,
S BT SR 1
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Impirtirea fractiilor ralionale se defineste cu ajutorul inmulfirii, astfel:
PR _P

g 30
Citul unei fractii ralignale prin alta se obline inmullind prima fraclie cu
inversa celel de-a doua.

= ol e

Retineti g1 formula:

P
b

W
.

e Fet

Jo o S e
—— la fractia ——=

De exemplu, sa impartim lractia rationala

Procedam astfel:

N X =0 X2 —2X X Yok X X®

TR N DT R N e T e e e

(am simplificat cu X —2). .
Ol Sl

" . Sl = . ‘ : 52 |
S8 seriem cltul — : — ca [ractie ralionala. Folosind for-

mula, il putem inlocui cu

Simphficind cu

- DINERLEM
X'+ & si'cu 3X -+ 2, obtinem L{—L—;. Putem serie:
| L
L

(X 4 3)(2X + 1)
X2 — 4 _2x%+ 1
PO ey
2X 2

EXERCITIL

1) Efectuaii inmul{irile de mai jos, scriind mai intii polinoamele ca [eaclii cu nue
mitorul 1: :

Y3l 8 S ; 5 2 1
a) X b) (e DX L) ot p) X ) (YR L A ) S R
X LR e S YR
2) Efectuati:
: 2 x:—g9 - g X +1 X?— 4 4X
a) e el f— ) —— :
X A iy Xiadq - BX XYiLd Xdo
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1

9)

3X°Y 52 4, 3% gil= 00 Cordldads AP ot
ZA s pIe R i T

Htectuatl inmulfiriles

ER

I

gLt — P
BICE

10 L AF4F BX-F . (85 3f AT

X +¥) 9X'- ¥ O2XY & YU 16T — 25 9X b6

] 4) | Efectuafi inmulfiriles

B e Xy X2y

g (5 e R =Tl e : 5 '
(X 4 ¥)* X4 4XY 4 4Y? X — Y

L TED @I G a) L T G R S Y
T S R Xy X i S s AR e

” S . » g}

eI e e Gt R L R
T XY oy e ( : ]

5) Efectuati impartirile:

e v e GO NSRRI & i A EEE TR 2
P i P ([ e o) A2 —2XY - ¥* o pE A ER e S

6) Scrieli ca fraclie rafionalii:
Xie ey

LA 7 19X

al - ——




$I DEPRINDER] DE BAZA "

LUCRARI PENTRU VERIFICAREA TN SUSIRIT UNOR CUNOSTINTE

1) Efectuatis :
I (38X — 6X 4 2) 4. (83X + 29X — 4); b) (65X — 4% 4 3) — (902 — 5X + &)

c] (X < ¥ 8} (5X° —¥); d) (X°— 8X% = 4X% [6X + &): (X7 — 83X — 2).
2) Descompuneti in factori: 4
q) 16X% — 45" b) 3X°3-6X° 4 83X ¢) 8P — ¥ d) AV— XL EX —38.
Arvitali cd polinomul X — 3 divide polinomul® X% — 8% — 3. |
Aflali cel mai mare divizor comun §i eel mai mic multiplu comun al polinoa- |
|

LUCRAREA I
|

3)
4)

melort X? 44X + 4 si X° 4 8.

LUCRAREA A II-A |‘

1) Bmuplificali fraciile ralionale: : |

e T e 3TR . AE A VIR A(X £ F) 4
[ R T T TRV S R 29X gy — 1, |
2) Bfeclualis |

3) Ce Iraclie rafionald poate {i serisi in locul semnului ..., astlel incit: |
X 49X & xi i 1 X? 49X 41 X 2X 41 |
giemae Lo g s L L pRp, Cosaa

X —1 XA X 1 ]




Capitolul IV,
ECUATII DE GRADUL AL DOILEA

1. PREZENTARE

Multe probleme practice se pot rezolva folosind ecuatiile. De exemplu,
sil_presupunem cd un arhitect vrea si proiecteze 0 camerd de 15 m®, dorind
ca lungimea camerei sd fie ca 2 m mal mare decit, latimea.

Dacd notdm eu 2 litimea camerel (mdasuratd in m), atunci lungimea
camerel este z -+ 2, 1ar aria camerel este (z -+ 2) + . Putem rezolva problema
arhitectului daed reusim sd rezolvim ecuatfia:

(x +2)-x.= 15 (xe B).
Aceastd ecuatie este echivalentd cu ecuatia:
x2 4 2x — 15 =0 (x& R).
care este o ecuatie de gradul al II-lea. O solutie a sa este evidentd, anume
» = 3. Dar ecuatia mai are incd o solubie, anume —5 (verificati!).

Arhitectul isi rezolvi problema dacd proiectedzi camera avind lungi-
mea de 5 melri i litimea de 3 metri. Aceasta esle oare singura solutie accep-
tabild pentru arhitect?

DEFINITIE. Vom numi ecuatie de gradul al 11-lea orice ecualie de forma:

ax? - bx + ¢ =0 (x& R).

ou @, b, ¢ numere reale. Putem presupune de la inceput ci a % 0, cacl pentru
q =0 obtinem o ecuatie liniara (de gradul T).
Sd notdm P(¥) = aX® - b.N +- ¢: acesta este un polinom in X de gra-

dul al Il-lea; de aici provine gi numele ecuatiel. Solutiile ecualiei se mal

numese si radideini ale polinomulul.

Ne exemplu, 7 este solutie a ecuatiel x* — l6x 1+ 63 = (), deoarece este
adevirat cid 78 — 16+ 7 + 63 = 0. Notind P(X) = ¢ — [6X L 63, consta-
Lamn ca B(7) = 0, deci 7 este radicind a polinomului P(X). 8 este rddacina?

Daur 97
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EXERCITIU REZOLVAT ‘

Pentru ce valori ale lui m si n ecuatia %2 L mx -+ n =0 admite solu-
tille 4 s1 —37
Deoarece 4 este solutie a ecuatiei, inlocuind necunoscuta x cu 4 obtinem

propozitia adeviratd 42 -+ m - 4 4 n = 0. La fel, din faptul cad —3 este solutie,
obfinem propozitia adeviratd: (—3)% + m- (—3 ) +n=0.

16 4+ 4m +-n=0
9—3m -+ n=0. )

[ |
Obtinem m = —1 si n = 12. .

Dacd notam P(X) = X2 4+ mX + n, fa ptul cd 4 si —3 sint raddeini |{
ale polinomului P(X) se exprimd prin conditiile P(é) =0 51 BP(—8) =(

3 . vy |

care conduc la sistemul de ecuatii de mai sus, "

Deci m st sint solutii ale sistemului: ‘
|
|

|
CXERCITIT ‘

|

1) Formati ecuatiile de gradul al I1-lea care au coelicientii a, b, ¢ dati in tabelul !
urmitor (primul rind este completat ca model). :
I

Verilicafi, pentru tiecare dintre ecualii, daci vreun element din mullimea

s | -
7 b ¢ Eeuatia {U‘- S = :} esle solutie, .
| = 7 e = 2] Procizali coelicientiia, b, o
4 0 1 penten fiecare dintre oer atiile:
3 17 1 [T I S Ao
T e e R MR T T h) x*— x40 = 0% ¢l 2x* 4 (5 = 0
R T e e s o o d) 2 Qs @) St
s e e A g gl —Fpe e 3
6 ) o - x— 5=0; h) 3x*+ 5x 1/ 5= 0;
=1 4 Y 0) (mP4 1)x* 4 2mx 4 3(m 4 2) = 0.

m Dintre urmitoarele ecualii, care sipl echivalente cu ecuatii de gradnl’
al II-lea?

a) (x — U){x+ 1)(x*+ 1) = (x* L 3% D) x(x = x4 3) = 'z(x = 1)(x -;Q 4);

of (2x—1)(4x* - 2x-4-1)—8x(x*+-2x4-15) = 0; d) (/24 x+1)%4 (| T—x—1)2 = 0. .

4) Este 5 o solutie a ecualici —x* — Gx 4 5 = 07 Dar —57 Este =1 < Lf]

a9

piddend a trinomulni A° — 2V — 1?7 Dar | L |/
a) a) Aflati valoarea Jui m slind ca 1 este solutie a ecuatisi

£l e N
A — mX + J =0 = ()

h) Pentiu ce valoara a parametrului p, ecnatia px® — 5% - 4dp = 0 are golutia 27

a1 '
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2. REZOLVAREA ECUATIEI DE GRADUL AL II-LEA.
CAZURI SPECIALE

De exemplu, &d rezolvim ecuatia:
Xt — 6z = 0 (x € R).
Constatém imediat, prin inlocuire directd, cd numirul O este golutie a
scuatiel,

Sd presupunem ca numarul real s este solutie a ecuatiei; atunci, dacd
inlocuim necunoscuta X cu s, obtinem propozitia adevdratd s* — Gs = 0,
gau s? = Bs.

Distingem doud cazuri:

— golutia 5 este 0 f,i :

=5 # 05 in acest caz, impartind ambii membri cu s, obtinem s = 6,

: Deoarece 6* — 6+ 6 == 0, ecuatia are doua solutii: 0 si 6.

Sd considerdm polinomul £(X) - X? — 6X. Stim cd rdddcinile sale
sint 0 si 6. Dacé-l descompunem in factori: P(X) == X(X — 6), observim
cd cei doi factori sint de forma X — s, unde v este riidécing a polinomului,

Alt exemplu: ecuatia (x — 1)(x - 15) = 0 (x & R).

Tnlocuind necunoscuta ¥ prin numdrul s, presupunind cid acesta este
solutie, obtinem (s — 1)(s 4+ 15) = 0. Dacid s # 1, impartim ambii membri
cu s — 1 s obtinem s 4+ 15 = 0, adicd s = —15. Ecuatia are doud solutil,
1 §i —15 (verificati cd sint solutii!),

Polinomul P(X) = (X — 1)(X 4 15) este deja descompus in factori.
Observati legatura intre factori si raddcinile sale!

Pentru a rezolva ecuatia 2x®-- 3x = 0, x € R, se obignuieste si se
procedeze astfel:

— ge descompune in factori: x(2x 4- 3) == 0;
— fiecare factor ne di o solutie; din x = 0 obtinem solutia 05 din 2x 4+ 3 = 0,

. \

obtinem solutia —

b | o

EXERCITII

1) Rezolvali ecuafiile (presupunem z & R):
a) x* = 4x; b) = ~3x; o) 43" = x;'d) —2x? = —

(]

/X.
2) Rezolvali ecualiile:
a) x*— 3x=0; b) x*+2x = 0; ¢) 2x*—6x=0; d) 2x*+% 6x==0; e) 7a*— 3 = 03
f) —5x* 4+ 7x=0; g) —0,6%° — 3,63 = 0.
3) Rezolvali ecuatiile:
a) x(x4-8) = 03 b) (x4+1)(x—2) = 0; ¢) (x+2)(x=3) = 0; [d) (23—5)(55—2) = 03
| \ 8) f3x — 8)(ux — 18] = (. :
Am rezolvat ecualil de gradul al Tl-lea de forma ax® - bx = 0 (deci in
care lipseste termenul liber). Vom rezolva acum ecuatii in care b =0, deci
de -forma ax® -+ ¢ = 0.
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De exemplu, sd rezolvim ecuatia

x? = 81 = T R

Ca de obicel, presupundm ed numirul s este solutie a ecuatiei; si inlo-

cuim necunoseula X cu numarul s: obtinem propozitia adeviratd sz — 81 = (,
pe care 0 putem serie- astfel (s 4 9)(s — O)la=10,
Distingem doud cazuri:

1) o= —9:

;

2) 8# —9; in adest caz 5 + O % 0 impdrtind ambii membri cu 5 + 9,
obfinem s — 9 = 0 deci s = 9.

Atit —9 eit si 9 sint solutii ale ecuatiei,

St observim ca polinomul 2(NV) = A2 21 se ‘inF-rrﬂlTr,JUjle in factori
astlel: P(X) = (X 4 (X — 9: factorul X -+ 9 ne da solutia —9, iar facto-
rul X — 9 na dd solugia 0. ‘

Alt exemplu: si aflam solutiile ecualier bhx? — 3 = (0.

Polinomul P(X) = 5X2 — 3 se descompune in faclori astfel:

1?(.' 3\} - 5 (\ ', 7:7'J & :,) -\, _l_ l/ )

W=t : ; B 3
Dect ecualia are solutiile - l/ 81 !/_— .
, 2

S rezolvam acum ecualia;
6x¢ 4 11 = 0, x' = R.

Pentru orice numdr real s, avem s? > 0; deci 65 = 0, de unde rezults
ci Bs* + 11 > 11 > 0. Agadar, dacd inlocuim necunoscuta x prin numarul s,
propozifia 6s% 4- 11 = 0 este falsd, oricare ar fi . Ecuatia datd nu are nici o
solutie reala.

EXERCITII
1) Rezolvali ecuafiile;

aj x*— 4 =0y b) 4x®— 4 — 0 ¢) —x*4 9 = 0; d) 2x°

—8=0;e) x¥4+1 = 0
f) 4x* — 0,056 = 0; g) —x*— § = 0: h) —x* -+

L =] 2 3

| 2) | Rezolvali ecuatiile;

) 2x*— 8 = 0; b) |/2x* =2/ F-= 0; ¢) 4x? — 0,5 = 0; d) 144x® = 1
e) 49 = (V' 5+ 1P 1) 9x* — (1 4 1/ 3)2 — o, .

Exemplele de mai sus ne arati ci ecualia de gradul al Il-lea
ax® - bx 4 o =0, tn:cazurile b =0 san o — 0, se rezolvd simplu, prin
descompuneére in factori. Rezolvarea ecuatiel prin descompunerea trinomulur
In factori este posibild si in alte cazuri.

De exemplu, sd rezolvim ecuatia

4x® + 4x 4 1 =0 (x € R).
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D(‘St“nmpumm in factori polinomul P(X) = 4X2 + 4X 4 1, astfel:

lP(l) = (2X + 1)? = 2X 4 1)(2X 4+ 1). Amimlui factorii ne dau aceeag

il . . 1
riddcind a polinomului, anume — —- . Ecuatia are duu o singurd solutie; dar,
‘ 9

ge obisnuieste si se spund cd polinomul are radécina dubld.

Alt exempin. Fie ecuatia x* - 2x — 3 = 0. Yom descompune in factori
trinomul X2 - 2X — 3, scolind in evidentd un patrat pl‘l'}'m'l‘ X& 22X~
B XA DX A (i o= (X ) = 2= (X el A= D) =

o= (X 4 3)(X — 1). Asadar ecuatia are doud solufii: —3 51 J..

Scotind in evidentd un pétrat perfect, ecuatia x* — 2x +- 40 == 0 poate

fi inlocuitd cu ecuatia echivalenta: '
(x — 1) 4 39 = 0.

Observam ci ecuatia nu are nici o solulie real.

Ecuatia x* — (]/ 2 a2 [/b — () se rezolvda observind ca tri-
nomul din membrul sting poate fi descompus in factori astlel:

.w-uﬁhw&yv+V&,w-xVE—xVﬂ+VE:
e R — R (X — [ = 2 — 1)
Solutiile sint deci Gy

EXERCITII

1) (oral) Bxplicati de ce urmitoarele ecualii nu au solulii:

a) xt= 1=/ 2; b) x246x+49 = —1; ¢) 5(x-++1)429 = 0; d) (x—m)’= 4~ V17,

9) Rezolvali ecualiile (¢, & §i m sint pavametri reali): . '

a)x*=1=0; b) 2+1=0; ¢} x*=100; d) Ox2 = 1: o) 4x* — 0,01 = 0;
fjgint= =1} jx-ﬁ 4y h) 0,0004x = 625; i) x*— (a4 1/ 2)°= 0; j) 49x*= (/' 5+1)%
k) 182+ (@ — 9) = 0; 1) 5%*+a®+ 0¥ = 2ub; m) 2x° = 3m®.

3) Allali toate numercle reale care sinl egale cu pétratele Tor.

} h) } [onicd a secris:
SEeunalia 4x® i 9x |/ 5 = 0 se rezolvd astfel: trecem termenul 2%/ 6 in
membrul drept, 51'.|111I1himlll~i semnul: 4x*)/ 2 = 2x |/ 6; impiar{im ambii membri ai

a A

o

ecuatiei prin 'x[/ oblinem 2x = l/:, deci solutia ecualiel este
constd greseala. lui Tonicd?

5) Rezolvali ecualiile (m este un parametrd real):

a) (x+8)(x—5) = 0; b) (3x—a)(x-+5,19) = 0; c¢) 4x(5x—13) = 0; d) —42x%= 0.

e) X+ 3ix=0; 1) 2x* =19x; g) —x*=59x; b} — I/ Bxt 4 9x = 0; 1) x(x — 1)+
48X~ )= 05 ) Xt mx = 0 k) (X4 1) =X+ 1; IR et

l 6] \ Rezolvali ecualiile:

a) (X4 10— 25=0; b) ¥+ 4x+44=1; c) L 4x4b 4= —1;d) 2+ 4+ 4 =0,
e) ¥+ lox + 16 = 0; ) x*— lux+ 25 = 0; g) 1/ S4B x+ 1/ T0=0;

h) x* — (I + ®)x + © = 0; i}l/u&*!- (1 41/ 8] \Jr'l:U‘ (2 — 7)F =2
k) x®+ (mn)x+ mn =0; 1) mnx® 4 (m4-njx+ 1 =0 (ms# 0, nzt0). b
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7) Aproximatl, eu eroare de cel mult 0.01 riidAcinile ecunafiilor: a) 1':'.,2;

Liat=m o) x* — 3.0 =0 d} 4xt—= 7 ) 3x* — 5 = 0,
8% a) Demonstrafi cad dacie, b sint douf numere reale astfel incit ab = 0
¥ ? ’

atunci cel putin unul dintre ele este 0.
b) Demonstrati ed daci a, b, ¢ sinl trei numere reale astfel fncit abe |
cel pulin unul dintre ele esle 0.
¢) Rezolvali ecuatiile:
|

= (, atunci

Xx+1)(x+2) =0 (x—1)x* = (x— 1)(6x— 8); ¥4+ (1 + V) 5+ I/ Fx= 0.

9) O coald de hirtie penlru desen are aria de 1 m2, jar raportul dimensiuniler egal
cu /3. Allali dimensiunile, cu aproximalie de 1 mm.

3. REZOLVAREA ECUATIEI DE GRADUL AL II-LEA.
FORMULA DE REZOLVARE

Vom stabili 0 metodd generald, c

‘are ne arald dacd o ecuatie de gradul
al I1-lea are sau nu sol

ufil, iar dacd are solutii cum le obtinem. |

VA o . |
Sd luam de exemplu ecuakbia:

15x2 -8 +1 =0, x € R.

Impértind ambii membri prin 15 {

devina 1), obtinem ecuatia echivalenti:

A 1

S e 2 e )
15 15

astfel incit coeficientul lui x® g3

|
1

8 1

o . ) . - - L®/ r 3 o) - .
Sd considerim trinomul P( X = xiae 3 X G S ne reamintim
10 Ak
w*, Vom incerca sa scoatem in evidentd
un patrat perfect, care sia conlind primii doi. termenj aj trinomului. Din

1

formula (X + u)? = X2  2u¥ L.

) 4
3 : L : 3
2u = — obfinem u = P Si - descompunem in factori:
1A =
] o]

Do el el I R A s L e e
PX)=Xtf — X4 —=x24.9. 2 x o (AV_(4), 1
) ST o g e (-15) (15) "1

5
My i)g__i_-(y -é_)”_(i)az P d PR Sy PN
1§ *® D wW.s_ 15 ( +15+15f S 15)"

Deci ecuatia are solutiile —

Ecuatia 15x% — 150x + 4035 = (

este echivalentd cu:
X2 — 10x 4 27 = 0,

~adicd cu (3 — 5)2 4 2 = 0; deci ecuafia nu are golutii reale.




S& proceddm la fel si in cazul general. Ecuatia

ax? - bX + ¢ =0

: S Sk 22 b e :
este echivalentd cu ecuatia x* - — X - — =0,
(7 ()
| & : e vy b o c =) : b
S8 considerdm trinomul P(X) = AX® 4 — X - — . Din 2y = .=
a a a

: ) ,, .
obtinem u = —. Vom completa un patrat perfect:

2a
. G e . G e =
P(X)= X"+ 2 - Xeve == | F = X )| — ———
2a da 2a u da 4a
Putem descormpune trinomul P(X) in factori de gradul [ numal dacd
&% — 4dge ; : : b : :
numaérul S este = O. Semnul acestul numdr este acelagli cu semmnul
A

numardatornlul 62 — 4ae. De accea, numarul 6% — 4daec este nunmat diserimi-
nantul®* ecuatiei (sau al trinomului); el se noteaza de obicei cu litera
greceascd A (se citeste ,delta®),

Distingem trei cazuri:
I. A =0. In acest caz vomi putea decompune in factori:

b\ 1/'7:{)3 W LL\( b
¢ U | R e RS B R P | P T
& (X Ja) ( 20 (A T 0 2a ) T

: e b c i - o
Deci ecuatia 22 — X - — = 0 are doud ‘solutii:

@ a
b i A 3 h ]//_IS
Ju g BT 0y 20

Se obignuiegte £ se noteze solutiile ecuatiei prin oy $i z, Agadar,

N eyl
@y = .__b_.)_l/__\ Vg, = -_LT'—_-L—}—, unde A == 6% — 4qc.
ad 'lﬂ-

II. A =0. In acest caz trinomul este deja descompus in faclori:

P(X) = (\ = 2({)2

Trinomul are o radécind dubld, iar ecuatia are o singura solutie, anume —

-
¥,

2a

A - 5y :
1I1. A < 0. In acest caz T 0, deci P(s)> 0 pentru orice numar real s;
ha®

ecuatia nu are nici o solutie reald.

# discrimina — a separa. Discriminantul separd cazurile.




Putem sistematiza rezolvarea ecualiei de gradul al 1l-lea in urmitorea

|
gchems : |
‘ Cazul I: A > 0 Benatia are eluiu solufii ‘
distineto Bolutiile se caleulenzd en formula ‘
.
\
|
|
|
<
|
I
|
|
|
|
|
A= bt — 4ge <a O
bh) d istincte, atunct A = Q.
£ i, 1) Formula de de gradul al Il-leg este generald, deci ¢ .
e {1 aplicatd si ecuatiiler in care b = 0 sau ¢ == 0; dar, in unels cazuri, este avantajos
gd lucrdm prin descompunere in factori, aceastd metods fiind vneori mai rapids.
2) Dach b= 2b', 53 observam i formula de rezolvare a ecuatiei devine
b AL B
Byig = ey
L
£ R ez
nel formula de rezolvare esle: @y, = —b' - V372 — . [
ecuafiel cu formula generald este o metodd algoritmicd; ea
poate fi programatd pentru caleulatoarele electronice, |
Y o 0 |
Algoritmul de calcul al solutiilor este urmitoruls: I
Pasul 1. Citeste coeficientii a, b si ¢ |
Pasul £. Calculeazd A = b2 — due; |
Pasul 3. Dacd A <0, gerie , Feuatia nu are nici o selutie, STOP. |
v ’ % |
Dacd A = (. conbinud cu p.wm & |
Pasul 4. Caleculeaza z, — . Serie 2y, DaciA = 0, sepie 0 sin- |
|
1
gura solutie®, STOP. Dacia A > 0, continud cu pasul b; |
s |
A - ~—0 -+ |/ A e i
Pasul 4. Calenleazd z, = — -7-}—-». Serie z,. SLOP, |
¥ a0 5 I
|
EXEMPLE |
|
1) 54 rezolvam
X — [07x L 1302 = 0. [
S& \recunoagiem coeheientil: a = 1: b = —107; ¢ = 1302. Deci |
3 L 1
Y 2 \
A= (=102 — 4-1- 1308 = 41449 — 5208 = 6241, |
A :
|
- |
a7 |
3 — Alzebra cl, & VIIl-3 |




Ohserviim c¢§ A &0, deci ecuatia are doud solutii. Aplicind formula de
rezolvare, obfinem: ‘

— (—107) 4 |/B241 _ 107 + 79
f12 = e . Bois

— 8 = 0
Deci xlzm_—_i/& gi xa:ﬂ%’l’_;gg

2) Sa rezolvdm ecuatia:
0,01x2 4+ 42x + 441 = 0.
Observim cd A = 4,22 — 4-0,01-441 = 17,64 — 17,64 = 0; deci
4.2

ecuatia are o singurd solutie, anume _m = —210;
« 0,0
?

3) Fie ecuatia x? - I/'ﬁx 420 =0. 5S4 calculam discriminantul:

A= (/79— 4-1:20 =79 — 80 = —1. Deoarece A < 0, ecualia nu
are solubil reale. ;

EXERCITII REZOLVATE

1) a) Demonstrati cd pentru orice m real, ecuatia
mx? 4+ (m*+ x4+ m=0, xc R,
are solutii.

b) Calculati solutiile, .presupunind m > 1.
¢) Aflati valorile parametrului m pentru ecuatia are o singurd bO]Utle

Rezolyare.

a) Calculdm discriminantul ecuatiei:

A=m2+ 12 —4-m-m=m*4+ 2m? 4 1 — dm® = (m? — 1)%
Constatim cd A > 0, deci ecuatia are solulii pentru orice valoare a
parametrului m.

b) Si calculdm solutiile:

’ —m2+ 1)+ |/ (m*—1)? —m?:—14+|m2—1|
T2 2m 2m

Pentru m > 1, avem | m? — 1| = m? — 1. Solutiile sint:

—mr — =t —mB A L md — 1
= R T (e ==
2 ; 2m -m

e) Ecuatia are o singurd solulie numai dacd diseriminantul ei este 0. -
Din (m? —1)2 = 0 obtinem m? =1, adicd m = 1 sau m = —1.
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2) Se déd ecuatia:

mx:—2m—Nx4+m=0, x < R,
unde m este un parametru real diferit de 0, Pentru ce valor
m, ecuatia:

a) nu are solutii reale:

b) are o singurd solutie;

¢) are doud solutii?

Rezolpare. Calculdm discriminantul:

vale paramelrolui

A=4(m— 1) —4m? = 4(m? — 2m + 1 — m?) = 4(—2m + 1),
Discriminantul este < 0 daci $1 numai dacd — 2m + 1 < 0, adicd m > 1

===

Constatam c4;:

% 1 . R :
— daca me(——oo; ol ecuaila are doud solufii distincle; acestea pot fi
calculate cu formulele obisnuite;

— dacd m = e ecualia are o singurd solutie, anume —1;

1

— dacd m (-; : J,-r:_c), ecuatia nu are solutii reale.

&

3) Aproximati, cu eroare de cel mult 0,01, solutiile ecuatiei:
x*—~10x — 5 =0, x c R. :
Rezolvare. Calculdm discriminantul: A — 102 — 4- 1-(—5) = 120. Deci

010 J T P o | 30 =
) ﬂ 120 _ Oi§]/30=5iV30-

Avem |/ 30 = 5,47 (cu eroare de cel mult o sutime). Deci z, =~ —0,47
§i 2, == 10,47.

EXERCITII
1) Completati tahelul:

Ecualia a b ¢ A Numirul solutiilor

4 0x— 6= 0

8x*+4 x4+ 4 =0

X* — 14x+4 40 = 0

x¥4 X+ 180 = 0

AX* 4 Ax+ 1 = 1)

83X+ 13x — 14 = 0




2) Aflati ré«la’iciniie polinoamelor:

1) X% — 16X+ 26; b) X+ 16X + 24; o) 45X% ~ 8.X+1; d) 232+ 3
3) Rezol\'ul.l m;uaf,iiiu'

: a5x*— 9x— 2=0; bh) :Jr - Ux — 30 = 0; ¢) 1,5%% = §53% = 2.8 = O

d) 0,114x% + 0,71x 4 0,3 = 0; ¢) 52— Jlx — 81 = 0.
|7‘AH | Rezolvali ecuatiile:

a) 10x* 4 203 — 30 = 0; b) *2+ 2% — 3 = 0 ¢) 0% - 0,2% — 0,8 = 0
d) 0,00x*+ 0,02% — 0,03 = 0. Ce observati?

8) Stabiliti dacd ecuafiile urmitoare au sau nu solutil &i, tn caz afirmativ

o ]
rezolvati-le;

1) 25° — ¥ — 1==0; b) ¥+63+5=0; ¢) —5--907~89 = 0: d) 2-6%-F7 =8;
€) 33 = 4x 4+ 4 =10; f}) x* + x +1=0; g) ¥~ %X 44 =0; hl ¥ — x—1 —

6) Demonstrati ci pentru orice valoare reald g parametrului e, ecuaiia
2x*+ mx — 13 = 0 are solufii. Existd valori .ale lui m pentru care ecuafia- dre o
singurd solutie?

] 7) | Pentru ce valori ale lui s wun;m u-+ mX -+ 329 = 0 are ¢ singury selufie?
Pentru aceste valori, rezolvali ecuatia.

8) Calculati cu aproximatie de o sutirae

8) 3* — 10x— G=0; b) x*—

] ) [ Aproximati, cu ercare de cel muli 0,004, selutiile ecuafiilom

by

a) X":""":lf"‘l;zﬁ; KB—}qu/:)g 1 == 0,

10) Aflafi valoarea lui m stiind ci 1 veritiod souatia mx? — 4&ge 28 =0, Aflali
apoi cealaltd solutie.

f 11) I Orice ecuafie de forma ax®-f yx 4= 0 ou o=t 0 peate-£i adusi la forma

X - px+ g = 0, prin impiriirea cu o Serieti algoritmal de remlvam pentru 2cuafia
B pxt g o= 0.

4. ECUATII ECHIVALENTE
CU LLLA’III DE GRADUL AL II-LEA

Eremplul 1. Fie ecuatia
i SR ET R IR o :
S& presupunem ci numdrul real s este s¢ lufle a acéstel ecudtil; deci este
adevéirat cd s(s — 1) = 12, Putem scrie 2 — s — =12, sau 2 — 5 — 12 =0,
Agadar s este solulie @ ecuatiei de gradul al II-lea:
=x—12 -0, xR
$1 reciproe, orice solutie a acestei ecuatii de gradul al Il-lea este solutie

§1 a ecuatiel X(X — 1) = 12, x = R. Cele douj ecuatii sint Cuhnalem
Observati cum am ubtmut ecuatia de ozadul al Il-lea

X? — X — 12 =)
din ecuatia initiald x(x — ==t

100




Eeemplul 2. Ecuatia
' E+1P=3x+1),xcB

se plodte rezolva In felul urmator: observim cd —1 este solutie; dacd s este

o altd solutie a ecuatiei, din (s--1)% == 3(s-+1) si 8% —1 rezultd s - 1 = 3,
adicd s = 2. Intr-adevir, si numarul 2 este solulie a ecuatiei (verificati!). Deci

ecuatia-are doud solutii: —1

in alt mod, observind ca

i
—tn

o
Am fi putut obimme solutiile acestel ecua

ea esle echivalentd cu ecualia x* - 2x - 1 =3x-L 3, & R, sau cu ecuatia
de gradul al ll-lea

B2—x—2=0,x€ B
gl rezolvind acesstd ultimd ecuatie.

Exemplul 3. Ecualia

Sf Loe e —9 - (x 4+ 1) =3(x— 2., xc B

este echivalentd cu

Eliminind numitoril, o inlocuim cuy

{2 -

B2 - B) =

£ F
= 9
9

5. Fie ‘ecuatia’

25 - 1 3x -} 4

X7 X

Hecunosey

ta x prin ~7, in membrul sting nwmiterul

4 inlocuim necunoscuta X prin 1, in membrul dre

ot nami-
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Cum rezolvim aceastd ecuatie? Presupunem cd numirul s este solutie
a ei; atunci este adevarat ca:
aganti st
s+7  s—1
Intrucit s + 7 # 0 si s — 1 # 0, inmultim ambii membri ¢u numéarul
(s + D(s— 1), care este diferit de 0. Obtinem (dupd simplilficari):
(5 1) — 1) ={s+7) (8 + 4),
22 — s — 2s + 1 = 352 + 45 + 21s + 28,
= sf s —1(),
Agadar s este solutie a ecuatiei de gradul al II-lea:
—x% — 28x — 27 = 04
rezolvind-o, oblinem § == —27 sau § = —1.
2x —1 3x 4 4
x -+ 7 S
— aducem la acelagi numitor si elimindm numitorii:
(x — 1)(2x — 1) = (x + 7)(3% + 4);
— trecem la ecuatia de gradul al 11-lea:
—x% — 28x — 27 = 0.

Practic, pentru a rezolva ecuatia proceddm astfel:

pe care o rezolvam:

— dintre solutiile acestei ecualii de gradul al Il-lea, eliminim - pe
acelea care anuleazd vreunul dintre numitorii ecualiei iniliale; celelalie sint
solutiile ecuatiei mitiale, !

= o xE—1 X g
Ixemplul 6. Fie ecualia S TR Pentru a 0 rezolva proceddm
bR 3

ca in exemplul 5:
— gliminam numilorii:
3(x2— 1) = (3 — 1)x;

— {recem la ecuatia de oradul al [1-lea:

— rezolviim ecuatia de gradul al 1l-lea; ea are solutile L g1 — —¢

— intrucit 1 anuleazi  numitorul. membrului sling  in ecuatia

— 1 X : , : 3 S
— = aceastdl ecuatie are numai o solube, anume — — (verilicafal),
x — 1 ) P
3x® 4 1

= 2 ge inlocuieste cu:

Exemplul 7. Ecuatia —————

adicd cu ecuatfia de gradul sl 1l-lea
32— 3 = 0.

Ea are solutiile — /3 si [/3 (verificali!).
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Exemplul §. Pentru a rezolva ecuatia
X Elein L
*—2  x43 224

aducem mai intii ambii membri ai ecuatiei la acelagi numitor, eliminind apoi
numitorii: ‘
(x4 2)x 4 (x — 2)5 = 8,
adicd X% 4 2x +.bx — 10 = 8§,
sau x? - 7x — 18 = (.

Rezolvim aceastd ecuatie de gradul al [I-lea; ea are solutiile 2 gi —9.
Sé observidm cd numérul 2 nu poate fi solutie a ecuatiei initiale, decarece
inlocuirea necunoscutei x cu 2 provoacé anularea unor numitori. Ecuatia

X 5] 8

X — 2 x+2_x2—4

are o singurd solutie, anume —9 (verificatil).
Exemplul 9. Ecuatia

(x + 1) = (x = 1)?

este echivalentd cu ecuatia
X0 3x2 4+ 3x 4 1=x%—3x24 3x — 1,
adicd cu ecuatia de gradul al Il-lea:
! Gx2 4+ 2 — @

Aceasta nu are nici o solutie reald,

EXERCITL
1) Rezolvati ecuatiile:’
a) x{+ x=—1; h) x*— 132 = x; ¢} x®+1 = 5x = 8.
2) Rezolvafi ecuafiile: ;
a) (x38)* = 25(x+ 3); b) 2(x—2)* = 3(x—2): c) (2x—38)2 = 4; d) 4(x—3)? = 25,
3) Rezolvatli ecuatiile:
x—1)% x*

a) X“TI :5(x+“'3};b)£——4—_,=x"2‘ ol."

: = i(x = 2).

4) Rezolvatli ecuatiile:

a) (x+ 1)+ (x— 2)8 = 0; b) (x+1)°+ (x— 2)2 = 3; c) (x+1)2 =1 — 2(x+ 3);
d) x(x — 1) = (x+1)(2 - x).

b) Rezolvali ecuatiile:

SEEl o ¥ —1 L. g 3. g 2= 1 s
- =—; LT = = = — —,
X4 2 x4+ 1 2 P10y %241 2

6) Rezolvati ecuatiile: ;
x4 x—1 2

a)f'“:;—,_;b)53+l=‘+';c & 2 TR O
x1-2 X— 3 b5 i IR | 3% +1 x— 3
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‘ Rezolvati ecuatiile;

x2 )1 ) e x4 & x* — 4
a) — — x=2; b) — = =" — =5; ¢ — = 1.
2 6 8. & 5
I N) 1 Rezolvati ecuatiile:
dx4+1 x— 1 4 X 4 / 5
a) ——— — =1; b) — - == 2 ; ©) z S
X+ 2 x— 2 9x* — 1 (== 2 s dx-1 X3 Si— X
4 2y - all2x — 1) §x .
= e — 15 d) = - - b e = ),
St ix — 1 2x -1 4x%F — 1
i 9) | Justificati de ce ecuatiile urmitoare nu an seiufiis
; o { 1 » L 1 ! ;
a).3(x =9 =2 — [/ 5; b) ——— = —1; ) Yx— 234 Bx—82=0
] X1 :

5. RELATI! INTRE RADACINILE SI COEFICIENTIT
TRINOMULUI DE GRADUL AL Ii- LLA

5d congiderdm trinomul de srodul al 11-lea
P(X) =aX®+ pX -t e cu asl,

Daca discriminantul siu A = b2 — 4ae este b0, trinomul are dous
rddécini; acestea se calculeazd in functie de coeficientii a, & si ¢ cu formulele:

b VE b /B

S presupunem acum cd ne sint cunoscute cele doud rédieini Ll #i Jg
ale unw trinom de gradul al 1i-lea. Putem vare atla coeficientii s&i?
Bd calculam suma si apoi produsul raddcinilor:

i

: ~b= 1A b R ~0p b

@ - g = - . S e
e 2a ’ 2t ) &
—b— 1/ A hag €
Fq kg = = & s -
e 2a b4a? a

‘Putem scrie astfel:
b= — alay -+ ),

C = iy Ty,

S consideram cd mai multe trincame de gradul al 11-lea au mdé inile
r §i 7. Dar, dacé ne alegem valoares lui ¢ (de exemplu, dacé ludm ¢ = 1)
atunei coeficientil b gi ¢ sint unic determinaii de riddécing. - P
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Formulels

poartd numele de relatiile Intre raddcinile si coeficientii trinomului de gradul
al TI-lea’(san relatiile lui Vidte*), -

Observagre. Dacd se cunoese suma s si produsul p ale rédAcinilor unei ecualii de
gradul al 1l-lea, atunci ea este echivalenti cu ecunatia:
4 I — sx p o= 0

EXERCITII REZOLVATE
1) Caleulati suma si produsul solutiilor ecuatiei:
Bxai==Tx Eed [ 510,
Rezolgare. Ecualia are doua solutil, intrueit discriminantul ei este >0,
Férd a caleula solutiile, putem scrie: )

' = 7 — 113 113
E:l—T—H-'Z:——'T::?' lej_"‘z: 3 e 3 ®
o (2}

2) Fie ecuatia:
2% — mx — 3 = 0.

a) Demonstrati cd pentru orice valoare a parametrului m ecualia are
doudl solutii.

h) Caleulati (in functie de m): :
— suma radéeinilor trinomului 2X* — mX — 3;
— produsul . radacinilor;
— suma_inverselor riadacinilor:
— suma pétratelor radécinilor;
— suma cuburilor radacinilor.

Rezolvare. a) Sa& recunoagtem cd a=2, b= —m, ¢=—3; deci
A = m?* 4~ 240 pentru orice m real; deci ecuatia are doud solutii,

b) Aplicind formulele lui Viete, obtinem

m 3
wl‘i"fra::',"z': TiXp = — —a

Apoig

SR TG

" * Francols Vidte (1540—=1603), matematician francez, unul dintre creatorii
algebrei, s-a gcupat in special cu rezolvarea ecuatiilor.

I!) m m® -~ 18m

\
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"7 3) Fie ecuatiile de gradul al Il-lea:
X2+ 0% + ¢ =0,
X% 4 bx + ¢, = 0.
Demonstrati i ecuatille au aceleasi solutii dacd si numai dacd:
G _ by . ¢
(5 o b 2h Cy
Rezolpare. Presupunem cil ecualiile au aceleagi solutii; fie acestea a2

1
gi x,. Relatiile lui Viete pentru prima ecuatie sint

b €5
e ran s o el B e TE TS
Ty Ty == — Oy =,
iy iy,
iar pentru a doua ecualie sink:
' AThelEe Sealit e
T+ dy=—=—, gif;=—-
dh s
S e e ) o A% -
Rezultd — = -2 gi — = —, de unde, folosind proprietatile proportiilor
ay iy ay sy
; w b (%
deducern ed: - = — = —= '
s by o

Reciproe, presupunind cd cele doud ecuatii au coeficientii proportionali,

B notam cu 7 valoarea comuni a rapoartelor & 41 g ‘1 Atunci
. e B5

a; = ar, by = by 8i ¢; = er. Evident r # 0. Astfel ecuatiile sint echiva- |

lente, deoarece prima se obtine din a doua prin inmultitea ambilor membri

cu numadrul r.

4) Un dreptunghi are aria de 60 em? iar perimetrul de 38 em. Aflati
dimensiunile sale.

Rezolvare. Semiperimetrul dreptunghiului este de 19 em; deci dimen-
siunile L gi [ ale dreptunghiului au suma 19 si produsul 60, Formam ecuatia
de gradul al ll-lea ale carei solutii sint L si I

xe M O RGO — ()

Rezolvind ecuatia, gééim 7 = 481 m, = 15; deci dimensiunile drept-

unghiului sint: L = 15 (em), [ = 4 (cm).

EXERCITII

1) Calculafi suma, produsul si suma patratelor rdd4cinilor polincamelor:
a) 9X2 = 4X 41} b) 3X*—BX+5; ¢ ~X'=6X—1; d) 3X* = 36X+5;
e) 2X4— 16X 19; ) ~0X* L 16X — 27.

2) Formati ecuatii de gradunl al II-lea ale edror solutii sint:

e : . 1 B0 1 :
a) 1§ 2 b)4sgi 5; ¢) =18 —3;d) =& s 5; ) —& —=: {) =4 514
1) 3
£) si B,5; Bl 7= B s T+W 8 i —2 pi =84 1/8; j) 243 s

3,5
g g A STl R,
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~ 3) Rezolvafi ecuafiile de mai jos, cunoscind efté o Solufle (Setisd-1d dreptul
fieciireia). Aflafi gi coeficientul necumescut:

a) x*—mx+36=0, ey = 12)
b) 2x2-mx— 5=0, =0
¢) 5x% — 8x+ m = 0. zs = 0,6,

%) Aflati doud numere, cunoscind c¢i au suma 337 iar produsul 8086.
5) Aflafi doud numere pozitive, stiind cfi media aritmeticd a lor este 4133,5, iar media
geometricd a lor este 120,
6) Aflati dimensiunile unni dreptunghi, cunoseind ef are:
a) perimetrul de 84 m, aria de 4185 m#;
b)) perimetrul de 108 m, aria de 729 m?;
¢) perimetrul de 108 m, aria de 542 mZ
7) Pentru ce valori ale lui m i n, ecuatile
Pt mxt1 =

22> — nx4+m =20
“lﬂi echivalente?

8) Fie ecuatia x*~— /2x— /4 = 0. Caleulati af-f o si L B A a
1 Qg &£y

rezolva ecuatia.

' 0 | Pot [i echivalente ecuatiile:

mx> - ('m — KX+ 4in = 0,
(3+ m)=*+ 5(54 8m)x 4+ 8 = 0F

Dacd da, rezolvali-le in acest caz.

6. DESCOMPUNEREA IN FACTORI
A TRINOMULUI DE GRADUL AL II:LEA

Sa ne reamintim citeva exemple de descompuneri in factori ale unor
trinoame de gradul 'al Il-lea

X2+ 2X = X( X +2);

X6 = (X + |/ B)(X — /)

x\a—é,\jui:( 22 ;

X2 — 4X + 3 )2 =

/\L,*)z\ —I—(_): X4

= (X — 2)(X — j)

b
g:

1 =(X—1)(X=3);
X—3X4+6=XX—2—=3X~9 =

==
P
92
&

Y

Metodele cunoscute se aplied mai greu in cazul in eare eoeficientii sint
numere ,mari”, ca de exemplu in cazul trinomului:
41 X% 4 206X — 8364,
Formulele lui Viete ne permit sd gésim o metodi generalid de descom-
punerg in factori a trinomului de gradul al Il-lea. Fie trinomul:
PX)=aX?+bX +¢ a#0
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'ﬁl%t%m‘@-m trel cazuris

1) Diseriminantul A = 52 — ¢
de f}tc':-'-".vﬂ'illlliir:‘i‘{‘- a trinomulul
rezultat, Trinomul

2) A=0. In acesy caz trinomul se 2’!5{:.‘—"‘?"‘ descompure astfel: g

Tn acest caz orice incercars
hB,
4

1 conduce la miel un

q

deci se poale scrie ca pitrat al unui binom de gradul I,
)

3) A = 0. In acest caz, dacd =, si @, sint rddicinile trinomului, atunci

folosind relatiile lui Viéte oblinem:

P(X) =a(X % D ¥ L) = (X~ + e X 4 a2y =

—.f; ay
e,

Agadar trinomul se descompune ca produs de doi factori de gradul I
De exemplu, sa descompunem in factori trinomul

41X% 4 205X — 8364,

Discriminantul siu este A = 2052 — 4. 41+ (—8364) = 1 413 721, Deci
trinomul se descompune ca prurlua de doi factor: r} aradul [

P 205 7| ]/ /{ ko t 1 o — 2056 i il be\

By = ) G e e
: =205 — 1 489 1 304 5 —205 + 1 189
deci gy ———————— = = 1], 1, = ""““‘“fﬁ‘“ a1

82 87 H 82

==

Rezultd .
41X% 4 205X — 8364 = 41(X + 17)(X — 12) = (41X + 697)(X — 12).

EXERCITII

1) Descompuneti in factori de gradul I:

) X® — 43X 430; h) X+ 36X 4 323; ¢) 22w 5F — 49 d] — PP 5N Gt
e) X°— 2|/ 23X~ 5; ) X' —4X—~5; g) 10X — 43X 4 12; ‘h) X* — 9¥. — 4;
Hert - 2ion -

2) Simplilicali fractiile;

X

[ -'Z:*--‘ Demonstrai cfi pentru orice valoare--ne + trinomul

=W K A

y parametrulei

P(X)= X* +2X +m® +1 este ireductibil,




TATIT €
UNOR EC

ARE SE REZOLVA CU AJUTORW]
UATL DI GRADUL AL TELEA

A

Eremplnl I, 34 rezolvim ecualia:

Nu putem inlocui necunoscuta x prin numirul 5. Fie s o solutie a
prim L

N AR o o S e, o (G 5)
ecuatiel; fnmulfind ambii membri ai egalititii ——— = il g —
Bk s ; (i Smaitt ) DN

(care este diferit de 0), ohtinem s? — Bg = ~5, sau §2 — 6s -+ 5 = 0. Deci ¢
este solutie a ecuatiei de gradul al IT-leas

X2 — 63 5 =0

Solutiile acestei ecuatii, caleulate cu formulele obignuite, sint 1 si 5
Y ey, ; R X e 5
dar numai prima apartine multimii R—{5}. Deci ecualia =

X—5 O—x
are 0 singurd solutie, anume numérul 1.

Ezemplul 2. S& rezolviimu ecuatia:
L‘/X- =06 — x.

S& presupunem c& numirul s este solutie a ecuatiei: atunci V's=6—s
Pentru a putea extrage radécina palratd, numérul s trebuie si fie evident >0

=)
Pe de altd parte, /s este un numér 2 0; deci 6 — s > 0, adicd s < 6.
Asadar s va trebui sd apartind intervalului [0; 6]

Sa ridicam la pétrat egalitatea |/ s = 6 — g obtinem s = (6 — s)2,
sau % — 13s +- 36 = 0. Agadar numdirul s este solutie a’ecualiei de gradul
al Il-lea

Aceasta ecuatie de gradul al Il-lea are ca solutii numerele 4 si 9.
Dintre acestea, doar 4 apartine intervalului [0; 6]. Putem constata 51
prin inlocuire directd cd @ ou verifica ecoatia

% =6 — x. Deci ecuatia
[/ ®=6— % admite o singurd solutie: 4.

Ce legaturd existd fntre ecuatia Vx=6—x si ecuatia x = (
obtine din prima ,ridicind ambii membri la patrat. Cele dou
Mulfirea solutiilor primei ecuafii este inclusi in multimea s
‘ol coincide cu ea.

De ce se intimpli aga? Evident, dacs u = 9, afunci u® = v?; d

ar reciproca nu este
adevirati. Tntr—adevil-, dacd u®=t® atunci (nw-—- U —2) =0, de unde eoncluzia

wio2=1 80 u = —2% Deci, pentru ca relajia u® = v* g3 implice u = v, este necesar ca
w§i v &x aiby atelasi gemn.

6 — x)*? A doua se
& ecualii nu sint echivalente,
olutiilor celet de-a doua, dar
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-~ Exempliil 8. Fie ecuatia
VE=D 4 |/2=x=0.
Putem inlocul necunoscuta x cu numere s astfel ineit s — 2 > 0 (pri-
mul radical) s1 2 — s > 0 (al doilea radical). Decis 2 2 gi s < 2 adicd s = 2,
Necunoscuta x poate lua valori doar in multimea {2}. Observam cd 2 este
solutie a ecuatieli. ;
Exemplul 4. Rezolvati ecualia

Vx=—2+V2—x=2a
Ca si exemplul 3, necunoscuta x poate hia valori doar in rmultimea AL

Tnlocuind in ecuatie necunoscuta x cu 2, obfinem o propozitie falsa, deci
ecuatia nu are nici o solutie.

Exemplul 5. Sa rezolvim ecuatia
]/x—|—24—]/11—x—' : i
|
|

Putem inlocui necunoscuta X cu numere s astfel incit s - 23>0 si
11 — s > 0; deei necunoscuta X poate lua valori doar in intervalul [ =2, 11].

Fie s un numér din acest interval; atunci numérul l/s + 2+ /11— s
este pozitiv (ca sumi a doi radicali); ecuatia este deci echivalenta cu:

(VxF24+ VIO —x) =2, xe[—2; 1]

adicd ows
x+242x+2)(11 — x) + 11 = x =25, xg[—2; 11]

. Baa

@+ 21— x) =6, xe[=2; 11
Si aceastd ecualie, atit membrul sting, cit §i cel drept sint pozitivi; deei
ecuatia este echivalentd cu
(221 = %) = 38, £=[=3; 11
gau cu:
—x2+9x — 14 =0, xc[—2 11].
Fecuatia de gradul al II-lea:
—x2 L 09x=14=0;, xc R,
are doud solutii: 2 si 7. Amifidou# apartin intervalului [— 2; 11], deci sint
golutii ale ecuatiei |/'X + 2 + VT =x=5. :
Ezemplul 6. Fie ecual’,m de gradul al IV-lea:
sl e (e
Prin substitutia y = x® oblinem ecuatia de gradul al Il-lea (in
pecunoscuta y);
y2 — 27y + 50 =0,

ale cirei gsolutii ¢int 2 §i 25, Deci x® = 2 sau x% = 25,
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Ecuatia %2 = 2 are solutiile — ]/§ si /2, iar ecuatia x% =25 are
solutille —5 gi 5. Deci ecuatia de gradul al IV-lea are patru golufiis
—5, — /3, /T si5. '

Emem‘.plul 7. Fie ecuatia de gradul al IV-leas

4dx? 1 3x%2 — 1 = 0.
Substituim (inlocuim) pe %% cu y; obtinem ecuatia de gradul al II-leay |

(,_yﬂ SiE ‘)]y_izo' |

s i 1 |
ale cirei solutii sint g, = —1, ¥, = = |
+
$Ra " M T e T el
Ecuatia x2= —1 nu are solutil; ecuatia x?= 3 are solutiile — 7 §1—o

Asadar ecuatia de gradul al IV-lea |
' 4x4 4 3x2—1 =0

1

. o ol
are doud solutii, numerele — — gi — (verificatil)

Metoda aplicatd in cele doudl exemple de mai sus se poate folosi pentru
a rezolva orice ecuatie de gradul al I'V-lea de forma:

axt - bx2 4+ ¢c=0

ea a # 0. O astfel de ecuatie se numeste ecuafie bipdtraid.

Exemplul 8. Fie ecuatia:

S4 inlocuim pe X* 4- X eu y; obfinem

fA |
Y= = H :
¥ |
yoi= 4, .
ecuatie ce are douf solutii: —2 si 2. |
Fe g %2 s . L ) At
tieuatia X* 4 x = —2 nu are solutii; ecuatia Xx* 4~ x = 2 are Solutiile
—2 g1 1. Asadar ecuatia
A 4
B2+ X ==, xc B—{—1, 0}
52 | = ' g
XY - X

are doud solutii: —2 gi 1. |




) YT = 2; o) /346 = 2/ x}
L/ x—8=7; 1) Vi—x+V2-x=1;

st S 1 = e -
) Vs—x+Vx—2=1; k) =— ;) Vx—2x+1=35
4
I 3) l Rezolvali ecuatiile:
| a) x* — 21x* + 110 = 0; b) x*' + 12x* + 20 = 0; ¢) = — 12x* 4 20 = 0}

d) x*— x*+1=0; e) ¥ — x? 12 = 0,

8. PROBLEME

“ Multe probleme de geometrie, fizicd, tehnici ete., condue la ecustii de
gradul al doilea. ‘
Formule ca A = mr? (aria cercului de razd r), ¥V == nr2h (volumul cilin-
drului circular de razi 7 ¢ indltime ), P = [*R (puterea in functie de inten-
sitate ‘~1 rezistentd) devin ecuatii de gradul al I1-lea atunci c¢ind pecunoscuta

2

este r vespectiv I, Sa rezolvam clieva puml-\nm care conduc la ecuatii de
gradul al 1l-lea.

Problema 1. Fie ABC un triunghi. Determinati pe segmentul BE (de
lungime @) un punct M astfel incit ducind paralela MN la lalura AB, aria
trapezului ABMN sa fie de 4 ori mai mare decit aria triunghinlui MNC (vezi

figura 1).

A}'

: B b M g

Fig. IV.1




BMY = Oarmp =4

mnghiuri sint agsemenea; deci raportul aviilor lop este

do asemanare:

Obtinem astfel ecuatia: rezolvind-o, gésim ci are doud

e
MR
e
15
f
=

/
o a a5 . , |

gl — == Ty = [ — —=+——— Prima golutie nu corespunde (nua
| L) 2

apartine intervalului [0; a]). Pozitia punctului M trebuie aleasd deci in aga
/5 -

ay/ o
fel ineit MC = —it;*- ;

Problema 2. O paraleli la ipotenuza unui triunghi dreptunghic ABC
taie laturile AB, AC in punctele M, respectiv N. Construim perpendicularele
MM’, NN’ pe BC (vezi figura 2). Determinafi pozitia punctului M asifel inciy
aria dreptunghiulu MNN ‘M’ sa fie s,

Rezolvare. Fie @ lungimea segmentului AM; evident 0 .< z € ¢

Segmentul MB are lungimea ¢ — z. Din aseménarea triunghiurilor

= @ : ‘ :
BMM’ si ABG ohtmerﬁ =t ey adicd lungimea segmentului MM’
MM b
blei==n)
g
a
: > . e . : 5 ; - MN
Din aseminarea (riunghiurilor AMN si ABC obtinem — =—1
¢ a

M : e ar
adicd lungimea segmentului MN este —.
G

ble — x) ax  ble—"x}2
Asadar, aria dreptunghinlui MNN'M’ este 219 iy 2* = L
a C c

Impunind ca aceastd arie sd fie s, obtinem ecuatia:
I ) ! ‘

ble — X)X

— = 5

C
gau! bx? — bex - es = 0.
Aceasta este 0 ecuatie de gradul al Il-lea in necunoscuta X; ea poate
avea doudi, una sau mici o solutie. Discriminantul ecuatiei se scrie A = (bc)® —
_— bbb+ s = (be — 4s)be.
S analizim cazurile ce pot apirea. Vom fine seam# de fapful cd

b, ¢ & 0.




s s be
Cazul 1. Daci s D-i-/—
S8

ecuatia nu are solufii.
S U
. Cazut 2. Daclt s ==,
I

(

ecuatia are o singuril solutie: g -

are punctul M in acest caz?

Cazul 3. Daci

&, =

20

(}/.1,

be = 1/ be(be ‘—‘45

he

]

i

ecuatia are doud solntiiz

be 4+ 1/ be(be — 45)
; 2b ;
Amindoud corespund unor

problemei: puncteie M,
fipura 3).

&1
f

Cazul 4. Daci s
are doua solutii z

< 0, ec
-(h'

e i
corespund vreunei golutii
Problema nu are solutie

fi negativil).

aria

(

Fig. IvV.2

Rezolvare.
nuza avifid hingimea « - 2
= z?4- (z -+ 1)% Rezolvind

Prima solutie a ecuatiei nu convine (nu este num

0 singurd solutie: triunghiul

Problema 4. Demonstrati cd niu existd doud
588,

al ciror produs si fie

Rezolpare. Sd presupunem prin absurd ci produsul numerelor

congecutive x Fi @+ 1 este 588, Deci numarul x este .‘jﬂlut,jﬁi a .'gcugﬁpi;
X(x - 1) = 588,
gau a ecuatiei de gradul al Il-lea
2 x — BB =0,
Discriminantul acestei ecualii nu este patratul unui numér intreg (numérul
. [/J } este irational). Asadar ecuatia nu are golutii intreai, Obtinem o con-

tradictie,

Problema 5. Doudl autocaminane pleacd in acel
de 440 lem; primul circuld cu o vitezd mai mare cu -

Fie =, z -1

Probiema 3.
triunghi dreptunghie, stiind

numere naturale I"DI']'%P('H“.TP

- @ =2 lungimile laturilor triunchiului, JpOfF‘>

Sd rlPh(’ am teorema lui Pitagora:
aceasta

(¢!

ecuatie, obtinem gz,

ir naturall).

cu laturile de lungimi 3, 4

[t
i

, stilnd ca al doil

camion a sopit la trei ore dupa primul.
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adicd o jumitate din aria triunghiului ABCI),

a problemei.

Aflati laturile unui

Problema are

1 Dumere 1D'f-]"€§:‘j CG—l‘: ecutive

agi moment intr-o cursd
L5 km/h decit viteza celui
de-al doilea. Aflali vitezele medii cu care au circulat

Ce pozitie

solutii ale
M, (vezi

uatia incd

i ele nu

nu poate

ca sint

o A

2
n e
Te = i,

intregi

ea auto-




Rezolvare. Si notdm cu @ gi g vitezele celor doud autocamioane. Relatia |

, : S o it . 440 440 |
¢=y-}15 este imediatd. Durata caldtoriei primului este de — = ore,

R |

Frxs 5 : ; 440 440 |

iar a celui de-al doilea-de ore. Obtinem eenatia: ——— - gm0, TP

Y y+ 15 y |

al 1l-lea:

Rezolvarea acestei ecuatii se reduce la rezolvarea ecuatiei de gradul
y? + 1by — 2200 = 0.

|

\

ale ciirei solutii sint 7, = —55, ¥, = 40.
Prima solutie nu eonvine (viteza nu poate fi negativil). Vitézele celop |
doud autocamioane au fost de 40 gi respectiv 55 km/h. . |
|
|
|
|
|

Problema 6. Un tablou are dimensiunile de 30 em gi 40 em. Tabloil im-
preund cu rama are o suprafatd de 2184 cm? Aflati latimea ramei. :

Rezolvare. Fie @ (em) ldtimea ramei; atunci tabloul inrdmat are forma
unui dreptunghi cu lungimea de 40 - 2z em i litimea de 30 - 2z em; adica
avind suprafata de (2z - 40)(2z + 30) em? Obtinem lafimea # a ramei
rezolvind ecuatia: i

(2% - 40)(2% + 30) = 2184,

Acceptdm o singurd solutie: z = 6 cm.

Problema 7. Doi conductori electrici legati in serie au rezistenta de
15 ohmi, iar legati in paralel au rezistenta de 3 ohmi. Aflati rezistenta fiecarui
conductor. ‘

Rezolpare. Se stie cii dupd legarea in serie a doi rezistori ce au rezisten-
tele = (ohmi), respectiv y (ohmi), ansamblul lor are rezistenta @ <+ y (ohmi);

; ; 7 o i x
dupd legarea in paralel, ansamblul are rezistenta +/ , adicd 2Y ohmi,
£ Y
Cunoscind suma si produsul numerelor : §i ¥, le putem afla rezolvind ecuatia
de gradul al Il-lea

Rz — 15R 4 45 = 0. |

Cele doud rezistente sint de aproximativ 4,1 respectiv 10,9 ohmi. |
Problema 8. O lege a fizicii afirmé ci un corp aruncat pe verticald (in

sus), cu viteza initiald » m/s, se va afla dupa ¢ secunde de la aruncare la inal-

timea h(t) = vt — % t2; in aceastd formuld g este ,acceleratia gravitationala®
determinati de atractia Pamintului; valoarea ei este de aproximativ 10 m/s?
Aflati dupi cit timp de la aruncare corpul se va afla la indil{imea dé 100 m,
dacd a fost aruncat cu viteza initiald de 45 mfs. I
Rezolpare. Va trebui sa rezolvam ecuatiaj : : |

100 = 45t — 5t |

in necunoscuta t; obtinem solitiile i, = 4 si ¢, = 5. Deci corpul se va afla de
doud ori la indltimea de 100 m: prima dati, in urcare, dupé 4 secunde de la |
aruncare; a doua oard, in coborire, dupa 5 secunde de la aruneare.
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PROGLEME

a langenlbele la acest

1), Dinte-un punct atlat la 50 m de centealt anui cere se fras
1

cere. Aflati distantels pina la punctele de tangenta, stiind of vaza cereuloi este de 30 m,

2) Dimensionile unud dreplonehi de arie 6220 cm® sint exprimale prin deud numere

naturale conseculive. Aflali acesle dimensiuni,

i male, Orvice pentazon are 5 diagenale. Orice

hexacon are 9 diagonale. Puteli stabili cile diagonale are un poligon cu a laturi? Cile

laturi are nn poligon ce are un numap de 170 de

4) Allali numarul real a, stiind cd punctul A4{a; a dine graliculnl funetiel

£ iR & Ryt = 02 o 5 —
Canume de 16 m?, Tha
mea e 9.8 momai mied deeil cealalta.

doud camere an acecasi suprafa

5] Intr-un apactament

dintre camere nre liug Nea cu 1 10 mai mare, ayp 1at
Aftati dimensiunile ficcdrei camere.

6) Aflati rezistenlele a doi rezistori, stiind ei legali in seria au rezistenia totald
de 2

Lo}

ohmi. iar lezafi tn parale]l au rezislenla de 4,8 ohmi.
s 2LH ;

[ 7) i Dintr-o bucald dreptunghiulard de fabli zincatd, avind suprafafa de

8000 cro® s-a taiat o bueatd de 1600 cm® Atlafi dimensiunile bucdfii inifiale, stiind ci
bucata rimasd are forma unwi pilrat, :

LUCRARI PENTRU VERIFICAREA INSUSIRII
UNOR CUNOSTINTE DE BAZA

LUCRAREA 1

-

Rezalvati ecuatiile:

X' — ix—=0; tx?— 1=10; x*—17x+442=10; 9x*°+6x+1=0,
2) Guiisifi radicinile trincamelor: 4
X*+ 13X — 307 28° — 3N 4 0.5,
3) Formati ecualiile de gradul al Il-lea ale ciror selulil sint:

,, o -

sf 7.8 g 18; 4 si 40

s

LUCRAREA A ll-A

i
1) Descompunefi in factori ireductibili trinoamele;
XPEa7X +72; 2X% — 27X 413,

Simplificati fraciiiles
(DR _.fi,'V! B

DINE = B A B Rl

L)

o

Produsul a doud numere intregi consecutive este 210, Aflati numerele,

Doua numere au suma 13,7 si produsul 45,8, Aflati numarels,




Capitolul V ‘
EXERCITII §I PROBLEME

1. EXERCITII SI PROBLEME SUPLIMENTARE

: 1 : 4 ’ I
1) Stim cd — = —1,024, Care este inversul lui —¢? "
i

(3~
303

2) Fie numirul u = rrg Scriefi pe w?, u?, w? sub formi de fractie. |

=~

i 4=611 41 iy, u : i .
8) Flev=—"-siy= Scrieti pe — , apoi pe — sub forma ds fractie,
3,5 (/]

—2.6 7 I ‘
&) Atlati numdirul intreg m care indeplineste condifia;

b) am < ..E < 3m+!;
49

S AL

4 ym+i
<|— .
(%)

523103 -10-1 |
5) Calculati; M; da0elU ; 18,5 - 0,96,
1,5 40~2 3,14 .40°

élJ om-1 < 7{

(L)}
e
o |
e
=
J
ks 2 o

|
Serieti rezultatele obtinute in formi standard, P “
6) Aflali lungimea a (vezi fig, 1), Fig. V4 |
1
7) Triunghiurile dreptunghice din figura 2 sint asemenea. Aflati a, & s e |

Q
e

Estimati aria haguratd din figura 3, stiind cd: 16 << r <1 1,7. I”

{{=]

) Razele a doud cercuri sint de 5 cm, respectiv 3 em. Aflafi raza cercului a cirui
2 egald eu suma ariilor celor doud cercuri,

2 Sl |
| AT ‘
AR

arie es

%1

{

11% [l




~10) Comparafi numerele 4/ 3 si 5//2. Co semn are diferenfa &)/ 3 —&|/ 27-Ce
gemn are diferenta 14 — 4)/147
41) Simplificali:
veVairyi e Vervz-Ve—Vetve
e e = Rif— Hre——s
12) Caleulafi ]/j:‘/t‘pft si I/V'lzsfﬁ. Calculati :—moil/[/t‘;-’; gi l/[/wms. Ce observati?

Q,.)UN

b Ty — e, LAY

Kmnm [~ P T
\

e e Pl SR ' Fig. V.4

13) Stiind cil pdtratul inscris tn cercul de razd 1 are laturile de lungime |/2, aflati
lungimea laturii octogonului regulal inscris in cercul de razi 1. :

14%) e I lungimea laturii poligonului regulat cu n laturi inseris in cercul de razi 1.
Afla’g.l Izn in functie de [, (vezi figura 4).

15) Planeta Jupiter esfe de 5,203 ori mai dep#rtati de Soaro decit Pimintul si
are diametrul de 11,06 ori mai mare decit diametrul Pimintului. Aflati distania de la
Soare la Jupiter, apoi volumul planetei Jupiter. Stim e raza medie a Pimintului este
de 6 300 km. -

16) Ce valoarp trebuie 88 aibi rezistorul R din circuitul desenat in figura 5 peniru .

ca rezistenfa tofala a circuitului si fie de 3kQ? Cu ce ar putea (i inlocuit eirenitul in
acest caz?

R

AAAA
240

=

. /
e VAN AN/
16ka p

Fig. V.5 Fig. V.6

(
17) Ce valoare frebuie si aibd rezistorul R din ecircuitul din figura 6 peniru ca
rezistenta totald a circunitului si fie de 1 kQ7
18) Rezolvati sistemul:
6751x - 3249y = 26751
3249x -~ 6701y = 23249,
* 49) Determinafi valoarca parametrului m astfel incit 1 si fie solufie a ecuatieis
(2x + m)(2x — 8} — (22 1) =
20) Rezolvali ecunafia:
) 1 ¢ 1 1 1
&l

X 1 <X 4 Ix e 3 6x -1 b




8d admitd solujia 2.
22

aumirul a la 108, citul este din nou e, dar restul este 41, Afllati numerele a si e

alungirii de fortd. Ce ford provoach o alungire a resortului de 14 mm?

cu T notim timpul neceésar automobilului plecat din B pentru a ajunge la destinatie.
I I p jung

25) Care numir trebuie adunat fmpreund cu 15; 24 si 18, astfel tneit si 16 ridica

media aritmeticd cu 1,52

canonici.

29) Fig QX)) = 4AX® §X¥*_ 5¥ L3 Calculati Q(2). Descompunefi in factori,
28) Fiind date polinoamele P(X) = X® — 9o.¥ +a® §1 Q(X) = X® = (8z + 1)X 4

< a*, determinati valodrea lui a astfel incit £(2) = 0(2).

} 29) Aritati o polinomul Py(X) — X7 — an se divide cu X — a,oricare ar fin =1,

n < N. Puteti afla citul?

PR = e et patratul unui binom.

81) Determinati a, b, ¢ stiind c& polinomul:

P(X) = 2X(aX 4+ b) — 3X(bX 4 2¢) + c(X® 4 1) - a(X — 1) 4+ & are forma .ca-

nonici 3X2% — 7.X -L 2.

32#) Determinati a, b, ¢ astfel tneit polinomul P(X) = 12.X* — 40.X* + 27X — 5

3 poatd [i scris sub forma P(X) = (3X — 1)(aX? + bX + ¢

33) Descompunetiin factori polinoamele : P(X)=2X*~ 4X + 2 Q(X, ¥)= XY 4
R =2 N M IR g N XY, apoi polinomul §(.X, Y)=P(X)—

=X, ¥ — R T,

34) Descompuneti in factori polinomul X3 — §X2¥ + 12XY® — 873,

85) Descompunefi i factori P(X, ¥) = Xi -} XV 4+ 27 — 4.

36) Descompuneti in factori ireductibili polinomul P(X) = (X — 5X° 4 AX) (X4
47X & 12).

37%) Fie polinoamele P(X)= X® L 4X2 1 e, QX)=x'~ X =3 Determiniafi
valoarea lui a astiel incit cel mai mare divizer comun al polinoamelor P si @ si fie un
polinom de gradul I. Am putea cere ca acest cel mai mare divizor comunsi fie de gradul I1?

38) Pentru ce valori ale lui s, trinomul X? + sX + 36 este produsul binoamelor
a) X — 8¢l X —12; h) X1 4 UL e) X Sisit k — 52
89) Simplificati fractiile rafionale:

58 gy yi-—ay 3 5Y +10 §X% — 14X -1{2
a) — i b) ;o) = s ; - r
5% —5 ¥i—9 2Y% 137 + 18 X=5

119

: ; 3 12
24) Aflat! valoarea parametrulul a astfel tneit ecuafia (4= xP =gz 42 =0
X

) Impirind numirul natural « la 113, obfinem ecitul ¢ i restul 11. Impértind

23) BExercitind o forfa de f N asupra unui resort, el isi mareste lungimea cu I(f) cm.
Stiind cii alungirea este direct proportionald cu forfa si i la o fortd de 60 N corespunde
o alungire de 24 mm, reprezentali grafic funclia £:[0; 80] —» R care descrie dependenta

2%} Douit automobile pleacd in acelasi moment unul spre celalalt din localitatile
A gi B situale Ia distanta de 440 km. Viteza antomobilului care pleacs din A este de 60
km/h, iar a celui carve pleacd din B de 50 kim/h. Exprimati distanta dinfre cele dond auto-
mobile in functie de tHmpul ¢ scurs incepind cu momentul plecirii; luali ¢ & [0; 7], unde

26) Determinati valorile lui m si n, gtiind ci polinoamele P(X, ¥) = 5X2¥ -

+mXY?— XV 2XY 4i Q(X, ¥) = = X°FY 4 3X¥* 4 2X¥ + aX°Y au ceeayi forms

30) Aratati ci daci P(1 + z) = P(1 — z) peniru orice & & R, alinel polinomul




(XE 4 X)X +

42) BEtectuali

1 1 : X 7 S i

e S e

a)

(X =

X y’“_ o _ﬁ:}'* R S Y o

d)

XY F T e YZ

43) Blectuafi fnmulfirile:

4h) Tifectuati impdariirile:
-9y (X4 are

- g) —— o)

3*_}; = Xt

&5) Scrleti ea fractie ralionala, apei simpliticafi:
(2X+5)(X +2) X5 ‘
4 A € -
16X ..?‘____; b) __\ | !
4X + 10 el : |
|
I
|
|
!

h— 3X X —1

s
Y+ Z ¥ Xty
46) Dacd 2X*+ 3X — 6= (X — a)(2X — b), - alunch: &) a=~1, b= =1
1, b=35; ¢) a=1, b= =5 Cum este corect?

© 47) Rezolvati ecualiile: ;
a) x°—0,4x—0,12=0; b) Fx*426x—12=0; c) (3—2x)2~ 36=0; d) 8x*—6x+41=0;
e) ¥ —x—1=0.
48) Fie polinomul 17 — 272 L 2T, Pateli gasi un numir real a astfel incit valorile
piale?

polinotnului fn @ — 1 §i @ s [ie

49) Formali o ecualie de gradul al Il-lea ce are ca solutii pe: ‘

&l Lo \ ; 2 T 9 — = \
djp=iat eI S0 = el Bl o d) & =/17 si4 4 /17,

[ 4 4 3 11 11 ; J
50) Formati o ecualie de gradul al I1-lea ce are soluliile: e |

a)u+bsia—b b) atdsi ——3 ) —

i -

1 QAT & el 1 ‘



wecualia ax® - bxX 4 ¢ = 0, despre care stim cd are solufiile »

51) Fi

mali ecuatia de geadul al TI-Jea oo ave ca solulil pe: a) —ay 5i —aa; b)

1

52) In ecnalia x* — mx 4+ 36 = 0, determinali pe m astiel ineit o = ay, apsi

astfel imeil as = —ay-

o) In ecualia X* — 8x - m = 0, deferminali pe m astiel incit:

54) Ardatali i ecnatia —

ar fi m = R.

) Fie ecuatia x* — 10x L m - 5

7

pentru care ecuatin are solutii? RBezolvati-o in acest caz.

1el fu‘—i ar -+ b —~ a® {rece };F‘ir,‘ ‘{h‘:?l(,"ii'jf‘ Al JI g
ctul €4 5)2

56) Stim ci gralicul func
B(3;1). frece vare a

st ogralic s

a) (IX —+ i
d) 2(x'4-1)(2x 4 4) = |

: Lna este intolde
doar pentru doud valori ale lui x. Identificaji-le!

38) Numerele a, 4 1
L (x — ¢)® == 0 solutii reale: i ecuatia de gradul al T1-les

ecpaila (X — @)t 4+ (3 o=

echivalenti cu ea
= ab - be - ae.

apoi cd (¢ 4+ &+ ¢ff <
59) Regzolyvall ecuatiile:

a) (x+1PF=10-+2x; b) (x4 37 = 3(x + 2)° + 135 . ¢) (9 + %) (7 = x) <+

60) Rezolvatl ecuatitle [(in

a) 2% — 3mx — 4dm" =0; b} - Imx+mt—1=10; ¢) 2 —4dm?P=9-—~12m;
R
) ——t — 2 =1

x — | X —m

)l A=
62) Arditati cd ovicars ar 11 m, n, p ¢t m # n, ecuahia
(= n)X* + 3dn~plE+p—m=10

»]

are solutil. Ce se intivopla dacd = n?

Fie eenatiile

Tt a- S gt =108 % xS gl T

solutie comund, atunci aceastd soluti
posibil,

Ardtaty ca dacd ecuatiile au o
pouatiile in acest caz, daci este

sal, lecare participant a jucat o partidd cu toti ceilalil. Stiind

64) La un turnen de
cd au avit loc &5 partide, aflati numidrul participantilor.




63) In arhivi filmele se pdsfreazi in interiorul unor cutii metalice cu diametru)

de 80'cm inlasurindu-se pe role avind diametrul de 8 cm. Ce lungime poate avea o peliculy
de rilm penlru a incipea, infisuratd, intr-o cutie? Grosimea peliculei este de 0,4 mm,

66) Decupati, dintr-o bucatd de tabli triunghiulari, o bucati dreptunghiulars
de arie maximd.

| 9. EXERCITII SI PROBLEME RECAPITULATIVE

1] Caleulatiz ‘a) (=1 + (=1 =k (=10 & b (=1)" 4 (=1)*
Bl (=2 (=t =1 (-—1)“ =A%

i 2) Rezolvati ecuatia:

(x4 1) + (x4 2) 4 (x4 3) 4 ... + (x4 100) = 15056,

3) Ardtali c& numerele ]/2 + /2 si ]/2 A 1/2 +1/ 2 sint mai mici decit 2.

&) O tond de nisip umed ocupd un velum de 0,2 m?, iar o tond de pietris ocupd un
volum de 240 dm®. Un autocamion este incircat cu 3 m® de nisip umed, iar alt auto-
(:dTl"lUI’l cu pietris, cintdrind cu 4q mai putin decit nisipul din primul autondmlon Care
ﬂutl}(}d[ﬂlon transportd un volum mai mare de materiale de constructie?

5) Demonstrali c¢i pentry orice p =N, numerele 28 -5+ 4 g 204 .50 L 1
nu sint prime. 1

) Peniru confeclionarea unei eimigi cu minecd lungd se folosesc 2 m de pinzi,
iar pen{ru o cimagi cu minecH scurtd doar 1,5 m de pinzd. Un croilor are o bucatd de
pinza de 53 m din care vrea si confectioneze cit mai multe cimisi. Cum trebuie folositd
bucata de pinzi, astlel incit s4 nu rdmind material nefolosit? Dar dacd este permis f-,.i
rimind un rest de material nefolosit?

7) Cite numere naturale de 4 cifre au cifra miilor egali cu 6 iar cifra zecilor egala
eu 37 Cile dintre acestea sint divizibile cu 2? Dar cu 9? Dar cu 47

8) Gisiti toate numerele naturale de 4 cifre care sint divizibile cu toate numerele
paturale mai mari decit 2 si mai mici decii 21.

9) Dati exemple de perechi de numere reale a i b pentrn care: a) [e 4+ b | = |a |+
; +1b];b) [atbl=la|=]b|ic) |e—b|=]|a|—[b]
b 10*) a) Numerele naturale z, ¥ si z sint numite pitagoreice daci a2® + y® = 22,
il Gasiti irlplvtele de numere pitagorice ce au una dintre componente numiirul 4.

b) Suma a 7 numere naturale consecutive este 126. Care sint numerele?
¢) Suma a & numere naturale eonsecutive este 22z + 2; care sint numerele?

11) In magazia unei uzine se afl§ otel de douii tipuri: unul contine 59 nichel, iar
celilalt, 259, nichel. Din aceste doud tipuri de ofel trebuie si se obtind un aliaj care si
contini cel putin 109, nichel si cel mult 159, nighel. intre ce valori trebuie i fie cupring
raportul cantititilor de ofel ce intrd in aliaj?

tea B la ora IU :;i 6 minute. La ce ord trebuie si plece din A un bl ciclist a cirui vitezd este

i
E 12) Un pieton pleacd din localitatea A la ora 9 gi 15 minute si ajunge in localita-
i dtJ 3 ori mai mare decit viteza pietouulul pentru a dJUIL"B in L mamtud chStula?

13) Media aritmeticd a 80 de numere este 47.5. Doud dintre numere sint 104, res-
pectiv 3. Aflali media anl:mstl(,é a celorlalte 78 de numere.
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14) O conductd poate umple rezervoarele unui petrolier fn 15 ore, o alta in 20 de'

ore, iar o a treia in 80 de ore. Aflati in cit timp pob fi umplute rezervoareie petroliernlui
dacd toafe conductele sinl deschise simultan.

45) Un grup de tineri face o .plimbare cu o harci cu motor, pe un lae, parcurgind
9a km. A doua zi, cu aceeasi bareli, grupul face o plimbare pe un riu, parcurgind a km,
apoi se intoarce imediat inapoi. Aflafi care plimbare a durat mai mulf timp.

16) Directorul unei intreprinderi aflid de existenta a doud inovatii. Una determini
o crestere a productivitdtii muncii cu 109%, iar a doua cu 209%,. Directorul apreciaza cd
prin aplicarea simultani a celor doua inovafii productivitatea muncii va cregte.

Cu cit va cregte productivitatea muncii?

17) Douid cercuri exterioare unul altuia sint situate in interiornl unui al treilea
pere, mai mare. Ficcare dintre aceste cercuri este tangent celorlalte doud iar cele trei
centre gint pe o aceeasi dreapti. Aflati arvia interioardi cercului mare dar exterioard celor
doudi cercuri mici. Se cunosc razele celor doud cercuri mici.

18) Gésiti o funclie al cdrei gralic si fie segmentul A B, unde 4(2; —5) si B(5; 2).
19) Demonstrali ci triunghiul ale cdrui laluri satisfac relafia

b—a .
. —— — 0 este isoscel.

c

20) Caleulati: (/3412 4(1/3=1)%; (/ 3+1)4+(/3—-1)% (V3+1)°+(/3=1)%.

21) Descompuneli in factori polinomul:

X4 Y+ Z° + 3(X + Y)(X + ZNY + Z).

22) Bfectuati:
H (—1)n (_ﬂn-b!
O, e e A
93) Fie functia f:R — R descrisd de f(z) = z®. Aritali ¢ oricare ar fi numerele
reale a si b, avemi

nel.

fla) + [16) _ [‘(H + b)_

5 2

94) Stim o 5e® — 13ab 4 60 = 0. Aflali raportul Lo
(2 / b

95%) Demonstrali cd dintre loate dreptunghinrile cu acelagi perimetru, pitratul
are aria ced mai mare. :

96) Un poligon are 4850 de diagonale, Cite laluri are poligonul?

27) Rezolvati sislemele: -

A
i

a) 2 ; b) g c {le-}-.’}y:—j_'
v LUl x-syy=—1 2)x|+ y=1
- |

og#) Pe ecranul unui automat de examinare a cmmﬁtin!elor apar 5 f{ntrebari, la
care lonicit [rehuie 83 rAspundd prin ,da® san ,nu®. Stim a) prima gi ultima intrebare
au raspunsurile contrare; b) a doua gi a palra an acelagi ridspuns; ¢) sap prima, sau a
doua intrebare are pispunsul,,da®; d) dacéd raspunsul la a palra este ,da“, atunci riaspunsul
1a a cineea inlrebare este ,,nu“; e) la a lreia inlrebare raspunsul este ,da‘. Ce rispunsuri
trebuie sa dea lonicd pentru a obline nola 107
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3. PROBLEME DEOSEBITE SI CURIOZITJ\II

. 1) Privijia

i 38
— 2= & 49 & 50 = 100
g 3 76

9
QLR gh e e
6 48

Puteli scrie numérul 160 folosind, la fel ca mai sus, doar o singurd dat3 fiecare cifva, as
Incit in scriere si apard gi radicali?

fel

2) Fie numerele naturale impare 1, 3, 5 si 7. Caleulati suma lor. Caleulali suma
numerelor 4, 3, 5, 7, 9, 41, apoi suma numerelor 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. Ce observali?
Puteti spune care este suma numerelor 1, 3, 5, 7, 9, 14, 13, 15, 17, 19,221,

a sfectua adunpdrile? |

v B Privitins 12 =13
=248+ 4
3 Lz = 1
0= - 4 4 3 4 7.

? Completals 19° = ... Care este cel mai mic termen al sumei din m

drept? Dar cel mai mare?

Fste adeviral e3 /2 -+ /3 aproximeazi pe
Dar cu ercare de cel mult 0,001?

3

ny T A AT ) 7 ;
6) Fie egalitalea @ = &. Deci a® = ¢f, de unda

a® — b® = ab — }2.

unem cei doi membri tn  factoris

(@ — b)la +B) = (a — b)b.



%) Privith

(! - 8% - ¢*)(z? 4= ¥

et [an 12
=-c¥ )~ (62— az)%.

Puteti scrie predusul (¢® = b2 - ¥ =+ &2) (2"
patru paitrate?

¢ Dar de

10) Rezolvall sistemele de ecuafiis

fx*— 8x =10, [2'— 23 =0,
12— 0x—2=8; - x—2=0

Rezelvati ecuatia |/ 3* — 2x - |
11) Aratali cd dacid o 4 y = 2, atunci o® 43 =25l gty

‘ 12) Ce formd arve patrulaterul ale cdrul virfurissinbpunsiele de intevsectis ale drep-

telop:
X— F—2=0, Xom Yo 2= B, Kok Pom 2mmBogi X4 ¥k 2= 07
3) Descompune(i in factori:
* 2a® — ab 4 bap —~ b — 1: = 2%,

14) (Dupd ,Aritmetica® lui Diolant — sec 111.) Aflali-dous numers, stiing cf suma
lon ¢i suma pitratelorder sint legate intre ele. S presupunem ci suma Ior esto.a zecea parie
din suma pdtratelor tor. Fie » numdrul mai mic, iar cel mai mare fie 2u; atunci suma o7
esle 8z, iar suma.pitratelor lor este 5. Deci 3z trebuie si fie a 10-a parte din 52° Cars
sint numerele in &cest ecaz?

15) (Problems weche L — inainie de sec. 1Il.) La mijlocul fiecarei laturi a
unui orag de Tormi pitrati existd cife o poarfd. La 20 bu (unitate de lungime) spre nord
de poarta nordicd se afld un stilp. Dacd de la poarta sudicd ne deplasdm eu 14 bu spre

sud, apoi spre dpus eu 1775 bu, stilpul devine vizibil. Ce lungime- are zidul orasului?

16) (Dupd Bhaskara — malematician indian, sec. KII.) Niste maimute se dig-
treazd; din fof cirdul, e optime la pdirat se cajdrd prin copaci, iar 12 strigd toate-odati
in virful colinei. Cite maimule eran in cird?

17) (Dupd ,Liber Abaci® a tui Leonardo Fibonacci, see. XII1.) Un {dran a cum-
pérat 30 de pdsiri cu 30 de monede: pentru 5 potirnichi a plilit 3 monede, pentru un po-
rumbel 2 monede, iar pentra tiecare pereche rh’ vrithil cite o moneda. Cile pdsdri de ficcare
fel a cumpdrat?

18) (Dupd ,,Culegerea de probleme®™ a Ini Chucquef — anul 1484.) Un zidar s-a in-
te].es.uu un {dran sd-iridice casa in 30 de zile; in fiecare zi in care lucreazd si cistige 5 scuzi
(monedd veche franceza) iar in tiecare zi in care pu lucreazd si pldteascd tédranului
6 scuzi, La capdtul celor 30 de zile casa e terminatid; zidarul a munecit si s-a odihnit in
asa lel incit a cigtigat 48 scuzi. Arlali cite zile a muncit si cile s-a odihnit.

k}
) lepurele alb spune ci pisica winle. Pisica spune cil Alice minte. Alice spune ci
iar}aurclu dlb sl pisica mint. Cine minte i cine spune adevirul? (Dupd Lewis Carroll.)

20) Doud rachete se indreaptd una spre cealaltd 'prima cu 9000 km/h, a deua cu
21000 km/h, Ele deceleazii din doud puncie situale Ia o distanid de 1317 km unul de altul.
Care esfe distanfa dintrarachete, eu un-minut inainte de ciornire? (Dupd Martin Gardper,)
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4. OLIMPIADE $I CONCURSURI

Textele problemelor au fost parfial medificate.

1) 8e considerd ecuatiile x* — 4x fl~ 83=0 si x*— (a®+1)x -+ 8a.=0, unde g
este un numdir real. Pentru ce valori ale lui e ecualiile au o solutie comuni?

: (Olimpiada 1973)

2) Se d4 pelinomul P(X) = aX? 4+ bX -+ ¢, in care coeficientii e, b si ¢ sint numere
! reale. :
h i a) Determinafi coeficientii astfel incit P(1) = P(2) =0 §i P(—1) = 18.
f‘ b) Pentru a = 3, b = —9, ¢ = 6, descompunefi polinomul in factori; determinatj

| ; . i x g o A : b |
I _apoi valorile reale ale lui m pentru care fraclia F(X)= CesEs este ireductibils, |
(Olimpiada 1974, jud. Iasi)
' 3) Aratati cd polinomul P(X) = X% 4 o X® — oX - 2a%se divide cu X® — aX -+ a?

apoi rezolyati ecuatia P(x) = 0.
i (Olimpiada 1974, mun. Bucuresti)
4) Aritati c4 polinomul F® 4 aX® L bX 4-¢ se divide cu X° <4 eX +b numai
daci ¢ = 0. o3
(Ohmpiadar197-{&F mun. Bucuresti)
5) Fie polmomul P(X)=46X"4 46X X741,
a) Aflati citul gi restul impértivii lui P(X) la 2X° 4- X, .
b) Care dintre urmitoarele afirmatii sint adevérate, oricare ar fiz € R : P(z) < 03
B(y) = 0; P(z) > 07
¢) Pentru ce valori ale lui » &R valoarea P(z) este cea mai micd posibli? Care
este aceastd valoare? i
: (Olimpiada 1975, mun. Bucuresti) |
) 1 1 2x : : : 5 |
Fie ecuatia iy = . Care dintre numerele sin 2°; P/5;
5 TR R e e 4

i+'l/=§; 4sin 80° sint solulii ale ecuatiei?

(Olimpiada 4975, mun.-Bucuresti)

(z 4+ y)*
4

7) Dacd z si y sint doud numere pozitive, aritali ci zy < . Ardtati e

i 3 a K i
daci = - y = k, atunci cea mai mare valoare a produsului zy este = in aceleasi con-

; : k?
ditii, arstali ci cea mai micd valoarea a Iui 2® 4 »* este =

{Olimpiada 1975)

; 8) Ardtali cd daci :r-I-J—-s si oy = p, aiunm 22 4 y? = 5% — f’. , 24yt =
= (¥ = ap)s si at+ yl=s'— 4sfp 4 2pt.
(Climpiada 1975, Bistrifa-Nasdud)

@

9) 8e di fractia

a) Aritafi ci F(¥) = 2 Xﬁ . b) Pentru ce numere reale z, fractia este defi-
ati S el

mta in z?
¢) Pentru ce vaiorx ale luj z, numirul #(z)este intreg? d) Pentru ce valori ale lm

@ avem F(z) = 2
’ (Olimpiada 1878, jud. Bistrifa-Nisdud)

126



10) Fie polinomnl P(X) = X2 — 27 — 8,

a) Aflaji festul impérlirii polinomului prin X 4 2 ¢i X — 4 fird a efectua impér-
firile. : :

b) Bimplificafi 7 L :

1!) Dac# polinomul X 4 40X 4 65X & 40X - d oste divizibil cu X? 4 3¢X® 4
+ 30X + ¢, ardtali cd primul este un pitrat, iar al doilea cubul unui binom,

(Olimpiada 1976, mun. Bucuresti)

12) Pentru ce valori ale lui @, b, ¢ polinomul P(X) = 12X3 — 40X + 27X — 5
poate fi scris desc ompus P(X) = (83X — 1}((;A’2 40X + ¢)? Allali rddécinile polinomului,

(Concurs treaptd 1976, mun. Bucuresti)
13) Descompuneli in factori (X + ¥ -- 4 — X¥— y*= 73

(Concurs treaptd 1976, jud. Constanta)

14) I'e ”{I) = qgXn 4 bXM |- cXP, Q(Y\ =bAN | XM - g XP 51 R(X)=cXn}
-+ aXm - pXP, unde a b4 e 0 siabe F#

X — 1.
b) Aridtati ci ;n}l'}rmlnnl LX) +0Q(X) — 2R(X) se divide cu X — 1.
¢) Ardtali i polinomul P(X) 4 Q(X) - R(X) nu se divide cu X - 1.
(Olimpiada 1977, mun. Bucuresti)
. 1 y —_ b
15) Rezolvati ecuafiile: u) — 9x* |- 16x— = —o; b) L=8 _ &b _q (%724, b£0).
3 x+1 x—1

(Concurs: treaptd 1977, jud. Dolj)
16) Rezolvati ecnafia; \

Eogisinte ol s
| =1 + ! x—1
| v (Concurs treaptd 1977, jud. Arad)

17) a) Arédtali e¢i polinomul P(X) = X* — X3 — 6X° 4+ 4X 4- 8 este divizibil cu
polinoamele Q(X) = X — 2 si R(X) = X + 2
b) Folosind eventual rezultatul,de la a), simplificati fraclia;

S D, I (G ) g
() = = ‘ £
A% — 16

= : (Concurs freaptd 1977, jud. Neamt)

18) Reprezentafi grafic funclia flz) = «* detinitd pe [ —2; 4] apoi aflati coordos
natele puncielor de pe gralic carve au abscisa egald eu ordonata. .

(Concurs treapld 1977, jud. Vaslui)
19) Simplificafi fraclia

J"[‘—) — .;‘J

(Concurs treaptd 1976, jud. Brdila)

20) Fie ecuatia x* — mx -+ m + 1 = 0. Determinati valoarea lui m astfel incit
ecualia si admili o singurd solufie. J

(Concurs treaptd 1976, jud. Briila)
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a) Ardtati cd polincamele P(X), Q(X) si ]?(X} dau acelagi rest la tmpirlirea cu




21) Reprezentati

x — 2 pentry z €

4 1 peatru 2

(Concurs treaptd 1279

i
' iz~ 5E~ (B gl fxerglin o 3] =48

(Concurs treaptd

e

(Concurs ¢

1
- .
i
u ce valeare a lui ¢ ecuatia are solubia 47
u ce valoare a luj x ecualia in a are solulia 97 ‘
G : : (Concurs treaplat

3, shiind ci:

1) = 2z + 14 ‘

- 2g{z — 1) = 62 — 18 pentru o

h) & : il grafic funcliile f(a) = 22 (@)= =228,

ta

s punchului de interseciie a celor doud grafice,

(Concurs treaptd 1979, jud.

(P~ 3X 4+ 2 si QX)) = X* 48X + 2 e
(Olimpiada 1977, jud., Dolj
P s Determi Y . m. P 1

3, apoi rezolvati scualia P(x) = 0.

(Olimpiada 1979, jud. Tinig)

hi isoscel are perimetrol de 160 m, jar baza este cu 20 m mai mici
i ale. Aflafi lungimile laturiler.

8) Un triung

dintre laturile

minati parametrnl mo astiel incit polivomul 2

dea restul & prin impartive la X 4+ 2.

30) Numerele reale z, ¥, @ $i b verificd relatile: = -+

istd intre @ i 07

(Olimpiada 1972, mun. Bucuresti) i
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Uapitolul VI
CUNOSTINTE PREGATITOARE PENTRU FOLOSIREA
TEHNICII DE CALCUL '

I. DIN NOU DESPRE INTRODUCEREA DATELOR

Pentru a'folosi caloulatorul trebuie sa intocmim programe; aceste
programe sinl formate din instructiuni. Reamintim instructiunile invatate

in clasa a VIl-a: LET, READ/DATA, IF... THEN..., GOTO, PRINT, STOP.

-Dintre acestea, instructiunea READ servesle in scopul introducerii datelor

in caleulator. Dar, in acelagi scop existd §i o alld instructiune, ce poale fi
mullb men ulild,
Fie, de exemplu, urmitoarele instiuciiuni (ce formeazd, de fapt, o
parte dinlr-un program):
‘ " 20 LET P== N« N
5 30 PRINT N; P

Ne dam seama ugor ca prima inslrucliune (cea cu etichela 20) are ca efect
oblinerea péatratului P al numarului N. Dar care este acest numir N} Daci
am completa cu nstructiunile

10 READ- N
40 BATA 153

atunci nunuuui N ar fi luat egal cu 153. Sa renuntam la aceste doudl ingtrue-
fauni, completind in sehimb cu instructiunea®,

10 INPUT N
Ce se va intimpla acum, dacid vom executa programul obtinut? In

primul rind se va executa aceastd ultimd instructiune (cici ea are eticheta
cea mal Mied); ca rezultat, pe ecran va apare afisat un semn de intrebare

*¥) Cuvintul inpuz ave, in limba englezdi, sensul de ,intrare® sau wadmitere®; am
putea citi, in loc de INPUT N, ,introdu numdarul N¥, Spre deosebire de READ, instruc-
tiunea INPUT Intrerupe execufia programului, pind la introducerea (de la tastaturd) -a
valorilor cerute.

~
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.

f (7). Aceggta tngeamnd cd magina ,asteapta® si introdusem, de la tastatury

un numar. Si tastam cifrele 1, 5, apoi 3; pe ecran apar scrise, SUCCesiV, hu-
merele 1, 15, apoi 153, Apisind acum tasta CR*, vom indica maginii cd acosta
este numarul dorit; in acest moment caloulatorul va ,sti* cd numéral N
este 153 g va trece la executarea urmitoarelor doud instructiuni. Dupg
executarea celei cu eticheta 20 va determina cii P are valoarea 23403, apoi
.r dupa executarea ultimei instructiuni (cea cu eticheta 30) va afiga pe ecran
H valorile 153 si 23409.. ‘

} Si analizam acum programul urmétor:
i

i ‘ 10 LET C =0
| 20 LET G = C 41

30 IF C =10 THEN GOTO 80
¢ : 40 INPUT N

50 LET PesN# N

60 PRINT N; P

70 GOTO 20

80 sTOP

Obgervam ecd in program se {olosegte, va un ,contor®, variabila C; aceasta
va lua succesiv valorile 0, 1, 2, ..., 9, 10. Pentru cele noud valori intre 1

L4 { ~ ST he o . . »
lui N, apoi calculeazd ptratul, apoi tiparegte (afigeazd) valorile Tui N g1 P,

,- 81 9 (inclusiv), caleulatorul agteaptd (afisind 7 pe ecran) introducerea valorii J
l
|

Insistim: accasta se intimpld de neud oril

Instructiunea INPUT permite, ca facilitate suplimentard (la fel ca g
instructiunea PRINT) afisarea pe ecran, inainte de semnul ?, a unui mesaj |
explicaliv (prin care sa ne putem da seama ce numdr urmedzd & intro-
ducem). !

Analizind programul

o ¥
10 PRINT “CALCULAM PATRATUL UNUI NUMAR®
20 INPUT “INTRODUCETI NUMARUL"; N

30 LET P=N# N

40 PRINT “NUMARUL"; N; “PATRATUL"; P

cofistatam cd, lasind la o parte mesajele ce apar pe ecran, obtiném.acelasi
efect ca ¢l folosind primul program (cel de la inceputul lectiéi).
Sé intocmim un program pentru rezolvarea ecualiei

a¥ - b ==

*) GR esle o prescurtare de la carriage return; fn tmdticem,,intci'arce carul (masinii
de gerig) la capitul rindului®; are sensul de incheiere a rindului curent si fncepere a unui
rind nou.
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dologmd 1nstructivnea INPUT gi megaje explicatives
1000 PRINT "REZOLVA ECUATIA A X 4B =0
1010 INPUT “INTRODUCET! COEFICIENTUL LUI X'"; A
1020 INPUT “INTRODUCETI TERMENUL LIBER!": B
1030 IF A =0 THEN GOTO 1070
1040 LET X = —B/A
1050 PRINT "SOLUTIA ESTE"; X
1060 STOP
1070 IF B =0 THEN 1100
1080 PRINT “ECUATIA NU ARE SOLUTI|®
1090 STOP
1100 PRINT "ORICE NUMAR ESTE SOLUTIE"

1110 STOP
EXERCITI
1) Sesizati preselile din urmatearsle instroclinnis
ARl ORI ETR M= S b) 20 PRINT X = 2
c) 30 1F A B THEN GOTO 10 c) 40 LET 1= A
2) Ce valort va avea variabila € in urma executarii urmatoarelor programsf
a) 10 LET A= § by 40 LET A==5
20 LET B = 6 ZONLET Bi=6
30°LET A=@8 30 LET B = A
40 LET C =B« B 40 LET C =B %8B
50 PRINT C 50 PRINT C

#) Completafi programul urmator
10 INPUT A
20 INPUT B
SONLET B =iC
60 FRINT A; B

in asa fel focib 84 se afigeze pe ecran numerele introduse, dar in ardine inversd,
4) Piecare dintre programele urmifonf

a) 10.INPUT N 'b) 10 INPUT N

ZOTLET A== N0 ZORIEETS =N

30 LET C= A —-10% N 30 IF M= 0 THEN GOTQ 50

40 PRINT C 40 EET M = —M

50 PRINT M

arg cite un scop precis. Determinafi, dupdl citeva incerciri, care sint acestea.

FAGILITATI DE AFISARE A REZULTATELOR

Sa privim din cind in cind, in timp ce luerdm, eeranul monitorului.
Constatam ca semnele ce se afiseaza pe ecran sint aliniate atit pe orizonlala,

cit g1 pe verlicala. Esle ca si cum ecranul ar fi pimpartit® in cdgute dreptun-

ghiulare, iar in fiecare dintre aceste casute se poate aliga cite un-semn (literd;
Bau uf:.l sau alt semn),

r
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704 gagute, aranjate in 22 de linit de cite 32 de casute fiecare (sau in G2 de
coloane de cite 22 de casute Necare — vezi Tigura VI.1),
(Numaratoarea linitlor, ca 1 a coloanelor, incepe cu 0, anume din
coltul din stinga susg,)
Dacd dorim, putem face si apard afizat pe ecran, exact in pozitia dorits,
rezultatul unui caleul. In acest scop putem folosi ingtruclinnea PRINT AT#),
De exemplu, instructiunile
(OB — 7
20 PRINT AT 4, 10; X
vor avea ca efect afisarea in cdsuta aflata pe hnia 4 s coloana 10 8 numaé-
rului 7, care esle valoarea variabilei X. lar instructiunea
O RRINIEAT =5 813 8157 ;
are ca efect afisarea, incepind cu cidsuta aflatd pe linia 5 i coloana 13,
numarunlui 157 — vezi leura VI 1.

a0 0 13 "
1 R EETEE T -
1
' i = an
[ P TI5{7
|
L.
2

Fig* V1.1

Acest mod de folosire a ecranului este cunoscut sub numele de modul
text. Dacd privim mai indeaproape semnele alisate pe ecran, vom constata
¢i ele sint formate din ,puncte® mici negre. Astiel, cifra 7 gi litera N

aratd ci in figura VI-2,
Existd si un mod grafie de folosire

Lt i 1 a ecranului, in care putem ,innegri® orice

u = Zm7uu 7 ,punct® de pe ecran. In acest mod de

v lucru ecranul este organizat ca o retea

de 176 de linii orizontale, pe fiecare
Fig. V1.2 aflindu-se 256 de ,puncte®.

%) Cuvintele englezesti print ai ar putea fi interpretate astfel: ,tipireste (afigeazd)
la locul®,
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. Instractinmes®) |

; 30 PLOT 168, 89 I‘ |

are ca efect Innegrirea
gura VI-3,

\

. !

vpunctului ce are coordonatels (168, €9), vezi fi. |

:

s, |
o i
|

168 255 |
Fig. V1.3

Instructiunea**)
31 DRAW 10,20

are ca efect desenarea pe ecran a unui nSegment® cé pleacd din punctul (168,

89) in care ne aflim si ajunge in punctul (168 < 10, &9 20), adicd in -

(178, 109).
Instructiunea

40 CIRCLE 168,89,30

are ca efect desenarea pe ecran a unui ,cerc® cu centrul in (168, 89) st avind
raza de 30 de ,,puncte®,

Secventa de instructiuni

10 PLOT 121,43
20 DRAW 102,15
BO DRAW — 40,28 .
40 DRAW — 62, — 43

are ca efect desenarea ,triunghiului® ce are virfurile in punctele de coordo-
nate (121, 43), (223, 58) si (183, 86).

*) In limba englezd, verbul to plot tnseamni ,a reprezenta grafic®,

*¥ In limba englezdi, verbul to draw inseamni si ,a trasa o linie™, lar circle
inseamnd ecero,
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solutie unica dacd i numai dacd ad — be =(,)

EXERCITII

1) Ce va apare pe ecranul wonitorului, la intersaciia 1[1’1]61 8 cu coloana 12, ia
urma executirii urmatoarelor instrucgiuni?

a) 10 LET X = b) 10 LET A= 21 €) 10 LET X = &1
20 PRINT AT 8,121 & 20 PRINT AT 8, 11; A 20 LET Ye= X u X
BO PRINT AT 8, 11; T

2) Tntocmiti un program pentru afisarea valorilor variabilelor A, B respectiv G,
fncepind cu coloana a 5-a, pe liniila a 3-a, a §-a respectiv a 12.a,
#) Completali programul 10 PLOT 105, 118
20 DRAW 22, — 31
B0 DRAW — 47, 16

v

A0
fn aga fel incit sa aiha ca ofect desenarsa pa ecran a unui triunght,
4) Tntocmili un program pentri desenare d pe ecran a unui drapfunghi ce are rrm
dinlre virfuri in punctels (100, 100), (180, 100) i (180, 160). Ce coordonate arg al patru-
lea virl? -

4) Programul urmitor 10 PLOT X, Y
' 20 DRAW 25, 0
30 DRAW 0,--28
40 DRAW —25,0
50 DRAW 0,28
are ca efect desenarea unuoi erepfl_mghi.
a) Ce dimensiuni are dreptunghiul?
b) Ce valori pol lua \'ur‘ia}niiﬂle X 51 Y7

o AL\*API A (PAS TRAREA) PR()GHAME‘ LOR

\hum cind luecrdm cu ualuu]atnrul trebuie gi finem seama ed

»INé=
moria“ sa retine datele gi prog

gramele doar atit timp cit este alimental cu
curent electric. De regula aledtuirea unui program esle o activitate de durati

si nu este deloc economic si introdugem instructiunile, toate odatd, de la
tastatura,

De exemplu, sd intoemim un program pentru rezolvare
de doud ecualii cu doud necunoscute:

a¥ -+ by =e
ch i dy =f.
In acest program, va trebui mai intti i introdueem coeéficientii

liberi, ceea ce vom face folosind mstructiuni INPUT. Apoi
dacd este posibil, solutia sistemului 51 0 vom afiga, (

a unui sistem

si termenii
vom caleula,
Stim ¢ sisternul are

1000 PRINT “PENTRU PRIMA ECUATIE"
1010 INPUT “INTRODUCETI COEFICIENTUL LUI X"
1020 INPUT “INTRODUCETI COEFICIENTUL LUI Y"
1030 INPUT “INTRODUCETI TERMENUL LIBER";



1040 PRINT “PENTRU A DOUA ECUATIE"
1050 INPUT “INTRODUCETI COEFICIENTUL LUI X* €
1060 INPUT “INTRODUCET! COEFICIENTUL LUI Y'": D
1070 INPUT “INTRODUCETI TERMENUL LIBER": F

1100 LET ‘M = A#-D—B#% C

110 IF H< >0 THEN GOTO 1140

1120 PRINT "CAZ DE EXCEPTIE"

1130 STOP

1140 LET |l e=Ex D —B xR

150 LET | =A% ety

1160 LET X = I/H

1170 LET Y = J/H

1180 PRINT “SOLUTIA ESTE"; X; Y

Introducerea acestui program, de la tastalurd, in caleulator dureazd
destul de mult timp (chiar presupunind e, apiasind pe taste, nu am gresit
deloe), Dacit acum am scoate din prizi caleulatornl, sau doar l-am slinge,
toati munea depusi s-ar pierdel La redeschiderea calculatorului ar trebui
g reluim loate apisirile pe taste!

[ste destul de limpede ca trebuie sd actiondm in alt mod, Si ne amin-
tim cd, pe lingd memoria internd, caleulatorul (HC-85) dispune si de o te-
morie exicrnd, in cazul nogtru de o banda magneticd (casetd) aflatd in cage-
tofon. Sé folosim aceastd bandi, pentru a ne salva de la distrugere progra-
mul, Aceasta se face folosind comanda SAVE*) comandi ce trebuie insotiti
de numele programului (in cazul nostru, si-1 numim REZSIS — de la ,rezolvi
sesteme’). Deci,

SAVE YREZSIS®

ne asiguri copierea pe banda magneticd a programului nostru,

Pe viitor vom putea refolosi, ori de cite ori dorim, acest prograin,
fncdrcindu-1 de pe casetd, ceea ce putem face folosind comanda LOAD##),
Deci, 2

LOAD "REZSIS*
dupd care programul va pulea fi executal (cu comanda RUN), sati doar afisat
pe ecran (cu comanda LIST).

Dat fiind cd am invilat gi citeva instructiuni ,grafice® (anume PLOT,
DRAW, CIRCLE), am dori si ne completdim programul nostru cu o parte
graficd, prin care sd trasim pe ecran dreptele corespunzitoare celor doui
ecuatil, in acest mod solutia sistemului apirind ca punct de intersectie al

celor doud drepte. Instructiunile corespunzitoare sint destul de conmplicate,

avind in vedere cd ecranul este destul de ;limitat® (pot fi reprezentate doar

*) In limba englezi, verbul to sace inseamni i ,asalva® (aici, ,de la distrugére®,
de la stergerea programului prin deconectarsa calculatornlui de la sursi),
##) In limba englezdi, verbul to load fnseamni “a incdrea®,




Jpuncte avind coordonatele Intregi, cu abgcisa tntre 0 & 255, iar erdonata

Intre 0 s1 175), De aceea vom prezenta o formé (mult). simplificata:
1200 LET S = E/B (presupunem ci B # C)
1210 PLOT 0,5
1220 LET T = — A& 255/B
1230 DRAW 255, T =
1240 LET S =F/D
1250 PLOT O, S
1260 LET T e=— C# 255/B
1270 DRAW 255, T
Agadar, pentru completarea programului REZSIS cu instructiunile de
mai sus vom proceda in felul urmiator: vom da banda magnetici inapoi
dupd care vom introduce comenzile
LOAD "REZSIS"
LIST

vom introduce de la tastaturi instructiunile cu etichetele 1200—1270 dupi
care vom da comanda

t)

RUN
sou voin salva noua variantd a programului (folosind un alt nume daci dorim
64 nu distrugem vechea variantd) cu comanda SAVE,

EXERCITH

1) Programul urmitoer: 10 INPUT «CITE NUMERE?"; N
208 ERSE R0
30 LET S= 0
40 LET €© = C -1 1
50 INPUT X
60 LET S= S 4 X
70 IF C < N THEN GOTO 40
90 PRINT “SUMA ESTE"; S
are ca scop caleulul sumei a N numere, ce trebuie introduse ﬂ:{resn folosind instruc-
{iunea INPUT (cu elicheta 50),
a) Indicati comenzile ce Lrebuie dale calculatorului pentru a salva acest program,
‘apoi a-1 reinciirca si a-1 executa,
b) _\Iodlhca},l 1 asa incil s calculeze media aritmeticd a celor N numere introduse,
2 Tonel gi-a salvat pe casetd programul UNU, avind urmditorul continut:
10 INPUT A
20 LET B= AR2
30 LET A= A +1
A doua zi a tastat urmitoarels:
LOAD "UNU*"
LIST
40 LET P= A% B
50 PRINT “P=*"; P
SAVE "pDQ|"
RUN

.




a) Ce va f1 afisat mal fntfi pe ecranul monitorului?

l) Care va i rezultatul afisat, dacd lonel va inlroduce numdirul 47

¢) Dar dacd lonel va introducs numarn]l 10? Numdrul 207 :
8) logel si-a salvat ps caseld gi programul TREI, avind urméatorul conjinuty

10 INPUT A

20 LET C= 0

B0 LET 8§=0

40 LET C= C 41

50 LET §= 5+ C

60 IF C < A THEN GOTO 40
70 PRINT "S="; §

a) Executati acest program de trei ori, introducind pe ri‘ndwca date de intrars,
numerels 4, 10, 20, Ce rezultate se obtin?
: b) (Executati programul TRE| da incd trei ori, cu dalele de intrare pe care la
doriti, apoi executafi programul DO| cu aceleasi date de inlrare.) Comparati rezultatele
obfinuta cu cela corespunzitoars ale programului DOl ce ohservati?

4) Salvali pe caseta programul urmitor:

10 PLOT 100, 90 50 LET A= 0

20 LET A= 0 100 LET B =

30 LET 5= 2 DR EET S =G oy

40 LET T= 2 TZ0EER T =5

50 LET B= 0 130 IF B < 0 -THEN GOTO 150
60 IF A < > (0 THEN GOTO 90 TAQ R Ty =]

70 LET A= T 150 DRAW A, B

80 GOTO 150 . 160 GOTO 50

a) Ca ce intimpld in urma execubiei programului?
b) Modificati-1 in asa fel incit si se termine dupa 410 (20, 30) etaps.
c¢) Salvafi forma pe care o considerati definilivi,

4. SUBPROGRAMIE

Pind acum am intocmit si folosit doar programe simple, formate din
putine instructiuni, De regulid, cei ce fologess intens caleculatorul creeazi
programe mult mai mari (formate din sute, chiar mii de instruetiuni). Ei
isi organizeazi munca in asa fel ineit in cadrul unui program sid nu existe
seevente (mari) de instructiuni care si se repete, folosind in acest scop sub-
programe.

Un astfel de subprogram este apelat si executat ori de cite ori este
nevoie de el; in felul acesta se economigeste munca de programare, Subpro-
gramele au rolul de a evita scrierea aceleingi secvente de instructinni de
mai multe ori.

Sé consideridm, de exemplu, urmétoarea problemi: se cere si se rezolve
gistemul de ecuatii

a3 4 by
¥ 4 dy = v,

I
s




unde (n, v) este solutia sistermului de ecuatii
X+ by =@
X e ,1‘\ o /"

iar a, b, e, d, e, f sint numere dale, _

Piogramul nostru va trebui deci cay dupa citivea numerelor A B, ... B
sd obtind solutia (X, Y) a celui de-al doilea sistem, apoi sa congideram
pe X, Y ca termeni liberi ai ecuatiilor ce formeazi primul sistem sl sdl
rezolvim acest prim sistem, .

In leetia anlerioari am prezetat un program pentru. rezolvarea unui
sistem de doudsecualii cu doud necunoscute (programul REZSIS), Vom
putea folosi parte din el ca subprogram, in felul urmator:

10 PRINT “INTRODUGETI CQEFICIENTI"
20 INPUT A, B, E '
30 INPUT C, D, F
40 GOSUB 1100
50 LET E =X
60 LET F=Y
70 GOSUB 1100
80 PRINT “SOLUTIA ESTE"; X: Y
90 STOP
1100 LET He= A% D —B#

1170 LET Y = JjH
1180 RETURN

Si abservim aparitia a douft noi ingtrucliuni: GOSUB si RETURN®*),
Prima dintre cle este analoagd cu instructiunea GOTO; ea are foima:

etichetd GOSUB eticheta

si are ca efect saltul Ja eticheta indicati in dreapta.

De exemplu, instructiunea 40 GOSUB 1100 are ca efect saltul la instrue-
tiunea 1100 LET.... Dupia execulareca mstructiunilor 1100—1170, urmeazi
o0 instructiune 1180 RETURN, care are ca efect saltul inapoil la inglructiunea
50 LET... . In continuare intilnim o noni instructiune 70 GOSUB 1100, care
provoacd reluarea execularii instructiunilor 1100—1170. Intilnind 1arasi
instrm:-Liunm_l 1180 RETURN, va avea loc un alt sall inapoi, de data aceasta
la instructiunea 80 PRINT....

Felul in care se procedeazd poate fi schematizal in fignra V1.4, Se
observa limpede ca instructiunile cu etichetele 11001180 se execulid de

*) Verbul to return inseamnd, in limba englezd, .a se inapoia®, sau .a reveni la

locul de plecare”; gosub esle compus din doud cuvinle: go (odu-le) i prescurlarea sub
de la subprogratn,
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10 PRINT..

LTI

40GOSLBHIY

ke
r“f‘" HI00LET o, «

EOLET... ETTITITE RN}
706051100 HIOLET...
HGORETURN

(BT |
l

BOPRINT ..

suge v

Fig. VL&,

.dou& ori. Instructiunile RETURN urmeazd intotdeauna, in executie, unor
instruetiuni GOSUB' 5i realizeazd un salt la ingtructiunile ce urtneazi direct

acelor GOSUWB.

EXERCITII

1) Programul urmétor: 10 INFUT A, B
20 L BT
30 IF A<= B THEN GOTO 50

40 LET X= B
50 PRINT X

4

are ca scop delerminarea celui mai mic dintre numerele A si B. Modificati-] in asa
fel incit: b

a) s aibd ca rezultat determinarea celui mai mare dintre numerele A 5i B ine
troduse;

h) si apard mesaje explicative suficiente.

2) Intocmifi un program pentru aflarea restului tmpértirii unui polinom P(X)
la (X — a)(X — b), cunoscind valerile a, b, e = Pla) $i d = L(b).

3) Intocmi{i un program pentru aflarea numerelor u i ¢ din relafia

aX + b i v
(A—-61(-3.—d) el“*c .X“d

e¢unosctnd valorile a, b, ¢ 8i 4.
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INSTRUCTIUNI DE CICLARE

S& fntoemim un program pentru caleulul si afisarea patratelor nume-
relor N1, N4 2 N+3, N+ 4 g6 N5

10 INPUT “INTRODUCETI NUMARUL MN“: N
20 LET X =N 41
30 BET Y =X # X

40 PRINT X: Y ;
50 LET X e=N 42 : . |
60 LET Y = X % X ‘ ‘ |

70 PRINT X; Y

140 LET X = N4 5
S 0S[EET e J-f * A
160 PRINT X:
170 PRINT "TI'FM!I\'/\ I
Observam cd mare parle dintre instructiuni se repetd, chiar de 5 ori.
Limbajul BASIC, ca de altfel toate limbajele de programare a calculatoa-
relor, permite (‘\’1'({1'(1 repetitiilor, O posibilitate este folosirea instructiu-
nilor de ciclare FOR-TO/NEXT*), Acestea au forma:
etichetd FOR variabili — valoare initialdi TO valoare finala
etichetd NEXT variabili. :
Sd rescriem programul de mai gus, folosind aceste instructiuni nois

10 INPUT “INTRODUCET!] NUMARUL N™: N
200FOR C =1 TO 5

30 LET X =N4-C !
AR S

50 PRINT X; Y

60 NEXT C

70 PRINT “TERMINAT*"

Programul este acum mult mai senrt; a apirut in gchimb o variabila
nouﬁ; C, care joacd rolul de ,contor. Aceasti variabild ia pe rind, valorile
intregi 4, 2, 3, 4, 5, numirind de*cile ori se reia executia grupului de instruc-
tiuni 30-—50 ()bu.m'\.:m ca grupul de instructiuni care se [(“p(‘hl (se rei a)
este incadrat intre instructiunile 20 FOR... si 60 NEXT..

Lia fiecare reluare deci, valoarea variabilei C creg.te cu 1. Atunci eind
valoarea lui C este 6, deci depageste valoarea finald 5, executia programului
va continua cu prima instructiune de dupid NEXT, adici cu 70 PRINT....

S8 analizim cum se execuld programul: '

IO EGRS @SSRk
20N HE = @
30 NEXT C

#) Tnlimba englezd, for Inseamnd ,pentru®, ro inseamnd ,,pind 1a%, iar nezt tnseamnd |
surmatorul®,
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Ba prima vedere s-ar plrea cf ingtructiunea 20, ce se afl Intre FOR g1 NEXT,
ge executd de doud ori (pentru valorile 1 gi 2 ale contorului C). Nu este insd
asal Intrucit cresterea cu 1 a valorii contorului C, asigurati de cilre instrue-
tiunea FOR, este compensatit de sciiderca cu 1 a valorii lui C provocati de
instructiunea 20, constatim ecid variabila C nu va lua niciodatd o valoare
mai mare decit valoarea finald 2; execulia programului va continua la ne-
piirgit | -
S-a intimplad asa decarece am modilicat valoarea contorului, intre
instrucfiunile FOR si NEXT. Pe viitor evitati sd faceti aceasta! Ca o reguld,
valoarea contorului nu trebuie modificatd necontrolat intre instructfiunile

FOR si NEXT.
S rescriem, folosind noile instructivni invitate, programul pentru

calculul mediei aritmetice a 10 numere:

10 LET S =0

20 FOR C=1.TO 10

30 INPUT “NUMARUL"; X
40 LET S=S+X

50 NEXT C

60 LET M = 5/10

70 PRINT “MEDIA ESTE"; M

EXERCITII

1) Intocmi{i un program pentru calculul sumei gi mediei aritmetice a 5 numere,
cu afigarea mesajelop corespunziiloare,

2) fntocmifi wa program pentrn calculul pitratelor numerelor naturale cuprinse
fntre 11 si 99, folosind instrucfiunea FOR, cu afisarea corespunzitoare a rezultatelor.

8) Intocmifi un program pentru caleulul sumei cuburilor numerelor naturale cu=
pringe fntre 4 si 30, folosind instructiunea FOR.

6. ALTE FACILITATI ALE LIMBAJULUI BASIG

@um am putea sd extragem ridicina patratd dintr-un numir X, folo-
gind calculatorul? Daci ne multumim gd obtinem rezultatul cu 8—9 ciire
exacte (ceea ce de obicei este suficient), atunci acest lucru este foarte simplus
limbajul BASIC dispune in acest scop de o funciie, notatd SQR*). Un pro-
gram simplu ar putea fi urmitoruls

- 10 INPUT “NUMARUL X"; X
20 LET Y =SQR(X)
BO PRINT “RAD. PATRATA ESTE"; Y

*) SQR este o prescurtare de la squarse root, ceea cg in limba englezd inseamnd
oJradicind pitratd®.

Cuvintul ,funcfie” este folosit aici Intr-un sens-diferit de cel utilizat in partea 1
a manualiui. '
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Avem la dispozitie si alte functii, dintre care amintim: ‘a) funetia
sinus SIN; b) functia cosinug COS; ¢) functia tangentda TAN (in acesle [unctii
argumentul, adica marimea unghiului, trebuie exprimat in radiani, nu in
gradel): d) functia parte intreagi INT 3 o) functia modul ABS.

Limbajul BASIC este creal relaliv recent (in anul 1960), dupi mai
mulli ani de experienti de programare in limbaje mai vechi (FORTRAN.
COBOL ete,), Datorita experientei acumulate, s-a decis si ap permita o
sorie de facililati, care st usureze munea programalorului, Prezentam numai
0 parte dintre acestea: ‘ ‘

1) Pe aceeasi linie de program (_il'lvmif'ln:‘nl.‘-"l de o eticheta) se permite
serierea mai multor mstructiuni, separate prin semnul: (doug puncte). De
exemplu, iatd trei instruectiuni serise cu o singurd elichela

10 FOR € =1"TO"7 {LET X =X 4C i NEXT C

2) Se permite operarea si cu euvinte, nu numai cu numere, De exemplu

“BAS" L "|C" — «BAS|CH )

Regulile de lucru eu operatiile cu (?.m'i_nl.e' nu sint complicate, dar u'lf*p;‘-n.gesr;
cadrul manualului. '

3) Se permite salvarea datelor si rezultatelor, nu numai a programelor,
in figiere speciale, pe banda magneticd.

4) Exista si alte funetii, instructiuni ¢i eomenzi, pe care nu le pulem
prezenta in acest manual, Cititi si alte cirli, din care sa invatati lehnica de
programare structurata; totodata insusili-va aritmetica binard (in haza 2

S& prezentam, in incheiere, citeva programe utile,

a) Program pentru rezolvarea ecuatiei de gradul al doilea
ax® + bx 4 ¢ = 0.

10 PRINT “INTRODUCET| COEFICIENTII A, B, C*

20 INPUT A; B; C: IF A<>0 THEN GOTO 40

30 PRINT “ATI INTRODUS A =0. REPETATI"; GOTO 10
40 LETD=B%B—4% A% C: IF D> =0 THEN GOTO €0
50 PRINT "NU ARE SOLUTII REALE“ :STOP

60 LET Y =—B/2+ A):IF D< > 0 THEN GOTO 80

70 PRINT “O SOLUTIE, X ="; Y : STOP

80 LET D = SQR(D): LET Z = D/(2+ A)

90 LET ] =Yoo Z VLB ) = Y e 7

100 PRINT “DOUA SOLUTI, X1 ="; X1; “X2 =" X2 : STOP




Schema logicd este urmatoarea:

Huarg sel

rahla
S220E

z=Vd/2a
Rys=y=2
Xy=y+Z
/5T

Fig. VI.5.

b) Program pentru determinarea celui mai mare divizor comun d a
doud numere naturale a i b, prin algoritmul lui Euclid

10 INPUT “INTRODUCETI NUMERELE A, B“: A, B

20 LET X = A:LETY =B:IF B> 0 THEN GOTO 40

30 PRINT “ATIl INTRODUS B = 0. REPETATI" : GOTO 10

40 LET C = INT (</Y) V LET R =X —C Y IF R =0 THEN GOTO 60
SO LET X =Y : LET ¥ = R 1 GOTO 40

60 PRINT "CMMDC AL-LUI"; A" SI" B ESTE": Y

¢) Program pentru aflarea raddcinii patrate din numdrnl pozitiv a,
cu 5 cifre zecimale exacte dupd virgula. |
10 INPUT “INTRODUCET! NUMARUL A“; A : IF A « 0 THEN GOTO 10

20 LET X =0:IFA=0THEN GOTO 70
30 LET X =1
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40 LET Y = 0. 5 (X 4 A/X) : LET D = ABS(X —Y)
50 IF D < 0. 1E — 5 THEN GOTO 70

60 LET X = Y : GOTO 40

70 PRINT “RAD. PATRATA DIN"; A:" ESTE": X

A

Facind urmatoarea modilicare

40 LET Y = 0. 5% (X 4 A[X[X) : LET D = ABS (X —Y)
si modilicind evident mesajul din instructiunea 70 PRINT..., se obtine un
-program pentru aflarea réddcinii cubice din numirul «, in aceleasi conditij
(Comparati rezultatele obtinute folosind aceste programe cu tabelul de |a
sfirsitul manualului.) - :

Observati cd in instructiunea 50 IF... apare 0.1 E—5 care esle de
fapt numarul 0.000001 scris in forma standard (E fiind o prescurtare de la
sexponent®), :

d) Program pentru calculul valorii P(z) a unei funclii polinomiale

P(fﬁ) = apz" - (5,],1:?.?7“"1 A e a;T - dy.

10 INPUT INPUT “GRADUL POLINOMULUI?": N

20 INPUT “VALOAREA X1"; X a
30 INPUT “INTRODUCETI COEF, LUI X 1 N“: B
40 LET K =N

50 LET K=K —1:IF K <0 THEN GOTO %0

60 PRINT "INTRODUCETI COEF. PUTERIl X Rl
70 INPUT A

80 LET B=B# X -~ A:GOTO 50

JOSRRINT “POS XTI SR

ot Tae 18- 3 .,




INDICATII ST RASPUNSURI

\ Pag.3. 3) Adevirate: a); b); ¢); e); g); h); 1) j); 1)s n); ol
4) Adevirate: a); b); c); d); e); I); g); h); ).

5) Se stie ci: AUB={z|o=Ad sau e= B}; ANB={z|ccd §l = B} |
A— B=lz|2z=Asi 2@ B},inN; Z; Q; R; R — @ reprezinti respectiv mulfimile de nu- -
mere: naturale; intregi; rationale; reale; irationale.

6) Adevirate: a)i;ii;b) Nc Zc Qc R gideci RNQC B,
11) Se reprezintd pe axd {—38; 0; 3h

12) Prin patru puaste.

Pag. 4. 1) h); i); j); k) se scoate factorul comun.
2) Adevarate: a); d);e); h):i}; §)s 1),

B)a) a = 27; ) a = 2000; ¢)1959; d) a=101; e) a = §; {) a=0; g) a =0j
et .

) A= {7}, B= 0.

6) Adevarale: a); ¢).

10) Se gtie cd a® =1 gi a™@ it .

an
1) ajg = —6; bla= —1; cja= 8} d)a = 2; ele =12 f)a =3,
12) A-:{i} . B=m @,
14) a)a = —1; bla=38; cla=1; d)a=2; e)a= 341, fla=7+1;
glia = — 40 h| a=-Lo: igss B

15) A ={+ 5}; B= 0.
16) b) b € R - Q; ¢) a=z+ ) 2y; b=ga— /2y, unde (o, y) €k,

d)a=|/3 si a=|/5imposibil, deci a = 0,
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: ‘ e dacl a = 0
FPag. 6. 1) Bo stie ¢f] a | = { } :

—a dacd a = 0,

8) Spre exemplu’ |« | = 4 Inseamni @ = 4 si g = —4,

5) Adevirate: b): o) d): e); 1),

6)a)o = 0; L) .f.‘.s.-? WE ( el djz=s0;y é)as0; f)aso

d = {1} B= {0} Cm {~1,1}; D= {~8; —2; —1;0;4; 2; 8},

il) a) ~3; bh) - -

R =

se) Bod) [ d~ 205 &) Dacd o 5 O, la]; dacd = 0, 0}

Nzl g 2= 0.

Pag. 11, 4) 4 = [—1,4]; B=(3,7]3 C=[—=8;0); D= (=3 3); € =[0; o) “
B = (Z: ool

| _ G = (~00; 0]; # = (~0; =3); I (~a0; =2]; J=[—3; w); K= (=op;1]; |

| L=[5 w); M= 05 26 N =(- VT +/3]; 0= [-i- 3}; |

P=[~1,(6); 1,(5)]. ' |

“ ) Adevarate: i]; iii). |

i 6) a) 1, = [0, w}.; b) Iy = (=i ~1; ¢) Ty = (05 09]; o= (0; 473 £ = [0; 1] j
14) a) I, 5 1,.

Pig. 18, 1) &) §~2; 93; b) [~5; 3]; o) [=2; O]; e) [~3; 8); &) §=8, 5; 5y
g) [—2,(16); 1,41].

4) Interval: a); b); el

5)a)[1; co); b) (~1; 0); c) R,

D) {t; 2 8 4k A) {—2; —1; 0} e)[~/F; 1V3); 8 (0; 2%)
12} Intervale: a); o)

| ' Reuniuni de intervale; restul,

18) a) {—o00; —3]U [3; +00); b) f~00; ~1] U[3; c0); ©) f—o0; —5) U (+45; ool
d) (—o0; —5) U (3; +o0).

Pag. 19. 2); 4); 5)26); 7): Se rezolvi direct, prin inlocuirea in ecualia respectivi a

nécunoseutet cn valoarea numericll respectiva, sau rezolvind eeualia propusd si apoi cons
fruntind solutia ecuafiei cu numirul respectiv,

8) Se rezolvii ecuatia si apoi se cerceteazsi dacy .§ apartine mulfimii date.
i 9) Analog.

1)al 8= {1} b) §= {40},

t



)0 singurd solutie sau mai multe (solutic unied sau identitifi). a), b) identitaf;
®) o sinzuri solufie; ¢) gi d) nu au solulii (ecualii imposibile).

15) Nici o solufie san o solutie (Imposibild sau solufie unicd) a), c) solutie unicss
b) imposibild; restul, nedeterminiiri.

16) Tn a), by, ¢), d) sp tace @ = 2 si apoi se rezolvéd ecuatiile in necumpscuta a
17) Analog.
18)y m = n = 0.

20) 1)a)m e R* b)) meR; ¢)me R~ {=1;0}; d) meR* e¢)melR:
flmelk — {—2 2}; 0)m = R; h) m & R*; i) ecuatie imposibila; 2) a) m eR*;
h) m e R:. c)meR — {—1;0}; d)meR¥* ¢)meR; )maelk - {-2; 2);
glmelk — {—1;1}; h)meRY i) ecualie imposibild;

*3) si 4) se dedue din precedentele.

O

22) &) mow = —aj e F mF 0, 0 singurd solutie; a = m = 0 identitate; a =0 si
m = 0 imposihild. :

? : 3 2am
b)z(a 4 m) = 2am; a = —m o singurd solupier § = Jeiilul: g ==
b W~ m
ecuatie nedeterminald § = R;

1

4 — m

c)m # a, Srﬁ.{

} : mo= a, ecuatie nedetermipali S = R;

d)a £ m, § = {e+ m}; m = a, ecualie nedelerminatd, § = R.
L | . >

Pag, 27 Na)ee[—3;w)ih) ae[3imw); ¢)ee (—w; 1].;d) 2 e (~00; —2];

e)xE(—-m; —%} [) e €(—c0; 1]; g).re[—i: -{kco); h) z e[=2; +om).

9)b) —b(z— 1) = = 1dz; 1z = — 4; z e[—i ; +m]‘.

a—1 N
2 3

10)a) g>0; b) —2=0; ¢)ad+120; d) —2—~120;e)

1) a) & < 0.

1B)A. 20~ 122; 2223; a2 : s ;gc—:N!"l[ 2 -5—00]; ae&N — {0, 1}, deci

)
3
W)

rofeo

d={velN|o:=2}

14y a) Be rezolvd sistemul '{‘I 4 1.- , apoi intervalul ohtinut se interseg-
A
toazd cu &,
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18) Se rezolvi fn B sistemul:

18) Pentru A. (241 |< 7 —T<o2+1<+ 7.

=201 . k »I
17) 2 = ———:; 2 = 0; afunci 2a— 1 <0; a<—.
20— 1 2
: (x—2<3 |
19} a) Se rezolvil sistemul LU :
@ 1= —2 §
,}1_
g — g >— 2 — 2 &> —2
20) 1) ¢ &4 20> 6 — 15 a x>—38; as(—2: + o).
S — x> — 14 — 14 G

l 22— 3

= — 2
. )
22) Se rezolvit in Z sistemul

7] {
22 —3 ; |
l“ P

o

28) Se va tine cont de inegalitatea triunghiului,

Pag. 29. 1) Prin inlocuire directi se rezolvii respectivele inecuatii si apoi se veri-
ficit dcad elementele multimilor date aparfin respectivelor intervale,

x+1>0 [ sk di<0
2) b) Se formeaza sistemele 1) g . sau 2) 4 ;
3—a>0 § == 0

Se rezolvi sistemele 1) si 2) si apoi se reunesc intervalele obtinute.

8) a) ha(2z = 1) > 05 D) (22— 1)(2e 41) < 0; ¢) (¢ — 2)2< 0: d) (2 — 8)*>10:
e) (5z — 1) < 0. '

Da)2—a>0;8) e +5<0;¢) 2 —1<0: d) fractia-nu poate deveni egal3
cu zero; -2 > 0.

2

Pag. 32, 1) ¢) 2= 05; y=02;: 2) d) o = —1. ¥ =1; e) Solutia.este (5; —3);

97 19
Il -3
7 15" 14

3) ) [éi; ——?] z;)[%; J—] “’(:,'

¢) [é}; ~—1]. 3) a) (3; 6); b) f-i?; - :

o

Pag. 36, 1) a) z=5, y=11,

4 45}
2) a)[19§; Lib 23:); b (9; 9; 6).
17° 1’ a7




Pag. 89, 1) 20,5 m, 24,6 m, 27,5 m, £) 17,5 em, 25 cm, 22,5 cm. §) BA 5 BP
y : a— bt o s i S e h o
au lupngimea -— — 2 T8 490958 kg 14 ke, B) 84, 16, 3; 6) 45, 10 respectiy o litrd

‘)

pe minut; fn 23 min. 20 see. 100 min., respectiv 300 min,

Pag, 4. 1) a = —5. &) Graficele sint drepte paralele. 6) Graficele sint semi-

: _ e 1 ¢

drepte, &) a) flz) = —1bz -+ 24; b) glz) = 2o + 25 ¢) NU. 9) a) T =20+ 5— @,
0,9

a fiind adincimes in metri, iar 7' temperatura in °C.
Pag. 61, 6) glz) = 2a* — 4z 6) flal=a" — ba+ V. &) Nu
Pag. 64. &) b) 64 ehmil.

Pag. 66, 3) X' — X°— 32X+ 4,

S T SR ]
Pag, 66, 1) a) —4X% b) —— X% ¢) 6X4

Pag. 68, 1) a) X*— 2X +—; &) =384+ — X~ 20X,
3 2

”) a) "'ﬂ‘-ll X L9, restul —1; b) citul 3X¥-+9, restul 47; ¢) Restul 0.
2) a) Gitul X — 1, restul 2; &) Citul X* — X1, restul 0. §) Citul la prima inipartire
este 1m|.4_lrt]'(-_!1"|11 la cea de-a. dona. &) a) X'— VXL YRX— Y5 b) 68X+ 2V
¢) Citul 2.X¥ + 2%, restul 4¥X 4 2Y%.9) @) —6Y X + 18 Y% b) —6XY 42X

2

Pag. 60, 1) a) Nu; b) da; ¢) da; d) nu; e) da; f) da. 3) m = &5,

Pag, 61, 1) e) (X — 1)(X4+1)(X%+1) (X2 2X+1)(X*+2X+1); f) (X—1)- (3" +
4 X+1)- (X4 X°+1). 2) Reductibile sint X* — 4, X?— 2= (X = |/ 2)(X + "?J
E*— 4 X+ h X048 = (X4 92)(X2— 2X +4), X0+ 2 = (X+ PI)X* = P2X+V/ L) st
Xipq = (5 — /2% +1)(X* + |/2X +1). 4) Valorile P(a) si Ofa) sint egale pentra

orice a; de fapt avem acelagi polinom, scris in dond moduri diferite,

Pag. 62. 1) a) rest —9; b) rest 3; ¢) rest —9; e) rest —14, d) 0,569.

8 A1 2
b)) m=—=—,n= = , restul — — .,
3 3 3

Pag. 63. 3) a) —38, —1 51 3, 0) R e DI R

Pag. 64 2) ¢) (3X — 1)(8Y+4); ) (6X +1%(6X +4). 3) &) 9.X*+ 30X® 4 25
¢ 5) 99X — 60XEL 100, &) a) (X205 b) ;::.\‘2— 912, 5) a) (7XP = A)(TX°+ 4);
B) (¥ — 1)(AX+5); ) A(5X —&)6X+4). 6)b) XX~V 3X+V3);

o) XX — 10 IX 1) :

1t
g Pag. 65. 1) a) (2X—38)(AX24-6X49); b) 2X(X°+12); ¢) ‘(-1 .Y‘—i)-[-;l‘—l-

]
b4

+2 X+ 1). 2) o) (X — 1)(X+ 113X — X+1). 3) a) (X = YD+ 2+ VR
o (X -V Yax 2 Y2




| s Pag, 66. 1) a,
3} a) (X — 1)(X - 2

,q;’};__l..“.‘

Pag. 67. 1) a) (X — PV(X*4 b) (44 BIAH B%; o) (X4 ANX+L B);
d) (X+5)(¥8); o) (XY — a®)(XL ¥n): fl (Xda) (X2 '%rmj 2) u) (X~¥ )X
- FIXRE Y2 b)) (X = YJ(X4 Py H 1— YO - XY+ V) o) (3K — 2 ¥l
| d) S(X — Y)(3X — Y); e) A9 — 4X)[9Y - 4 X o (B ;l u9:r -12XY 1617,
d) a) (XYL (22— Y —Xy2r x2 L'.‘{l PY2— X V1) b)) (X — Y)X ~
—ZNEX Y+ Z); ) (X — e+ b} (X +a—b); r_l‘) (a®+ b%) (X —’} e) (X=-¥)(X
-+ XY — ¥ g) Completafi pind la un patrat perfect: (X9-L 3¥2)2 — (2.X )8, -

I’m‘ G9. 9) a) AL b} "‘-'I:(.‘) AT R f']j Fn 2:(‘) y_ 2 f) A &
SR Ul e U‘) A= P b) (XY= T 5)a) ¥ — B8 e ke ddivide
nici cu ‘Y = &, micl cu X +1:38) A%+ X1 nu se divide niei cu X — 1, nici on X = 2
Pag. 71. 2) a) X®— AX 4 3 san 342 . g¥ ¢ 6,5) X4 3¥+5; ¢) Staf e
intre ele; g) X* 4+ X% + X +1; h) X — 1.
| Fugs Tk o) il RllL bl gl Rl g et o e) X4 (ab + ae i be) X abe.
3) a) XX~ 4% b) XX~ 8); o) NX*41); d) BX+2)(DL48); e) X(L7~1).
5) b) X X°— X2 -
Pag. 74 1) ¢) P(V/2) este aproximativ 51. 2) = — 54, d) a) ~4X*a X;

b) — X% 1.

9
Bag, 7h. 3) /=5 =0

CJ_~Y p 5 . ror ;
Pag. 76, 2) a) 4 ""’“3’2 f) (nu se simplificil). 4) o) ¥ — 3.
¢ 3 *
X=¥—7 18X(X — ¥)
[;) ..L_ ——e- ) MRS I i L
X4 Y2z X4 ¥

Pag. 78. 2) a) 15:5) — —; ¢) —2; d) =5; ) O

X - X1 2
Pag. 80, 2) a) 5;b6) = ie)

Pag. 83. 2) ¢) =———; f)

1
c .
) 1 - X

L 4)«)—7’-L.

X4+ X Xl LT

Pﬂg‘. 84, 3) !1)

: X+ XY &Y %
Pog. 87..8) B) === o) l,' 4 W) BRI o)

(X+¥)(X—y9)

7) a) X —1;

&) Transformafi mai intii in fractii rationale, apei
simplificati-le pe cil posibill

Pag, 91, 3) Toate. §) 1) Nisi o valpare.
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P (BX=1) (X~ g
o 1, ’ (XHA)(X4BX+6); ¢) (Xmt)o(Xdk
d) ‘:‘[’ — 4 (X1 X~ 2 WX -+=215 #) T~ (X -1 H“L = J.) P 42X - /.t).




Pag, 04, 2) b) 8 f) nu au solufii; k) Dacii a == 9, atunei are solufia 0 dacd a ok g
nu are solulii; ) nu are solutii; m) Dacd m = 0, abmici are solulia 0; dacd m 2 0, eouatia

are dond solutii; 4) k) 0 si 8) a) Solulli —26 si 24; ¢) nu are solufii; d) o

si — |/ 0t 1) dacd m == n, 0 singurg solutie!
§) Indicatie: analizali posihilitatile o = O0; 0 5 0. 9) Oblinem ecnalia |/ 208
mati soluliile el

singurd solulie; —2; g) solufil - |/

=1} aprexi-

Pag. 89, 2) a) 2 §1 125 5) —2 si —12. 4) Ecualiile au aceleasi solulii: ce puteti
deduce? ) Nn. 7) m = =92 sau m = 92, %) Folositi tabelul de la sfirsitul manualului,
W) m—= —9:a doua solutie esle 25,

‘Pag. 103, 6) ¢) nu are solufii. &) a) 3~ [/ a5 s 3 [,"/3: o) -l V’Tn i
— 4+ [/_‘)_’ d) o singura solutie: 2.
Pag, 106, 3) Folosifi relaliile lui Viéle, dupd caz. ) z= — = o= a2 G
2 9;
o) ay=1, m=238. 4) 311 s 26. 5) 192 81 75, 7) Penlru m=2 $1 o=z w4, &) 3?‘/&". g

9) Da, pentru m = —1.

X413 Xe-Lg =
Pag, 108, 2) a 3 b)) —— . e) ——— . 3) Discriminant 1
. e 2X — 15 A / 9Y 49 ) Discriminantul = este

negaliv doar pentri m %= 0. Penlru e == 0 trinomul este reductibil

‘

Pag. 112, 7) a) Solulii 2. si —; ¢) nu areg soluii; e) nu are solutii. £) &) Nu

arve solulii; ¢) o singurd solulie; 2: k) 1; 1) 6. 3) a) Patru solufii: & /10 & l/ﬁ,
L) nu are solutii. | '

i (==
Bags 110, 2) 40-m.. 2} 99 s 80 omf 3 2B 8) Saipoonile: 50 Jdbusi,
W) ?

d) a= 420 5) & msli 4 m;dmsi 32m. 6) 12 si § ohmi, ¥) 80 cm si 100 cm

Pag. 117, 1) Evident, 1,024 2) ' =12, 2 48% 3) M o 1485
) 295 C ey 416
d) a) m= —=3; b) m=—3; ¢) m=4 5) Aproximaliv 0,34866 - 10" s 0,442 - 1073,
S i .’_’[/7% [ ) ] L 40
01776 10% 6) a = = adicd aproximaliv 12,8 ¢m. 7)a=8, b= —, ¢=20
3 ) =N 20.

§) Intre 22016 ¢i 2,56054, 9) |/ 34 em, adiei aproximaliv 5,8 em, 14) Negaliv: pozitiv.

R T2 %51 aproximaftiv. 3.8, 18) I 0 Ly 14) Indicalie. Aplicali teorema lui

Pitagora celor doui trivnshiuri dreplunghice neasemenea din lig, 4 lan= l-';'_’— 2 ()22
75) Nolumul esle de aproximaliv 0.4 40" km®. 76) R = 3 kQ: cirenilul poate fi
tnlocuit prin rezistorul £, I7) 0.5 kQ. 18) Adunim, apoi scidem cele doud ecuatii.

Solulia este (3: 2). 19) m = —7. 20) Solulii: orice numir real diferit de —1,
21) @ — 5. 23) 35 N. 25) 2h. 20) m— &, n—=6. 27) Q(X)=(X— 2)(2X—3)(2.X-+3).
28) = —3. 29) Ciiul este X0 L qXn=2L g2ym=84 = 4 4023 o gn-1, 30) a = —2.

#)a=7, b=15, ¢=4 32) Trebuie ca P (_I"} =0 w9
; 3 ;

43)e R Y(X — )XV~ 1)1 S=X(X ~1)(2—¥?). 34) (X ~2F)%. 35) (X + V= 9)(X+2),

36) X = L)X — &)X+ 3)[X+4). 37)a=—3 sau a = ~2%; nu, deombece in

acest caz ar trebui sa fie Q. 38) a) s & =18 b) ¢ == 13; ¢) penttu nici o valoats.
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i F+41 8 —
80) o) @ Y= oh———i ) B= 1) 8) 2850 k) . e S
] Y4 3 9Y -9 ¥
92X --18 X2y X+ 6 e
J J—— ! =_f—%—-' . d1) «a) Este de preferaf sa notam Xi—=1=Y: & =
X + 6 X+ 3 . ) ¥ _"g 1
b) La fel, notim X*+4 X = Y; %ii d2) a) - e by 2
. X?L X 41 (X% — 4)* e
4 Xtz X —1 12X 415
e) =i ) At e s d3) a) ————— 3 b S S >
Tia J ) TV 1) sy ) G ¢) P+ XY,
X* — 3XY Y+ X = IR S 1
@)u) ————bpl; &) ——.. #) d) ‘_——_—XL; b.;l; e} 2;
XY+ 37° Yy—- X 92%% — 18 g

6) Corect ¢). &7) a) —02 §i 06; &) —& gi —; ¢) SR e BT R EP
g iy ;

i A e (T # 3 :
e) q[ - si -I;I/ . 48) a=1 gau a=2. di) a) ia‘qiﬁ‘“?ﬁﬁa EQl

“

¢ ' 5 1 ! 7 :
163 — 168+ 3=0; b) 2+ —x— —=0; ¢) 324—13“ 28 =0; d) x*—8x —1=0.
12 6 11 124

50) a) x*— 2ax+a*—b*=0. 5I) a) ax? — bx+e=0; b) ax*-2bx-4e = 0;.
c) ax®+ {b — 4a)x+ (e — 9p+ ha) = 0;d) cx*+ bx+a = 0. 52) m= —12 sau m=12;
b4 X

m=0, 53) a) m=12; b) m= —1; ¢) m=13 §4) Notim y= , de umnda
‘ d5x

[ = . 5

x—- ;' :ecuatiade gradul al II-lea y* — my — 1 =0 are discriminantul pezitiv,
y — ‘ .

oricare ar fi m real. 65) m = 22; solufia 5. 86) Nu. §7) ¢) si a). 68) Nu, Prima

.

inegalitate se deduce din faptul ci discriminantul este negativ. 59) a) Solutii —3 si 3;
e) solutii 5 §i —2. 60) a) Solutii —m si 4m; b) solutii —m —1 si-—=m --1;

d) o singuri solutie: {2 61) a) Solutii —2, —1, 1, §i 2; d) © golutie: 9;

e) o solutie: 3; f) & §i 5. 62) Discriminantul se poate scrie = (m-Hn]”J.—i (n— p)? 4
) 9

1 ; ’ 5 . g
+ — (p— m)? deci nu poate fi negativ. 63) Daci =z este solufia comuni, atunci
z este solutie a ecuatiei (ax*+ 3x-+ a?+ 1) — (ax®+ 2x-+a’- 2) =0, adici == 1.
Dai 1 nu poate [i solufie a primei ecuafii, orice valoare ar ayea parametrul a. Presupune-

rea ci ecuatiile au solufie comuny este deci falsi. 64) Dac# p este numérul participanti-

lor, numsrul partidelor jucate este p(p2—— 2 : 10 participan{i. 65) Lungimea celei de a

n-a infisuriri este aproximativ (3 + 2n - 0,4)r. fncap aproximativ 2700 fnfisurdri; filmul
. Deter-

are lungimea de aproximativ 1398 m. i) Tdiati bucata mai intii paratel cu o bazi
minati la ce distant{d de bazil

Pflag. 122, 1) a) 0; b) 1. 2) 100. 3) Numerele sint pozitive. Compardm pittratele
lor cu 2% 4) Al doilea este incireat cu peste 3.5 m? pictris. 5) Indicatie: ardtafi ci nume-
rele se divid cu 3. 6) 3% cu minecd scurtd gi 1 cu minecd lungi; la fel, san 35 en mineca
scurtd. 7) 100 numere; 50 numere; 12 numere; 20 numere. §) Nu existd astfel de numere
paturale; ele ar trebui si fie divizibile eu 169 -5 -7 -44 +43:47:19. 9) a) a = be=1;
5 e e ) = =1 J0) a) Bt yt=16 e posibil dear daci =0, ¥ = 4
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Rémine 2+ 16 = y*, care se mai scrie 16 = (¥ — z)(y + z). Ohservati ci apar doar
Iu-,:;blhtd_[ﬂt Yo g L it =0 ] fi— B =4 h) 45,16, ..., 245 e} Dach a4

A

esie primul numar, obfimem cid z(2e4- = — 43) =4, de unde r =1, z = 2 sau z = 4,

Cazul @ =1 este banal. Cazul & =2 nu convine. Numerels sint 24, 22, 23 gi 24,

11} Intre — si 1. 12) Cel tirziu 1o ora 9 si 49 minute. /d) Aproximativ 47. 14) In
3

6 ore §i 40 minute, Z5) Plimbarca pe riu. 16) Nu, ci doar cu 3294, I7)1 Smpyrg

(b — a)(e— b)la — ¢)

18) fi[2; 51— B, fla)=—w — ==, 19) Relajia se scrie =0
el 3 3 ‘abe
(= )2y —2)

20) 8; 565 3104, 21) (X+ Y +Z)°. 22 . 24) tmpariiti cu b% - sau 2.
; 5

X (¥ — )

25) Notdm cu zlungimea unei laturi; atunci aria va 11 z (£ — ,L) e e 0 x; arnia

=

este maximi atunci cind = = % . 26) Numirul de diagonale al unui poligon cu n laturi
3 o g

este—nﬂl—;—s’:‘; 100 de laturi. 27) a) (25 5);.5) (16; 25); ¢) solulii (—2; —1) si

(2; —1). 28) da, nu, da, nu, nu.

Pag. 124, 1) 14- 54 87 4 ;/9+|/64 4) Ridicali ambii membri la pulerea

a4 treia. ) Da; nu. 6) Nu este corect si simplificim cu a — bl 7) Extrigind radicalii,
nu este corect sd neglijim modulul! §) 222 si 9% 9) Desticind parantezele, este suma
de 16 pitrate! Cele 4 pitrate sint (ez — by — ¢z — dt)?, (ey -+ ba+ ct+.dz ), (az — bi+
J- cx+dy)® si (at+ bz — cy+da)®. 1) Primul nu are solutie; al doile a si ecnalia au
solutia 2. 17) Deduceti cd daci = +y = 2, atunci ay < 1. 12) Esle un pdtrat.
13) @+ cf—b24(a+c)P —blate=(atctblleate—b—(ete)latec—b)=
=(2a+b+ 2¢)(a — b+ ¢). 15) 250 bu. 16) Doua solutii: 16 sau 48. 17) 10 porumbe;

si 20 vrabii si alte solutiil 79) Doar pisica nu minte. 2¢) 500 km.

Pag, 126, 1) Prima ecuatie are ca solutii 1 sau 3. Pentru a = —1, 0, 2 sau 3,
2)a) a=3,c=—9,e=06;b) pentru m #0sims1. 3) Citul este X+ 2a. Ecualia
are o singurd soluhe —2a. 4) Citul este X, restul c¢. 5) a) Citul este 2X°+ X, restul

este 1; b) a treid; ¢) pentru z = 0 sau ¢ = — -15; valoarea minimi este 1. 6) Doar

primele treil 7) Formati o ecuatie de gradul al II-lea avind ca solutii pe = §i pe y. Dis-
criminantul ei este = 0. 9) @) Simplificim cu 2X° 4X+8; b) pentru z # —1;

¢) pentru &= —7, —4, —3, —2, 0,1, 2 si 5; d) pentru nici o valoare a lui a.
10) o) Resturile sint 0; &) A%lr:ﬂ 11) Anulati restul impirfirii. Rezultd

: ; Xl
a=b=c=d=1, pitratul {iind (X*+2X--1)> I2) e =4, b= —12 , ¢ = 5; rada-
cinilesint 1— % si — 13) 8(X+ Y)(X+2Z)(Y+Z). 14) a) Restul esto a+b+e;
) (P +Q = 2RI(1) = B(1) + Q1) = 2R() = 0; ¢) P(=1)+Q(—1) +B(~1) = la+
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A b o)) (=) ()8 £ 0. 15) o) Holutii —'—»;\ 7 b) dacd a#0, ¢
v i+ ]

solutie, anume -—1 — .18 Soluth 0 € 10, 17) 0) LR & 18) Doar punctele
b NE -
24 11 ‘ o gt -
(0 D (g ) ) g\ —— . 20} wSernnd cd diseriminantnl ecoatienr este 0, abfinem
1§ v |

md — G4 =0, de unde m= 2. 22) Solulie (10; 6). 23) Nu are solubii
24) a) Penfru o= 1 sat o = — 9L ) penlel & = —3. 285) a) flz) = 2o, glo) = —=2a+8;
&) punclul (25 &), 26) P(OIX)) = (V243X - 2)2 — (X2 4 3.X -] 2) -k 2:  citul esle
AP TE 87 m= — 8 n= 275 p = =18: ridicinile polinomulul sifl 4, 2, 3 51 =8
Ly " ! 259 b 1)2
28) 60 m, 60 m s40 m, 29) m — 30} a® = LL -
b b

Pag, 131, 1) Grreseli sint: a) aparibia viegolei (reamintim ca in serierea frac{iilor
zecimitle se folosesta puielul, nu vitgnla): bi = 2 (putem tipdri valoarea unei vaciabile,
dar oy pelagin X = 2); ¢) A o (dipd TF Lrehuie si urmeze o condilie, ce poale 1 adevi-
rald san falsa); ) dopa LET lvebuie s nemeze pmmele unei variabile, nn o constanté
st albeova.

2) a) By h) 285,

0 op U e T =

4) a) Programul deleriming sioaliseazi ulbana eifra (eifra unatilor) a numarului
introdus N; by programul deleemind sioafiseaza mod il nind el N

Page 130 1) a) cilea 8 b)Y oeifen 1 (numaenl 20 este alisat pe linia 8, coloanele

11 s 12) o) eifra 6 din numarul 961,

2) 110 PRINT AT 3, 5; A | 1200PRINT AT 3, 8; 8130 PRINT AT 3, 12; C

3) 40 DRAW 25, - 15

4) PLOT 100, 100 | DRAW 80, 0| DRAW 0, 60| DRAW — 80, 0| DRAW 0, — 60
Al patrulea viel are coordonalels (100, 160).

5) Dreptimghiul are lungimea do 26 i indliimea do 28, Totrueit din puncial (X, Y)

ne deplasam in punctul (X - 25, Y), apoi in (X + 25, ¥ — 28), iar acosle puncle sint
pe veran, va trebui ca 0 € X, X4 25 < 25061 0 € Y, ¥ — 28 < 175, Asadav X, Y sint

numere intregi st 0 < X < 230, 28 < Y £ 175,

Pag, 186. 1) a) Kvident, SAVE "PROGRAM", dal Dbanda magnelicd inapoi,
LOAD "PROGRAM" si RUN. ) Addugim 80 LET M = S/N | 100 PRINT "MEDIA ESTE"; M.
Alenlie! Programul ar trebui completal cu o inslructiune care sd nu permiti introdi-
cerea wnui numdr N negaliv sai zero! Aceasta ar pulea i 15 1F N<=0 THEN GOTO 10,

2) a) Un semn de intrebare, intracit se ,asleapta® introducerca valorii lui Aj;
b ER =0t NP == 5 5 a0 P =2 e

3) a) Rezultatele sinl 5= 10, 8 = 53, S = 210, b) Programele DOI si TREI
au acelasi efect.” Incercali si explicali de ce. . .

%) a) Apare desenal un model, insd programul nu se opreste! b) Se Lermind dupi,
20 de etape daci-1 complelim cu instrucliunile:

15 LET | = 0[155 LET | =1+ 1|160 IF | < 20 THEN GOTO 50|165 STOP

Pag. 139, 1) a) 30 IF A> = ...; b) 10 INPUT "INTROD, NUMERELE"; A, B
50 PRINT “CEL MAI MARE DINTRE ELE ESTE"; X

2) si 3) Folosili REZSIS ca subprogram,

Pag. 141. 2) Folositi FOR C=11 TO 99; 3) LET $—=0|FOR C—=1 TO 30| LET
$ =S+ CwCxC|NEXT C|PRINT S

164




TABELUL RADACINILOR PATRATE §1 CUBICE
RALE MAY MICI DECIT 100

ALY NUMERELOR NA

M3t

figt 8

# V n ¥ n n » 4
1 1,0000 1,0000 b1 7,1414 32,7084
2 1,4142 1,2500 52 7,8111 3,7886
8 1,7321 1,4422 53 7,2801 3,7663
4 2,0000 1,5674 b 7,0488 23,7798
b 2,2861 1,7100 56 7.4169 4 8030
2,4495 1,8174 54 7,4883 3,8259
i 2,6458 1,9189 57 7,5498 53,8485
8 2,8284 2.0000 15] 7,6168 35,8708
9 32,0000 2,0801 5 76811 3,8030
10 3,1623 92,1544 80 7,7460 3,0149
11 3,3166 2,2240 61 7,8102 83,9365
12 83,4641 2,2694 62 7,8740 3,957
13 ' 3,6066 2,3518 63 7,9378 3,97
14 3,7417 2,4101 (4 8,0000 40000
15 3,8730 2,4662 65 8,0623 1,02007
16 4,0000 2,6198 6 8,1240 1,0412
17 4,1231 2,5718 67 8,18p4 1,0616
18 4,2426 2,6207 68 8,2462 40817
19 4,3689 92,6684 49 8#,3066 £,1016
20 4,4721 2,7144 70 8,8666 4,1213
21 4,6826 2,7689 7 8,4261 4,1408
22 4,6904 2,8020 2 8,4658 4,1602
23 4,7958 2,8489 73 8,6440 1,1703
24 4,990 92,8845 74 8,6023 4,1983
26 56,0000 2,9240 76 8,6608 4,2172
26 65,0990 2,9625 78 8,778 4,2868
a7 56,1962 3,0000 i 8,7750 4,9543
28 56,2916 83,0366 78 8,8318 4,9727
29 5,38562 3,0723 79 8,8882 4,2908
30 56,4772 3,1072 80 8,3443 4,3089




Vs

¥ n

b

n n i/ ?;
31 6,6678 3,1414 81 9,0000 ¢,3267
B2 5,6569 3,1748 82 0,0554 4,3445
33 5,746 3,2075 83 9,1104 4,3621
84 5,8310 3,2306 84 9,1652 43785
35 5,9161 8,071 85 9,2195 ¢,3968
36 6,0000 8,3019 86 9,2736 4,4140
37 6,0828 8,3822 §7 09,3274 4,4310
38 61644 3,3620 &9 9,3808 4,4480
59 6,2450 8,3012 89 9,4340 4,4647
40 6,3246 3,4200 a0 n,4868 4,814
41 6,4031 3,4482 91 9,6894 4,4979
2 6,4807 3,4760 92 9,69117 4,5144
43 6,5574 3,6034 93 9,6437 4,6307
44 6,032 3,6303 04 9,6954 4,6468
45 6,7082. 3,5669 95 9,7468 4,6620
46 6,7523 3,5830 96 9,7980 4,6789
47 6,8557 3,6088 97 9,8489 4,5047
48 6,9282 3,6342 98 9,995 ¢,6104
49 7,0000 8,6593 99 9,9499 4,6261
60 7,071 8,6840 100 10,0000 4,6416
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