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Primitive

§ 1. PRIMITIVE

Fiind datd o functie f: / - R (J un interval — R), se pun urmitoarele

probleme:
o/ (A) Existd (si in ce conditii) o functie F : J — R a ciirei derivatd sd fie

functia datd f?

(B) Cum se poate determina o asemenea functie F, pornind de la f?

In acest capitol vom studia citeva metode de obtinere a functiilor F care
verificd relatia F' = f.

Raspunsul la problema (A) este afirmativ pentru o clasd destul de larga
de functii, in particular pentru functiile continue. Acest lucru va fi ardtat in
capitolul II.

1.1. Definitie. Fie J un intervalc R gi f:J -+ R

dmité primitivd pe J dach e

xisti o funetie F : J — B astlel inei
A 7

1) F' este derivabili pe J,
2) Fl(z) = flx), (Vz & J.

Functia F se numeste primitivi a functiei f.

Daci intervalul J este inchis la stinga si @ este extremitatea sa stinga,
atunci prin derivata lui F in punctul e se subintelege derivata la dreapta a
lui F in a. O conventie analoagi se face cind J este inchis la dreapta.

1.2. Exemple
1) Fie n € N si f: R — B functia definitd prin relatia
flz)y— =t (V)z & R.
Atunci pentru orice numir real fixat ¢, functia
| Fz) =- i iy (V) € R
este o primitivd a lui f.
2) Functia

Flzx) = (nzx)?] - (MzeR
este o primitivd a functiel =
f(z) = 2sin z cos z, (V) z & R.
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3) Dacd a >0, a # 1, atunci functia

Flg) =2t (Vzek

In a

este o primitivd a functiel
fle) =a*, (zER
1391 0pozifie. FieJ unintervalc Rgif : J »R.Dack Fy, Fy: J N
sint doud primitive ale funcfiei f, atunei existi o constants ¢ € R astiel
ineit '
, Fy(z) = Fo(x) +¢, (V2 EJ
~ Demonstrafie. F, si F, fiind primitive ale lui f, ele sint derivabile pe J i
verificd relatiile
Fi(z) = f(z) = Fo(z), (V)= &,
deci ) ;
(Fy — Fy)'(z) = Fi(x) — Fy(a) =0, (V)zeJ
Functia I, — F,,avind derivata nula pe intervalul J, este constantd pe
acest interval, adicii existd ¢ € R astfel incit
Fi(x) — Folz) = ¢, (V)zc J.

1.4, Observatii:
a) Datd fiind o primitivi Fy a unei functii f: J — R, atunci orice altd
primitiva / a lui feste de forma
F=F,+c,
unde ¢ este o funcfie constantd pe J. Aceasta inseamnd cd dacd o functie f
admite primitivd, atunci f admite o infinitate de primitive. Datoritd aces-
tui fapt vom spune adeseori:
. admite primitive®
in loc de
»f admite primitivd®
b) Definitia primitivei, datd la punctul 1.1, s-ar putea extinde si la functii
definite pe reuniuni finite de intervale disjuncte, deoarece conditiile din defi-
nitia 1.1 au sens gi in acest caz mai general. Insd nu mai este adevirat ci
doud astfel de primitive diferd printr-o constanta.

De exemplu, fie f: R \ {0} » R functia definitd prin
flz) = &
Atunci functiile F, G : R \_{0} - R definite prin




) respectiv

z° 5 :
- 4+ 1 daecd x < @,

G(x) =
'g—t—Zdacﬁ x>0

sint derivabile pe R ™ {0} si verificd relatiile
F(z) = fla) = Ga), (V)& € R\ {0},
Totusi, diferenta G — F nu este o constantd. g
1 dacd z < 0,

Gla) =Bl = 1o goce 5 =0

¢) O functie care admile primitive are proprietaiea lut Darbouz. Intr-adevir, -
daci f:J — R admite primitive, atunci existd o functie derivabili F : J - R
cu proprietatea _
1 =i
~ Se stie insd (vezi, Elemente de analizi matematicd, cl. a XI-a), ca derivata
oricirei functii derivabile are proprietatea lui Darboux. Asadar, f are proprie-
tatea lui Darboux.

d) Daci J interval c R si f:J — R este o funcie astfel incit mulimea

f’(.]’)qe—L {f(x) | x € J} (imaginea lui J prin f)
nu este interval, atunct funciie f nu admite primitive.

Intr-adevir, dacd f ar admite primitive, atunci (in baza punctului pre-
cedent) f ar avea proprietatea lui Darboux, adici odatd cu doud valori ar
lua orice valoare intermediard, deci imaginea lui J prin [ ar [i un interval.
Coutradictie cu ipoteza fdcutd asupra lui f. '

e) Orice functie continud f :[a, b] = R admite primitive.
Demonstratia acestui rezultat va fi datd in capitolul II, teorema 4.8.

1.5. Definifie. Fie f:J — R (J interval din R) o functie care
admite primitive. Mulfimea tuturor primitivelor lui f se numegte integrala
nedefinitd a funetfiei fgise noteazi prin simbolul

[f(x)da. ' |

Operatia de caleulare a primitivelor unei funefii (care admite primitive) .
se numeste integrare, 3
T Mentiondm ci simbolul ff(z)dz trebuie privit ca o notatie indivizibila,

“deci partilor | sau dx, luate separat, nu li se atribuie aici nici o semnificatie.
-' In cele ce urmeazi vom defini operatiile de ,adunare* gi ,inmultire cu
) scalari intre pirti (submultimi) ale mulfimii functiilor ¢ : J -+ R. Vom
face acest lucru in scopul de a da un sens precis notatiilor [recvent utilizate

in calculul de primitive:




[f(z)dz + fg(z)dz,
Mf(z)da,

unde [f(z)dz (respectiv [g(x)dx) inseamnd multimea tuturor primitivelor lui f
(respectiv g).

1.6. Notatii. Fie J un interval din R si

. §()={f:J -+ R}

multimea functiilor definite pe J cu valori reale. Reamintim ¢ pe mullimea
&(J) se introduc operatiile

wadunarea functvilor*:

(f + &)@ =fla) + gz),  (Maeld

i inmulfirea fuancfitlor cu scalari:
)@ = M(z),  (zel, AER.

Decif + geste functia & — f(x) -} g(x) care asociazd fiecdrui x € J numirul
real f(z) - g(z), iar functia Af este functia x — Af(z) care asociazd fiecdrui
z & J numirul real Af(x). 5

Dacéd § si @ sint parti nevide ale lui §(J) §i A €R, atunei punem prin
definitie

def.
(Dy) §+6=1{f+elfeFsigeg),
f A5 7€ §).
Dacid & este formatd dintr-un singur element f, atunci in loc de
§+ ¢
sau
{fol + ¢
vom scrie simplu
fo+ G
Deci
def,
(Dy) - o+ §=1{f+glg € g}

1.7. Observalic. Notind cu @ multimea functiilor constante definite
pe J cu valori reale

||| l :
={f S = R if constantd!,
se observa cd aceasld mullime are, fatd de operatiile de ,adunare® si ,inmul-
lirea cu numere reale diferite de zero®, definite pe péartile lui (Z(J), urmitoa-
rele proprietali:




a) @ =@  (V)AE R, &£ 0;
b) € +€ = €@

¢) dacd f:J — R este o functie care admite primitive §i dacd F, este '

o primitivi a lui f, atunci

{rwde = 7, + €

{ Fitarde = 7, + €.
Intr-adevidr, produsul Af, dintre o [unclie constantd f:J — R si un
numir real A fiind tot o functie constantd, rezultd incluziunea
e C .
Reciproc, dacd [ este o functie constantd si A € R, A # 0, atunci functia

lef.
g— wif

esle constanta, deci

Agadar, are loc si incluziunea
€ c r@

si deci egalitatea @ = A@.
Suma a doud functii constante fiind tot o functie constantd, rezultd inclu-
ziunea

@+ € cé.
. . . o | . .
Reciproe, dacil f este constantd, atunci— f este constantd, deci
2

i 1
=lrilreete
Asadar, are loc si incluziunea @ C @ - @ si deci egalitatea
€+ e =¢.

- Am vizut (observatia 1.4 a)) ¢il dacd F este o primitivd a lui f, atunci
orice alld primitivd F a lui [ esle de forma

F=F,+c

unde ¢ este o funclie constantd pe J. Deci

Sf(;z')d,r — {F & F(J) | F = primitiva a lui f} =

- {]‘1|1+C‘f€@}':f'1u+@




1.8. Teoremi. Dacif, ¢ : J — R sint funefii care admit primitive
si A& R, A # 0, atunci functiile f + g si Af admit de asemenea primitive gi au
loe relatiile:

(a) [If(@) + g(z)]dz = [f(z)dz + fg(x)dz,
S [M(z)dz = Af(z)da,
(c) : - [f(z)dz = [f(z)dz + €.

Demonstrajie. Dacd F este o primitivd a lui f lar G o primitivd a lul g,
atunci F gi G sint derivabile pe J si ‘
F'=f, G =g
De aici deducem cd F + G §i AF sint derivabile pe J si
(F+6Y =F + G =f+g,
(AF) = AF' = of,
adicd F + G este o primitivd a lui f+ g §i AF este o primitivi a lui Af.

Functiile F, G, F 4 G, \F fiind primitive ale lui f, g, f + g, A respectlv,
rezultd (observa‘gla 1.7¢c))

(1) V 2)dz = F 4+ @,
(2) SgWM—G+@
(3) S 2) + g(a)dz = F 4+ G + €,
(4) SAfﬂdx—lF—#@
il Din sgalithtile (1)) 12}, (3) s obssrvatia 1.7 K} abjinem

Vmw%*HWM=F+@+G+@=F+G+@+@=
' =F4+G+e= :
=Sq@q+gde$
Analog, folosind egalitdtile (1), (4) §i observalia 1.8a), se obtine
ﬂﬂ@h:MF+@:hﬂ+wzﬂF+@ Sn)u
1.9. Observafie. In demonstrarca faptului ci Af admite primitive (teo-

rema 1.8) nu s-a folosit ipoteza % # (. Totusi, ipoteza A 5 0 esle eseniiald in
demonstrarea egalttd(ii: g

(A f(z)dz = Af(x)da




Intr-adevir, daci » = 0, atuneci
Miz) =0, (V) z<J,

deci orice functie constanta este primitivi a lui Af, in particular funcfia constantd 0 este
o primitivd a lui Af = 0. Asadar (observatia 1.7)

fmx)dx — 0 =g,
Pe de altd parte, daca A = 0, atunci
lﬁ'(x)dw = AMF | F — primitivd a lui f} = {AF | F = primitivi a lui f} = {0}.
Deci, in general, are loc incluziunea
;\fﬂx)dm cj Af(z)dz,
incluziune care este strictd cind A = 0.
1.10. Exemple de funciii care nu admit primitive
a) Functia f: R — R definitd prin
; —1, dacd << 0
flx) = ; )
1, daca x = 0
nu admite primitive.
Intr-adevir, imaginea f(R), a lui R prin f, este egald cu mul{imea {—1,;1}
formata din punctele —1 si 1. Cum aceastd multime nu este un interval,
rezultd (observatia 1.4 d)) ci functia f nu admite primitive.

b) Functia f: R — R definita prin

fla) =[2]== max {n C Z |n < =}

([x] = partea intreagd a lui x) nu admite primitive.

Intr-adevir, imaginea f(R) a lui R prin f, fiind egali cu multimea Z a
numerelor intregi, nu poate fi un interval. Deci observatia 1.4 d)) f nu admite
primitive.

¢) Functia f: R - R definitd prin

' 0, dacd 2 £ 0
@) =2 - 1 g 1 .
sin — — — ¢0§ —s dacd z >0
a b i3 £

nu admite primitive,
Se observd cd functiile

fii (—o0, 0] > R, f;:(0, c0) > R

definite prin

fls) =0, © £fr)—gin> — 2L eos L,
H = e i

admit, respectiv, ca primitive functiile:

Fy(2) = ¢, Fyx)=asin L.
b &%




e L

Dacdi functia [ ar admite o primitivi: /' : R — R, atunci ar rezulta (ob-
servatia 1.4. a)) cd

.Fl (—oe,0] = Fl -+- Ci =k §l F' (0,00) = FEJ(- Cy.

Orice primitivil este functie derivabild, deci conlinud, prin urmare, primitiva
F oeste conlinud in origine,
deci ,

£
a0

F(0) = lim F(z) = ¢

x>0

x>0

de unde
k == CZ

Asadar, functia F va [i de forma

k, dacd z < 0

F(r) =
() bz sinrlJ. dacd z > 0.
o

Observind ci
Ao = B0 _ gin L (V)20

pt—() &

\

o e o v - e ML iy :
si tinind seamd de faptul ¢d funclia & — sin— nu are limitd in 0, deducem
; T

8 lunctia /' nu este derivabild in 0.
Contradiclie cu derivabilitatea lui /7 pe toatd mulfimea R.

1.11 Tabel de integrale nedefinite

Peste tot in acest tabel J este un interval c B

15 f:R—R antt

‘ A . andy = —~ &,
flz) =a";, neN ,S 1A=,

o8 f:J—=R; J C(0,0) S iy ST e
fle) = 2% a = RN\ _{—1} a+ 1

3. fR—R *q a* .
flz) = a*; a = REN {1} Sa S +

In a




5 f:J>R; Jc B*
=t S—‘i?da::ln I [ 4@
5. £1J > R; JCRN {—a, a}
1 1 1 r—a
le— = 0 ————de#=— In e
fle) 22 — a? .{a:,L- ! Sa:z—az i 2a x4+ a i
6. f:R—=R )
1 1 1 x
= . 0 dz = — arctg — @,
flo) = g o | ipte= oty
< ;{:;{_’F Ssin zdzx= —cos =+ €
x) = sin x
2 ;(:)R_)R Scosxdx:sinm+@.
z) = oS z
9, . 7
f:J—»R;JcR\{(M—}—i)E kez}
fle) = — S Lt e
cos’z cos®z
10. iR JCR\ {kn|k = Z}
1 1
flz) = g S o dz = —ctg = + €,
e fiJoR Jer~Jer+ 1) & '
o : 9 hEz} Stgwdm_—lnlcosm[+@
flz) = ig = ;
12, f:;f—'REJCR\{kanEZ} Sctgxdxklnlsmxl-l-e
flz) = ctg =
18. f:R=>R
) . S et i
e e
x
14. . J Cc{—o0, —a)
: f-i-ER sau )
% J C (a, )
1 1
f{x):l/_z—_; Sl/ 3 de=1In |z +/2? — a?| +€.
Tt — a x?2 — a?
15. f:J—=R; J c{(—a,a)a>0, ‘ ;
it 1 .
f(:ﬂ)-:I/a:‘—T_x_—z Smd$=&l‘05ll’l;+@.

Exemplele 13 si 14 nu sint evidente i sint mai putin utilizate decit celelalte
exemple. Ddm in continuare justificarea exemplului 13 (exemplul 14 se justifici fn

mod analog).
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T e,

Derivind  funeti

gle) S e F Ve (gla) >0, (V) zeR)
obtinem
% L a2
g e s BV e,
Va4 a Va2t F a '
deci ‘ ' \

fiz) = £ — o glay,
g (2) ;
Ydici functia z — In g(z) = In (2 + |/a? + a?) este o primitivd a functiei
1 ‘ !
Veate

fia—

1.12. Ea:erci,tii

L. 8 se calculeze primitivele urmitoarelor functii:

1. flz} = 2® + 22 + 3, cxeR;
2. ﬂ-‘")=ﬂf+l- z = (0,c0);
T -
1
8 flz) =« + —, x € (—oc, 0);
x
4. f(x) = a sin & + b cos x, ze R;
1 1 1
b Ny i ] o
fle) = —r; ze( : 2),
3 1
6. f(x)=l/[l—f$2. ze (—2,2);
I 2 1 T
= . = i : 0, —|;
I fie) sin®z s cos’x @ E[ . 2]
1 ; T
8. _=—, z 0, —|;
fe) sin®z cos’r - ( 2)
i 1
9. flz) = ) re R:
flo) = 57—
10. — x e R:
fa) ha 4 1 .
11, f(z) =.2% + eV, z e R;
1 _ :
12. e re (—1,1);
fle) = (—1, 1)
18. fla) = ——, z e (—x, —1);
o
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14. f(:c)=T/L+?/iﬁ, o 1 ol
15. ﬂ.’L‘) = Il/; - D ;‘sz, o — (ﬂ, [\))

II. 84 se arate cii urmditoarele functii nw posedd primitive pe R:

1. f(z) = [2] — =, L mER,
unde [z] inseamnd partea intreagd din .

Indicatie: Se va folosi acelasi procedeu ca la exemplul 1.10.

1, dacd = > 0

2. flz) =

0, daci = = 0,

—1, dacii & < 0.

Xy dacd z 0,
8. f(a) :{

1 b
sin— - Zoog—=, dacl &= 0,
£

2& sin — — co'gi dacd z = B\ {0},

xr

4. f(2)

I

 dacid z = 0.

5. _ [ daci z = Q,
fle) { 2%, daci z= R\ Q.
js |z |, dacd z = @,
b flal = { z?, daci xR\ Q.
cos i s dacd z € RN\ {0},
x
7. fle) =
2, ; dacd = = 0.
2
sin i, dacd z = RN\ {0},
8. f(z) = £
- —, dacd z= = 0.
{ By x = R\{0},
9. flz) = £
0, z=0,
tgz (___E, Elx (0
10. f(z) =) = ¥l B 21\{}’

—1 ; 2 =0,

II. Tinind seama de faptul cd orice:funcfie continud pe un interval I are o primi-
tiva, sd se arate cid urmitoarele functii au primitive pe R:
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s daci = e RN {0},
L. f(e) = &
15 dacd x = 0.
x sini, dacd =z = RN\ {0},
2. flz) = z
0 , daci z=0.
sin —1—, daci = = R {0},
8 fly=3 @ -
0 , dacd x=0.
. : :
cos —, dacd x & R\{0},
4. f(z)= . i
0, daci 2 =0,
L :
1 x2
5 flz) =4 @ , dacd x e RN\ {0},
!
0 , dacd == 0.
=
6. flz)= -;—e ¥ dack @ € R\{0},
0 , dacd =z = 0.
- L
% flz)={e *gin —, dacid = e RN\ {0},
x
0 , dacd = = 0.
Iv.

1. Fie f:[a,b] > R si e = (¢, b). Se presupune cd f admite primitive pe [a,c] si
[c, b]. S& se arate cd f admite primitive pe [a, b].

2. Fie f; :[a, b] = R, f :[a, 0] > R doud functii care admit primitive. Presupunem ci
existd o multime finitd A de puncte din [a, b] astfel incit

(V) = & [a, BINA = f,(2) = fylz).

B4 se arate ci fi(x) = fo(x) pentru orice x < [q, b].

8. 434 se arate cd dacii f : R — R este astfel incit fz(a:) = 1 pentru orice x, atunm f are
o primitivl dacd si numai daci f= 1 sau f = — 1.

4. Se considera o funcfie f:[—1, 11— B care coincide cu funcgia sin £ dacd x ==0.

54 se arate ci pentru ca f sd posede o primitiva este necesar si suficient ca f(0) = 0.

14




5. Se considerd funciia f:[—1,1] — R definitd prin

*l+sin1 , dacd =z < (0,1],
x

flz) = 0 , dacd z =0,
—1 -+ sin = » dacd z€[—1, 0).
x

S4 se arate ci f nu admite primitive.
6. Sa se arate cd functia f:[—1, 1] —» R definitd prin
cos® it y a0,
flz) = £
0 . @a=10

nu admite primitive. S4 se deduci de aici ci dacd o functie f:[a, b)] » R admite
primitive nu rezults, in general, ci funcfia f> admite primitive.

7. Fie [a, b] un interval din R. Si se construiasci o functie
f:[a,b] -+ R care s& posede urmitoarele proprietiti:
i} sd fie mdarginits,
ii) sa fie continud in orice punct din intervalul deschis (a, b) si s fie discontinui
in punctele a si b.
iii) si posede o primitiva,
iv) s& fie egald cu zero in punetele a si b.
8. Fie' [a, b] un interval si A o mulfime finita continutd in [a, 6]. Sa se arate cil existd
o functie f:[a, b]— R cu proprietitile:
i) si fie marginits,
ii) s& fie continud pe [a, b]\ A4 si discontinud in orice punct din A,
iii) sd admitd primitive,
iv) sa se anuleze pe A.
9. Fie f :[a, b] = R o functie strict crescitoare care admite primitive si fie F o pri-
mitivd a lui f, 4 se arate ci pentru orice £ = (g, b) existd xz,, 2, = [a, b] astfel incit
F(z,) — F(x
ol = Pl _ gy,

Ty — Xy

-§ 2. INTEGRAREA PRIN PARTI

In acest paragraf si in urmitorul admitem urmitorul rezultat (a cirui
demonstratie se va da in capitclul II, teorema 4.8; demonstratie care nu se
hazeazd pe rezultatele din aceste paragrafe):

wOrice funcie continud f: I - R admite primitive”

Folosind acest rezultat gi formula de derivare a produsului a doua functii,
obtinem urmitoarea:

21. Teoremd., Formula de integrare prin pir{i. Daca [, ¢: /R
sint funetii derivabile eu derivate continue, atunei flmq;iile fe, flesife admit
primitive §i mulfimile lor de primitive sint legate prin relafia:

(| fla)e (@)de = fi — Sg(z}f'(x)dm.

15
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Demonstrafie. Se gtie cd orice functie derivabild este continud, deci din
ipoteza rezultd cd functiile f'g si fg’ sint continue, prin urmare si functia

(1) Uer—1e-tiy
este continud. Atunci, pe baza rezultatului mentionat mai sus, functiile fg,
fg' 81 (fg)" admit primitive. Aplicind teorema 1.8 (a) egalitatii (1), obfinem:

(2) YCICLEE [ @) de +{ )y (@)
Insd (observatia 1.7)

(3) | S(fg)’(x)dx =fs+¢
Din (2), (3) si teorema 1.8 (c) rezultd

V@i = fz + e —g@if @is = fg — (g (x)da.

4.2, Lxemple
1) gmws a do= S a(sin x)’ da = x sin x — S (sinz)a’ de = x sinax — S sin x dx =

\
= g 5ln & - cos & + €.

2) S cos’z da = S cos x cos pde = S cos « (sin a)'dz =
= c0s x sin & — Ssin x (cos ) da =
= sin xcos o + S sinpid o —
= sin .’ri';)S a + S (1 — cos® x)da =
= sin @ cos x 4 S 1de — S costr da =

= sina cos & + r — Scos"’:r da,
deci

, 1 g
51-052.1: da = — (& + sin a cos x) - @
Analog se arata ca i 2

2') Ssing:c dz = % (x — sin a cos z) | €.

3) S z®sin x'de = — S a® (cos z)'dx =
= — 2% cos x + S (cos x) (2%)‘d= e

= — 2° cos x—i—ZS:c cos zde =
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— — 2% cos x + 2(z sin = 4 cos = + @) =

—= — 2% cos x4 2a sin &} 2 cos x + €

in exemplele (&) si (5) functiile sint considerate pe intervale I < (0, o).

Zndl V7
4) Pentru n € N, avem S 2nln x da = S (In z) (-——] do =
: n4+1

gt
= -in 2 — S "t (In 2)'dx =
n-+1 n+1
+1 +1 ;
= = In & — 4 an"‘lldx: i ~lnxA4-1'—Sx“dx~:
| n+1 -+ 2 n-+41 n-
| +1 g +1 +1 3
= ith ne— o L (l =S + €.
n+1 (n 4+ 1)% n41 n-1

5) S--(:DS (In @)dz = SCOS (In &)+ (z)'dz =

.‘k’.(-:'}:i_: (In z))/'dz =

= zcos (In z

=z cos (In @) + § = sin (0 2) — da =

‘I = gcos (ln z) + BSin (In z)da.
Calculind
Ssin (In m)dl:c = 2 sin (In a) — Sa: (sin)ln z))’dz =
= sin (In ) — S cos (In z)dax
si inlocuind in egalitatea de mai sus se obtine
Scos(lnm)dx = % [cos (Inz) + sin.(lnx]] e

6) Se considerd un interval I din R astfel incit
sin z # 0, (Mx e I
| gl se cere si se calculeze primitiﬁele functiei

1
3 r—> —, n 22 nel
Scriind sinnz

1 = sin®a + cos® z
avem
1 1 cos®a

sinfx sinn-2x sinfzx

si deci

S* 1 d$_s' 1 5 Scoszx i
sinng sinn-2g 0% sinnz

In a doua integrald din membrul drept aplicim metoda integrérii prin parti, obser-
vind cd
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cos @ 1 ‘ 1
sin"z n — 1 \sin" 1z
Deci
2 1 1 ’
cosa:dxzh == cos & dz =
sin? x n—1 sin 1y
1 cos x 1 il :
. . — - - +sin z da =

n—1 sintlg n — 1) sin"la

1

1 cos x 1
by etk . o= - - dz.
n—1 sinnlg n—1 ) sin" 2z

De aici deducem

1 n—2 1 1 cos &
dz = de — ———. "~ |
sin” x n—1 Jsin? 2z n—1 sintlg
Notind, pentru r > 1,
In = 7 | dx
) sz
relatia de mai sus devine, pentru n > 2,
—_ 1 ' |
In = = 2 I‘n-z S U .COS;L‘_ ‘
n—1 n—1 sinnly

ceea ce permite sd calculdm I, pentru n par si sd reducem calculul lui J, pentru n
impar la calculul lui . :

© dz
e
sin &
I, va fi calculatd in paragraful urmitor (exemplul 3.3 (2)).
Vom avea
12:5 .1 dx:_ct')sr e, |
sin®z sin ‘
7y s T1__‘:13:=3Jr2__iclﬁsz=ﬁEc.os.v:_}_(:os.z'_!_e,
sin*z 3 3 sin’z 3 sin z 3 sin’z
1
PO _q_l_dx_i(mz,
2 ) sinz 2 sin’z
I,,:EI:,AlCOS x=is 1 dz_icos J:___lcos z
4 4 sintz 8 ) sinz 8 sin’z 4 sinz

z— /2" + «

|
\
7) S4 se calculeze Sl/:c2 + adz, unde functia
se considerd definit¥ pe un interval I pe care 22 1+ o > 0; a # 0.

Avem
— O z* o |
Sl/a:-{—o: b Sl/a:2+at ’ S % 4 o x+SV:t3+m &

Pentru a calcula integrala
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L wA
SVﬁ+&

vom aplica metoda integrarii prin- parti. Avem

S“%j* i S 2 (/B Fa) do = o/ FFa— Sl/mdx-

Prin urmare s-a obfinut relatia

Sl/:c__2 L ade = slia n _Sl/ﬁxz+ Zide +5Lﬁ__dx

Vx4
si deci
1
2 de = — 2 + -\ ————da.
S[/m + adz a:l/a? S Syzz—}—u

intrucit

S—itdzzln (x+|/x”+m) + e,

V% + o

deducem

S [/xZJradx:%a:[/x”—i-a—f—%]n(er V2 ) L e

8) 54 se calculeze S ]/al z? dz, a > 0, unde functia z — ]/a2 — z®
este definitd pe un interval I ¢ (—a, a).
.Avem

T — = a2 PR
St/azﬁmms ol dm:azs—i——dx——S—m———dx.

|/ 2% — zt Vo — 22 I/ a? — 22

Pentru a calcula integrala

2
&T
=it

vom aplica metoda integrérii prin pirfi. Avem

2
Tm;d:t:—— -I(]/a2%$2)’d:r=——x|/a24$2—|— [/a”—mzdm.
l/ﬂz — z?

Prin urmare s-a ob{inut relatia

s]/aa—xﬂdxzxl/&"_;-x-i’-—-S[/a,ﬂ--xﬂdx{-az da
' /ot — at
sau ‘
- 1 o — a’ o [
Va*— a?dz=—z |/a* — a? + —arcsin — 4 €.
2 2 a
2.3. Exercijii. S se calculeze primitivele urmitoarelor functii:
1. flz) = In =z, z >0, 1
2, flz) = z In z, @ =10, 84 ie) T I =9,
8. flz) = In’z, 10, 6. f(z) = 2% In.x, # > 0 unde o este un
4. f(z) = 2* In z >0 numir ILdl oareeare,

7. fl2) = In"z, & > p n numdr natural, n > 2.
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8. f(z) = 2 In%z, z > 0. 9. flz) = a* (In )7, z >0,

unde « € R iar n este un numéir natural.

10. f(x) = = e¥, z e R. 12, f(z) = (a® — = + 1) e*, ze R,

11. flz) = (a® — 22 — 1) &%, z = R, 13. flz) = ame*, z < R,

unde n este un numdr natural si « = R.

14, {(z) = 22 sin 2, z < R. 16. f(z) = 2" sin axz, zeR

15, f(z) = (2* — 2+ 1) sin z, = = R. unde n este un numér naturdl iar « = R.
17. f(z) = e* sin z, z = R, 28, flz) = a4/ 22+ 1, ze<R.
18. f(x) = e* sin 2z, z < R, 29, flz) = 2/ + 1, zeR.

19. f(z) = e** sin B2, z=R; o, p = R.

20. f(z) = e** cos Bz, z<=R; PR 80. f(z) = 2Va? — 4, 2ze (2, +00).

21. flz) = xze* sin . = = = R. 81, f(2) = 2V/a* — 4, ze (2, +).
22, f(x) = e* (sin z — cos z), z2&R. 82. f(z) = /9 f_‘CZL z e (=3, 3).
23. f(z) = sin’x, reR, 33, f(z) = a9 — 2, ze(—3,3)
24. f(z) = sin®z 4 2 cos’z, z e R.

26. flz) = 2 sin*z + 3 coslz. zsR.
26. f(z) = |/ — 3, z e (2, + ),
27. fla) = /22 1 1, e R.

§ 3. PRIMA METODA DE SCHIMBARE DE VARIABILA

In multe exemple, functia & : 7 — R, pentru care ciutim o primitivi
(functia care vrem sd o ,integram®), poate {i pusi sub forma

1) h(t) = f(e(t)) - 9'(t) (V)i € 1,
unde ¢ : I - J este o funciie derivabild, iar f:J — R.

Dacd functia f admite o primitivd F, adici F' = f, atunci,tinind seami
de regula de derivare a functiilor compuse, putem scrie

M) = F'(9(t)) - @'(t) = (Fog)'(t)
deci Foo este o primitivd a lui h.

Asadar, gisirea unei primitive a lui & s-a redus, in conditiile de mai sus,"
la gdsirea unei primitive a lui f, problemd care (adeseori) este mai simpld
decit gisirea unei primitive a lui A.

Se observd deci cd o primitivd a lui & se obtine compunind o primi-
tivd /7 a lui f cu functia ¢.

S& considerdm urmétorul exemplu:

(2) Wil) = (at + b (WiE R

unde @, b € R, a # 0, n numér natural > 1.
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Tinind seami ci derivata functiel

o) =at+b (MER

este egald cu constanta g,
') =a (YLER
i luind
" [lz) = 2" (¥)z € R,
se' observdl din (2) cd h ar avea forma (1), dacd ar mai fi inmultitd cu
constanta a. Deci
ah(t) = (at + b)" - @ = f(e(t)) - ¢'(t)

adica

] a
Ht) = = flo(t) - ¢'(). |
31. Teoremd (prima metodd de schimbare de variabild).
Fie 7, J intervale din R gi

7ai p-Lep

funefii en proprietifile:

(o) ¢ derivabili pe I,

(B) f admite primitive (fie F' o primitivii a sa).
Atunei funetia (fo¢)- ¢’ admite primitive, iar

funcfia F o ¢ este o primitivi a Ini (foo): g,

adicd

Sf(q)([)) £ rP,(!')dt = Fo [ -+ e

r Demonstrapie. Functia F fiind o primitiv a lui f, este derivabils pe J si
F" =f. Insi ¢ este derivabili pe I (ipoteza (), deci

gi Foq este derivabild pe 7
(Fog) (1) = F(p(t) - ¢'(t) = flo() : 9(t) (Wt E L

Asadar,
funcfia F o este o primitivd a lui (fo @) - @'

3.2. Observatie. Tinind seama de faptul ¢d orice functie continud admite
primitive (observatia 1.4. e)), putem aplica teorema precedentd, pentru lunc-
tiile f* continue. | '

3.3. Observatie. In prima metodd de schimbare de variabild distingem
urmittoarele date si etape: ,

a) Se di o functie 2 : I — R care are primitive (de exemplu o functie
conlinui); . i
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T A R e R e e iR R

‘

el ;
b) Se cautd doud functii I —> J—> R astfel incit si putem scrie
h(t) = fle(1) - ¢(t) (V)t € I;
se spune ci p esle functia care schimbd variabila (¢ in variabila x).

¢) Se cautd o primitivd F a lui f, adica
Sf(x)dx —Fie.

d) In aceste conditii o primitivd H a lui (fo )+ ¢’ se obtine din F prin

relatia

H="Fog,

adicit _
§rarae = o) - w'at = Fogp + 0.

Uneori se substituie formal

@(t) prin z §i ¢'(t)d¢ prin dz

S flo(0) - ¢'(0)dt

§1 se gerie Legalitatea®

Sf(cp(t)) ()t = S f(z)da.

Aveastd _egalilate® nu are sens, deoarece:

membrul sting reprezinti mul{imea primitivelor functiei (fo cp @’ (care sint
functii definite pe intervalul [),

iar

membrul drept reprezintd mulfimea primitivelor functiei f (care sint functii
definite pe intervalul J).

Cele doud mulfimi pot fi diferite

chiar in cazul cind [ = J si ¢ nu este functia identicd.

»Egalitatea“ mentionatd mai inainte este o preluare formald, fird sens, a
formulei de schimbare de variabili in integrala definitd:

¢(b)

S f(o(t) - '(t)dt —j f(z)

formuld care va fi demonstratf in capitolul II (teorema 4.1.2).

3.4. Tabel de integrale nedefinite

@ : I — R derivabild cu derivata continui.
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S M)’ (x)dx = Lnﬂ(x) + 6, neN,
n+1
, 9%*1(a)
2, S e z)e (z)de = ——— 4 @, ae RN\ {—1}, o) c (0, o).
a1
a®(*)
’ S a?®)e’ (z) dz = e, acs R\ {1},
Ina
& S PUE ot [ ala) o€ L eB)D, (Mee I \
¢(z)
5. S @’(z) dx:-iln‘ﬂ'ﬂ;a 4 €, qa{:c)%j:a,(‘v’}.re],a:#ﬁ.
oXz) —a® 2a  |o(z)ta
6. S e dx = & arc tg i{ﬂ + e, a=£0.
P34 (z) + a? ‘a a
7! S sing(z) @’(z) da = —cosp(z) + €.
8. S cose(z) ¢’(z)da = sing(x) + €.
9. S 210 4z = tgp(e) + ¢, q;(x)E{(2k + 1) E‘ k e_z} V) 2 e L.
cos“p(z) 2
10. S ‘P;("”} dz = — cigg(e) + €, ola)@ {kn |ke 2}, (V)zel
sin“p(x)
1. g tg(p(a))e’(a)de = —In | cos g(2) | + €, ap(x)@{m +1) 2 keZ}(V)xe I
12. S ctg(e(x))e’(x) dz =In [sing(z) |+ €, o¢(z)& {kn|keZ} (V)2 e 1.
13. S _cp_ﬂl—x_ = ln_[cp(a:) - ]/cp"‘[:r] - a2] + @€, a0,
V ¢?(z) + a?
14, S ‘P,(x)_._ dz = In | ¢(z) + [/ ?(z) — a?| + @,
‘ V ¢*(x) — o
@(f) C(—o0, —a)
a > 0{ sau
oll) < (a, .
135. S —&dx=aré singﬂ+@, a0, el C(—a, ).
V a* — ¢*z) a
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3.5. Exemple care utilizeazd prima metodd
de schimbare de variabild-

1) 84 se calculeze S (at - b)* dt, unde
&, bE R a#0,nE N, n> 1.
Am vizut la inceputul acestui paragraf ci functin aceasta poate fi pusi sub forma
1 o 1 .
— flo(t)) * (1) = — (at + &) - a,
[ i

nnde

eft) = at + b, t = R, (¢ este derivabild)

O primitivi a lui f este funciia
-+
F(-T:' imar—— r e H,,
n—+1

devi, in baza teoremei 4.1 functia

11
Flalt)) —ﬁi# e,

-este o primitiva a functiei

flolt)  9’'(t) = (at - b)t - q.
Asadar

ﬂ (at + bjndy — 0+ B
afn+4 1) s

Pentra un caleul rapid se procedeazi astfel

S (at + bjndi = Si (gt 4Byt +.c 0t = ls (al + b)n+a df =
a

a
LY _M}'dt O
T S[ n—+1 aln + 1)
2) Fie u:I >R o functie cu proprietdtile:
| (a) alt) # 0, (V) t € I,
‘ () u derivabild.
Se cere sd ge- calculeze
S 2
u(t)

Functia ' avind proprietatea lui Darboux (vezi Elemente de analizi matematica
cl.aiXI-a) si tinind seama cd nu se anuleaza mcdieri (ipoteza (o)), deducem cd u’ pastrea-
za semn constant pe /, deci

Sl w'(t) > 0 V) tel
san w'(t) << 0 (V1 1 1.
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i Dacd w’ => 0, atunci w este strict crescitoare. insd w nu se anuleaza nicdieri (ipoteza
(e)), deci
sau wu(t) > 0 (V) te 1
ssan w(t) < 0 (¥) te 1.
Printr-un rationament similar se ajunge la aceeasi concluzie si in cazul cind o’ < 0.
Luind functia

: 1
fla) = —

x |
definitd pe (0, oo) daci w = 0, ‘
sau |
definitd pe (—oo, 0) dacd w =< 0, rezulld ci |

WU il b i |
ult) _ ‘\

O primitivd a funcgiei f fiind Iunctia i
Flz) = In |z |
rezultd, aplicind teorema 3.1,c¢d funclia
(Fou)(t) =1In |ufy | tel
este o primitivd a funcliei -%. Asadar, :
5 u " |
l('ridlen.u,Jr(Q_ i
u(t) |

Pe scurt, se poate proceda astfel

S-’iﬁdi — S (Inuw()!))dt=Inou + €.
u(t)

S ' sin 22 de
3) Sa se calculeze S‘1+‘ sin?
Luim

Ii=R; J={1,2]

Tty dop

definite prin

def.
?(t) ==1 4 sin?%,

respectiv
fla) 2L L
i Z

Atunci f este continud pe J, ¢ este derivabild, iar derivata sa

¢’(t) =2 sin t cost = sin 2¢ 2

este continud pe 7. Deci sint indeplinite conditiile teoremei 3.1,
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sin 2t dt A ki ‘
Sﬂ“s‘n_; = S pralli Sf(q’(t))qa (t)d.

Functia
def.
Ft) =1In¢, t=[1,2]

fiind o primitivd a lui f, rezultd (in baza teoremei 3.1) cd

S sin 2¢ d¢
————— =1n
1 + sin®%
4) Si se calculeze
S i
sint
unde funetia ' '
I
h(t) = —

sint
este consideratd pe un interval / C R astfel incit
' sin t==0 (W)t = [
(de exemplu I = (0, =)).

Funetiac considerata in acest exemplu nu pare, la prima vedere, a fi de forma
(foplp'

Pentru a o aduce In aceastit formd (sau la combinatie liniard de functii de aceasts
formi), vom face uncle teansformiri. De exemplu, scriind

2y te £
2 2
g
2

sioohservind ¢a

obtinem

(e)
| b = }f“(_f_)

k]
utt)

—

o
Chd =]
adicd funelin de sab iotegrald este de lipol consideral in exemplul precedent, nnde

r
ult) = tg—.
2

26




Deci, in baza exemplului precedent,- avem

S LT (-tg%}-Jr@.

sint

Se mai poate face si transformarea |

. sler o S - osint I sint |
©sine  sinZ .1 — cos?! (1 —cost)(1+cost) -2 1 — cost
1 sing
e R
Deci ' 2 1-cost
S—_i——dl;:.iSi—m—[ﬂdt+l,—j-i-Ldl= 1
sim¢ 2 )1 —cost 2 )1-4Lcost ‘
=;‘SL2L‘L({¢_1 A deposdl, - |
2 '17_0051: .2 ) 1+ cost ‘
’ 1 p { = |
=—'4]n[1_n;osi:l—_iln('1—;—('.osi];»—..ill_l1—("—05—I +e= ‘
2, 2 2 1+ costl “
£ ‘
L 1 — cost|? b
=ln | ———- €@=In|tg — e
".1+nost + g2‘+ ' ‘
l
D) S& se calculeze integrala
'S]/i T tgx dt,
unde functia de sub integrald este definiti pe intervalul l-— E, % .
Avem
—— 14 tg’
1+t=zd:=§-—dt
| SV ¥ 1+ tgh
Punind ‘
1
o o EJ o5 hon,
2 2
unde .
elt) = tgt,
1
) = —
fl=z) v

deducem ci
9'(t) =1 + tg

si deci
e ‘(¢) ’
1+ tg2t dt = S—g;;dt = Sﬂq’(t))?(t]dt'
| : SV - V1+ e
fntrucit

S fla)dz = Sv—il—m—a de =In(z +VIiT @) + ¢,
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obt{inem
S[/i + tgitdi=In(tg ¢+ /1 + tg) + €.

. 6) S se calculeze:

1?41
S': Vier1
unde funcfia
2
1 — t—-'__l_-
‘ s+ 1
este definitd pe un interval I C (0, co). '
Punind
PO LS,
unde :
ol Z 0~ =
t
si
' def. 1
fla) = ET .
avem
’ e 1 1
@'(t) =1+ =
si
2 ¥ : (g
e vl = b “’_F — = flel0)-#/0)
)1+ 1 t
Vi + I/tz_'_l ¢*(t)
tz
Deoarece

Smww=m(x+V2+f%+e
deducem, aplicind teorema 3.1,
41
S Lt/ 1
il i
=ln(’—7+ytz+ inﬂLe:ln SRR o
\ i L =

t

de=1n(p() + V2 + (1)) + €=

7) 54 se ca]culezes [/m dt, a >0,
unde funcfia e
: ' t—> [/at® + bt + ¢
este definitd pe un interval I pe care at® 4- bt + ¢ este strict poziti\.ré.

Dacd at® + bt 4+ ¢ nu are riddicini reale, atunci I poate fi R, daci at® + bt + ¢

- are rddacinile reale «, B cu o < @, atunci avem
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I c(— oo, &) sau I c(ﬁ,‘—i— o0},

Deoarece a > 0; avem

a® 4 bt 4 e =41 [(2at + B)? + & ac — B?]
si deci r
. tel=(2at+ b)?> b — bac
Considerim acum functia
g: =R
definitd prin
o(t) =2 at + b.
Din cele de mai sus rezultd ci
$2(t) > b — 4 ac,
o'(t) = 22, te I
Punind

flo) =V/@ T Gac— B2, |

observim ci f este definitd pe orice interval pentru care a® > b* — 4 ac. Deoarece |
te =) >b®—bae ' |

rezulti cd f este definitd pe intervalul ¢(I); avem |
flo(t) =/ at + b)F + bac— bt =2V a |/al + bt + ¢ !

si deci - !
I

[

fle(t)-9(t) = 4al/a Var® + bt + c.
Din exemplul 2.2 (7) deducem ci

f e g B9 s
Sf(a:)da:=Ea:[/:rzﬁ—&ac;b‘—j-Tln|a:+[/z“+4ac—bJ-i—e

si deci din teorema 3.1, obtinem

Sl/aF+ m+cd;=4i[(2as+b) VaB i Eol
a
hac — b2 A SO |
-+ — i 2at+b+2]/a[/at2+bt+c]+@.
2|/a |

8) Sa se calculeze

S |/ at*+ bt + ¢ dt, a <0,
unde functia
t— [/a® bt ¢
este definitd pe un interval I pe care at®> 4 bt + ¢ este strict pozitiva.

Aceasta are sens numai daci ridicinile trinomului sint reale si distincte. In acest
caz dacd raddcinile sint o si B, « < B, atunci

I c(«B)
si
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b — & ac > 0.
Deoarece a < 0, avem
1
at® + bt + e = — — (8% — (2a1 + b)?),
4a
unde
8 = |/b? — 4 ac.
Considerdm acum functia
¢:I->R
definitd prin
¢(t) = 2 at + b.

Din cele de mai sus rezulti ci
p¥t) < 8%, te1,
Q'(t) = 2a.
Punind
floy = V& -2, ‘
observim c& f este definitd pe orice interval pe care z® < 8. Deoarece
te I=¢'(t) < §

rezultd ca f este definita pe intervalul ¢(7) si avem

flo(t) = 18 — Rat+8)2 = 21/ —al/a® + bt + ¢
si deci ‘
fle(t)) - ¢'(t) = 4al/ —a |/ at* & bt + c.
Din exemplul(2.8) ded wcem ca

S fla)de =

1 T B— 32 a
— x|/ 8% — at —aresin — 4+ @
3 V 5 ‘ =

si deci, din teorema 3.1, ob{inem

SVF b edi= ’}_a[ (2at + b))/ “al/at T b T ¢ +
i e
b — hac . Zat+ b
-+ 5 arcsml/&nj-ac] SR e,

B
Sl/ax”-lwbx{vcda::éi[ﬂam-l—b)l/aa:2+ bx 4 ¢ +‘
a

hae — b°
201/

+ ln(zax+b+2|/€|/amz+bm+c)]+e.

3.6. Exercijit

L. S# se calculeze, utilizind prima metodi de schimbare de variabili,
primitivele urmitoarelor functii:
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ot e e

P rzt+8
8x° + 6z
2, — B ]
ﬂ&:) 2334 + 3.‘13‘2 i 5,
sin z
3. e Y
(! 1 + cos®z
4. f(z) = tg =,
5. fla) = ——
cos x

2 /
8. fle) =t H BT
tgx
7. flz) = 2z sin(a® + 1)eS "+ 1D

8. flx) = 2®e",
9. flz) = tg = + tg’z,

10. f(z) = sin = cos®z,
11. f(.’ﬂ} == sinax COSzx,
12, f(z) = sin’z,

18, flayes PRz F o0

»
sinax — cos x

14. flz) = tg’z + tg'z,

- -2

16. f(z) = 11_‘:;22,
17. f{z) = %
18. f(z) = 1'_::&.
19, f{a) = - fma'
20, f(z) — Wi—_s; ,
WJM=W%5,
22, fla) = —

z1 +Ing)’

z e R.

z e R.

z = R.
z e R.
K T
e [
5 2
B
Eo— R L [P
2 2]
=l
rTE)] —-——2 —|-
2 2
T T
e = L
=25
z e (0,1)
z e R.
z = R,
ze (—1,1).

z e (—oo, 0).

T e (es Do).




23. f(x) = cos x-sin (sin z) * cos (sin z), » = R.

24, floy — . Sin2z

ﬂ_x) e x e (0, n).
25. fes . AT ¥

1) z(1 4 In%z) ' =S Al
26. flz) = /1 + 22, z e R,
27. flz) = )/ 2% — 3z + 2. z & (2, «).
28. fla) = V2 + z + 1, zeR.
29, fla) = |/ — 2 + 8z — 2, z e (1, 2).
80. flz) = /9 — 4a?, : xe(‘-—%' %)
8L, flz) = 2%/ 2% + 2a 4 2, z e R. .
82, flz) = a)/ (z — 1)3, z e (1, oo).

1

83. flz) =——— . :

flz) P z e (1, «)
B4, flz) = 2o8lNE z < (0,1).

&
1

35. = e , o).

f(z) P z e (0, )

§4. A DOUA METODA DE SCHIMBARE DE VARIABILA

Am vézut cd in prima metodd de schimbare de variabili se ciuta si
se pund functia de integrat, 2, sub forma

’ B =fle0)-9't)
si o primitivi H a lui £ se obtinea compunind o primitivi F a lui f cu
functia ¢: '
H =Fogp,
-Existd situatii in care este mai ugor de gisit o primitivd a functiei
h =(fog)e’ decit o primitivi a functiei f.
In a doua metodd de schimbare de variabild se cunoaste o primitivd H
a functiei & = (fo )¢’ §i se cere sd se giseased o primitivd /' a functiei f;
I' se obtine din H astfel
K =Hog*,

4.1. Teorems (A doua metodd de schimbare de variabili). Fie 7, J intervale din R si
) f
Je= 2= R
funcfii eu proprietitile:

a) ¢ bijectivi, derivabili, eu derivata nenuld pe 7,
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b) funefia k = (fo ¢)¢’ admite primitive (file H o primitivi 2 ga).
Abunei

(1) Yunetia / admite primitive,
(2) funetia H o' este o primitivii a lui f, adied

Sf(.r)rlx =Haoget 4 €,

Demonstratie. Functia H fiind o primitivd a lui & este derivabild si H' =
=h={(fog) ¢

Insd din ipoteza (a) rezultd cd functia inversd ¢! este derivabild pe J,
deci

H o ¢ este derivabild pe J

(Hog)" (1) = H'(g™(2))(g™)" (2) =

= (foo)o™'(z) " 9’7" (@)  (¢7)'(2) =

= (@) 9(e7H(@)) i = [} (NI E .
%'l (x))
Asadar, functia H o g™ este o primitivd a lui f.

4.2, Obsercatie. Ipotezele (a) si (b) pot [i inlocuite cu urmdtorul grup
mai restrictiv de ipoleze:

a’) ¢ bijectivd, derivabild cu derivata continud si nenuld pe I,

b’) [ continud pe J.
Ipotezele a’), b’) implicd atit ipotezele a), b) din a doua metodi de schimbare
de variabild cit si ipotezele (), () din prima metodd de schimbare de vari-
ahild:

4.3. Observatie. Fie [ g1 ¢ funclii care verificd ipotezele (a’) si (b’'). Atunci
pentru o functie #: J — R are loc echivalenta:

I este primitivi a lui f<> F oo este o primiticd a lut (fo ¢)q.

Cu alte cuvinte:
wIn ipotezele a’), b'), cele doud metode de schimbare de variabild sint echivalenie®.

Implicatia de la stinga la dreapta reprezintd prima metodd de schim-
bare de variabild, iar implicatia de la dreapta la stinga rezultd din a doua
metodi de schimbare de variabila.

Intr-adeviir, s& presupunem ci functia Fog este o primitivd a lui
(fogle' st sd notdm

fef.

H"F oy,

Atunei, in baza celei de-a doua metode de schimbare de variabila, functia
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Hog =Fogogl' =F
este o primitivd a lui f.

4.4, Observatie. In a doua metods

de schimbare de variabild se remarcg
urmétoarele date si etape:

a) Se dd o fonctie f: J —+ R care are primitive (de exemplu ¢ functie
continui);

b) Se cauta o functie ¢ : I - J care este derivabild §i ou derivata nenulj,
In acest az, 9" (avind proprietatea lui Darboux) pistreazi semn con-
stant, deci ¢ este strict monotond, prin urmare existy ¢™!; se spune o}

Y =o¢1:J < I este functia care schimbg variabila (z in variabila t);

c) Se cautd o primitivi H a functiei

(o 9)g’,
adica

5 fle@)e'(t)dt = H + @,

d) In aceste conditii o primitivd F a |uj [ 'se obtine din H prin relatia
= Ho cp"i, .

adici
S f(x)dz = Hoyt 4 @,

4.5. EXEMPLE CARE UTILIZEAZX A DOUA METODX
DE SCHIMBARE DE VARIABILX

1) S4 se calculeze i S eng dz.

Functia f: R = R definits prin

—+ R definitd prin

() = In ¢
Aceasty functie este bijectivd, inversa sa fiind

este continud. Luim functia @ : (0, o)

?le) =& (V)z <R,
iar derivata sa

Ple) = — (V), te (0, o)

o=

este nenuly pe (0, oo).

Cautdm o primitiva a functiei
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7 DL N SN
| f(q»(t))qnlt)-1+t- by
} Avem
i Sf(lpm) ()l = S 1 i A = S 1 j‘r ’:dz _ S 1_1;(1:-_- tm In{l + 1) + €

Notind cu
H(t) =t = 1n(1 4+ t)
primitiva lui & = (f o ¢) * 9", rezultd in baza teoremei 4.1 cd funclia
(H o @ Y)(x}= e¥ —In(1 + e¥)

este o primitivd a functiei [ Deei

ez
S dr = e¥ — In{1 +e¥) + €,

1 4 e¥
2) 84 se calculeze S s da.
z)/ | + x
Luidm (1, co) =25 {0, oo) g, R, unde
1 i
= $ 1) =1 — 1,
flz) e g si glt)
deci
ola) =1V T+ o)=29,
Avind
i ) 2 2
1))’ (t)dt = dt = dt =
e i frer ey
=S(-1——-—1—-] dt = In P 1 )
t—1  t41 14+ 1
rezultd

Sdexz]ﬁM+e,
Jrz 1+ z V1ifze+1

3) Sd se calculeze
1
P

Functia f:(0,00) = (0,oc) definitd prin

def. 1
f(x) I mg Vi——+ P

este continud. Ludm I = J = (0, co) si ¢ : J — J definitd prin

olt) = L.
t

Observdm ci ¢ este bijectivd, derivabild, iar ¢’ este continui §i nenuld pe I:

e 1
¢'(t) = "
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Deci (observatia 4£.2) sint indeplinite condifiile teoreme; 4.1,
Observam ca

l
|

(Foe)t)-9'(t) = £ -t _ _yTTEy

| /141 e
| Yty

deci o primitivd a funciiei (foo) - ¢ este funcfia t —» — /7T T 12,

prin urmare
5 (Foolt) o(t)dt = — )/ TT T 4 e,

Aplicind feorema 4.1 §i finind seami cj Pl z) = l, obtinem
X

S dz =_M+@
221 2* =

| 4) 84 se calculeze
| S Vae—ade, (a>0).

| Functia f: (—q, a) = R, definitd prin

f(xj i'—!/ a? — 2 l
este continud. Funciia P! ( -_g-, g) = (—a, a) definits prin

¢(t) = a sin ¢

este bijectivy, derivabild, cu derivata continui 5i
F } T m
- ¢’(t) = a cos t=£0, (V)t-e(-—-?, —).
Observim ci

Me() (1) = V'a¥ —a¥5in%7 - ¢ cos ¢ = g2 cost,
| deci (vezi exemplul 2.2 (2))

S fle(t) -¢'(t)de — ; (: + 0§ pos x) Le—

a?

=E[t s sinu[_/lﬁsmﬂt)+@.
Aplicind teorema 4.1 i finind seama cj
¢7Yz) = arc $in L,

a
obtinem

2
Sl/f# — x¥dy = %[arc -sinf -+ sin (arc sin i:—J'\/ 1 k(sin [arc sin E)rl 2 8 =

a

i — e S — A,
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=Gl 2 Yo {ef o

= i(aa arc sin & + x |/at — 3:2) + e

a

5) Sa se caloulezesva — % dz, a>0,
a+ x

unde functia
a— &
z = flz) = va =

este definity pe intervalul (—a, @).

Functia
K K9
= =] (=aa
® [ 5 2) ( )
definitd prin
plt) = a sin ¢

este bijectivd, derivabild si

4 = __I'I:Ol _‘E) S
p’(t) = acos t (V)te[ : 2)

Avem
flo(t) = 9'(t) = \/ﬂi"—‘ ‘@ cos i =
: e -+ a sin ¢
—.gi 2
=av1_$.;2_t0053 =ﬂ&=a(1_sint),
1+ sint 1+ sint
si deci :
Sf{q»(z))-q>'(t)dz=ag (1 —sin )dt = e {24 cos 1) + €.
Deoarece

¢ }x) = arc sin B
a

deducem, aplicind teorema 4.1

S f(‘i’){x)d-z:ll(al'csin By \/ 1 — f) Le
@ a?
6) S& se calculezes |/ a2% + bz + ¢ da,

unde @ >0 gi b% — 4ac < 0.

Functia
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f(a:)'%_— Viaz® Y bz o
este definiti si continui pe R.
- Considerm urmatoarea schimbare de variabili

Y:R->R
definiti prin

‘ _ ‘F(m):l/?w+|/ax”+b:c+c-
-Avem '

= 2qx L+ b
= a -f»—‘———’ —'w
g 2[/aa:9+b:c+c

: Sa aratim ci ¢ (x) = 0(V)z = R. Daci ar exista %y & 1 astfel incit {’(xy) = 0, atunci
| %

| ZI/aI/axo+bmu+c+2a¢u+b:o,
|

deci
. 4“(‘1&"0 o} b:r,, + e} = (2‘”30 + b)3,
de unde ar rezulta egalitatea
b® — hac = 0
care contrazice ipoteza din enun{. Avind
= ' V(x50 (Vze R
i
’ b
b ( — —-] =}a>0
2a ‘
. rezultd 7
¥z} > 0 (V)z e R,
degi. '
(@) ¢ este strict cresciitoare.
Pe de alta parte, pentru orice =0 gvem [
) x[ —b— -E-J
) = az® — (ax® 4 bz + ¢) — & -
V ax — azx® -} bx + ¢ = —
V Var — | x| « + +. —
a [
h— ir
e i
~ |z \/ g,
x '-' ‘
deci :
lim §(z) = - .
(B) lim g e |
Evident
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() ' lim i) = 4 oo

x>0

Din («), (3), (y) rezultd ci

iar functia

satisface conditiile teoremei 4.1. Punind

t = ¥(z)
gasim
{t-—l/?z'a:)gz az® + bz + ¢
si deci
_ -
ST
Deoarece
flolt) - @'(t) = (e — V@ olt) - 9'(t) 5
deducem
tson -t = — 2 ot fatoae = =Yoot + 010 - Yot
Dar ‘
‘ (- o A( 4l —#

Sq’(t)dthm/EH-_bdt_ lms 21/ at + bdt+

1 b? — hac _ 1_ -

+_S2_V?u—+b dt _MS 2}/ at — b dt +

e AR ) T In (2)/ t+b)+e,

=L ar—u + B hacy (o a4 b) + e,
a 8a|/a
deci
S fle(t)) @ (t)de = l/“ L2 o¥t) + tolt) — Vet + :;’L— ¥ —hay, (2 )/ at+ b) + e
ha a  8ala )
Aplicind teorema 4.1 obtinem

S flz)de = — I/—: 224 x ([ ex +1/ aaz? +lb.1: Fe)—
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L2 (Vaw + Vaa® T bz F0) 4 {{%([/Ex +VaR Fba ¥ o) +

bac —_5.2111[2]/61,_ (]/(Zc - I/&Em) EW'y Ry

8al/a

+

=:c|/aw2—§—bx+c—-%xl/aa:2+bz+c —;—Zb—l/axﬂ+ba:—f-c —
a

cl/a

ln (2ax 4+ b+ 217 - Vas* f bz £ ¢) -
4a Sa[/a

adicd
S V @2t F bz e adz = S—[(Qc'za: b/ e ¥t T o +
a

- "_“;_l;—,’iz_ln (202 + b + 2/ 2/ 7 F b c)]+ e.
(4]

4.6. Ezercifii

S& se calculeze, utilizind a doua metods de schimbare de variabili,
primitivele urmatﬂarelor funetii:

1. f(m):.\/ex—1 , z = (0, oo).
er 1
8, f(z) = cos?)/z, z e (0, oo).
 fla) cos #|/1 + sinz, g’ ZJ'
bflgm 1 ¥
e PTUe Tl
b. f(z) = 1 ze (0
R Rt Vs =)
1
M E Ty e PR
", f(x):ﬂ‘w, - [_,E, E]_
1 4+ 22 2 2

1

S o) = o e——,

H 4 JIN
g ]

6.1. Reamintim cd o functie f: 7 — R, unde I este un interval din R,

se numeste rafionald daci existd dou¥ polinoame P i Q cu coeficienti numere
reale, astfel ineit
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(V) ¢ € I =Q(z) # 0 5i f(x) =k
Q)
O functie rationald f'se va numi simpld daci este de una din urmétoarele
forme:
i) f(x) = aa™ + a,a" ™ + o+ €y 2+ @5
i) f(z) = | , unde n € N*;
(z—an
iii) flz) =—2%+C _ unde n € N* si b2 — 4ac <0,

(az® + bz + e
Se aratd c¢ii orice funclie rafionald se scrie ca o sumd finitd de

| functii rajionale simple si prin aceasta calculul primitivelor unei [unctii

rationale se reduce la calculul primitivelor functilor rationale simple.

Vom da in continuare metode de caleul a primitivelor funciilor de tipul
ii) si iii) analizind pe rind diverse cazuri particulare.

5.2. Daca functia ralionald f:1 - R este de forma

1

flz) =
r — a
gl
| Ic(a, o) sau I C(— co, a)
avem
S L e 1 e B [ 8
xr — a
adicd ‘
S 2 dz = In(z — a) + € dacd I C(a, co)
xr — a
gi
S ! dz =1In(a — @) - € daci Ic(—oo, a).
r — a
Dacdt functia rationald f : I — R este de forma
1
, f(w):(x_(;j;_sneN:néz
§i
I c (a, o) sau I C (—oo0, a),
avem '

®

S B PR SO 1
(x — a)* n—1 (¢ — apnt
5.3. Daci functia rationald f: 7 — B este de tipul
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i

atunci se gtie cj

S 2 dm:iarctg 24w
a a

z? + at

f(z) : neN, n>2

=@t

Dac4 functia rationald f: / - R (I c R) este de tipul A , J

vom da o formuld de recurentd pentru calculul Iui

1
In S (z® + a®)n do

Inmﬁltind g1 impérfind mai intfi cu a?, apoi adunind si scizind #2 la num&ritor,
.obtinem

1 a? 1 a® 4 2? 1 a?
I = — _— = — —_—— —_—— —_——— e
=g ) e b= | do =2 | i

(2% + a?)n a R

1 x?
= ;z'[jnﬁl —S m dx].

w  owai § & . - |
Primitiva din parantezi se va calcula prin parti |

2 - 1 1 ' 1 1
* - —_— . 2 5 d =
S Frer T T e T S(m) 2n —1) (2t + @t
1 x 1
- 2(n — 1) '(mz‘-f- a?)n-t + 2(n — 1) ]'.1_“
. _ 1 1 x B Beod .} ]
Deci I, = P [2(7!. —1) (a4 azn-t 2(n — 1) n~1]

Inainte de a trece la calcularea primitivelor celorlalte functii de tipul iii)
vom face urmitoarele observatii.

Observaii: («) Functiile de tipul iii) pot fi considerate (daci se d4 a factor
comun forfat la numitor) ca fiind de forma

Bz 4 C’
re==—
f() (#® + pz + g
cu '

pz_493[£r;4ﬁ=ﬁfﬂ =0,

a a 72

(B) Dacd p?— 4g < 0, atunci 2% 4 px + ¢ se poate scrie ca suma de
doud pitrate:
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4 2
#tpotg=(a +25 e+ 8)Ha-

= (= +§)2+ M2 = ga) + 3,

.unde

. . Lg — pt .
qk(x)=£—|—%§l 8——"'\/"—41'L>0.

5.4, Daci functia f: I — R (I C R) este de tipul
1

- f(x)zxz—l—pz-i—q'
atunci folosind observatia (B), avem
R S PR W (o BN PR S 1Ca Ry g
S“m2+p=:c+qd”'E Sqﬁ(m; L dr s et ot
2 22 + p
= ————— arc¢ tg — + e
: V/4q — p* SVu—»p
Daci functia rafional f este de tipul
: y _
MR . REN— Y % (W g ]
flz) (¢ 4+ pz + Q)"
cu p? — 4g < 0, atunci in baza observat,iei (B), putem scrie
1
) = ————»
fiz) [e®(x) + ¥
unde

2
oz) =2+ L i p=2"F,
Deci 3 %

Joe=l L dwel F¥ g Po e
Sf(x) ? S[qﬁ(m)M“]ﬂ v S[¢2(m)+s”}n ? ?+

unde F este o primitivd a functiei
1
- T
(u? + 82)n
al c#rei calcul a fost descris in 4.3.
Daci functia rationald f este de tipul
x

= (22 + pz + g

atunci, inmultind gi impértind intii cu 2, apoi adunind §i scézind p, obfinem

FnEN*E

f(:c) . 1 2z + p p 1

2 (@ +prtan 2 (& + po g
A doua functie din membrul drept este, abstractie ficind de constanta

%, de tipul precedent.
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Pentru a calcula o primitivi a primei functii din membrul drept, facem
schimbarea de variabild

Y(x) = 2® + px + g,
si obtinem:

S_liuL_M:SEELu:___J___+@=
(2* + pz + g W (z) {(n — 1)¥n1(a)
1 1 .
= — ; &
n—1 (w2+pm+g]n'1+
5.6. Exemplu.-Se consideri functia rationaly
. x+ 1
f(z) EPC
Avem, aplicind procedeul de mai sus
z 41 .1 (m2+m+1}’+i 1
(@ +z+ 12 2 (2 + z+ 1) 2 (24 z+ 1)
5i deei )
1 1 1 1
dg = -~ — —n— L~ — — 4
Sﬂx}x 2 (" +ax+1) +2S (2® + 2 + 1)? ¢

Aplicind acum procedeul de la 5.4 functiei

1

z——
_ (2® + x + 1)?
Yom avew.
2+ 1)(@® + 2+ 1) = 4(a® + 2+ 1) — 3
8i deci
' 1 4 (& 24 1) — (22 1) (2 2 1)
; de = — S dze =
(#* + z + 1)? 3 (2* + = + 1)
2 ’
=£ S _L__dx_i S {2334_1).%(}3
3 2+ x4+ 1 3 (%4 = + 1)?
Aplicind formula integrarii prin pi#r{i la termenul al doilea din membrul drept
avem '
2 ’
iS(zm+1)~———~{‘”“L“""Jr” i = xSt B Esu—__- -
3 (2% + x - 1)? 3 24zt 3 ) 2441
51 deci
S ' 1 1 2@+ 1 2 1
— —dz=— T L F\ 1 s
[.ft:2+:t:+i)2 3 22+ 241 SSm"—l-x—I—i

Aplicind acum procedeul de la 5.3 obfinem:

S—;z—i—idxz P —
s
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in final gésim

S x4+ 1 dxk——i 1 i 2z + 1
(a® + @ + 1) 2 attaxti 6 24 x- 1
1 2 9m + 1 1 x —1 1 2 2z 4+ 1
— o —=—arct e T [ — arctg — + €.
+3 V3 . V3 3 $2+x+1+3 3 /3

Admitem fird demonstrafie urmitorul rezultat:

nHINero: et nlor ration 8 1Ek Tumes

5.7. Observagii. Practic, pentru a realiza o descompunere a unei functil
rationale ca suma de funcii rationale simple se procedeazé astfel:
Se face impirtirea cu rest a lui P la Q. Vom avea

P_:L'Q—l—R

unde R este un polinom de 'grad strict mai mic decit gradul lui Q si deci

Q=) Qla)
i) Se scrie formula de descompunere ca in enuntul teoremei in care coefl-
cientii 4,..., B,..., C,... sint nedeterminati. .
ii) Se aduce la acelagi numitor in membrul drept gi se pune conditia ca
numiritorul fractiei care rezulti in membrul drept si coincidd cu numdritorul
fractiei din membrul sting, de fapt aceasta revine la a scrie cil doud polinoame

coineid.
iii) Se obtine un sistem liniar in care necunoscutele sint coeficientil ciu-

Plak . B .2,

45




N T -

tati A,..., B,.., C,..

Deci, existenta si unicitatea solutiei acestui sistem este echivalentd cu
existenta gi unicitatea coeficientilor din teorema 5.6.

Procedeul descris mai sus de gdsire a coeficientilor A,..., B,..., C,... se ;
numegte metoda coeficienjilor nedeterminafi.

b.8. Exemple

1) S& se calculeze

4
o |
S xa 1y
5 ¥ + 1
pe un interval I care nu contine punctul z = —1.
Vom avea
A1 —a 1

flz) =

241 L 2* 41
i din 2® +1 = (2 4+ 1) (22— x + 1) deducem c& are loc o descompunere de forma
—xz+1 4 Bx + C
b 1 x 41 @ —z+1
Aducind la acelasi numitor in membrul drept obtinem
—z+1=A(e*—2+1)+ (B + C)(z+ 1), (Vze T

§i deci
—z+1 =24+ B) + z(—A+B+C) + 4+, (V) e 1,

ceea ce conduce la sistemul

A—i—B-_—O,
A+C=1.
Uncalcu]simp]unedaA=i, ____3‘021'
3 3 3
Deci
2 1 1 2z — 1
f(w)—x-f-'-s-m_l_i 3 -'Bz—:c—l—i'
2 2
Prin urmare 2+1 do = i.'...l 2(-"" + 1) re
a1 2 3 aP—z41

2) S4 se calculeze
dx

S o + af
pe un interval care nu contine punctul z = 0.

Divizorii ireductibili ai Iui #® -+ 2° sint « si 2® + 1. Primul are ordinul de mul-
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tiplicitate 3, iar al doilea are ordinul 1. Avem deci

Bm+C
2 + a° x 41

LAy H 2

Aducind la acelasi numitor in membrul drept obtinem:
1 = Aga®(2® + 1) + Agz(a® + 1) + Ag(a® + 1) + #®(Bx + C)
i deci sistemul
: A+ B=0,
Aa + C = 0,
A‘l + Aa = 0:
Ay =0,
AS = 1;
a cirui solutie este
A= —1, A;=0, 43=1, B

1, C=0.

I

Deci
1 1 ®

fle) = — =+ 5+ -

i dz Va1
Prin urmare S e ke In 2] T

3) Sid se calculeze

e e | d
S at 2241
Divizorii ireductibili ai lui % 422+ 1 sint 2% 2 + 1 si 2 — 2+ 1. Fiecare dintre
acesti divizori are ordinul de multiplicitate 1. Avem deci
Bz 4+ C Bz + C’
x) = ’
flz) L2+ a+1 a—=zt1
Aducind la acelagi numitor in membrul drept ob{inem:
z4+1=(Ba-+ C)(* — &+ 1)+ (B'x+ () (2 4+ = + 1)

care conduce la sistemul

B4 B =0
B+ 0+ B+C=0
B—C+4+ B +C=1

c+¢ =1
echivalent cu sistemul B4 B =0,
—B+ B =—1,
C+C' =1,
U+ =1
a cirui solutie este 1 1
B=>1,F=——,C=0, =1
Avem 2 2
fla) = x .'__i x2—12 _1 2z —1 1 1
2:r:—|—a:+1 S o+l & Ptz tl & 1)2
[:c +—2—) + =




1 2z — 1 3 1
4 mz—x+1+4'( _ApLs
2 &
de unde {
241 1 22 x4 1 1 2z 41 1 2 —1 |
e PR L = IR —_— — arctg — -} —— arcig — - C.
Sm4+a;+1 G B—z4+1 213 V3 21/3 V3
\
4) S& se calculeze
S 4 dz
2s8in z — cos & + 5 ;
pe intervalul (—=, =). '
Facem substitutia
"
c:tgﬁ, ze (—mn, )
2
ohtinem
x=o(t) = 2aretg ¢, t = (—o0, +o0)
b
si
2
’t: .
¢'(t) e .
Punind
1
) = » — T,
fle) 2sinx —cosa+ 5 il 71:7:}’
obtinem ' ' '
1
flz) = " ’
2g 1 — tg2 2
2 — +5
14 tge 2 1—}—tg2% .
1 2 2 1 '
i))-9'(t) = . = = .
flole))-#'e) 4t 1,39_!_5 1 4% 6% &b+ 4 3124 24 2
142 142 i
Deoarece
1 1 3t 41
1) ¢’(t)dt = \ ————— di =—— arct = e
Sf(fp())q:() Saz#+m+2 5 ot TS e,
obtinem
; 3tg-“;:+-1
dx = —arctg —— 4+ €.
Sf(a:) Tl —

5.9. Egercilii. Si se calculeze primitivele urmitoarelor functii rajionale,
utilizind descompunerea in func{ii rationale simple: i
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b B~ S
k] 2 =
e o bt oL
. . 2t a1
3. ﬂT) == (22 . 1)3 (.‘t’.‘z— @+ 1)2,
4. fla) = Lme
(e + 1/ (2 + 3o+ 2)
2t —1
AT
v ) — 1+m2. . N
6. f(""‘) e . 2.’123+ 3x2_ 2z +1
7
7 f(x)_ ETa_t:}ﬂ,
1
8. = ——,
flz) z(z 4 1) (z + 2)
|
9. = )
flz) wle 4+ 1) (z 4+ 2) (= + 3)
o 2’ 4 1
10. f(m) - 28 [ 2 (1 F=n Vﬁ) -+ :::{’1 - |/§} +1,

1
11, f(:c‘) — 1_-|-—a::3’

2

w4m=1iﬂ

18, f(z) = Eﬁ?
L EET T
7 (R

.m(x?‘ +1)2

5.10. Ezxercitii. S4 se calculeze primitivele urmatoarelor functii reducti-

bile la functn rationale:

L
1. flz) = 1. sei-ne)
1+ a2+ 224 2
1
B M) = = ¢ =0
1 -
8. f(”}—m_!/m, r e R.
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4 — Elemente de analizd matiematici, cl. a XII-a

z < R.

z e (0,1).

z = (0, 00).

z < (0, o).

z e (0, o).

z e (0, co).

re R,

r = R,

z e (0, co).

x < (0, o).

1 +V5

)

B



4. f(z) = 1 x
==y #<&
-z
6. f(x) :|/(_7:|: — 1Fj;253 , z e (2,5).
1 —
6. ﬂa:) =iz T ze (0, —1 +)/7).

7 flz) = ii_—éﬁ' z e (—1,1).

8. flz) = m+1/'1~|~a:+.:c2
1+a+ )1+t o
8. flz) = a®)/ — 2 F 4z + 5, x e (—1,5).

,» ze R

1 4.2
10. flz) = —— , —1,5).
V = L4z | 5 @ < (—19)
II.
iy Bt ze(—mmn)
3 + cos x
1 . T '.'t]
2 fla)= ———; =
| (=) 1 + sin®x 2 2
8. fla) — : g e (—mm)
sinz — 2cosx + 3
4. f(z) = 1 ‘ , :r:E(O, _E]_
sin z (2 4 cos # — 2 sin x) 6
5. f(x):ﬂc_, xe[_i, l‘_],
1+ sin x 2 2
2
6. flz) = sin®z cos z , xe[—i,i).
sin x 4 cos « 4 4
2tgaxe+ 3 T
7. flz) = —= i T ze RN\ Jkn+ — | he Z}.
flz) sin®z 4 2 cos®x \{ + 2 | }
1 3
8. flz) = ———, ze|0, —|.
fiz) cosx sin’xz ( 2]
s ‘2 2
9. f(x):M%Eff, xe(_i, E]_
sin £ — cos x 4 4
2
‘ 10. flz) = l =2 ’ xs(——-z, E].
1 4+ a* 4 2a sin z 2 2

unde ¢ este un numair real 0 < e < 1.




Functii integrabile

§ 1. DIVIZIUNI

1.1. Definifie. Fie[a, b] un interval inchis gi mirginit din R. Se nu-
mogte diviziune a intervalului[a, b] un sistem de puncte

A= ("an Lyy eery Tpq,y xn).
din [a, b] astfel ineit

=g <HB <l <l <8, —0
|
Uneori vom nota diviziunile astfel:

A=in= g, <o < ... <5, =H)

(Cea mai mare dintre lungimile intervalelor

[-:E()s -T'[_-Iﬁ [.‘271, .’L‘z], "':[xu—lv "En]
se numegte n or ma diviziunii A si se noteazi: || A ||.

Agadar,
| Al 4T max (x; — 244)-
Ii<n
1.2. Exemple. Sistemele de puncte
Al e (07 1)’
Az_(o,i,i. 1].
4 4
A3=[0, 1) ! 1 1" "2"r‘*’il 1]
5 3 2 3 5

sint diviziuni ale intervalului [0, 1]. Aceste diviziuni au respectiv normele:

1A T =1; 18]l =35 A ll= -

1.3. Observajii: a) Daci [a, b] este un interval, atunci A = (a, b) este sin-
gura diviziune a lui [e, b] de norm# egald cu b — a. Orice altd diviziune a
intervalului [a, b] va avea norma strict mai micd decit b — a.

B) Pentru orice numiir real r > 0 existd diviziuni A ale intervalului [a, 5]
astfel incit

TA |l <.
Intr-adevir, si notdm cu L lungimea intervalului [a, b]:
L=b—a

gi 84 ludm un numir natural n astfel incit
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Impirtind intervalul [, b] in n pirti egale, obtinem diviziunea

Az[a,a+%,a+2i:—. ...,a—}-(n—-—i)—i—. b).

« L .
| care are norma egald cu — . Decl
' n

L
lA|l==<r.
n

1.4. Ezercijii. Determinati normele diviziunilor:

Alﬁ(o,i,i,i.i, 1],
5 3 2 3
r 1 1 1
A=0 T ol S0 T oy 1];
? [’1 5 3 V3 V2
A:i = (1, e, e? :eu)v
1 1 1 1
A4 ,210 ‘?‘) " _2_2": ?,1)n
J0
|
“H‘
|
|
|
1.6. Ezemplu. Fie
AI:(O,i. 1J,
2
| _\z=[e,i,l,3, 1J,
‘ 3 2 35




Solng

Fig. IL.1.

diviziuni ale intervalului[0,1]. Atunci
AL C Ay A Ay Ay Z A,
1.7. Observajii. «) Dacd A, A’ sint diviziuni ale intervalului [a, b] astfel
inecit
Ac A,
atunei
A < 1A

Deci, prin trecere la o diviziune mai find, norma diviziunii se micgoreazd,
) Din || A’ || < || A || nu rezultd, in general, ci Ac A'. De exemplu,

dacd
A:Alz[o,l, 1]
)
A — 3:(0, i = 1],
atuneci
K s Lot | &
ha ll=5<5 A

si totugl

1,8, Definifie Fie

Ay = (Yor Y11 -+ Yu)

doud diviziuni ale infervalului (e, 0], Divivienes fermatd din mul{imea

= ; X ] 3
{'i‘m Tyy eeny Ty U o Yaoovons f.lfm},

alo efiroi elemento sint luate in ordine strict srescitoare, se numegte reuniu-

nea divizinnilor A, A, si se noteazi

[
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AL AL

1.9. Exemplu. Daci
= 3
A1=(1,|/2,;, 2),
g S i
Azz[i, E,[/s, 2].

I A = (1, /3, 2)

sint diviziuni ale intervalului [1, 2], atunei-

=)

AIUA2=(1,|/§, ',2], :
3, 2],

%U%=ﬁ§uVEﬂ.

I

| 3
| 2'l/
I g
AIUA3:(1,|/2,;.|/
I

1.10. Observajii. o) Reuniunea A, U A, a doud diviziuni este mai find
decit fiecare din diviziunile A, A,:
‘A c AJUA, i A, AU A,
B) Daci
D= (Bys By w355 )5
Az = (Yor Y1» s Ym)
gl
AU A, = (25, 215003),
atunci |

p<n+m—1L ' )

1.11. Ezercitii. a) Determinati reuniunea perechilor de diviziuni I

A'=(0,l}1 ia-i—’i]: |

(1)

A= (0, e?, 10),

I (2)

A =(0,1,2,3,..,10). |

I b) Fie p, ¢ doul numere naturale si diviziunile
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S84 se arate ci:

o |

i) A'C A" < p divide pe ¢; |

ii) A’ U A”c A unde . |
n —

% =[ 1 2 k (pgm—1 1]_ \

(pg)" " (pg)® ’ (pgi " (g

§ 2. FUNCTII INTEGRABILE

o=}

2.1.

Definitie. Considerim urmitoarele objecte: |

1) un inferval inchis gi mérginit [a, b];
2) o functie f:[a, 0] - R;
)
)

o
% ]

o divizinne A = (z,, x, ..., x,) a intervalului [a, &];

un sistem de n punete £, £, ..., E, astfel ineit

¥ A
o

Wy & <y, 1 =1 g n}

numit sistem de punete intermediare asociat diviziunii A.
Numniral real

se numeste suma Riemann asoeiati fuactiei f, diviziunii A si pune-
telor intermediare £, £,, ..., £,. Acest numér va fi notat prin o, (f, £) sau prin

vy Gy

PO
L f.ft Gi)

2.2. Observajie. Dacd functia feste pozitivi, atunci suma Riemann o,(f, &)
reprezintd suma ariilor dreptunghiurilor de bazi z; — x; , i de indl{ime
flE), (1 € ¢ < n). Deci a,(f, E: ) aproximeazd aria multimii din plan, denu-
mitd subgrafieul lni f,

Iy ={(z,y) €R*|a < z<b0<y < fla)
delimitatd de axa Oz, graficul functiei f si dreptele paralele la axa Oy care

trec prin punctele de coordonate (a, 0), respectiv (b, 0) (fig. I11.2).
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flgs—— — — — — ———— — — R
£ [ 77 S S o :
| - A \J |
/T
IR EER
TERENE
1 |
.
AREENN
X.,-_'E,X‘ Xn_’ xn=b‘ X
Fig. IL2.

Pind acum nu ne-am pus problema ce inseamni ¢il o multime méirginiti
din plan are arie gi cum s-ar defini aceasta. Notiunea de arie va fi studiati in !
Capitolul IT1, paragraful 1, unde se va ardta cd daci functia f este continui,
atunci multimea I'; are arie si

. b
aria(I")) :S f(z)dz.

a

| € {

2.4, Observatii.(«) Pentru un interval fixat [, b), numdral I r, asoctat fie-
cdret funcfit integrabile f :[a, b] — R este unic determinat de f.

Intr-adevir, dacd I,, I, ar fi dousi numere care verificd conditiile din defi-
nitia 2.3, atunei pentru orice ¢ > 0 ar exista Ne = 0 (k= 1, 2) astfel incit
pentru orice diviziune

A= (xy, @y, ..., x,) a lui[a, b] cu || A || < 7, . $1 orice puncte intermediare
Tig < & <o (1<t <n)sd avem

lLoalfy 8) = I | < v (k=1, 2).

€
2
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Luind

def
'Y) - mm("h £ 7]2 E)

rezultd cd pentru orice diviziune A a lui[a, b] cu || A || < v, si orice sistem
(£;) de puncte intermediare asociat lui A, avem

loalfs &) — Ll < - si foalf, 8) — L | <~
deci
| I, — I | < |1, — oalf, &) |+ |oalf, &) — 1, | <§+§—=s

Cum ¢ > 0 a fost arbitrar, rezulti

(B) Orice funciie integrabild f:[a,b] — R este mdrginitd, adicd existd o con-
stantd M = 0 astfel incit

If @ |<M (V)& & [a,b].
Intr-adevir, si notam cu Jr integrala lui f pe intervalul [a, 4] ¢ 58 luim &= 1. Din
definifia integrabilitatii lui £, rezultd ¢ existd ye > 0 astfel incit
(1) loalfy &) —Ip | <1

oricare ar fi diviziunea A = (zy, zy, ..., Zn), cu || A|| < 7, §i oricare ar fi punctele inter-

mediare
& e [@ig, @] (1 << n).
"Considerind o diviziune fixata
A= (@g, Ty, .., Tn) cu || A < 7

este suficient s ardtim ca f este marginitd pe fiecare interval [zp.,, xp] al acestel divi-
ziuni. In acest scop, considerim un element arbitrar = & [zp.,, @n] Si luém urmétorul
sistem de puncte intermediare

(2) & {

Atunci din (1) si (2) rezultd

xj, dacil i3k
z, dacd ¢ = k.

o) fla) e — xheq) + Zf{xi)(xi — ) — Ir | <1
iF*h

deci
[flz) | < M

unde cu My am notat numéirul real pozitiv

1
m[1+|-{f|+§|fﬂ?:) | ("91“"311})

(v) Integrala definitd a unei funciii f este un numdr real, spre deosebire de
integrala nedefinitd a lui f care este mul{imea tuturor primitivelor lui f.
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2.5. Exemple.

1) Fie f:[a, b] » R o functie constanti

f(ﬂi‘) = € (V) T & [aa b]
Vom arita ci f este integrabilj gi
b
S f(z)dz = e(b — a). r
a
Se observil cd, oricare ar fi diviziunea ‘
A = (zg, 2y, ooy Tp)
a lui [e, b] gi oricare ar fi punctele intermediare

Til ai\<~mi! (1\<~. "l\g"’)l
avem )

oalf, &) = 2 FlE @ — @int) = e(an — @) = efb — a).

=1
Deci, luind I = ¢(b — a), avem .
loalf, E) —1]|=0<c¢ ‘

oricare ar fi € > 0. Prin urmare [ este integrabild i

b
S f(z)dz = c(b — a).

2) Fie « € Rgif:[a, b] — R definitd prin ‘
flz) = oz, (¥)z &€ [a, b] (

Vom ardta ci f este integrabili si
S” flz)dz = & (b2 — a?).
4 2 ‘

Pentru orice diviziune A = (x,, 24, ..., 2p) a intervalului [a, b] cu norma mai mici
ca n > 0 si orice puncte intermediare :

g i<, 1<isn,
avem

n n z; + i ol
(1) oalf, 8 = 3 &) (ai = o) = 3 (R o il
i=1 t=

+30 1t — 1 () —

=1
Deoarece f(x) = ax pentru orice z < [a, b], deducem

flE) — f(i—%i] I ERE ],

Observind ci m'—_%-m'—" este mijlocul intervalului [«;_;, #;], deducem
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(2) Mm—fi%ﬁn<um
Pe de altd parte avem

(3) i f[ﬁg—m) (2 — 2.0) = -g— - (w5 + @) (2 — .m,-_l) =

i=1

i=1
n

o o
— ‘a':2—.1;2 =—b2—a2'
2i:1(l !—]_) 2{ )’

deci din relaiile (1), (2) si (3) deducem

< laln® — a)

Mmm-%m*ﬂ

Fie acum & > 0 si

€

0 < e
K P

obtinem

oalf, E) — 5(,,2 — at)| < e

pentru orice diviziune A cu || A || < u si orice sistem de puncte intermediare asociat
diviziunii A. De aici rezulti ci f este integrabild si ci

S: flz) da = % (b2 — a2),

.3) 54 se arate ci functia
' f(z) = cos x

este integrabild pe orice interval [a, b] c R si

b 4 -
S cos xdx = 8in b — sin «.
Ja

Fie A=(a=ay<a,<..< 2, =25) o diviziune a intervalului [a, b} si fie
& €[z, x] (1 <<i<<n) puncte intermediare arbitrare.

Aplicind teorema cregterilor finite functiei f(z) = sin a pe fiecare interval (2.1, @]
(1 < ¢ < n), obtinem punctele ¢; = (w;.,, ;) astfel incit

sin @y — sin @5y = (23 — @) €08 ¢, (1 < i n}.

Tinind seama de aceste egalititi putem scrie:

T

M) oalf, i) = 308 Eilai — aimg) = 3 cos ey (a5 — mia) +
i ; Li—y ; ei (2 — 24)
n n n
.-j-— (cos & — cos ¢;) (23 — ;)= E (sin &; — sin x;_,)+ 2 (cos Ej—cos ¢;) (25— 25.,)=

=1 i=1 i=1
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n
=sginb — sina -+ 2 (cos &; — cos ¢;) (23 — @i-y).
i=1

Aplicind acum teorema cresterilor finite functiei f(x) = cos a pe intervalul [£;, ¢;]
sau [¢;, E;], obtinem un punct 8; e (&, ¢;) astfel incit

cosk; — cos ¢ = (&; — ¢) sin0;,
deci
[cos & —cosep || & — e | - |sin | A,
prin urmare

@ |3 leosk — coser) (o — zead | N AND (s — zia) = 1A 1l (b — .

=40 i=1
Din (1) si (2) rezulta:
(3) | oalf, &) — (sin b —sina) | || A | (& — a).

Pentru orice e > 0, luiim 7, astfel incit

0<n < u
b—a

Atunci din (3) rezultd ¢ii pentru orice diviziune A, cu || A || < 4, §i pentru orice puncte
intermediare &; are loc inegalitatea
loa(f, &) — (sin b —sina) | < e.
Aceasta aratd cii funciia f(x) = cos z este integrabild pe [a, b]
81 :

b . .
S cosxmdx = sin b — sin a.
a

2.6. Exemple de funciii neintegrabile. 1) Vom ariita ci functia lui Dirichlet
g :[0, 1] = R definitd prin
_[1, dacd z este rational,
(@) = {0, dacii « este irational

nu este integrabili.
Fie A = (2, 24, ..., xy) 0 diviziune a intervalului [0, 1] .":;'i fie
E, & e[, @, 1<iSn
douii sisteme de puncte intermediare alese astfel incit
fiecare 'E; (1 < i< n) este rational,

iar
fiecare E;—I (1 < ¢t <C'n) este irafional.
Atunei
gl8) =15l g(€) =0, (A<i<n)
deci
(1) oalg, &) =1, oalg, ") = 0.

Dacii g ar fi inlegrabild, atunci ar exista / = R care ar verifica conditiile definitiei
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2.3. In particular, pentru 0 < e < g ar exista m. > 0 astfel incit pentru orice diviziune

A = (g, @y .y Tp) a10I [0, 1], cu || A || < 3, avem

(2) |oalg, &) — I | <esi |oalg, £) — 1| <e.
Din (1).si (2) rezultd
| |1 —I|=|oalg, &) — 1| <e.
[I|=10—1|=|oalg, &) —I|<ce,

ceea ce conduce la contradictia

fos | B T4 T [ = T [ LI < 85 2 8 =%.

o= | -

Asadar, functia g nu este iniegrabild.
2) Funciia g:[0, 1] - R definitd prin

I 2 , daci = < [0, 1]
gulz) = ¢ 2%
I 0 ,daci =0

liind ‘nemirginita pentru « > 0, rezultd din observatia 2.4 (B) ci nu este iniegrabild.
2.7. Observatie. Dacdf, g:[a,b]—R sint doud funcjii cu proprietdfile: .
(@) f este integrabild pe [a, b];
(B) existd o parte finitd A c [a, b] astfel incit

B gz) =flzx), (V)= € la, b]\A4,

atunct

(1) g este integrabild pe [a, b]
)

a

(2) S’;g(x)dw - S f(z)da.

Este suficient ca demonstrafia s# fie datd pentrn cazul cind mulfimea finitd 4 este
formatd dintr-un singur punct ¢, deoarece cazul general se poate obfine din acesta prin
inductie. Presupunem deci 4 = {c}.

Functia { fiind integrabild, estc mirginita (observatia 2.4(B)), deci existy M; =0
astfel incit

Hfle) | << My (V)ze(a bl

luind
MEL max(M,, |ale) |)
rezulta '
[flz) i< M (V2 ela, b]
§i '

lgle) <M (V)z [a, b]

f fiind integrabild, inseamnd cd pentru orice ¢ > 0 existd y, > 0 astfel incit
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b
(1) oplfs Ei) —S flz) da

a

E
<Z,
2

oricare ar fi diviziunea A = (x5, #, .., @a), c0 [ A j| < g, gi ovicare ar fi punctele
intermediare - £; = [z, ]l <1< n).

Luind
def, . . ]
Ng=—— MU n. H—];l]

»

aven ne ),

si
£
{2) ' M << i
Dac ¢ este un punct al diviziunii A, atunci existd 0 j<<n astiel incit ¢ = zj. In

acest caz singurele puncte intermediare cire ar putea coincide cu ¢ = xj sint punctele &;
sau iy, -
Deci tinind seama de faptul ci f(z) = g(z) (V) z=z£e¢, obfinem

apxlf, Ei) — ople, &) <

_}_“lf. (Ei) — 8(E:) (21 — @imy)

(Tjgy — @) <

|
< | flE) — &)

(mj — @j.y) + \flim) = 8(&jy1)

<4M||A||<4Mn,<§.

Dacdi ¢ nu este un punct al diviziunii A, atunci ¢ este continut intr-un interval deschis
(g 2x). Deci singurul punct intermediar care ar putea coincide cu ¢ este punctul &ns
prin urmare

opfiki) — oals, &) | = } E(f{ Ei) — glEi)) (@ — i)

=1

= } FlER) — glEr) | (zp — a2pg) <2M || A < 2Mye < -;"—

Din analiza ficut pind acum rezulti cd, oricare ar fi pozifia punctului ¢, are loc¢ ine-
galitatea

13) opll, &) — aalg &) \ < %
Din inegalitatile (1) gi (3) obtinem
(7]
oyt &) —S fefaz] =

adich g oste integrabild gi

] [}
S g(:ﬂ)da::S fle)da.
a [
N
2.8. Observatie. Obgervatia precedentd arata cd dacd [ este o functie integrabild
pe [a, b] si dacid se modifici valorile functiei f intr-o multime finitd de puncte 4 =
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= {a;, @3, -, am} S[a, b], atunci functia nou-obtinuti este incd integrabild si integralele
celor doud funcfii sint egale.

Dacd modificarea valorilor functiei f se face intr-o mulfime infinitd de puncte,
atunci functia nou-obtinuti poate si nu mai fie integrabili. Intr-adevir, functia con-
stanti '

folz) =0, (y)z = [0, 1]
este integrabild (exemplul 2.5 (1)). Totusi functia lui Dirichlet {exemplul 2.6 (1))
gla) — { 1, daci z =[0,1] N Q,
0, dacd =z < [0, 1]\0Q,
care se poate obfine prin modificarea functiei f; pe multimea infinitd
(0,11 N Q

nu este integrabild.

29. Teoremd. Pentru o funetie f :[a, b] - R urmétoarele afirmafii
sint echivalente:

(«) f este integrabilii;
(B) existd un numir real [ astfel inefit
oricare ar fi girnl de diviziuni

Ay = (2 2f . 2f), (€N

ale intervalului [a, b] eu
lim || A, | =0

n—reo
gi oricare ar fi punctele intermediare
wia < B <af, (1 <i<hk;neN),

girul sumelor Riemann

converge la /.

Demonstratie (a) = (B). Presupunem c# functia f este integrabild si vom aridta
ci are loc afirmatia (B).
Fie deci

— =k n 13 7 | S a——
Ap = (a = apy, &, ., T = b)

un sie de diviziuni ale intervalului [e, b] astfel incit
(1) lim || Ap | = 0
n—>oe -
si fie
B2l 2] (1< i< k)

puncte intermediare.

Functia f fiind integrabild, existd I; = R cu proprietatea: pentru orice &> 0
existd y, astfel incit oricare ar fi diviziunea A cu || A || < 4, §i oricare ar fi punctele
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intermediare £; are loc inegalilaiea
(2). , | oall, &) — If |-< e
Din relajia (1) rezultd cd existd un rang r, = n(y,) asifel incit
A |l <05 (V) 2> ng
deci, {inind seama de (2) obtinem .
|0An (f &) —Ifl( e, (Y)nZ=zng,
adica

A " fE
r}]_il; G‘\Jl (f; Ei) exista Ij.

(B) = (e). 2d presupunem ci [ verificd conditia (B) si sd ardtim ci f este integra-
bild, mai precis, num#rul 7 care figureazii in conditia (B) este chiar integrala lui f.

Dacél numérul 7 n-ar fi integrala lui f, atunci ar exista ¢, > 0 astfel incit oricare
ar fi 4 > 0 existd o diviziune

Ay = (.’Fr;’)‘. Bsenen x’,}n)
a lui [a, b] cu || Ay || < p §i existd punctele intermediare
< E <2 1<i<h)
asifel incit

l "Ah(fr &) -1 | Z &

T . 1 .
Luind in particalar 4 = — (r =1, 2, ...), obfinem o diviziune
n

Ay = (553, -T?, iy .’Eﬁn)
a lui [a, b] cu

1
(1) ” Ap ” < —
n

81 un sistem E£7 de puncte intermediare
. al <A, (1<i< k)
astfel incit
(2) ] oA, (f, &) — 1 | 2z [rR=1,2 &)
Din inegalitatea (1) rezulti cd
lim || Ay || = 0,
n—rco
iar din (2) rezultd ci sirul sumelor Riemann
' {oa, (h 8}

nu converge la [/, ceea ce conirazice ipoteza (B).

neN

2.10. Obserpajie. Condifia () din enuntul teoremei 2.9 este echivalentd cu condifia
urmitoare (aparent mai slabi)
(B°) oricare ar fi sirul de diviziuni

Ay = (1:?!, & an x}:ﬂ), (n = N)

*o
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' .

ale intervalului [a, 8] cu lim || A, || = 0, si oricare ar fi punctele intermediare "
n—oo

2 L <<al, M<i<hkn; neN),

i—1 f3 i

' sirul sumelor Riemann este convergent.
Evident (B) = (B’).
Demonstratia implicatiei (3") = (B) revine la a demonstra ci toate sumele Riemann

{os, (6 ), cpp o0 lim [ &g | = 0

au o limitd comuna.
Presupunem ca (B’) are loc; fie

A = (a = zft, &}, .y = b), (n = N);

A; = (a = yg'a y'f" wrey ygn = b)) (n A N)

doud sgiruri de diviziuni ale intervalului [e, b] cu

li A [=1im || A ||=0
am Al S | A

si fie punctele intermediare

-'E?'_l < &;1 < .ZE", 1< kn; n s N),
<

<
<

y?—l "g ﬂ?< yf’, (i 14 nin e N}.

Consideram girul de diviziuni (Ay)nen definit in felul urmitor
der ’ L3 ’ » ’ »
{An)nEN — (Aﬂ’ Aoi A]: Ap 1eey An’ Aﬂ,"")’
iar punctele intermediare le ludm astfel
v dot E?, dacd n = impar,
£ 7f dacd n = par.

Cum lim || A, || = 0, rezultd din ipoteza (B’) cd sirurile de sume Riemann
n—oo
{GAk (f: En)}v {65;;’ (f- nn)}a {c_,Ai'l (f’ ﬂn)}

sint convergente; fie I, I”, respectiv I, limitele lor. fns# primele doud siruri sint sub-
giruri ale celui de-al treilea gir, deci (Observatia A 15) au aceeasi limiti. Asadar,

I'=I1=1".

2.11. Observagie. In cursul demonstratiei teoremei 2.9 gi a observatiei
precedente s-a ardtat cd daci este indeplinitd una din cele trei condifii echiva-
lente (), (B), (B’), atunci integrala lui f este obtinuti astfel:

|, feda=lima, (2", |

lar limita nu depinde de sirul de diviziuni A, = (25, 27, ..., af;, ) ale intervalului
[a, 6] culim || A, || = O si nici de punctele intermediare Erec[z!_,, 7],
71— o0 .

(1 <i<k;:neN).
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2.12. Teorem4d. (Formula lui Leibniz — Newton ). b
Fie f:[a, 5] » R o funefie integrabili care admite primitive pe [a,, b
Atunci pentru orice primitivii F a lui f are loc egalitatea

{?fumu_—FW)4me

Demonstrafie. Fie
An == (x31 x1, oy mi,cin)
un gir de diviziuni ale intervalului[a, b] astfel incit
lim || A, || = 0.
nR—>o
Aplicind teorema cresterilor finite functiei F pe intervalul [a}_,, 7],
obtinem EF € (a?_,, a?) cu proprietatea
F(x}) — F(2}_,) = F'(E}) (2} — a}_y).
Insd, prin ipotezd F'(x) = f(z), (V) 2 € [a, b), deci
F(ap) —F(2 )= f(E€}) (2} — aF).
prin urmare

ken ke,
oy, (i &%) =37 f(ED) (2} — 2f4) =Y [F(al) — Faf,)]=
% i=1 i=1
— F(b) — F(a), (V) n e N.
Atunci (observatia 2.11)
[ fta)dz = tima, (f, &) = F®) — Fa). \

)

2.13. Notajie. In loc de F(b) — F(a) se folosegte frecvent notatia

sau Fiz) a

-

[F(x)]z
8l se citeste: F(z) luat intre a §i b.

2.14. Ezemplu de fun

c;:e integrabild care nu admite primitive. Fie f :[a,b] = R
functia constantd egalid cu

fle) =1, (V)a < [a, 8]
$i g :[a, b] — R definitd prin '

1, da(,éx:,!:a_’_b,
2
glx) =
—1,dac§ ¢ — 2T,
2
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Atunci (exemplul 2.5 (1)) funcfia f este integrabils, iar funciia g se objine din f
e+ b

modificind pe f in punctul . Prin urmare, in baza observatiel 2.7 si funcfia g este

integrabild.

Dach g ar admite primitive, atunci g ar avea gi proprietatea lui Darboux (obser-
vajia I, 1.4 (c)). Gum g nu se anuleazi niciieri, rezulti ci g nu are proprietatea lui
Darboux,

2.16. Observatie. Din exemplul de mai sus rezultd cd clase funcpitlor integrabile care
admit primitive, nu coincide cu clase tuturor funcjitlor integrabile.

Functia f:[—1, 1] — R definitd prin

2z sin—g — 2 cos —1— dacd z & [—1, 0) U (0, 1},
flz)y =3 x? & z?
0 , dacd =20

find nemdrginits, nu este integrabild (observatia 2.4(3)).
Se observd c# functia

o sint, daci z € [—1, 0)U (0, 1],
F(z) — 2!
10, dacd x =0

este derivabili gi F = f, adicd [ admite primitive.
Existd functii mérginite care au primitive, dar care nu sint integrabile.
. Prezentarea unui astfel de exemplu necesitd notiuni gi rezultate care depé-

‘ gesc cadrul acestui manual.

| Vom vedea in paragrafele urmétoare ¢ mulfimea functiilor continue pe
’ un interval [a, b] este continutd atit in multimea functiilor integrabile pe[a, 6]
(teorema 3.12) cit si in mulfimea functiilor care admit primitive pe [a, b]
(teorema 4.8).

mulfimea atimed muliirred
Tyreliilor furctilor Tupctitor
nIegrabrle contire core odmt
pela, bl pela, &7 primitive

pela, 6]

2.16. Propozifie. Dacif, g :[a, b] - R sint doudt funciii integrabile,

"

£
N+ ug

este infegrabild si

£ "B
L C o gP Ry o | N =i % X o o A al A
f.fa,' (4 ') I Rg( ) ax AN ()02 -I ¥ & ;_,7(\1-,‘ ar.

I Ja Ja
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Demonsiraie. Fie
A, = (25, a1, .., 2}), (n'EN)
un gir de diviziuni ale lui [, ] cu
lim || A, || = 0
n>o
gi fie punctele intermediare
af, < E <a, (U<i<k;neN)

Avem

() oy OF + g )= 3" [M(ED) + pe(EDNa? — aly) =
i=1

=AM — )+ B — ) = ha (B + o (g, B
i= =1

Functiile f gi g fiind integrabile, rezultd (observatia 2.11) ¢4 membrul
drept al egalititii (1) converge la

ASZf(x)dx R “Szg“”)d“"

Prin urmare girul {0' . N o Py Lﬁ“)}nE  este convergent, gi Af -+ ug este.
n

integrabild. Trecind la limitd in (1), obtinem

S” (f(z) + ng(2)) dz=2’ flz)da + «{ sty

217. Propozifie. Dacd f:[a, b] - R este o funefie integrabili
pozitivi Ky

flz) 2 0, (¥)z € [a, b),

atunci

Sb flz)dx = 0.

a

Demonsirajie. Fie
A, = (x5, 1y .r) ) neEN

un gir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel incit

lim || A, || =0

n—>o0
gi fie punctele intermediare

wf, L Bl €2, gk neN).

Atunci, f fiind pozitiv, avem

kn _
T e (L B = Zif(i?)(x? — i) 2 0,
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S” f(a)de =lima, (f, € > 0.

a n-=>w

2.18. Consecinfi. Dacdf,g :[a, b] — R sint functii integrabile astfel
ineit
f(.’l’?) < g(I): (V) z e [aa b],
atunci

SZ flz)dz < S” #(x)dz.

Demonsirajie. Din ipotezd rezultd cd functia g — feste pozitivd. Deci apli-
cind propozitiile 2.16 gi 2.17, obtinem

[, sz —{ flayda =  (e(@) — e >0,

adieci
S” f(z)dz < S" 2(z)dz.

2.19. Conseeinfd. Daed f:[a, b] > R este integrabild si
m < f(x) < M: (V) xr < [aa b]v
atunei
mib — a) < S“ flz)dz < M(b — a).
Demonstrafie. Aplicind consecinta 2.18 functiei f gi functiilor constante m,
M gi tinind seama de exemplul 2.5 (1), obtinem

m(b — a) = Sb mdx < Sb f(z)dz < Sb Mdx = M(b — a).

a

2.20. Obsercagie. Orice functie integrabild fiind mirginiti (observafia 2.4 (B)),
existd m; M = R astfel incit

m< fle) < M, (V)z<=[a,b].

2.21. Propozifie. Fief:[a, b] » R 5i ¢c € (a, b) astlel ineit restrie-
tiile lui f la [a, ¢] si la [¢, b] sint infegrabile. Afunei [ este integrabili i
b ('3 b
(. ftardz = fl)dz + { fla)da.
a a@ c
Demonstragie. Notdm cu f; restrictia lui f la [e, ¢] si cu f, restrictia lui f la [c, b]
Prin ipotezd functiile f; si f, sint integrabile deci (observatia 2.4 (B)), mirginite. Rezultd
ci f este mirginitd, deci existi M > 0 astfel incit

| f(z) | < M, (¥)z = [a, b].
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Utilizind din nou integrabilitatea lui f, gi_f, deducem cd pentru = > 0 exist§
ne > 0 astfel incit

(1 S fla)dz — ay (f, &) ‘ <<
(1) Hbﬂx)da: ~ o (8| < £

pentru orice diviziuni A’ si A” ale intervalelor [, c] 5i respectiv [c, b] cu || A’ || < %,
I A” || < we si orice sisteme £’ si E” de puncte intermediare asociate diviziunilor A’
si respectiv A”, in plus, putem presupune ¢, micsorind eventual pe 7e avem

€
2M e < —.
e 3

Fie acum
A = (zg, 1, ..ry Tn)
o diviziune a intervalului [a, ] cu || A || < ne i punctele intermediare
Eielzia, zil, (A<i<a)
Vom arita ci
loalf, 8} — 1| <&,
unde

§ S: flz)dz + S: flz)da.

Intr-adevir, daci ¢ este un punct al diviziunii A, atunci
A = (2, &, +r, Tpoy, €)
este o diviziune a lui [e, ¢], iar
A" = (e, Zp4y, oey n)
este o diviziune a lui [¢, b] 5i avem.
| IA 1< 1oy 1A% | < e
Punind
E’ = (51, Ez. "‘»‘EP-_J):

"= (E'Pl Epvlr Ve En)
avem

oalf, &) = op (fis &) + oy (for E7)
si deci din (1’) — (1”) rezultd

loalf, ) — 1< | ap (£ & —S fla)de |+ | opr (fur €%) -S” fla)dz| <.

Dacé ¢ nu este punct al diviziunii A, atunci existi re{l,2, .. n} astlel incit
Tpy < ¢ < xp.
Deducem ci
A = (xp, ...y Zpy, €)
este o diviziune a lui [, ¢], iar
A" = (¢, #p, Tpss, ovoy Tn)
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este o diviziun‘e‘-gr}ui [e, b]. Punind
El = (El: 521 seey E.-p-l; c);
£ = (0, Epﬂ» sy Eﬂ)?

obt{inem

oalf, &) = 3> (&) (2 — 2ir Ty = )y

A ;f{ﬁ)(x i) + f(Ep)(=p ."‘EIJI)

iEp 3
2 »-—-1 {
op (fun €)= Ei flE)(zi — i) + fle) (¢ — ap-),
opn (for £7) = E flE) (zi — mim1) + fle) (zp — o)
i=pH

si deci

aA(f £) = oy (f1s &)+ ope (far E7) + f(Ep)zp — 2pot) — f(C) (xp — @p-1)-
De aici §i din relatiile (1) — (1”) deducem

oa (fi &) — S fla)da | +
+ | f(&p) — fle) | (zp — 2p-1)

| aalf, ) — 1| < i

b
aye (far B — S flz)de

si deci

[ oalf, E)~I|<§+§+2M-ng<s.

2.22. Definifie. Dacia < b §if:[e, ] » R este integrabils, atunci
punem prin definifie

(@) {)b flx)dz = 0, daelh ¢ =D
gl
() Sb f(z)dz = — §if(;r)da:.

2.23. Ewercifii.

1. 84 se calculeze sumele Riemann asociate funciiilor, diviziunilor A si sistemelor -
£ de puncte intermediare specificate mai jos:

1, f:[0,1] =R, A:[o,r;_ % 1],
i e (3333
i g =333




1 1
% W2 Y = 3 = My < A, Ia
fil—1, 11> R A(1 2021J
flz) = e, E=(-In2 0, 1In 2);
4.7:00,3] > R, A=(0,1,2,3),
=2’ {1 3 3),
9 7 5 3
b, f: ] 3y A= i oy iy by iy ,
f:[1,21->R [18642 2]
1 0 8 6 4
fla) = ., zﬁ[g.?,g,?z].
L.

1. Be consideri o funcfie f:[a, b] — R integrabili, astfel incit existi o constanti a cu
proprietatea: pentru orice interval deschis (z’, ") C[e, b], existi cel putin un punct
£ e (2, 2") In care functia f ia valoarea «. Si se arate ci

b
S fle)dz = (b — a).

2. 54 se arate cd functia f:[0, 1] — R definitd prin

O,dacéogx<%, .
flz) = -

1, dacd = Ca<1

1o | =

este integrabild, dar nu posedd nici o primitivd. 83 se calculeze integrala lui f.

8. Be considerd o functie f:[a, b] — R integrabild, astfel incit pentru orice intervsl
deschis (2’, 2”) C[a, b], existd cel pufin un punct ¢ = {#', ") astfel incit f(E) = 2.
B4 se arate cd

Sb flz)de = 8% — of,

4. Se consideri o functie f:[0,1] — R integrabild, astfel incit pentru orice interval
deschis (a2', 2”) C [a, b], existd cel putin un punct e (z’, ") astfel incit f(E) =
1

14 &

. S8 se arate cii

S: flz)dz = In 2.
5. Se considerf o functie f:[a,b] — R astfel, incit in orice interval deschis (2, 2") C ‘
C[a, b], existi doui‘ puncte & e (2', 2”), £ e (2, 2”) astfel incit
f(E) = &, f(&") = 2¢&". *
S se arate cii f nu este integrabili.
6. Se consideri o functie f :[a, b] > R pentru care existd o diviziune
A = (a9, 2, ..., 7n)

a lui [a, b] astfel incit f este egald cu o constanti o; pe fiecare interval deschis
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(i1, @;). B4 se arate cd f este integrabild si

[, fetde =5 e o = v

=1

7. 5S4 se arate cd functia

™ T
S
definitd prin
flz) = [sinz |

este integrabild si si se calculeze integrala sa.
8. Be considerd o functie
f:[0,2] - R
astfel incit
flz) = {:; ia:‘r,l :a; [2' ;]'(1, 2.
54 se arate cd f este integrabild si si se calculeze integrala sa.
9. Se considerd functia
f:[0,1]1->R
definitd prin
flz) = [2%2),

unde [y] inseamnd partea intreagi din y (adicd cel mai mare numir intreg mai mic

sau egal cu y). 8% se arate cil f este integrabild si sd se calculeze integrala sa.
10, Se considerd functia
f:00,2/3]-> R
definitd prin
flz) = = —[=].

S4 se arate ci aceastd functie este integrabili si si se calculeze integrala sa.

§ 3. INTEGRABILITATEA FUNCTIILOR MONOTONE
SI A FUNCTIILOR CONTINUE

8.1. Definifio. Fio f:[a, 5] » R o funcfie mirginits gi
A = (z,, 2y, ..., x,) 0 diviziune a intervalului [a, b]. Notim

def inf f(z)

M= e, 5] (= marginea inferioard e mulpimii flz;_y, 2]);

M d_itfu[g f(a:) (= marginea superioard a muljimii f[z;_,, ]);
E[Fp *

) et
& Zm(r!—:c”
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= ef N
Sa(f) = Z Mi(x; — 2 ).
i=1
sa(f) (respectiv Ss(f)) se numeste suma Darhoux inferioars
(respectiv superioari) asociatd funefiei f si diviziunii A.

3.2. Observagie. Dacd functia f este pozitivi, atunci sa(f) (respectlv Sa(f))
reprezintd suma ariilor dreptunghiurilor de bazi [#; — z;,] si indltime m;
(respectiv M,).

Deci aria figurii plane mirginite de axa Oz, graficul lui f si dreptele para-
lele la axa Oy, care trec prin punctele de coordonate (e, (), respectiv (b, 0),
este aproximatd de sa(f) prin lipsd, iar de Sa(f) prin adaos.

3.3. Propozitie. BSu-
y mele Darboux ale unei funeii
mirginite [ :[a, b] - R au urmii-
toarele proprietifi:

-\ r\"L () salf) < oalf, B) < Sa(h), |

(V)& € [z, =k ‘

(11) daed A’ este mai find deeit
A (A c A, atunei
salf) < sarlf) (

oy azx, x ¢ X, =b L
4 il Xieq i e an * .

Fig. TL8. Sa(f) < Salf);

(111) pentrn orice pereche de diviziuni A,, A, ale intervalului [a, b] are loe
inegalitatea

S-_\.,(f) é ‘S-)a(f)'
Demonstragie. (i) Inmultind in inegalitatile evidente

< &) < Mi, (V) & = [25e, 3l ‘
e x; — x5 si Insumind dupi 7, obtinem:

n n n
D mi (@i — %iey) QEf( &) (@i — zia) < 3 Miley — 2iy),
=1 =

=1

adica
salf) < ealf, &) < Salf).

(ii) Fie A c A’si s considerdm cazul cel mai simplu: diviziunea A’ este obfinuté
din diviziunea

A = (2, Byy oo Ejoyy Zjy ey Tn)
prin addugarea unui singur punct de diviziune ¢;j intre zj_; si xj
A" = (g, 8y sy Bjuys By Ty ey En)e

Notind
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,del | F o el |
m = inf f(z) s m Zinffa)
*E[x s &) NE[h xy]

rezultd
mj < m} si mj\im’},

deci

n
sAll) = mjlaj — ajog) + 3~ milay — @) = mjl(aj — ¢j) + (ej — zjoy)] +
i=1
it j
+ ) mila — @) < Ml — ¢j) + milej — Zi) + Y milzi — @) = sylf).
iFj (E3]
Cazul general se reduce la aplicarea succesivi a caznlui particular studiat mai sus.
in mod analog se demonstreazd inegalitatea

Salf) < 8alf).
(iii) Fie Ay, A, doud diviziuni ale intervalului[a, b] si fie A i AU A,, reuniunea lor.
Atunci (observatia 1.10 («)) '
Apc A, (V) k=1, 2,
deci, aplicind punctul (ii), obfinem
(1) 8, () < salf) 51 Salf) < Sp (f), (V) k= 1,2,

fnsa (punctul (i)
SA(f) \<\ SA':f}l

prin urmare

84, (F) < salf) << Salf) < 8, ()

3.4, Observatie. Proprietatea 3.3 (ii) se poate exprima astfel:
Prin trecere de la o diviziune la alta mai find, sumele Darbousz inferioare cresc, iar sumele
Darboux superioare descresc.

De asemenea, proprictatea 8.3 (iii) mai poate fi formulati si in modul urmator:
Orice sumd Darboux inferioard este mai micd decit orice sumd Darbous superioard.
Aceste rezultate pot fi reformulate astfel:

856.Propozitie. Dacd f:[a, b] - R este o functie mirginits, atunci:

(«) mulfimea {sa(f)}a a tuturor sumelor Darboux inferioare ale functiei f este majorati
(de orice sumi Darboux superioarii a lui f);

(B) mulfimesa {§x(f)}a a tuturor sumelor Darboux superioare este minoratd (de orice sumi
Darboux inferioari).

8.6. Observafii: (). Multimea {sa(f)} fiind majoratd, admite (vezi Ag) o margine supe-
rioard), notim I(f) aceastd margine superioard

1) Zsup sa(f).
A

(B) Multimea {Sa(f)} fiind minorati, are (vezi 4g) o margine inferioard; notim cu
I{f) aceastd margine inferioars
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I & inf Sa(f)

(y) Pentru orice diviziune A a intervalului[a, 8] au loc inegalitatile

salf) < I(f) < I{f) << Salf). :

3.7. Teoremi. Fie f:[a, b] » R o lunetie mirginiti. Atunci urmi-
toarele afirmatii sint echivalente:
(1) pentru orice ¢ > 0 existi n. > 0 astfel incit

Salf) — salf) <,

oricare ar fi diviziunea A a intervalului[a, b]eu || A || < %e;
(i1) functia [ este integrabili.

Demonstratie. (i) = (i) Avem inegalitdfile
(1) salf) <I(f) < 1(f) < Salf), (V)4
deci l
0<I(f) — I(f) < Salf) — salf), (W) A
insa prin ipoteza, pentru orice e > 0 existd =, astfel incit
(2) Salf) — salfl < e (V) Acu [[A]l < =,
deci .
0<I(f) = Lif) < SAlf) —sa (f) < e (V)A cu JJA} < e

Cum ¢ > 0 a fost arbitrar, rezulti ci numerele reale I{f) si I(f) sint egale; fie I(f) valoarea
lor comuni. Atunci din (1) obtinem

(3) sA(f) < I(f) < Salf), (V)a.

Insa (propozitia 3.3 (i)) pentru orice diviziune A = (z,, =y, ..., #n) & lui [a, b] si orice
puncte intermediare z;; << & << @3, (1 << i< n), au loc inegalititile,

(4) salf) << oalfy &) < Salf).
Din inegalitatile (2) — (%) obtinem
loalfy &) — 1(f)] << Salf) — salf) < e,

oricare ar fi diviziunea A alui[e, b] si oricare ar fi puncteleintermediare £;. Aceasta inseam-
nid cd f este integrabila si céd

Sh fla)de= I(f) =1(f) = I(f).

3.8. Observatie. Derﬁon's-tpapia implicatiei inverse este relativ simpld si se bazeazd
pe urmétoarele relatii dintre sumele Riemann si sumele Darboux:

sa(f) = inf {oalf, &) | & & [@—, x]; 1 < 1< 0},
Salf) = sup {oalf, &) | & €[z, %], 1 < i< n). |

39. Teoremi. Orice funcfié ronstoni f :[a, b] — R este integrabili.
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Demonsirajie. Daci f este constanti, atunci (exemplul 2.5 (1)) f este inte-
grabild. Considerim acum cazul cind f nu este constantd; in acest caz

| f(a) —£() | >0.

Presupunem ci f este crescitoare si pentru orice €= () s& notam

def e

(1) e

Fie

f(b) — {la)

A = (2, Ty, ey Lp)
o diviziune a lui [a, b] astfel incit
(2) A < 9.
Functia [ fiind cresciitoare, avem

flwiy) = m; = inf f(l‘)s
CE[N s ;x‘l-]

fla;) = M; = sup [(z)-

SE[p %]
Din (3), (2) si (1) obginer
Sa (F) — salf) =3 (M — my) (@ — w0 = SO f(w) — fla) i — i)
i=1

<A ”i[f(mi) — f(@i)] = [ A (f(b) — fla)) <
i=1

= (f(b) — =
< (10) — fla) =«

deci f este integrabild.

Observajie: In demonstrarea unor rezultate importante ca-

— integrabilitatea functiilor continue,

— calculul ariilor (respectiv volumelor) unor multimi asociate functiilor
continue pozitive,
se foloseste o conditie mai puternica decit conditia de continuitate. Aceastd
conditie este indeplinitd de functiile continue pe intervale inchise i mdrginite.
Vom admite, deci, fird demonstratie urmétorul rezultat:

3.10. Orice funefie eontinui definiti pe un interval inehis gi mérginit,
f:la, b] = R, verificd condifia:
oricare ar fi ¢ > 0, existd v, > 0 astfel ineit pentru orice
(U) |2, z"€[a, b(Jen | 2" — z" | < w. are loc inegalitatea
| f(2') — f(z") | <e.
Funetiile care indeplinese condifia (U) se numese uniform eon-
finue.
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3.11. Ezemplu de functie -continud, definiti pe un interval mirginit
neinchis, care nu verificd conditia (U).
Fie f: (0, 1] » R definitid prin
f(z) ZL cos 1.
€T
Functia f este continui pe (0, 1], deoarece este compunerea funciiilor
continue

1 ¢
Z -+ g§i t-—cost.
&£

S& ardtdm acum c¥ functia f nu verificd conditia (U).

Fie 0 < e < 1. Deoarece {;;irul[ 1

-**—-——) converge la zero, rezultd
2”(271 ‘Jr"'l)‘ﬂ: neN

cd existd n. = N astfel incit
1 4
—_— < Y) n = n..
(20 4 1) SRR
Luind un n > n, si
1 o 1
.‘Zn'r:.’ ‘(.2&—!-]}1':’

rezulti

1 1 1
|l —y| =|— — = < E.
2n (2n 4+ 1)x 2n(2n 4- 1)

Insi
| f(z) —f(y) | = | cos 2n1c— cos 2n + 1)z | = |1 — (—1) | = 2,
ceea ce aratd ci functia f nu verificd conditia (U).
3.12. Teoremi. Orice funcjie eontinui f :[a, b] — K este integrabili
Demonstrajie. In baza teoremei precedente f este uniform contmuﬁ deci
pentru orice ¢ > 0 existd n. > 0 astfel incit

(1) (V) 2, 2" € [a, b],
cu

o' —a"| <me= [f@) = fl@") | <=.

— a
Fie A = (e = %y, %y, ..., ¥, = b) 0 diviziune a lui [a, b] astfel incit
(2) A1 < 2.
Cum orice funcie continud pe un interval inchis §i mirginit este mirginiti
gi isi atinge marginile, rezultd ci existd
3) Wiy 4 € (@i, @]
astfel incit
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f(w;) = my; = inf f(x),

XE[%;_ g0 %]

(4)
flw) = M, = sup f(z).

TE[*;p0 %]
Din (2) si (3) rezulti
| — v | < ¥,
deci aplicind (1) pentru #’ = u; i 2" = v; i {inind seams de (%), obtinem

M; — m; = | f(v;) — f(us) | <b€ s (I <1 <n),

—a

de unde rezulta

Salf) — = 3 (M — m)m — 7 y) < 2" i — %) =
alf) — salf) ;( mi)(%; — . 1)<b_a;(x i)
= —a)=-

Aceastd inegalitate avind loc pentru orice diviziune A a lui [a, b] de norma
IA || < v, inseamnd (teorema 3.7) c& functia { este integrabili.

3.13. Exercitii.

I. 84 se calculeze sumele Darboux asociate urmatoarelor furctii gi divi-

ziuni:
. i 2
1. £:[0, 1]— R, Ay =fo, =, =, 1),
£:00, 11— ; [ =)
_d b= [ud, 5L, B 4
o) =& g ( 48" 9" 3
2. f:[O, E‘]—b R, A1=[0, E" E’: E: ::-]l
"2 6 4 3 2
= 8i 3 A= O’E,E.
f(z) = sin = | 2 [ i 2}
9 7 5 3
& f:[1,2 R, A=l1, —y —, —, =, 2],
i 1= 1 ( 8’6 4 2 )
A 7 3
—) ’ D=1 —5 —; s
fla) = = 2(622]
4. f:[0, 8] = R, Ap=(0, 1, 2, 3),
2
flz) = ——, Ay = (0, 2, 3).
L —
1 1
5. f:[—1,1] - R, A,=[—1,~E.0,? 1).
flx) = €%, Ay = (—1, 0, 1).

IL. 8 se arate cd urmitoarele functii sint integrabile si si se calculeze integralele lor:
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L(ﬂ Vﬁ—i

flz) =z,
8. flz) =

IO, daci z = 0,

z e[1, 2].
x [0, 2].
ze[0, a], a >0, a> 0.

4. ==
" l min (m, In i] dacd z = (0, 2].
x

38.14. Calculul limitelor unor sume cu ajutorul integralelor.
1. S4 se arate ci

: 1
lim [ — —] =In 2.
n>w L1 + + 2n
Pentru a vedea ce functie trebuie conmderaté, transformidm suma de mai sus astfel
1 1 1 1 1 1 1
n+1 n+2+...+§;=; T P I
. 14— 14+ = 1+
n n n
Vom considera deci functia f :[0, 1] — R definita prin
def

flo)= 1+ =z
$i, pentru fiecare » > 1, formim diviziunea echidistanti

1 2
An=[.1:0=0<$1=—<$z=—< ...<mn=—n~ = 1)
n n n
de normd ||Ap|| = —, iar in fiecare interval [x;.;, #;] alegem punctul intermediar
n
def i3
L—z=—.
n

Se ohservi ci termenul general al giruluj din enunf este chiar suma Riemann asociati
functiei f, diviziunii A, si punctelor intermediare £;:

n n 1
(f &) = 37 flEMai — zia) = :
oAn =1 “ i 1=1

(& _ t—ij_“ LI
_’ln n ;i+n
n

1 1 1
n+1 n+2+"'+2n'

Deci

I

1 1. . 1 : 1 dx
1i s B — | =1 ) =
nLrl[n+1+n+2+ +2n] o T (i Bl Sﬁ'l—l-a:

1
=ll"l(1+.’t) =In 2,
0

2. Sd se arate ci-

F 1 1 1
' 7322 [Vlzn”— '_l_l-|/1m“—22 oL [/fma——n“] N

CAE]
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Scriind suma de mai sus suh forma

1 1

; - - 5
Vg VG
n A
e observi ci aceastd sumi este suma Riemann asocialil functiei f :[0, 1] — R, definitd prin

.1:)‘"‘ Jf*_xﬁ,

diviziunii A, si punctelorintermediare §; definite ca in exemplul precedent. Deci

1 1 1
lim [ —_— —_—— e 0 e e lim o —
>0 ]/ 4n® — 1 l/4n2_22+ +I/’1n3—n’] e By (f, Ei)
Sl dz .o r | 19
— e == ar¢ sin — — are S — = — ¢
0 /i — o 2 |o 2 6

3.16. Ezercifii. Folosind metoda de calcul de la punctul precedent, sd se
calculeze limita sirurilor de termen general:

3 n
1. = 1 VRN . P (8
=1+ +- \/n+ i 1)]

2--"'n.:%‘LV1+ +\/1+ + . +V1+ ]

3- sn:j‘:_ Sln—+51n—+ ‘Jr‘Slﬂ( ]‘
.nl ”
4 5= cos - + cos 2% + ... + cos 8 — L 1)1:].
n 2 2n 2n

: 1 g 1
b = —.
L n[(n+1)9+ PRI (2n)2]
s 4 INTEGRAREA FUNCTIILOR CONTINUI

4.1. ‘Observatie. In paragraful precedent s-a ardtat cd orice functie
continud f :[a, b] — R este integrabild. -

Deci, toate rezultatele, relative la functiile integrabile, obtinute in para-
graful 3, sint valabile gi pentru functil continue.

Unele rezultate din acest paragraf sint adevirate numai pentru functii
continue, iar altele se pot demonstra si in cazul general al functiilor integra-
bile. Totusi, pentru simplitate, peste tot in acest paragrafl vom lucra cu funectii
continue.

42. Teorema de medie. Daed [ :[a, b] - R este
tinuid, atunei existd Z< [a, b] astfel ineit

1 ﬂbf(""m"’ — f(E).

b—-a)

Demonstraie: Functia f,fiind continud pe [a, b], este mirginitd gi isi atinge
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marginile. Notind

m=inl fz) s M =sup fla), |
x < [a, b] z € [a, b]
existd u, v & [a, b] astiel incit

) =m 8 fl)= M.

Cum pentru orice x <[a, b] avem m < f(x) < M, aplicind consecinta
2.19 obtinem
b

m(b — a) < s fz)de < M(b — a),

a
de unde
4
b —a
Cum insd f este continudl pe [a, b], f are proprietatea Iui Darboux pe [a, b];
existd deci £ <[, b] astlel incit

flu) =m <

[ ez < o = o).

=t S“ f(z)dz.

bh—a Jq

L 4.3. Obseroajie. Scriind te-
orema de medie sub forma

FE)B — a) = §jf(m) dz, : |

punem in evidentd urmitoarea
interpretare geometrici:

Daci f este o functie con-
tinud i pozitivd pe [a, #], ‘
existd un punct £&[a, b]astfel
ineit subgraficul lui f(Ty; vezi
observatia 2.2) are aceeasi arie
cu dreptunghiul de bazi b — a
Fig. 11, 4. §i iniltime f(£).

) f— —

Propoezitie. Daedf:[a, 6] — R este o funetie continud, atunej
inogalitatea

{7z | < (1 (2) | a.

Demonstragie. Intrucit f este continui rezulty ci | f | este continui. Tinind
seama de inegalitiitile '

= @) < f(@) < [f(z) ], (V)2&[a, b)
$i aplicind consecinta 2.18, obtinem

—g” | f(@) | dz < S:f(m)d:v < 5” | f() ] da, ~

deci
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4.5. Observajie. Rezultatﬁl precedent este adeviirat gi pentru functii inte-

grabile oarecare. :

.
4,6. Propozijie. Dued [:[a, b| » I este o Tunejle coniin
tivi iar [e, d] este un interval inelus in ja, )], atunei are loe inegali
(H . T
\" f(z)dx - \ [(z)da.

Ji Ja
Demonstragie. Aplicind propozitiile 2.24 si 2.17, ob{inem
[ fe)de = f@)ae + {1 do +§ fa)ds > { flaraz.
47. Consecintid Dacda < bsgif:[a,b)
si pozitivd, neidentic nuli pe (e, b ), atunei
| ? "
Demonstrajie. Prin ipotezd existd un punct z, € (a, b) astfel incit
flao) > 0. -
'f‘unct.ia f fiind continud, rezultd (propozitia A.y(B)) cd existd un interval
deschis J astfel incit z, € J [a, b] gl
flz) >0, (Nzell
Fie [¢, d]c J, ¢ <d §i
m 2 inf f().
x&le, d]
Atunei existd xz, & [¢, d] astfel incit

m = f(x)-

Insé 2, € [¢, dlc J, deci f(z;) >0, prin urmare
‘ m > 0.
Aplicind propozitia precedentd, obfinem

0 < mld—oc) < Sd flz)dz < Sb f(z)da.

1.8, Teorema de ex istentd .
funefjii ceon tinue. Pentru orice tuncgie con |
F:[a, b] - R delinitd prio

AT LS G G T 1 (XY 2 = | 7
F(z) =\ f()dt, (V) [a, |
J i1

83

G*




este o primitivd a lui f care se anuleazi in punetul a.

Demonstratie. Fie z, & [a, b] si 2 E[a, b] cu z £ Z,. Atunci (definif;ia
+2.22(8) §i propozitia 2.21)
Fia) - Flag) = | fioy e — (" feyar — | rwa
Aplicind teorema de medie integralei Sm [(t)dt, obtinem &, & [, x] sau ; i

Xy

Ex € [, @], (dupi cum xz, < z sau z > z,) astfel incit

S'\:'f(t)dt = flE)z — ).
Din (1) si (2) rezulty |
Fla) — Flay) _

T — &y
deci
tim T =28 i f(£,) — f(a)

(deoarece &, este cuprins intre z i ,, iar [ este continud).
Dacll @y = a (respectiv x, = b), atunci |
F(z) — Fla) .

lim fla)
A= T —a
x>a | ‘
respectiv lim el =By flb)\.
x—=b w—b ‘
alh

In concluzie F este derivabili pe [a, b] 51 F' = f, adici F este o primitivd ‘
a functiel f. In baza definitiei 2.22(«), avem

Fla) = Sa’f(t)dz = 0.

@

Teorema urmitoare determind toate primitivele unei functii continue
date, primitive care se anuleazd in acelagi punct. 0

49. Teoremil. Fief:[q, b] — R o functie continui si ¢ : [a, bl > R ‘
0 primitivi a lui f care se anuleazi tntr-un punet %y € [a, b]. Atunei g are forma

@) = roda, (M azela b
X
Demonstrajie. Am vizut (teorema 4.8) ci functia
(1) Fia) = fu)a
. . @

este o primitivd a lui f. Cum diferenta a doud primitive ale aceleiagi functii '
este o constantd (propozitia I. 1.3), rezultd ci existd &k € R astfel incit

(2) F(z) = g(z) + k, (V) z € [a, b)
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Insd
glxo) = 0,
deci
(3) k = F(x).
Din relatiile (2), (3), (1) si propozitia 2.21, rezultd ca pentru orice z € [a, b]

avem-

g(z) = F(z) — k = F(a) — Flz,) = S fit)dt — S”‘"f(t)dt = S f(t)ds.

a@ a X

4.i0. Teorem& (formula deintegrare prin pdrti). Dacif. g :[a h]
sint doui funetii derivabile, cu derivate continue, atunei

Sb f(z)g'(z)dz = f(z)g(z) V — Sh g(z)f'(z)da.

o a Ja

Demonstratie. Formula de derivare a produsului a doud functii derivabile
(f-2)(x) =f(2) - &) + f(@) - g'(a), (V) @ Ea, D]
aratd ci functia produs, f- g, este o primitivil a functiei f' - g + f - g'-. Deci,
aplicind formula lui Leibniz-Newton (teorema 2.12) si propozitia 2.16, obti-
nem:

(F-)b) — (f - g)a@) = S" (f - g (2)dz = SZ[f’(m)g(x) + f(z)g'(z)dz =
= S’;f'(x)g(x)dx + S" fla)g'(@)dz,

adici
b b b
[, f@)e @)z = (F- £)(x) — |, g (2)da
. a - a
4,11, Ezemple.
1) S4 se calculeze integrala
' Sl z2e¥dz.
0
Avem
1 1 1 1 1
S aferdx = 2%* —S e*(a?)dx = e —S 9ze*dx = e —.2ze% | 2
0 0 0 0
1 1
+Sle"(2w)’dx=e—2e+2soexdx= — e -+ 2e* 0=—e+2es—2=e—2.
0
2) Si se calculeze integrala
S" z%cos xdx.
0
Avem
T ks T m
S 2% cos z dz = a® sin ml —S sin z(x?)’ dz = _28 zsin z de =
0 0 0 0
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kid

0

™

1 ki1
= 2% cos —25 cos z ¢ (z)'dx = — 2::-~2SO coszde = —2r — 2sinx| = —9r,
0 0

3) S& se calculeze integrala

Ss I/ %% —9dx.
4

Utilizind metoda integririi prin parti

(exemplul 2.2 (7), cap I) deducem ¢ o primitivi
a functiei

2 —> |2t — 9,
pe intervalul [4, 5], va fi functia
1 — 9 —
g(m):izl/aza- 9—-—2-ln|x+|/a:3— 9]
si deci

5 5
S,‘I/xa- 9 dz = g(z) §

4) Si se calculeze
Sz % Inx daz,
1
Avem

2 3 2 2 2 2
S 2l zdz == In o __is mﬂunm)'dm=3iln2—is atde=Sme_ Ll
1 1 3 Nh 3 3 3 9 1

8 8 1 . 8 i
=—-ln2~——~+—=—ln2—-.
3 9 9 3

5) 84 se calculeze

7T

SZ‘ xtg? xda.
0
Avem

tglr =2 (tg?z + 1) — 1 = (tg =) —1

E ]

™ ki T

T
% & I T, 1 4%
S:xtgaxdx-:so x(tgm)’dx—s: wdz = ztga . ——SB tgxdff—;xa ;™

]

4.12. Teoremd. (Formula de schimbare de variahild)
Fie [a, ] % J L, R (J interval din R) dous funetii cu proprietaile:
1) [ este continui pe J,

2) @ este derivabili, cu derivata continng pe [a, b]. Atunei
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b (®(b)
a Jola)

Demonstrejie. Functia f fiind continui, admite primitive. Daci F este o
primitivd a lui f pe J, atunci

(1) F(z) =f(x), (V) z€J

gi (formula lui Leibniz-Newton)
@) :"’) f(@)dz = F(g(b)) — F(p(a)).

Folosind formula de derivare a functiilor compuse gi relatia (1) deducem
cd Fo qeste o primitivi a functiei (fo @) - ¢’

(Foq)(t) = F'(q() - 9'(t) = (f° @)(t) - 9'(2), (V) t € [a,b].

Aplicind formula lui Leibniz-Newton gi {inind seama de (2) obfinem

L (o)) @)t = (o)) — (Fog)(@) = {7 fla)da.

la)

4.18.0bservatie Daci [a, b]—?—b[c, d] -—fa-—R sint doud funcpii cu proprietdfile:

(&) f este continud pe [e, d],
(B) o este bijectivd, @ si ¢! derivabile cu derivate conlinue, .
atunci

S" flol)ae = S“’” f(z) (e (2)de. -

o(a)

intr-adevir, functiile ¢ si £ fiind continue, rezult¥ ci fo ¢ este continua, deci admite
primitive. Fie P :[a, b] = R o functie derivabild astfel incit

(1) P'=foo.

Atunci (formula lui Leibniz-Newton)

b %
@) | |, ftetinac = ) — Plal.
Pe dé altd parte, tinind seama ci (1) avem

(Po¢?)(z) = P(p(a)) * (97)'(x) = f(é(?“(ﬂfﬂ) *(p7(2) = fla)(9™) ()
deci

(o® |
(3) S:(a) fl@)(e™!) (z)dz = (Pog)(eb) — (Poe)(pla)) = P(b) — Pla).

Din (2) si (3) se obtine egalitatea din enunt, egalitatea care se mai numeste si a doua for-
muld de schimbare de vartabild.

4.14. Ezemple.

1) Sé& se calculeze
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S

5
S sinfzdx
™

%
Avem
5m Sm 5m
%, & 75 ‘
S sinbz dx = S sintz sin 2 da = S (1 — cos®z)?sin = da.
ML s 5
i i i
Considerind aplicatia
w  On
x = ¢(z) = cos z, re|l—y —
9(2) [4, AE
obfinem
(1) -2 ofe2) - —12 |
7 g+ Pg ES
e an ]
4
| sintode= - {1 - e wapan = | 01— 20%0) + otan o'(olae = .
s ™ T
i n n
V2 vz

7 1
S — da.
sin x

™
7 |
Avem, ca in exemplul 8.3 (2), cap. I,
7T ™ 3 ’ !
7 T 1(1 s tgz—t) 3 [tg i] ‘l
z dz = 2L % dt = 2 dt =
sin t ¢
B 8 . tg— |
3 & 2 3 2
| ™
| —lntgt QHlntgn—lnth—lnl/g
B 2 | = 4 6 ' ,
3

3) S4 se calculeze

. - |
2 _sin2z
0 1+ sin®z

Avem, ca in exemplul 3.3 (1) cap. I,
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i T 5
2 sin 2z 7 (1 + sinz)’ z
———de=\""—— L dx =1 e
So 1 + sin’z SD 1 + sin’z @ =1In (1 4 sinz) i In 2,

%) S4 se calculeze

i =
d
Soi+x4 4

Avem
1 217 ; 1
ot —-(—w-)—-dm:iarctgx2 L
2 Jo1 4 (2% 2 !

5) Fiea,p & R, a < Bsif:[a, p] —» R definitd prin
f(x) £ |/ (z — a)(p — 2).

Se cere si se calculeze

SB f(z)dz.

o

in acest scop definim functia o :[0, A;r—] — [o, B] prin

de
o) 2L o 1+ (B — o) sin’t.
Avem deci situatia urmaitoare

[0, g] T [ B] o T,

unde f este continui, iar 9 este derivabild cu derivata continud; deci sint indeplinite

conditiile teoremei &.12 (formula de.schimbare de variabild). Apligind aceastd teoremd, |

-obtinem:

T

flz)dz = Sf flolt))-¢'(0) dt = Sfx/wm o) = wl) - '(e) =

(e

T

— S:_l/l_(ﬂ — ) sin%t] - [(B — a) (1 — sin)] 2(B — ;L}Siﬂ Fodad die

k3

= (B — u}2§2 9(sin ¢ cos t)* dt = (s ], SE {sin 2t)2dt B =af S—i (1 — cos&t)dt =
0 2 0 4 0

B—af(, sin&)|T o  am
=8 [: 4”0ﬁ(;3 2

Asadar,
g TR e e
Sal/(x- a) (B — z)de = (B — “)2%'

Observam cd funciia z — |/(x — a) (B — ) este un caz particular al functiei
studiate in exemplul 3.5 (4), capitolul I. insa primitivele gisite acolo nu sint definite
pe intreg intervalul [«, B] c¢i doar pe («, B).

6) Sa se calculeze integrala
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VTV da

Avem
, flo) =11+ V= W)z 1, 4]
si luam ¢':[1, 2] [1, 4] definitd prin

ot) = 12
Atunci

@(t) = 2t
si

flo(t) * @'(t) = VT + 1.2t

deci

Si [/1 4V z da = S:ﬂj fla)de = Sif(qa(t))-cp’(t)dt = 25? L1 4 ede.

Facem o noufi schimbare de variabili:
in acest caz notiam

gl) =t/ 1T 41 V)t <=1, 2]
si definim wu: [2,3] — [1,2] prin

uls) = s — 1,

Atunci
u'(s) =1
si
glu)(sw'ls) = (s — 1)1/ s = st — s
deci

252 1WA Fidt = 25"{3) gtz)da = 2§3g[u(t))u'(t)dt =2 SS( sl — g'lt) ds s
1 n(2) 2 2

2 E 2 J 8 8 'H )
:2[_ .S’z_.—,s"ﬂ]‘ ='—(6|/3—V2)‘
2 15 ‘

] 3

7) 54 se calculeze integrala

T )
¥ sin x |
————p »
0 sSinx 4 cosx
Avem
sin x tg @

flz) =

Csinz +cosx tga 1
si ludim ¢ :[0, 1] = [0, %] definitd prin

p(t) = Arc Lg-t. |

Atunci

!!=
9’(t) T

sl

20




4 1 1 1 1 141

[elt)-¢'(t) = Tl AL B T TT +?'12+1'
'Ultimu -egalitate. se obtine calculind coeficientii 4, B, ¢ din identitatea
] A Bt 1

(rn@E+ry ~ 41T el
Aceste calcule dau A4 = — p $i B=C = 4 :

. 2 L
Asadar

T

n 1
KT ) T S A PR
0 14 tga ol 2 t41 2 41
1 1 2t 1 1
= —— — = b=
Su[ 2 z+1+4 :2+1+2 zﬂ+1]

1
=[—'iln(z+i)+—ln(t“+'I]—l—iarc tg z]( -
! 2 4 2 0

{

e iy tlmpe b® 1(2_1112 .
2 & 2 & 4|2

4.15. Observajic. Fie ¢ > 0 gi f:[—d, ] - R o funclie continud. Atunci

S“ f(‘m)dx=§;‘ [f(z) 4 f(—a)1da.

Intr-adevir, aplicind propozitia 2.21, avem

5“ f(z)dz = S” fa)dz + " fla)da. (1)

— —a

In baza definitiei 2.22 (8), are loc relatia

S” f(x)dx:——s f(z)da. (2)

—a 0
Liind functia ¢ : R — R definitd prin
P(t) = —1
gi aplicind formula de schimbare de variabild (teorema 4.12), obtinem
§, " faraz = i 'fla)de = {; fiatn- 't = — ((f—ow @
Din relatiile (1), (2) si (3), rezulty
|" e = ifta) + f—a)lda.

4.16. Definitie. Fie J un interval simetric (adied J este de formos
(—a,a)san|—a,a])sif:J - R. Spunem ¢ii feste 0 funefie pari (res-
pectiv impari) daci

f(—z) = f(z) (respectiv f(—z) = —f(z)), (V) z € J.
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4.17. Observaiie. Fie f: [—a, a] - R o functie continud. Atunci

f(z)dz =

—a

Sa 2 S f(z)dz, dacd f este pard,
0

0, daca feste impari.
Intr-adevir, dacd f este pard, atunci
f(—z) =f(z), (V) z€[—a, a],
deci (observatia 4.15)

| S‘iaf(x)dx - SZ[f(m) + f(—2)ldz = S 2 (x) S“f(x).

Dacd [ este impard, atunci
fl)+ f(—=z) =0, (V)z€E[—a, a], |
deci (observatia 4.15) \

Si f(z) dx~§ [f(2) + f(—=z))dz = 0.
4,18, Exercitii.
L.

1. Fie f:[a,b] > R o functie continud si strict crescitoare. Si se arate ci existi un
singur punct ¢ = [a, b] astfel incit

b
S fle)de = (b — a)-flc).
@
Z.. Be considerd -functia
fla) = 2% =z e[1,3].
54 se determine ¢ = (1, 3) astfel incit
3 .
S flz)da = 2f(c).
i ;

3. Fie f :[a,b] — R o functie continua neidentic nuld, astfel incit

) SZ fla)de =

5i se arate cd existd in [«, b] doud puncte x;, z,, 7 < =, astfel incit

flag)-flzs) < 0.

4, Fie f:fa,b] = R o functie continud. Se presupune cii pentru orice interval deschis
(a’, b") C[a, b] existd un interval [ay, b1 < (@', b') astfel incit

S b? flz)dz =
Iy

54 se arate cd f este identic nuli.

Tl 5a se verifice egalititile:
ks

™
1.5 girl® 5 dp it Z.S cog® z dz = 0.
1] 3 0 ’ .
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w T
. A ? e¥sin 2a:dx=--2— e2+1]' 4, ST'C sin ¢ de = =
0 5 ' 0
d 2 4
ersma:dx—n . 6. S = =2,
0 4 |[/:r:
2 4
S 21+ P de = 52- S z |/ x:%.
0 9 0 3
1 ) Ve . e i
S 4$3‘d$='—2"+*' IOS dz = arc tge — =,
0 3 el—ke"" &

&V1+ﬂdxﬁV2—i+h1Vm+11&S

III. 84 se calculeze integralele:

dxkﬂgéln——
2

5 1 2
S —_—— - da. S ——— dx
[/ by — 22 14r+41+5
T 5m
5’* In (1 + tg o)da. - S SRR o
0 ) sin'z 4 cos'c

T

te®z da. S
0 0

0
0

0
1 3 2
% dz 14. S

In 2

1/ a1

1 1
S a?arc tg z de. 10. S % sin 3z da.

/o5 —1da.

sin®x cos 2z da.

; , 2
o e*da. : 12, S z In (1 + z)de.

2
5 da.




In acest paragraf vom defini clasa multimilor din planul R? care au arie
g1 vom arita cd daci f :[a, b] — R, este o functie continud, atunci multimea {

I e, yec R la<z<b 0<y <f@)}

numitd subgraficul lut f, are arie gi aria sa este egaldi cu integrala lui f pe inter-
valul [e, b]:

aria (Ty) = S" f(2) da. |

de epordonato, iar

atl cel mult o laturd eomuni. Punem

1.2, Observagii. a) Reprezentarea unei mulfimi elementare E sub forma

n
E = U Di)
i=1
nu este unici.
b) Reuniunea, intersectia 5i diferenfa a dou# mulfimi. elementare sint tot mulfimi
elementare. ‘ ‘
‘c) Aria unei mulf{imi elementare E nu depinde 'de scrierea lui E sub forma E =

n
= U D; ca in definitia 1.1, adicd daci

i=1
n m
E=UD si E=U 6,
i=1 =1

sint doud reprezentiri ale lui E ca in definitia 1.1, atunci

m ~

; aria (D;) = Jg aria‘ (Gj). . :
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d) Daci E, F sint multimi elementare disjuncte, sau care au in comun cel ‘mul
laturi ale unor dreptunghiuri componente, atunci :

aria (EU F) = aria (E) 4 aria ().
e) Dacd E, I sint muliimi elementare astiel incit E cF, atunci
aria (E) <C aria (F)
sl
aria (M\E) = aria (F) — aria ().

13. Definifie. Fie A o mulfime mirginits din plan. Spunem ci
mulfimea A are arie, daeil existi doui giruri (Epnen, (Fylunen do mulfimi
elementare astfel fneit:

(1) E, c A cF, (Y)neEN,
(2) girurile de numere reale pozitive

{aria (E)lnew s {aria (Fo)lnen
sint convergente i

lim aria (E,) = lim aria (F,).

n—+a n—»co
In acest eaz punem

aria (A)glim aria (E;,) = lim aria (F).

n—= n—>oe

1.4. Observajii. () Definitia ariei lui A4 este corectd; adicd dacd ludm (Un)nen,
(Falnen alte doud siruri de multimi elementare care satisfac condifiile (1) si (2) din
definitia 1.3, atunci

lim aria (Up) = lim aria (V3) = lim aria (Ep) = lim aria (Fq).
n—>co 0o N—>co n—>o0

(B) Dacid 4 si B aun arie, atunci AUR, 4N B si AN B au arie.
{v) Dacd 4, B au ‘arie $i A N B =g, atunci !

aria (AU B) = aria (4) + aria (B).
(8) Dacd 4, B au arie si Bc A, atunci
aria (AN B) = aria (4) — aria (B).
Nu demonstrim aici aceste rezultate.

b Ezemplu de funciie -al cirei subgrafic nu -are arie. Fie £:[0, 1] — Ry functia
Iui Dirichlet

der | 1, dacd = = [0,1] N Q,
glx) :{ 0, daci = e [0, 11\Q
si
e {(n,9) « B [0S 251, 0 y < g(a)).
Vom arita ci:
{«) dacd E elementari c Iy, atunci aria (&) = 0,
(B) dacd F elementari 5 Iy, atunci aria (7) 2 1.
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Din faptul cd intre doud numere reale exisld intotdeauna un numir irational,
rezultd cfi'orice dreptunghi D CT'p are indltimea egald cu 0, deci aria sa este egald cu 0

aria (D) = 0.
Cum orice mulfime elementard EC Ty este alcituitd din dreptunghiuri DCTy,
rezultd afirmatia («).

Pétratul Dy = [0, 1] x [0, 1] este cea mai- mici mulfime elementard care include
pe T'g; adicd dacid F elementari > Iy, atunci # > D,, asadar,

aria (F') z aria (D) = 1.
Fie acum (Ep)nenN, (Fa)Jnen doud siruri de muliimi’ elementare .astfel fncit
girurile ariilor lor sint convergente si
E,cTyc Fy, (V)neN.
Atunci din () rezultd
aria (Ep) =0, (V) n e N,
iar din (8) se obfine
aria (Fy) > 1, (V) n € N,
deci

lim aria (En) =0 <1 < lim aria (F,).

n->eo N—»00

Asadar, mulfimea I'y nu are arie.

Din cele aritate mai sus se vede ci: dacd A este o multime care are arie,
nu rezulld neapdrat cd orice submultime B a lui A are arie.
1.6. Teoremi. Daed f:[a, b] - R este o funcfie continui pozitivi

y
atrindel

(e) I'; are arie ‘

(B) aria (Ty) — V f(z) dz.

JO
Demonstrajie. Fie
Ai=(g = o < BT it — b) (n € N) |
un gir de diviziuni astfel incit

(1) lim || A,| =0

n—>oo
g1 sl notdm cu m} (respectiv M}) marginea inferioard (respectiv superioard) a
functiei f pe intervalul inchis gi mirginit [a}_,, a7].
Se gtie (vezi Elemente de analizd matematicd, cl. a XI-a) cd orice functie
continud pe un interval inchis si mérginit J, isi atinge marginile pe J. Deci, J
in cazul nostru existd

| &
el o swcld, 4 |
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- astfel incit

y
f@d) =mp s fop)=nmp. .| S -
5 !
Fio (fig. 111.1) , /}\/
‘ I
det s
Dy é[x'.‘_h at] X [0, m¥], o i |
|
Gr ==t y, a7] X [0, M) . AR ‘
I
dreptunghiurile de bazi z} — a} s = T nln e - \
inéltime m}, respectiv. M?%. Mulfi- i-1 : i i i
mile elementare Fig. IIL1
der Pn

E, — U D, respectiv F,— U G?

verificd incluziunile
(2) En (! Pf U FJH

1ar ariile lor sint

(3) aria( Zm ol — ol ;) = éf(u?) (2} — af_4) = oa, (f, u?)

respectiv |

(%) 0/ aria (F,) = aa_(f, v}).

Funcfia f fiind continud, este integrabild (cap. II, teorema 3.12), deci
(cap. IT, observatia 2.11), tinind seama de relatiile (1), (3) si (4), ob{inem:
(5)5” f(2)dz =lim 6a, (fuf) = lim aria(E,) =lim o (f, o) = lim aria (F,).

n—>0 n—>oo n—>co n->un

Sirurile de multimi elementare (F,) $1 (F.,) verificind relatiile (2) si (5),
rezultd cd mullimea I'; are arie si (definitia 1.3)

aria (T}) = V f(z) de.

1.7. Consecint#. Daci f, g: ia, b]— R sint, funefii continue astfel ineft

 f(=) < g(z), + (V) z € [e, ]

atunei mulfimea (fig. I111.2) 7}
Ty, == {(z, y)ER? |a<a<h; flo)<y <g (2)}, . |
cuprinsd intre graficele funefiilor f, ¢ gi dreptele R 3
paralele la Oy care tajie axa Ox in punctele « _N
gi b respectiv, are arie gi &" N X
o I )1d <L \
aria b= 7( ) — b
aria () = (" [4(@) — f(a)] s ey
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= = /Wb o oA a0 O e i F o e i = oy s e et o

Daci g(z) > f(z) > 0, (V) z € [a, b], atunci
aria (Iy,,) = aria (I';) — aria ().
1.8. Ezemple.

1) 5S4 se calculeze aria multimii cuprinse intre parabolele de ecuatii:

(1) ‘ ) @ ?/2 = a‘,‘ni

g (2) a* = ay,
unde ¢ > 0 (fig. I11.3).

Fig. T3
Rezolvind acest sistem de ecuatii, obtinem punctele de intersectie ale acestor
parabole.
: a a = 2
aria (T7,g) — S (g(e) — () da = S (l/cm = i] da =
0 0 a
p 7
- 15,03
2 3 e 2
= 77 2 mt35 ARG
o , — 4 — = — a et = _,
Vi 3 Nag 3 gl
2 /7 o
Ay 2) Sid se calculeze aria multimii
(fig. 111.4)

: A={(z,y) € R*|2* + 42 <12, y > 0},
% (r =0y,
/]

T 0" Vol % Observim ci mulfimea A4 este subgraficul func-
tiel f:[—r, r] — R, definite prin
Fig. IlL4 fop 2t o — 2
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Am vizut in capitolul I, exemplul 3.5 (2), cd functia

L
def

F(;c):%[zarcsin£+er3;xg]. (—r<agr)
r

este o primitivd a lui f. Deci

T

!

aria (4) = aria (Iy) = Sr VrE— 2ida = -;—[r2 arc sin = + z)/ 7% — :1:"‘]
=T r

3 .
= 1[r2 arcsin1 — r2arcsin (—1)] = —[Z —[ —Z}| = Lot
2 212 2 2

3) 54 se gdseascd aria multimii A (fig. II1.5) cuprinse intre cercul de

ecuatie

(1) % 4 y? = bpx

gi parabola de ecuatie

(IT) _ y* = 2pa.
Scriind ecuatia (I) sub forma

(b LN C (= —2p) + ¥F = (2p)},

se observd ca cercul considerat are centrul in punctul (2p, 0), iar raza sa este 2p..

Pentru a determina punctele in care parabola intersecteazd cercul, vom rezolva
sistemul format din ecuatiile (I) si (II). Daci se inlocuieste y* din (II) in (I), atunci
i 2’ =2 px,
deci se obtin solutiile
=0 si = 2p.
Inlocuind pe = = 0 (respectiv @ = 2p) in ecuatia (II), obfinem solutiile

_ y=0si y= 4+ 2p
Asadar , parabola de ecuatie (IT) si cercul de ecuatie (I) se intersecteazd in punctele
0 (0,0), P (2p, 2p), Q (2p, —2p).

Este suficient si calculim aria mulfimii A4, cuprinse intre arcul de paraboli OP
si arcul de cerc OP, adic# aria multimii cuprinse intre graficele functiilor

‘def ,——
fl2) =V 2pz, (0 < =< 2p), 7 2
ha) ==/ Tpa — &%, (0< < 2p). J
Functiile f si & fiind pozitive, avem
(1) aria (4,) = aria (I'y,) = aria (I'y) — aria (I'y),
. 2 G oy ot 0 c|tzp.0) x
(2)  aria(Ty) = S flo)da = ]/2pS 2? da =
o o
3 |2p ; .
0 Az
= 8
=|/2p- i = i 222222"3
3 3
2 o Fig. IIL5
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Desi se observi ugor ci
a 1
aria (Ty) = 1 avia cercului de razs 2p = i (2p)® = =p?,
&

totusi vom folosi integrala pentru a calcula aria (Th).
Scriind |/ 4pz — 2* sub forma
V' e (ap — ),
se vede cd avem de integrat o functie de forma
: Vie= a6 o).
Pentru a putea aplica rezultatul obtinut in exemplul 4.13 (5), din capitolul II,

considerdm functia &, definita pe [0, 4p] (si nu numai pe [0, 2p] cum era definiti k), prin
aceeasi relatie ;

(3) fa) ZZV/alep =), ()« < [0, 4pl.

Atunci are loc relatia

(4)  aria (Th) = % aria (Tn,).

In exemplul 4.13(5) s-a obtinut egalitatea

(5) . Sﬁ [/Tm—a)(ﬁ—x)da::(ﬁma)z—;i.

Din (8), (4) si (5) (pentru o= 0 5i B = 4p), obtinem:

(6) aria (Tp) = — S”’ Valep — o) dz = ~ (ip)2+ = — mp?.
2 Y 2 8

In sfirsit din relatiile (1), (2) si (6) results
aria (4} = aria (4,) + aria (4,) = 2 aria (4,) =

= 2 [aria (I'p) — aria (Ty)] = 2np? — %pﬂ,

1.9. Exercijii
I. 54 se calculeze aria multimii Ly

L flz) = — /=, glz) = =, = [0, 4]
2. fla) = o g(z) = 2?, x = [0, 1].

3. fla) = =, glo) = 2, = <[1,3].

4. f(:r):l/rx—:uz,— g(a:)=|/r2ﬁ z?, 2"E[Or r].

5. fla) = V=, glo) = VI, o < [9, V% - n].

=
2

2
6. flz) = % glz) = _1_; 2 e [=1, 1]

xz
“fle) =2+ 1, gla) =8 — 2, 2 = [—2,1].
8. flz) = e, g(a) = e*, z =0, 1].
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9 fileh =l o gtz =4, we =111

10. f(z) = 0, gla) == [ ¢’ +e ] z < [0, a].

2 a
105 fh = i el et i (90,00
ha .‘1,'.2 + 4a” ;

L.

1. Sa se calculeze aria mulfimii cuprinsd intre parabola de ecuatie * = 4x si dreapta
de ecuatie y = 2z. ]

]

2. S se calculeze aria multimii din semiplanul {(z, y) | ¥ > 0} cuprinsd intre hiperbola
echilatera de ecuatie xy = a% axa Oz si dreptele de ecualii 2 = a si z = 2a.

3. Interiorul cercului de ecuafie a® + y® — 16 este despartit de parabola de ecuatie
y® = 6z in doud regiuni. Si se giseascd aria fiecdreia din ele.
: . 2
4. Interiorul elipsei’ de ecuafie -%"jL y* — 1 este despirtit de hiperbola de ecuatie

.’EZ

Z — y* =1 in trei regiuni. Si se calculeze aria fiecireia din ele.
2

153

84 se calculeze aria figurii cuprinsd intre parabolele de ecuatii
y* =82 — ) si y®= 24(2 + x).

6. Interiorul cercului de ecuatie a* 4+ y*> = 8 este despirtit de parabola de ecuatie |
y* = 2z in doud regiuni. 83 se calculeze aria fieciireia din ele.

7. Fie hiperbola echilateri de ecuatie. 2® — y* = a® si dreapta de ecuafie y =

= kx (0 < k < 1). S& se calculeze aria mulfimii cuprinsi infre semidreapta
Oz (x > 0), arcul de hiperbold 2* — y* = a® (y > 0) si.dreapta y = k.

8. 84 se calculeze aria multimii cuprinsi intre parabola de ecuatie y* = =z si dreapta
de ecuatie y = 22 — 1.

9. 8i se calculeze aria multimii cuprinsd intre parabolele de ecuatie y*> = z, 2> = 8.

§ 2. VOLUMUL CORPURILOR DE ROTATIE

In acest paragraf vom presupune ci cititorul este familiarizat cu calcu-
lul volumului unor corpuri uzuale ca: paralelipiped, prismd, piramidé, cilindru,
con, trunchi de con. Pornind de la volumul cilindrului, vom defini ce inseamnd
cd un corp de rotatie (corp obtinut prin rotirea subgraficului unei functii
pozitive f in jurul axei Oz) are volum $1 vom deduce o formuld de calcul al
volumului unor astfel de corpuri.
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Fig. 1IL.6

Cel mai simplu corp de rotatie sesobtine rotind subgraficul unei functii
constante pozitive: : ‘
flz) =r, (V) z € [a, b] .
in jurul axei Oz (fig. I11.6), Aceastd mulfime (care este un cilindru de razi
7 §1 indlltime b — @) poate fi'scrisi sub forma
Co={(z, 9,20 ER|)/ P FR<r, a o< by .
Volumul acestui cilindru €, este
vol (C,) = nré(b — a).
2.1. Definifie. Fiea,bc R, a <b gt f :[a, b] > R,. Mulf{imea

Cr={(@ 9,9 e B| VT T2 < fla), a <2<}

se numegte corpul de rotafie determinat de funefia fsau
corpul obfinut prin rotirea subgraficului funetiei f in jurul axei Ox (fig. TIL7).

Fig. 1IL7

2.2. Observagie. Daci functia g :[a, b] — R, este constantd pe portiuni,
adicd dacd existd o diviziune A — (¢ = 2, < 3, < ... <!my=b) a luia; b]
astfel incit g este constanti pe fiecare mterval (z; ,, z;):

g(fﬂ) ==}, (V) T c ('T"iklr xi):
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Fig. TIL.8

atunci corpul de rotatie determinat de f are forma urmitoare (fig. II1.8):
adicd este o reuniune finiti de cilindri. Volumul unui asemenea corp de rotatie
este

vol (C,) == E ci(®y — x5 4)-

Prin analogie cu notiunea de multime elementard introdusi in paragraful

precedent, vom numi:muljime cilindricd elementard, orvice multime care se.

obtine prin rotirea subgraficului unei functii constante pe porfiuni in jurul
axel Oxz.

Cel mai mic (respectiv cel mai mare) dintre numerele pozitive ¢y, ¢, ..., ¢,
va fi numit raza minimd (vesp. raza maximd) a multimii cilindrice- elemen-
tare C(f).

Asa cum am folosit mulfimile elementare pentru a defini aria unei mul-
timi din plan, vom folosi multimile cilindrice elementare pentru a defini volu-
mul corpurilor de rotatie. '

23. Definitie. Fief:[a, b] — R, gi C; corpul de rotatie determinat
de funcfia f. Spunem ei C; are volum daed existi doud giruri (G,),cx
§i (H,),en de mulfimi cilindrice elementare (fiecare G, gi H, fiind determi-
nate de funcfiile constante pe portiuni g, %, :[a, ] — R) astfel incit

(1) . : GnC.Cfcﬂ-m (V) ne N
gl
(2) = lim vol (G,) = lim vol (H,).

In acest caz volumul lui C; se definegte prin

vol (Cy) L Jim vol (G,) = lim vol (H,).

n—>w n—+w

2.4. Observajie. Definitia volumului corpulul de rotatie C; nu depinde de sirurile
(Gn)neN si (Hp)neN considerate.
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2.6, Exemplu de corp de rotajie care nu are polum. Fie g :[0,1] = R; tfuncfia lui
Dirichlet
1, dacd « rafional,
gle) = S
0, daci z irational.

Se observd ci
{«) orice mul{ime cilindricii elementari G c Cy are raza maximi egali cu zero deci,

vol (G) = 0,
(8) orice multime cilindrici elementari H > Cg are raza minimi > 1, deci
vol (H)>n1%-(1 — 0) = .

Fie acum (Gp)nen, (Hp)nen doud siruri de mulfimi cilindrice elementare astfel

ineit
(1) GhncCycHy, (Y)n N,
(2 sirurile de numere pozitive (vol (Gn))nen si (vol (Hpn))nen sint convergente,
Atunci din (1), («) si (B) rezultd
vol (Gp) = 0 si vol (Hy) = m, (V) n e N,
deci (2) .

lim vol (G;) = 0 < = <Clim vol (Hy),

N—>0 n—co
de unde rezultd ci C, nu are volum.

2.6. Teoremi. Daci f:[a, b] > R +‘ este o funcfie continui, atuneci
(1) corpul de rotafie determinat de [ are volum gi

(i) ' vol (C;) = nsbfz(x)dg;.

Demonstragie. (Modelatd dupa demonstratia teoremei 1.6). Fie
A= (e=m <al <..<z) = b), (rn & N)
un gir de diviziuni ale intervalului [«, 5] astfel incit
(1) lim || A, |[=0

n—>w

§1 84 notdm cu m} (respectiv M}*) marginea inferioars (respectiv superioari)

a functiei f pe intervalul inchis si mérginit [27 ,, z]. Atunci existd
uy, vy ela? , ] astfel ineit

flur) = m 5i f0r) = My,

Pentru fiecare n € N definim functiile constante pe portiuni

g-n: hn :[a" ‘b] e R+ l

dot | mi = f(u}), dacd = € (al_y, a}), (1

x) — .
fa flz), dack @ = =, (0

b (o S [ M= f(), dack @ € @1y, a), (L <i < py),
Wkl f(a;), dacd z = gz, 0 <i<

104

s — -




Fig. 1119

Atunci corpurile de rotatie G, gi H, determinate de g, i h,, respectiv, sint
multimi cilindrice elementare cu proprietitile:

(2) GnCCfCHm (V) n e Na

p?’l
vol (G,) = m 2 f*(uf) (aF — &) = oa, (nf?, u]),
(3) :
vol (H,) = =3 f*(o}) (o} — ai'y) = on, (nf%, }).
i=1 .
Functia f fiind continud, rezulti ci gi functia =f? este continud, deci

(capitolul II, teorema 3.12) =nf? este integrabild, prin urmare, tinind seami
de (1) si (3), obtinem:

= Sbfz(x)dx — lim oa, (nf?, u}) = lim vol (G,) =
a n—0 . n—»co

(4)

= lim oa, (nf? v}) = lim vol (H,).
n—>w n—>=00

Sirurile de mulfimi cilindrice elementare (G,),en i (H,),en verificind
relatiile (2) si (4), rezultd cd C(f) are volum i

vol (Cp)=m S" f2(z)dz.

a
2.7. Exemple
a) S& se calculeze volumul corpului de rotagie determinat de functia

f : [0, b]—R, definiti prin f(z)= |/ 2ax
(paraboloid de rotatie; fig. I11.10).

Avem

vol (Cf) = nsb Pz)da =
0

b 22 [b
= 2naS zdx = 2na — | = mab? .
0 2 o Fig. NII.10
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B) S& se calculeze corpul de rotatie determinat de functia f: [a, b] - R,
definitd prin f(z) =]/ 22 — a2 (hiperboloid de rotatie; fig. 111.11)

vol (C}):r:Sb fizyde == Sb

a

(%2 — a¥)dz = = (ﬂ —azsc) :
3 a

3 3 |

T [[ZL Pel azb) _[i b a3]] = T (8% + 208 — 3a2).
3 3 3

Y) Si se giseascd volumul elipsoidului de rotatie, adied volumul corpului ‘

obfinut prin rotirea mulfimii

E={(a=, y) € R

a’

xa y2
e 1}, (g,b = 0)
in jurul axei Oz (fig. 111.12)

Datoritd simetriei elipsoidului fatd de planul ¥0z, este suficient si calculim numai
volumul jumititii situate in partea dreaptd (z > 0) a planului yOz. Fie deci,

£ :[0,a] By, flof 22 ovn o,
a

Atunci .}
- l

vol (Cf) = nS 2(z)de = %S (@® — 2%)da —

0 a 0 3
=L2(a2m—§fJa=ﬂ(3_a_s =2ﬁb2a '

aﬁ 3 o aZ 3 3
deci

volumul elipsoidului = %r-‘abz.
Daci @ = b = r, atunci regdsim

: 4 b
volumul sferei de razi o — 2T g3
3

Fig. IIL11 _ Fig. IL12
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3) Fie a >0 gi astroida de

ecuatie
LA SR

z* +y® =4d®, (a>0).

Sd se calculeze volumul astro-
idului de rotatie (corpul obtinut prin
rotirea mul{imii mirginite de as-
troidd, in jurul axei Ozx; fig. 111.13).

i)at.oriti simetriei este suficient si
calculim volumul corpului de rotatie
determinat de functia

flz) = (agﬂ ot m%); 2z < [0, a].

Avem

! vol (6 = x| ey da = q!

S“' £u D] g5d 3
=x e = r=
u,\az— 30 2% F 30 5 — 2° :

2.8. Exercifii
84 se calculeze volumele corpurilor de rotatie determinate de functiile:
0
z)?
1. flz) = b (_,] ., ze[a,bl a,b>0.
@ \
2. flz) = 2z — 2%, = = [0, 2).
8. f(z) = sin 2, =z [0, x].
4. flz) = e7*, z.= [0, 2].
6. f(z) = arcsin z, z [0, %] .

8. flz) = a2, 2 [1,e].
3." 5
=

7 flz) = %[ ef e_“_], z [0, Va].

8. f(z) = ze*, z [0, 1],
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= Vg' z [0, al.

10. f(z) = (| a — E)Z, x e[{), al.
11. (m)——|/a:c3 2t z =0, a).

12. flo) = /1 — ¥ 2% «e0,1].
18. f(z) — |/.($ = a) =3

z=[a,b], b > a>=>0,

14. fla) = V%__f) z < [0, 3], '

§ 3. LUNGIMEA GRAFICULUI UNEI FUNCTII DERIVABILE
CU DERIVATA CONTINUA

In acest paragraf vom defini lungimea graficului unei funetii continue
f:la, 8] > R gi vom ardta ci dacii f este derivabili cu derivata continud
atunci graficul lui f are lungime finity si

Ll

lungimea graficului i flte= Sh V1 (f(2)*da
@

31 Definifie. Pentru orice functie f : [a, b] - R 8i orice diviziune
A=e=2 <2 < 0. <2, =B
a intervalului [a, b] definim funetia f :[a, b] = R prin
‘ﬂ fl@ ) + M=) — flzia) (

& — x;,) daci z € [y @l (liss < m);:
Zi — Tj,

1

fa se numegta functia poligonalid asociats lui fgi lui A (fig. I11.14), |

3.2. Observajie. Functia fa se obtine, pe fiecare interval [z, ,, x;], seriind
ecuatia dreptei care trece prin pumtele din plan ! '

A (2, f(z;4))

gi
Ai(ai, f(-’:r))
|
¥ grahcun‘lf
gt aficul(fs)
|
I
\ >
| I ]
| ! { ! :
| |
R L R RN ‘
P | | i | '
i | i |
! | |
(s Tl i
O a=x5 x; Xi-1y Xy Xn-1  b=x¥p ¥ {
Fig., 11114
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Distanta dintre punctele A; , 5i 4; este (aplicind teorema lui Pitagora):

A, A) = V (@i — 24)* + () — flai,))™

33. Definifie. Numiral pozitiv
def i
Ufs) = ;d (Ai, 4))

ge numegte lungimea graficului funetiei poiigonale A

3.4. Observagie. Dac A, A’ sint diviziuni ale intervalului [a, ] §i A C A,
atunci

Ufa) < Ufw)-

Tinind seama c# orice diviziune A’ mai find ca A se obtine prin adduga-
rea la A a noi puncte de diviziune, este suficient si consideriim cazul in care

A’ se obfine din A prin adiugarea unui singur punct ¢ € (2, %;):

A= (=0 = . = T =y =8 = D),
iar ' .
A =g =) <o ST PiE Ty = ' 2 2, = b).
Notind cu B punctul de coordonate (c, f(¢)) avem (fig. 111.15):
d(4jq, A4;) < d(Aj4, B)+d(B, 4;),

" deci

Ufs) = 2y d(Aiay A)) +d(Aj, 4)) <
i)
< Dd(dia, A) + d(A;, B) + d(B, 4) = Ufy).
i3]

3.5. Definifie. Spunem ci graficul unei funefii eontinui f : [, b] - R
are lungime finiti dach existi o constants M > 0 astfel ineit

I(fa) < M,
pentru orice diviziune A a intervalului [a, b]. . \ -
In acest caz marginea superioari a mulfimii
Ajf
{fs) | A diviziune a lui [a, b]} @g\ ;
A1 1
este < co. Numirul real pozitiv : I =
; : 1eS %] |
Ufa) ==sup{l(fa) | A diviziune a lui [a, b]) o e
: § : | | -
se numegte. lungimea graficului 01 xj xj »”
funcfiei f. ' Fig. IL15
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3.6. Observajie. Dacj graficul lui f are lungime finit#, atunci exists un gir
de diviziuni (A,),en ale intervalului [a, b] astfel incit

(1) lim || A, | =0
gl |
@) ' lim 1 (fa,) = I(f). |

Intr-adevir, pentru orice n > 1 avem : . ' ‘
Uf) — ) < l{f) = cel mai mic majorant al mulfimii {l(‘fA)}A, [
n
deci I(f) - k3 nu este majorant pentru aceasti mulfime, adici existi o diviziune A, a I
n
. lui [a, b] astfel incit
> 1
(8) U —— < ¥(fz,) <Up

(a doua inegalitate rezultind din faptul ci I(f) este majorant pentru mulfimea {I(fa)}a). ;
Din (3) rezults :

(4) Up) =im 1(75,) _ |
Luind, pentru fiecare » > 1, o diviziune A, cu proprietitile
| |
An € Ay
1
H Aﬂ ” < s
n
rezultd (observatia 3.4) ca: ;
(5) ‘ Ufa,)<U(Fa,) (<) |
§i
(1) j lim || Ap |l = 0.
n—>oo
Din {4) si (5) rezultd ci sirul {l (f‘\n)}ﬂéN este convergent
s
(2) / lim ! (fA") = 1f).

n—>oo

v

3.9. Teorem#. Daeci functia 1 : [a, b] — R este derivabild, eu derivata
continui, atunci

1) graficul lui f are lungime finita
§i
2) Uf) = j" VT +(F (@) de.
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Demonstragie. Din ipotezd rezultd cd functia
z— /1T + ({(a))?
este continud, deci mirginitd, adicid existi M = 0 astfel incit

V1F (Fl@))E<s M, (V)zela bl

Fie A= (e = <2, < ..< &, =0b) o diviziune oarecare a lui [a, b]. Aplicind
teorema cregterilor finite lui f, pe fiecare interval [z, -1 2il, (1 < i< n) obtinem un
E; = [xi1, 2] astfel incit

flei) — flzia) = F(E)(vi — @5.),

deci

Ufs) = 3V Toi — @il T () = F (@0 =

i=1 .
=D VI FIEIE (o — 2 S M Y (30 — 2i.1) = M(b — a),
i=1 i=1

oricare ar fi diviziunea A a intervalului [a, b]. In concluzie, graficul lui f are lungime
finitd.
Fie acum
Ap= (0 =25 < 2l < i< T — b), neN,
un gir de diviziuni ale intervalului [a, ] cu proprietitile (vezi observatia 3.6)

lim || Anfl =0

si
) | lim £(7,,) = Uf).

Aplicind, ca mai sus, teorema cresterilor finite lui f pe fiecare interval [2}_;, a}],
obtinem un £} e [af 1, 27] astfel incit

(2) faf) = flelg) =7 (& ) (2 — af ).

Notind v = (£f, Ef, .., E5,) si {inind seamd de (2), obtinem

I (fa,) 2 V/(at — ot )? + (f(af) — £ (ol P =

'

8) 2 Vot + (p (602 (o — o) = ap (VT F (7, E0).

Funcfia /1 4 (f')? fiind continud, este integrabilid (teorema 11.3.12), deci (obser-
vatia.I1.2.11) :

b
(4) O lim o (VT F, &) = S VIF [Fe) da.
Din egalitafile (1), (3) si (4) obfinem
b
) = S VT T (Pl da
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3.8. Exemple

o) Sd se calculeze lungimea gra-
ficului functiei (fig. I11.16)

flx) = 2% z¢&[—1, 1]

Datoritd simetriei este suficient si
calculdm lungimea graficului restrictiei f, a
lui f la [0, 1]. Avem

x U =2(f) =2 l/1 + (f(=))? dz =
| ;

. e
Fig. IIL16 A 25 VT T @a)t de,
o
deci aplicind exercifiul 2.2 (7) din capitolul I, obfinem

e 2/ B ln 2 /)

0

1 ———— 1 ———
l(f)=2[;2a: V1T b +;ln[2m+l/1 +lm:)]

B) Si se calculeze lung-iﬁlea graficului funcfiei

f(z) =[§]2-—1n Vz, ze[d, el

Avem

deci

I(ﬂ=Sj \/i —l—%(z—.%rdm:‘gj \/1 +%(x2_2+_i_é]dx:
8 (O Gt | = EEH Y

y) Sd se calculeze lungimea astroidei (fig. II1.17) de ecuatie
2 2

3 ]
By =, (@ > 0)

Prima bisectoare (y = z) intersecteazd (in primul cadran) astroida in punctul

i

lungimea arcului (ATJ) Sl lungimea arcului (AMB) = — lungimea astroidei,
2

a’ a]

@ e

M[2_ a2

0|
0o ws

Datoritd simetriei avem egalitifile:

[= -]

deci este suficient sd calculam lungimea graficului funcfiei

flz) = {a% — :c%]%, T e [2“
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Fig. TIL17

Derivind funectia f, obtinem

“ LT

w| e

ol =
—
w | ko
LS

&

|

|
|r—‘

deci

prin urmare

a 1 [0 1
( Uf) = s V14 (fla))Pde = o? L 3 dw =
2 2g 9 24
. 2
e i 2 2
b 3 3| % a\s 3
\ =t = =) L s = —a
2 2 2 =2 %
| = = 22
SRl

Agadar, lungimea astroidei este,
. 8L(f) = 6a.

83.9. Exerciyii. S se calculeze lungimile graficelor urmétoarelor functii:
L flry=Ihz ze /3,1 8].
2, flz) =In(1 — #%), =z e [0, -;—]
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B flel = L (et 4 o), 2o, 1]
dflz) =z, z e 35020
b flz) = = ol = Inz, z=e[1,e]
" 9 ;
6. flz) =lncosz, =z e [0, E]- :
4 "
1 9 =
7 f(z) = In e Rt [0. -;}- ¢

8. f(z) = e*, < [0,1].

[ :[a, b] - R, este o functie continud, atunsci

» rotafio deferminaty de functi:
T irea graficului funefiei f in

Am viizut in paragraful precedent cum se asociazi lui ’f 8 fiecdrei divi-
ziunl A = (@ = 2y, < 2, < ... < x, = b) a intervalului [a, b] o functie poligo-

nali fa. Gonsiderim acum suprafata de rotatie S(fa) determinatd de functia fa.

4.2. Observajie. Presupunind cunoscut faptul ci aria laterald a unui
trunchi de con de raze ry, r, si generatoare g (fig. IT1.19) este datd de relatia

(ry + Ty)8,

putem calcula aria laterald a suprafetei de rotatie 5(fs) determinati de funectia
poligonali fa.

v

v

Fig, IIL.18 Fig. TI1.19
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—_—

«  Fig. II1.20

Intr-adevir, aria laterald a trunchiului de con T; (fig. 111.20) de raze
f(wi_4), f(x;) 1 generatoare d(A; ;, A;) (distanta dintre A; , si 4;) fiind

w(f(zi) + f(z:)) - (4,4, A),
rezultd cd aria laterald a suprafetei S(fa) este

Alfa) == ; (f(xi) + f(z;)) l/(xi — &i1)? +{f(=) — [(x:1))>

Dupd aceastd observatie putem defini ce'inseamna cd o suprafatd de rota-
tie are arie, precum gi aria laterald a unei astfel de suprafete.

43. Defin itie. Fie f:[a,_, b] - R, o funcfie eontinui. Spunem ed
suprafata de rotafie S(f) are arie, dacd oricare ar fi girul de
diviziuni (A,),en ale intervalului [a, b] astfel incit

lim || A, || = 0,

n—>oa

girul 5
! ( ‘4 (f'_\u ) )nEN

al ariilor laterale ale suprafetelor de rotatie S(fx,) (n &N) este convergent in R.
In acest caz numirul real pozifiv
def

‘4(’[‘) =—lim A(f:ln)

n-—>an
|
se numegte aria lateraldi a suprafefei de rotatie S(f).

4.4, Observajie. Numairul real pozitiv A(f) este corect definit, adica nu depinde de
sirul de diviziuni (Ap)neN considerat.

intr-adevér, fie (A;)HEN si (A;)nEN doud siruri de diviziuni ale intervalului
[a, b] astfel incit '

lim || Az || £ 0 = lim || A7 ]l
n—>00 N>
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Atunei sirul de diviziuni

dat " " ’ " / "
(An)nen -'—I_-'(L\ﬂw AgsmNest Ad . ST S
verifica conditia
lim || A, =0

n-+o0

deci, suprafata de rotatie S(f) avind arie, rezulld ci sirurile

(A (f‘xn))nEN { (A (f'-\'n))raEN 3 (A (f“‘"n))neN

sint convergente; fie /, I/, ” limitele lor. Din modul cum a fost construit girul (Ay)ne N,
se vede ci sirurile (Ap)nen si (An)nen sint subsiruri ale lui (An)nen , deci sirurile

(A (fA'u))HEN si (A (f‘yn))nEN
sint subsiruri ale lui (4 (fa,))nen §1 prin urmare

]r = ! $] [” ok l,
adica )
(E= R

45. Teorem#. Daeci f:[a, b] — R, este o funcfie derivabili, cu deri- ol
vata continui, atunci
‘ («) suprafafa de rotafie determinati de f are arie gi
b T R
(B) A(f) = 2= f(a) |V T+ (F (@) da. w
a
Demonstrayie: Funciia f fiind continui pe intervalul inchis gi mairginil [a, b], verifici
(vezi, cap. II, 3.10) condifia (U), adicd pentru orice ¢ > 0 exjsti e > 0 astfel incit

€

4nl(f)

(1) (V) &, " [a, b] cu | 2" — 2’ | < 0= | f(2!) — fla”) | <
unde I(f) este lungimea graficului lui T
Fie acum

Ap = (a, = o g = 1';;” = b) (n = N)
un sir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel incil
lim || Ay || = 0. Atunci existd un ne = N astfel ineil
n—>to

I An H < Mg, (V] n > neg ; : v

Aplicind teorema cresterilor finile lui £ pe fiecare interval [#}_4, 2], obtinem
p 5 1

‘un &' e (a3, af) cu proprietatea 4
) f(&F) — 7 (i) = £/ (B1) - (= afoy)
Atunei
lim oy, (FV TR &) = (] 1100V TF 7T a, 7
deci existd n = N astfel incit
(3 os, (FVITTFF, &) — :ﬂwVT17Fﬁmdm‘<% .

oricare ar fi n > n, . .
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Desi aria laterald a lui § (fa,)

m)_nZﬂﬂwﬂ+Hﬁ»V1+Wﬁmﬂﬁ—ﬁJ

nu reprezintd suma Riemann
o, (2nf VIF (), &) = 2W2 FER) 1V 0+ (7 ()2 (2 — aly),

vom ardta totusi ci diferenta lor in modul este mai mici decjt 2
2

. def ’ " g
Fie n > ne —max (n;, n,). Atunci

lety— &2, |aF — B2l of — 2l y < || Anll < e

deci, finind seamd de (1), obtinem

I (a2) — £ (E}) | < P
5i
| (a7) — F(E) ]| < lml(f)
de unde ‘
(4) If &)+ f(af) — 27 (1) | < e (¥) 72> ne

Folosind inegalitatea (4}, obtinem

| 4(fa,) = oa, CofVTFTE, &) | =

Py,
== > (f (afa) + £ (aF) — 27 (&) V1 + (7 (ED)2 (2 — afy)
i=1
w}j If (af-0) + £ (aF) —2F(ED | 1/ 1 + (7 (ED)P (2 — aty)
i=1
1/—_2 5 £
Mm E 1+ (F () (aF — o7_y) mm—l(fan)\i
e . 3 N
& s e

Din aceastd inegalitate si inegalitatea (3) rezultd cd, pentru orice n > n., avem

A(fa,) — 2 (| 1) VTH TGP as| <
<|4(fa,) = o, (= VTFTT &) +

oa, (2nf VT T, a;)—mcs Fl@) VT (@) da | <

€ €
<— +— =€ v ne,
2+2 (Y)n > n.




% " de_ci
lim oy (2nfV/TF (PRI &)

existd gi este egald cu

b
2 S () VT T (PP d.
a,

Cum aceasta are loc pentru orice gir de
diviziuni (Ap)nen ale lui [a, b] de normi
tinzind la zero, rezultd (definitia 4.3) ci su-

Fig, TIL21 prafata de rotatie determinati de f are arie
si

b
Alf) = 2 S (o) VT T [P de.

4.8. Observapie. Considerind parabola de ecl’:at,ie'
y* = 2az, (a > 0) ;
se observa ci panta tangentei la paraboli in origine esteinfiniti (fig. I'II.21}, adicd functia
J flz) =/ 2az,_ < [0, o)

nu este derivabild in 0. Tinind seam# de aceast# observafie si de faptul ci integrala

b
S glz)dz

a fost definita pentru functii g definite pe intregul interval [a, b], rezulty cd,fn cazul con- .
siderat, nu se poate vorbi de

b
SU f(2) VT T (Pl de.

Totusi, se observi (intuitiv) cd aceastd suprafatd de rotatie are arie. in observatia
care urmeazd vom fncerca si aritim 'ci au arie §i suprafefele de rotatie determinate de
funciii f care nu sint neapirat derivabile la capetele intervalului [a, b], dar pentru care

funcfia fI/1+ ()% are limitd finitd fn punctele a si b

4.9, Observapie. S84 considerim funcfia f :[a,b] > R, cu proprietifile:

(cy) f este derivabild, cu derivata continui pe (a,b), _

(c) functia f /1 & (f)® are limite finite in punctele a si b.
In acest caz functia £ |/TF () poate fi prelungiti la o functie continud & : [a, b] — R,,.
Intr-adevir, daci y, (respectiv y,) este limita funcfiei £ |/1 + ({7 in punctul a (res-
pectiv &), atunci definim functia & :[a, b] — Ry prin egalitatea

Ya, dacd z = a,
hlz) 3 ) VTF (el dack @ < (o, b),
: Yy dacd o = b,

Funcfia % are urmitoarele proprietati:
(«) restrictia lui & la (a, b) coincide cu f |/T T VHEE
(B) Yim h(a) = y, = ha);

N

() LR Ao == %, = h(b).
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Din (B) si (y) rezultd ci % este continu¥ in punctele a si b, iar din ipoteza (c;) si
proprietatea («) rezult¥ continuitatea lui % pe (a, b); deci % este continud pe intregul
interval inchis [, b], prin urmare % este integrabild pe [a, b].

Observdm cd, in cursul demonstratiei teoremei 4.5, nu s-a utilizat nicdieri nici f'(a)
si nici (), ci numai f/(£7), unde &} & (2, ;) C (a, ) au fost obtinuti aplicind teo-
rema cregterilor finite. / o

Pe de altd pdrte, {inind seama de proprietatea («) a lui f, rezultd ci pentru acesti
7, avem

cmn(21rf|/1 + ), B = aAn(27=h, E?),
deci se obtine inegalitatea (cu notatiile din demonstrafia teoremei &.5)

| A(fan) = oan(2mh, &) |< 70 (V)0 >,

insa

lim o (2nh, E7) = 2n Sb h(z)dz,

n=>co a

deci

n—>m

b
lim A(fa,) oxistd = 21:5 h(z)dz.
a
Asgadar, putem formula urmitorul rezultat:

48. Teoremd. Daci f:[a,b] » R, este o funcfie derivabili, cu
derivata continiii pe (o, b) astfel ineit funetia f |1 + (f')? are limite finite in
punctele a gi b, atunci suprafata de rotafie determinati do f are arie gi

A(f) = 2n S" ha)dz,

unde % este prelungirea (prin continuitate) a lui f /1 4 (f))? la intervalul
inchis [a, b].

4.9. Ezemple.

«) S& se calculeze aria suprafetei de rotafie determinati de functia

f(x)Esin z, z €[0, =), (fig. 111.22).

Fig. ITL22 -
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r+—

Functia  — sin = esle derivabild, cu derivata continua pe toati mulfimea R, deci i
satisface condifiile teoremei 4.5. Datoritd simetriei, este suficient si se calculeze aria

»  suprafetei determinate de restrictia f; a lui_ f la intervalul [0, g]

Deci

™

A(f) = 24(fy) = 4= S:fsin z)/1F cqszxdm.

Fécind schimbarea de variabili

u=q:(a:}dzﬁcosx, xe[O, —;E-],

obtiném 7
- 9(0) =1, @(%) =40
i
{2 AN = e | YT o el

(B g e e 1
=#lms V1T + widu :éns 1+ u? du.
1 0

O primitivd a functiei u — |/1 1 u® este functia (vezi cap. 1, exemplul 2.2 (7)):
(2) Fln) = %[u,l/'l + ut + In(w + 1T+ ud)]-
Din relatiile (1), (2) si formula Leibniz-Newton, obtinem :

= o[y TR v | |

= 2r[)/2+1n (1 +1/2)]
B) 54 se calculeze aria suprafetei de rotatie determinati de functia
f(z) &t |/ 2az, z € [0, b] (¢ >0)
(paraboloid de 1‘6ta1;ie).

Functia # — |/ nefiind derivabila in origine, nu putem aplica teorema 4.5 (vezi
observatia 4.6). Totusi f este derivabild, cu derivata continui pe (0, b], iar functia

@) V1 + (@) = Va |/2z + a, (V) 2 < (0, 5]
are limitd finitd in punctul 0

il_l:}) @) V1T + () = q,
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deci funchia h :[0, 6] — R, definitd prin
daca » =0,

hiz) & ‘ ik el
fle) V1 + (fx)?, dacid o < (0, b]
este continui pe [0, &]. ?
Aplicind teorema 4.8, rezulta cd suprafata de rotatie determinati de functia

fla) = |/ 2ax, r e [0, b]

are arie 1
b —pl
A(f):zn-s h(@)da = 2n |/ a S V' 2z + ade =,
0 0

i 3

=rla S (2.2;4—(1)‘5(’1 + a) J_n!/-'().z:-{—aﬁ

0

: 5 erl/a[

"Y) Sa se calculeze aria supral‘et,ei (fig.111.23) obtinute prin rotirea in
jurul axei Oz a elipsei de ecuatie

CHL -1, @>b>0)
a [

Deci se cere si se calculeze aria suprafetei de rotalie determinati de functia

’

def b

f()__g—l/a-’—n rel[—a, al.

Derivind in egalitatea [

; fi(z) = (a S e ﬁmz

| obtinem '

| fla) o) = — o,

" deci |
Ay =2 " 1)V TF I da |

Fig. 111.28
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Numérul pozitiv

def a? — b2 c
e = —
a a

se numeste excentricilatea elipsei.
Funcfia z — |/a* — (ex)* fiind pard, avem (vezi cap. II, observatia 4.16)

A(f) = % Sf} Va? — (ex)? dz = 4—%’8 So v (%)2 — z? da.

Se stie (vezi cap. I, exemplul 3.5 (2)) ¢ o primitiva a functiei & — |/ — 72
este funciia 3

1 Al —_—
Fla) = _[12 arc sin - + oz 2 = .’rz].
) x §

Deci

I

A(f) = '2r:be [%)2 arc sini TR \/ [g]“ L

I
b
n‘g
X
e ey
cul!h
Ctom s
1]
-5
=
Q
=
=
3
+
2
e
o |8
S—
N_
I
7
—d
I

2 2 e xe N
S e H Sl = e“] =
a [le e
= 9nab [w_i_,_l/i i e“]. g
e

Observiim c& dacd b tinde citre e, atunci excentricitatea elipsei tinde la zero si
elipsa devine un cerc de razi a. In acest caz

.. arcsin e
lim — =1

e—>0 e
si
Aria sferei de razi a este 4ma?,
4.10. Exerciyii. 84 se giseascy ariile suprafefelor de rotatie 'd'eterminate de functiile:

1, f(m)=f”33, z [0, 1).

2. f(z) = % (e*+ e=®), =z [0, 1].

8. = E = L
flz) = cos =z, a [0, 2]
4. f(x) = €%, = < [0, 1],
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= -

b fle) = b+ YT=, xe[fi,%]. :
1

‘ 6. flz) = 2 |/1 — a7, a:e[(l, l%]

7. fla) =‘%|/1. — & xe[0,1]

8. f(z) = B'QTEV:C(&L — )2, a = [0, 3a].

§ b. CALCULUL APROXIMATIV AL INTEGRALELOR DEFINITE

Am vizut in capitolul II (teorema 2.12) ci daci f:[e, b] = R este o
functie integrabili, care admite primitive, atunci integrala definitd a lui f
poate fi caleulatd cu ajutorul formulei Iui Leibniz-Newton:

S” f(z)dz = F(b) — F(a),

unde F' este o primitiva a lui f.

In cazul funeiilor integrabile care nu au primitive (astfel de functii
existd, vezi exemplul 11.2.13), sau al functiilor care au primitive, dar acestea
sint greu de calculat (de exemplu: nu se pot exprima cu ajutorul unor funetii

. elementare cunoscute), nu putem utiliza formula Leibniz-Newton. In ase-
menea situatii trebuie recurs la alte metode. De obicei se folosese mefode de
aproximare a integralei prin anumite sume off, A) asociate unor diviziuni

particulare A ale intervalului [a, b].
| Atunci cind folosim 0 anumitd metodd de aproximare a integralei Sb f(x)daz,
$ 5 a

trebuie sd cunoastem, in functie de diviziunea aleasi A, cit de mare poate fi

o

diferenta (in valoare absoluti) dintre integrala Sb f(z)dz 81 suma of, A) aso-
ciatd diviziunii A. |
Dacd se lucreazi cu div‘iziuni echidistante, adicd diviziuni:
AME (= o R P < i )
la care distanta dintre oricare doui puncte consecutive este aceeasi

b—a

n

Tj— By = s (1<t <)

atunci problema de mai sus poate fi reformulati astfel:
pDat fiind un e > 0, ¢it de mare trebuie s fie n pentru ca eroarea care o

facem, atunci cind ludim o(f, A,) in loc de Sb f(xz)dz, s& fie mai micd decit e?*
1 a

6.1. Metoda dreptunghiurilor. Fie f:[a, b] » R o funciie integrabili,
A, =(a=1zy <2 <..<ux,=>) o diviziune echidistanti a intervalului
[a, b] s1 drept puncte ,intermediare” ludm punctele z,, %,, ..., #,, adici in
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(2] 1 DJ' Opn

o az=xg Xj Xi-1 Xj b=xn x

Fig. 11124

licare interval [z; ,, ;], drept punct ,intermediar* lufm extremitatea din
dreapta a acestui interval. Atunci

(1) oa,(f, m) = ; (@) (% — 7i2) = “=2[f(2) + ... + f(z,)]

n

Intrucit aceasti sumd depinde numai de fside n, o vom nota simplu
prin D, (f). i

In cazul particular, cind feste pozitivd, suma D, (f) reprezintj suma ariilor
dreptunghiurilor Dy, D,, ..., D, unde (fig. IT1.24)
D[, 2] X0, fla)] = (@ ) € R oy < 0 < 23 0 <y < f(z)}
Asgadar, cind f este pozitivi,

D, (f) = @1 aria (D).

Din acest motiv, metoda de aproximare a integralei definite a unei functii
integrabile prin suma D,(f) se numegte metoda dreptunghiurilor.

5.2. Estimarea erorii in metoda dreptunghiurilor. \
Dacd [ :[a, b] -+ R este o funcfie derivabili, cu derivata continus, atunei

b I = 2\ L
f; f@)dz — ()] < =2 mry,
a &

unde

M(f') == sup | f'(z) .
x&[a, bl
Demonstrajie. Fie ca mai sus
MAp=fla=m <o <..<a,=01b),

xi'—xl‘d:b:av (V)i=ir"'1n

ai

Dy(f) = Zl fla) (25 — i) = 2 —23 flm)
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Nolind, ca de obicei,

m; ginf {flz) | = = [=i1, z]3,

M; ELsup {f(a) | = = [211, @il)

gi {inind seamd ca funclia f este continui (fiind derivabild), rezulti ci f este mirginit
gi igi atinge marginile pe intervalul inchis si mirginit [x;,, ;). Deci existi u;, v;
e [z, x;] astfel incit

(1) mi = f(ui), Mi = flv).

Aphcmd teorema cregterilor finite lui f, obtinem un punct ¥; cuprins intre w; sj
v; astfel ineit

(2) flei) — fluwi) = F(E)(vi — wi).
Avind
m; < f(&;) < M
rezulti
(3) 2 milz — %) < zj flEei — @ia) < 3, Milzi — i),
i=1 = =1
adicd (vezi cap. II, propozifia 3.3 (i)).
() : sa, () < Dalf) < Sa_ ().
Tinind seami de relatiile (1) — (4) si de inegalitatea
b—a
lvi — i | < 2 — @iy = ’
oblinem
(5) Sa,, 1) =2, ) = 2 (M — mi) (@ — @ig) =
b—a b _ _
= 2 [flwi) — il = (Ea)(vi — w) <
i=1 =1

b—a

; e (s — ) < O by = £ g

Pe de altd parte (vezi cap. 11, relatia (3) din demonstratia teoremei 3.7)

() a < fie)< 4,0

Din (4), (5) si (6) obtinem .
‘S fla)de = Do ()| < Sa,, (1) = a, (1) < ’ Mif).

6.3, Metoda trapezelor. Aceastd metodi consti in aproximarea integralei

SZ f(x)dz prin suma _ |

n 3 n—1
T =425 o) + (o) - (o — ) =2 [fta) + 16) + 2 fiw

cind ‘ i — i(!’J —a), (1 <1 < n).
n




f(Xf'j

flx:.1)

0 = X1 Xj-1 Xj Xp=b X v
| Fig. IIL26
Dacd funcfia f este pozitivd (f(z) = 0, (V) z € [a, b]), atunci aceasty
problemi revine la aproximarea ariei multimii |
Fr={zy)eR|a<2<b0<y <flz)}

(cuprinse intre axa O, graficul lui f si dreptele paralele la Oy, care taie "axa.
Oz in punctele a gi b respectiv) prin suma ariilor trapezelor T (fig. 111.25)

aria 7) = 2[f(zi0) + f(@)] (5 — 2i2) = 2= 2 [f(a,) + flai).

Deci, dac# [ este pozitivd, atunci

n n—1
To(f) = 3 avia (T) = 2=° [f(a) +10) + 22 f(aa-)]-

n

b4. Estimarea erorii in metoda trapezelor
Daei f : [a, b] — R este o funciie de doui ori derivabili, cu derivata a doua
" continui, atunci '
b (b = a)3 "
|{. farde — | < &=L aae,

1202
unde

M(f") £ sup | () |.
xE[a, b]

Demonstragie. Pentru orice o, B = [a, b], cu-a < B, definim functia g : R — R prin J

egalitatea
. 1 5 \
w g0 = o (¢ — )t — ). ~ l
Atunci
(2) L, gle) = g(B) = 0,
gmzém—w+m

i L

g (“) = 2 { ﬂ)s
(3)

ym=§m—%
(4) : g"(t) = 1.
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Aplicind de doud ori formula de integrare prin pir{i si {inind seamé de relagiile
(1) — (4), obtinem:

{ra= S fle)e”(e)de = flo)g’ (o) ] ~ (0t ] + (et =

= i — ) — ﬂ.—'l-a.‘,—- A — a)(t — —
= 11B) 5 (B — ) — fla) - ( (3)+2Suf(t)(t )t — B)de

= 2 07le) + 1B — ) + %SB o (£ — o) (t— B)as,
de unde ‘ :
S“ﬂa)dz—%ma}+f{m]"(s— )| == S" Fr(e)(t — )t — P)de| <
<1sﬁlf"(t)l-lt—al lt— B |dt <M‘fﬂ’5 (6 — w)(B — f)de.
2 o o
Insy

'S“ (t—a) (B — t)dt = SB (t— o) L[ — o) — (& — afldi =

(ﬁ—m)s (=aae= P e—apa— polo)t o
_ B B (B o
-9 3 6
deci
B Si & B
(5) Smf‘”d‘ = g e+ fion (e — o) | < EEE
Aplicind egalitatea (6) pentri « = ®;.; si B = @y, oblinem
S © el — — [flzia) + ) (3 - o 1)! ot 2tal’. pyipry = Bt i,
x 12 12n

i-1
de unde, folosind proprietatea de aditivitate a integralei, deducem

=.n % z)dx — _[ Zig) + flai)l (2 — 2.
;Sxmﬂ) Z} feta) + fla e m)’

=1

S fle)dz — Tn(f)

n
s

1=1

S * flo)ds ~ L) + i) o1 — i 1<

i-1

b=aP i b—al

<n-
12n° : 12n®

6.6. Exemple. «) Pentru func{ja
: f) a2, w0, 2)

se cere sd se calculeze sumele D,(f), T,(f) s s se determine abaterea dintre
aceste sume gi integrala

312

Szf(ac)'dm = S: rde = %"

= 2 A2:66.
3
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Am vizut ci daci
i b—a
M=le=gp << . <zp=0) 8 ¢ — 2j.,= ——,
n

atunci

n

Dulf) = =23 1),
i=1

s n—1
Toif) = 22 [f(a) o)+ 23 f(ma)]-
n =

in cazul considerat avem

A4_=[0 <%<1<%<2] Gl o e
n  ATA1) - & AL L i Lel0e
D, (") = 2[i°(2]+f('1)Jrf(g)Jrfm]_ : [4+1+4 +4] =7

Ty(s%) = i[f{ﬂ)# Q[f[%] + 1) + f[-:’-)]] = %[4 +2 [% + 1+ %]] = %= 2,75.

Abaterile sint

D4(sc2) =Szzzdz — !—5—-3 = E,
0 4 3 12
respectiv :
(i 1 1
T,y(2) *Sﬂ Pdr=— — = = o
B) Functia
flz) =¢", 'z € [0, 1]

fiind continui, admite primitive. Totugi primitivele acestei functii nu pot fi
exprimate prin functii elementare, deci nu putem calcula exact valoarea inte-

gralei
I 2
S e"da.
0
in acest caz, aproximarea numericd a acestei integrale devine o necesitate.
Dacé ludm '
1 2
S=l=—== =1
2 3
atunci
) o Sob i)
1 -1 3 3

si

1 LTy 00
Ty(e*) = ?[eo o e1+2(e” i a“)]-
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Folosind un calculator, obtinem valori aproximative ale termenilor din suma de

mai sus

|
- LI 4 ‘ i
e = 2,7182818; ed = 1,1175191; e¥ = 1,5596234;
deci | i‘
|
Ty( 6*') = %[3,7182818 + 5,354285] = *’_"W?ﬂ = 1,5120945. ‘;
Daci se ia diviziunea ‘j@
| \
A4=(0<i<1<3<1, b_“=l, |
5 2 & & A ' ;
atunci 1
: 4 - diis ‘
Ty( &) = ?[1 + e+ 2(e“‘+ et + e‘“]]-
{nsa
1 £ 2
e'® = 1,0644945; e = 1,2840254. e'® = 1,7550547,
deci
Ty( o®) = %[3,7132313 + 8,2071492] = .1%_5431 = 1,4906789.
Luind acum diviziunea
Ap=0<0,1<0,2<..<09<1), 2= _1
‘ 10 10
avem
3 1 2 2 2
Ty %) = - [14 e+ 2(e@D" 4 o027 L 4 o0.9%)],
insd
1+ e = 3,7282818, o5 — 4,9840254,
o(%1" — 1,0100502, (06" — 4 4333294,
(02" = 1,0408108, © o0 < q,6393162,
o3 — 1,0941743, (08 — 1,8964809,
o041 — 1,1735109, (BN = 2 947908, 0
deci
i 1 29,3434494
Ty, (e¥) = 5p[3:71822818 - 25,6251676] =~ —— = 1,46717247

f') Estimarea erorilor. Funcfia pozitivi
f(z) = 2(1 + 2z%)e*, z € [0, 1]
fiind crescitoare, va avea maximul in punctul 1, deci

M(f") = 6e
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Be stie (vezi 5.4) ca

S" flekdz — Tl < i”—;ﬂfjiam_m
deci ;
ook - M(")  6e e
‘Sna da — Ty(e®)| < T B g = sl
IS; e da = T,(e*) ’g % = he%g e= :_—:2 = 0,08493,
M(f") 6e

e
127108 1z-100 — 3og — 01359

1
Su et dz — Typ(e™)

A

<

Asadar, avem evaluarea

1
1,45358 = T e"') — 0,01359 < SU ¢ da < Ty ™) + 0,01359 = 1,48076.

Observapie. Calculele numerice de mai sus au fosl efectuate cu un calculator de
buzunar.

B") Determinarea numdrualui minim, n, de puncie de diviziune, astfel incit:
i s 1

| (o) — S ¢ ] < s

| 0 l 1 000

Funcfia f'(z) = 2ze®™ (0 < = < 1) fiind strict cresciloare, va avea maximul in
punctul 1, deci ]

M(f’) = 2e.
Se cere, deci, sa determindm n > 1 astfel incit
2
L e
n 1 000 )
adicd, in cazul nostru
1 2e < ——1—
n 1 000

sau
n > 2000 e =~ 5436.

Agadar, pentru a calcula, prin metoda dreptunghiilrilor, integrala

I
1 ‘ S e da,
' - 0

cu 0 eroare mai mick decit

» este nevoie s# se ia cel pugin 5437 puncte de

diviziune,
£”) Determinarea numérului minim n de puncte de diviziune astfel incit

, (s i 8
T, (f) Sue do | <——.

Se cere st determindm n > 1 astfel incit

(b - a):' " 1
L LMY = e
12n? ) 1 000
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fn cazul nostru b — a = 1, iar M(f") = 6e. Deci
L. BN S
120 1000

de unde

n > /5008 = 10/ 5e = 36,86.

Asadar, pentru a calcula, prin metoda trapezelor, integrala

1
‘ e*® da
0

o

cu o eroare mai micd decit

1 - ;o sl
-, sint suficiente 37 puncte de diciziune.
0

In exemplele prezentate mai sus se aratd ci metoda dreptunghiurilor:
apare mai putin ,economicd® decit metoda trapezelor, in sensul cd pentru a
obtine o evaluare datd a integralei, numirul de operalii necesare in prima

metods este mult mai mare decit cel din a doua metoda.

5.6. Exercijii. Sd se calculeze suma

D, E2=2

[(a3)

1=1

respectiv

S0h — n—1 :
i 222t 4 10+ 2 51|
1 i=l

prin metoda dreptunghiurilor (respectiv metoda trapezelor) de aproximare a integralei

b
S flz)dz
a
gi sd se evalueze eroarea pentru funciiile:
L flz) =24 3z, ae<[0,4]; n=14;n=28
2 flz)=2*+1, ae[0,2]; n=4 n=_6.
1
3.{(x)=x—2—ﬁ, ze[0,1]; n=3; n=23.
4. f(a:}:i, ze=[1,2]; n=3;,rn=5
&

§ 6. CENTRE DE GREUTATE

In cele ce urmeazX vor fi considerate numai plici plane atit de subjiri
incit, din punet de vedere practic, grosimea lor s& poatd fi neghjatd. In aceste
conditii vom identifica placile plane cu mul{imi din plan. Deoarece in practicd
este nevoie adeseori si se calculeze aria plicilor plane, vom identifica plicile
plane cu muljimi din R? care au arte. : :

1373
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Nu vom intra in consideratii fizice privind definitia masei unui corp, in
particular a unei plici plane. Vom spune totugi ¢4 masa este o m&sur a canti-
tdtii de materie dintr-un corp. Cu identificarea de mai sus, masa reprezinti o
functie A — m(A4), care asociazi fiecirei pléci plane (pe care o identificim cu |
o multime care are arie) 4, un numér real pozitiv m(4), numit masa lui A. i
Aceastd functie trebuie s# satisfac, in cadrul mecanicii clasice, urmitoarele
conditii: : , |

(M,) dacd placa A se descompune in n placi plane disjuncte 4,, 4,, ... 4,,
atunci ;

m(A) = m(4;) + m(4,) + ... + m(4,),
(M,) masa m(A) a unei plici plane A rémine constants in timpul migearii.
O placd A se numeste omogend daci existd o constanti k > 0,astfel incit
m(B) = k- aria(B),
pentru orice parte B (care are arie) a lui A.
Dacd D = [a,b] X [¢, d]este o plac dreptunghiulari omogeni (fig. 111.26)
atunci existd o constantd & > 0,astfel incit
m(D) = k aria(D) = k(b — a)}(d — c¢).

1

Pentru o astfel de placi de masi nenuld, centrul de greutate se definegte ca
fiind punctul (z, 7) € R? de coordonate {

zgéw+m.
7% 2 (d+o).

S& considerim acum o placd E formatd dintr-un numir finit de plici
dreptunghiulare D,, D,, ..., D, cu laturile paralele cu axele de coordonate si
astfel incit fiecare doud plici D;, D; (¢ # j) au in comun cel mult o laturd. ' .
Aceasta inseamni cd multimea din R? cu care se identifici £ este elementard
(vezi cap. III, definitia 1.1). Pentru comoditate, astfel de plici vor fi numite

elementare.
Fie E o placd elementard formatd din plicile dreptunghiulare : {
‘D]. 7 D2? e 'DTn‘.

G ; ‘
Al T e ] B ’D—2 03 i
: ' D4 D

A . 7
. | i Ds - ;
| | 05
i | | 0 |
I} | A )
@ lbsap ° x 5 . =
Fig. 11126 Fig. 1127 : )
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de mase

- m(Dy), m(Dy), ..., m(D,) .
gi ale ciror centre de greutate sint respectiv punctele

(El} y])! (552’ 52)1 L (Em gn)

Atunci centrul de greutate al lui E va fi, prin definitie, punctul (Z, ) de coor-
donate ;

n

SomDgz ) miDyEy

xd:nr =1 i=1
no., m(E)
Zm(Di)
i=1
o~ m(Dy) S m(Dy)
m(D;)¥; m{D;)gi
g-di! ; ! i L. ; 1
o> m(E)

m(D;)

Lag

1

=
1l

Dacd placa E este omogeni, atunci existd o constantd k > 0, astfel incit
' m(B) = k aria(B),
oricare ar fi partea B (care are arie) a lui E; in particular,
“m(D;) = k aria(Dy), (V) 1=1, By ucuy
Deci putem exprima coordonatele centrului de greutate numai in funcfie de

ariile gi centrele de greutate ale dreptunghiurilor D;

n n
aria (Dj)%; 2 aria (D;);
=1 1=1

r=—, 7=

ia (D;) aria (D;)
; aria (D ;

Fie f,g : [a,b] — R doud functii continue astfel incit f(z) < g(=),
(V) z € [, b]. Sd considerdim mulf{imea
Ty, y) ER2la<z <b; f(a) <y <)}
cuprinsi intre graficele functiilor f, g s1 dreptele paralele la Oy care taie axa
Oz in punctele a i b respectiv.
In cele ce urmeazi vom defini centrele de greutate ale plicilor plane care

se identificd cu multimi din plan de forma I'; .
Fie deci

A== <oy < i < T, — D)

o diviziune a intervalului [, b], £; mijlocul intervalulul [z;_;, ;]

£ = %(mw %), (1 <i<n)
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gl o= Ay -

N

T

e o e e

! ‘ ] QU ] \\ TN

| -

0| asxg xi1 Xji-1 ki X Xp-1 Xp=b X
Fig. 1I1.28

gi dreptunghiul (fig. 111.28)
Dy = [y, @] X[f(&), g(&)]
a cdrui arie este '
' aria(D;) = (& — %i4) * (g(&) — f(E:)).
Dac# norma diviziunii A este suficient de micé, atunci multimea
Ni={{z, y) € R? |z, < = < 2} f(7) < y < g(o)}

(delimitats de graficele lui f, g 8i de dreptele paralele la Oy care taie axa Oz in
punctele z; , §i x;, respectiv) se aproximeazi cu dreptunghiul D;, deci centrul
de greutate al lui I'; se aproximeazd cu centrul de greutate al lui D,; prin
urmare centrul de greutate al lui

mn
o= u1 I';
i

se aproximeazi cu centrul de greutate al mulfimii elementare
def * °
EQ et U -Di'

i=1

Coordonatele centrului de greutate al lui D; fiind
1
Zi= G Go= 5 Le(8) + (&)

rezultd cd centrul de greutate al lui £, va avea coordonatele:

72! aria (Di).’é; i Eilg(Ei) — f(Ei)] - (% — @i-1)
=1

i=1

| Ta = = . :
; Earia (Dy) 2[6’(5;’) — FEi)]- (% — ®i.q)
=1 i=1
é avia (D;)Fi —;—2 [6%(E0) — FP(ED] * (@i — iea)
yA = n == n I — ‘
2 aria (D;) 2[3( i) — F(E3)] * (25 — @5.0)

1= =i
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Aceste consideratii conduc la urméitoarea:

6.1. Definifie. Daci A-este o placi pland care se identificd cu o |
multime de forma I';,, unde f, g :[a, b] -~ R sint funcfii continue, atunei !
centrul de greutate al lui A este, prin definifie, punctul (z,, 7,) € R? .
ale ciirui coordonate sint i !

h )
S 2lgle) — f(a)da S’ algla) — flz)ide
=3 ﬂ*_‘f @ @

[g(x) — f(x)]da aria (I, ) i‘

Ga aria (I'f,g)

5 Sb

1 (b 2 2 ! i b 2 S

T Sﬂ[g (x) — [*(z)]dx % S” [g%(x) — [*(a)]da
Sb [g(z) — f(x)]dx

Dacd f(z) =0 si gw) = 0 (V) @ € [a, b], atunei

b b
S xg(z)dx S g x)da
1 Ja

: Ja =

Ty = > S
A7 Taria (g) 2 aria (I

6.2. Exemple. «) Fie a > 0 si o placd pland omogend de forma
A= {(x, y) € B*|0 < = < a; ¥* < azx}
(portiunea din plaﬁ cuprinsa intre parabola de ecualie
y:=azg

si dreapta paraleld la Oy care taie axa Oz in punctul a; fig. 111.29).
Pentru a calcula centrul de greutate al lui A considerdm functiile
f, £ : [0, a] - R definite prin

@)= —Vaz, gla) =V aa.

Atunci coordonatele centrului de greutate al lui A sint
3

Szz[VE‘—(—VEE:)]dz 2S:x[/ﬂdx‘ SD o do

ZTy= = = =

Sjwa—zﬁ(ﬁmudz ANZ2E [[ o7 as

L 5
. B 0 _ 3a? 8
LT
3 0
1re .
2 3 ey — (- vl ) .
A= _— —
Sl/a.z:da: S IV ax da




y ———glx)=vax

. i

fix)=x2
fix)=-vax Jg—"‘

Fig. 11129 Fig. 1I1.80

X

Deci centrul de greutate se afld pe axa O, care este gi ax4 de simetrie a mul-
timii A. :
B) Sd se determine centrul de greutate al unei plici plane omogene de
forma

A={z, y) eR|0 <z <1; 2®><y < azx},
unde a > 1 (fig. I11.30).

Luind f, g :[0,1] - R definite prin

flo) = o, gla) Pos,

rezulti ' ) {
2 3.

i ) = S; [8(2) — f(z)lde = S: el [a |

2 3 6
deci
1 » |
S z(ax — z¥)da )
Fo= 22 - = 2 .Sl(a.:cz—ma)dx: . [a—mi-—id]l e |
aria (4) 3a — 2 0 3a — 2 3 4 1o
6 (a 1 6(ka — 3) 4a — 3
= Ba_2 [E_“Z] T (3a—2)-12 2(3a—2)
J %S; (%% — of)dz

6 1[a2 1) _3(s5¢®*—3)  5a® — 3
Fo 5

. 2 T 15(32—2) 5(3a— 2) ;

In cazul particular cind a =1 (fig. 111.31),

centrul de greutate va fi situat in punctul (% ,—i-]

Y) Sd se determine cenirul de greutate al
Fig. 11181 unet pldci plane omogene de forma unui triunghi.
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Penlru simplitate vom considera cazul
unei plici triunghiulare in care  doud din
virfuri B si C sint situale pe axa Ow, iar A
al treilea A este situat .pe axa Oy
(fig. T71.32). Asadar, vom avea

A(0,a), B(b,0), Cle,0).,

Vom presuptine, de asemenea b <0 << ¢
Beualia dreplei ce trece prin A st B va fi

g = =B 8 ; o c x

b _
Fig. 11132

iar ecualia drepteiee trece prin A si € va fi
== = (r — e).
7
Nolim cu g :[b,¢] = R Tunctia definita prin
a 5
= 5 (# — b), daca z =[b, 0),
gle) =
(48 -
— & — ¢) dach z=[0,¢]
,A
si cu f:[h,e] = R [unctia identic nuli. Multimea T4 va (i interiornl triunghiului
ABC si deci aria sa va [i egald cu
L ale — b).
2

Abseisa centrului de greutate al multimii Ty va fi

S{‘ rg(r)dz
b

NS e
aria (Iy,g)

Avem i
Ce 0 ¢ a 0 2 a c
S rg(a)de = S rglx)da + S gplnldar=— — S a(z — bjde — — S alx — ejdz =
b b i} : b Ju e Jo
= 4;(_1( rq_ ba®\ |0 a a‘“ cxa) ¢ a [ B b?
bl 2 lb 0(3 2I5 1| GRS b[i! 3)
_ur(c_sii)=gah r{r __ﬁi(,lfb-’)
rofh 2 6 6 6

si deci

= (e =)

Ty 'l' = = (& + ¢
ale — b) :
2

Ordonata centrului de greatate a mulbimii Upg ova 1l

1 St_: gg(,r:.d;p
b

&

Yo = —
8 aria (Ty,e.)
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Avem

_:V 0 % i 2 ro . 2 re
Yﬁumx: g%ﬂu+S‘gumr: “S u_bﬁh+”is (# — e)’dz —
Jb b 0 b Iy 2 0
£t g AT 2
N A N U LR O ST W e — b)
b* 3 n ¢ 3 o = 3 ¢
si deci
2
ik (e — b)
= =i

6
1
— afe — b)
2

Asadar, centrul de greutate va [i punctul de coordonate

(%(brd, ;y

ceeq ce reprezintd punctul de intersectie al medianelor triunghiului ABC.

6.8. Exercitii. 83 se giseascii centrele de greutate ale “urmiitoarelor plici plane
omogene :

LA={(z,y)l 0<y<vV/T =2 —1<a<1}
2. A={(x,9)| Oy <VT— 2, o< <1}
LA={(zylogy<s2/T— &, —1<a<1}
A= {(z,y) |0y <sin 7, 0< &< 7).
booAd={la,y) | —a<y<a 0 a<h)

§ 7. LUGRU MECANIC

(mnmdoram o particuld P care s mised pe un interval J C R sub actiunea
unei forte F, de directie Ox. Forta F avind in fiecare punct t & J o valoare
I°(t) care aclioneazd in directia axei Oz, vom identifica F(t) cu un numir real;
acest numdr va f1 considerat pozitiv daci forta F () aclioneazs de la stinga la
dreapta si negatip dacd dctmneaza de la dreapla la stinga. In aceastd situatie,
forta F poate fi consideratii ca o functie £ : J - R

In cazul cind forla £ este constantd
Kty = Fy, ()t e I,

herul mecanic efectual de forta & pentru a deplasa particula P din punctul
a & J in puntlnl b & J, este, prin dt-hmpe numirul real

L) = By (b— a).

Dacit forfa # nu este constantd, alunci un rafionament similar cu cel
folosit in definitia integralei va conduce la defini{ia lucrului mecanic in cazul
greneral.
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Fie a, beJ,a<bsi A=(a=a; <3 <.. <z, =b) o diviziune a
intervalului [, b]. Particula P, migcindu-se de la a la b trece prin punctele
Ty, Ty, ..ey T, 1, deci, conform a ceea ce se admite in fizicd,

-

((,')(I;‘) = L.\'l}.\\'| (F) + L.\‘h.\:? (F) —I_ =t -+ L.’\! ,,1..\'-” (F)‘

Daca || A i| (norma diviziunii A) este suficient de micd, atunci forfa ¥ ‘

se aproximeazd, pe fiecare interval [x; 4, 2;], prin forta (cunstanfa pe [Zi 4, 2;]) ‘
|

\

‘

2 def
. Fy (@) 2 FE), (V) 2€ (o 21) |
unde &; & [2;_;, 2;] este un punct fixat. Deci, lucrul mecanic efectuat de

=
forta F pentru a deplasa particula P din punctul z; ; in punctul =;, se aproxi-

meazi prin ;
FE) @ — x4).

Asadar, lucrul mecanic efectuat de forta F pentru a deplasa particula P
de la ¢ la b se aproximeazd cu

S F(E) (@ — 7).

i=1

Aceste consideralil sugereazd urmailoarca

71. Definitie. Fie J un interval c R, F : J — R o fortii care este
consideratd ea o functie continui gi P o partwuhn care so miged in intervalul
J sub actiunea forfei . Atunei lucrul meeanic efectuat de fortea F' pentru
deplasarea particulei ? din punctul ¢ € J in punctul b < J este, prin definitie,
numiral real

Ly y(F) e g’ 7(z)dz.

7.2. Exemple. o) Fie .P,, P doud particule de mase m,, respectiv m, situate
pe axa Oz in punctele x,, respectiv z. ¢
‘Considerdm particula P, fixi gisituati lastinga fati de particula P (fig. I11.33).
Atunei, conform legii atractiei universale, forta care actioneazd asupra lui P
(de la dreapta spre stinga) este

unde & este o constantd. In acest caz, lucrul mecanic efectuat de forta &
pentru deplasarea particulei P dintr-un punct z,( > ;) in alt punct zy( > )
este
Ly, x(F) = —kmm, sz—ﬂf = kmm, Sm [—;—] dz =
2 X T — Iy

x (2 — )

wy 1 m, — X
o ffmmo[ = i ] o kmmg(x} Tp)
*y S = dig ==y (21 — mp) (2 — o)

Fo _

Xo X
Fig, 11L.33
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B) Se gtie (din consideratii expe-
rimentale) ci forfa necesari pentru a
intinde un resort de lungime datd I,
pind la lungimea [ + = (fig. 111.34)
este proportionald cu lungimea z, adicd

F(z) = kz

(constanta k& > 0 depinde de resort).

Deci, lucrul mecanic necesar
pentru a intinde resortul pind la lun-
gimea [ 4+ x, (z, > 0) este

X
xy

Fig. 1IL34

k

x, 2 log, ;
Ly =\"kxdz =k Z [* = & 22,
0 2 2

0

Constanta % poate i determinatd din relatia F(x) = k 2, dacd se cunosc
unele date suplimentare despre resortul conmderat Astfel, dacd se stie ca
pentru a intinde resortul cu 1 cm este nevoie de o forta de 5N, atunci

s -

100

-deci
k = 500
Asadar, in cazul considerat

Loy = ‘);}ixﬂ = 250 %2 in Jouli.

7.8. Ewxereijil
1. Sd se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru intinderea unui resort elastic cu 2 m,
stiind cd pentru a-l intinde cu 1 m esle necesard o for{i de 100 N.
2. 54 se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru intinderea unui resort elastic cu 5 em,
sliind cd pentru a-l inlinde cu 1 m este necesarit o fortd de 10 N,
3. Sd se calculeze Jucrul meeanic efectuat pentru a ridica un corp cu masa de 5 kg la inil-
timea de 100°m,

4. O picitur de apd avind masa initials M cade sub actiunea greutéfii sale si se evapors
uniform, pierzind prin aceasta in fiecare secundi o masi m. S4 se giseascd lucrul
mecanic efectuat de forfa de greutate a picdturii, din momentul inceperii ciderii
sale pind in momentul evaporirii totale. Se va neglija rezistenta aerului.




in aceastii anexi sinl date unele definitii si rezultate care sint folosite in acest manual.
Toale acestea si-ar géisi mai bine locul in manualul de Elemente de analizi matema-
tici de clasa a XTI-a, cu atit mai mult cu eit unele notiuni au fost deja utilizate in clasa
a XlI-a. )

A,. Definigie. Fie ECR, E=£@. Un numir real « se numegie minorant al mul-
timii F dacé
(V) z € E=a< 2.
Un numir real B se numeste majorant al mul{imii E daci
(Vize E= a<pB. 2
O muliime ECR, E =g se zice minoratd (respectiv majoratd) dacd existd mino-
ranti  (respectiv majoranti) ai ]uil‘E. Dacd E este minorati si majoratd, atunci E se
numegte mdrginitd. i
A,. Observagie. Un minorant (respectiv majorant) al unei multimi E nu aparjine
neapdrat multimii E.
A, Ezemple: (1) Dacd E =[0, 1), atunci:
_ grice numir real « <C 0 este un minorant al multimii E, in particular 0 este minorant
al mulfimii E;
— orice numir real B >= 1 este un majorant al mulfimii E;
— nici un majorant al multimii lui E nu aparfine lui E.
(2) Mulfimea (—oo, 0] nu are minoranti.
(38) Mulfimea N a numerelor naturale nu are majoranti.

Ay Definipie. Fie ECR, E=£@. Un numir real « se numeste cel mai mic element -

al lut E dacd
1) o este minorant al lui E,
2) « = E.
Un numir real B se numeste cel mai mare element al lui E daci
i) B este majorant al lui E
ii) p e E.

>
A,. Observajie. (a) Dacd « este cel mai mic element al lui E, atunci « este unicul
element cu aceastd proprietate.
intr-adevir, daci «' este un alt numér cu proprietitile:
1’) &' este minorant al lui E,
2) o < E,
atunci din 1) si 2') rezultd
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jar din 1’) si 2) rezulla

deci
o=,

(b) In mod analog se arati unicitatea celui mai mare element (dac# existd) al
unei mulfimi.
(¢) Inexemplul (1) din (Ag), am viizut ci:

— multimea minorantilor lui [0, 1] este intervalul (— oo, 0],
- multimea majorantilor lui [0, 1) este intervalul [1, o), -
deci
0 = cel mai mare element al mul{imii (— oo, 0]
$i '
1 = cel mai mic element al mul{imii [1, oo),
cu alte cuvinte
0 = cel mai mare minorant al lui [0, 1)
si
1 = cel mai mic majorant al lui [0, 1).
Aceste observafii sugereazii urmitoarea

Aq. Definipie. Fie E c R, mulfime nevidi minoratd. Un numir real m se numeste -
marginea inferioard a lui E dacd m este cel mai mare minorant al lui E, adici:

1) m este minorant al lui E
gl |
2) m este cel mai mare element al multimii minorantilor lui E.
Fie E CR o mulfime nevidi majorati. Un numir real M se numeste marginea
supericard a lui E daci

M este cel mai mic majorant al lui E, adici

i) M este un majorant al lui E,

ii) M este cel mai mic element al mul{imii majorantilor lui E.

Marginea inferioard (respectiv superioard) a unei multimi E se noteazd inf E
(respectiv sup E). ‘

A,. Observatie. Marginea inferioard (respectiv superioard), a unei mul{imi, atunci
cind existdl, este unicd. Aceasta rezultd din definitia (A,) si observatia (A).
Admitem, fird demonstrafie, urmétorul rezultat:

Ag. Orice parte nevidd minoratd ( respecliv majoratd) a lui B are margine mferward
(respectiv superioard).

Ay. Ezemple. (1) Marginea inferioars (respectiv supenoaré) a mulpmn [0, 1) este
numdrul real 0 (respectiv 1).

'(2) Marginea inferioari a mulfimii

1 1 1
1::{1 —}-;,2—}—?,...,114-%,...}

este —
(3) Marginea inferioartt (respectiv superioari) a mulfimii
) E = {2%"|0< 2.<a)

este'0 (respectiv a%®).
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Ay Definigie. O multime 4 din plan se numeste mirginitd daci existd un
dreptunghi caresi o contini, adicd dacd existi dou#i puncte

(ay, @5) & R? 5i (by, by) & R.z,
astfel incit
o o< b
(V) (2,9) = A= §i
2 <Y < by
fn mod analog se definesc mulfimile mirginite in spafiu.
Ayy. Propozifie. Fie ACR, As@ o mulgime minoratd (respectiv majomt&)‘rpi fie
m = inf A (respectiv M = sup A).
Atunet existd un gir (en)neN C A (respectiv (bp)nen C A) astfel incli

m = lim a, (respectiv M = lim by).
n—>os Nn— .

Demonsirapie
Dacid M = sup A4, atunci
(V) n>1, M — 1 — M = cel mai mic majorant al lui 4,
n

deci

M — L nu este majorant al lui A4,
s n
ceea ce fnseamni ci existd by, & A astfel incit
M — L <bhh< M,
n

de unde rezultd ca

lim by existda = M.
n—>oo

in mod analog se arati existenfa unui gir (ay) C A care converge la m.
fn propozitia care urmeazi sint demonstrate dou#i proprietifi ale functiilor continue.

Ao, Propozijie. Fie I un intercal CRgi f: 1 — R o funciie continud intr-un punct
a e . Atunci
(¢) pentru orice e > 0 existd 8 > 0 astfel incit

(Veelecu|z—a|<d=|fle)— fla)]| <e;
(B) dacd f(a) > 0, existd un interval deschis J = «a, astfel tnclt
(VNzeed NI=flz)>0.

Demonstrajie («). Presupunem, prin absurd, ¢i («) nu are loc, Aceasfa inseamni
ci existd g, > 0 astfel in¢it pentru orice § > 0 existd x5 I cu proprietétile:

|ag —a| < &
si
| flzs) - fla) | 2 <o
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A
;|

W
fn particular, pentru 8 = = existd xp, = I cu proprietitile:

n
(1) =l —
n
si
(2) | flan) — fla) | > e

Din (1) rezulti ci

lim z, = a,
n—>oo

iar din (2) se vede ci girul (f{zn))nen nu converge la f(a).

Contradictie cu continuitatea lui f in a.
(B). Presupunem ci f(a) > 0, atunci existd e, astfel incit 0 < e, < fla), deci

(3) fla) — & > 0.

. Funciia f fiind continui in e, are proprietatea (), deci pentru g, > 0 de mai sus existd

8, > 0 astfel fncit
(VMzelcu |z—a|<d=|flz)—fle) | <e.
Aceastd proprietate mai poate fi scrisid si astfel
(ViesIN(a—8,a+ &) = fla) — & < flz) < fla) + &,
Punind J = (a — §;, a + §;) si finind seami de (3), avem
(V)zesIN J=>f(m}>f(a)g§1>0.

Ayy. Observapii. (i) Orice funciie care are proprietatea («) este continui in a. Deci -
functie f este continud in punctul & dacd §i numai daci are proprietatea («) din pro-
pozitia A,,.

(ii) Proprietatea (8) din propozitia A,, s-a folosit la demonstrarea consecintei 4.7

din capitolul II, care afirmi cii dacii f este o functie continui, pozitivd si neidentic nuld
atunci

i

b
S flz)dz > 0.
a :
Ajs- Definigie. Fie (zp)aneN un gir de numere reale. Pentru orice gir crescitor
de numere naturale
_ g < 0y < fp < ... << A < fpyy < ..
sirul de numere reale
xﬂ.ﬂ; mﬂls x‘ﬂgs (L) xnh! x”k'{"l’ LY
notat prin (xp,)ren, se numeste subgir al sirului (z,)nen.

Ays. Observatie. Dacd. (xn)nen este un sir convergent de numere reale, atunci
orice subsir al siu (zn;)nen este convergent si

lim Tnp, = lim a,,
h—>on N—rao




o x° z* !
1. ?+32+3m+e; 2.?+lnaz+e; 8.?+1n(—-x)+ e; 4. — a cos =}

: 1 « i
+ b sin z + @; 5. ?arcsm 2z 4+ @; 6. arc sm%-{-e; 9. — 2 ctg 2+ tga 4 C;

8..—2ctg 22+ €; 9. —;; arctg %—l— e; " 10. % arctg 2z + €; 11. + e* + @€;

In 2
R

1 1—2
12. —1
2n1—{—m

+% Y2t 4 e

+ e 13.%_111 :+ e; 14. 21/% + 37 + ¢ 15.% 2z +

z +

1. Dacad f ar avea primiti\.re, atunci si functia
f(z) + & = [a]
ar avea primitive. Contradictie cu exemplul 1.10 (b).

2, Se observd cd f(R) = {—1, 0,1} adicd f(B) nu este interval. Deci (observatia
1.4(d)) f nu admite primitive
8. O primitivd a lui f|(—oo, 0) (respectiv f| (0, oo) este functia

a o4
filz) = % + (resp. folz) = @ sin — 4 EQJ.
‘ z
Deci o primitivd a Iui f, dacd ar exista, ar fi de forma

72
E+ ¢, daci x<O0

Flz) =
s
zsin —, dacd = > 0.
&
Cum functia
- E » daca $r< 0
Flz) —F0] _J 2 .
xz— 0 e L
sin —, dacd z > 0

x

nu are limitd in zero, rezultd cd F nu este derivabild in zero. Deci F nu poate fi o primitiva
pe R.
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|
4. Considerind funcfia H(x) = «*sin i, (V)z5£0, se observi % H | (. 0).
’ F
(resp. H | (g, o)) este o primitivi a lui f | ( e, o) (resp. f |, =)). Dacd ar exista o primi-
tivi F:R— R a lui f, atunci
ra I («a0y 0) = H l(‘m:ﬂ) _i" cy ';
si
-F‘(n,m):H}{ﬂ;m) + €3
F este continud (fiind derivabild) pe R, deci j !
F(0) = lim F(z) = ¢
x>0
x<0 o
= lim F(z) = ¢,
a0 ° ) "
x>0
Atunei:
F(z) — F(0 . H(z)+e— F(0 . Hiz
Py St SR, He S H0) o CHUE
a0 T — x>0 T x>0 x
—limzsin * — Oii = (0)
x50 & 2 K
deci F.nu poate fi primitivd a lui f.
5. Imaginea intervalului (}/"3, |/ 5) prin functia f nu este un interval, deoarece !
3 Sl ' |
f(V3)=38%< 8 <5%=f(/5)
iar
@
8 = f(x) v)z= (3, |V5) \
Deci (observatia 1.4(d)) f nu admite primitive. ,
6. Analog cu 5), imaginea intervalului ()/15, |/17) prin functia f nu este un interval, '
deci f nu admite primitive, l‘
7. Notind cu G o primitivd a functiei continue |
a
x sin L » dacl x=£0 ‘
glx) = @
0, daci 2 = 0

gi en ; |
1 o
— 2 gin — + 2G(z), dacd z=£0,
T

H(z) =
2G(0) dacd = = 0

se observi ci H |{7m_ 0 (vesp. H |(D’ o;j) este o primitivaa lui f |(_°b o) (resp ”(“ m))_
Dacd F ar fi o primitiva a lui f, atunci
Fliwon,00 = H |(~m,0) T €1 51 Flig, ) = H| g, ay + 2 1

F Tiind derivabild, este continua, deci
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—a2sin L ¢ 2G(x) + ¢ — 2G(0) — ¢
X

F'(0) = lim Flz) — F(0) = lim —
x>0 z—0 x>0 & — 10

= — lim « sin L + 2 lim M}w = 2G'(0) = 2g(0) = 0 "

x>0 & a0 x— 0

fnsd f(0) = % deci F’(0) == f(0), adici F nu este primitivi a lui f.

8. Se rationeazi ca in exercifiul precedent luind

1
T CoS — , dacd z 5£ 0
glx) = =
0 : , dacii @ = 0
si |
i
1
J x?cos — — 2G(z), , dacd =z =£ 0
H(z) %

l —2G:(0) , dacd = = 0. |
9. Cum lina f(x) = 1, rezultd cd pentru orice ® < e < 1 existd o veciniitate V. a lui
zero astfel in;ci:’
e < fla) <1 (V)z = Ve N (0, o0)
V. fiind vecindtate a lui 0, existd a e R astfel incil (0, u.)lc Ve A {0, ¢o). Atunci
f0)=0<e<fla) si flz)>z= (V)ze(0, a)

Asadar, imaginea infiervalului (0, ) prin f nu este un interval.
Deci f nu admite primitive.

10. Se rezolvi un mod analog cu 9), utilizind faptul ci

lim L 1
x>0 T
1. 12. ITX ;

1. f este continud; 2. f este continui; 8. Fie G o primitivi a functiei continue
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1

mcosi,wqﬁﬁ, z? cos — — 2G(z), x £ 0,
\
f 0, a=0. — 2G(0), z =0
|
: . este o primitivd continud a funciiei date; 4. Analog cu exercifiul 3; By, 6, 7, f este
| continud.
| b
- 1. 12. 1V

1. Dacd F (resp. G) este o primitivd a lui f|[e, ¢ (resp. fle,v1) astfel incit F(e) = '

= G(c), atunci functia

H(z) _% .f‘(;z:], daci z € [a, c]
+(z), dacd z < [c, b]
este o primitiva a lui { pe [q, 8] y
2. IFunctia g=7, — f, are p[‘opricta{x-n_: Darboux si g(a) =0 (V)zela,b])N\A. Deci
glz) = 0 (V)z = [a, b], adicd f; = f,. \ | '
8. Notind cu Ny = {x e R|f(z) = 4 1}, rezulti 4, UA. —R §i 4, N 4. = ®, Daci

Ay 5= ©si A =£ O, atunci f nu ar avea proprietatea lui Darboux, deci f nu ar admite
primitive. Asadar,

sau A, = @ sau 4. = @,
adic#
sau f= —1 sau f= 1.

4. Dacd f(0) = 0, atunci in baza exercitiului 1.12. ITI(3) rezultd ci f admite primitive.
Reciproc, dacd f(0) = 0, atunci, analog cu exercitiul 1.12, I1(8), se aratd cd in acest ]
caz f nu admite primitive.

|‘ -
‘ glz) = T ALUHGIJF(:}:) = x
b. Se observd ci f se poafte scrie sub forma f= g 4 h, unde

sini. dacd z = [—1, 0) U (0, 1)]
glej=4 & :

0 , dachiz=0
1, dack z = [—1, 0)

| h(z) = J 0, daci =0
1, dacd z'= (ﬂ,l]

Dacd f ar admite primitive, cum g admite primitive (exercitiul 4.12.IT1(3)), ar rezulta ci
functia % (care nu are proprietatea lui Darboux) ar admite primitive. Contradicie.

6. Dacd ar exista o primitivd # a lui f, atunci aceasia ar fi de forma

c i . 2
& A asin A Gl dank we [—1, 1] {0}
G(0), daci x = 0
unde G este o primitivﬁ a functiei continue J
z sin E, dacd z = [—1, 1] {0} j
!

() = | f
el

dacd = = 0.
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rm:%#mx

deci f nu admite primitive.
" Se observii cd functia cons;derat.i f, este patratul funcfiei din exercitiul 1.12.T1I(4).

7. Fie g ‘R — R functia definitd prin =

| sin~, dacd z=£0

l 0, dacd =0
si G o primitivd a sa (eiisté conform exercitiului 1.12.I11(3)). Se observi cd functia
h :[a, b] » R, definitd prin -

hla) = (= — a)(z — b)
se anuleazi, iar a §i b, este derivabild pe [a, b] si derivata sa este diferitd in punctele
a si b. Functia G- h este derivabili, iar derivata sa

(22 — a — b) sin ot de o dacd =z e (a, b)
(G- B)'(z) = g(h{z))k'(z) = (z.— a)(z — b)
0 daci z = a ‘ sau z = b

satisface conditiile din enunf.

8. Se considerd funcfia G din exemplul precedent si functia & :[a, b] - R definitd prin
. h(z) = (z — a1)(? — ag) ... (z — an).

Atunci functia (G- k)’ satisface condifiile din enunt.

9. Functia
g () = Fla) — f(E)a
este dérivahi]a, iar derivata sa
g = F —(8) = f — f(E)

este strict negativi (respectiv strict pozitivd) la stinga (respectiv la dreapta lui E) Prin
urmare, funcfia g¢ este strict descresciitoare la stinga lui ¥ si strict crescitoare la dreapta,

deci g; nu este injectivd pe [a, b), adicd existd @, = [q, £) si 7, = (£, 5] astfel incit
gz (1) = gg(xa)
de unde rezultd cd
Flz) = Flza) _ g,

T, — &y

. = 2
1. z(ln 2 — 1) + €; 2.% 2lnz—1)+¢€ 8 z(ln%—2In =+ 2)+ €

2
In®z e; 6.

3 g+
4, L 3lnz— 1) +e; 5.

~(3lna— 1) + TR
nzx
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4 > :z+1'
; ;3(8 Infz — 41nz + 1) + €;9. f—i []n"x —~ B jneng

o o1
+{_1)n-1"(n_1)"‘2]nx+( g™ ]Jrc TR Inn+m & b 0
(o + )7 T
10, e¥(x — 1) 4 €; 11. e*(2® — 4z 4 3) + @ 12.e%a® — 322 4 52 — &) -2
18. eux[mnﬁ__ an-l {__ﬂxnﬂ'_" _;_(_1)71-1’&._1)‘_“2 +(_ o ]+@
o o o g o

14, —4? cosm—l—)zsmm—i—:!cosxwf- €; 16. (—a* + & + 1) cos z+{2x—1)smn:—i—(~3

16. I, = — -i— " cos ax + ?.:nn'l sin @ — m;—ﬂln a 17, £ (‘sm T — eos &) + @;
18. % (sin 22 — 2 cos 22) + € 19, — & (e $in Bz — B cos Bz) + ; 20, —r_

5 ot - ¥ a® 4 P2
« (e cos Bx + ﬂsinﬁx) +e; 21. 5 (sin z — cos a) +§cos x -+ @

3
22. — e%cos .z + ©; 28, 4 —-%sin 2z 4 €; 24. — cos x + (,’O,;E + 2 sin # —
2

sin 2z ait, o
—s8in 4z + @; 26, = |/ 22 — 4 —
4 +32 21/

_—2 sin’z + @; 25, 5 z +
8

—2In (a4 Va2 —1) + e 27;%|/x2+-1‘ +% In (z + )/ 2+ 1) 4-e;

ro| e

28, %x“V'a:2+1 +%m[/a;3+‘1 —%h(d:-f— [/x2+1)+@;29.—:: (1 + 27" —
o ;

%(i + :52)2 _|_e, 30.%|/x3—4(a:5—3:3—6x)¥41n (x4 /22 — &) + @

3 5

7
R L N L

z, g— 9 .z at — 9
32.-5[/9—-m2+gar031n?+e;33.Zl/Q-mﬂ%Ea:'l/Q a:2+ arcsmg-lwc

L. 2In (2 4 2+ 3) + €; 2 In (22 + 322 + 5) + e; 8, — arctg (cos x) + @;

4. — In (cos z) + e5. L [1—?—3“1—3"] + € 6. In (tgz) + C; 7. — e0S(x' +1) | .
2 1 - sin = : :
73 g 3 B 3
8. = | e 9 8% +e;10.—°°§m : c”:x-_w”Jre; 12, — cosz +
3 2
-+ Lk + @, 18. In sin (-;i — a:) + e; 14, tg;.z: +€; 16, —In (cosz) + o m+

+€ 16.In{1 4 tga) + e; 17. % arcsin z |/ 'z + @; 18, m;— arctg 2* + @;

19. % aretg 2® + e; 20, % arcsin 2® + @; 21. arcsin ev + G; 22. In(1 + In 2) 4 €;

0

i ] RS
28 _ ‘M + @; 24. — arcsin(cos®z) 4 €; 256. arctg(Iln z) -+ @; 286. = z |/ a2+ 1+
2
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(2z — 3) Vm__%]n[2x—3 &

* % In(z + V1 F 2%) + e; 27. :
i Vm]+e; 28. (2z+1)1/!a:z+_?+1+
22z — 3

3
: ¥ B
+ Ve fz+ 1)+ e; 29. ——4-1/—9:2-4- 3z — 2 -|-% arcsin |z — 1 + @;

: 3
80.% Vﬂ;-y% arcsin 2—;—1— e; 81, —--%2 (= + 1) (2* + 22 + 2)%

+3 0y VF T re+ %m'(n- PRV = re gy NI
8 . s

Wi 2
82. 2(a:~1)2[f————1—_|_—1-)+@;33. Tt ym—i4lm @1+
7 5 2 2 2
arc sin o @
84, — In s
x * 'l+[/1—a:""+
A pV/z+att+a2-1 o
2 VFEFETA pat b

cH

35.

4. 6.

1. In (e* + /e — 1)tarc sine™ ¢ ¢;

2'§+[/;sin2|/5+ cnsil/;_i_e_,

2
8 ol In I/E+ 1+ Sin2z+ e, 4, L arclg |/ ot | 2a® + ¢
2[/—5 [/2 — /1 + sinix 2
= e/ z+1 W z+V =+ 1) .
AELT I/z i 2 e

5 9 (72 1 1) a 2
6. — an V———z ] =l +e; 7. arctgz(’fc—# z + ___arctgm)_i o

4 V2@ 1) + S 6
x2+m+1+x—1+e‘
VA +t z+1+ 2+ 1

+inyiTa4+e 8
3

5. 9.

3
z—1

1 T+1 e 2 z42n(l—a)+¢8 —2ln(1—a) +

— arct

V2 Ve
1 " : 28 Lk z—2 e,

(m—a)z_Hn(x ik )+31/_3 Sk V3 +3 ®—z+1

v B 1 's
P e R P 2 _Li_i_ﬂ_e; 5,11n$2_+“’_+__+@;
%= 1 sEL (e A B ) 2 Pzl

1.

_3
2

1 z—2° 8
6. —. —
+3l/3

Ems 3 2
2 gl Lenan s 95 el gl
3 z*—xz+1 3 2 z

Vs

arc tg
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+13In(1 — ) — 3 .

— L eh Bnllnx—ln(x+i)+iln(x+'i)+u‘
r—1  (z—1) 2 2

] 1
9. ezt rim@t 2 - L+ +e
6 2 2 6

10 o+ V2oL (@ =120 + 1) + (V7 — 1) oot/ e — 1) + &
1. ~;~]n (z~|—3)—1]n(:ﬂ2—m+ 1) + L_ arc lg ?'a::i + @;
6

V'3 '3

1_2 arc tg [ar‘ctg (|/TZ z4+1) + arctg (VTZ z — 1)] 4@

12, L @V +1

42 24+ 2z 41 2
18, = — 2In(2® 4 42 4 5) + @ 14, — :—]n(.r -+ 1)+% In(z® 4 3) 4+

1

V3 —x——l-G' lﬁ.lna:—iin‘l-kszrl +=€;
g AR T g ) 2 14 a
L0,
—_— 2
1. In {2+ 1 + /2 F 22 + 2) e o
+x+2+1/a:2+2:c+2 K
2.m23rctg|/1+x_x2_x—1+€;3.2]n(|/.m2-|-2x+4u$)_

&£
3 1
2 VPt 24 h—x—1

-+ €3

_gln(l/xu+2x+!.—z—1)~

4. 2In(z + |/2* — = + 1)—% In(2e — 14 2= — 2z +1) —

3 . 1 2 g foZ 5 —=x -
—_ — e .= |° — 2 ©;
22([/12—x+1+x)+~1+ 8 9( \/5m -\/m—-2)+ :

R pe—1 3 — 2z — a2 —
5-11“ V1i—2z — 22 + a .1_|_amg[/1 22 — x 1+e;
2 1 —2i— =1 ®
1 VT e 3 — 2
% _\/1+m— L g 2Vl =2 4, VBT — o |
3 1—2 212 2—)2M—28 V2 — 2z

8.x—?ln(i—l—z—}—[/1+:n+.z:2)¥{—i 1_____
. 2 14 224+2)/1F z+ a*

—]—%1n(1+2:1:+2|/1+m+a;2)+@; 9.—31?-1tﬂ(_12+4m+5)2+
2
x — 2

+ € 10,—|/—‘ac3+4m—t-5—-

«

25 — - v
-}-? (£ — 2) )/ — a* + bz + 5 + 22?Ijamsiu

gl
— 6 arc sin \/9 x—l—@.
6

152

3




6. 10.11.

1 tgg 1 5_Lg§—|—i
1. — arctg—— + @; 2. ——arct 2tg x e, 3. arctg ——— e;
i s i g(/2tg a) + @ o +
Ly tgﬁ—ln[i—t'gi] _3[3— 481 E x+7L+e
3 2 2 3 s +1

6. -—-i— cos x (cos z - sin z) -+ % In (sin z + cosz) + €; 7. In (tg° +- 2) 4-

tg x 1 . g’z .
arctg —— + €. 8.———-—-|—2tgas—|——+@
1 g|/2 tg « i3 ‘

0
V2

5 z b T o
S.W—E]Htg[E ] |/2 sm[——— x],
(14 a}tggw% 2a

10. 2 arc tg + €.
1 — a®

CAPITOLUL 11

14.

1o l=g 5 =272 Ay = e — 1) 1A=

)

1 1 1 1
MIRAZURAE AN - e =
® [24 9d 3 2 '

- (2) AU A" = (0,1,2,¢,8,4 5,6, 7, e* 8,9, 10)
b) 1) dacd A’ A”, atunci p divide g, 2) dacd p divide ¢, atunci A’ C A”.

: p divide pg= A'C A
Conform primului punct } = ACUEAYIE A,

q divide pg= A" C A

2.23.1.
1. on{f, &) = 2_74; 2. a5 (s E}=£(3 + sing_{._._l/; );
8. o5(f, E) = % i 4. oulfh E) = 1?;' . oalf, E) = ;232
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2.23.11

1. f fiind integrabild, pentru orice gir de diviziuni cu || Ay || —»0 si orice alegere a punc-
T—+o0

telor intermediare g%, girul sumelor Riemann converge. Alegem in particular punctele
intermediare £7 astfel incit f(E%) = o. Atunci
ky ' Ry
opn(fr E}) = a(af — al ) = « 1(351; — af_) =a(b— a),
4 =\

deci: 7= ;

b
lim oy, (f, E) = alb — a) =S fla)da.
| a
2. Calculim San(ly E7): lim "An(f' £ = % , oricare ar fi (Ay) inoli|) Ay || — 0 si oricare

arfi £ = [#}_,, #F]. [ nu posedd primitivd, deoarece f nu are proprietatea Darboux.
f([0,1]) = {0, 1} nu este interval. 8. Daci f integrabild atunci pentru (y) sir de divizinni
(An)nen astfel incit || A, || — 0 i orice £} [#F_y, 7], lim oy (f, E7) existd =
R
b © n
= Sa f(x)dz. Se aleg punctele P astfel incit M) =2 &P op(f.5) =2 2 (zf—af )t
=0

Funcfia g :[e, 8] = R, g(z) = 2= este integrabili,
k b

0, (6 E) = 20 (o1 = ai) B+ limo, (6 &) = lim oy, (f, &) =S gla)ds =

a

b
= b% — azss flz)dz = b — a;
@

4. Se aleg punctele intermediare EF astfel incit f(E]') = T—_:—ET O (fy €%) =
; i
k’ﬂ 1 kn s ,1 2 1
=E{x: — Ziy): i limz(xi—xi-ﬂ( n) = S dz = In 2.
=1 4 =1 11k 11+

5. Daca f ar fi integrabild, atunci pentru orice alegere a sirului de diviziuni (An) cu
Il An || = O i orice alegere a punctelor Er  sirul sumelor Riemann are limitdi =
n—+w .

b g
= Su f(z)dz.  Alegem in particular E;» astfel incit flEpm) = Epm si El'n, astfel

incit f(E;"m) = 2E;», Avem
Rn ; kn
San (i ") = D (@i — 2i0) Epsi oy, (fy E07) = 2 (i — i.0)28;"m,
=1 ; i=1
o ) 2 Biiz e o =
deci il_inm aa, (s Ei%) = 51 zda = 5 W lim oy, (f, &"") = Sl 2zdz = 3

Agadar f nu este integrabily;

6. Fie f; %o, 7] — B, filz) = flz) (V)= = (2.1, zi), gi tlzi, @] = B, gilz) = ai(V)z =
€[%i.1, zi].gi sint integrabile (ca functii constante), deci f; sint integrabile (difera
de g; in punctele z;, si ;). Dar f; este restricfia lui f la [, z;]. Din propozifia 2.21
rezultd cd f este integrabild gi -

b

b x5 Xy
S flz)dz =S f;(z)dx+5 fulz)da + ... +S

a a Xy

fulalde =3 ai(e — i),
Xn_, =1

% ful#) = —sin = (Vo < [_E 0] 5 fulz) = sine(V)z < [o, g] fur fa €int integra-
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bile; ele sint restrictii ale functiei f la intervalele [-—--E ’ 0] , respectiv [0, %]
2

£ 0
Conform propozitiei 2.21. [ este integrabild gis flz)da =S —sin zdz 4
T 11 s

2
3

2
Ap s sin & dz = 2. 8. Functiile fy(x) = 2 pentru = < [0,1], gla) = 2* 4 1 pentru
Ja
z < [1, 2], sint integrab'ile pe [0, 1], respectiv pe [1, 2]. fylz) = 2® + 1 pentru z = (1, 2]
gi fa(1) = 1 este integrabild pe [1, 2] (deoarece diferd de gin punctul z = 1), prin urmare
2
f este integrabild si S flz)de = 2??; 9, Explicitdim funcfia f(z) = [2%x] = [32 «] astfel
0

{0, ze |0, 1]
|’ 32
1, T e i. E
32 32
( 2 e -i E
flw) =\ = 32" 32]
k—1,ze k__'_i, EJ
| 32 82
31 r e —3—1, 1].
: | 32
1 2 3 k 32

Deci existd o diviziune A = (0, W A e ) ey —) a intervalului [0, 1] astfel
- 32 32 32 32 32
fncit f este constantd pe fiecare interval deschis (@, z;), (1 << i< 32). Conform exer-
32 32

32 :
cifiului 6, f este integrabild giS flz)dz = 2 (xi — @) (&) = E (@ — @jq) &g =
0

1=1 =1

= 12(4 + 24 ...+ 32) = ﬁ; 10. Se scrie explicit functia
3 2 :

z, z < [0, 1]
z—1,ze1,2)
z—2,z2e(2,3)
z—3,z=[83,21/3]

[(z) =

Conform propozitiei 2.21, f este integrabili si S 2/3 fle)dz =12 — 6 /3.
0

) it SRS Ny il

Lowll)= o Sif) =20 sif) = 200 Silf) = 55 sl = 28, Slf) = 205
1

bonll) =10 SN =55 wif) = 2 Sif) =13 boaf) = = @7 40 T
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1 1 1
+ 14e%), 8() = % Pteted1), Siff=1+e sf) = e +1.
2+|/3 41/2 ; a%+
lol/ae 2. s
3.15.

Thg: sa 2——m——(2l/2—_ u,

' ‘ b
1. In baza teoremei de medie existd ¢ [a,b] cu flc) - (b — a) = S flz)dz. Daca ar
. :

exista §i un ¢'=5¢ cu aceeasi proprietate, atunci ar rezulta fle’) = f(e). Aceasta nu
poate avea loc, deoarece f, fiind strict crescdtoare, este injectivy

i
3
8. Dacd, prin absurd, f nu igi schimba semnul pe nici un interval [, "] < [e,b], atunci

b
[>0sau —f> 0 pe [a, b]. Aplicind propozifia 4.7 lui f sau —f, se obt.ineS flz)dz >0
a

b
sau — S flx)dz > 0. Contradictie;
a

4. Daci ar exista ¢ = [a,b] cu f(c) 5= 0, si admitem fle) > 0; atunci (A4;,(B)) ar exista
r > astfel incit f(x) > 0, Vo = (e — r, ¢ + r), prin urmare (propozitia 4.7)

SC f(z)da > 0. Contradictie.
=t

T 1 1 win 2 T Vi 1. b — 7

<5 2, arctg4+arct ) 3. =t 4, 3 5. In-—2—~+-§, 6. T
7. E, _E g ——-‘1«}-1112',10.1[82(2511’13—30053)*};3];

15 5’ 612 13

11. 2(e? + 3); 12._29: In 3; 13.% In2; 14.2(/F — /%) —In (VT + 1) + In (2 + /3);

15. 2[/3—24_%.
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CAPITOLUL 11X

1.9.

32 1 10 TP d
1. =g B —s 8 —3 i —; 1 A
3 12 3’ g 6. 7 arcsin ?(l/5~1)—-
3
1 5 1 .
— (i e, P~ - ;
12I/2V ) 5 p Beet ——2; 9. 1;
N ;
10 “—[e —1], 1. 4&2[2—1)
3
1.9.11

1. 4 =-§; 2, A =a?ln 2-,3.A1.:§ (V3 + 4n)- A2=§(sn_|/§);

4 Ay=A,=m— 2 arc sin'\/-g—#-ln 3, Ay = 2n — 24;;

5. 4 = 326, s.A1=2(n+3 iy = B e =
3 3 3
a® 14k 9 8
i iy ; _ 2 _ 8
2 vi_k,S.A A=
2.8.

B oger T 8 16 2 =
L= —a') i n-3.5-4.1(1—e-4);5.n[;2—+'/—§’i—1):

7 15 °* 2 3 2
3
> a
3 . 3 3 2 3
6. =2 . 1. P ph—er 8 et —1)0 T 10 o T
27 8 & 4 6 20
12, 2?"; 18.1r[2a—2b+ (a+b)1ni]; 14. 1:[1;5-— 8l 2].
@ 3

3.9.

2 2 2
1, (8-217) (/5 +2),
8 (3+2/2) (V5 —2)°

1 - 2
b. — (g2 : : : =t
. (e* + 1); 6. ln(l/z—i—’l), 7.1n 5 S

A 1 - et 2
s Te — e b YRS

2 e2()/2 — 1)

1.1+1n-\/3;2. A ek o= o L = 1) —
2
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4.,10.
1. (22 — 1) %; 2. -;E (" — e+ 4); B w[Y/ 2 +In (V2 + 1)];

4 wle)/1 +e”——|/_2+lnii—i——e—z-); b 2na[—l’£+ a];
142 3

"6 32_[V‘2+1n(1+|/5)]; % %(5 ng—aHns _2VﬁJ; 8. 8ral.

a7 7
b.6.

L Dyff) = 60, T,(f) = 46." Dyff) = 52,5, Tylf) = 45,5,

Ep,(f) = 14,6667, Ex(f) = 0,6667, Ep(f) = 7,1667, E7y(f) = 0,1667;

2. D4(f) = 6,25, Td.(ﬂ = 6!25» Da(ﬂ = 7![’44! Tﬁ(f} = 6,111,

Ep,(f) = % » E1y(f) = 0,25, Ep(f) = 0,444, Exy(f) = 0,111;

8. Dy(f) = 0,6973, Ty(f) = 0,7807, Dslf) = 0,7377, Ti(f) = 0,7867,

EDa(ﬂ = 0,088, ETstf} = 0,0046, E.Us(n = 0,0486, ETE,(ﬂ =¥ 05001’*;

4. Dy(f) = 0,6166, Ty(f) = 0,7054, Ds(f) = 0,6455, T;(f) = 0,6956;
Epy(f) = 0,0765; Epy(f) = 0,0065, Ep(f) = 0,0475, Er(f) = 0,0025.

6.3.
A & 8 ™
l. 2=0, y= —; 2, z2=y=—; 8 =0, =— 4 z=—, 3
; Y 3n 4 3 d - 3 2 7
8
b, 2= —, y=10
3 ¥
7.3,
< A g
l.L=20J;2.L=0,125J;8.L=4900J;4.L=Eg2——a.
bis
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