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Capitolul 1 PRELIMINARIT

§ 1. NUMERE

Peste tol in acest manual vom nota cu N mul{imea numerelor naturale,
N=40: 4 2; ww 5 wik
Referitor la adunarea gi inmulfirea numerelor naturale acceptim pro-
prietitile:
B @+y)+s=24+(y +2),
2004 2z=2+40=gz,
N rzty=y+a
&) (zy)s = w(yz),
9 ligg =401 =g
6) @y + 3) = 2y + 23,
?) my =yw
oricare ar i z, y, s € N.
De asemenea, vom nota cu %, multimea numerelor intregi,
L= Jowsg =ty weos—2 =100 2, vong iy oo ke
Acceptdm ca adevirate pentru adunarea i inmultirea numerelor intregi
proprietatile 1) —7) precum si proprietatea:
et (—a)=(—x)) &=0, VzE Z
Vom nota cu @ multimea numerelor rationale, Q = {afb |a, b € Z,

b # 0L Pentru 2 € Q,  # 0, = a/b, notdm cu 27! numdrul rational b | e,
Avem:

9) wrt = tw e,
oricare ar [i 2 £ Q, = # 0.

CGu B va fi notatd multimea numerelor reale, iar cu ¢ multimea numerelor
complexe, € = {a ++ 16 | ¢, b £ R}. Pentru adunarea si inmulfirea numerelor
reale (complexe) acceptdm ca adevirate proprietati 1) — 9).

Avem: /
NcZcQoRcl.

Literele folosite mai sus pentru notarea multimilor de numere mentio-
nate apar in textul manualului culese aldin (gras). Pentru serierea lor cu
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mina (pe hirtie sau la tabli...) la literele de tipar uzuale se adaugd o linie
suplimentari. Aceste conventii de notatii sint consacrate in literatura mate-
maticd actuald.

Se stie ¢i |/ 2 nu este numdir rational. S& reamintim demonstratia. Dacd
/22 Q, atunci |/ 2 = a/b, cua, b € Z, b # 0. Putem presupune ci fractia
a [ b este ireductibild, adicd e si b nu admit nici un divizor comun ¢ & Z
astfel incit |¢| >1. Cum a? = 2b% rezultd ci a® este par, deci a este par,
de unde a = 2a;, cu a, € Z. Avem 4ai = 2b%, deci 24 = b2 Rezultd cd
si b este par, deci a §i b admit ca divizor comun pe 2. Contradictie.

1.1. Defini'te. Spunem edl un numdr intreg d diferit de 0 gi 1 este /il
de pdtrate daci nu se divide prin pitratul niei unui numir prim.

Astlel numerele 6, 2, —15, —1, —3 sint libere de pdtrate. Numerele 108
si —40 nu sint libere de pitrate céci 108 = 3% - 2%, —40 = (—5) - 2%

Dacii d > 0 atunci prin ]/ d notim radicalul aritmetic al lui d adici
unicul numar real « >0 astfel incit «? = d. Dacd d < 0, atunci [/?l = iyj,
unde i2 = —i. Astfel |/ —3 =1il/3.

1.2. Teoremi. Daeil d este un numir intreg liber de pitrate, atunei
I/ deq.

Demonstrajie. Dacil d < 0, atunci |/ d este numir complex si deci
/@ & Q. Rimine si considerdm cazul d > 1. Dacil |/ d & Q atuncild = a/b,
a>0,b >0 unde a /b este o fractie ireductibild. Avem db* = @ gi dacd
a =1, atunci b%d =1, deci d = 1. Contradictie. Deci ¢ > 1 si atunci e
admite un divizor prim p. Asadar a = pe, cu ¢ € Z, de unde 0% = p3*c*
Cum fractia @ /b este ireductibild, p nu divide pe b, deci din egalitatea
b = p? rezultd ca p? divide pe d. Contradictie.

Numerele de forma a + 5]/ d, cu @, b € Q si d intreg liber de pitrate
se numesc numere pdiratice. Astfel:

—1+1/ -3
2

1.4 V3, , &+3]/5, 2—3i

gint numere patratice, unde i? = —1.
Dacii a + b/ d si ¢’ +b']/ d sint doud numere pitratice, atunci:
atb)/d=a +b )/ dea=a gib=2>"
In adevir, daci @ +b )/ d=a" 45"}/ d si b # b, atunci
— a —
d =
4 b—b'
Contradictie. Deci b = b’ si atunci a = a'.
Dacd d este un intreg liber de pitrate, atunci notdm cu Q(]/ d) mul-

timea tuturor numerelor pitratice de forma a 4 b]/d, cu ¢, b € Q si cu
Z[]/ d] multimea tuturor numerelor pitratice de forma a + b[/a cua, b Z.

—1 +il/3
2

ar

c Q.
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Asadar:

Q()/d) X {a +b)d|a, be Q)

gl
’ Z[/d] Y {a+b])/d|a bE L}
Evident
ZcZ[)dlc @/ d) cc,

iar cind d >0, avem chiar Q( I/ d) C R.
Astlel:

O1/2) ={a+b)/2]a, bEQCR
sl

Zlil= {a +bi|a, b € Z}CC.
Dacd z2=a + b/ d este un numir pétratic, atunei numarul pétratic

$F=0— Vd se numeste conjugatul lui z

§ 2. MULTIMI SI FUNCTII (reeapitulare)

Fie £ o multime. Vom nota cu £(E) mulfimea tuturor pértilor (sub-
multimilor) lui E. Dacd X, ¥ € @(F), atunci cu XU Y gi X N Y vom nota
reuniunea, respectiv inlersecjia Ini X cu ¥,

XUYE xcE|z2€ X sauz € ¥}
respectiv
XnY®izcElze Xsizec Y}
Aqxintim urmétoarele proprietiiti ale reuniunii si intersectiei:
DXYUHVZ=XU(FUZ), (X0 NiNZ=XN(¥nZ);
U X=XV =X, ENX=XNE=X;
3 XUF=FYUX, XN ¥=FnNnX;
4 XU(Y N Z) = (XUY)N(XUZ),
XN (YUZ) =(XNY)U(XNZ)
oricare ar 1i X, ¥, Z & G(E), unde g este submultimea ¢idd a lui E.

Fie I i I doud mul{imi. Pentru o functie f: £ — F vom preciza uneori
i actiunea lul f asupra elementelor x € E prin notatia

frE~F, 1z f(z)

unde f(z) este imaginea lui z prin f.
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Fie £ o multime. Vom nota cu F(£) multimea tuturor functiilo
f:E - E Daca ;. g € &F), atunci functia

B g E h+iE > E, & - hiz) < flg(x)
%
\\ se noteazii cu fog si se numegte compusa functiei [
’{\%\ f cu functia g (v. fig. L1).
CN Functia 15:E - E, 1gz) =2 VY2 € E, se
\\ numeste aplicalia identicd a multimii F.
& 24. Teoremi. Compunerea functiilor are pro-
Fig. L1. prietiifile:
1) (fogloh={[o(goh) Y1, g hE §E),
1Eof:.foiE:f v Ct.(Ff),

Demonstratie. Pentru orice 2 € K avem;
((fog)oh)(z) = (fog)(hx)) = [lel
$ .
(Fo (g 0 k) () = Fllg 0 k) (x)) — flglh(x))
de unde '
(fog)oh = {[o(goh).
De asemenea, pem‘.-ru orice x € E avem:
(Lzof)( s(f(2)) = f(a) = fle(z)) = (fo 14) ()
deci
lgof=foly =1

O functie f: E — F se numeste injectivd dacil [(a,) # [(xy) oricare ar [i
Xy, %y o E, 2, # 3, ceea ce revine la:

() = f(ap) = 2y = 5.
Spunem ca functia f : £ — F este surjectipd daci:
Vy & F 3z = E astlel incit y = f(2).
O functie f: £ — F se numeste bijectivd daci este injeclivd si surjectiva.

§(L). Daed [ i g sint
ive, bijeetive) atunei fo g este funefie injectiva
pectiy sarjectivi, bijectivi).

2.2, Teorem i.

funefii injective (s

Fie /7 o aultime gi f, g ¢

{frne
(res-

Demmzstra}ie Fie h = fog. Presupunem ci f si g sin’L mjective gi fie
2y, 2y € £ astfel incit A(z;) = A(ay). Rezultd cd flg(ay)) = flg(as)). Cum f
este Tunectie injectivd rezultd cd g(z,) = g(ay), de unde 11 = i, cacl §i g esle

functie injectiva. Asaddl h = fog este functie injectivi.
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Presupunem ci f gi ¢ sint functii surjective i fie z € £ Cum f 5 g
gint funetii surjective, existii y & £ astfel incit z = f(y) ¢l existd 2 € £
astfel incit y = g(x), de unde

z = fly) = flg(z)) = (fo g) (2) = h(z),

deci b = fog este functie surjectivd. Ultima alirmatie este acum evidenta.
Dacid E si F sint doud multimi, vom nota eu ENF multimea

E\\Fiif{nﬂx € Esize F}
numitid diferenja dintre £ i F (in aceastd ordine). Cu £ x F vom nota

produsul cartezian al lui E cu F, adicd mul{imea tuturor perechilor or-
donate (x, ), cu 2 € E 51 y = I,

Ex FE {(z,y) |22 EsiyeFL

§ 3. MATRICE (recapitulare)

Notam cu M,(R) multimea tuturor matricelor pdtratice A de ordin 2
cu coeficienti din R,

a a
A e ( 11 12) e R.

oy Qo

Vom folosi si scrierea mai condensatd: 4 = (ay).
Dacd A, B € M,R), A = (a;;), B = (by), atunci suma A + B a ma-
tricei A cu matricea B se definegte prin:
(@ by g+ by
At B“—L'—( 11 1n %2 1:') c M,R).

Qg1+ bay @ay - bgp
De asemenea, produsul AB al matricei A cu matricea B se delinegte prin:
@by 4 @by Apbys + @pobay
by - dopbyy  @oybip - Goobss

Matricele 0, £ si —A din M,(R),

0 UJ (1 0) (—(tu —am)
- - y —f =
[O 0 01 —lyy  —fgy

se numesc respectiv matricea zero, mairicea unilale, opuse mairicer A.
Avem urmitoarele proprietiti ale adunarii gi inmultirii matricelor din

My(R):

AB ‘:f( ) = My(R).

H(A+B)+C=4+(B+0),
2)0+ A=A +0=4,
3) A+ (—A)=(—A)+ 4 =0,

_____i:



4) A+ B =B+ A,

5) (AB)C = A(BC),

6) EA = AE — 4,

7) A(B+C)=AB+ AC; (B+C)Ad = BA 1 CA

oricare ar i A, B, (' € My(R). Dupd cum se stie din clasa a XTI-a, demon-
stravea lor se face invocind proprietdti similare ale operatiilor cu numere
reale. Astfel:

At (—A) = (au am) +(—a11 wulz) _

Qg1 gy gy Oy

N ("111 +(—ay)  ap+ (—fllz)) B (O 0 .
- \ag T (—aa1) @+ (—ay)/ ~ \0 0

si analog, (—A4) 4+ 4 = 0.

Vom nota cu My(Z), M,(Q), M,(C) multimea matricelor pitratice de
ordin 2 cu coeficienti in Z, Q, C,respectiv. In general, pentru n > 1, notim
cu Ma(Z), My(Q), ... multimea matricelor pitratice de ordin n cu coeficienti
in Z, Q, ..,respectiv.

Dacd A € MyR), A = (a;), vom nota cu det (4) determinantul ma-

tricel A (adici valoarea asociatd matricei 4),

Ay g

det (4) =

= yylay — 0, © R
Aoy Qg

3.4. Teoremd. Oricarc ar fi A, B € M,R), 4 = (@), B = (b;,)
avem:

det (AB) = det (4) det (B).
Demonstrajie. Avem:
AB — (an ‘112) (bu blz) _ (‘111511 + @igbay  aybis + ‘112522)_
bor b Agib11 + Ggobay  @g1b1s - Agabys
Pe de altd parte, se observd cil avem identitatea:
(@111 + @y3bsy) (@b + asbas) — (@a1dyy + agdsy) (11015 + @1zbos) =

= (@115 — Gg1ttyp) (by1bgy — by1bya),

TR T

de unde

det (AB) = det (A) det (B).

Exemplu.

2 4
Dacd A € My R), A= (5 2) , atunei

det (A") = (—1)" oricare ar fin =1, 2, ....




= m————

In adevir, det (A) =2 % 2 —5 x 1 = —1 si deci afirmatia este ade-
viratd pentru n = 1. Presupunem cd n >1 si ci det (A"1) = (—1)"
Atunci:

det (A7) = det (A" - 4) = det (A") det (A) = (—1)™1 - (—1) = (—1)

§ 4. NUMERE RELATIV PRIME (recapitulare)

Fie @ si b doud numere intregi. Un numir d € Z, d > 0, se numegte
cel mai mare divizor comun (c.omam.d.c.) al lui @ si b daci:

1) d|esid]|b;
2 clasic|b=c|d.

Dacd d' € %, d' > 0, satisface, de asemenea, (1) si (2), atunci avem
d'|dgi.d|d' de unde d’ = d. Asadar, c.m.m.d.c. al numerelor @ si b, in caz
cii existd, este unic determinat. Pentru e.m.m.d.c. al lui @ si & folosim
notatia d = (a, b).

e ; _ ’ : . . _—
41. Teorema. Fie ¢, b = Z. Atunei e.m.m.d.c. al lui a si b existd.
Wai mult, daed d = (a, b), atunci existd &, £ = Z astfel incit

d = ah -+ bk.

Demonstragie. Daci a =b =0, atunci d =0 gi 0 = 0k + 0k, unde £,
k pot fi luati chiar arbitrar din Z in acest caz.

Presupunem cii a # 0 sau b # 0. Fie d = akh 4 bk cel mai mic numar
strict pozitiv printre .numerele de forma:

ax + by x yeZ

(arditati cd printre ele se gdsesc numere strict pozitivel).

Daci ¢ | a si ¢ | b, atunci ¢ divide §i pe ah + bk = d, deci d satisface (2)
din definitia c.m.m.d.c. Rdmine s& mai avitim cd d |a sid |b.

Dacé d nu divide pe a, existd ¢, r € Z astfel incit

a=dg—+r, 0 <r <d.

Atunci
0 <r=a—dq=a— (ah - bk)g = a(l — hg) + b(—kg) < d, ceea ce con-
trazice alegerea lui d. Rimine adevirat cd d.|a. Analog se aratd cd d | .

Fig.a, b € Z. Vom spune ci a este relativ prim cu b dacd (a, by = 1.
Evident, @ este relativ prim cu b dacd+si numai daci existd %, k & Z astlel
iucit ah + bk = 1.

42. Teoremi.' Fie a, b, ¢ & Z. Avem:

1) Daei (¢, b) = 1 8i (¢, ¢) = 1= (a, be) = 1;
2) Daedl (a, b) =1 sia|bc=a|c;
) Daed (w, &) =1, alesgidble=ab|ec




Demonstrajic. 1) Fie h, k, », v & Z astlel incit 1 = ah + bk si
1 = au + cv. Atunci:

1 = ah + bk(aw + ev) = a(h -+ bku) + be(kv), de unde (a, be) = 1.

2) Fie h, k< Z astlel incit ah bk =1. Atunci ¢ = a(he) - bek."
Cum a |a si a|be rezultd cd a divide numirul a(he) 4 be - k = e.

3) Fie h, k< Z astfel incit ah 4 bk =1. Atunci ¢ = ac-h - be - k.

Cum a | ¢ si b | e rezultd cfl ab | ac si ab | be, deci ab divide numirul ac-h -
+ be -k =c.
Exemple

1. Dacd p >0 este un numar prim, atunci:
(@, p) =1 Vack, 1 £ a<p
In adevir, p fiind numar prim, singurii sii divizori pozitivi sint 1 gi p. Cum
1 < a <p, p nu poate divide pe a. Rezulta ca singurul divizor comun al
lui @ si p este 1 si atunci $i c.mm.d.c. al lui a si p este 1.

2. Pentru orice n € N, numirul n® — n se divide prin 6. In adevir,
n?—n = (n— Nn(n + 1), dect n3 — n se divide prin 2 si 3. Cum (2, 3) =1,
rezultd cd n® — n se divide si prin 2 x 3 == 6.

3. Dacd p >0, ¢ >0 sint doud numere prime distincte, atunci:

(pm, q?i) =1 A" m, n = N.

In adevir, si presupunem c¢d p < ¢. Atunci conform cu rezultatul de la
kxp. 1 avem (p, ¢) = 1. Presupunem ci (p, ¢"1) = 1. Folosind Teorema
4.2, pet. 1) din (p, ¢) =1 si (p, ¢"™) =1 rezultd (p, ¢") = 1. Acum se
lixeazd n si se demonsireazi prin inductie asupra lui m ci (p™, ¢") = 1.

reitii rezolvate

{R — ]] Fie E o multime si f, ¢ € §(F). Avem:

1) Dacé fog este functie injectivd (surjectivd) atunei g este funciie
injectivi (resp. [ este funclie surjectivi);

2) Dacd fog = 15, atunci g este functie injectivd si f este funcfie sur-
jectivag

3) Dacél fog=gof = 1g, atunci f si g sint functii bijective.

Solufie. 1) Presupunem i fo g estz functie injectivit gi fie @y, z, & E astfel incit
glxy) = glz,). Atunci

(Fo g) () = flglar)) = flglaa)) = ([0 g) (xy).

Cum fog este funciie injectivd, deducem @, = a,, deci g este funclie injectivi.

Fie z e L. Dacd fog este functie surjectivil, atunci exisii z = E astfel jneit

2= (fog) (x) = flgix)).

Rezultd ed z = f(y), unde y = g(z} = E, deci f este funciie surjectiva.

2) Rezultd din 1) observind ¢l 1 este funcfie injectivi si surjectiva,

3) Rezulta din 2).
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2
-1 =2
fa:E = E, fala) = (2, 4 32y, —2y —22) Vo= (2, 2) € E
Ardtati cd:

1) faofa=1p
2) fu este lunctie bijectiva.

‘R — 2f Fie E =17 x Z si A.:( ) Definim funcfia:

Solugie. 1) Pentru ovice xz & F, = = (x;, x2) avem
(faofa)(x) = falfalx) = fall2e, + Bxa, - 2y — 22)) =

= (2(2:{1/—} 8zs) + 3(— 2y — 22}, — (2x; L 3xy) — 2~z — 22)) = (xy, @) = 2, |

de unde fa0ofa = lp.
2) Rezultd din Ex. R-1, pet. 2).

‘R;S_f Fie U, A € M%),

o 1) ‘a 'b) |
U:(5 2’A:(cd |

\

1) Gisili o matrice X & M,(Z) astfel incit UX = E; |

2) Aritati cd ecuatian AX = E admite o solutie X & My(Z) dacd si |
numai dacd det (4) = 41 si in acest caz avem si XA = E.

%]

Y
Solugie. 1) Fie X = l‘ J), Cum |
w

U _(.‘J 1}[::: Y _{31- 4+ z 8y 4 w)
R A P w]ﬁ Sz + 2z by + 2w

avem UX = I daedl si numai dacd - |
dz+4 5 3y w 1 0
[.-;.E 125 By - ﬂwJ - [0 J]
reea ce revine la:

3r+ z=1 | 8y +~ w=20
a) stb)
= 5y + 2w = 1,

Rezolvind sistemele de mai sus gisim @ =2, ¥y = —5, ¥y = —1 8i w = 3, deci
2 — 1)
X = [ j < M,(Z).
\ —5 3

2) Fie X & M,(Z) astfel incit AX = F.
Alunei
1 = det () = det (AX) = det (4) det (X)
siocum dot (A) si del (X) stnt numere intregi, rezultd ci det (4) = 4 1.
Reciproe, dacd det (A) = 241, atunci urmind calea de rezolvare de la pet. 1) se
gasegte:
d —b .
Xie= J = My(Z) dacll ad — b =1
J S 4
i
. b :
X = l ) & My(Z) dacdl ad — ¢b = —1.
e —a

Tn ambele cazuri avem si XA = B,
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)R—w 4f Fie my §i m, doi intregi pozitivi relativ primi, m = mym, si

B =1{0,1,2, ..., m —1}, &, = {0, 1, cviymp— 1}, &m, = {0, 1, ...
vy my— 1%

Dacd @, n € Z, n > 0, atunci notdm cu ¢ mod rn restul impdrtirii lui a
prin n.

1) Ardtati cd functia

[ & = &, X &, f(@) = (@ mod my, @ mod m,) ¥V a € &, este bijec-
tiva.

2) Enumerati valorile functiei f cind m, — 4 i m, — 3.

Solujie. 1) Mulfimea &, are m elemente si muljimea Am, X &m, are mymy, = m
elemente.

Este deci suficient s# ardtdm ci funcfia [ este injectivd. Fie a, b = &, astfel
tneit f(a) = f(b). Atunci

(e mod my, a mod m,) = (b mod m,, b mod m,).

Rezultd it a mod m; = b mod m; si a mod my = b mod m,. Cum a mod my = b mod m,,
deducem ¢d a si b dau acelagi rest prin impirtirea cu my, deci my | (e — b). Analog
se deduce cii my | (@ — b). Dar (my, my) = 1, deci mpmy | (@ — b), Cum |a —b| < m,
rezultt @ — b = 0, deci a = b, Asadar, f este functie injectivi.

2) In acest caz m=14x 3 =12, &,= {0,429, ..., 11}, & = {0, 1, 2, 3} si
&, = {0, 1, 2}. Avem:

f(0) = (0, 0); fle) = (0, 1); f(8) = (0, 2);
1) = (1, 1); f5) = (1, 2); 7(9) = (1, 0);
f(2) = (2, 2); 16) = (2, 0); f10) = (2, 1);
. f(3) = (3, 0); [(7) = (3,1); (i) = (3,2).
| Astfel:
f(7) = (7 mod 4, 7 mod 3) = (3, 1).
Exercitii

|/ 1. Fie f: Z—Z, fir) =22+ 1, Ve e 4 Aratafi ci:
1) f este functie injectivi;
2) f nu este functie surjectiva.
/2. Fie NN, flzy =2+ 1, Vze N §i g:N=N, gla)=2z— 1, YzeN, £+0
si g(0) = 0.
Ardtati ci:
1) f este injectivid §i nu este surjectivi;
2) g este surjectivil si nu este injectivi;
3) gof=1n.
V8. Pentru a, b & R a # 0, definim functia fo, p: R = R. fy, pla) = az + b, Yz R.
Aratati ca:
1) fa, b este funciie bijectivi;
2) fasb O fvd = facsadeb Y @, D, o, deR, a0, ¢ 0.
3) Pentru a, b & R, az£0, gasiti «, B = R astfel incit £, 0 fas B = I
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3 1
4.1%‘ieAeMz(Z),A=h 2),E=55><Z,F=Q><Q-

fa:E— E, fa(z) = (3 + za, 2y + 2z) ¥ & = (2, s) & E,
! fa:F—F, filz) = (8z, + 23, 42y -I‘— 2zy) Y = = (x5, x3) & F,
Ardtati cd:
1) fa este funcfie injectivd si nu este surjectiva.
2) f4 este bijectivi.
—1/2 32
—1j2 - 1/2
A+ A+ E =0, A*#£ E.

B. Fie A = My(Q), A :( J Aritati ci:

6. Paantru orice 8 & R definim matricele:

(cos 6 —sin 0 (cos 0 sin 0
%= lsin 0 uosﬂ)’ ®“ lsino —cos @)

Ardtafi cii:

10 Lo 10
. 0 = So, = 8o, = S
4 (o qJRI“ ° R“(u *1) 0 [0 —1) °

2) RoRyr = Rgrg, RoSgr = Sotgr> SoRgr = Se-07,
SQSG' s Re—g"
3) RyRg = RoRy = £, SpSy = E.

/4. Pentru o matrice A & M,(R) urmitoarele afirmalii sint echivalente:
i a 0
1) Existi ¢ e R astfel incit A = i ],
@

2) AX = XA oricare ar fi X € My(R).
8. 1) Determinati matricele A & My(Z) cu proprietilile:
A? = F si det (4) = 1.
2) Daci

1 ;
B—_:(a +G],aez

1—a —a
aritali cd B = E si det (B) = —1.

9. Pentru orice « = R fie matricele Ug, Vo & My(R),
1 a 10
U, = Vg = «
“ [0 1]’ £ (a 1]
Ariitati cd:

1) UsUp = Uysb, VaVyp = Varn, Ya, b= R;
9) UplUg = UgUs=E, VoVog = VeaVa=E,YaeR.
10. Daci A & My(R), A = (a;j), atunci definim matricea

AT — (”u asl] < My(R)

ayz Qo

—‘




- Lt 1) Determinali numerele v e 2 [

numitd transpusa matricei 4. Verificati o
1) (44 BT = AT 4 BT,
2) (AB)T = BT AT
3) (AT)T =4
oricare ar fi 4, B e M,(R).

4) Funclia [ : My(R) — My(R),7(4) = 4T, 4 = M,(R) este bijectiva.

b
11. Fie H = {A e MyR)| 4 = {z J, a, beR, a ;&o}.

Arviitati:
1) Dacd 4, B e H, atunci AR = H.
2) Oricare ar fi 4 & H existdi X e H astlel incit AY — E,
Comparafi rezultatele acestui exercitin cu cele de la BEx. 3.
12. Fie a, b, b3, ..., b, = Z. Demonstrafi:
1) Dacil {a, &;) = 1,1 < i < n, atunci (@, biby ... by) = 1;

2) Daecd pentra orice (=) avem (bi, bj) =1 si bjla, 1<i<n,
byby ... by divide pe a.

18, Dacd n este impar, ardlali ¢ 2% — n se divide prin 240,
V=@ +E;[/T~TJ, a. be 7,

prietatea ofl existd z e Z[/ 5] astiel tneil vz — 1.

2) Gisili z & Q1" =5) astfel ncit vz = 1, unde v =3 — /=5,

15*. Fie £ o multime si Cp : 2(E) — 2(F), Cp(X) = ENX, VX e 2(L). arilali ¢
calin Oy are proprietdlile:

1) CRIXUY) =Cp{X)n CplY) Y X, ¥ =8(F],
2) CE(XNY) = CglX) UCkY) VX, Y = q(E),

3) CpoCu=1gp,
4) Aplicatia C'pg esle bijectivi.
16%. Fie 4 € My(R), 4 = (ay), £ =R x R§i f4 : E - E,
fala) = a2y + ayems, oy + dapy) ¥ o = oy m3) = E.
Ardtati ed urmditoarele afirmalii sinl echivalenlo:
1) fa este bijeclivii;
2) det (A4) # 0.
17%, Pentrn orice A e M,{R), A = (ay) definim aplicatia fa ‘ca la BEx. 16*. Apii
1) fa=fB=4=B;
2) faofp = fap, VA, Be MyR):
3) Folosind aseciativitatea compunerii funetiilor, deduceti ci (AB)C =
YA, B, Ce M)

IR*, Determinali malricele 4 & M,(Z) cu proprietatia: 4* = —K,
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19% Ui Oy = {d & My(R) | ATA = E}. Aratati:
1} Dacii A & 0,, atunci det (4) = +1;
2) Avem A0, si det (4) =1+ 306 = [0, 2n)
astfel incit
cos —sin
A= [sin g €os g] i

3) Avem 4 =0, si det (A) = —1 <3 0 e [0, 27)

[cos 0 sin 0) -
A= .
sin 6 —cos BJ
4) Avem A € 0, < ATA = 44T = E;

5) Daci A,Be 0, AR 0,,

astfel incit

20%. Fie % — {4 e MyR) | AT = A} 5i 8 = (4 e M(R) | AT = —A4).
Ariitati it
1) VA, Bell=A+ BeX;
Q) VA, Bes=4+ Bed,;
3 AesAN8=> A =0;
4) VA e My(R) existi Be % si € €8 unic determinate cu proprietatea
A= Bl
" 21%, Daed numerele a, b, g, r = % satisfac relatia a = bg -+ r, atunci (a,b) = (b, 7).
Deduceti ci (a, b) este egal cu ultimul rest diferit de 0 din algoritmul lui Euclid
pentru a si b.
22%, Fie ¢ si b doudd numere intregi nenegative.
1) Ardtali ca (22 — 1, 26 — 1) = 2(% b — i
2) Deduceti cd (2¢ — 1, 20 — 1) =1+ (a,b) = 1.
23%. Fic ¢ = Z, ¢ > 0 astlel incit ¢ — 3 nu se dividé prin 5. Dacit m, = 2°¢-1 — 1,
Mg = 200 — | gpy = 200F 1 m, = 20043 1, my = 200E — |, my = 28447 — 1,
atunei (mj, mj} = 1 ptru [ # J.




Capitolul 1T LEGI DE COMPOZITIE

§ 1. NOTIUNEA DE LEGE DE COMPOZITIE. EXEMPLE

Sd trecem mai intli in revistd citeva exemple cunoscute care permit
degajarea conceptului de lege de compozitie.

Pentru moment sd ne fixdm atenfia asupra multimii N = {0, 1, 2, ...,
n, ... } a numerelor naturale. Operatia de adunare a numerelor naturale ne
permite sd definim aplicatia

‘P:NXNQN’S@?)“"P(:‘Esy)

prin care facem sd corespundi la orice pereche ordonatd (x, y) de numere
naturale un numdir natural unic determinat oz, y) = x + y, numit suma
lui x cu y. Astfel, (3, 7) =3 47 =10, o5, 4) =5 4+ 4 = 9 cte.

Analog, folosind fnmulfirea numerelor naturale, putem defini aplicalia

!JJ:NXN—bN, (33, y)—”Ll"(xi ?/)

prin care la orice pereche ordonati (z, y) de numere naturale asociem un
numdr natural unic determinat $(x, y) = ay, numit produsul lui z cu .
Astlel §(3, 7) =3 x 7 =21, (5, 4) =5 x 4 = 20 ete.

Schimbind cadrul, observatii similare pot fi ficute pe multimea @(F)
a tuturor pirtilor X ale unei mul{imi date &. Putem defini aplicatiile:

¢ :8(E) X 8(E) »AE), (X, ¥) (X, V)=X UY

1 2(E) x 8(E) - 2(E), (X, ¥) - $(X, ¥) = XN Y.

In viziunea aceasta, ¢ poartd numele de operatie de reuniune, iar ¢ (X, ¥) =
= XU Y se numeste reuniunea lui X cu Y; {§ poartd numele de operafie
de intersecfie, iar $(X, ¥) = XN Y se numeste interseciia lui X cu Y.

Pentru a surprinde intr-o schemd generald situalii ca cele enumerale
mai sus, vom considera o multime nevidd M si o aplicatie

¢:MxX M- M, (z,y) = oz, y),

ignorind natura elementelor mulfimii 3, precum si regula efectivi prin care
la orice pereche ordonatd (z, y) de elemente din M se asociazd un element
unic ¢(z, y) € M. Se obtine astfel notiunea de lege de compozi!te pe mul-
timea M. Mail precis:
1.1. Definijie. Fie M o mulfime nevidi. O aplieafie ¢ definiti pe pro-
dusul earfezian M x M eu valori in M,
¢ M x M~ M, (z, ¥) = ¢(z, ¥)

se numegte lege de compozitie pe M.
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Elementul unic determinat ¢(z, y) & M care corespunde perechii ordo-
pate (z, ¥) € M x M prin aplicatia ¢ se numegte compusul lui 2 cu y prin
legea de compozitie o.

0 lege de compozitie pe o multime M poartid incd numele de operalie
algebricd pe M sau operajie binard pe M. Este clar ci adunarea si inmul-
tirea numerelor naturale sint legi de compozitie pe M = N, reuniunea si
intersectia sint legi de compozijie pe multimea M = &(E) a tuturor par-
tilor unei multimi 7.

Legile de compozitie sint date in diferite notatii. De reguld se foloseste
fie notatia aditivd, fie notatin multiplicativd. In notatia adilid punem
olz, ¥) =2+ ¥ Elementul -+ % se numeste swna lui @ cu y, iar legea
de compozifie @ se numeste adunare. In notalia multiplicativd punem o(z,
y) = xy sau o(x, y) = 2 ¥. Elementul zy se numeste produsul lui x cu y,
jar legea de compozitie ¢ se numegte inmullire.

In unele cazuri, fie obligati de traditie, fie din necesitatea de a dis-
tinge intre mai multe operatii algebrice, pentru compusul e(z, y) al lui @
cu y se folosesc incid notafil ca:

zoy, zAy, aVy xz*ty 2@y v Ly xTy xAy ete

Exemple

1. Adunarea si inmullirea matricelor. Fie My(R) multimea matricelor pitra-

tice de ordin 2 gu coelicienti din R.

Asociind fieciirei perechi ordonate (A4, B) de matrice din My(R)
matricea A - B € M,(R) se obiine o lege de compozitie ¢ pe My(R),

@ : My(R) x My(R) — MyR), (A, B) = ¢(4d, B)= A+ B,
numitd operajia de adunare a matricelor.

Asociind fieciirei perechi ordonate (4, B) de matrice din M,(R)
matricea AB = M,(R) se obfine o lege de compozitie ¢ pe My(R),

U : MyR) % My(R) > My(R), (A4, B) - (4, B) = AB,

numitd operatia de inmuljire a matricelor.
2. Compunerea funcfiilor. Fie I o multime si §(£) multimea tuturor fune-
tiilor f: 12 — E. Asociind fieciirel perechi ordonate (f, g) de functii din

F(E) funciia fog = §(F) se obtine o lege de compozitie ¢ pe F(E),
¢ F(E) x FE) - FE), (f, &) »olf, 8§ =feg

numitd operafic de compunere a functiilor.

3. Adunarea si inmuliiren modulo n. Fie Z mulfimea numerelor intregi si
n =0 un numér intreg fixat. Este stiut ci pentru orice a € Z existd g,
r = 7 unic determinati astfel incit

a=ng+r 0<r<n

17
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Numarul r de mai sus, ¢

unoscut sub numele de restul impéririi lui a prin
ra fi notat cu « mod n (se

citegte ,,¢ modulo n*) si se numesté Incd redvsul
modalo n al numdrului intreg a. /‘L.st“m dacd n = 5, atunci 13 mod 5
(—8) mod 5 =2, 4 mod 5 =4

Dacd a, b € 1

Z atuncl definim suma modulo n a lui ¢ cu b, notati L\J
& @ b, si produsul modulo n al lui @ cu b, notat cu a @ &, prin

1

a®bE (f(—+—b) n

]
respectiv

a® b (ab) mod n.
Avem astfel pe Z, alituri de adunarea §i inmulfirea uzuald

Zx?% -2 (a b) »a-+b s

7 x & %4 (a, b) — ab,
urméitoarele doud legi de compozilie:

L xXE T (a,0) (e, b)y=aDb

$:Zx % —Z, (a b~

Ya, b) =a®b
nuntite adunarea modulo n, respectiv inmuljtrea modulo n.
Aslfel, dacd n = 6, atunci 7 @ 9
=16 mod 6 =4, (—3)®5

45, (-3 ®5=3clici7®9
= ({—3) X 5]

mod 6 = (—15) mod 6 = 2.

= (7 +9) mod 6 =

Daca H este o parte stabild a lui M in
p: M x M- M,a

L

npoz itio

porb cu legea de cnmp(mtle
tunci ps /7 putem defini legea de compozifie ¢’ : # X H —
— H, punind
o'(z, ¥) et olz, vy EH Ve, y€ H.
Vom spune cd ¢ este leg

este legea de compozijie indusd pe H de clitre ¢.

1. Multimea 27 = {2k | k € Z} a numerelor intregi pare este o parte stabild

a lui % in raport cu operatia de adunare a numerelor intregi pentru ci
suma a doud numere pare este un numér par




g e

In adevir, dacd z, y € 2%, x =2k, y =2k, atunci @+ y = 2h +
-2k = 2(h + k) € 2%
Multimea 2% +1 = 2k 4+ 1 [k € %} a numerelor intregi impare este
o parte stabild a lui Z in raport cu tnmultirea gi nu este parte stabild a
lui 7 in raport cu adunarea. in adevir, dacd =, y € 24 + 1, atunci
p=2h+14, y=2k+1, deci
ay = (2h + 1) (2k + 1) = 2(2kk + k + &) +1€22 +1
si
st y=2h+t 2k +1=201+k+1)e 27 + 1.
9. Fie n un numir natural mai mare ca 0 si
Bp=10,1,2 ..., n—-1}CEL ‘
Multimea &, este o parte stabild a lui 7 atit in raport cu adunarea

modulo 2 cit gi in raport cu inmultirea modulo 7. In adevir, oricare ar fi
v, yEhavem 2@y ER, 51 2@ Y € &, si in particular

Va, yE R, = 2@y € &Ky, TRy E Sy
Daci n > 1, atunci &, nu este stabild in raport cu adunarea numerelor

|
|
|
intregi, iar dacd n > 2, atunci &, nu este stabild in rapori cu inmulfirea |
uzuali a numerelor intregi. ‘
3. Fie E= {1, 2, 3} si H={f€ &) |f3)= 3%
Atunci H este o parte stabild a lui §(E) in raport cu operatia de compu-
nere. In adevir, daci f, g € H, atunci f(3) = 3, g(3) = 3, deci

(fog) (3) = f(gd) =f@) =3,
de unde fog & H.

§ 3. TABLA UNEI LEGE DE COMPOZITIE

Fie M o muljime finitd, M = {ay, ag . -, @n}- in acest caz o lege de
compozitie ¢ pe M, ¢ : M X M — M, poate fi dat# prin ceea ce este cunoscut
sub numele de tabla operatiei @, care constd dintr-un tabel cu n linii 8i n
coloane afectate celor 7 elemente ale lui M. Tabla legii de compozijie ¢ con-
fine la intersectia liniei lui a; cu coloana lui @; elementul o(a;, ;).

ﬂ;zl A3 -ov @ vov fy
| H
a;
ay
: ‘ :
@, |———gla, @)
' . \
@y w
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Tabla unei operatii este utili in perfectarea calculelor algebrice si, asa
cum se va vedea mai tirziu, in testarea unor proprietdti ale operatiei.

Tablele operatiilor induse pe &5 = {0, 1, 2, 3, 4} de adunarea gi inmul-
tirea modulo 5 sint urmatoarele:

@ 01 2 3 4 & 0 1 2 3 4
00 1 2 3 4 00 0 0 00
11 2 3 40 110 1 2 3 4
22 3 4 01 20 2 41 3
33 4 01 2 310 3 1 4 2
4 4 0 1 2 3 400 4 3 2 1
Tabla adundrii modulo 5. Tabla inmultirii modulo 5.

Fie acum E = {1,2, ...,n}. O functie f:£ — E se di uneori cu ajutorul
unui tabel cu doud linii, numitd permutarea mulfimii E:

# e (1 L )
) 1@2)...fn)
In prima linie se trec in ordine numerele 1,2, ..., niar in a doua linie se

trec imaginile acestora prin f, anume f(1), f(2), ..., f(r). Astfel, daci
E = {1, 2}, atunci elementele lui §(E) sint:

RS SR A

Tabla operatiei de compunere a functiilor din §(E) este urméitoarea:

ol e f g h
ele f h
filf e h g
£§18 & & &
hlh h R R

Astfel, foh =g In adevir
(fo h)(1).= fh(1)) = f(2) = 1 = g()

5i
(fo R)(2) = f(R(2)) = f(2) = 1 = g(2)

de unde foh =g. Rezultd ci la intersectia liniei lui f cu coloana lui & din
tabla operatiei de compunere a functiilor din §(E) se pune functia g.

Direct din tabla operatiei de compunere a functiilor din $(E) se deduce
cd submultimea H = {e, f} a lui F(E) este stabild in raport cu operagia de
compunere a functiilors
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§ 4. ASOCIATIVITATE

Notiunea de lege de compozitie prezintd un mare grad de generalitate.
in definitia unei legi de compozitie ¢ pe o multime M se ignord atit natura
elementelor multimii M cit gi modul efectiv in care ¢ aclioneazd pe M x M.
Singura restrictie pusi este ca ¢ si asocieze la orice cuplu ordonat (z, y) de
glemente din M un element cp(rgz:, y) din M si numai unul. Din acest motiv
studiul legilor de compozitie bazat doar pe deflinitia lor este foarte sdrac in
rezultate. S-a dovedit fertild ideea de a studia legi de compozitie ce au pro-
prietdti care pot fi ,semnalate” in multe exemple ,concrete*.

Vom presupune in continuare cié M este o muliime nevidd echipatd cu

“w

o lege de compozitie =",
Mx M->M, (z, y) = x*y.
Expresia x # y se citeste: 2 compus cu y sau z star y sau x stea z.
Delinitiile gi rezultatele vor fi date folosind aceastd notatie (notatia
ystar®) urmind si fie facute precizirile ce se impun gi in alte notatii pentru
legea de compoziie.

Fie z, y, 3 € M. Prezenta parantezelor in expresia

(x%y) =2z

cere urmitoarea proceduri de caleul: se afld intii compusul lui 2 cu ¥ si apoi
2+ y se cormpune (la dreaptal) cu z, obtinindu-se in final elementul (x+ y) %z €
€ M. Prezenta parantezelor in expresia 2« (y = z) impune si aflim intli g« 2
si sd-1 compunem apoi (la stingal) cu =z, obtinindu-se - astfel elementul
xa (y*2) € M '
4.1. Definitie. O lege de compozifie M < M — M, (x, y) — x % y, s¢
numeste asociativd daeii:
(zxy) % z2=ax%(y=*2), Yz, 9,2 M
Daci legea de compozitie este datd in notatie aditivd (multiplicativa)
atunci proprietatea de asociativitate a acesteia se scrie:
(@ + ?J’) + 2=+ (J/ gt :')~ Yz, ¥, 2 = M?
respectiv
(zy)z = a(yz), VYV, 4, 2E€ M.
Dacé folosim notatia z L. » pentru compusul lui z cu y, atunci proprie-
tatea de  asociativitate se scrie:
Ly Lz=a Ll (yLla) Vo y 2& M
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1. Adunarea g1 Inmurtirea numerelor reale sint legi de compozitie asnciatixjh
pentru céd :

(@+y) +s=2+(y+2, (agh=alys), Vaz g <k

Adunarea si inmultirea matricelor din A,(I) sint legi de compozitie asqf
ciative, cdci

(A+B) +C=A4A4+(B+C), (AB)IC = A(BC), Y A, B, C € MyNR

L

Reuniunea gl intersectia pirfilor unei multimi £ sint legi de compoziti
asociative, ecdel

(XUPNUZ=XU(YUZ), (Xn¥HNZ=Xn(¥NZ2
oricare ar fi X, ¥, Z € a(E).
4. Compunerea funciiilor unei mulfimi £ in ea insisi este o lege de compo
zitie asociativd, cdei
(fogloh=folgoh), V[, g h & FE).
5. Pe multimea 4 a numerelor intregi definim legea de compozifie
Zx 712, (@, y) vz —y.

Cum (3 —7) —4=—53% —3 =3 — (7 —1), rezultd cif aceastii leg
de compozitie nu este asociativi.

Proprietatea de asociativitate ldrgeste mult aria posibilititilor in per
fectarea caloulului algebric. O altd sursd in acest sens este datd de legild
de compozitie pentru care compusul a doud elemente oarecare este indepen
dent de ordinea in care se face compunerea acestora. Mai precis:

Definiiie. @ lege de compozifie Al x M — M, (x, y) - 2=y s}

t T lqee
iumeste comuilativa, daci:

Adunarea si inmultirea numerelor reale, reuniunea i intersectia pirtilo
unei multimi sint legi de compoziiie comutative.

Remared. Comutativitatea unei legi de compozifie dati pe o mulfime finitd M poat
fi verificatd pe tabla operafiei: elementul zy de la intersectia liniei lui z cu ceoloana lui g
trebuie si fie egal cu elementul yx de la intersectia liniei lui y cu coloana lui z, orican
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ar i x, y = M. Aceasla rcvine la proprictatea

X
¢ci tabla operatiei este simetricd in raport cu 1‘
\
[
|
[
\
|

diagonala principala (fig. 11.1).
in § 3 au fost date tablele aduniirii si inmul-
{irii medulo 5 pe &; = {0, 1, 2, 3, 4}. Cum accste
table sint simetrice in raport cu diagonala prin-
cipala; rezulld cd legile de compozific mentionate :
sinl comutative. Tot la locul citat a fost datd tabla 1
compunerii funcliilor din §(&), unde £ = {1,2}. { %
|
i
I

.
.
.
s

Pe tabla acestei legi de compozilie se constati 3 i
ki . " ) 7
¢t hog =/ g=goh, deci aceastd opcerajie nu J//
este comutalivi. K peumemimian $ 4

Numeroase legi de compozitie se deli-
nes¢c cu ajutorul altora deja cunoscute, Fig. 11.1
Asemenea operatil pot prelua unele pro-
prietdti de la cele de plecare prin ,mecanismul® dat chiar de definiia lor.
Astfel comutativitatea adunirii matricelor din M,(R) este o consecinti a
proprietitii de comutativitate a adundrii numerelor reale. In adevir, daca
A, B MyR), A = (a;), B = (b;), atunci

A4 B (ﬂn ”12) £s (l;“ f’m) o (“11 + by Qs + bm) =
by, by gy + Doy gy | oy

- (bu’]'“n by + “12)2 (511 5’12)_}_(%1 “12): B A.
bay + gy byy -y bay  bay LTI

S& observdm cil inmultirea matricelor din M,(B) nu este comutativa,
cu toate cd inmultirea numerelor reale este comutativi. Aceasta rezulta din
exemplul urmétor:

(ol =l o7l o= " o)

Dect dacd-A4,B& M, (R) atunci 4-B#B-4.

(a1 gy

Hvate

‘R — l‘ Pe multimea % a numerelor intregi definim legea de compo-
T zitie
def

ZXxZ—Z (z,y)~>zoy=az-+y— ay,

numitd eompunerea circulardé. S se arate cit legea de compozitie 0 este
asociativi sl comutativa.

Solufre, Daca v, y, z = 7, atunei:
(goyloz=(z 4y —wylos=aty—ay+i—(z+y— ay):=
=x+Yy+2—zy— ys — zx 4 Yz
wolypoz)=co(y +z—yz)=a +¥y + s —yz— xly + 2 — yz) ==

=4 Y = Y - Y2 = 20 Loayz.

(3]
[I%]




de unde

(zoy)oz==xo (y0z).
De asemenea, penfru z,y = Z avem:

zoy=x+y—2y=y+zx—yr=you

’R - 2’ Fie M gi N doudl multimi, ,+“ o lege de compozitie pe M, o
0 lege de compozifie pe N si f M — N o functie surjectivi
astfel incit

flxxy) =flx)ofly), Vaz y& M

1) Daci legea de compozitie ,+* este asociativii (comutativi) atunci
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legea de compozitie ,0“ este ssociativd (resp. comutativi).
2) Functia f: % — Z, f(z) =1 — 2 are proprietatea

[(xy) =f(x)of(y), V=x yE€k

3

unde 2y este produsul uzual in Z iar ,0“ este compunerea circulari (v. Ex.
R —1).

3) Dati o noud solutie pentru Ex. R—1,

Solufie. 1) Fie u,v, w & N. Cum f este functie surjectivid, existd =, y, 2 = M astfel

incit u = f(z), v = fly), w = f(z).
Avem:

wov = flz)ofly) = fle*y) = fly x ) = fly) o f(a) = vou
si
wov)ow = (flz) of(y)) o f(s) = flexy)of(z) = f((xxy) % 3) =
=z * (y *2)) = flz) o fly * 2) = fla) o (flv) 0 f(2)) = uo (vouw).
2} Oricare ar fi z, y = Z avem: _
fla) o fly) = fle) + fl) — fla)fly) = L — o+ 1 —p — (1 — @)(1 — y) =
=1—ay = flay).

3) Funclia f este surjectivl iar inmultirea uzuald a numerelor intregi este aso-
ciativd si comutativd. Putem aplica 1).

5.2. Remarcd. Fie ¢ : M x M — M o lege de compozilie pe M, H o parte stahllé
a lui M in raport cu ¢ si ¢° legea de compozitie pe H indusi de ¢.
Dacii ¢ este asociativil (comutativdl) atunci ¢’ este asociativd (respectiv comu-
tativil). In adevar, pentru orice z,y, z = H avem:
(9 (x, ¥), 2)) = o(elz, y), 2)) = ?le, 2y, 2)) = 9'(2, ¢'ly, 2))

5

'z, y) = ¢z, y) = oly, ®) = ¢'(y, z).

24




§ 6. ELEMENT NEUTRU
Numerele reale 0 gi 1 au proprietifile:
O+2x=24+0=2 Vz2zER,
respectiv
l-z2=2z1=2 VYz&R.

Dacd E este o mul{ime si 15 : £ — E este aplicatia identicd a lui E
atunci }

lgof=folg=f V[fES&FE).
De asemenea, pentru orice matrice A € My(R) avem:

O-[—A:(O 0)+(‘311 a1z]=(0+a1f O‘f‘au):(an am):A

0 0 @1 Qg 0+ ap 0+ ay @y Gz |

|

si analog A +0 = 4. |
6.1. Defintiie. Un element e = M se numeste element neutru pentru o |
lege de eompozitie M x M —» M, (z, y) = z * y |
en B==0 % =T, Voc M i

6.2. Teoremi Daci o lego de compoz tie are element neutru, atunei |

weesta este unie.

Demonstrajie. Fie e si ¢’ dousl elemente neutre pentru o lege de compo-
zitie M x M—M, (z, y) — x* y. Avem e e’ = ¢’ cici e este element neutru.
De asemenea, e x ¢’ = e cdci gi ¢’ este element neutru, de unde e = ¢'".

Agadar, elementul neutru, in caz cd existd, este unic determinat.

In notatie aditivd elementul neutru se noteazi de reguld cu 0 §i se nu-
megte elementul zero, iar in notatia multiplicativii elementul neutru se noteazi
cu 1 sau chiar cu e gi poartd numele de elementul unitate. Avem:

Ot+z=2+0=2 VzE M,
respectiv
, Yz & M.

Exemple

1. Numadrul real 0 este elementul neutru al adunirii numerelor reale, num-
rul real 1 este elementul neutru al inmulfirii numerelor reale.

2. Aplicatia identicd 1z a mul{imii E este elementul neutru al operatiei de
compunere a- functiilor din &F(E).

3. Fie E o mulfime. Cum gUX=XUg =X ENX=XNE=X
oricare ar fi X &€ @(F) rezultd ci @ este elementul neutru al operatiei
,UY, ilar E este elementul neutru al operatiei ,, N
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4, Multimea 2N = {2k |k = N} a numerelor naturale pare este o parte
stabild a lui N in raport eu inmulfirea i legea de compozitie indusd de
citre aceasta pe 2N pu admite element neubru.

§ 7. ELEMENTE SIMETRIZABILE

Ca si pind acum, M este 0 multime nevida inzestratd cu o lege de com-

pozitie
MxM->M (z 3y —=2x*y.

Vom presupune in plus ci aceastd lege de compozitie este asociativd si
¢d admite element neubrn, fie acesta e.

7.4, Definitie. Un clewment » & M se numeste simetrizabil in raport e
legea de compozitie (asoeiativi si eu element neatru) M < M — M, (x) y)

# g, duedl existi o’ Z M astlel ineit

'

&k B2 =
S& observim cdl dacd x” = M satisface ca si 2’ condiiile

" = G2 =&

atunei 2’ = 2". In adevir

’ ’ ’ "

F=are=x'+@ra")=@x2)x 2" =ex z" =2"

Daci » € M este simetrizabil, atunci unicul element «’ & M cu pro-

prietatea 2’ 2 = x+ 2’ = ¢ se numeste simetricul lui 2 (in raport cu ope-
ratia ).

In notatia multiplicativii simetricul Iui @, in caz cd existd, se noteazi

de reguld cu z~! si se numeste inversul lui 2; in notalia aditiva se noteaza cu

—a §i se numeste opusul Ini z. Asadar,

Tl = prt =1,
respectiv

(—2) + 2o =a+ (—2)=0.
Exemple

1. Cum e e = e, rezultii ci elementul neutru este simetrizabil gi simetricul
lui e este tot e. In notatie multiplicativi avem 171 =1, jar in notatie
aditiva —0 = 0.

a

2. Matricea A = My(Z), A = ( b) cu ad — cb = 1, este simetrizabild

c
(inversabild) in raport cu operatia de inmultire din My(Z) si

A‘1=( 4 Ab)E M%)

il a




[n adevar,

( d —!J)(a b fad — be 0 )H_(i 0 _E
—c al\e d)”( 0 —cb+ad) L0 1)i

si analog

(a b}/ d —-blz{i Ol:E

e d)l—e a) \0 1)

8. Orice numir intreg cste simetrizabil in raport cu adunares numerelor
intregi; numerele intregi simeirizabile fati de inmultire sint 1 si —1,
1"t =1, (1)t = —1.

4. Cousultind tabla daté la § 3 pentru compunerea functiilor din &(F), unde
E = {1, 2}, se observd cd eoe=c si fof = ¢, deci functiile e i f sint
simetrizabile (inversabile) si ¢l =e, f1 =7/

72. Teoremi. Daed », y © M sint elemente simetrizabile o rapoert

eu 0 lege de compozitie A x MW — M, (v, y) vy (asociativi gi cu

/

ment neutru) atunei z s y si ' sint simelrizabile. Mai mult:
1) (m s y) =yg'wa
2 e = @,
Demonstrafie. Avem:
Wra)e(zry) =y *(@x(xxy) =y % (&' = x)+y) =
=yxlesy)=y'ry=ce

’

i analog (2 # y) « (¥ = 2') = e. Rezultd ¢ 2 = y esle simetrizabil si (zx y) =
=y" * &', A doua afirmatic este imediatd.
Proprictdtile 1) si 2} din enunjul teoremei precedente se transeriu multi-
licativ - astfel:
(2 = yla, (e =,

ar in notatia aditiva
!

—(2+y) =(=y) + (—2), =(—2) = 2

Se face urmditoarea conventie de notatie:

| z—y¥at(—y !

‘R- - 1‘ S& se arate cil legea de compozitie

Exercitii rezolvate
|
\
!

LxZ -7 (v, y) »z0y=0+4y — ay
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are element neutru si s se determine elementele simetrizabile, Aceeasi pro
blematici pentru legea de compozitie

QxQ—-Q, (2, y) mroy =24y — ay.

Solugie. Dacd ¢ = Z eosle clement neulru penlru legea de compozilie 0%, trebuj
sd avem

r=e0pr=¢tax—ecr, Yerxeld
deci
e = ex, Yaes i
si in particular e = e+ 0 = 0. Pe de allil parte se verified ¢i 0oz =200 =z, Vo=

der‘x numirul 0 este elementul neutru al legii de compozilie 0%,

Fie a € Z. Pentru ca « si lfie simetrizabil in raport cu legea de compozifie .0
trebuie si existe x e % astfel incil

D=gox=0-+a— ax,
de unde
ala — 1) = a.
Se observdl cd aceastd ecnatie admite o solutie ¢ & & dacil gi numai daci a = 0 say
a = 2, Blementele simetrizabile sint 0 si 2, 0" = 0 gi 27 = 2.
Cind Z se inlocuieste cu @, elementele simelrizabile sinl Loate numerele rafional

a 1.

iR — 2| Fie d un numdr intreg liber de patrate si

A= (“ {M), a, b @, a#0 sau b # 0}.

e {A < M) b a

1) H este o parte stabilda a lui M,(Q) in raport cu inmultirea matricelof
2) Orice matrice A © H este inversabild (simetrizabild) in raport cof
operafia indusa.

bd db
Solufie. 1) Fie A, Be H, A — (” i (", =%
b a b o
Avem:

aa’ + dbb'  d(ba’ + ab’) a” db”
AB = =
ba' + ab’  aa’ 4 dbb’ 5 a
unde ¢” = aa’ + dbb’ & ), b” = ba’ |- ab’ & (. Pentru a avea AF = H este suficien|
si ardtim ¢l @” % 0 sau b” #£ 0. Dacil a” = 0 51 b” = 0 atunci @ = o i y =" esle
solutie nebanald a sistemului omogen:

ax - dby =
() )

| b« =0,

Deoterminantul matricei acestui sistem esle egal cu @ — db® Cum d este liber df

pitrate si @ # 0 sau b 7= 0, vezulld ¢ @® — db* ¢ 0 cici alifel l/d = §. Contradictid

Dar din a® — db® % 0 vezulti ci singura solulie a sistemului (*) este x = ¥ = 0. Rimin
adevirat ¢d a” = 0 sau b” 3 0, deci AB = H.

2) Se observi ci malricea unitate £ e H gi fic A = JJ. Sd arvitim ci existd.

matrice X € H.

x  dy
X = J Yy, xs:0sau y#0
Y X
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astfel fncit XA = AX = E. Avem:
1 0 :E:AX=[G db [z dy =(a.:c+dby d(bm—i—ay)]
0 1 b a ¥y bz -+ ay ax 4 dby
ceea ce este echivalent cu sistemul liniar:
(#%) azx + dby = 1,
ba + ay = 0.
Determinantul sistemului (**) este a® — db® 5% 0 si unica solutie este o = a /(a® - db?),
y = —blla* — db?).
Cum a 3% 0 sau b 5% 0, rezultd 2 # 0 sau ¥ % 0. Agadar:
a —db

a® — db® a® — db?
X = e H.
—b a

a* — db?* a? — db?
Se verifici si egalitatea XA = E, deci A~! existd si A= X = H.

§ 8. PROPRIETATI ALE ADUNARII 51 INMULTIRII MODULO n

In capitolul 7, § 1, au fost enumerate proprietifile adunirii gi inmulfirii
numerelor intregi.
Anume, cu terminologia adoptatd in capitolul de fatd, adunarea numerelor
intregi,

ZxZ-12 (z, yy ooty

este asociativd, comutativd, admite pe 0 ca element neutru si orice numdr
intreg admite opus.

De asemenea, inmultirea numerelor intregi

Zx L2 (v y) a2y,

este asociativd, comutativd si admite pe 1 ca element neutru.
In fine, inmultirea numerelor intregi este distributivd fatd de adunare:

2y + z2) = zy + xz, Yz, y, z & L

Fie » >0 un numir intreg. Dacid a, b € Z am definit suma modulo n
a lui ¢ cu b, notatd cu ¢ @ b si produsul modulo n al lui a cu b, notat cu
a@® b ca fiind restul impértirii prin n al numérului @ + b, respectiv ab:

e®b ™ (@a+b) modn, a®b® (ab) mod n.
S-au obtinut astfel doud legi de compozitie pe Z,
ZXZZ (a b)) ~a®@b si ZXZLZ (a, b)) »a®@D

numite adunarea modulo n, respectiv inmuliirea modulo n.
Ne propunem in continuare sd studiem proprietdtile acestora. Un rezul-
tat util pentru acest studiu este urmétorul:
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81. Lemia. Fie a, b & Z. Atunci orieare ar fi 2, k & Z avem:
(@at+nh)® (P +nk)=0@b

(@ +nh) ® (b + nk) =a @ b.
Demonstrajie. Pentru orice h §i k € Z avem:
(@ + nh) + (b + nk) = (e +b) + alh + k)
5l

(a + nh) (b + nk) = ab + n(ak + bh -+ nhk).
Rezultid ¢ numerele (@ + rh) + (b + nk) $i a 4 b dau acelasi rest prin
impartirea cu n, deci
(@ ++nh)y@ (b +nk)=a®b
gi, de asemenea, numerele (@ 4 nh) (b + nk) si ab dau acelagi rest prin impar-
tirea cu n, deci
(@ +nh) ® (b + nk) =a @ b.
8.2. Teorem i Operatiile de adunare gi inmulfire module » au pro-
prietitile: ‘
Hicabd@e=a® b @ c),
DNaDb=>b@ a,
Na@bh)@ec=a® (b &),
) a @b =106 a,
Na@UbOd=e@bDaD e
giivare ae $oa, b, c= .
Demonstrajie. 1). Cum, a @ b este restul impérfirii lui @ -+ 0 prin 7,
existd ¢ € Z astfel incit
a+b=ng-+(a®d) |
Din lema precedentd rezulta: |
(e®b)@c=(a-+b)@c=(a+0b)|¢ mod n.
Deasemenea:
a@db@de)=a®(b+c)="(a+ (0 +0) mod n.
Dar (@ +b) 4+ c=a-+ (b +¢), de unde (e@b)Dec=a® (b ®c)
4) Avem:
a® b= (ab) mod n = (ba) mod n =5 ® a.
5) Aplicind lema 8.1 avem:
a®@ b @c)=a® b+ c)=(alb + ¢)) mod n = (ab + ac) mod n =
—ab @ ac=a@bDa®c
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Proprietatea 2) se demonstreazd ca 4), iar 3) ca 1).

S& observam ca& adunarea modulo » nu admite element neutru. In ade-
var, si presupunem ci 0 £ 7 este astlel inclt 0 @ e =a® 0 =0,V a < Z.
Dacie & &, = {0,1,2,...,n — 1}, atunci 0 @ @ # a pentrucd 0 @ «<&,.
(ontradictie.

Analog se aratd cd inmultirea modulo n nu admite element neutru.

Asa cum s-a mai observat, avem:

Va, be @, =2a @b S &y, a® 0 E &,y

Putem deci considera operatiile induse pe &, de cdtre operatiile de
adunare si inmulfire modulo #,

K, X K, = &K, (a, b) - a @b
espectiv
Ry X Ry = Ay, (a, b) - a® b

Aceste operatii au evident proprietatile 1)—5) din enuntul Teoremei 8.2
(v. Remarca 5.2), Cum:

0B ae=a®0=aq, 1®a:a®1:a, Vac &,

ezultd cd numerele 0 gi 1 sint elemente neutre pentru operatiile induse pe
&, de citre adunarea modulo 7, respectiv inmuliirea modulo z.
In fine, sd& mai observim ci

a@n—al=0—a&®ac=0, Vag& &y

s eum n — a &R, oricare ar {i aE&,, a#0, rezultd cff orice element aZ &,
ste simetrizabil in raport cu operatia indusa pe &, de citre adunarea mo-
lulo 7, simetricul (opusul) lui ¢ fiind n — a dacd @ % 0 si 0 dacd a =0.

Fie n = 6. Tablele operatiilor induse pe &3 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} de ciitre
idunarea i inmultirea modulo 6 sint:

@ 0 1 2 3 4 5 ® 0 1 2 3 4 5
L0 1+ 2 3 4 5 0] o0 0 0 0 0 0
11 2 3 4 5 0 110 4 2 3 4 5
212 3 4 5 0 1 210 2 4 0 2 4
3] 3 4 5 0 1 3 3]0 3 0 3 0 3
4/ 4 5 0 1 2 3 40 4 2 0 4 2
Bl 5 0 4 2 3 4 5l 0 b & 3 2 14
Tabla adunirii modulo 6 Tabla inmultirii modulo 6

Taptul cd operatia indusd pe &, de adunarea modulo 6 este comubativi
§i cd admite pe 0 ca element neutru se constatd si pe tabla acesteia. Folosind
notatia aditivd pentru simetric, se constatd de asemenca ci:

~0=0, —1=5 —2=4 —3=23 —4=2 -5

0
2




cécl
0@0=0 1®5=0, 294=0 3@ 3=0. |

Elementele din &, simetrizabile in raport cu operatia indusd de inmu'l
tirea modulo 6 sint 1 gi 5. Folosind in acest caz notagia multiplicativd pentr
simetric, avem:

1= 1 e L

cici 1@1 =1, 5®5 = 1.
Remarcd. Operatia & are prioritate fatd de | @™ si de aceea Intr-o expresie
(¢ ® b) @ ¢ parantezele pot fi omise, scriind simplu « ® b @ e.

Exercitii rezolvate

|R — 1‘ Gasiti solutiile din &, ale ecuatiilor:
NHERz@ 2 =4,
2)3® x@®4=A4,
32® @3 =2

unde ,@®% si ,®% sint simbolurile adundrii gi inmulgirii modulo 6.

Solugie. 1) Cum 5 R 2P 2P 4L =6t@ L iar 24 = 051 4 @ & = 2, rezultd
0@ x= 2,

Din tabla inmul{irii modulo 6 rezultd ci x=4. Acelasi rezullat se obfine observin

cd 5 este simetrizabil in raport cu ,,° i 51 = 5. Deducem:
7= @iz = (5()5) @ z =56 & 1§ Diz) =R 2=15% |

2) Cum 3@ a@e®2=4@ 2, rezulfd cd 3 & « = 0.
Din tabla fnmultirii modulo 6, gisim pentru = valorile
(O ecuatie de grad 1 admite trei solutiil).

3) Cum 2@ a@3@3 —2@ 3, rezulld 2 ® = — 5. Din tabla inmul}irii modulal
se constati el nu existi xz e &, astfel incit 2 ® & = 5. Asadar ecualia 3) nu admi
solutii.

I
=

’R — 2I 1) Rezolvali in &, ecuatia 2 ® ¢ @ 3 = 2.

2) Ardtati cd ecuatia a @ D b =0 cu a, b E &
a # 0, admite o solutie unica in &,

51

3

Solugie. 1) Adunind la fiecare termen al ecuatiei opusul lui 3 in raport cu adunarf
module 5 pe &;, se obtine:
2R BDID2 =202,
deci
2 ) w =4
Din tabla inmulfirii modulo 5 pe &; se constatd ca 2 este simetrizabil gi simetricul |
2 in raport cu aceastd operafic este 8. fnmulfind cu 3 ecuafin 2@ » = 4 se obf
3®2(@J':3®f{
sicum 3@2=1, 3@ 4 =2, deducem 'cd x = 2.
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2) Consultind tablele inmulfirii si adunirii module 5 Pe Ry = {0, 1, 2, 3, 4} (v. § 3) se
constatd ci toate elementele b = Sﬂﬁ sint simetrizabile in raport cu adunarea modulo 5 si ci
toate elementele @ = Ry, @ £ 0, sint simetrizabile in raport cu inmulfirea modulo 5. Asadar
ctapele de rezolvare de la pet. 1) pot fi parcurse si pe cazul general a @ x @ b = 0, a =305
deci ecualia a @@ @ b =0 are cel pulin o solufie in &,.

Fie v, v, € &, astlel incit Re.®b=0si a®@x, ®b=0. Atunci avem :
QT Pl=a@uz,® b.
Adunind opusul Iui b la ficcare termen al egalitatii precedente obtinem
a®r —a®

si inmultind termenii acestei ultime egalitdfi cu simetricul lui a in raport cu inmultirea mo-
dulo 5 se obline x, = x,.

1, /54 se alcituiascdi tablele operatiilor induse pe &, = 10, 2,81 (% de adunarea si in-
mulfirea modulo 4.

2. Avdtali ci mullimea H = {0, 1, 2, 3, 4} C Z este stabild fafd de legea de compozitie
ZxZ—Z, (v, 1)— |2 — | sisii se alcituiasei tabla operaliei induse.

3. | Aritati ot orice submulfime H # @ a lui R este stabild in raport cu fiecare din legile
de comporzitie
lef derl o
'uc._]_ﬂl‘_l;max{oc, ﬁ};mT@ﬁmin {o, B}, Vo, BeR. -
Aleatuiti tablele operafiilor induse pe H = {, B, v}, unde .

BBy e T e S

Fle ‘H'= {a-e N|a| 12}. Aritati ci JT este o parte stabili a Iui N in raport cu fiecare
din legile de compozilie : -

s

a Ll:d;rfc.m.m.d.c.{ﬂ- 0}, a T hi—.rc.m.m.m.c. {a, b}, V a, b = N.
Alciituiti tablele operaliilor induse,
5. Penlru care valori ale parametrului real ) intervalul (2, oo) este o parte stabili a lui R
1 in raport cu legea de compozilie
.r*yg.ry —2r -2y + )\ V=R,
Ble E =R\ {—43/3, Jalsbsi i B I T i <9l detinite astfel: ‘_
&) = = fu®) = (x + V31 — 2 ¥3), fifx) = @ — V)1 + 2/3), ¥ = < E.

Aratati cd H = {f,, f,, f5} este stabild in raport cu operalia de compunere a funcliilor
si aledtuifi tabla operaliei induse.

def
7. Pe R definim legea de compozitie R x R — R, (x, y) — 4y, unde Txy—=c + i + xy.
[/Aratali ca aceasld Jege de eompozitie este asociativa, comutativi si cu element neutru.
Intervalul [—1, o) este o parte stabild a lui R in raport cu legea de compozilie ,x“.

8. Aritali cit legile de compozilie de 1a ex. 3 sint asociative si comutative. Studiali exis-
tenfa elementului neutru pentru operatiile induse pe intervalele [a, b], {fl, b), (a, b], (a, b)

\
unde a, b € R, a < b, \

§ — Matematica—algebra, cl. a XIT-a
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11,

12.

13.

14.

15.

16.
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Ariitali cil legile de compozitie definite pe N la ex. 4 sint asociative si comutative. Stu-
diati existenta elementului neutru pentru aceste legi de compozitie si pentru operatiile
induse pe H = {a = N| a| 12}.

Fie M = N x N. Pe mul{imea M introdueem legile de compozitie :
def
(%ﬁ%%aw=4x+ny+mx

(= )z, e : (ez + yw, 2w + yz)

oricare ar [i perechile (%, y) si (z, w) din M. Aritati cii aceste legi de compozitie sint aso-
ciative, comutative si cu element neutru

|
Fie M = Z x Z*, unde Z* = Z\ {0}. Pe mulfimea M introducem urmitoarele legi de
compozitie :

@+ & W @ + gz, gw),

; @ 0 0, )

I
oricare ar [i perechile (x, y) si (z, w) din M. Ariitati C‘l acesle legl de cnmponpe sint aso-
ciative, comutative si cu element neutru.

Fie a, b, ¢ = Z, b # 0. Pe Z definim legea de compozitie ,*“.

le f
T=azy + bz + ) + ¢, Vo, y = Z.
1) Ardtali ci ,+“ este lege de compozifie asociativi daci si numai daci
b — b— ac = 0.

@

2) Gind ¥ — b — ac = 0 legea de compozilie ,=“ are element neutru daci si
numai dacii | e.

Pe multimea N a numerelor naturale definim legea ‘de compozifie ,+%
def
N x N— N (m, n) = msn=—m".

1) Cercetali proprietitfile acestei legi de compozifie.
2) Determinafi tripletele (m, n, p) de numere naturale diferite de 0 astfel incit

(msn)+p = mx(nxp).
Pe R se defineste legea de compézitie s
RxRBR—R, (x, y) — amdi—fxy + 2ax + by.
Determinati a si b astfel incit legea de compozilie ,+" sd fie comutativd si asociativi.
Pe R se'defineste legea de compozifie ,x,
- RxR—R (x,y)ar*yd=era:y—x-—y+2.
Gercétati existenta elementului neutru.

Fie M mul{imea matricelor A = M,(R),

0 a
A= ,a, b= R
g 0 b :
Aratati :

1) A, Be M=> AB<s M;
'2) Nu existd U € M astfel incit UA = A, VA € M;
3) Existd o infinitate de matrice V = M astfel incit AV = A, VA & M.




\/

8. Pe M,y(R) se deflineste legea de compozitic ,+“

4

Admite element neutru operatia indusi pe M de inmultirea matricelor ?

{17, Pe R} = {a € R| a > 0} definim legile de compozitic :

b
g (media aritmetici)
def i Sy
g = Vab (media geometrica)
alAbd Eﬂ (media armonici)
a4 b
YV a, b= Rj.

Ardtali cfl aceste legi de compozilie sint comutative si nu sint asociative. Admit element
neutru ?

AL AR B VA, B e MyR).

“

Studiati dacdi legea de compozilie . «“ este asociativi (comutativi). Admite ele-
ment neutru ?

. 19. Determinati pirtile stabile t'mll.e ale lui Z in raport cu inmulfirea. Este R\Q parte sta-

bild a lui It in raport cu adunarea si (inmulfirea) ?

20. Fie H mulfimea numerelor reale de forma a + bl/fa, b = Q ce satisfac condifia az —
—2b* = 1. Aritafi ci H este o parte stabild a lui R in raport cu inmul{irea si cd toate
numerele din H sint simetrizabile in raport cu operafia indusi.

21, Fle M mulfimea matricelor A € M,(R),

a 0
A= "L a b c=R.
¢ b

1) Daci A, B < M, atunci AB € M.
2) Care sint clementele simetrizabile ale lui M in raport cu operatia indusi ?

22, - Determinali elementele simetrizabile in raport cu inmulfirea modulo 12 din &,,.

23. Examinind tabla inmulfirii modulo 8, deducefi cii pentru ecuatia « Rx@b=0, cu
a, b & R, a # 0, sint posibile numai cazurile :
1) nu are nici o .solujie in Ry;
2) are o singurd solulie in &, ;
3) are doud solulii in R ;
4) are patru solutii in &,;.
Dafi cite un exemplu de astfel de ecuatie pentru ficcare tip.

24,  Gasifi toate solufiilé din &,, ale sistemului de ecuatii liniare

3®I€B"4®y:119
1@xPIQRy = 10.
*
* *
25, Fie n > 0 un numir intreg si

M = {(a, b)|a, b € Z, (a, n) =1}.
1) Daci (a, b), (¢, d) = M = (ac, ad + be) € M ;
2) Legea de compozitie ,+* defliniti prin M prin:
(a, b)«(e, d) = (ac, ad + be)
este comutativd si asociativi.
3) Determinati elementul neutru si elementele simetrizabile.
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26+,

a7%,

28*,

29%,

30*,

Pe o multime M se di o lege de compozilie asociativi
M x M— M, (z, y) — %Y.

Presupunem ci Ja € M astfel incit y € aMa = {axa| x & M}, Yy = M.
Aritati cit o asemenea lege de compozilie admite element neutru.

Fie ,T“si , | “ douil legi de compozilie pe mullimea M, cu elemente neulre e respec-
tiv ¢’. Dacd oricare ar fi x, y, u, v € M avem :

Ty L@To=kLo)TEL,

atunei :
Lyier=e
2 e T p=wxL 1 Yz, y € M.
Dz ly=yLlrx vz, y = M.

Fie M o muliime cu trei elemente.

1) Cite legi de compozilie se pot defini pe M?

2) Cite dintre acestea sint comutative ?

3) Cite admit element neutru ?
Generalizare.
Pe multimea punctelor unui plan II definim legea de compozilie @:I % IT— II

def

¢(4, B) = G« C este simetricul lui A in raport cu B,

1) Ariitali ci o nu este asociativi si niei comutativa.

2) Raportind punctele planului la un reper ,0x,, arditali ci mulfimea H a punc-
telor planului de coordonate intregi este inclusd in orice parte stabild T a lui II in ra-
port cu q care confine punctele de coordonate (0, 0), (1, 0), (0, 1),.(1, 1). %

Fie M multimea tuturor secventelor de opt litere din alfabetul latin, numite cuvinle de
lungime 8 peste alfabetul latin. Daci «, B € M, definim cuvintele ax( si aof astfel: axf
este cuvintul format cu primele 5 litere ale lui ¢ urmate de ultimele trei litere ale lui {3,
iar cof este cuvintul format din ultimele 4 litere ale lui o urmate de primele patru litere
ale lui . Astfel, dacd o« = aartbbed si p = esttrabb, atunci ax@ = aartbabb si ach =
— hbedestt. Ariitati cii legea de compozitie ,»“ esle asociativa, iar o' nu este asocia-
tivd. Studiali comutativitatea. ]




GRUPURI

MIONOIZI

Algebra modernd are ca subiect studiul structurilor algebrice. Prin
 structur@ algebricd se intelege o multime nevidi M inzestrati cu una sau
mai multe legi de compozitie ¢, ¢, ..., care satisfac o listi specifici de pro-
prietati, numite axviomele structurii.

Prima structuri algebrici pe care o introducem este structura de mo-
noid. Prin monoid se intelege un cuplu (M, ¢) format cu o multime nevida M
si o lege de compozitie definitd pe M, ¢ : M x M — M, asociativi si cu ele-
ment neutru. Se mai spune ci M este (formeazi) monoid in raport cu ope-
ratia . , ‘

Mai sistematic, folosind de exemplu notatia ,**“ pentru legea de com-
pozitie. definifia monoidului se poate da astfel :

I jinifte. O, multime nevidd M este moneid in raport cu
deiiniti pe M,

M % 1'\-’( = M, (z, y) —'xey
ficute urmﬁwarelcv axiome :
(xey)xz = xe(ynz), vV,
M astfel ineit exx = :r#c' =z, Vs M.

Dacd pentru legea de compozitie ¢ a monoidului se foloseste una din
notatiile , =%, , 4+, , -* etc. atunci in loc de (M, ¢) scriem (M, *), (M, +),
(M, ) etc.

Adesea cuplul (M, 9) se noteazii tot cu M ; in acest caz M se interpre-
teazd fie ca fiind cuplul (M, ¢), fie ca fiind multimea supor! (subiacentd) a
structurii de monoid.

Ansamblul de conditii M,, M, poarti numele de aziomele monoidului.
Ilementul e & M care satisface axioma M, este unic determinat (v. Teo-
rema 6.2, Cap. II) si se nume;.té elemenitul neulru al monoidului M,

Vom nota cu U(M) multimea elementelor lui M simetrizabile in raport
cu operatia acestuia.’ Gind M este dat in notatie multiplicativi, elementele
din U(M) se mai numesé¢ incd si unifdfi ale monoidului M.

Spunem c& monoidul M este comulaliv daci operatia acestuia satisface
si axicma : :

M) TRl = ysx, v, ¥y € M.
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2.

Adunarea numerelor este asociativdi, comutativi si admite pe 0 ca ele-
ment neutru. Rezultd cd (N, +) este monoid comutativ, numit monoidul
aditiv al numerelor naturale. De asemenea, (N, -) este monoid comutativ,
numit monoidul multiplicaliv al numerelor naturale.

Fie £ o mulfime §i @(E) multimea tuturor partilor lui E.

Cum :

’M,) XUYWUZ=XU(YUZ, VX Y, Ze<8&E)

M) gl X=Xz =X, v X € a(E)
M,) XY = ¥IX VX, Y, Z = &(E).

rezultd cd (2(E), |J) este monoid cemutativ.
Analog, (2(E), ) este monoid comutativ.
Fie E o mulfime si &(E) multimea tuturor functiilor f: E — K. Cum
M,) (Fog)oh = fo(goh), V[, g. h e §E)
My) Lgof =foly =, Vfe §(E)
rezultd cd &(E) formeazi monoid in raport cu operatia de compunere.
Dacd E are cel putin doui elemente, atunci ($(E), o) nu este monoid
comutativ (v. tabla operatiei lui §(E) cind E = {1, 2}; Cap. 11, § 3).
S& observiim e# intr-un monoid M sint adevirate toate rezultatele
obfinute in Cap. Il in legituri cu elementele simetrizabile.
Daci ¢ = M definim inductiv pulerile lui @ cu exponenti numere
naturale astfel :

a®=e¢, at =a, a® =an, a* =aa, ..., a* =a*a, ...,

sau mai condensat prin

L det| € daca n =0,
a"'.a daci n > 0.

Demonstralie. Este suficient si aritim ci pentru m fixat, afirmatiile

din enun{ sint adevirate oricare ar fi n € N. Cum

si

a™:q) = q™.e ='a™ = q™to

(@™ =¢ =a? =a™*",

afirmatiile din enunt sint adevirate pentru n =0,
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Presupunem ¢i n > 0 si ci afirmatiile din enunf sint adeviirate pentru
n —1. Atunci:

a™a® — am(&n—l. ) - (ﬂm.auAl)a S am+ufla = q™t#*
$i ; )
(am)u == (am)ﬂ-l_am bl am(nwi) a™ = am(n—l)+m — g"®,

Analog, daci legea de compozifie a monoidului M este dati aditiv, defmlm
multiplii na ai lui a, cu n € N, astfel :

def 0 daci n — 0
na — )
(n —1)a**ta dacin>0.

Rezultatul din teorema precedentd se transerie aditiv astfel :

‘ma +na =(m 4 n)a, n(ma) =(m)a Yym, n € N

JB —1 | Fie M mulfimea tuturor matricelor A € M,(Z) de forma :

A C),a,b,cez.
0 b):

1) Sa se arate ci M este o parte stabild a lui M,(Z) in raport cu inmul-
tirea matricelor si ci formeazi monoid in raport cu operatia indusi.
2) Determina{i elementele simetrizabile ale monoidului M.

‘Solufie, 1) Fie A, B € MyZ). -

! a ¢ u w

A= 5 B= .
(0 b) [0 u)

(] c) fu w)’ au  aw + cv
AB = = s M.
| FE o e

Rezultd ci M este o parte stabild a lui M,(Z) in raport cu inmulfirea matricelor.

Cum
L [1 0
E = = M
0 1

rézultd cd operatia indusd pe M admite element neutru, anume pe E, Operatia indusi este
si asociativd cdici inmullirea matricelor este asociativil. Rezultd ci (M, -) este monoid.

2) Presupunem ci A = U(M). Atunci existdi B € M astfel incit AB = BA — E.
Cum

Avem :

1 = det(E) = det(AB) = det(A) det(B)
si det(A), det(B) sint numere intregi, rezulti ci det(4d) = +1, deci

(R
b

ab =

e
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Cum a, b € Z rezultd e ab — L daci a = 1, b =1 sau a — -1, b= —1 si ab = —1 dacd
a=—1, b=1saua=1, b = —1. Asadar, dacit A U(M) atunci A este egald cu una din
matricele :

1 c] —1 ¢ —1 ¢ 1 ¢
) ’ 5 eie i
(() 1 0 —1 [ {] 1] (0 i i]

Reciproc, matricele din lista precedentii sint elemente inversabile ale monoidului M, inversele

lor fiind respectiv matricele :

[ ks A, (el =5 ) 1 G
] ¥ y PR el =1
(n 1] ( 0 4-1] ( 0 1) [(1 -t]
dupd cum usor se poate verilica.
IB — 2’Fie E o multime nevidi.si f = &§(F). Urmitoarele alirmatii
sint echivalente :
a) f este element simetrizabil al monoidului (F(E), o) ;
b) f este functie bijectiva.
Enumerafi elementele simetrizabile ale monoidului (#(E), o), unde
E={1, 2, 3}
Solufie.a) = b). Gum [ este clement simetrizabil, existi ¢ = §F(E) astfel incit :

fog = gof = 1.

Rezultd ci f este functie bijectivd (v. Ex. BR—1, Cap. I).
b) = a). Cum f: E — E este functie bijectivdi, pentru -orice y € F existi = € F unic
determinat astfel incit y = f(x). Definim ¢ : E — E prin:

lef
I =xesf(x) =y, VyeE.

Avem :

(feg)W) = [(gy) = f(x) =y = Lu(y), Yy E
si

(goN®) = g(f(®) = g(u) = = = 1(x), V& <=,
de unde

fog = gof = 14

deci [ este element simetrizabil al monoidului (§(E), o).
Presupunem e E = {1, 2, 3} si f & §(E). Cu conventia de Ia § 3, cap. 11, funelia [ se

poate da prin :
r ( 1 2 3
fay 2y f3)
Evident, $(E) are 3 %3 x 3 = 27 elemente, [ fiind simetrizabil (= bijectiv) daci si numadi

dacd valorile sale f(1), f(2), f(3) reproduc, intr-o ordine arbitrari, numerele 1, 2, 3. Avem deci
3! = 6 elemente simetrizabile, anume :

1 2 3 ] S B R SN
e = : 6 = N ™=
I R ¢ 2 3 1 ~ 3 y R

e A T e RS

Asadar U(F(1) = {¢, o, ™ « B, v}.
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Nofiunea de grup ocupi un loc central printre structurile algebrice.
Teoria grupurilor are in esen{d o sursi unicd : stadiul, in raporl cu cperalia
de compunere, al funcfiilor bijective ale unei mullimi in ea Insdsi.

Definifia notiunii de grup se di imediat cu ajutorul celei de monoid :
un monoid G cu proprietatea cad orice element * € G este simetrizabil (in
raport cu operatia acestuia) se numeste grup. Mai precis: '

%

Elementul e = G, a carui existen{i este asigurati de axioma G, este
unic determinat (v. Teorema 6.2, Cap. II) si se numeste elemenlul neuliru
al grupului G. Elementul = 2 cdrui existen{i este asiguratd de-axioma Gy
pentru orice x € G, este unic determinat (v. § 7, Cap. II) §i se numeste sime-
tricul lui x ; in notatia multiplicativd punem a’ = x~!, iar in notatia aditivil
punem 2’ = —x, numit inversul, respectiv opusul lui z. :

Ansamblul de conditii G,, G, si Gy poartd numele de axiomele grupului.
Daci in plus este satisficutd §i axioma :

G,) z¢y =ypex, Vo, YEG,,

atunci cuplul (G, *) se numeste grup abelian sau grup comuiativ

1..Grupul permutdrilor de 3 obiecte. Fie I = {1, 2, 3.

Si notdam cu &, multimea tuturor functiilor bijective de la E la E.
Folosind conventia de la § 3, Cap. II, acestea pot fi descrise astfel:

18205 D e ) ) LR
lp'=e = gt O i =S
(l 2 3) (2 3 l) S s

WEone s 8 s g ] 123)
oa = 5 == i —
(132 (321‘ Tl 13

deci €y = {e, o, ™, «, B, v}
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Cum compusa a doua functii bijective este o funclie bijectiva
(v. Teorema 2.2, Gap. 1) rezulti ci S, este o parte stabila a lui §(E)
in raport cu compunerea functiilor.

S alcadtuim tabla operafiei induse pe &; de citre compunerea
functiilor, operatie numitd compunerea permuldrilor de trei obiecte.

0 ep o e =i BT
e G e S S A B e
' o @ AR e R R R
T TG e A e B S o
o N A e ol
¥ a T € ©
Aral B s SRS ST A e

Tabla grupului &,.

Avem, de exemplu, cox = v. In adevir,
(ooa) (1) = o(a(l)) =a(l) =2 =x(1),
(gox) (2) = o(a(2)) =a(3) =1 =y(2),
(o00) (3) = o(a(3)) = a(2) =3 =+(3)
de unde cox =Y.

Cum compunerea functiilor este asociativii §ilg= e=&;, rezultd ci
(S;, o) este monoid. Se observa pe tabla operatiei lui &, ca orice ele-
ment din &; este simetrizabil, anume :

el—¢ g =nm . wil =g al—a Bt=0y=x

Rezulti ci (&,, o) este grup, numit grupul permuldrilor de trei
obiecte sau incd grupul simefric de grad 3. Din tabla operatiei lui &, re-
zulti ci acesta nu este grup comutativ.

Analog, daca n>1 si E={l, 2, ..., n} atunci mul{imea &, a func-
tiilor bijective de la E la E formeazi grup in raport cu operatia de com-
punere a functiilor ; (S,, o) se numeste grupul permutdrilor de n obiecte
sau grupul simetric de grad n.

Grupul lui Klein. Fie E =R X R si & = {15, u, v;.w}, unde u, v si w
sint urmitoarele functii de la E la E (v. fig. IIL1);

u:E —E, u(x) = (x,, —3),
peE-sE, v(x) = (—x;, ),
w: E—E, o) = (=2, —%s),

oricare ar fi * = (z;, 7,) € E =R X R.
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X2
vix)=(-x,%5)
B = e = = = —— :/—-4::(1,,;2’
- |5
/” | e
/”// . l 3 ]
=3 |
// l
o () = (%7~
wik)=(-x,-x3] ulx) =(xy,~x 20
1
Fig. 1IL1.

Dacd compunem doud functii din & se obtine tot o functie din &.
De exemplu, avem uov = w. In adevir, pentru orice x € E, x =(x,, %),
avem : i

(uow) (®) = u((@) = u((—r,, ) = (—=;, —x:) =w(x),

de unde uov — w. S alcituim tabla operatiei indusi pe & de citre com-
punerea functiilor din &(E).

<3 | T )

10 1z u v, w
u u 1l w v >
v v w 1z u

2| Sy S A g

Tabla grupului Klein.

Cum ¢ompunerea functiilor este asociativi si 1; & &, rezulti ca
(&K, o) este monoid. Se observd pe tabla operatiei lui & cd orice element
din & este simetrizabil, anume :

=1 1 =1

1= = Gt = v, =
Asadar (&, o) este grup, numit grupul lui Klein. Din tabla operatiei,
se deduce ci grupul lui Klein este comutativ. Si observim ci elementele

grupuhﬁ & sint functii bijective. Aceasta se poate verifica direct sau

observind ci wou =1z vov = 1z, wow =1, si aplicind apoi rezultatul

de la Ex. R—1, Cap. L.

3. Grupul (R,, @) al resturilor modulo n. Fie n =4 i &, = {0, 1, 2,"3}
Se stie ¢i &, este o parte stabild a lui Z in raport cu adunarea modulo 4.-
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S& alcdtuim tabla operatiei induse.

i) R el .
T MG TR RS
[ SO Y T

. 2l 3kl g

- gl gl a

Tabla grupului (®,, @).

Operatia indusi pe &, de citre adunarea modulo 4 este asociativi
(v. § 8, Cap. II). Din tabla acestei operatii rezultd ci admite pe 0 ca ele=
ment neutru, ci este comutativi si cd orice element din &, este sime-
trizabil in raport cu operatia indusi :

—0 =0, -1 =3, -2 =2, -3 =1.

Asadar, (&,, @) este grup abelian. Analog se arati ci (®,, @) este
grup abelian, unde &, = {0, 1, 2, ..., n —1} jar ,, @ este operatia in-
dusa pe &, de catre adunarea modulo n, numit grupul rest:';rilbr modulo n.

4. Din proprietitile adunarii si inmultirii numerelor, mentionate in Cap. 1,
§ 1, rezulti ca

@, ). (0, +), B, +) 5i (€ +)
sint grupuri abeliene, numite respectiv grupul aditiv al numerelor intregi,
- rationale, reale, complexe.
De asemenea, notind
0* = O\ {0}, R* — R\ {0} 5i €* = €\ {0},
atunci y
(0% ), (R, ) 5i (€, )

sint grupuri abeliene, numite respectiv jrupul mulliplicaliv al numerelor
rationale, reale, complexe diferite de zero.

REGULI DE CALCUL INTR-UN GRUP

Cum orice grup este monoid, calculul algebric cu elementele unui grup
beneficiaza de toate regulile valabile pentru legile de compozitie asociative
si cu element neutru (v. § 1). !

Pe de altd parte, pentru grupuri avem o serie de reguli care nu sint in-
totdeauna 'aplicahile in cazul monoizilor. In esen{ii, aceste reguli se funda-
menteazii pe proprietatea ca orice element al unui grup este simetrizabil
in raport cu operatia acestuia,
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Demonsirafie. Presupunem ci pentru a, b, ¢ € G avem aeb = awc §i
fie a’ simetricul elementuluni a. Avem:

b = exb = (a'#a)eb = a'x(arb) = a's(axc) = (a'sa)sc = exc = ¢,
deci b = ¢, de unde rezulti ci este adeviratd régula de simplificare la stinga.
Analog se demonstreazi regula de simplificare la dreapta.

Demonsirafie. Daca x, $i z, sint solutii din G ale ecuatiel arx = b, atunci
axx; = b = axx,, _
deci axz, = arx, si folosind regula de simplificare la stinga obtinem x, =x;.

Asadar, ecuatia axx = b are cel mult o solutie in G.
Fie £ — a’'xb, unde a’ este simetricul lui a.

Avem :
arx — ar(a'«D) = (axd')xb = exb = b,

de unde rezultd ci x — a'=b este solutie (din G) a ecuatiei axxr = b, unici
conform primei parti a demonstratiei. Analog se aratd cid ecuatia yxa = b
admite solutie unicd, y = bxa’.

Daci grupul G estedat in notatia aditivi (multiplicativi) atunci rezul-
tatele din teoremele precedente se transcriu astfel:

a +b =a -+ ¢ sau bt+ta=c¢cta=b=c
a+x=b=z=(—a +Db
yta=b=y=0+(-a =b—uq

respectiv
ab = ac sau ba =ca = b =c,

axr = b =1 = a’'h,

=%

ya = b =1y = ba




Cum operatia unui grup este asociativi si cu element neutru, toate rezul-
tatele din § 1 sint adevirate si in cazul grupurilor. Astfel, daci G este grup
multiplicativ, @ € G si n € N, atunci punind

i e daci n =0
a —
a"'a daci n >0
avem :

aa" = a™", (@™ =a™, ¥ m, n €N,

Pentru elementele unui grup putem defini si puteriale acestora cu expo-
nenti numere intregi negative, dupi cum urmeazi.
Daci a € G sin € Z, n <0, atunci —n > 0, deci are sens a~"* precum
gi inversul acestuia, anume (e™*)~'. Punem deci:
a”d_.ﬁ(a‘")“l, YneZ n<0

si avem :

O cale de demonstratie a acestei afirmatii este reducerea la cazul expo-
nenfilor nenegativi, care a fost deja demonstrat, (v. § 1).
Astfel, dacdi m < 0 si n < 0 avem :

aaq* — (a—m)—l(a—n)—l £S, (a"‘-a‘”‘)‘l Lt (a(—n)+(—m))~l e (a—(m+n})-«1 hEn,

=

Presupunem ¢i m > 0, n < 0. Daci m > | n| existd r > 0 astfel incit
m = —n - r si atunci i

a™a® — ar+(—n)an it ara—n(a—n)—l = q" = g"t®

s.a.m.d.

Daca grupul G este dat in notatie aditivd, atunci cele de mai sus devin
proprietati pentru mulfiplii tniregi ai elementelor lui G :

Cum pentru orice a € G si n € Z avem
St =gt ) = g0 e g-m)ge

rezultid ci:
Analog, in notatie aditivi avem : L/
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1 /3
[R—1] Fio e =—'5 + %3

gnd—n+l g,y I (= 7.

€ (. Ardtati ca

ks
Solufie. Cum € = 005'2_—: + i sin «35, avem :

¢® = cos 2m + 1 sin 2nm = 1.
Obseryind ©i n® — n = (n — 1)n(n -+ 1), rezulti ci n® — n se divide cu 3, deci

n? — n = 3¢,cu ¢ = Z Dar eeste element al grupului (C*, - ) i folosind regulile de caloul
cu puterile intregi ale unui element dintr-un grup multiplicativ, avem:

eht-mr1 L ogaett — a1 — (%)% = 1% = ¢.

E[ Aritati cd in orice linie (coloani) a tablei operatiei unui grup G
cu un numar finit de elemente, fiecare element al lui G apare o dati si numai
o Singura dati.

Solufie. Presupunem ci operatia grupului G este notatd multiplicativ si ¢ G = {a,,

a3, ..., @}, €U G; % a; pentru i # j. Fie a=G. In linia lui @ din tabla operafiei grupului G
apar elementele :

ady, s, ..., Ay ..., A0y

Dacd i # j, atunci aa; # aa;. In adevir, daci aaq; = aa,, prin simplificare cu a se obtine
a; = a;. Contradictie. Rezultd ci elementele aa,, aa,, ..., aa, sint distincte, si mai putin or-
dinea, coincid cu a,, a,, ..., d,.

IR -3 l Fie G un grup multiplicativ cu patru elemente, G = {e, q, b, c},
unde ¢ este elementul neutru. Alcatuiti tabla operatiei grupului ¢ daci se
stie ca .l —e 51 ¢ —-¢. :

Solufie. Cunoscind ci e este element neutru si c¢i a? = ¢? = ¢, in tabla operatiei lui G
se pot completa urmiitoarele pozitii:

™
I~
=2
o

e ey a b e
a AEare ? ?
b TR R
¢ N PIE P e

Ca s nu avem repetitii in linia lui a si in coloana lui b, la intersectia acestora, nu putem
pune a, e sau b, deci ab = ¢. Analog se aratd apoi succesiv ci ac = b, be = a, bb = ¢, ba = ¢, ,
ca = b, cb = a. ¢

¥ 1 £ s ay e
e e g ik
a a e (4 b
b bRdet g g

o
(=3
=
2
™

a7




l R —4 l Fie (G, ) un grup cu n elemente si e elementul neutru al-lui G.

1) Demonstrati in cazul cind G este comutativ ci
a"'=e, YaeG.
2) Verificati aceastd proprietate in cazul grupului &;.

Solufie. 1) Fie a,, a,, ..., a, elementele grupului G si fie @ un element arbitrar din G.
Conform cu Ex. R—2, elementele

aa;, ady, ..., aa,
coincid, mai putin ordinea, cu aj, a,, .. s @y sl cum G este comutativ avem :
iy, . @y = AQAAy. . Oy = A4, . .A0,d,. . .0, = a"0,a,. . .a,.
n ori
Asadar ;
e(dy, @yy o vy tty) = @™aty, ag, v .y ay)
st prin simplificare se obfine e = a.

2) Grupul &, are 6 elemente, deci n = 6.

Piéstrind notatiile folosite la § 2, pentru elementele gropului &, si folosind tabla ope- |
ratiei grupului &, se obfine ol =g = e, of = e, Bt = ey? = e. Astfel din tabla operatiei
grupului &, deducem : i

6% = 006 =T, 6" = 66 = Tos = e.
Avem : ;

o' = 0™ = (a%) = e? = ¢; b = XD = (g2)9 = ¢ — ¢ elc.

Remared. Se poate demonstra ci rezultatul de la pct. 1) este adeviirat si penlru grupuri
necomutative, asa cum de altfel s-a verificat pentru grupul &,.

t, SUBGRUP. EXEMPLE

Fizionomia unui grup G se descrie in esenti cu ajutorul subgrupurilor

-sale : submultimi nevide H ale lui G cirora operatia lui G le confers; de ase-

menea, o structurd de grup.
Mai precis :

finific. Fie (G, ») un grup. O submulgime nevidi ¥
thgrup al lui G dacdi sint satisflcuwte urmitoarele conditii :

H = a*xy = H;
H = \I‘J €= H,
simetrienl Iui x (in raport eu operatia Iui G).

Dacé grupul G este dat in notatia aditiv, atunci conditiile 1) si 2)
din definitia subgrupului se transcriu astfel :

)Ya,ye H=2 4y<H;
2)VrxeH=—g < H.
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1.2. Teoremis Pﬁ: (b. ) un grup, ¢ elementul newtrn al lui G §i H
i sugrup al lmi G Afuiel :
e =i
2) H este grup i raport cu operatia indusi pe H de edire operatia grupu-
1 G, -

Demonstrafie: 1) Gum H # ¢4 putem alege un element x = H. Din 2)
rezultd ci si 2’ = H si acum din 1) rezultd cid e =a'vx = H.

2) Si notam cu ¢ operatia grupului G, 9 :G X G — G. Din 1) rezultd
¢ H este o parte stabild a lui G in raport cu operatia . Fie ¢’ legea de com-
pozitie indusi pe H de ¢, ‘
| ¢ {H x H— H, (z, y) - ¢, y) o y).

Evident ¢ este asociativii (cici ¢ este asociativa) gi admite ca element
neutru pe e € H. Daca x € H, atunci simetricul sau z’ in raport cu ¢ se
gaseste in H, deci este simetric al lui x si in raport eu ¢'. Rezulti ca (H, ?)
este grup.

Exemple
1. Fie (G, *) un grup, e elementul sau neutru si E = {e}. Atunci E este sub-

grup al lui G, mimit subgrupul unitate. in adevar, daci z, y E;_E, atunci
x =y = e, deci :

xwy —exe —¢ = E,

‘

2l — ¢l =iee Bl .

Daci G este dat in notatie aditivd, atunci 0 = {0} este subgrup
al lui G, numit subgrupul zero.
Fie G, grupul permutirilor de trei obiecte, &3 = {e, o, w, «, B, v},

Urmatoarele submultimi ale lui &, :

E =de}, Hi={e, o, m} Hy={e, a}, Hy = {e, B}, Hy, = {e, v}

]

sint subgrupuri ale lui &,. S4 facem verificare pentru H,. Din tabla opes
ratiei grupului &, se deduce cii elementele lui H; se compun conform
tablei urmatoare

s e &l
e e Cinr (TE
G (o L o RS
1 T e &

< 3 o 1 e, X plf A

Se ohservii pe aceasti tabla ci | este o parle stabild a lui &, in raport
_cu compunerea precum si cu operalia de trecere la invers, deci H, este
subgrup al lui &,

g —= Matematiea—algetrd, cl. a Nll-u

e —



3. Fie n > 0 un numir intreg si nZ mulfimea tuturor mull‘.ipi‘ilor lui n,
nZ & nh | h € Z}.
AtuncinZ este subgrup al grupului (Z, --). In adevir, dacia, y = nZ,
existi h, k = Z astfel incit ¥ = nh, y — nk. Rezulta ci
2 4y =nh 4 nk =n(h + k) € nZ,
—r = —(nh) =n(—h) = nZ,
deci nZ este subgrup al lui (Z, ).

f) thtfie. Fie (G, ) un grup, a

de ordin noal grupului G daca ar

Exercitii rezolvate

| —1 ' Sa se determme ordinul pentru fiecare e]ement al grupulu: Ss.

Solufie. Pentru elementele Ini &, pidstrim nolatiile de Ia § 3. Folosind tabla npemtie"i
grupulm S avem :

ul~q=1£:e, o' = go6 = T # & o’ = alog = Woc =€ |

deci ¢ este element de ordin 3. Analog se aratd cii w este element de ordin 3. Cum o = o,
a* = goa = ¢, rezultd ci « este element de ordin 2. Analog se arat#i ¢ (3 si y sint elemente de
ordin 2. In fine, s& observim ci Intr-un grup G elementul neutru este singurul element de
ordin 1.

\

R — 2| Fie a un element de ordin n al unui grup. @G, -).

1) Ardtati ci H,2! {e, a, a*, ..., a""'} ‘este subgrup cu n elemente al
lui G ; 5
r 2 2T ! : :
2) Dacd { =cos— | isin—, atunci { este element de ordin n al
n n ;

grupului (C*, -) ;

3) Daca U, = {z = C|z" =1}, atunci U, este subgrup cu n elemente
al lui (€, .), numit grapul rdddcinilor de ordin n ale unildlii ;

4) Reprezentati geometric elementele grupului U, (resp. Uy, U;).

Solufie. 1) ¥ie x, y = H, t = a', y = ¢, unde 0 < i, j < n. Fie ¢, r = 7 astfel incit
i+j=ng+r, 0<sr<na Avem: ay=gdd=at =" = (a") o' = efa" = a’ = H,-
54 mai observiim cit inversele elementelor e, a, a?, ..., ¢! sint respectiv e, a"!, a"2,

« = H, deci H este subgrup al lui G.

. Dacd a' = al, unde 0 < i,j < n,atuncii = j. Inadevir, daci { < j,atunci0 <j — i <n
sh /™! = al(¢)~' = /(@)™ = e, ceea ce nu este posibil cdci ordinul Iui a este n. Analog se
aratii ¢ nu putem avea i > j. Deducem ci elementele ui H, sint distincte. ‘




9) Fie h € N, 0 < h < n. Folosind formula lui Moivre, avem:;

h 2
€h=(cosgr—: O sin2—wJ :(:n:ts_h—7rr 4+ i sin ;Mi
n n n n
Deducem ci ¢ %1 pentru b =1, 2,..., n — 1 si {7 =1, deci { este element de ordin

n al grupului (C*, ).

3) Este suficient si ardtim of Ul = HG— {1, €, &,..., t»'}, unde § = cos 2t +
n
el - ’ v
+ i sin 2T Daci z= HE, atunci z =&, 0 < r< n, de unde " = (C8)" =17 =1,
n
deci: z € Un. Asadar-H{ = Uy. Fie acum z = cos ¢ + isin ¢ € Up. Cum z7 = 1, rézulty
cd cos ne + isin ng = 1, deci ng = 2hm, cu kb € Z. Fie q, r € Z, astfel incit b = nqg + r,
O0sr<n
Avem:

hr 2hm

z = cos 2 +isin—— = {* = {*¢tr = (L)' =L’ = Hy,
n

n
de unde U, & Hy.

4) Se observi ci reprezentind numerele complexe din U, punctele obtinute sint virfurile
unui poligon regulat cu n laturi, cu centrul in origine si cu un virf in punctul de coordonate

(1, 0) (vezi fig. 111.2).

” x 2A X

e \51 '
X 0 X Of oy
&
> ¢ :
= <é
Fig. 111.2. ;

MORFISME DE GRUPURI ‘

Numirul exemplelor de grupuri este considerabil si din acest motiv
se impune o clasificare a acestora. Douad grupuri G si I' vor fi declarate ca
fiind de acelasi tip (izotipice) dacd sint la fel de bogate in elemente si, mai
putin o bhijectie f:G — I', operatiile celor dou# grupuri actioneazi la fel
asupra elementelor lui G, respectiv I'. Mai precis:

Definiti ic (G, %) si (I ) doufi” grupuri. O aplieatie

LN omorfism de, grupuri. daedt  este :}i un

J{xxy) fe)ysf(y), ¥ o, y's.G.
Spunem ci un grup G este izomorf cu un grup I, si scriem G ~ T, daci
existd cel putin un izomorfism f: G — T'. In caz contrar spunem ci grupul G
nu este izomorf cu grupul I' si scriem.G = T,
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Fig. 11L.3.

Cu alti termeni, grupul (G, %) este izomorf cu grupul (I', o) dacid exista
o aplicatie bijectivd f:G — I' astfel incit oricare ar fi x, y € G imaginea
f(xxy) a compusului xxy prin [ este egalid cu compusul f(x)of(y) al imaginilor
prin [ ale lui x si y (v. lig. IIL.3) ; pe scurt : imaginea compusului esle. egald
cu compusul imaginilor. :

Daca G si I' sint gripuri finite cu cite n elemente, G = {a,, @y; ..., @y},
I ={b, b,, ..., by}, iar f:G — I' este aplicafia bijectivid definitd prin

f(ﬂ'f) = bi' T

atunci [ este izomorfism dacéd si numai daca pentru oricei sij, 1 <i,j < n,
imaginea prin [ a elementului a#a; de la intersectia liniei lui @; cu coloana
lui @; din tabla operatiei lui G coincide cu elementul b;ob; de la intersectia
liniei lui b; = f(a;) cu coloana lui b; = f(a;) din tabla operatiei lui T
(v. fig. TIL.4). : :

Spunem “in acest caz ci tablele operatiilor celor dou# grupuri sint la
fel structurale (relativ la f). ‘

5.2 eorem . Fie (G, %) si (15 o) douidl grgpuri. Daed. [:G

este izomorfism. atunei si f1: T — G 'este izomortism.

Demonstrafie. Fie u, v = I'. Cum f este aplicatie bijectiva existi z, y € G
unic determinati astfel incit f(z) = u si f(y) = v. Conform definitiei aplica-
tiei f~* avem f~(u) == §i [ () =y.

Dar s )
¥
uer = f(z)of(y) = f(a*y),
* g e .aj
% : !
R 4
‘,

Fig. 1114,
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de unde

[ (u oY) =dth i | W) f~1(y)

gi cum [~! esle aplicalie bijectivi, rezultd ci [~! este izomorfism,
!

Exemple

1. (B, 4) =~ (B, ). Grupul aditiv (R, ) al nwumerelor reale este izomorf
cu grapul mulliplicaliv (RY, ) al numerelor reale siricl pozilive.
In adevir, fiea e R, a >0, a # 1 si feR — RY,
fleyl=af, ¥ &'=R.

Cum [ este aplicatie bijectiva si.

fle + ) =a™? =a"a’ = f(x) f{y), ¥ v, y € R,
rezulta cd [ este izomorfism.
Sa observiam in acest caz ci inversul izomorfismului [ este aplicatia

[:R > I,

4

‘

f(2) = log,z, Y =RY
si avem :

[y) =logu(xy) =1lag, x -+ log, y = [ (x) - f“(y),‘ v x, y= RE.
Intre dou#d grupuri pot exista mai multe izomorfisme, in cazul de fald
chiar o infinitate (la orice ¢ =0, a # 1, corespunde un izomorfism),
2. (0, ) = (0%, ). Grupul aditiv (Q, +) al numerelor rafionale nu este
izomorf eu grupul multiplicativ (Q%, -) al numerelor ralionale strict pozitive,

in adevir, dacid [:4Q — 0%, este un izomorfism intre aceste doui
grupuri, existd r = @ astfel incit f(r) = 2. Gum [(r/2) € Q si

reto-s () (5]

rezulta ca \/’ = Q. Contradiclie.
3. Dacd (G, #) si (I, o) sint doud grupuri cu cite irei elemente alunci G ~ T,
Cu alte cuvinte, existi un singur tip de grup cu trei elemente,
In adevir, fie G — fe, a, b}, T = {0, u, v} unde e si 6 sint elemen-
tele neutre ale Jui G si I' respectiv. Pentru ci e si 6 sint elemente neutre,
in tablele operatiilor celor douid grupuri putem completa urmitoarele

pozilii:
o R o[ M0l
e S e 0 P TRETAL
a (R GorA (A R i e R
b o P v DU P




e

in linia sa, De asemenea, nu pulem avea axa = ¢ cici atunci, ca sid evitim

" bxb — a. Analog, se completeazi tabla operatiei lui T'.

a

Avem axa — b. In adevir, nu putem avea axa = a cici a s-ar repela

repetarea lui « si e in linia Jui @, am fi obligali sd punem axb — b, ceea ce
produce o repetare a lui b in coloana acestuia,

Cum axa = b, pentru a evita repetarea elementelor lui G, in liniile si
coloanele tablei operatiei acestuia, trebuie si avem a*b =e, bxa =e,

# [Bazatasa b R e R
e e a b (i) QR [
a a Dl (g2 u I
b [ A T 7 (T

Definind [: G — I' prin f(e) =0, f(a) = u si f(b) = v, Tezulta cd f este
izomorfism de grupuri caci [ este aplicatie bijectivi sitablele operatiilor celor
doud grupuri sint la fel structurate (relativ la f).

Renuntind la condifia de bijectivitate din definitia 1zom0rf15mu1u1 se
obline notiunea mai generald de morfism (omomorfism) de grupuri, anume :

.0, Drefiniti Fie (d )

Se nunneste morfist

Evident, orice izomorfism de grupuri este morlism de grupuri.
Aplicatia f:Z — &, de la grupul (Z, +) la grupul (&,, @),

Tla)s=a mod 4, ¥V a<=Z
este un morfism de grupuri. In a(levar dacd ¢, b € Z, fie aq, = a mod 4,
by = b mod 4. Existd h, k € Z astfel incit : ]

a=4h + a, b =4k + D,
si conform Lemei 8.1 Cap. IT avem :

‘a@b:ﬂl®[}l:

Rezultd ca : ‘ :
fla--8) =(a+b mod 4 =a@®b=a,b =fa)®[(b), Va beZ,

deci f este morfism de grupuri. Se observa ci [ este morfism surjectiv dar
nu este injectiv. '
Astfel :

f(7) =7 mod 4 =3 =19 mod 4 = f(19).
.4, Teorema. Fi {

neutre ale lui & si 1" resp




Demonstrafie. 1) Avem :

Bof(e) = f(e) = flexe) = f(e)of(e)
si prin simplificare cu f(e) se obtine 6 — f(e).
2) Pentru orlce T =G avem :
0 = (o) = flara’) = f(x)-f(a’)
deci 0 = f(x) f(x) 51 analog f(z')of(x) =6, de unde (f(a:))’ =.f@);

17 Un 1zomortism (morfism) f: v {r se numests

rftsm) al grupului G.

I R—1 Fle (G, *) un grup cu patru elemente astfel incit 22— e, vxeg,
unde e este elementul neutru.

1) Aritati c¢d G ~ &, unde I este grupul lui Klein (v. § 3).

2) Ariitati ca grupul (G, #) hu este izomorf cu grupul (R,, @).

Solutie. 1) Fie G = {e, a, b, c}. Tablele operafiilor grupurilor G si & sint (v § 3 si
Ex. R—-3, § 4):

o | 1

* ] b e u v w
e el R(@ b g 1] 1; v ¢ w
a @i rves e b 7 u 1 w »

b LT S v v w 1z u
e ¢ Mg e w w D u \1ig

Aplicafia f: G — I definitd prin f(e) = 1z f(e) = n, f(b) = v, f(c) = w este izomorfism cdci
tablele operatiilor celor doui grupuri sint la fel de structurate (relativ la f).

2) In adevir, si presupunem ¢ existd un izomorfism f:G— R, sifie x e G astfel incit
f(x) = 3. Atunei :

0= f(e) = flxsz) = [(x) Df(x) =3 D3 =2,

Contradictie.
E Aritati cd aplicafia f_:Z — C*,
2h
f(h)—cos—+1 in n, VhelZ
n

este un morfism de la grupul (, +) la grupul (C*, ).
Determinati numerele x € Z astfel incit f(z) = 1.

Solufie. Pentru orice h, k = Z avem :

A 1) = oo s2(:‘! + k)m isin2(h + k)m :(cos 20 . 2h1'c]'

— isin
n n n n

.(cns 27 s 252 _ rvr
n n .

gi deci [ este morfism de la grupul (Z, +) la grupul (GF 9y N




Se observd ci pentru x = Z avem [(x) = 1 dacd si numai dacil

2z 2zm
cos — 4 isin——=1
n n
ceea ce este posibil dacid si numai dacid
2xm v 2
=2mk: k&%
n

Rezulti eit f(x) = 1 daci si numai daci « = nk, L =Z, deci f(x) =1 daci gi numai
dacd n| x.
R—3 ‘ Pentru orice a =R, definim {1 R-R, {(x)=2 + a Vz=R. ‘
Aralali cé : 3 I
1) Multimea §(R) = {f, |« = R} este grup in raport cu compunerea
funetiiler.
2) Grupul (R, +) este izomorf cu grupul (§(R), o).

Solufie. 1) Pentru a, b € R, avem f,ol, = {,,,. In adeviir, oricare ar fi x € R avem:

(taol ) (@) = t(t,(@) = to(x + b) = x + b + a = 8,.,(%),

de unde fjof, = .4, deci compunerea funetiilor indfice o lege de compozifie pe F(R) evident
asociativii si cu element neutru, egal cu 1Ii: 1, = F(R).
Cum '

taolan = tay sy = 1= ti_aypa =tooole, ¥ A € R,
rezultd cid {;' =1 4, V a = R, deci (F(R), o) este grup.
2) Funclia f: R — F(R), f(a) = {,, este bijectivd si

fla + b) =ty = Lyol, = f(@of(b), ¥ a, b = R.

S ]
cxercigi

1. Fie M = Z[i] = {a + bi| a, b = Z}.
1) Ardtati cd M este o parte stabild a lui € in raport cu inmullirea si ci formeazi
monoid comutativ in rapert cu operafia indusi. '
7 2) Determinafi elementele simetrizabile ale moneidului (M, ).

2. Aritati cd corespondenfa (x, y) — xx ﬂf—;(;c + )/ (1 + xy) este o lege de compozijie
pe intervalul G = (—1, 1) si cd (G, =) este grup abelian. 3
3, Fiee= —1/2+if32 si G= {1, ¢, 2} C €’
1) Aritati cd G este o parte stabild a lui G in raport cu inmulfirea si aletuili tabla
operatiei induse.
2) Dedudeti ci (G, -) este grup abelian. .
4. Fie E=R\{0}si it E-E 1si=<d,

. 1 1
fix) =2, filx)=—, fi(x) = -2, ffx)=—-—, VEEE.
; x i
1) Ar#tati cid mulfimea G = {fi» fa» fa fs} este stabild in rapert cu compunerea

functiilor si aleiituifi tabla operafiei induse.
2) Deducetli ci (G, o) este grup abelian.




L}. 5. Fie E=RB\{0, 1} si ff;: E—E 1 <i-<6,

r—1

(@) = 2, fil#) = ——, file) =
=17

m=——, vazeng
i 1

1) Ariitati cd multimea G = {f,, f,, fo fu fsr fo} este stabild in rapert cu compu-
nerea funetiilor si alcituifi tabla operatiei induse.
2) Deduceti ¢d (G, o) este grup necomutativ.

6. Fie G = (0, oo)\ {1}. Arittafi cii corespondenta

f
@, 4) - 2SS ainy
este o lege de compozilie pe G si cii (G, ») este grup comutativ.
(/7. Fie G=[-1, o0), I'=(—1, oo) si urmitoarea lege de compozitie pe R,
def
(@, y) = way == 4 g + ay.
1) Aratati ¢ G si I' sint pirti stabile ale lui R in raport cu legea de compozifie %
2) Dacd , T i ,,1“ sint legile de compozitie induse pe G respectiv I', de
atunci (G, T) si (I, L) sint monoizi comutativi.
3) Care dintre monoizii (G, T) si (I', 1) este grup ?
'8, Pe Z se defineste legea /de compozitie
def
ZXZ—Z, (v, y)—2 | y—= x+y— 1L
Ardtafi ci (Z, |) este grup abelian.

({/9. TFie (G, ») un grup comutativ si « € G. Pe G se defineste legea de compozitie
def
G xG—G, (x, ) = x | y=— Txyysd.

Avitati cd (G, | ) este grup.

)10, TFie (G, -) un grup cu proprietatea :
(xy)r =2, Vux ygesgG.
Ar‘-ﬁtati cd G este grup abelian.
L' 11, Fi;:_ (G, *) un grup cu proprietatea :
T*=¢e VYrTegi.
Aritafi ci G este grup abelian.

12, TFie (G, L) si (G, T) doudt structuri de grup definite pe aceeagi mulfime. Dacii legile de
V\ compozitie ,, |.“ si ,, T*" au acelagi element neutru si

Tly=@ETx)TETY, YV, 2ysG

atuneci :
Hzly=aTy, Va,yps6
2z ly=ylwx Vaye<saG. {
D A ey
|13, Tie 6, yEGS, o = , v = :
v Lns [2 3 1] ¥ [2‘1 3) :

54 se giseasci £ = &, astfel incit oof = y.




1. 2 3 4 1°%2 85 4
14. Fie o, T€ S, 0 = LT — .
Ul I R | 2 4 3 1

1) Aritati ci of = e si n® = ¢, unde ¢ este permutarea identicd.
2) Rezolvali in &, ecualiile: ¢'®ox = w!®! si yoo” = w’.
15. Fie (G, +) un grup si a, b = G astfel incit ab = ba. SX se arate ci:
a*bt = b*a*, N h, k € Z,
‘16, Fie (G, +) un grup si e elementul siu neutru. Dacd elementele @, b = G satisfac conditiile
ab = bta

i = e,

atunci b? = e si ab = ba.
17, Fie (G, *) un grup si a = G. Aritati ci funciile :
:G-G, f(x) = asx, VasG
g:G—G, g(x) = xsq, Vet

-3

A:(za 3b], a, b, ¢ d ez}.

sint bijective.

18. TFie H; = {A s My(Z)

H,=JA e M\(Z)
de 5d

1) Ariitati ci M,(Z) este grup in raport cu adunarea matricelor.
2) H, si H. sint subgrupuri ale grupului (My(Z), +).

18. 1) Dac# H, si H, sint subgrupuri ale unui grup G, atunci H, M H; este subgrup al lni G.
2) Aritati ¢i pentru subgrupurile 3Z si 4Z Ale grupului (Z, +) avem:

3Z N 4Z = 12Z.

20. Fie f: R — R o functie reald cu proprictatea ci existd cel pufin un numir 7" = R* astfel
incit

(%) fl +T)=[(®), VzeR

1) Aritati cd mul-timea H a numerelor reale 7' cu proprietatea () este subgrup
al grupului (R, ).

2) Determinafi acest subgrup cind
a) f(x) =sin2xr, Vz e R;
1, 20

b) f(x) :{
0, =< R\0Q.

21, Aritati ci grupul (G, -) de la Ex. 3 este izomorf cu grupul (Rs, @).
22, ,Aridtali ¢ grupul lui Klein este izomorf cu grupul (G, o) de la Ex. 4.
23, Ardtali cd grupul (&, o) este izomorf cu grupul (G, o) de la Ex. 5.
24. Aritali cit functia f: (0, oc) — (—~1, 1),

f@ ==L, vx=0, w)
i il

este un izomorfism de la grupul (R¥, :) la grupul (G, %) de la Ex. 2.
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25, Tie G = [— _11:_’ _12_5:_) si ﬁentru orice x, y = G fie
2 .

Ty i—‘farctg(tg x4+ tgy).
Aritati cid (G, ) este Brup si ci (G, «) >~ (R, +).

2. Fie Ry = [cosﬂ —sin 0

), O0<R (v. Ex. 6, Cap. 1)
sinf  cog 0

si G ={E, A, B, G}, unde E — Ry, A= Rypy, B= Ry si C = Ryn/y.

1) Aridtati ci G est
tabla operatiei induse.

2) Deduceti ci (G, +) este grup si aratati ci (G, +) ~ R @)
27, Aritati ci functia f:Z — q,

€ o parte stabildi a lui jlfz(!i) in raport cu inmulfirea si aledluifi

f(k) = (=1)*, Vk = Z, este morfism de la grupul (Z, +) la grupul (0%, ).
; :

28, Fie Il 0 multime cu doui elemente, E = {a, b}. Pe

mulfimea 8(E) definim legea de com-
pozitie ,A“, numilj diferenfa’ simetricd « daptg mu

lfimi : |
XA Y = (XN ¥) (SHICEANCX) Sy a\ S(E).
1) Ajcitui!ﬁ tabla legii de compozitie ,A“;

2) Comparati tabla operafiei »A" cu tabla grupului & al lui Klein (v. § 3) si indi-
cafi o functie bijectivi [: & — 2(B) astfel incit :

f(xoy) = f@Af@), ¥ «, y < & ;
3) Deducefi ci (3(E), A) este grup.
29. Fie E =R x R. Pentru orite t R fie functia
i fi: E— E,

l!
fi(z, u)=(x+fy+?,y+rj, V() s E.

Aritati ci .

1) fiofy = frp fo= 15 [} =,

2) Multimea G = {f,:|{ = R} este grup in raport cu
funeliilor.

3) (G, o) = (R, +).

operatia de ‘compunere a

* % %
30*%. Fie Ry = €086 - sin EJ ¥ Bg = cos 0 SijA] 0 :;
sin 0 cos sin® —cos 0

0 = R(v, Ex. 6, Cap. DsiG={E 4, B, U, vV, W} unde
B =Rof A= Bifsy B= Runfs; U= Sp, V= Sunfys W — Sarefa-

1) Ardtali ci G este parte stabili a lui M,(R) in raport
tabla operatiei induse,

2) Deduceli ci G este grup si cd (G, ) ~ (S, o).

cu inmultirea si aleituiti

¥ Tie (G, ) un grup si H o submullime finitd a Jui G. Urm

dtoarele afirmaiii sint echiva-
lente : \

I)VI,yEHaxyEH;

2) H este subgrup al lui G.
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32*, Tie G o mullime 3i G X G — G, (x, y) — xy o lege de compozifie asociativia. Urmatoarele
afirmafii sint echivalente : .

1> (G, -) este grup ; .
2) ¥V q, b =G existdt x, y = G astfel incit ax = b giga = b.

33*. Fie H o submultime nevidd a Jui Z., Urmitoarele afirmatii sint echivalente :
1) H este subgrup al lui Z; '
2) 3 n = 0 astfel incit H = nZ.

34*. Fie z = C. Aviitafi ci existd n > 0 astfel incit z" = 1 daca si numai daci z = cos 2ri |-
+ isin2rm, cu r € Q.

35*, Fie H un subgrup cu n elemente al grupului (C*; +). Aritati ei H = U,, unde U, este
grupul rddicinilor de ordin n ale unitafii.

36%, Determinati automorfismele grupului (%, +).




pitolul 1V INELE SI CORPURI

DEFINITIA INELULUZ, EXEMPLE

Vom studia in continuare o moui structuri algebrici — structura de
- inel. Notiunea de inel s-a degajat inifial in cadrul teoriei numerelor, unde
a apidrut sub numele de inel de numere, prototipul fiind Z luat impreuni
cu operatiile de adunare i inmulfire a numerelor intregi,
! ZXL~Z (5 y) ~2+y,
respectiv ] :
Z XxXZ-Z, (x, ) — ay.
Ulterior, notiunea de inel a avut numeroase aplicatii tn diferite domenii
ale Algebrei (inele de polinoame, inele de matrice), in Analiza matematica
(inele de functii), in Logica matematica (inele booleene) ete.

i miliime nevidd 4, luatd impreunid cn doudi legi de
itie (adunarca si inmullireal
X A= A, (2, y) =2 -y
| A o) I
I este !
.
) (4 ) este gruap abelian,
V) (A, ) este monoid,
\
be s { X2t nt ) ¢ s { - o
i IILIre s SLC Istrinm 100 0 atdunare, anume @
vy A S 1 oy R =B = Yx 22 bl (i A 1

Afirmatia cid (A, +) este grup abelian revinela faptul ¢i adunarea ineluluj
satisface axiomele :

G) @+Y tz=z+(@+2) Vo, y, z <4,

G,) 10 = A astfel incit 0 2z =2 +0. =2 Vz € A4,
G;)) Y= A, 32 =A astfel incit 2’ +x =2 +2' =0,
G) z+y=y-Jaxvae yeAd, K

Afirmatia ci (4, -) este monoid revine la faptul ci inmultirea inelului
satisface axiomele :

M,) (zy)z ==2(y2) vz, 9y, z € A,
M; 31 € A astfel incit 1.2 =2.1 =2 Yo = 4.

Vom spune ci (A, ) este grupul adifiv al inelului A. Ansamblul de
conditii G, —G,, M,, M, si-D poarti mimele de aziomele inelului. Elemen-
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tele 0 si 1 sint unic determinate si se numesc elementul zero, respectiv ele-
mentul unitate al inelului A. Inelul A se numeste finit daci A are doar un
numir finit de elemente. Elementele x & A simetrizabile in raport cu inmul-
tirea lui A se numesc elemente inversabile sau unitdfi ale inelului A.

Dacd inmulgirea inelului satisface incd si axioma:
M, zy =zy Vz,y € A
spunem ci A este inel comulaliv,

finitic. Spunem ca A este inel fard divizori.ai lui zero dach
220 510 £0 =2y £

| comutativ eu cel putin doud elemente si fara divizori ai lui

domeniu de integrilale.

nple

1. Inelul Z al intregilor rafionali. Din proprietatile adunarii si inmultirii
numerelor fintregi, enumerate in Cap. I, § 1, rezultd ci (Z, 4, ) este
inel comutativ, numit inelul inlregilor rafionali.

2. Inelul Z[i] al intregilor lui Gauss. Fie Z[i] multimea tuturor numerelor
complexe de forma a + bi, cu a, b € Z, numite infregi ai lui Gauss. Daci
a 4+ bi si ¢ -+ di sint din Z[i], atunci

(a 4 bi) + (¢ +di) =(a +¢) + (b + )i = Z{i]

si

(a + bi)(e + di) = (ac — bd) + (ad + bo)i € %[i].

Rezultd ca Z[i] este o parte stabild a lui € in raport cu adunarea
g1 inmulfirea numerelor complexe. Evident, operafiile induse verificd |
axiomele Gy, G, M, M, si D.
Cum 0 =0 4+0+ si1 =1 4 0-i, rezulti ca aceste operatii verifici- si
axiomele G, si M,. In fine, pentru —orice z € Z[i], z = a 4 i}, avem
—2z = (—a) 4 (—Db)i = Z[i], deci este verificatd i axioma G,. Asadar
Z[i] este inel comutativ in raport cu eperatiile induse pe Z[i] de adunarea
si inmulfirea numerelor complexe, numit inelul inlfregilor lui Gauss.
3. Inelul (R,, @, ®) al resturilor modulo n. Fie n un numir intreg pozitiv
si®, ={0,1,2, ..., n —1} CZ. Operatiilé induse pe &, de adunarea
si fnmultirea modulo n satisfac axiomele inelului comutativ (v. § 8,
Cap. II). Asadar, &, este inel comutativ in raport cu adunarea si inmul-
tirea modulo n, numit inelul resturilor modulo n.
Un interes aparte, prin aplicatiile pe care le are in diferite domenii
ale tehnicii (aritmetica calculatoarelor, teoria codurilor) il prezintd inelul

(RZS @! ®)

@0 1 ®|0 1
00 1 0] 0 0
1|1 o 1

Tablele operatiilor inelului &, = {0, 1}.
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; 4 -
In’inelul &; avem 2 ® 3 —0, 4 ® 3 =0, deci (Ry, @, ®) este inel
cu divizori ai lui zero. -
(Q, +, ), (B, 4, +) si (C, +, -) sint inele comutative (v. Cap. I, § 1).
Si observim ci pentru orice a # 0 din Q, R sau C existd y # 0 din 0,

R respectiv C, astfel incit zy — 1. Inelele cu aceast: proprietate supli-
mentard vor fi studiate mai tirziu.

Inelul malricelor patratice. Fie A un inel, Inelul A poate fi oricare din

inelele Z, Z[i], &,, Q etc. Notaim cu M,(A) multimea. tuturor matricelor U/
patratice de ordin 2 cu coeficienti din A,

I ((lu ﬂw] N

Uy

~

Dacd U, V € M,(4), :
Uie (a“ ﬂm), V:(b“ I’lz)
UCTI 7 bay by
definim matricele U | V si UV prin

U-]—Vg(au +bu ap by

| ) < My(a)
oy F by ayy 4 by,

si

uv H_L‘f(“ubn + by @by 3505y
; Ay by + Uopby; gy byy + @zp by

Matricele 0, E si —U din M,(A),

e 0 0 e 1 0)' U h‘ﬂlg)
0 | —dzy — gy

sé numesc respectiv . malricea zero, malricea unilale, opusa matricei U,

) = My(4).

:

Am amintit o serie de proprieté{i ale adunirii §i inmultirii matricelor
din M,(R). Demonstratiile multora dintre ele se fac invocind proprietiti
ale adunirii si inmultirii numerelor reale, care sint de asemenea adeviirate
pentru adunarea si inmulfirea oricirui inel A. Din acest motiv, asemenea

demonstratii pot fi reproduse $i pentru matricele din M,(A). Pe aceasts
cale se poate demonstra :

G) (U V)+W=UL(V+W, ‘

Gy Ousp U S 0 o T

Gs) U +(=U) =(~U) + U =0,

G) U 4 W = VT,

M) (U)W = U(VW),

M,) EU = UE = U,

D) UV + W) = UV 4+ UW; (V + WU = VU + WU
oricare ar fi U, V, W & M,(A).
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Rezulti ci adunarea si inmultirea matricelor confera lui M,(A) o struc-
turd de inel. ‘

La fel se organizeazi ca inel mulfimea M,(A) a matricelor pitratice
de ordin n cu coeficieni din A.

Cind n > 1, inelul M,(A) nu este comutativ i are divizori ai lui zero.

Astfel, dacd U, V € My(Re),

o)

1 3)(3 0) (1®3p3®3 1e0@3®2y (0 0
3 3)( ) (3@3@3@3 3@0@3@2) (0 D)

atunci

UV=(
3 2

deci inelul M,(R;) are divizori ai lui zero.

§ 2. REGULI DE CALCUL INTR-UN INEL

Calculul algebric cu elementele unui inel beneficiaza de toate regulile
date pentru grupuri si monoizi daca sint implicate separat adunarea, respectiv
fnmultirea inelului. in afari de acestea, intr-un inel avem o serie de reguli
de calcul specifice, care se refera la ansamblul celor doua operatii ale inelului.

1. Pentru orice x € A avein: 20 =0z = 0. In adevir, fie y =a0. Cum
20 = z(0 +0) =20 + 20, avem y = y + y. Atunci:
0=y + (- =@+ +(—P=y+@+(-p) =y +0 =y =20
si analog, 0x =0.

2, Intr-un inel A cu cel pufin doud elemente avem 1 # 0.
In adevir, daci 1 =0, atunci ¢ =1xr =0z =0, de unde A = {0}.
Contradictie ! :

3. (regula semnelor). Oricare ar fi x, y = A avem: (—x)y =z(—y) =
— iy 5i (=) (—y) = 2. .
In adevir, 0 =0y = ((—z) + 2)y = (—2)y + 2y =y + (—x)y, de
unde rezulti ci (—x)y este opusul lui xy, deci (—z)y = —ay. Analog,
#(—y) = —zy. In fine, (—2) (—y) = —(@(-Y) = —(—=zy) ==y.

JLAp— -

H
L

4. (distributivitatea inmulfirii fatd de sciidere). Oricare ar [i x, §, 2 € A,

avem : 2y — 2) = xy —az §i (y — v =yr — 2.
_Reamintim ci y - (—z) se noteazi cu y —z. Avem:

oy —2) =2y + (—2) =ay +2(—2) =zy — 2
si analog (y — 2)x = yxr — zx.

64




5. Intr-un inel A fird divizori ai lui zero, din xy = 2z sau yr = zz, cux # 0,
vezulld y = z.
In adevir, daci zy = 2z, atunci
x(y —2) =xy —az =xy —ay =0
si cum z $# 0 rezulta ci y —z =0, deci y =z Analog, din yr — zz
rezulti y =z.

Exercitii rezolvate

|B — 1| Aratati ci intr-un inel comutativ A avem :

1) (@+b (@a—b) =a* —b, - Va, besA
2) (a +.b)* = a* + 2ab + b2, va, b = A,
unde 2ab = ab + ab (v. Cap: III, § 1).

Solufie. Folosind distributivitatea inmulfirii fat{i de adunare si apoi fati de scidere
'avem : '

(@ + b)(a — b) =a(a — b) + bla — b) = aa — ab 4 ba — bb =
=a® — ab + ab — b = a* — b, :

2) Conform definitiei puterilor unui element gi distributiviti{ii Inmulfirii fat4 de adu-
nare, avem :

(@+ b = (@ + b)(a + b) = (a + Da + (@ + b)b = at + ba + ab + bt =
=a® 4 ab + ab + b* = at 4 2ab 4 b

R -- 2| Fie A un inel comutativ cu proprietatea :

(&) a+a+a=0, Va € A.
1) Aratati cd (a + b)® =a® 4- 0%, Va, b € A ;
2) Aritatfi ci inelele R si My(R;) au proprietatea (a).
Soelufie. 1) 84 ardtdm la inceput ci intr-un inel comutativ este adeviratd formula
(@ + B)* = a® + 3ath + 3ab® + b, Va, b e A.
in adevir, folosind rezultatul de la exercifiul precedent, avem :
(@ + b)* = (a + b)¥a + b) = (a* + 2ab + b)(a 4 b) =
= (a* 4 2ab + b*a + (a* + 2ab + )b = a® | 2atb 4 via | a?b 4 2ab? 4 b =
= a® + 3a*b + 3abt 4 b3,
Dar
3a*h = a'b + a?h 4 a'b =0
si analog 3ab* =0, Ide unde (a 4 b)* = a® 4 b3,
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2) In inelul &, avem :

0DOD0 = (0H0)DO = 0@ 0 = 0,

19101 = (1&1)B1 =231 =0,

20202 = 202)@2 = 102 =0,
de unde aa®a =0, ¥ a € K,.

Fle U € My&,), U = (‘; ;) cua, bocds R,

In inelul M,(R.) avem : :

U@U@U:(G(Ba@a b@b@h)z 0 0) b
chePe dpddd 0 0

§ 3. INELUL CLASELOR DE RESTURI MODULO n
Fie n > 0 un numir intreg. Conform teoremei impartirii cu rest, pentru
orice a € Z existi ¢, r € Z unic determinati astfel incit
a=nq-+r, 0<r<n.

Numirul unic determinat r din relatia precedentd, numit resful impar-
tirii lui a prin n, s-a notat cu ¢ mod n si s-a numit inci redusul module n
al lui @ (v. Cap. II, §1). 1 ;

Ca rezultat al impirtirii numerelor intregi prin n > 0 sint posibile res-
turile :

R R o g

; Prin impirtirea lui a la n se obtine restul r-daci $i numai daci a este
de forma nh - r, cu h € Z, Mul{imile de numere

G CHA T RO
unde »
G ={e=Z|amodn =0}={nh|h €Z} =nZ
C, ={‘aEZiamodn'=1}={nh+1[hEZ}=nZ+1
€ ={e<Zlamodn=r}={nh4r|heZ} —nZ +r
Cox={a=Z|amodn —n —1} ={rh +n —1|h e Z} =
=, 1 '

se numese clase de resturi modulo n.

Asadar, un numir intreg a apartine clasei C, dacd si numai daci a im-
pirtit la n di restul-r,

a <€ C.<amodn-=r,

In particular r & €, pentru r € {0, 4, ..., n — 1}. Clasa de resturi C,
se noteazd de reguld cu r. Asadar

;=C,=nZ S rnr e J00 s ol el
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Sid notim cu Z, muli{imea claselor de resturi modulo n,

y 25l s

—

Zu == 6’

~

Daca &\, b e Z,, definim suma a -+ b si produsul ab prin :

A Ad(‘.f/\\ AAdcr/\
a-t+b=Z=a®b, ab=a®@b.

Se definesc astfel pe Z,, doud legi de compozilie :
A Z, X Z =T, (@, b) =&+ b
si
A A A A
_ Z, X L, —~Z, (a, b) - ab,
numite adunarea, resp'ectiv tnmullirea claselor de resturi modulo n.

Astfel, pentru n =6 avem Z; = {6, f ﬁ § i 5} si tablele adundirii
si fnmultirii claselor de resturi modulo 6 sint :

A Ay A A A A A A A A A A

i N Rl T ) (D B T g )
A A AY A A A A A A A AL A A A
o 0.1 2,3 4 5 S OROR RO S R0
A A A A A A A A A A A A A A
3 i B B T R 1) Eli0n1 2003 405
A A A A A A A A A A A A A A
FNE2 S A ds 5 S ] 200 22 A2 4
A A A A. A A A A A A A ~ A A
S 34 T4 B0 a2 Bl 08 B0 S0
A A A A A A A ‘A A A A A A A
41 4 & 0 0.2 3 Al O 2 0, 4D
A A A A A oA A A A A A ~ ~ ~
Hllstas 00 R 20 30 d | S0 S b S S

33. Teorema. Adunarea si inmultirea claselor de resturi modulo n
conferd multimii Z, o structurd de inel comutativ, numit inelul claselor de
resturi modulo n.

Demonstralie. S& ‘verificim -axiomele inelului comutativ. In esen({i de-
monstratia se fundamenteazd pe faptul c¢i &, ={0, 1, 2,..., n — 1} are
o structurd de inel comutativ in raport cu operatiile induse pe &, de adu-
narea §i inmulgirea modulo n (v. ex. 3, § 1). De exemplu, axioma D se
verifica astfel :

A A A R sl il N N
a(b+c¢) —ab@Dc = a®(dBc) =uRIBERc —a @ b+ 0 ®c=
: AA A A
=ab+ ac
si la fel se aratd ci G,, G,, M, si M, sint verificate de adunarea si inmul-
firea claselor de resturi modulo n.
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Cum

rezultd cd si axiomele G, 5i M, sint verificate.
In fine, avem
A P s A A
a+n—a=a@@n —a) =0, vasZ,cua#0

A -
deci orice clasi a € Z, este simetrizabili in raport cu adunarea claselor de
resturi modulo n

A P A A A
—a=n—a Va<sZ, a#0 si —0=0.
A A AN
3.4. Remarcd. Clasele de resturi modulo n au fost notate cu 0,1,..., n — 1. Numerele
A A
0,1,..., n — 1se numesc reprezentantii canonici ai claselor de resturi0, 1, ..., n — 1 respectiv.

In aplicatii este adesea preferabil si descriem clasele de resturi si cu alte ‘numere care
aparfin acestora. In acest sens, pentru orice x € Z, se noteazi .cu n: ciasa de resturi

C,, 0 <r < n astfel incit z = C,; :c se numeste clasa lui x modulo n.
Asadar, prin definifie avem :

A def /\

(o) z=—ugx mod n, Ve e Z,

Astfel, daci n = 5, atunci
s N R e e
82 =32 mod 5 = (6:5 + 2)mod 5 = 6-5 mod 5 4+ 2 modb =2 e Zy

~ /\/'\/\ Ll

—7=(— =(—2) mod 5 = (0—2) mod5 = (5— 2)mod b = '5 07,

e e
25 =25 mod 5 =0 = Z,,

Spunem c¢i numirul intreg x este congruent cu y modulo n, si scriem x=y (mod n) daci si numai

v oLy
dacd n | x — y sau altfel seris S Z.

n
Din definifia (x) rezultid ci pentru orice z, y € Z avem :

A A
() T=pgezmodn=y mod nen|zx—y<a=y (mod n)

54 mai observim cii operatiile cu clase de resturi date prin reprezentanti arbltran 50
pot efectua dupd regulile :

Kl all 7N A~
(v) t+y=2z+y, y xy, prye‘?u

In adevir, fie a =z mod n, b=y mod n si h, k= Z a';tl'el incit :
x = nh 4 a, Yy =nk 4 b.
Atunci

z 4 y=n(h+ k) + (a + b), xy = n(nhk + ak + hb) 4 ab.
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Cum a @ b= (a¢ + b) mod n si a @ b = (ab) mod n, acum din (B) i Teorema 8.1, Cap. II
rezulta :

A A A S e e Pt
tHy=a+t+b=a@b=a+b=x+ty

si

Exercitii rezolvate’

R — 1| Fie My(Z;) inelul matricelor pitratice de ordin 2 cu coeficienfi

din Z; 5si U, V, E, X € M,(Z,),

=
=
(=}2

U= , V= , E=— : X=( & 5 i
5 i i :
1) Caleulati U +'V si UV ;
. 2) Determinati pe X astfel incit UX = E. Deduceti ci U este element
inversabil al inelului M,(Zg). ‘

>
N>
>
p—

Solufie. 1) Avem :

; 3 5 B, 3 45, s41) [0 0
5 =
U+V=( A A )+( A A ]=(A A A A}z( A A)
g 5 4 1 2 541 442 0 0
si
A A A AL ANCAT AT T A A A A A A
3 5 3 i 3:3+5-1 3:145:2 2 1
uy = A A A A P A A ALA A A A A 5 A A
5 4 1:5972 5+31 41 5:144.2 1 1
2) Avem
1 40 3a+5y 3p+58
A A A A A
0 1 Sa 4 5f3+48 i
ceea ce revine la:
A A A A A A
3at+5r=1 3B +58=0
a) c si b)
A A A A A A
Soa+ 4y =0 5B + 48 = 1.

S rezolviim sistemul a). S4 observiim c# elementele inversabile ale inelului Z; sint ’isi%
(v. tabla inmulfirii inelului'Z,) si ci (?)‘"l = '1\, (g)*1 = g Necunoscutele sistemului care au
ca coeficien{i elemente inversabile din Z, pot fi exprimate in functie de celelalte. Astfel, este
posibil si facem aceasta cu necunoscuta o din a doua ecuatjie. Cum vy € Z;, ininelul Z; putem
face calculul :

A A A AL A A
4y +2y=@#+2y=0y =0
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A
Agadar, adunind.pe 2y la ficcare termen al ccuafici a doua se obtine

o>

A
o = 2y
A A
de unde, prin inmulfire cu (5)! = 5 deducem
A A A A
5 (5a) = 5 (2y)
deci
A A A A
(5:5)o = (5. 2)y

A A
si in detinitiv o = 4y. Inlocuind in prima ecuafie pe & cu 4y accasta devine

>

.

A
Y=l
A A A A A
deci'y = 5 si atunci @ = 4y = 4.5 = 2,

A A
Analog se rezolvil sistemul b) si se obfine B =5, § = 3, deci

A A
; 250 :
A= ~ |E Mi(Z,).
5 3
CGum
A A A A A A A A A A A A ! A A
. 2 5 3 5 2:34+5-5 2:5+4+5-4 1 0
AU = A A A A = AA A A A A AA = A A
5 3 5 4 5+34+3+5 5:5+ 3-4 0 1
avem XU = E.-Analog UX = E, deci U cste element inversabil al inelulu? My(Z) si
A A
2 5
U=t
A A
( IR

i L A A = 5
ll{— 2| 1) Fie a € Z,. Aritati ci a este element inversabil al ine-
lului Z, dacd si numai daci @ este relativ prim cu n;
2) Determinafi elementele inversabile ale inelului Z, si rezolvati in
{ A A A
inelul Z, ecuatia 7z 4 3 — 2,
A . ’ A
Solufle, 1) Presupunem ci a este inversabili in inelul Z,. Atunci existd b = Z, astfel
A A A R
incit @ b = 1. Cum
AN ACA A
ab=w.b=1
A {
avem ab =1 §i din proprietatea (B) rezulti ci numirul ab — 1 se divide prin n. Existi
deci k = Z astfel ineit ab — 1 = nk. Asgadar

a-b + n(=k) = 1,

de unde (a, n) =1, (v. § 4,kCap. ).
Reciproc, daci (4, n) =1, existd h, k € Z astfel incit ah + nk = 1 (v. § 4, Cap, I)»

- A ~ ~ A AN
Cum 1 =ah + nk = ah + nk = ah 4 0 = ah -

A A A
rezultd cii-a este element inversabil al inelului Z, sl (@) = h.
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A A A A
2) Elementele inelului Z, sint 0, 1, 2,..., 8.
Dintre numerele 0, 1, 2,..., 8 sint relativ prime cu 9 numerele 1,2, 4, 5, 7 si 8, déci ele-
A A A A A A
mentele inversabile ale inelului Z, sint 1, 2, 4, 5, 7 si 8. Din tabla inmul{irii inelului Z,

se pot determina inversele acestor clase.

A A A A
Se constatd ci: ()= =1, ) =5, (4
Ecuatia datd se rezolvd asifel :

YT s i,'\’ (5)~! = ‘_;: si (;)*= = ‘i\.

-

A A R e S, T AN e SEE
TH =2 (=3 =340 =-3=249-3=246=2.F6=28
si atunci
A A A A P N A A A A A A A
2=(7 "8 =48=48=52=3.945=394+5=3-0+45b=5.
Pentru a determina inversele acestor clase mai pulem proceda :

A A Qa — 1 AL ~
fie 2 l=ae Z,<«2a = 1(mod 9) < i e Z -+ a =5 (mod9), deci2™t =53
9
AT A 4h — 1 A A
lie 4 l=b e Z+ 40 = L(mod 9) = e Z<>b="7 (mod 9), deci 41 =73

A A ;')C‘_ 1 A A
fie 51l =c¢ e Z,<bHe =1 (mod 9) = e Z<esc =2 (mod 9), deci 571 =2

A A 7d =1 e 1
fie 71=de Z,«7d =1 (inod 9) < e Zed=4 (mod 9), dect 7 =4

§ 4. CORPURI

Un cadru ideal pentru perfectarea calculelor algebrice este dat de ine-
lele cu proprietatea ci ‘orice element diferit de 0 este simetrizabil in raport
cu inmultirea. Asemenea inele sint cunoscute sub numele de corpuri. Mai
precis :

4.1. Definifie. Un inel K se numeste corp daed 0 # 1 si orice element
z & K, © # 0, este simetrizabil in raport cu inmultirea :

vz € K, v # 0= 3z~ € K astfel ineit o7z —zz™! =1.
Un corp K se numeste comufafiv daci jnmultirea sa este comutativa.
Proprietiifi

1. Corpurile nu au divizori ai lui zero. in adeviar, daci x, y € K, ¢ # 0
si y % 0, atunci zy # 0 c#ci daca :ry =0 deducem

‘ y =1y =@y =z"(ay) =270 =0,
deci y = 0. Contradictie. |

9. Elementele diferite de zero dinir-un corp formeazi grup fatd de inmulfire.
In adevdr, fie K un corp si K* = K\ {0}. Din proprietatea 1) rezulta
ci K* este o parte stabila a lui K in raport cu inmultirea. Cum 1 # 0,
rezultd ci 1 & K*, Deducem ci operatia indusd pe K* de inmultirea lui K
este asociativd si admite pe 1 ca element nevtru, Fie x & K*. Atunci @ # 0
si fie 2! inversul siu in raport cu immultirea Iui K. Cum zv =1 #0,
rezultd ci z-1 £ 0, deci z* e K*, Evident, 27 este inversul lui x si in
raport cu operatia indusi. Deci (K", +) este grup, numit grupul mulliplicativ
al corpului K. J
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Iixemple

Corpurile Q, R si C. Din proprietitile adunirii si inmultirii numerelor
(v. § 1, Cap. I) rezultd ca (Q, +, -), (R, +, +) si (C, +, -) sint corpuri
comutative, numite respectiv corpul numerelor rafionale, corpul numerelor
reale, corpul numerelor complexe.

Corpurile de numere pdlratice Q(\/Z). Fie d un intreg liber de pitrate si
V'd) ={a +b/d]a b= Q)
Dacd z, w € Q(y/d), z —a +bJ/d, w =u +ofdcu a, b, u, ve(,

atunci
z+w=(a-+u) +(b+v)/d = 0C/d), '
2w = (au + dbv) + (av + bu) /d 0(/d)

deci Q(\/E) este o parte stabila a lui € in raport cu adunarea i fnmul-
tirea. Observind c¢i 0 =0 40-\/d € Q(/d), 1 =1 4 0-/d = Q(/d)
se deduce usor ci Q(:/d) este inel comutativ in raport cu operatiile induse
pe Q(\/E) de adunarea si inmulfirea lui C. Pentru a dovedi ci Q(\/E) w
este corp mai rimine sd aritim ci pentru orice z = Q(J/d), z.=a +
+ b/d, z # 0, exista 2 = Q(\/cT) astfel incit 22" =1.

Dacd z # 0, atunci a # 0 sau b # 0. Rezulti ci a® — db® # 0 (daca
@ —db* =0 s5i b =0 deducem si @ =0, iar dacd a® — db* =0 sib#0
deducem ./d = (, ambele situatii fiind contradictorii.

Fie

; a

b L o
i w? _dbs _-a:z Wl dbs‘\/d S Q(\/d)

si avem :

2z =1,

Rezultd ca -Q(\/rT) formeaza corp fa{d de operatiile induse de adu-
narea si inmulfirea din C, numit corp de numere pdlratice. Astfel 0(/2),
Q(i), Q(\/_—E) ete. sint corpuri de numere pitratice.

Inelele (Z, 4, -) si (Zg, +, -) nu sint corpuri. In adevir, 2z s 1 oricare
ar fi z € Z, deci 2 nu este inversabil in raport cu inmultirea lui Z. In
inelul Z; avem 32 =0 sicum corpurile nu au divizori ai lui zero rezulti
cd (Zg, +, ¢) nu este corp.
Corpul Z,, al claselor de resturi modulo p. Fie p > 0 un numir prim. Atunci
inelul Z, este corp. :
In adevir, elementele lui Z, sint

AR A N

05152 sy paa ]
Pentru orice a €Z, 1 < a < p avem (a, p) =1.
In adevir, p fiind prim, singurii divizori pozitivi ai lui p sint 1 si p.




Cum 1 < a < p, p nu divide pe a, deci a §i p admit un singur divizor
comun pozitiv, anume pe 1. Atunci si c.m.m.d.c. al lui a §i p este egal
cu 1, deci (a, p) = 1. Aplicind acum rezultatul de la Ex. R—2, § 3, de-

A A A
ducem ci orice clasi a € Z,, a # v, este inversabili in raport cu inmul-
girea, deci Z, este corp. In particular Zs este corp. Faptul ci orice clasi

A A A
a €Z;, a#0, este inversabili in raport cu fnmulfirea se observd §i

pe tabla Tnmuljivii luif Zy: ()2 =1, &' =8 G =3 @ =1

A A A A A A A A A A
Lo 1o20i3e g 01 2 3. 4
0|0 13 34 {0 60 00
1 ) il6 12 34
A A A A A A A A A N ) A
2123 4 0 1 200 204 a3
A A A A A A A A A A A A
AR A 05l 2 3]0 3 1 4 2
A A A A A A A A A N A A
414 0 1 2 3 41800 43 201

Tahlg adunirii lui Zjg, Tabla inmultirii lui Z;.

Exercitii rezolvate

|R —1| Un corp cu palru elemente. Fie K = {0, 1, a, b} unde 0, 1, a,

b & M.(Z,),
00 10 o1 B
P TR e] 1S o 1 A> A n b= A L
o o0 0 1 1 1 0

Aratati: :

1. K este o parte stabild a lui M,(Z,) in raport cu adunarea si inmul-
tirea matricelor si alcatuifi tablele operatiilor induse.

2. Operatiile induse confer# lui K o structurd de corp comutativ.

Solufie. 1) Conform definifiei operatiilor cu matrice, avem :

1 PiEg vpie i1

: ):( + + ): ):bEK
A A A A A A A
1 01 il i 0

+
+

> D>
-
> =Y
=y O3>
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i

Agndar K este o parte stabili a lul My(Z,) in raport cu operaiile de adunare si lnmultlra,
tablele operatiilor induse fiind : 1

| 438 7

a b 501 e B

| ‘ gl s 0] 00 0 0
) L Pl W o S8 P 1 (D18 WSl IRV

a Aol S0 54l 01 (S0 e TSR T |

b [ A N bl 0 b 1 a

2) Gum adunarea si inmulfirea matricelor sint operafii asociative, la fel vor fi si opera-

tiile induse pe K. Din acelasi motiv operafia indusi de inmulfire este distributiv In raport
cu operatia indusd de adunare,

Pe tabla adundril lui K se observii ci aceasti operatie este comutativi, admite pe 0 ca
element neutru si orice element din K are opus. Pe tabla inmulfirii lui K se observd ci
aceastd operafie este comutativi, admite pe 1 ca element neutru si orice element din K
diferit de 0 are invers. Asadar (K, +, ¢) este corp comutativ.

|R —2 l 1) Teorema lui Fermat. Fie a, pe Z, cu P > 0 numir prim
care nu divide pe a. Aritati ci: j

) a?1=1 (mod p).

2) Fie a =149, Calculafi @ mod 7.

A
Solufie. FieZy = Z,\ {0}. Gum (Z}, -) este un grup comutativ, din Ex. R—2, Gap. III, -
§ 3, rezultd :

A A A
()P =) Ve = Z;.
Dar cum p nu divide pe a rezulti ci

a mod p# 0, deci

A A
a=amodp# 0.

~
Deducem cii a € Z3, decl

A A ~~

U= (@t = ar,
de unde a?"t = 1 (mod p).
2) In corpul Z,, avem

Al P /\ A
149 =149 mod 7 = (21:7 4 2)mod 7 = 2.

Cum 7 nu divide pe 2, conform teoremei Iui Fermat avem
A A A A A
2 = 1 (mod 7). Atunci in corpul Z, avem: 1 = 2% = (29, dec 2y =1

Par 128 = 6-21 - 2, decl
4

N -~ A A A A A A
149128 — (14g)nn = (2)ua o (Z)I.IH-I — ((2)9_)“.(2):: 2% — 4,

de unde @ mod 7 = 4.
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§ 5. MORFISME DE INELE $I CORPURI

Ca si in cazul grupurilor, notiunea de izomorfism de inele (corpuri}
constituie un criteriu de clasificare a inelelor (respectiv corpurilor), un cri-
teriu de identificare a inelelor (respectiv corpurilor) cu aceleasi proprietafi
algebrice,

5.1. Definifie. Fie A gi A’ douﬁ inele. O aplieatie bijectivii f: A — A’
se numegte izomorfism de inele daci

1) fiz+ ) ={(z) + @)
2) f(zy) = [()f()
oricare ar fi, 2, y = A.

Vom spune c¢i inelul 4 este izomorf cu inelul A’, si scriem A ~ A’, daci
existd cel pufin un izomorfism f: 4 — A,

S# observim ‘ci daci [: A — A’ este un izomorfism de inele, atunci
f(1) = 1°. In adevir, acest lucru decurge din surjectivitatea lui f cici daci
' = A" atunci 2’ = f(z) cu z = A, deci:

[ = [(Wf(x) = f(1-x) = flz) == =2'f(D),
de unde f(1) =1".

Renuntind la conditia de bijectivitate asupra lui f in definitia de mai
sus si adiugind cerinta :

3y =1
se obtine notiunea de morfism (omomorfism) de inele.
Dacd f: A — A’ este morfism de inele, atunci din 1) rezultd cd [ este

morfism de la grupul (4, +) la grupul (A’, +). Conform rezultatelor ob-
tinute pentru morfisme de grupuri, rezultd ca:

10 =0
f=t)i——f() . Yz =4

Cu un argument asemanitor celui folosit la grupuri, se arati cd dacd
T € A este inversabil, atunci f(x) este element inversabil al lui A’ si

fe™) = (f@n.

Vom spune ci o aplicatie f: K - K’ de la un corp K la un corp K’
este izomorfism (morfism) de corpuri daca [ este izomorfism (respectiv mor-
fism) de inele de la K la K'.

Orice morfism de corpuri f: K — K’ este injectiv. In adevir, fie
2, . = K astfel incit f(x,) = f(z,) §i sd notdm = =& — Ts.

Avem :

fexy = flx, + (—22)) = f(x;) + f(— @)= f(x).+ (== f(@s)) = fl@)+

+ (— fla) =0,




Dacd x # 0, atunci putem serie 1'= f(1) = fza™!) = f(2)f(z"") = 0'f(z™) =0,
Contradictie, cdci 1’ # 0'. Rimine adevirat ¢i x — 0, deci Ty = I,, de unde
rezulta cd f este injectiv.

5.2. Definifie. Fie (A, x,0)si (A, A, V) doud inele si f: A — A’, Apli-
catia f se numeste izomorfism de inele, dacd:

i) freste o functie bijectivi
ii) f este morfism de inele, adici:

1. f(rxy) = f(z) Af(y)

o f(xoy) == f(x) Vf(y), pentru A £ /= A.

Dacd A este un inel, atunci ca si in cazul grupurilor, un izomorfism
(morfism) f: A — A se numeste aufomorfism (resp. endomorfism) al inelului A.
Aceeasi terminologie se foloseste si pentru corpuri.

Exemple
1. Aplicatia f:Z — M,(Z),

0
f(a) =(a J. Va e Z
0 a
este un morfism injectiv de inele, In adevir, pentru orice a, b = Z avem :

f(a+b)=("+” ) ]=(" °)+[”-°)=r(a)+f<b)

0 a4b 0 a 0.b
fan (o 2 =(¢ o 3= |
-(; 7) i,

Injectivitatea lui f. este evidenti. )
2. Pentru orice z € C, z = a + bicu a, b = R, notim cu 7 — a — bi con-"—
Jugatul lui z. Aplicatia

f:C—=0GC f(2) =i Vzedl
este un automofism al corpului €. In adevir
fG+w) =2 Fw=z+8=f@) +flu),
flzw) =20 = 20 = f(2)f(w) oricare ar fi zZ, w'e C,
Cum z =;—=f(z‘), rezultd cd f este surjectiv si cum orice morfism de

corpuri este injectiv, deducem ci f este automorfism al corpului C.

Exercitii rezolvate

|r —1 I Fie K={0, 1, a, b} corpul cu patru elemente dela Ex. R —1,§4.

Aritati ci :
1) (@ +y)* =2* + y2, (zy)?* =2%", .vr, y < K.
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:

2) Aplicatia f: K — K, f(x) =2?, vz € K este automorfism al corpului
K sif#1g

3) Dacid g # 1x este automorfism al lui K, atunci g = f.

Solufie. 1) Din tabla adunirii corpului K (v. § 4) rezultii ofl :
2xr=z+4+a=0, Vzxe K.
Cum corpul K este comutativ, pentru orice x, y = K, avem :
(x+p)=@E+pE+y ==(+p) +yE+y) =+ +yet+p=
—mtaytaytr=ot @+t yr=at+ 0y ="y

§i
(=) = (ay)(xy) = 2(y(ay) = (=) = H(Ey) = =(z(@yy)) = s(@y?) = (wWy* = TY*
2) Folosind pet. 1, pentru orice z, § S K, avem :
f@+ ) =(=+y?2=2+y =+ @)
§i

f(zy) = (ag)* = =% = (@) ()-
Rimine si aritim ci f este bijectiv. Folosind tabla inmultirii corpului X (v. § 4) vale-
rile aplicatiei f pot fi date prin tabelul urmitor :

z|0 1 a b
fx=20 1 b a

Se observil astfel cif [ # 1, si cii [ este aplicalie bijectivi.
3) Cum g este morfism de corpuri avem g(0) = 0 si g(1) = 1. Atunci, pentru ca g # 1g

trebuie ca g(a) = b si g(b) = a, de unde g = f.

\R-—2 Fie K mulfimea tuturor matricelor U € M,(R) de forma

U= ﬂb,a,beB.
—b a

1) Aritati ci multimea K este o parte stabild a lui M,(R) in raport
cu adunarea si inmulfirea matricelor si ci operatiile induse conferd lui K

o structurid de corp.
2)'C ~ K,

Solufie. 1) Fie U, V € K,

a b ¢ d
U= , V= .
a b e ate b+4d
= = K
el ‘(-"b ")+(*d f-'] (—(l’-l“d) ﬂ+¢]e

a b c d ac — bd ad + bc)
UV = = e K,
(-—b a) (—d c} (——(ad + be) ae — bd

Avem :

§i
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Se mai observd ci

0 0 1 0 —a  —
0= JEK,Ez( ]EK,—U: e K
(0 0 0 1 il g

§i acum este limpede cd operatiile induse satisfac axiomele inelului.

b ;
Fie Ue K, U# 0, U :( : J Cum U3 0, avem’ a# 0 sau bs 0, deci
—b a

a*4 b 0.
Fie
a ~—b
al+b! al+bl
U= s K,
b a

a* 4 b g | Pt
O verificare imediatd aratd ci ¢
Ui = UU =K,

deci U este inversabild si U™ = U, Asadar, K este corp.
2) Fie z€ €, z=a + bi cu ¢, b & R. Definim

0 abeK
o=( ¢ Yax

Dacd z, w e C, z = a + bi, w = ¢ 4 di, atunci
‘ 2+ w=(a+c)+ (b+ di,
w = (ac — bd) + (ad 4 bo)i

el te gLy

deci
e d
L )*[_a c]zf(:)+f(tﬂ)

ok ac — bd  ad 4 be "_‘ b e b
il 2k gl [ TR bd) = (7 b a) (—d J = it

Se mai observi ci f este aplicafie bijectivd, deci f este izomorfism, de unde C~K,

b
a
a

§ 6. POLINOAME CU COEFICIENTI INTR-UN INEL COMUTATIV °
In clasa a X-a s-a dat o constructie pentru polinoamele cu coeficienti
complecsi. Sub forma zisi algebricd un polinom f cu coeficienti complecsi,
intr-o nedeterminatd X, este o expresie de forma
[ =8+ o X + a; X2 4. .+ g,X",
unde a; € € si n > 0.
S-a notat cu €[X] multimea tuturor polinoamelor cu coeficienti com-
. plecsi in nedeterminata X. Dacid f, g = Gl S Sl X L See s Bl
g =0by+ 0, X + b X% 4... s-a definit egalitatea, suma si produsul dupi
cum urmeazi : ;
f=g<a =b,i=0, ) il \
g =(a+ b) +(a, + b)X + (s + Be)XEats
fo = a.by + (@oby + a b)) X + (a0by + ab; + ash) X - ..
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Din lista proprietatilor adunrii i inmulfirii polinoamelor cu coeficienti
complecsi, stabilite in clasa a X-a, rezultd :

C[X] este inel comulativ in raporl cu opercliile de adunare $i inmulfire
a polinoamelor. ; '

in construetia lui €[X], precum si in demonstratiile proprietétilor ope-
ratiilor cu polinoame, a intervenit, in mod esenfial, faptul cid adunarea si
inmultirea numerelor complexe salisfac axiomele inelului comutativ. Din
acest motiv putem inlocui pe € cu un inel comutativ oarecare A. Se obtine
inelul comutativ A[X] al polinoamelor cu coeficienti in A. Inelul A poate
fi : inelul Z al intregilor rationali, inelul Z, al claselor de restnri modulo n ete.
in particular A poate fi un corp comutativ, de exemplu @, R, C, Z,, p numiir
prim. Obtinem astfel inelele de polinoame

Z[X], Z,[X], O[X], R[X], C[X], Z,[X]
cu coeficienti in Z, Z,, Q, R, C, Z, respectiv.

Fie fe A[X], f=a + & X +...+ a; Xt +... . Elementul a; € A
se numeste coeficieniul de rang i al polinomului f. Dacd a; = 0, atunci ter-
menul 0X? poate fi omis, iar dacd a; =1, atunci termenul 1 X¢ poate fi
seris simplu X?. Dacd f este diferit de polinomul 0, atunci existd n > 0
astfel incit a, # 0 $i ¢; =0, Vi > n. in aceste conditii [ va fiscris de re-
guld dupa cum urmeaza : 3

f=a -+ o, X+...-F aX"
Numérul n = max {i|a; # 0} se numeste gradul polinomului f, notat cu
grad f, iar @, se numeste coeficientul dominant al lui f.
Prin definitie, polinomul 0 are gradul — oco.
Fie f, g € A[X] [=a + X e 14 G
0——bu+b1x++ bmxm %
cu a, # 0, b, # 0. Pentru a face o alegere, presupunem cid n > m. Atunci

f+ = ('10 + bD) + (“l + b.l)X ‘4’- . + (am '1_ bm)xm +
- X X

si
fg = aoby -+ (aobs + @b)X +...+ ( = La,-b))X" S Rl A iy
: i4i=k
de unde * ’ \
grad(f + g) < max {grad [, grad g}
yi ‘

grad (fg) < grad [ -} grad g.
Formulele de mai sus ramin adevirate si atunci cind [ =0 sau g =0.
Dacin —m si a, = — b,, atunci in prima formuld avem inegalitatea stricta.
Dacid f # 0 si g # 0, iarr A este inel fiara divizori ai lui zero, atunci
fo # 0 cdci din a, # 0 si b, # 0 deducem ci a,b, # 0. Mai mult, in

acest caz
grad (fg) = grad [ - grad g.
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.\gaadar :

6.1. Teorem & Dacd A este domeniu de integritate, atunmei A[X]
este domeniu de integritate si

grad(fg) = grad f + grad g, vf, g = A[X].

Fie A un inel comutativ, feA[X], f=ay + ;X + ... + a,X"siz=A,

Elementul f(z) = A,
flz) Be g Ul gl 1 Uk

se numeste valoarea polinomului { in punctul z.

6.2. Teoremi. Valoarea sumei (produsului) a doud polinoame
[, g € A[X] in*r-un punet x este egali cu suma (respectiv produsul) valo-
rilor polinoamelor f si ¢ in punctul x: ‘

(f + 9@ = [(@) + g(x), (fo)(x) = [(x)g(x).

' Demonstrafie. Daci [ =ay + a,X 4 agX* + ..., g=by + b, X + b, X* +
+ ..., atunci pentru orice x € A avem :

@) + g(x) = (@ + @ + &@® +...) + (b + by + bpa® 4 ...) =
= (ay + b)) + (‘1_1 + b))z 4+ (ay + b)x? + ... =(f + 9)@)

si
@ g(x) = (ay + ax + apa® + ... )(by + bz + bpa® 4 ...) =

= by + (doby + aybp)x + (aghy + arby-+ ayb)a* + ... = (fg)(x).
Fie f & A[X]. Asociind fiecirui element x = A valoarea f(z) a polino-
mului f in punctul x se ob{ine o funcfie f: A — A,
f@) =[(z), vz € A,

numitd funcfia polinomiald asociati lui f.

Zerourile functiei polinomiale f: A — A asociati polinomului f & A[X]
se numesc rdddcini (din A) ale lui f. Cu alte cuvinte, un element « € A se
numeste rdddeind (din A) a polinomului f € A[X] daci valoarea lui f in
punctul a este egali cu 0, deci f(a) =0,

Exemple
1. Fie f = R[X], [ =7 —6X + X*, atunci funcfia polinomiald asociati
lui f este funcfia reala de o variabild reald [: R — R, -
f(x) =f(x) =7 — 6z + a2, vz =R,
Radicinile (din R) ale polinomului f sint
2,2=8 £ /3 —7 =3 + ./2.
KFunét.iile polinomiale asociate polinoamelor cu cdeficiem;i reali sint

studiate in Analiza matematica. !
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Dach f, g = ZofX], [ = X* +2X* 4 X 41, g =2X* +2X +1 (coefi-
cientii nespecificati sint egali cu i)‘atunci functiile polinomiale asociate
fiZs —Zy, §:2Z; — Z; pot fi descrise prin valorile lor in orice x & Z,
folosind tabelele :

z|01 8 z |0 18
i |1 21 g |1 21

Se vede in acest caz ¢i f # g si totusi [ = §.
S4 mai observim c& polinoamele f si g nu au rddacini in Z,.

Polinomul f =2X —7 € Z[X] nu are riddicini in Z. In adevir, daci

pentru a € Z avem f(a) =0, atunci 2a —7 =0, deci 2a =7. Dar 2a
este par si 7 este impar, Contradictie.

Orice polinom f de grad 1 cu coeficienti dintr-un corp comutativ K admite
o radicini in K. In adevar, fie f € K[X], f = a + bX, unde q, b €'K,
b # 0. Fie c = —b'a = K. Atunci

fie) =a+be =a -+ b(—bla) =—a —bb'a=a—a=0.

~ A A
Ridicinile in Zg ale polinomului f € Z,[X], f = X* 1 sint 2 si 3. In
adevir, funcfia polinomiald asociatd, f:Z; — Z; ia valorile date in
tabelul :

T

[(z)

Fie K un corp comutativ. Corpul K poate fi de exemplu €, R, Q, Z,,
p numir prim. Teorema de mai jos a fost demonstrati in clasa a X-a
in cazul K = C si demonstratia s-a bazat in esentd pe faptul cd orice
numir complex z # 0. are invers fati de inmulfire. Din acest motiv
rezultatul ramine adevirat dacd in loc de C luim un corp comutativ K
oarecare. Asadar :

0
1

<> | ha>

i
5

OS> | o>

1
3

6.3. Teorem id. Fie K un corp comutativ si ¢ € K[X], g # 0. Orieare
fi polinomul f € K[X], existd polinoamele ¢, r & K[X] unie determinate

astfel ineit

[= gq + r, grad r < grad g¢.

Polinoamele ¢ si r se numesc ciful respectiv resful fmpéartirii Jui f
prin ¢

Exemplu

Fie f, g € Z[X]; f = 3X° + 4X* 4 3X° 43X 42X 4.3, g — 8%

—|—§X + 1. S se afle citul si restul impértirii lui -f prin g.

Coeficientul dominant al citului este elementul a = Z; care inmultit

cu coeficientul dominant al lui g di coeficientul dominant al lui f. Deci

a-a =§, de unde a =3.

6
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Folosind tablele operatiilor corpului Z; si organizarea uzuald a calculelor
din algoritmul impdértirii polinoamelor, avem : ‘

83X 44X 4 3X* L 3X2 42X o+ 2 aX? 4 3% 4 1

3X5 4 2X4 + 4Xxe AXs 4 X+ 3X 44
7 S%¢ 4 Axs 43X 45X + 2
5x4 + 3xe + X2
T T e maea il ()
Xt L Ax? | 3X

Wl T T
3x2 4+ 8x + 4
A BB

Rezultd ci ¢ —4X° + X* 43X + 4 si r —=3X + 5. Avem:
g+ —@XE+ 83X 1) @X* 4 X*+3X 4 &) 42X+ 3 =
—8x0 pAxt +ix0 + 33X+ OX B
Fie f, ¢ € K[X]. Vom spune ci polinomul g divide polinomul { si scriem

glf, daci existdi ¢ & K[X] astfel incit [ — gq. Se mai spune in acest caz!
ci g este divizor sau factor al Iui f in inelul K[X] sau cé f este multiplu

al lui ¢ in inelul K[X]. ‘ ‘
Calculul valorii f(a) a unui polinom f e K[X] fintr-un punct ¢ € K
poate fi facut cu algoritmul impértirii polinoamelor. in adevar:

6.4. Teorema restului Fie K un corp comutativ, [ € K[X]
si a € K. Atunei valoarea f(a) a polinomului f in punetul a este.egalit cu §
restul impdartirii Ini f prin X — a.

Demonsirajie. Fie q, r € K[X] astfel incit
f(r) = (X — ayg + r, grad r < grad (X — a) = 1.
Rezultd c¢d r € K si deci
fla) = (X — a)g + 1) (a) = (a — a)q(@) + r(a) =r(@) =r.

Tot ca o consecintd a Teoremei 6.3 putem obtine o caracterizare a di-
vizorilor de grad 1 ai unui polinom, anume :

6.5. Teorema factorului (Bézout)..l«‘ie K un corp comutativ,
fe K[X]siae K. Atunci polinomul X — a divide pe [ dacii 5i numai dacdl

fla) = 0.
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Demanstml‘ie. Evident X — a divide |f daca si numai daed restul r al
fmpértirii este 0. Afirmatia rezultd din faptul ed r = f(a).

Impirtirea unui polinom [ & K[X] prin X — a (deci si calculul valorii
. f(a)) se poate face cu schema lui Horner.

Exercifii rezolvate

|B—l S4 se determine doud polinoame f, ¢ & Z[X] astfel incit
fog =— 16X — 12X* 4 8X?, grad f =1 si grad g = 2.

Solufie. Gonform conditiilor din enun{ avem [ = a; + @, X, ¢ = b, + b, X + b, X2, unde
a, by Z, a;# 0 si by 0. Avem :

19 = aby + (@b, + @ b)X + (aob; + a,b)X? 4 @b, X? = — 1 4 6X — 12X* 4 8X?,

de nnde, conform definifiei egalitd{ii polinoamelor, deducem :

; ah, = — 1,
; aby + ayby = 6,

. Ia,,b,+a,b,=—12 o

a,b, = 8.
Dar, din b= — 1 cu a,, b, Z rezulti ay= 1, by= — 1 sau a, = — 1, b, = 1. Gind
=1, by = — 1, avem :

by — a, = 6,

by + ayby = — 12,

a,b; = 8, ;
de unde a, = — 2, b, =4, by= —4, decl f="1-'3¥"sf g=1—1+ 4X — 4X%. Cind
a = —1, by=1 se giseste f= — 142X 5i g=1 im;-I-er'

-[X] astfel incit

R—2 Determmatl toate polmoamele

fE= 0 §1grad f 21
Aceeasi problema pentru polinoamele melu]m Zs[X]

‘_x !
g f

. % ;
Solufie. Fle f=a + bX = Z[X], b# 0. Gum fveL0 resuitd ok
i % : :

0= 1= (@ + BX)@+ bX) = Rl 2abx 4o hx

\

sl deci, prin identificarea coeficientilor, avem {5 f b e ;
7 i1
A A %
at =1, .
& By
(8) 2ab—- 3
4 -
b‘ =0
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i i A A A A A A A A A s A
Rezultd ei solufiile sistemului (S) sint (0, 0), (0, 2), (2, 0) si (2, 2). Cum b # 0, deducem
A A A
ci polinoamele ciutate sint 2X gi 2 + 2X.
AN
Observdm ci Z, este corp, deci inelul Z,[ X] nu are divizori ai lui zero si atunci din f* =0

A
rezulti f=0.

R—3 | Fie f e ZJX], f = X* +3X +4. Si se afle citul si restul
" impértirii lui f prin polinomul X -|-§.

20
Solufie. Avemg = —3 deoarece —5 ::/:'2\2 0—-2=5H—-2= .:{: deci X +?i — Xmﬁ

si folosind schema lui Horner

A A A A

1034'
A A A A A
1223'2

A A A A
deduncem ¢ g = X?* +2X 4+ 25ir =3 = f(2).

|R—4I Fie f e Z,[X], f =ay + ;X + 7 —|_—a,X". Aratati cid f se

~ »
divide prin X 4 1 dacd $i numai daci f are un numir par de coeficienff
A
ay C 0.

A A A A A
Seolufie. Gum 1 + 1 =10, avem X 4+ 1= X — 1, Dar
L)
fD=a+a+ ... +a,

A A A A A A
si cum 1 4+ 1 =0, rezultd ci f(1) = 0 dacd gi numai dacid numirul coeficientilor a; # 0 este
par. Se aplicd apoi teorema factorului. - :

| R -5 | Fie K un corp comutativ, f € K[X] sia, b € K, a # b.
1) Aritati ci restul impértirii polinomului f prin (X — @) (X — b) este

f@) =) o, af®) = bi(a)
a —'b a—>b

2) Dacd X —al|f, X —b|fsia#b atunci (X —a) (X —b)|[f.

Solufie. 1) Cum gradul polinomului (X — a)(X — b) este egal cu 2, restul imp#rtirii lui [
prin g este de forma ¢X + d, cu ¢, d € K, Fie ¢ = K[X] astfel incit

f=(X—a)(X — b)g 4 cX +d.
Deducem cd f(a) =ca + d si f(b) =cb + d si cum a # b avem: ¢ = (a — b)(f(a) — f(b))
si d = (a — b)'(af(b) — bf(a)). _
2) Daci X —a|f st X — b[f, atunci f(a) = f(b) = 0. Se deduce ¢i ¢ =d =0, deci
f= (X —a)(X— by
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§ 7. POLINOAME IREDUCTIBILE. DESCOMPUNEREA POLINOA-
MELOR IN PRODUS DE FACTORK IREDUCTIBILI

Fie K un corp comutativ si K[X] inelul polinoamelor in nedetermi-
nata X cu coeficienti in K. Vom arita ci aritmetica inelului K[X] este in
esenti aceeasi cu cea a inelului Z al intregilor rationali. Se stie ¢i pentru orice
numiir intreg a > 1 existi numerele prime p; >0, 1 <i < n, unic deter- v
minate astfel incit a — pips, ..., pu. rezultat cunoscut sub numele de feo- |
rema fundamentald a aritmelicii. Un rezultat aseminator este adevirat si I
pentru polinoamele cu coeficienti intr-un corp comutativ K, locul numerelor |
prime fiind luat de citre polinoamele ‘ireductibile (v. Teorema 7.2)

7.1. Definifie. Fie K un eorp comutativ si [ & K[X]| un, polinom de
grad n > 0. Spunem ¢d [ este polinom reduclibil peste corpul K daed existi |
doud polinoame g, h'c K[X] de grad strict mai mie ea n astiel ineit [= gh.
in caz contrar, spunem ed [ este polinom ireductibil peste corpul K.

Exemple

1. Orice polinom de grad 1 din K[X] esfe ireductibil pesle K. In adevir, fie
f=aX + b, a # 0, un polinom de grad 1 din K[X]. Daci [ este reduc-
tibil peste K existd g, h € K[X], astfel incit .

f = gh, grad g <1, grad h < 1.

Evident g # 0 si h # 0, de unde grad g = grad h = 0.
Obtinem 1 = grad f — grad (gh) = grad g + grad h =0 40 =0. |
Contradictie. Deci [ este ireductibil peste K.

2. Dacd un polinom feK[X] de grad n > 1 este ireduclibil pesle K, atunci f
nu admile riddeini in K. Reciproc, dacd un polinom [ & K[X] de grad 2
sau 3 nu admile rdddcini in K, atunci f esle ireduclibil peste K.

in adevir, dacid grad f =n > 1 si a = K este ridicind a Jui f, atunci
conform teoremei factorului X — a|f, deei existd g & K[X] astfel incit

[=(X —a)q.
Cum X —a,q € K[X]sigrad(X —a) =1 <n,gradg =n —1 <n
rezulta ca f este reductibil peste K.
Reciproc, presupunem ci gradul lui f este 2 sau 3. Daci f este reduc-
tibil peste K, atunci f admite o raddcind in K. In adevir, fie g, h & K[X]
astfel incit

f = gh, grad g < grad [, grad h < grad f. i

Cum grad [ = grad g + grad h, iar grad f este 2 sau 3, rezulti grad g =1
sau grad h — 1, Presupunem ci grad ¢ = 1. Atunci g = aX 4 b = K[X],
a #0. Fie c = —a™'b = K. Avem

flc) = g(c)h(c) = (a(—a 'b) + b)h(c)) =0-h(c) = 0.
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Astfel, polinomul [ = X* — 2 & Q[X] este ireductibil pestc Q. In
adevir, in caz contrar existdi a € Q astfel incit 0 = f(a) =a® — 2, de

unde \/2 =a € (. Contradictie.

Sa observim ci acelasi polinom [ = X* — 2 este reductibil peste R

ehéi = (X —/2) (X + /2) si X —/2, X +4/2 = B[X].

Polinomul [ = X* - §XE + X -+ ,1\ e Zy[X] este ireductibil péste
corpul Z,. In adevir, grad [ = 3 si f(z)) Lg 7 6, f(i\) 2% g f(2A) — ?%6‘.

3. Polinoamele de grad 1 din C[X] sint singurele polinoame ireductibile peste

corpul C. In adevir, din Exp. 1 rezultd ci polinoamele de grad 1 din C[X]

sint ireductibile peste €. Fie acum [ = C[X], astfel incit grad f> 1.

S# ardtam ci feste reductibil peste C. Conform-teoremei fundamentale
a algebrei (d’' Alembert-Gauss) existi z ='C astfel incit f(z) =0. Din
Exp. 2 rezultd ci [ este reductibil peste C.

4. Polinoamele de grad 1 si polinoamele de grad 2 fdrd rdddcini reale’ din
R[X] sint singurele polinoame ireductibile peste corpul R. Este suficient
si ardtim cid orice polinom [ < R[X] ireductibil peste R si de grad

' 'n> 1 este polinom de grad 2 fira radicini reale (v. Exp. 1 51 2). Conform
tecremei fundamentale a algebrei exista z —a + ib = € astfel . incit
f(z) =0. Avem b # 0 ciici in caz confrar z =a € R si atunm f ar fi
reductibil peste R (v. Exp. 2).

Cum polinomul [ are coeficienti reali, avem si f() =0, unde z —
— a — ib. Deoarece R[X]C C[X], avem f = ([X], f(z) =0, f(?) =0,
deci in inelul C€[X] polinomul [ se divide prin X —z si X — Z. Dar

b # 0, deci z £ Z si atunci (v. Ex. R—5, § 6) deducem ci polinomul :

(X—2) (X—2) =X 2aX + a® + b* & R[X]
divide pe f. Deducem ci exista ¢ = R[X] astfel incit
(v) f = (X*— 20X 4 a* + b9q. -
Daci n > 2, atunci din (%) rezulti ca [ este reductibil peste R, contrar

ipotezei. Agadar,n =2, q € R, ¢ 3 0, de unde rezultd ci f este un polinom
de grad 2 fird radicini reale.

Fie f, ¢ = K[X]. Spunem ci [ este asociat in divizibilitale cu g i scriem
[ ~ g, daci existd a € K, a # 0, astfel incit f = ag.

Putem acum enunta urmitorul rezultat care generalizeaza la polinoame
cu coeficienfi intr-un corp comutativ teorema fundamentald a aritmeticil:

7.2. Teorem#. Fie K un corp comutativ si f & K[X]| un polinoms

de grad mai mare ca 0. Atunei :

1) f se descompune intr-un produs finit. de polinoame- ireductibile

peste K.
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2) Daeit [ = fifs--.foi = fifs- - [ sint doult descompuneri ale polino-
mului f in produs finit de polinoame ireductibile, atunei m — m’ si existi
o permutare g = G, astfel ineit f; ~ [l 11 <4<y

Demeonstralie. Vom demonstra numai atirmatia - 1). Fie n = grad f

Dacad n = 1, atunci [ este ireductibil peste K si. dccn 1) este adeviral (printre
produsele finite acceptam si produsele cu un singur factor)

Presupunem ci n > 1 si ci afirmatia 1) ‘este adevaratad pentru poli-
noame de grad mai mic ca n. Daci [ este Jreductlh[l atunci 1) este adeviral.
in caz contrar existi g, he K [X] astfel incit f', _g]l grad g < n, grad h < n.
.Conform ipotezei inductiei g si h sint prOduEse finite de polinoame ireduc-
tibile peste K, deci si f — gh este un produs fmlt de polmoame ireductibile
peste K. / ;

7.3. Consecinfd. Oriee polinom [ < C[\'] de 'qrad mai mare ea 0 se repre-
zintii ea produs finit de polinoame de grad I din’ €[X]; unic determinate mai
pugin ordinea gi o asociere in divizibilitate [ fnetorilor.

Demonsirafie. Rezulti din Teorema 7.2 si Exp‘ 4.

7.4. Consecin{d. Oriee polinom f = R[X] de gmd mai mare ca 0 se repre-
zintd ca produs finit de polinoame din R[X] de yrud L sau de grad 2 fiird ridi-
cini reale, unie determinate mai putin ordmea i0, gso_élere in divizibilitate
a factorilor. fok o gig

Demonsirafie. Rezulti din Teorema 7’2 i wELE 8

Exercitii rezolvate

l R—1 l Sa se descompuna in factorl :rgdu@tihllr peste 0, RsiC poh-

nomul f = X* 4+ X% — —2X — 2 %nnd cﬁ admlte radacma zZ=— —2——|—
SREVER S
2 ’i"ﬂ\!ﬁ"““.’
§ ; | £ 1 A3
Solufie. Polinomul f avind coeficientii teali admILb si l‘adéclna Z=— Sre i 5
deci [ se divide prin polinomul (X — 2)(X —2) = X* } ,X + 1 (v. Ex. R—b, § 6). Objinem :
(1) f—(X—z)(x-+x+1>

Cum rddicinile polinomului X? 4 X 4 1 sint cor:nplexe rezulté cd X* 4+ X 4 1 este
ireductibil peste R si cu atit mai mult peste Q. Am- obserya’t£§ ,X “+.2 este ireductibil peste @
(v. Exp. 2). Asadar, (1) este descompunerea lui. f‘ inxxa’aor& iresluctlbih peste Q. Descom-
punerile lui f in factoeri ireductlhlh peste R si C sint_

F= X — JBK + B
3

Tespectiv

F= (X = y3X +'y3) [x 4 4 clal)




| R—2 I S4 se descompuni in factori ireductibili peste corpul Z; poli-

pomul £ —X* 9% 4 X 4 2 & Z[X];

Solufie. Pentru a valorifica observatiile ficute la Exp. 2, s cercetdm valorile f(x), * € Z;,
Avem :

A A A

G 305 1 L2

y A A
f(x)l2 0 2

‘ b ; A -~ ~ NS A !
deci fse divide prin X —1 =X 4+ —1 =X 40— 1= X 43— 4= X + 2. Folosind
schema lui Horner )

A AT A A
R T
A A A A A
SIS S ]

A A
obtinem f= (X — 1)(X* 4 1). Gum X* 4+ 1 nu are riidécini in Z, rezultd ci este ireductibil
A A A A
peste Z,. Descompunerea ciutatii este f= (X — 1)(X* + 1) = (X + 2)(X* + 1).

R—3 | 1) Cite polinoame de grad cel mult 4 sint in inelul Z,[X]?

2) S se ghseasch toate polinoamele de grad cel mult 4 ireductibile peste
corpul Z,.

Solufie. 1) Dacit f € Z,[X] are gradul cel mult 4, atunci

[=ay+ &, X + a; X! + 6,X° + a, X! (a; € Zy).

CGum pentru fiecare coeficient a; avem doud posibilititi, (? sau i\, din definifia egalitdtii
polinoamelor rezultd ci avem 2° = 32 polinoame de grad cel mult 4.

2) Singurele polinoame de grad 1 sint X, 'i + X si acestea sint ireductibile peste Z,
(v. Exp. 1). p

Un polinom ireductibil peste Z, de grad 2, 3 sau 4 are termenul liber egal cu fcﬁci altfel
admite ca riidécind pe 6 € Z, si deci ar fi reductibil peste Z,. De asemenea, numdrul coeri'pien—
tilor # 6 ai unui asemenea polinom este impar céci altfel ar admite pe f € Z, ca riddcind
(v. Ex. R—4,§ b) si deci ar fi reductibil peste Z,. Singurele polinoame de grad 2 sau 3 care
satisfac ambele conditii sint f+ X+ X2, f+ X 4+ X3, ; + X? - X3 gi conform cu obser-
vatiile de lJa Exp. 2 ele sint ireductibile peste Z,.

in fine, singurele polinoame de grad 4 care satisfac cele doud conditii sint f + X+ X4
T+ x4+ X, 14X+ X4, 14 X+ X4 X0+ X¢ si fic f unul dintre ele, Dack f este
reductibil, descompunerea sa in factori ireductibili nu poate confine factori de gradul 1 citel
atunci f(a) :6 sau [(f) = 6, ceea ce am exclus.

Acum este clar ci descompunerea lui 7 nu poate confine nici factori ireductibili de grad 3
(c#ici atunci ar confine si unul de grad 1). Atunci descompunerea lu} f confine numai factori
ireductibili de grad 2. Cum f+ X + X2 este singurul polinom ireductibil de grad 2, iar grad
f =4, rezultd ci

fol 4 X & Xy =14 X0 4 22,
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Asadar, polinoamele ireductibile de grad 4 sint 1 + X + X¢, f+ X4 X1 + X + X2
XY - X4, /

Remarcd. Polinoamele ireductibile peste corpul Z, au aplicatii in teoria codurilor (v. § 8,
pet. 2).

§ 8. APLICATII ALE CORPURILOR FINITE (facultativ)

1. PATRATE LATINE

Sé presupunem ci intr-o anumiti zond agricold trebuie si comparim productivitatea
a patru hibrizi de porumb : A, B, € si D. Pentru testarea acestora dispunem de un teren in
Tormd de pétrat. Se pune problema si organizim de asa naturi experimentul fincit si reducem
erorile care pot fi introduse de variatiile de fertilitate a terenului. Putem compensa erorile care
apar datoritd variatiilor de fertilitate impirtind terenul in 16 parcele egale (v. fig. IV.1, a)
§i cultivind apoi in fiecare parceld cite unul din hibrizii de porumb astfel incit in fiecare linie
si in fiecare coloand de parcele, fiecare hibrid de porumb si fie cultivat o dati si numai o
singurd dati.

T R i L SR 1 o B
o e i R

| I s e B|A|D|C
1| 105 a

EEAENE] , g c|pla|B

2 | 9o |e a1 0 plc|B|a

a b ¢

Fig, IV.1.

]

Este posibild o asemenea organizare a experimentului ? S& ne amintim i in tabla ope-
ratiei unui grup orice element al grupului apare, pe fiecare linie si fiecare coloand, o datd si
numai o singurié datd (v. Ex, R—&, Cap. 1II, § 3). Acum rispunsul la intrebarea pusi este
evident. Considerim tabla operatiei unui grup cu patru elemente, de exemplu tabla adundrii
grupului adiliv al corpului de la Ex. R—1, § 4, pe care am reprodus-o in fig. 1V.1, b. Pe pozi-
tiile ocupate in tabld de elementele 0, 1, a si b punem A, B, G si D respectiv si oblinem organi-
zarea doritd pentru experimentul nostru (v. fig. 1V.1, c).

54 ridicim acum gradul de dificultate a problemei noastre. Anume, sd presupunem ci
avem gi patru tipuri de erbicide, «, B, Y §i 8, pe care vrem si le folosim pe cele 16 parcele astfel
incit fiecare hibrid de porumb si fic cuplat o datd si numai o singurd datd cu fiecare tip de
erbicid.

o|p|v|s Ax|Bp| cy|Ds
vy |8 |a|p By|As|De|cp
S [y'| B « C3| Dy|AB| Ba
Bl & Dp| Co | B3 | 44|
a i b
F1g IV.2.‘
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bR I e
ﬁércclc ‘ca in figura IV.2, @, atunci cerinfa pusi este
qxphciim cum am stabilit modul de folosire a erbi-

satisfacuta (v figd IV.2, 2
'lsé. ;

cidelor ca si fic satisfic faﬁ.,
Sa dam mai intii &pu \
Fie M o multime cu l{m‘@n vc:{:[ln tablo\l L cu n linii $i n coloane de elemente din M

se numeste pdlrat lattn ;:lb Urdpf iy peste mu]umea M daci fiecare element al lui M apare
o datd si numai o datd ‘iﬁ‘n cate lin] ie l,s( in fiecare coloana.

Astfel, tabloul de la ng}lr{t ‘ﬂ“} L eslc pitrat latin de ordin 4 peste muljimea M =
= {A,B, C, D}, tar tabloul de la figura 1V.2, d este patrat latin de ordin 4 peste multlmea N =
= {a, B, ¥, 8}. Tabla opera,tiﬂ(qnu&é;mbﬁ cun elemente este un pitrat latin de ordin n peste G.

Evident, pentru a fm'ma Tun ﬂ&;trajt latin’ de ordin n peste o mulfime M cu n elemente
avem nevoie de n ,Copii* la ”fl,e |,l twlament din M. s

Doud pétrate latine dq. qrd. gpmqsc ortogonale dacd prin suprapunere fiecare ele-
ment al primului pitrat: latm se cm% g'i;; 0 d;e}ﬁ si numai o singurid dati cu fiecare element
al celai de al doilea ptrat laﬁﬁ‘\e i e )

Pigratul latin de 1a mil; i i
prin suprapunere oh;me;sa, ealwtqihtp;o&uwlm cartezian M x N (v. fig. 1V.2, b).

Daca avem un corp i ﬂgmn;te, atunci sintem asigurati cd existd n — 1 pitrate
Jatine ortogonale doua é’it. ) Q [, ré,cis‘:-

Teoremi. Fie K itbi‘ 485y 4} lun corp cu n el te, unde el tul 0
s-a notat cu x, sl eleme é:l &ab w, % Fie ue K\{O} Notéim em L, tabloul
cu n linii st n coloane Eﬂs .lﬂ }liﬁ ctin In’le!lr éu coloana j confine elementul

AR 2

i ."'
i > J-) ‘; . _‘
1) L, este ptiiml fatin
2) Dnm 105 ULy K h;#u.

Demmnslralie 2
1) Fie :::‘:, gl doué ;aie' ?’
ety

’ H;c ‘deci Jj = 1. Contradictie. Rimine adevirat ci pe
tincw din K. Gum |K| = n deducem cd fiecare element
ﬂguri datﬁ pe linia i, 0 € i < n*

'ffc,» le pe coluana) alui L,, unde i # s. Daci x,, =¥

(..ontl'adlctie Se dedu
numai o singurd data
2) Presupunem cd J’ll

vﬁl t ortogonale, Atunci existi doud pozifii distincte

(i, j) si (s, {) unde dupd supr «1 yer u1 L si L, obfinem acelasi cuplu de elemente din K, ’

+ x; = vxg | T Scéziq.d’ e‘gmar‘q “termen; u]timcle dou# egalitifi, ob{inem (u — v)(w; —
— x,) = U. Gum u# 0 51 K’gﬁﬂ. [ ucem L= &,, deci i =s; Aecum din ux; + x; =
= uz; @y el =8, dpd l,"[gm, ‘.gi g =F t, deci (i, 1) = (s, #). Contradictie.

Sa conmdm‘ém di |

adicd (xlah) = (xhy xﬁ), @u}}"?‘r z:u,, silafy =al, adied uz, + @, = ux, + z, si vz 44

| RO e LD '
MORISHORS ORS00

1 (08 ERIT SR

a O T

b| O 1% d

i aru! elementelor multimii M.

'e's%e ortogonal cu cel de la figura 1V.2, a, altfel spus, i

.|
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Gum K are trei elemente diferite de 0, anume 1, a sl b, cu comtl_'uctia de la teorema pre-
cedentd obfinem trei pitrate latine L,, L, si L, de ordin 4 peste K, ortogonale doui cite
_douxi, anume :

0 1. a b 0.1 a..b (9 J B 1 )
1 0 b a a b 0 1 b a 1 0
L1=ab01'L“:ba1a'L”:10ba
b a0 loyba a b 0 1

Cum =z} = 1.x, + @, = x; + ©,, rezulti ci L, provine direct din tabla adundrii corpului K.
S pétratele latine L, si L, pot fi completate folosind tabelele operatiilor corpului K. Astfel,
pentru a completa linia a 3-a a lui L, sd observim cd x¥; = az, + xj = a+a 4 xj. Din tabla
fnmulfirii lui K rezulti ei ara= b, deci x,;= b+ x;, 0 < j< 4. Asadar, linia a 3-a a
lui L, coincide cu linia lui b din tabla adundrii lui K. I

Si observim acum ci inlocuind in L, elementele 0, 1, a si b cu a, P, y si 8 respectiv,
se obtine pétratul latin de la figura IV.2, a care este ortogonal cu cel de la figura IV.1,¢,
care la rindul sdu se obfine din L, inlocuind pe 0, 1, @ si b cu A, B, C si D respectiv.

Intr-o problem# datind din 1779 L, Euler a conjecturat ci este imposibil si fie aranjati
la v paradd 36 de ofiferi de sase grade diferite si provenind din sase regimente intr-un careu
cu 6 linii $i 6 coloane, astfel incit in fiecare linie si in fiecare coloani si fie reprezentat
fiecare grad si fiecare regiment. Evident, aceasta revine la a gisi doud pitrate latine de ordin 6
ortogonale. Abia in 1899 s-a demonstrat ci nu existi doui pitrate latine de ordin 6 orto-
gonale.

2. CODIFICAREA MESAJELOR

Fie A o mul{ime cu doud elemente, anume simbolurile 0 si 1. Mulfimea A va fi nu-
mitd alfabet, iar simbolurile 0 si 1’ sint numite liferele alfabetului A, Gu ajutorul literelor
alfabetului A putem forma 2" secvenfe diferite cu cite n termeni,

Aplyovaly 1, Ha; S A)

numite cuvinfe de lungime n peste alfabetul A. Notim cu D, mulfimea tuturor cuvintelor

de lungime n peste alfabetul A. Daci =z, y = D,, = =00y ye 0my Wygs W= Dabyyeiainy Bypy

atuncl numiérul de indici { pentru care a,# b, se numeste distenfa Hamming dintre cuvin-

tele x si y si va fi notatd cu d(x, y). Se verificd usor ci
d(z, y) < d(=, 2) + d(z, y), V&, y, z < D, %

Avem 2° = 8 cuvinte de lungime 3 peste alfabetul 7,

A = {0, 1}, anume, i . /8

D, = {000, 100, 010, 001, 110, 011, 101, 111}.

Dacd x = 110 si y = 101, atunci d(z, y) = 2. Cu-- Jg@f

vintele din D; pot fi puse in corespondenfd biuni-

vocd cu virfurile unui cub ca in figura 1V.3, distanta

Hamming dintre doud virfuri vecine fiind egald cu 1. w00 _ _ _ | o
5S4 presupunem cit dispunem de un canal de - // X

transmisie care constd dintr-un sistem care permite /

s se vehiculezé secvente de dou#i semnale, mate- 0 110

rializate in doufi nivele ale unui fenomen fizic (de

exemplu tensiunea: unei surse electrice), nivele pe Xy

care le punem in corespondent# cu simbolurile 0 si 1, Fig, TV.3.
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Datoritd ,zgomofului® canalului de transmisie, cauzat de instabilitatea celor dou¥ nivele ale
fenomenului fizic folosit, se poate receptiona 0 in loc de 1 sau 1 in loc de 0. Dacl in transmisia
unui euvint = = D, se fac r erori, atunci cuvintul receptionat y € D, se afli la distania
Hamming r de cuvintul @ (in r pozilii s-a receptionat 0 in loc de 1 sau 1 in loc de 0). Se pune
problema detectirii cuvintelor recepiionate y care confin erori si, dacd este posibil, si corec-
tam erorile conjinute. O asemenea problematicd face obiectul unei ‘discipline relativ recgnte,
eunoscutd sub numele de feoria codurilor. Folosindu-se tezultate din teoria corpurilor finite
au fost concepule numeroase coduri delectoare si coduri corecloare de erori.

Pentru a simplifica prezentarea, si presupunem ¢4 trebuie si transmitem un mesaj ®
dintr-o mulfime de 2™ mesaje date prin cuvintele de lungime m peste alfabetul A = {0, 1}.
Dac#t cuvintul recepfionat y € Dy confine erori, avem & # JJ §i’ deci y corespunde la un mesaj
diferit de cel pe care am dorit si-1 transmitem. O modalitate de a inlatura acest inconvenient
este descrisit mal jos.

S# presupunem i pentru un numir n > m se poate gisi o submultime C a lui D, astfel

fneit
| €| = 281 d(u; Wet41, Vu, vl u#o.

Cum | G| = 2™ putem alege o bijectie ¢: Dp—+ C prin care codificdm mesajele date prin cu-
vintele din D, cu cuvinte de lungime n din C. Mulfimea C se numeste cod, iar elementele sale
cuvinte-cod. i

Fie z & € un cuvint cod si fie y € Dy cuvintul receptionat corespunzitor. Daci in
transmisia lui @ s-au ficut cel mult ¢ erori, atunci d(z, y) <t Avem .y ¢ C si deci y poate fi
detectat, In adevir, daci y = C atunci £ +1 < d(x, y) <. Contradicie.

Mai mult, dacd d(u, v) = 2t + 1, Yuvel u#ty, atunei y poate fi chiar corectat.
In adevir, in aceste condifii = este unicul cuvint-cod care satisface d(z, y) <!, cici dacdl
pentru @’ €, &’ # ¥, avem de asemenea d(a’, y) <1, atunci '

2+ 1 <d@, o) < d, p) + Ay, ®) <L +H1=2L

Contradictie. ;
In cazul codurilor polinomiale codificarea mesajelor prec.um‘sl(recunoasterea cuvinte-
lor-cod se realizeazd prin prelucrari algebrice simple ale cuvintelor peste alfabetul A = {0, 1},
Pentru a simplifica scrierea, vom nota elementele corpului Z; cu 0 si 1.'Cu aceastéd con<
ventie de notalie, operatiile corpului Z, sint ?

4+ e 1 0 1
oljioRET ol o o
1l 1 0 1 [0

Se ohservd c¢i a +a = 0, YV a € Z,, de unde rezultd ci f+ =0, V [ = Zi[X]. S4 notdm
cu P, mulfimea tuturor polincamelor f € Z,[X] de grad mai mic ca n.

=t + X+ .o -+ a, X" (o S Zs).

Evident, | P,| = 27 iar aplicatia
(%) D, — Py, @y, ooy ﬂl\_l —ay+a X+ ...t (D G
este bijectivd. Fie m & N, 0 <m <n si fie p € Zy[X] un polinom- de grad n — m. i

Deoarece un polinom f P, se divide prin p dacii si numai daci existd un polinem
q = P, astfel incit [ = pg, rezultd ci pentru mulfimea € a polinoamelor din P, care se divid
prin p avem | €| = 2",

Submultimea G a lui D,, formatid cu cuvintele din D, care prin bijecfia (*) corespund

polinoamelor din € se numeste (n, m) — codul polinoamelor generat de p. Dacil f € €, atunci i;
se numeste polinom-cod. i
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Asa cum s-a observat, capacitatea unui cod de a detecta si corecta erori este datd de
distan{a minim# dintre cuvintele-cod. Prin alegerea adecvats a polinomului p pot fi obfinute
coduri polinomiale cu bune performanie in detectarea si corectarea erorilor.

Fie, de asemenea, bijectia
(x) Dy — Py, bobyy iooy by — by + B, X + ... + by X7,

Daci g € P, atunci g este numit polinom-mesaj.
Existd q, r € Zy[X] unic determinati astfel incit

X' =pg+r, 1S Py

Presupunem ¢ r = ¢y + ¢, X + ... + ¢p_ppy X" ", ¢, = Z,, si fie 5%

f=r4+ X""g=c, 4+ X+ ... + Cpoma XM h XM L L 4 b XP2
Avem [ € €. In adevir, cum r + r = 0, rezulti
f=r+4+ X""g =r + pg +r = pg.

Se observd cd corespondenta P, — @, g — f realizati mai sus este bijectivi. Asadar,
de la mesaje la cuvintele-cod se trece astfel : mesajul byb,, ..., b,_, trece prin bijec}ia %)
in polinomul-mesaj ¢ = b, + b, X + ... + by X™ 1 cdruia ii corespunde polinomul-cod
fT=¢6+eaX + ..+ e ma X" £ hXm-m L | b, X1 unde r— Co+ ;X e

ot eplmy X" este restul impdrfirii lui X"~"g prin p. In fine, polinomul-cod f trece
prin inversa bijectiei (*) in cuvintul-cod e,e; ... Cn—m1bebyy «.., bp_y. Evident, un cuvint
T € Dy, & = 0a,a; ... @, estein C daci i numai daci polinomul a, + a; X + ... + a,_y X"t
se divide prin p.

Egercifiu. Fie C (6, 3). — codul polinomului generat de polinomul p =1 4 X + X?
€ Z,[X].

1) S4 se codifice mesajul 110 ;

2) Care dintre cuvintele 111001 si 110011 sint cuvinte-cod ?

3) Aritati c# orice cuvint recepfionat y care contine cel mult dou# erori poate fi detectat
si poate fi corectat daci contine numai o eroare.

Selvfie. 1) Mesajului 110 fii corespunde prin (**) polinomul-mesaj g = 1 - X, deci
X" "g = X731 4 X) = X? 4 X4, Fiicind impérfirea cu rest a polinomului X* - X¢ prin
polinomul p = 1 + X + X3 in inelul Z,[ X] se obfine restul r == 1 4 X2, Asadar, polinomul-ced
corespunzitor Jui g = 1 4+ X este

=r+4 Xg=1+4 X4 X? 4 X4,
ciiruia ii corespunde cuvintul-cod 101110,

2) Cuvintului 111001 din D, i corespunde prin (*) polinomul f=1+4+ X+ X* 4 X5,
Se constatd ci p divide f, deci 111001 este cuvint-cod.

Cuvintuiui 110011 fi corespunde prin (*) palinomul f = 1 + X 4 X4 4 X5 care impirtit
la p di restul X. Asadar, p nu divide f, deci 110011 nu este cuvint-cod,

3) Mesajele in (6, 3)-codul polinomial sint euvintele din D, deci 000, 100, 010, 001, 110,
101, 011, 111. Procedind ca la pct. 1) cuvintele-cod corespunziteare sint 000000, 110100,
011010, 111001, 101110, 001101, 100011, 010111, Cum | €| = 8 prin €} = 28 verificiri rjlreLte
se constatd ci d(u, ¥) 23 =2 x 141, Vi, v = C, u # v.

Exercitii
1. Pe mulfimea A =7Z x Z definim legile de compozitie :

(as b) + (C, d) di—f(a + ¢, b + d)
(,.5) (&) @)L (ac) + 30, ad + bey;




. FicaesZsi [1Z 3% [(xy5w-a YaesZ
1) Aritati cd se-pot-defini in mod unic dou# legi de compozifie .1 * si T “ pe Z astfel
ineit : b S
et y) = [(@).L () Yo,y
flay) = [T () YV, y = Z f
2) Aritaii cd (Z, L, T) este inel comutativ si fard divizori ai lul zero, elementele sale “
inversabile fiind 1 =@, — 1 — a.
3) Gind a = 3, compara{i rézultatul cu cel de la Ex. 2.
4. Tie
wadle WLy ezl
ib a
Aritati ¢i A este o parte stabild a lui My(Z) in raport cu adunarea §i fnmultirea macri=
celor si ci formeazd inel comutativ si fird divizori ai lui zero in raport cu operaliile
induse.
5. Pe mulfimea A = Z x% Z definim legile de compozifie :
def
(@, B)+ (e, = (a+¢, b+ d) il
defl
(@ b) (¢, &) = (ac, ba).
Ariitati ci aceste legi def compozitie conferd mulfimii A o structurd de inel comufativ
cu divizori ai lui zero. Care sint elementele inversabile ale acestui inel?
6. Fie A, si A, doud inele, Pe mulfimea A= A, x A, definim legile de compozitie :
def
(ay, a;) + (by, by) — (a, + by, az + by),
def !
(ay, @) (by ba) = (aiby, aby).
1) Ariitati cd A are o structurd de inel in raport cu aceste legi de compozitie (A este
numit produsul direet al'lui A, e A,). ‘_‘
2) Ariitagi cd A este comutativ daci# si numai dacd A, $i A, sint inele cumutatiw-‘:ﬁ
7. Fie (Rey D, ®) inelul resturilols modulo 9 si A = R, x Z produsul direot al inelului R
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. Pe multimea Z a numerelor ‘intregi definim legile de compozific :

. Fie (R @, @) inelul resturilor modulo 2 5t B = R % R, produsul direct al inelulul R

Ariitati cd aceste legi e compozifie conferd mulfimii A o structurd de inel comutativ

si fard divizori ai Iul zero.

iy ydel ¥
e lg=x v+ 3 Ve, ysZ
' dat
© T y=wy -+ 3z + 3y + 6, Yz, y<sZ
Ardtati cil : i
1) (Z, 1) este grup abelian.,

2) (Z, T) este monoid ‘comutativ.

3) aT(lz) = T LET2), Vo, y 22
Deduceti ¢ (Z, L, T )este incl comutativ [4rd divizori ai lui zero. Determinafi elementele

inversabile ale acestul inel.

cu inelul Z (v. Ex. 6). ;
1) Enumerafi elementelé inversabile ale inelului A. [ :
2) Gum pot fi caracterizate elementele inversabile ale produsului direct a doud inele?

cu Ra- {
1) Alcituifi tabla adun#pii si tabla inmultirii inelului B.

2) Deduceti ¢ © 4+ @ =0, si@d = &, ¥z = (8, &) € B.




9. Fie B un inel astlel incit »* = x, Yx = B. Aralafi ci:

Hzxta=0 i Ya < B, |
2) xy = yw, Yz, ys B. ; |

160, Ardta(i ci intr-un incl comutativ. A avem :

@ — B = (@ D) @ L, BN, b €0 A

11. Ardtali ci ttr-un inel comutaliv A este valabild formul

a binomului lui Newton

(a + b)"= Z Cy a"*b*, Ya, b= A,
k=0 .

\L 12 Fic (.32,,,, G), ®) inclul resturilor modulo 5.
I

1) Verificati ¢ e@a@a@a®a = 0, Ya = R
2) Deduceli, folosind formula binomului Iui Newton, ci :

(a@b)® = a*@b® Va, bie R

/13, Fie U = My(R),

(AT A

U=]0 0 e] a bcsR.
0 0 0

1) Pentru ce numere a, b, c = R avem U2 =07
2) Dacid U? =0, atunci E — U este inversabili sii(B =) = B4 U,
- 14, Fie Z,, inelul claselor de resturi modulo 12 5i G mul
acestui inel.

1) Determinati clementele lui G $i arﬁta;l ci G este o parte stabili in -raport cu in-
mulfirea lui Z,,. " )

‘.‘f‘ 3
timea elementelor inversal)lle ale .3 B

2) Alcituiti tabla operafiei indusc si deducefi ca (G, -) este grup izomorf cu gr
lui Klein. . '

. Rezolvati urmétorul sistem de ecuatii liniare cu coeficienti in inelul Z,, :




§7, Pe muljimea K =0Q x Q definim legile de compozifie :

R (a, b) + (¢, d) = (a + ¢, b +d),
(a, B)(e, d) = (ac — bd, ad + be + bd).

Ariitaji ci aceste operalii conferd lui K o structurdi de corp comuftativ.
18. Pe mulfimea K = R x R definim legile de compozitic :

(a, b) + (¢, @) = (@ + ¢, b +d),
(a, b)e, d) = (ac — bd, ad + be).

Ariitati ci aceste operafii conferd muljimii K o structuri de corp comutativ.
19. Pe intervalul K = (0, oo) definim legile de compozilie :

| s vV ye K,
AR VY oz pe K.

Arditati cd tripletul (K, |, T) este un corp comutativ.

A ~
./ 20. Fie L= ( a bl bezt
= a
A A A A A A A A A
1) Aritali ci a* 4 y? # 0, ¥V x, geZ,xs#0 sau y #0.
2) Ardtali ci L este o parte stabild a lui My(%,) in raport cu adunarea sl inmulfirea si
¢ formeazd corp comutativ cu 9 elemente fatd de operafiile induse. ]
21, Pe multimea A =Z x Z definim legile de compozitie :

(@, b) + (¢, &) = (@ +¢, b+ d),
(a, b)(e, d) = (ac — bd, ad + be).

1) Ariitati ci A are o structuri de inel comutativ if raport cu aceste legi de compozitie;j
2) Determinali elementele inversabile ale inelului A. R
3) Aritati ci A = Z[i].

a3, Aratati ci Tuncfia f: Q(Y=3)— K
[(2) = (a — b, 2b), z GQ(K—_S_). z=a-+ bY=3 cug, b= Q este un izomorfism dol
la corpul Q(V_—-_d) Ia corpul K de la Ex. 17.

23, Aritali ci corpul € este izomorf cu corpul K de la Ex. 18.

24, Aritafi cit corpul R este izomorl cu corpul K de Ia Ex. 19.

5
25, Fie K :{(“ ")
: b a

1) Aratati cit mullimea K este o parte stabild a lui M,(Q) in raport cu adunarea si inmul-

{irea si cd formeazd corp in raport cu operatiile induse.

a.be(.)}- e

2) Aritaticd 0 (V2) ~K.
26, TFie a, b, ¢ = R. Pe R definim legile de compozitie :

x| y=az+ by —2 Vaysh
2T yp=ay —2x —2y +¢ Vazyel

1) Determinati a, b, ¢ astfel incit (R, 1, T) sﬁ fie corp.
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28.

29,

30,
HiP

/3,

/34,

' 38,

[/ g8,

40,

‘41,

ey

43,
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2) Determinafi apoi «, B = R astfel incit funcfia :
f:R—-R, f@)=ar+03 VzeER
si stabileasci un izomorfism de la corpul (R, 4+, -) al numerelor reale la corpul
(B L5, 5T)
A A~ A A A A A
Fie f, g € ZJfX], [=2X*+4X* +3X + 1 si g =3X"2X* + X + 3. Calculati
[+ g s fg.
A A A A A A

Fie f, g = Zg[X], f=3X? + 3X + 3, g = 2X® 44X 4 2. Calculati fg.

A A
Fie fe Z,[X], f= N*L2\? 4 X 4 1. Duolerminali toate polinoamele g = a X’ +
4+ DX 4 ¢X 4 d € Z,[X] cu proprietaten : y = f.
o 4 A
Enumerali ridicinile din #, ale polinomului | 3 X* 4 3X & Z,[ X].
Si se determine doudl polinoame [ si g de grad 1, f, ¢ = Q[X], astfel incit
[*+g*= X* + 1, f(2)9(2) = 2.
Determinati gradul polinomului f € R[X],
f= O 4+ 3% + 2)X*  (A? ++ 4r + 3)X2 + (A\* — 1)X + 1, unde

A este un parametru real.
Si se determine dou# polincame [ si g de grad 1, f, g = Z[X], astfel incit

(X +2X 4+ 2)f + (X* +3X +3)g = 1.

Fie K un corp comutativ si fi, fi, fu € K[X], grad f; =, 1 < <3, Aritali ci egali-

tatea
ayfy + oufy + tafs = 0 (“(.E K)

este posibild numai in cazul o, = o, = &y = 0. Generalizare. ‘
Fie f € R[X], grad [ < 2. Dacd existii trei numere reale diferite o, o,, o; astfel incit

fleg) = 0, ¢ & {1, 2, 3},

atunci f este egal cu polinomul zero. Generalizare.
A A A A A A
Fie f, g = Zo[X], [=3X° + X® + 2X + 4, g = 2X° 4+ 3X* + 1. Aflati citul si restul

imparlirii Iui f prin g.
Fie f, g = O[X], f[=2X* — 3X® + aX + b, ¢ = X* — 2X - 3. Si se determine a si b

astfel incit g | f.
Fie [ = Z[X], f = ay + ;X + @, X* + ¢, X% Determinali coeficientii polinomului [ daeid

)+ F(2) <+ ... 4+ fiin) = u'. ¥ n e N*

Fie f = C[X], f=a + bX 4 X*. Determinati a si b astfel incit { sd dividd polinomul

Xe 4+ 1.
Fie f<= Q[X], f= X> — 5X¢ + 18X — 16X* 4 X | 4. Folosind schema lui Horner,

calculati f(3).
Calculati cu schema lui Harner citul si restul impirficii pelinomului
fe ZX]. f=5X 43X &£ X + 3, prin X &+ 5.

Daci polinotwul [ « #{X] admite doud réddcini intregi de parititi diferite, atunci (k)
este par, v k = Z.
Si se descompuna in [aclor] ireductibili peste R gi peste € polinoamele X*+ 4, Xo 4 27,
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// A,

46*,

47*,

48%,
A9¥.

55*

S# se descompunid Tn factori ireductibili peste Z; polinomul

fes X Xk AR G K uils
Tie fe Q[X], [= X¢ — 2.
1) Aritati cd [ este ireductibil peste Q.
2) Descompuneli in factori ireductibili polinomul f peste R si peste C.
Fie A = {0, 1, a, b} un inel cu 4 elemente. Aritafi cd :
1) Funclia f: A— A, f(x) =1+ x, ¥ © € A este bijectivi.
2)3f@)=1+a+bsit+1+14+1=0"

red

3) Dacd. A este corp, atunei 1 4+ 1 =0

Fie A = {0, 1, a, b) un inel cu patru elemente. Afirmatiile urmitoare sint echivalente .

i) A este corp: ¥ i

ii) Existd x € A astfel incit 1 4- x = 22,

Fie A un inel astfel incit a8 = x, Yz = A. Ardtali c¢i 2* =2z, Yo € A,

Tie A mul{imea tuturor funciiilor continue [:[0, 1] — R.

1) Aritali ci A este inel comutativ in raport cu adunarea si inmulfirea functiilor reale
de variabild reald ;

2) Pentru f = A, [# 0 existd g = A, g # 0 astfel incit fy =0, dacii si numai daci
mullimea’ {z| f(x) = 0} contine un interval :

3) Determinati funcliile din A cu proprietate2 f2 = f.

Dack f: Q — € este un morfism de corpuri, atunci f(x) = &, Vr & Q. Determinali apoi

automorfismele corpului 0(\/.‘-1.).

Fie R corpul numerelor reale si f: R — R un morfism de corpuri. Aritali ci [= 1R.

. Fie f, g € Z[X], h = fg si p> 0 un numir prim. Daci toli coeficientii lui k se divid

prin p atunei cel putin unul din polincamele f, g are to{i coeficientii divizibili prin p.
Descompuneli in produs de polinoame ireductibile peste corpul Z, polinoamele de_
grad <4 din Z,[X].

. Fie L si L’ dou#t piitrate latine ortogonale de ordin n peste raulfimea M = 10,1, 2, .6

.., it — 1} astfel incit suma numerelor de pe fiecare diagonald a lui L si ficcare dia-
gonali a lui L’ este n(n — 1)/2. Fie a; = lyn +1i; + 1, unde [;,(l{;) este numirul de
la intersectia liniei i cu coloana i din L (resp. L’). Ardtati ci matricea U = (a;y) € M{Z)
este ,magicd“, adici confine numerele de la 1 la n* si suma numerelor de pe fiecare linie
(coloand, diagonald) este aceeasi, anume n(n® + 1)/2.

Construiti cite o matrice ,magicd" (= caren magic) de ordin 3, 4 si 5, folosind corpuri
cu 3, 4 si 5 elemente respectiv.




Capitolul V SPATII VECTORIALE

§ 1, LEGL DE COMPOZITIE EXTERNE

Legile de compozitie studiate in capitolele anterioare sint aplicalii de
tipul

o: M xM-M, (z. 9 — ¢ ¥y =M,

unde M este o multime nevidi. Ele se numesc inci legi de compozifie inlerne.
Notiunea de lege de compozitie interni este un caz particular al unui
concept mai general :
1.1. Definilie. Fie Q si M doud mulfimi nevide. O aplicajie

G: QX M->M, (v, 2) o, )M

se numeste lege de compozifie exfernd pe M cu operalori in Q.
Pentru cempusul Y(w, ) al elementului x € M cu operaforul o < Q

se foloseste de reguli notatia multiplicativd, ¢(w, z) = wzr. Muljimea Q
poarti numele de domeniul operalorilor legii de compozitie externe ¢. O lege
de compozitie interni pe M poate fi privitd ca o lege de compozifie externa
cu domeniul operatorilor Q = M.

Exemple

1. Inmulfirea matricelor cu scalari. Fie Q = R si M = M,(R). Pentru orice
a e Rsi A<e M(R), A = (a;) definim matricea aA & My(R), .

aa aa
P il 8
olly,  %lap

Se obfine astfel o lege de compozilie externd pe My(R) cu operatori in R
R X M,(R) — My(R), (a, 4) — ad,

numitd inmulfirea malricelor cu scalari.
Operatiile de adunare si inmultire ale corpului K, adunarea matricelor
din M,(R) si inmulfirea matricelor cu scalari sint legate prin:

S) (@ + B)A =od + Ba,
S:) a(A + B) =ad + aB,
'S,) a(BA) = (@P)A,
S) 1:4A=A4

cricare ar fi a, p € R 51 A, B € M,(R).
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Pentru exemplificare, si demonstrim S,. Avem :

Bay 3'112) _ (“(3“12) «(Ban)) _ ((aﬂ)a“ (aﬁ)“lz)= (ap)A.
Bayy Bag, «(Bay;) oc(ﬂﬂu) (xp)as, (“ﬁ)azz

Inmulfirea polinoamelor cu scalari, Fie O = R si M = R[X]. Pentru orice
e«a=R si feRX], f=a¢+aX+ ... +a,X" definim polinomul
of = R[X],

a(BA) — a(

afio adg + aa; X 4. .. ag, X™.
Se obtine astfel o lege de compozitie externi pe R[X] cu operatori in R,

R X R[X] — R[X], («, ) — of,

numitd inmullirea polinoamelor cu scalari.
Inmultirea polinoamelor cu scalari are proprietitile :

S) (@ + 3)f <o + Bf.
Se) alf + 0 —af + xu
S5) «(Bf) = (2B)f,
54) l'f =f
oricare ar fi o, B = R si f, g = R[X]. Astfel :
(@ +B)f =+ Ba + (@ +PaX + ... +(x + BapX" =
= ady 4 Bay + aa, X + By X + ... + aa,X™ + Ba,X™ =
=ady + oty X + ... 4 aa, X" + Bay + Pa;X + ... + BapX" = of +-Bf.
Inmullirea vectorilor de pozifie cu scalari. Fie IT un plan euclidian in care
fixdm un punct O ce va fi numit origine. Fiecarui punct P al planului IT
i se asociazé segmentul orientat z cu originea in O si extremitatea in P,
numit pveclorul de pozifie al punctului P (relativ la originea 0).
54 notam cu V mulfimea tuturor vectorilor de pozitie astiel obfi-
nufi. Dacd x, y = V, se noteazdi cu = -y vectorul de pozitie al celui

de-al patrulea virf al paralelogramului determinat de x si y (v. fig. V.1).
Se obtine astfel o lege de compozifie interni pe V,

VXV>V, (z,9) =24y,

numitd adunarea geomefricd a vectorilor de pozifie. Procedeul descris
mai sus de aflare a sumej geometrice a doi vectori de pozitie este cu-
noscut sub numele de ,regula paralelogramului“. Consideratii geometrice
simple arati cd (V, 1) este grup abelian ; elemen-
tul neutru al acestui grup este vectorul de pozitie
al originii O, iar opusul lui z este vectorul de po-
zitie al simetricului lui P in raport cu O
(v. fig. V.1).
o* Daca « este un numir real, iar x este vecto-
) rul de pozifie al punctului P, atunci produsul
lui @ cu z, notat cu ax, este prin delinitie vec-
torul de pozitie al punctului P’’ determinat prin

Fig. V.1. conditiile :

-

T T




1) lung mea lui OP” este egalid cu produsul dintre|«| si lungimea
ini OP;

2) P s: gaseste pe dreapta determinati de O si P de aceeasi parte
cu P fatd de O dacé « > 0, in partea opusi cind « < 0.

Se obline astfel o lege de compozifie externd pe V cu operatori in R,

RXV->V, (a 2)—az,
numitd inmulfirea veclorilor de pozifie cu scalari.
Aceasta lege de compozitie are proprietifile :
51 (¢ + B)z = ez + Pz,
Sy) alx 4+ y) =ar + ay,
Se) «(p) = (aP)e,
S)la=2

oricare ar fi «, e Rsiz, yeV,

§ 2. DEFINITIA SPATIULUI VECTORIAL

2.1. Definifie. Fie K un corp. Se numeste spafiu vectorial (peste eorpul K)
un grup abelian (V, +) pe care este datd o lege de compozifie externi en
operatori in K,

KXxV-=YV, ( u)—au,
care verifiei axiomele:
S)) (¢ + B)u = au + Pu,
Sy) a(u 4+ v) = au 4 av,
Ss) a(Pu) = (xf)u,
Sy) 1w =u
oriearc ar fi ¢, E K, u, v € V.

Se [foloseste urmitoarea terminologie :
— elementele lui V se numesc vecfori, iar operatia grupului (V, 4) se nu-
meste adunarea veclorilor ;
— elementele Ini K se numesc scalari, iar legea de compozilie externi
K x V — V se numeste inmulfirea veclorilor cu scalari ;
— elementul neutru al grupului (V, 4) se numeste vecforul zero, notat cu 0,
ca si scalarul zero ;
— cind K = R sau K = C se spune ci V este spafiul veclorial real, respectiv
complex ;
— spatiile vectoriale se numesc inci spafii liniare.
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S& observim cd S; §i S, consemneazi faptul ¢i inmulfirea vectorilor
cu scalari este distributivid fa{i de adunarea scalarilor, respectiv adunarea
vectorilor, iar S; descrie o lege de asociativitate care angajeazi atit inmul-
tirea vectorilor cu scalari cit §i inmulfirea scalarilor.

Notd. Initial notiunea de vector a apiirut in mecanici si fizicsi, avind ca model geome-
tric segmentul orientat si fiind folosit pentru a descrie mérimi caracterizate prin valoare nume-
riel, directie si sens. Ulterior, aria de aplicabilitate a nofiunii de vector s-a lirgit considerabil.
Definitia datd mai sus spatiului vectorial di posibilitatea de a pune in ,postura® de vector
obiecte de naturs variatd. De exemplu : matrice, functii si polinoame in matematicd, secvenfe
finite de 0 si 1 in teoria codurilor, sisteme ordonate (x;, ;, ..., *,) de numere reale in eco-
nomie.

Exemple "

1. Spafiul vectorial R®. Fie n > 1 un numir natural. Se noteaz# cu R* mul-
timea tuturor sistemelor ordonate de n numere reale,

T =(ay, @y ..., ay), (a; € R).

DaciaeRsiz, ys R, 2 =(ay, dos ..., a3), §y = (by, by, ..., by)
atunci :

def .
z=y=a=>0b;1<i<n,

def

z+ y=(ay+ by ay+ by..., a, -+ b,),
ax 2! (way, ady,..., ady).
O verificare directd aratd ci legea de compozifie internid
RRXR R (, y)-2+y

este asociativii §i comutativi. Daci 0= (0, 0,..., 0), atunci oricare ar
fi xe R, z= (a, a..., a;) avem

O+zxz=0+a, 0+ ap..., 0+ a,)=(a, ay..., a,) =xz=2x+0,
iar dacid punem
—x = (—a;, —ly ..., —a)
avem §i
24 (—2) =(a +(—m), ag +(—a), ..., @ +(—a,) =0 = (—x) + .

Rezultd ci (R*, ) este grup abelian.
De asemenea, se verifici ¢4 legea de compozitie externi

R X R - R, (& 2) — ax
satisface axiomele S, —S, din definitia spatiului vectorial. Astfel,
veeRsia, gy R, o =(a, @z, ..., ),

y :(bl, bz: e b,,)
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avem :
“(r + y) = 0(((11 + bla Iy + bz‘ cany Oy + bn) = (a(al + bl)s a(az + b2)|
v alay + b)) = (aay 4 aby, xay + ab,, ..., aa, + ab,) = (aa;, aq,, ..

coy 0ly) + (ady, abs, ..., ab,) =axr + ay,

deci axioma S, este verificata.

Elementele lui R” se numesc veclori (linie) n-dimensionali, iar R" se
numegte spafiul arilmefic real de dimensiune n, sau spafiul veclorilor linie
n-dimensionali. Daci z € R*, x = (a;, @, ..., a,), atunci ¢, se numegte
componenia de rang i a lui z, 1 <i < n.

In unele aplicatii este avantajos si dim vectorii lui R" sub forma
de coloane,

a;
a

z=]": (a¢;= R).
A

In acest caz R" va fi numit spafiul vectorilor coloand n-dimensionali.
Analog, se introduce spatiul aritmetic C* si de asemenea spafiul vectorial
K", K corp oarecare.

Multimea M,(R) a matricelor pitratice de ordin 2 cu coeficien{i reali
formeazi spatiul vectorial peste corpul R in raport cu adunarea §i fnmul-
tirea matricelor cu scalari. in adevir, (M,(R), -}) este grup abelian, iar
inmulfirea matricelor cu scalari satisface axiomele S;—S, (v. § 1).
Multimea R[X] a polinoamelor in nedeterminata X cu coeficienti reali
formeazi spatiu vectorial peste corpul R in raport cu adunarea si inmul-
firea polinoamelor cu scalari (v. § 1).

Mult{imea V a vectorilor de pozitie ai punctelor dintr-un plan cu originea
intr-un punct O a planului formeazéd spatiul vectorial peste corpul R
in raport cu adunarea si inmultirea cu scalari (v. § 1).

Spafiul vectorial 0. Fie K un corp. Pe grupul abelian zero, 0 = {0}, in-
troducem legea de compozifie externi

K x0 -0, (x, 0) - a0 =0.

Se conferd astfel grupului abelian 0 o structuri de spatiu wvectorial
peste K, numil spafiul veclorial zero.

Fie V un spaliu vectorial peste corpul K. Cum (V, ) este grup
abelian, pentru adunarea vectorilor sint valabile regulile de calcul din-
tr-un grup abelian. Si adaugim la acestea urmitoarele proprietiti spe-
cifice ale operatiilor cu vectori :

a) Fie o € K 3i * = V. Atunci :

ar =0 < a =0 sau r =0 |.
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In adevir, fie @ —0 s$i y =0-2, Atunci
Yy=02 =(0 +0)x =02 +0x =y +y,
de unde
| Y=9+0=y+@+(—9)) =@ +p +(=p) =y +(-p =0,

} deci Ox =0 si analog se arati ci ax =0,

Reciproc, presupunem ci ar =0, Daci « # 0, atunci
=12 =(a"0)x = aax) = o"0 =0,

b) Oricare ar fi « & K si x € V, avem :

(=) = oa(—2) = — oz, (—0) (—2) = ax
In adevar,
0=l =alr + (—2)) =az + «(—2),
de unde rezultd ci «(—x) este opusul vectorului «x deci a(—) = —ox.
Analog se aratd ci (—a)r = —ax si atunci

(—a) (=) = —(a(—2)) = —(—ax) = ax.

¢) Oricare ar fi &, p € K 5i 2, y € V avem :

(¢ — B =ax — Br, a(x —y) — ar — ay

In adevir,
(@ =Pz =(a + (—P)r =azx + (—B)r —ax — Pz

5i la fel se demonstreazi a doua reguli de distributivitate.

§ 3. DEPENDENTA SI INDEPENDENTA LINIARA.
BAZA. COORDONATE

1. Bazi. a) Fie V spatiul vectorilor de pozitie dintr-un plan euclidian.
Fie vy si v, doi vectori de pozitie diferiti de zero si necoliniari (v. fig. V.2),

Sistemul de vectori B format cu v, si ‘v,
B = (v, v,) are proprietitile :

1) va €V, 3\, A, € R astfel incit x =
= MUy + Aoy, )

2) Dacd ayvy fogv, =0, cu a;, a = R,
atunci o; =, =0.

In adevir, paralelele duse prin extremita-
tea  a vectoruluix la dreptele definite de v, si n,
determini pe acestea punctele @, si Q, respectiv.
Fig. V.2. Exista A, A € R astfel incit QQ, = A, si

Q
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00, = M. Din constructie rezulti cd suma geometrici a vectorilor de
pozitie A0y i A, este egald cu z, deei :

T = MU + AU
si 1) este astfel verificat. Dacd 2) nu este adevarat, existd oy, «y € R, a; # 0
sau «, # 0, astfel incit
a0y + o, = 0.
Presupunem ca «, # 0. Atunci deducem cid v, = —a luyv,, deci v, $i v, sint
coliniari, contrar ipotezei.
b) In spatiul vectorial R® si considerim vectorii v;, v, v;, unde v, =
= (1, 1, 1), v, = (0, 1, 1) si vy =(0, 0, 1) Fie B sistemul format cu w,
Vs, U3, B = (05, vy, vg). Vectorul zero al spatiului R® este (0, 0, 0) si va fi notat
cu 0 ca si scalarul zero.
Sistemul de vectori B are proprietitile :
1) vz = R% 3\, X, A; € R astfel ineit
T = MUy + AUy -+ Agls.
2) Dacd auv; + asls + o305 =0, cu ay, oy, ®z; € R, atunci «; = a, =
= oy i),
In adevir, fie v € R, & = (a;, a,, a;). Pentru a arita ci 1) este adevarat
trebuie sa determmam A1, Ay Ay € R astfel incit y

T = Ny + Ay + Agls.
Avem : f

(@, @ @) =& =7py + Ml + 20y = N(1, 1, 1) +2(0, 1, 1) +
+;\3(01 0) 1) 3 (Aly lly 7\1) +(0! AZ)' }\-2) + (OJ 0: 7\3) =(All 7\'l +)\21 7\1 +
+ Az 4 Ay)

de unde
A = @, L
A AR = @,
Mo Ry =a

Rezultda ca A =ay, Ay =@, —ay, Ay =a3 —a; si 1) este verificat.
Fie acum o, ay, a; € R astfel incit

ajly T+ oaly + gy =0,
Deducem ci ;
(o, oy + oy @y F- 0y ) = (0, 0, 0),
deci

=0
oy oy =0
o + oy +ay =0,

de undera, =iy =0y =00
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Exemple ca cele de mai sus justifica introducerea urméitorului concept :

3.1, Defintlie

2) Daed oye; + ase,

bPiriinl LY L A '
Xy = Ol L

Din cele de mai sus rezulti ci orice sistem B = (v, v,) format cu doi
vectori diferiti de zero necoliniari formeazi o bazd a spatiului V al vecto-
rului de pozifie dintr-un plan euclidian.

SistemuliBe=i(oy Vo, vs)sundey; = (1, 1 1), ws = (051,10, 2, =0 0,01
formeaza o baza a spatiului vectorial R, ]

2. Dependentd si independentd liniard. Strins legate de nofiunea de
bazi a unui spatiu vectorial V peste un corp K sint conceptele urmitoare :
1) Daca vy, vy, ..., U, = V, atunci un vector de forma

MU A0y oo F Aty (A € K)

se numeste combinafie liniard (cu coeficienti in K) de vectorii vy, Uy, ..., Uy ;
scalarii Ay, Ay, ..., A, se numesc coeficienfii combinatiei liniare.

ii) Spunem cd un vector x € V este combinalie liniard (cu coeficienti
in K) de vectorii vy, 05, ..., b, dacd existd Ay, Ay, ..., Ay € K astfel incit

m
T =MV + Rl + ... A Aplp ='21?\1”i'
1=

Spunem c#d vectorii vy, v, ..., v, formeazd un sisfem de generalori
pentru spatiul vectorial V daca orice vector & = V se poate reprezenta ca
o combinafie liniard de vy, vy, ..., Uy S

- m
V& VAR e, A SR astiel tine iy s 3 0y
i=1

iif) Spunem ci sistemul de vectori v, vs, ..., v, este liniar independen!
(peste K) daci

Gl =g ek e o D sy e = e =
In caz contrar spunem ci .vectorii vy, v,, ..., v, sint liniar dependenii

(peste K). Asadar, vectorii vy, v, ..., 0, sint liniar dependenti (peste K)
dacid existd «), oz, ..., &, € K, nu toli nuli, astfel incit
Aty + oaly 4 oo ol =0,
O egalitate de forma : ; ! |
LSLST + Upls + LG +“n¢vm :0: (0(1- = I{)
se numeste relafie de dependentd liniard a vectorilor vy, v, ..., v, ; daci
. cel putin unul dintre scalarii o, @, ..., o, este diferit de zero spunem c#
avem o relatie de dependentd liniar nebanald.
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Asadar, vectorii v, v,, ..., v, sint liniar independen{i daci si numai
daci singura relatie de dependenti liniard a lor este cea banald. De asemenea,
un sistem de vectori B este bazi a lui V dacd si numai daci B este sistem
de generatori liniar independent.

Fie B —={e;, €5,"..., e,) 0 bazi a spafiului vectorial V peste corpul K,
Dacid » € V, atunci exista Ay, Rgy vs oy A € K astfel incit

m
r=NMe -+ 7}25‘3 2R e el _Z]llfet-
. =

S& observim ci scalarii Ay Mgy ..y A, sintunic determina ti de vectorul
si baza B. In adevir, daci pentru Aj, A3, ..., A, € K avem de asemenea

i=1

n
T =he, + e ... + e, =¥Ne

atunci
. ’ 5 n n , ’
A — Aoy (s — KaYey =i (A — hae, =A21 Ay ﬁ'Ei e, =x2—x2=0
i= =

$i eum sistemul de vectori €1, €, 4.., €, este liniar independent, rezulti ci
M —AN=X —A=... =k —A=0,

deci d '

Pt SR e B S

4.2. Definific. Fie V un spafiu vectorial peste corpul K, B — (e, e, ..,
- €,) 0 bazdi & Iui V gi x un veetor din V. Sealarii unie determinagi Ay, A, ...
<o Ay € K astfel ineit

T =he +Aey ... - Me,

se numese coordonatele veetorului x in haza B.

Exemplu

Coordonatele in baza canonicd a lui R*. in spafiul vectorial R* si consi-
derdm vectorii ¢, = (1, 0, 0), B0, R0) e — (0,0, 1)
Dacd x € R*, @ = (a,, a,, a3), atunci:

T = (ay, 0, 0) + (0,‘a2, 0)iit=(0,.0, ag) =iay (1,10, 0) + a0, 1, 0) +
. + a0, 0, 1) = aje, + Uy + dgey,

deci B = (e), €, ¢;) este un sistem de generatori pentru R?,
Dacé pentru e, 0, a3 € R avem :

00 + 08y - oge; =0,

atunei

t (o &, aa) = (01 0, O)-
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de unde «, = a; = a; = 0. Asadar sistemul de vectori B este si liniar inde-
pendent, deci bazd a spatiului vectorial IR®, numita. baza canonicd a lui R3.
Cum pentru orice x = R?%, @ = (@, @, @) avem

T = a8, + a:e; + asey,

rezultd ci coordonatele in baza canonicid ale unui vector x = R? coincid
cu componentele acestuia, y ‘

~ Si observdm c# coordonatele unui vector diferd de la o baza la alta.
Astfel, daci v = (3, —2, 5) € R cum

v =3¢, — 2e, + Dey

coordonatele Iui v in baza canonicd a lui R* sint 3, —2, 5 (egale cu compo-
nentele lui v), Pe de alta parte, vectorii v, = (—1, 1, 1), v, = (1, —1, 1),
v; = (1,1, —1), formeazi, de asemenea, o baza a lui R* (v. Ex, R—1) si

3 1
coordonatele lui v = (3, —2,5) in baza v, v,, v, sint o 4, T pentru ci

3 1
v :Eu, + 4u, —|—?u3.

Analog, in spatiul vectorial R"(sau chiar in K*, K fiind un corp oarecare)
vectorii : :

e 0L T O e e (S ) e — (005 S Sl orin sz G
bazd a lui R* (resp. K" numitd baza canonicd a lui R* (resp. K"). Mai mult
pentru orice * = (a,, @, ..., @,) avem

T = @8 =k Gz k. = agey,

deci coordonatele lui 2 in baza canonicd coincid cu componentele sale, anume
(k) (o8 sy ot

Exercitiu rezolvat
’R £ 11 in sp:nt,iui vectorial R? considerim vectorit v, = (a, 1, 1),

v, = (1, a, 1), 55 = (1, 1, @), unde « este parametru real.
1) Aritali ca sistemul de vectori #,, vy, vy este liniar dependent dacé
si numai dacid @ =1 sau a = --2.
2) Dacd a # 1 si a # —2, atunci B = (v, vy, v;) este bazd a lui V.
Cind a« = —1, gisili coordonatele vectorului v = (3, 2, 5) in baza B.

Solufie. 1) Fie o, a4, o, & R astlel incit
ol + gl + oty = 0.
Atunei

(aot, + ot + %35 o F Aoty - oy 5 &) + o+ axy) = (0, 0, 0),
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ceea ce este echivalent cu :
acy + oy + oy =0,
(So) § &1 + acey + a5 =0

oty ooty aoz:': 0.

Sistemul omogen (S,) im necunoscutele &, oy, o, admite solufii nebanale daci si numai dac#

deci dacd si numai daci (a + 2)(a — 1) = 0. Rezultd ci vectorii Uy, Uy, Uy sint liniar depen-
denfi dacd si numai daci @ = —2 sau a = 1.

2) Fie ¢ € W, © = (a,, a,, @,). S§ aritdm ci se pot determina scalarii My A M ER
astfel incit :

T = Ny + ¥y + Rgly.
Trebuie séi avem
(@ + 23 + Ay M+ @ky 4 Ay, M+ Ay - adg) = (a4, @, ay)
ceea ce este echivalent cu :
ap; + A+ A =ay,
(8)] M+ @k + A =ay
M A A+ apy = a;.
Cum @ # 1 si @ # —2 determinantul A al sistemului (S) este diferit de zero.
A = (a + 2)a — 1) £ 0.

In acest caz sistemul (S) admite solutie (chiar uniecd). Conform regulii lui Gramer aceasta este

a? — 1 1—a 1—a
Ry = a; + a, | ay,
A : A A
1—a a* — 1 1—a
Ay = A a; + z a, + A ay, .
1—a 1= at —1
Ay = a, + a, + ay i
A A A
Cind a = —15ia, =3, e, = —2, a, = 5 avem A = 4 gi aplicind formulele de mai sus gisim

M=3/2, Xa =4, Ay = 1)2, déei

3
\ ¥ = (3 ~2) 5) =—; fadvyt
2

o

Exercitii

1. Verificati proprietitile S,, S, si S, pentru mulfirea matricelor cu scalari.
2. Verifica{i proprietdtile S,, S, si S, pentru inmul{irea polinoamelor cu scalari.
: /3 Fie M o mullime nevidd si &(M) multimea tuturor functiilor f: M — M. Pe M definim
legea de compozifie externd cu operatori in F(M).

F(M)x M — M, ([, 2) — foromfz) = M.
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Ardtali cii @
1) fa(ge) = (feg)ez, Vf, g.= F(M), xe M;
D L =, Ve = M.
J{/ 4 FieV=R{={x=R[=z > 0}. Ariitati ci V este spafiu vectorial peste corpul It in raport

cu legile de compozifie.

def def .
:cJ_yéa:y, i = s Vee R,z V.
5. Fie V multimea tuturer sirurilor f de numere reale,
f=(a|n Agy ooy Uy, "'s) {ﬂreﬂ)-

Daci o Eflsi frg & Vo f=(0 @y «oos @y oo )y §= (D6 by, ..oy By, ...) atunci punem

def X
f+ 9= (a + by, @y + b_lr S P B E S

def

B = (Gt G0 o ) Gl et i)

Aritati ci V este spatiu vectorial peste corpul R in raport cu legile' de compozitie : -
Vot N ¥, (ha)—+f+a
RxV-V, (o )=+ af.
/6. Fle K =2, = {0, 1}. Enumerai toli vectorii spatiului vectorial K. Care este numdrul

X vectorilor spatiului vectorial K" ?

7. Aritati ci pentru oricare doudi numere naturale p, n, eu.p prim, existd un spafiu vectorial
Vecu p* vectori.

8. Fie V = 0 un spatiu vectorial peste corpul R. Aritafi ci E are o infinilate de vectori.

9. Fie V un spaliu vectorial peste corpul Z,, p numér prim. Aritati ci
O=x42x+ ... +x(p nri),. e = Vi
10. Fie V un spat,‘iu} vectorial peste corpul K. Demonstrafi prjr} inductic cil
i + 0y eee U =D, o, . b,
sl ‘
(ot + otg + ...‘+a,,,)u:oc,u+a-_.u+ ver P
oricare ar i o, g .ouy Gy S B8,y Jo 0 V.
\}// 11. Fie vectorii », = (1, 1, 0), v, = (0, 1, 1), v, = (1, 0, 1) din spatiul vectorial K"
' 1) Ardtati ci sistemul de vectori B = (v, v,, v,) este o bazia a lui R '
2) Reprezentati vectorul » = (2, —3, 5) ca o combinatie liniard de vectorii bazei .

/12, in spafiul vectorial V = M,(R) se considerii matricele

1 0 S0 11 [5G —2 3
E = ] Bt N L, ] A:[ ]
0 0 0 0 3 L) 1 4 -2
1) Aridtati ¢ B = (E,, E;, E; E,) este o bazd a lui V. P

2) Reprezentafi matricea A ca o combinatie liniard de vectorii bazei B.

|/13. Fle fi, fu fi S RIX), fi = (X=B)(X —¢), fi= (X — )X —a) fy=(X—a)X b
1) Aratafi ca polinoamele f,, fe, f; sint liniar independente peste B dacd si numai
dacii (a — b)(b — e)(e — a) £ 0. f
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2) Ardtati cd pentru orice polinom [ & R[X] cu grad f < 2, existd A, Ay, A; € R
unic determinati astfel incit

f=NMfi + Aefy + Asfse
8) Determinafi A, Ay, A; cind f=1 42X — X', a=1, b=2, c=3.
f/H. Aritaii cd fiecare din sistemele de polinoame din R[X],
B =1, X, X%, XY,
B =1+ X, X4 X3, X2, X2 + X¥)
B =(1, X — 1, (X —1)}21, (X —1)’/31)

sint liniar independente peste R si reprezeﬁtati polinomul f= X — X* - X 4+ 1 ca
o combinatie liniard cu coeficienti din B de polineamele din B (resp. B’, B).

./ 15, Fie V un spatiu vectorial peste corpul K si »,, vy, v, un sistem de vectori liniar indepen-
denti. Ardtafi cd vectorii v; + v, vy + vy, vy + vy, sint, de asemenea, liniar independentis

{18, Fie v,, Uy, U3 un sistem de vectori dintr-un spafiu vectorial V peste corpul K. Aritati e
aplicatia

fi B2 =V, fx) = Avy + Ay + Ay VE = (A, A, M) E R

este injectivd (surjectivéd, bijectivil) dacd si numai dacd vy, v, v, este un gistem liniar inde-
pendent (resp. sistem de generatori ai lui V, bazi a lii V). Generalizare.

3. 1) Pentru orice =R avem  (fo 19fes a(®)) = fa, s{fe, a(*)) = acx + ad + b =
=fae, aaro(®) 4 2= a4 B =a=1h.\

4. Pentru orice * = Z x Z, f,(x) are a 2-a componenti pard, deci f, nu este surjectivi ;
pentru orice y € Q x O, y = (4, y,), sistemul de ecuatii 3z, + x, = y,, 4z, 4 22, = y, are
solutie unicd, deci f, este bijectivi.

6. Primele egalitd{i prin verificare directi. Apoi se poate continua astfel :

1 0 i 0
RySye = Ry Ry }:R o = Spyo ete.
0 ] (0 118 el ety +

\

03 OFROTH ;
7. Punefi condifia ca A si comute cu matricele( 0), (1 0) si se obfine
0

¢ 2) = 1).

ﬂ.A=1 g si ,A:(*l 0}.
(it 1 =1

12, Induclie dupd n (v. Teorema 4.2).

13. Avem n® — n = (n — Dn(n + 1)+(n® + 1), i 240 =2¢ x 3 X b si .se aratd ci
n® — n se divide prin 24, 3 si 5.

16. Se aplicd regula lui Cramer.
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17. Fie ¢, = (1, 0), ¢, = (0, 1). Gum [,(e,) = fz(e;) rezultd cd (a,u; Tarhh— (g0 THE
din fa(e;) = fg(es) rezultd (a,., 5122) = (B, bay), deci A = B etc.

a

.. [
18. Daci A®* = —E, atunci A = ( } cu a, b, ce¥, a'+f be+4+1=0 De
" —a

c
exemp]ﬁ A= ) 1] s 0 a4 ¥ 2 9 '
—1 0 1 0 Sghis g
‘ y .
19, Fie A = ¢ Cl Atunci AT = & si din ATA = I rezulti :
b d e d ]
1 = det(2) = del(AT)del(A) = (ad — bc)?,
2 bz
1 0]:E:A"Ar_ a by (a c;a«i— ac—!—bd’
(T (o ) i L ca + db ot d?

deci ad — be = 1, a? + b* =1, ac + bd =0, ¢* { d? = 1. Daci ad — be =1, atunei
¢= —b, a =d Gum @ + b? = 1, existd 0 < [0, 27) astfel Incit a = cos 0 si b=sinf ete.

20. 4) B:%(}x + A7), C= -%—(A A

91, Existi n astfel incit a= bgy+ 1y, D=requ + 1, To=T1gz +Te -5 Ta2=
= Tyl Ty Tt = Tllpga (05 eul0 <Siny, iy =S s N b (algoritmul lui FEuclid
pentru a si b). Atunci:

ry = (Ty 0) =3, (Ppets Ta) = (e Tpeg) = o000 = (ro, r) = (b, 1) = (a, b).

22, Fie ¢, r = N asttel incit a =bg +r, 0 7 < b, Avem :
2“w—1=2"“‘"—1:(2”"71)2"-|—2"—1=(2”—1)Q+2'—1, unde

Q= (@b 20 L, L2V L) s1 27— 1 2% _ 1. Deci dacd r este restul Impdrbirii

lui a prin b, atunci 2" — 1 este restul impér{irii lui 2¢ _ 1 prin 2° — 1. In particular, dacii d

este ultimul rest diferit de zero din algoritmul lui Euclid pentru a si b, atunci 2 — 1 este ul-

* timul rest diferit de zero din algoritmul lui Euclid pentru 2% — 1 si 2% _ 1, de unde (2°* — 1,
P e (2L | \

23, Conform Ex. 22 este 'suficient s# aritim ci numerele 8¢ — 1, 6¢ + 1, 6¢ + 2,
6q + 3, 6g + 5, 6g - 7 sint relativ prime In perechi. Daci un numir prim p divide doui din
ele, atunci divide si diferenta lor in valoare absolutd. Diferentele in valoare absolutd posibile
sint 2, 3, 4, 6,8, 1, 5, deci p poate fi 2, 3 sau 5. Se observit ci 2 divide doar pe 6¢ -+ 2 iar3
doar pe 8¢ + 3. Singura complicaiie poate apiirea cind 5 divide pe 6¢ -+ 2 si 6¢ + 7, ceea ce
se exclude prin ipoteza ¢ % 3 (mod 5).

CAPITOLUL 11

1, Vezi Tablele II-1 si IL-2.

]

. Vezi Tabla 1I-3.
. Vezi Tablele 1I-4 si II-5.

W D

. Vezi Tablele II-6 si II-7.
8 Dacs «x, 1 = (2, oo)’ atunei ® —2=>0, y—2>0, deei xy—2(x+y) +4=
= (x— 2y —2)>0. Cum zsy=ay — 2@+ +4+A—= 4, trebuie ca A = 6.
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6. Vezi Tabla II-8.

(e | 0.1, & .3 ®| 0 A2 =3 0. L2 8
00205l 28 3 0] o 0 0 o0 (ol [ DR )
1 1 2 5) 0 1 0 1 2 3 1_ 1 0 1 2 3
B LS ol sy S 2 (WIS ST
SHHE ATMn 8% i =L SH| RO R o Sithbasniani el g S
; | PR BT )
Tabla 11 Tabla 11-2 Tala 113
=10 I % E’ Y Tl L B B¢ °| i fi s
o« @ o o o B r [ b s
[ R (8 o] | Lt Rl e S I O R i
i Sl S R Syt | RSN falifs ) Bk
Tabla I1-4 Tabla I1-H Tabla 11-8
il B G Sl Bl e 40 0 12
i [ i e e ) 1 R S S S D
S| kT L el S s ) 2 2o S R G D
2 | Tt o 3 36 TR O 12
IS S S S TR I TR | 1 4 {2 (s 12
Gl SRoREaRER 0BT SR 6 (i i e L B )
(e SR O R R R U ) DRI S B B )
Tabla 11-6 ) Tabla LI-7

7. Elementul neutru este 0. Daed, v, y € [—1, 00) alunci @ 4 1 = 0, y + 1 = 0, deci
x4y +ay-+1=(y 4 1)(z 4 1) = 0, de unde z4y = [—1, c0).

8. Operafia , | “ Vndmite ca element neutru pe b cind I este [¢f, b] sau (a, b] iar ope-
ratia , T “ admite ca element neutru pe a cind H este [¢, b] sau [o, by,

9. Operatia , T “ admite ca element neulru pe 1. Operafia ,, 1 * nu admite clement ‘neu-
tru, iar cea indusi pe H de , | “ admile ca element neutru pe 12.

12, Dacd e € Z este element neutru, puneli condiliile ex) = (0 si rsl |5

13. (1, n, p), (m;, n; 1), (m; 2,:2);

14T a="0 b =0 sauaf%, =t

15. e= 2.
]

18. '3) Avem AV = A, YA € M daci V= [
0

New e = 1t
1

“

i 1
18. Operatia ,+“ nu esle asocialivd si admile element neulru  walricea — F, unde
2

E este malricea unitate.

20, Fie =, yeH, x=a 4 b V2, y = ¢+ d V2, atunci xy = (uc 2bd) -+ fad + be) Y 2
si (ac | 2bd)* — 2(ad + b(‘)‘; = a2(c? — 2dr) — 2b%ct -~ 2d2) = Iy deci qy < f. Cum (a |
+ bY2)e — bYD) = at — 202 =1, avem @' = @ — bya.

21, 2) A esle simelrizabil dacid si numai daci @ £ 0 si b # 0 s avem

i (g (1]
' ca=th=t b )°




24l o — 1 =2
25, Elementul neutru este (1, 0), elementele simetrizabile sint (1, b)si (—1, b) cu b = Z.

26, Fie b = M aslfel incit'a = aba. Fie e= ab si f= ba. Avem ey = abara = ara= y
si yf = avaba = axa = y, Yy = M. In particular e = ef = [.
u [

27, Luind x arbitrar, .= e, = esi v = e se obfine = x | ¢. Luind v = ¢, y = &,
u= e sl v arbitrar se obfine v = e | », de unde e= ¢. Acum avem x | y= (x T ¢e)_L
LleTyY=@Le)T(Ly=aTy Vo y<s M De asemenea, & | y= (¢ T 2) L
Lle=(eLly)T@EL)=yTr=yla

28, 1) 32 ; 2) 3%: 3) 3%, In general, pentru o mulfime cu n elemente, avem : n"', nitatt
A

n{=1*1 respectiv, . 3

30. Orice cuvint « = M se poate scrie sub form3 o = «’w’’, unde &’ este secventa for-
matd cu primele 5 litere ale Iui « ; «" este seeventa formatd cu urméitoarele 3 litere ale lui a.
Dacd «, B,y = M, ¢« = a'a”, f = BB, vy = vy, atunci (esflry = (@BIY'y") = ay” =
= (x'a”) #(B'y") = ax(fay).

1, +1, +i,

2, Dacd «, y's (=1, 1), atunci (x + y)/(x + zy) = (=1, 1).
Elementul neutru este 0 iar simetricul lui = este —a.

3. Vezi tabla III-1. 4. Vezi Tabla I1I-2. 5. Vezi Tabla III-3.

.

1 & & o ! fis G S Toe Ty o ] [t e lonifee ifse ife

1_ 1 € e? It fi fa fa 1 fi fi Tall s Vi Taa\Pits Ml
o R T o EY S I R i T S B e S
(o e S € fa I I fi I fas (e tapefA i e e e T
Tabla I11-1 ] o I ful o fe de foo fosifs fs
IESTEE

Tabla 11I-2 fs fs fo fa
. fo i O e W R G

Tabla TII-3
10, Avem xyay = wayy, Inmulfind la stinga cu 27t si la dreapta cu y!, rezultd xy = yx.
11 Avem (ap)t = e ='ee = %yt siise aplicd 'Ex. 10.

12, Pentru x arbitrar si y = erezulld * = (x T @) T x. Decia T = ¢, de undex | y—
= & T y. Aplicind Ex. 11, deducem si « | y =y | x.

A ; ,
i b ikt it sy ey 308 ”‘], y:[] L S [
1 3 2 3 442 1 OB S SR

15 Cind =0 si k>0 demonstratie prin inductie. Daci h < 0 si k < 0, atunei

abht — ((44"!)*]({,7)&")*[ Lo (bvta-—ﬂ)ﬂ K (“-’tb—k)—l L. (b-k)—](a—h)—l = b*a" etc.

16, Din ab = b'a rezultd ed bt = aba*. Atunci 8= b*be = bibt = abe—‘aba—t = abla—1;
de unde bla = ab?, Atunci ab® = bab= b*b'a = a, de unde b*= e. Inmultind la stinga si
dreapta cu b egalitatea 6% = ab? rezultd ab = ba.

13 Vezi Teoremele 4.1 si 4,2, Cap, III, §4.
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19. Evident 127 < 3Z () 4%. Daci a € 3Z (") 4Z, atunci 3| a si 4| a si cum (3, 1) =
= 1 rezultd ci 3 x 4 = 12 divide a, deci a = 12Z.

20, a) H= (Z, 4); D) H=(Q, +).

24. Se observd ci [(x) = (—1, 1), Yx € (0, 00) si [(xy) = [(x)+f(y}

25. Funclia f: G — R, f(x) = tg(x), V= = G este un izomorlism dela (G, «) la (I, +)

26. 1) Vezi Tabla 111-4. 2) Definili [: & — G prin [(e) = K, (= A, [w)= B si
f(w) =

R Iy S A |e {a B} g b}
B E SRS D) @ {a} {b} f{a, b}
i 0 AR e {a} {a} @ {a, b} (b}
sl S MG AL () {e,b} @ {a}
ol Bl e A R {a, b} | {a, 0} {8} {a} @
Tabla II1-4 Tabla III-5

28. Vezi Tabla il[—5; 2) f(e) = @, [(u)="{a}, f(») = {b}, f(w) = {a, b}.

31. 1) = 2),Fie.« € H. Cum H este mullime finitd} aplicatia f: I — H, f(z) = ax, esle
bijectivi. Existi deci b = H astfel incit ab = a. Atunci b= e, deci e € H. Existd o’ = II
astlel incit aa’ = e. Dar a™' = a’ = II si deci I este subgrup.

32, 2) = 1), Existi ¢ € G astfel incit ae= a. Pentru b & G avem be= gaec = ya = b.
Analog existd ¢ = G astfel incit ¢b= b, ¥V b = G. Evident, e = e’. Dacd ¢ € G, exista o,
a’’ € G astlel incit a’a = e = aa” si cum a’ = a’e = a’(aa”) = (a‘a)a” = ea” = a’’ se deduce
cil a! existé. '

33. 1) = 2).Daci H= 0= {0} se ia n= 0. Daci H #0 lie x € H, x # 0. Cum si
_x = H rezulti ci H conline numere intregi strict pozitive si fie n > 0 cel mai mic numir
strict pozitiv din H. Avem nZ < H si folosind teorema impdrtirit (prin n) cu rest se arali si
H < n7. :

34, Fie z= cos @ + ising. Atunel 1= z"= cosng }'isinngp deci np= 2kx cu

h e 7. Rezulld cii z= cos 2rrc + isin 2rm, unde r = h/n =.Q. Reciproe, dacd r € Q, atunci
existi h, n = Z, n > 0, asllel incit r = h/n si alunci z" = 1 dacd z = cos2rm + isin2rm.

a%. Notdm elementele 1, z,, z,, ..., 2z, ale lui H asifel incil argumentele lor si salisfaed
0 <@ <@2<< .. < @poy < 2. Gum argumentul lui zz! € H este @, — @, > 0, rezulli
ci @, — ¢ = @,. Exploatind aceasta idee se arald ¢ ¢; = ip, pentru 0 < i < n st np, = 27.
2 2
Rezulti ¢ H — H{ = U,, unde ¥ —eos == 4 isin —= (v. Ex. R—2, § 4. Cap. 11I),
n n
36, Fie [ Z ~+ % un automorfism al grupului (£, +) si fie a= f(1). Atunci f(2) =
=f1+1)=/f1) +[(1)= a4 a= 2qa, f[(—2) = ,[(2)# —2a elc., deci f(h) = ha, V I = Z.
Cum [ este surjectiv, existd b e Z astfel incit 1 = f(b) = ba. Deduccm cd a= +1. Daci
a = 1, atunci f = 1z iar daci a = —1, atunci f = —1z.

CAPITOLUL 1V

1. Elementul zero al lui A este (0, 0), elementul unitate este (1, 0). Dacd (a, b)(x, y) =

IL

b
(0, 0), atunci ax + 3by = 0 si bz + ay = 0. Gind (a, b) # (0, 0) avem det( gl ,} 5
i b a

at — 30 # 0, de unde z =0, y = 0, deci A nu are divizori ai lui zero.
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oy
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3. Dacd ;1. * si " suatisfac conditiile din enunt, atunci pentru orice x, y =Z avem
o g —a=(c—a)l (y—u)siay—a=(x—a)T(y —a) Observind ci f este hijectiv
si notind  —a=u, y —-a¢=29, avend u |l o=u+ov+4a si u T v=up 4 au 4 av —
—a*—a, ¥Yu, 0=7. Elementul zero este —a, elementul unitate este 1 — a:

5, Elementul zero este (0, 0) iar (1, 1) este elementul unitate al lui A. Elementele inver- |

sabile; sttt 90 =2) (=1, 1) sii-1,1). ; ’
7, 1) (1, 1), (1, —A); (2, 3)s (2, —1), (4, 1), (4, 1), (5, 1), (5, —1),(7, 1}, (7, —1), (8, 1), |

(8, —1). |
|

|

’ 8. Vezi Tablele IV.1 si IV.2.

+ oo wo ©n @y e o ©n @

0,0 | © 0 0 © 1 @ 1) 0, 0) | (0, 0} (0, 0) (0, 0) *(0, 0) |
a0 | @0 © 0 ¢ 1) O 1 (1, 0) | (0, 0) (1, 0) (0, 0) (1,0) |
e B0 1 @ 00y 10) ©, 1) | (0, 0) (©,0) 0 1) (0, 1)
4, @1y © 1 10 (©o0 (1, 1) | (0, 0) (1, 0) (0 1) (1, 1)

Tabla IV, 1, Tabla 1V. 2.

9. o +x=(x+2)2=(x +a)r+x)=x*fa* +x*{a?=2a 4+ 2+ x, deunde
¢+ x=0 sl deci x= —x, ¥ & € B. De asemenea,
cby= (Y= (Tt yE -ty =24 gz foy =T+ ye 4 ay + ¢y, de unde yx +
+ 2y = 0, deci yr= —zy = xY. '

10. 1) 16 ; 3) Existd 6 elemente inversabile.

12 De@ePededa=(1O1PL1OLBYRa=0Qa= 0.
2) Se observd ¢i 5| € 0 < k < 5 si se aplici 1) si Ex. 11,

13. 1) Oricare ar fi ‘a, b, ¢ € R cu agc=0; 2) (E — UNE -+ U) = E.
14. Vezi tabla IV.3. : ‘ |

18w Bily=ill.

~ A AN

; 1ie .5 T 2l
7 SRR A~ A, AN
A |t Bt
A A A A
5 [N N [ g
A A A A A
7 %1 h
N N A A A
T8I 5 e L

Tabla IV. 3.

31, 2) (1, 0), (—1, 0), (0, 1), (0, —1); 2) Aplicatia [:Z[i] — A. f(z) = (a, b), ¥ z =Z[i],
z = a + ib, este izomorfismi. :
23, Aplicatia : € — I, f(z) = (a, b), V z € €, z= a + ib este izomorfism. = |

24. Aplicatia [: K — &, f(z)=Inz, ¥ © € K, este un izomorfism.

AU 20 S, 2, "
25. Aplieatia f: @(y2)— K, f(z) = (b a] ,Vz e Q(«/Z), z=@a + b\/2 este izo-

26,17 o= b=y (:;:6;2)a=1, =2,

11¢€ : )




27 [+ g =X 14X 4 4, fg= X0+ Xo 4 A 4 4x0 £ 2% 1 3,
28. [y — 0.

A A A A A A A A
oL b e L R e RO O R e SO e o e

3. Fie f= ax + b, ¢ = ¢X + d. Punind conditia [z + g2 = X* 4 1 reznlta ¢ 4 ¢* = 1,
b d*= 1, ab 4 ed= 0. De asemenea, (2a 4 b)* + (2c + d) = 5, (2a + b)(2e + d) -

4 3
Deci 2a + b si 2¢ 4 d sint rdddcinile ecuatiei 2 — 51 4 2 = 0. Se giseste iz —)t i
5 5
3 4
g=— X — — etec.
5 5

32. grad feslte 0 dack A= 1; 2 daci A= 2; 3 dac A + 2 s5i A # |
BB N g X L

36. = AX* 4+ 4X + 2,1 = X 4+ 2
M. a= 14, b= _3.

38 f= —1 4+ 4X — GX2 4 4X°,
Mha= it b=0:a=1, b= 4V3; a= —1, b= i3,

40, [(3) = 196.
A A A 'A A

41, q=5X°+3X* | 2X |5, r="'5.

42, Fie a, b € Z, a= 25, b= 2l + 1, astfel incit (@)= f(b) = 0. Gum a # b, poli-

nomul (X — a)(X — b) dividepe f, deci existd ¢ = Z[X] astfel incit f= (X — 25)(X — 21 —
« — 1)g. Se observid cd pentru orice k = Z unul din numerele k — 2s, k — 2 — 1 este par.

4, X' f 4= (X +2X 42) (X*—2X + )= (X +1—1) (X + 140 (X —1+])
(X —1 1), X9+27=(X3438) (X*+3X 4 3) (X2 — 3% + 8)= (X + ix/3) (X — 13)
X+ 2 (X +7) (X —5) (X —z), unde z = (3+i /3)/2

M f= (X 42X + X2 4 X + 1.
4. 1) v. Ex.2,§7;2) f= (X — ¥/2)(X* + ¥/3X - V= (X — Va)X - ¥Ze)
(X — ¥/2e?), unde ¢ = (— 1+ 1]/_/2

46, Cum A este mulfime finitd este suficient s¥ aritim ci f este functie injectivi. Paci
f{x,): f(x;), atunci 1 + x, =1 4 x,, de unde z; = =z,, cici (A, 4) este grup. Asadar
A= {f0), f1), f(a), [(b}}, deci f(0) 4 f(1) + fla} - f(b)= 0 + 1 + @ + b, ceea ce in grupul
(A; +) atrage 141 +1 4 1= 0. Dacil A este corp i 1 + 1 0, atunci 0 # (1 + 1) =
=141+ 14 1= 0. Contradictie.

48, Cum 1= (—1)*= ~ 1, avem ' 1} 1=0, deci o+ a= a(l }1)=a0=0,
6
Vas A, Avem: 1 t+z=(1+4 2= Y Cia*=o 4 ¢ + 22 {1, de unde ' = —x?= 27,
k=0 !

In fine, * = a* = at.22 = 27 -2! — a! = 27,

H
=
=




49, 2) Fie fe A, f+#0=/f, unde fo(z) =0 pentru orice z & [0, 1] este ele-
mentul zero al inelului. Fie I = (a, ) € [0, 1] cu @ < b astfel ineit f(z) = 0 = f, pentru
orice x € (a, b).

Definim funcfia g :[0,1] = R prin

(2) {{x'-—a](.r’b]dacﬁa:sf ‘

xr) =

é 0 daci z e [0, 11\J
jur g este o funclie continud cu g & 0 si fg = 0, unde { este un divizor 4l lui zero,
Reciproc: dacipentruf e A,f # 0, 3g € A, g # 0 astfelincit fg = 0. Fie 2’ = [0, 1]

astlel incit g(z?) # 0. Cum g este continud, existd J [0, 1] astfel incit z' =T sigla) # 0,
orice x & I. Cum fo(z) = 0 = f(z) - g(x), orice & & I = {(x) = fo{z) = 0, pentru orice
z el %

3) Cum f® = f atunei f(f — fi) = 0 = f()[f(x)— 1] = 0 pentru orice x e [0,1] =
= f(z) € {0,1}, orice & < [0, 1], unde f, este elementul unitate al inelului, cu fi(z] = 1
pentru orice z < [0, 1]. Cum £([6, 1]) =0, ‘1}, iar f este continudi, si aplicind proprietatea
lui Darboux obtinem f = f, sau f = f. .

50. Avem (1) = 1, f@) =f(1 + D= f(1) + D=1 +1=2, (=D = —[@) = —2,
in general, f(n)=n, Y n €Z. DacAi r € @, atunci r=mn™, cum, n < Z, de unde f(r)=
— (fmn~1) = f(m)f(n) = fm)(f(n))™* = mn~ = r. Fie.g un automorfism al Jui Q(V’E)- Evi-
dent g(r) =1, ¥ r ='Q. Dack o= a + by3, eu a, b = Q, atunei g(z) = g(a) + gOW(H2) =
— o + bg(y3). Dar 2= g2) = g2+ 4D = IYDg(Y2) = (g(/2); deducem ci g(y2) =
— 44/2. Dacit g(2) = A2, atunci g este automorfismul identic, iar daci g2} = 2
atunci ¢ este automorfismul cu acliune a + bﬁ—va:— b,/i

51. Se observé ¢ f(F)=r, ¥V r € @ (v. Ex. 50). Dacd = € R, £ > 0, atunci f(z) > 0,
in adevir, fie y € R, y > 0 astfel incit y* = z. Atunci fx)y = f@*) = (Ff@)* > 0.

Fie reR, e>0s5ir, 0 s—e<r<z<n<z-+e Atunc fla—e) <
< f(ry) < f(®) < f(ry) < f(= + ¢), deci r, < [(x) <715, de unde]|f(x) — x) < e. Rezultd cif
flx)y=12, Ve <R,

CAPITOLUL V

3, Avem f(gez) = fo(g(®)) = [(g(®) = (fog)(®) = (fog)s®; Ly +a = 1y (D)= 2.

6. K" are 2" vectori.

7. K", unde K= Z,.

8. Fie v = V, v # 0. Atunci aplicatia R — V, o —» ap este injectivi.

yrt+x4... L= ?z+;=+ +Alx= (Al +l‘\1 b +’i)x‘: pT = 0x = 0.

1. »= ('—3)111 + 0-v, + 50, : :

12. A= —5E, — E, + 6E;— 2E,.

13, f= 3fi — 9y + 5

M. f= 14 (DX + (—DX* + X°= 1-(14+ X2) + (=X + X) + (=2)X* + 1-
S(X3 4 X = 0-1 4 0(X — 11! + 4(X — 132! + 6(X — 1.
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. Numere s e
. Mulfimi si funct,u (recapatulare) ity

Matrice (recapitulare) Sra
Numere relativ prime (re(.apltulare) o e

1D e e R e [ SR e

Notiunea de lege de compozifie. Exemple . . .
Parte stabili. Lege de compozilie indusa ., .
Tabla unei legi de compozitie . . . . . . . .

. Asociativitate . ,
s COIULATIVATates it s o it SRR Ao i
s IEI et mew o i e R TR

Elemente simetrizabile

. Proprietiti ale adunérii si |nmult1ru moduln n

Exercilii .

. Monoizi

Definifia grupulul Exemplc

. Reguli de calcul intr-un grup
. Subgrup. Exemple

Morfisme de grupuri
Exercitii .

Definilia inelului. Exemple

. Reguli de calcul intr-un inel

Inelul claselor de resturi modulo n .
. Corpuri e
Morfisme de Inele si corpuri .

e
=

o
D

61
64

71
75

119
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6. Polinoame cu coeficienti intr-un inel comutativ NS P R S A
7. Polinoame ireductibile. Descompunerea polinoamelor in produs de factori ireduc-
FIDILIR S e I RS, PR E R S
8. Aplicatii ale cnrpurllnr finIlE (fanultatlv) ol s
F,xerclt.u......,.......‘......A...>......_
Sp. "AY
1 cpidde feotpozitiekextarie 50, E 8, Ll e LR OO
9. Definifia spatiului vectorial . . . ST R el e sl e
3. Dependenta si independenta liniara. B.ua (oordonate LR TS e L S )
Exermtu,.,.......-......»....,............

Ind il si A N SRS | I O I PRIt GRS B i 12 SRl
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