VALERIA TOMULEANU

‘x
|

I \
| |
| |

- |
L % |

) | L ; | {

I i
| |
| |

| GEOMETRIE ANALITICA

Manual pentru clasa a Xi-a

EDITURA DIDACTICA $I PEDAGOGICA, BUCURESTI, 1985







Conf. univ. dr. Constantin Udriste Prof. Valeria Tomuleanu

GEOMETRIE ANALITICA

MANUAL PENTRU CLASA A XI-A

L

S

a

Editura Didactici si Pedagogicd — Bucuresti




Manualul a fost elaborat pe baza programei scolare aprobate de Ministerul

Educatiel si Invatamintului cu numdru 3% 438/1980.

Partea teoretici a fost realizati de Constantin Udriste, iar problemele au fost
! ! realizate de ambii autori.

La redactarea finald s-a tinut seama de literatura de specialitate existentd si de
observatiile si sugestiile deosebit de utile ficute de prof. univ. dr. docent Radu I
prof. univ. dr. Octavian Stdnisild, conf. univ. dr. Vasile Oproiu, dr. Zaharia Stoian,
{ g lector univ. dr. Stere lanus, asistent univ. dr. Oltin Dogaru, prof. gr. | lon Maitei,
prof. gr. | Livia Petrescu, prof. gr. | Mihaela Sicuiu, prof. gr. | Gheorghe Vernic.

liron,

)

Referenti: lector univ. dr. STERE IANUS
prof. gr. | MIHAELA SACUIU
prof. gr. | ION MAFTEI

Redactor: prof. VIORICA FATU
Tehnoredactor: [ON MIREA
Coperta: ELISABETA VERONICA DUMITRACHE




Capitolul |

i CAE,CTwl VECTORIAL

§ 1. Vectori liberi

Un vector liber are trei elemente caracteristice: direcjie, sens si lungime
(normd sau modul ). }&cestea vor fi definite in continuare. -Precizam insa de
la inceput cd nu orice entitate descrisd prin ,directie, sens i méirime“ este
un W\ctor liber.

A i B doud puncte din plan. Segmentul [4 B8] este bine determinat
de H_.\_wemltdmu sale A si B, iar sensul de parcurs pe un asemenea segment
este bine determinat de o ordonare a acestor extremitédfi. Aceéste observatii
justificd urmatoaresa:

Definifie. O pereche ordonati (A, B) de puncte din plan se numegte

segment orientat (vector legat in punctul 4) gi se noteazi cu AB.

-_> . . . = _>. -
Fie AB un segment orientat. Punctul A se numegte origineg lui A B, iar
. - _>' " .
punctul B se numegte extremitaiea Tni AB. Dacd A # B, atunci segmentul
orientat AB se reprezintd grafic prin sigeata care unegte pe 4 cu B (fig. 1. 1)

In cazul cind A = B se obfine ceea ce se numegte segmentul orientat nul AA,
care se reprezmta grafic prm punctul A.

Segmentele orientate ‘A B §i C D se numesc:
1) fq.fsle daci A = C si B = D (coincid);
2) opuse, daci A = D gi B = C,

Dre anh determinatd de segmentul orientat AB se numegte dreapta suport

a lui AP si se noteazd cu AB. Aceastd dreaptd este unic determinatd numaj
dacd 4 # B; orice dreaptd care trece prin punctul A

este dreaptd suport pentru segmentul orientat nul ﬁ = /
Doua segmente orientate se numesc coliniare dacid ;&ﬁ
dreptele lor suport sint egale (coincid); doua segmente /
orientate se numesc paralele dacd dreptele suport A
corespunzétoare sint paraleie. ' Fig. L. 1.
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Directie

Doud drepte d si ¢’ din plan se numesc ,egale sau paralele” daci d < &/,
d' ©d (coineid) sau d N d’ = @ (sint disjuncte).

Teoremi* Relatia binard ,egale sau paralele
palentdé pe muliimea cﬂiepZ(?ZGF dn plan.

Demonstratie. Relatia ,egale sau paralele” este reff.?:nm, sumeiried gi tran-
zitted. Reflexivitatea este totuna cu egalitatea. Simetria rezultd din refloxi-
vitate si din simetria pcuals‘hsmulw intre drepte: dacd d = d’, atunci gi d’ =
= daci d Il @', atunci i d’ || d. Tranzitivitatea decurge din Japtrl ca doua
drepte paralele cu o a treia sint sau egale sau paralele.

Reamintim' c& o relatie de echivalentfi definitd pe o multime determini
01mmutneamultmuswapccmv in da\ef]ef‘[,hn'a'enm(aubmu} timi (IlSJu11L,l )
intr-o clasd de echivalen(d intrind toate elementele echivalente intre ele. In
cazul relatiei ,egale sau paralele“ definitd pe multimea dr(\pLe.or din plan,
clasele de echivalentd se numesc direcfiz. Cu alte cuvinte o dir ecite este o fami-
lie de drepte paralele (fig. 1. 2), fiecare dreaptd din aceasta familie fiind un
reprezentant al directiei din care face parte. Astfel |, directia unei drepte® se
utilizeazd ca sinonim pentru ,familia de drepte pamlole e o uieapta dati’
sau pentru ,clasa de echivalentd determinaté de dreapta respectiv in raporh
cu relatia egale sau paralele.

le“ este o relatie de echi-

Un segment orientat nenul AB determind in mod unic dreapta suport A B.
De aceea directia dreptei suport poate fi atagats dircct oricarui segment orien-
tat care determind dleapta Astfel dlrectld dreptei AB se nwmqte direclia

segmentului orientat nenul AB Tinind seama cd dreapta suport a unui seg-
ment orientat nul nu este unic determinatd, admitem ca directia unui
asemenea segment este nedeterminatd.

Definifie. Se spune ¢i doui segmente orientate au acoeasi direclie
daed:

1) ambelo sint nenule si dreptele lor suport apartin aceleiasgi dir ecfii, sau
. 2) ambele sint nule.

Teoremi. Relajia binard ,aceeasi directic® peniru segmente orieniate
este o relajie de echwr([enm pe mulfimea segmentelor orientate.

Demeonstratie. Temd.

Pentru segmentele orientate nenule

//7/ directiile sint clasele de echivalenti ale

dreptelor suport relativ la relafia ,eoale

sau paralele®. Cu alte cuvinte doud seg-

mente orientate nenule au aceeasi duen,ue

dacd si numai dacd ele sint coliniare gau
Fig. 1.2 paralele, :

*Fie B o multime oarec*u'e nevida. Se numeste relatie binard pe E o submultime a
produsului cartezian E x E. O relatie JJJnar(L pe E care esto reflexiva, simetricd si Lran-
zitiva se numeste relafic de echiy alenié pe &
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mens

Fie d o dreaptd din plan. Pe dreapta d se pot stabili doud si numai doud
gensuri de parcurs (ordini ale punctelor dreptei, consecintd a axiomelor de
ordine) pe care le vom nota prin sageti. O dreaptd d impreund cu o ajegere a
unui sens de parcurs se numeste dreapld orientatd (fig. 1. 3).

Definitie. Douii segmente orientate nepule coliniare au acslagi sens
dacii sensurile de parcurs determinate pe dreapta suport comuni coincid

Doui segmente orientate nenule paralele an acelasi sens daeii exirem
lor se afld in acelagi semiplan determinai de dreapta care unegto ovig
mentelor (fig. I. 4).

Teoremi. Relafia binard ,acelast sens®, peniru segmente oricntule ne-
nule de acecast direcie, este o relagie de echivalenid.

Demonsiragie. Temd.

Doud segmente orientate nenule care au acelagi sens au implicit gi aceeasi
Jdirectie. Clasele de echivalentd relative la relatia ,acelagi sens® se numesec
sensurt. Evident existd numai doud asemenea clase: sensul initzal impus de
un segment orientat nenul fixat si opusal sdu. Admitem ci sensul unuisegment
orientat nul este nedeterminat.

Familia de drepte paralele cu o dreaptd datd este directia dreptei respec-
tive. O directie pentru care s-a fixat acelasi sens (de parcurs) pe toate dreptele
pe care le confine se numegte directie orientatd (lig. 1. 3). Pentru fixarea unei
directii orientate esie suficientd indicarea unui segment orientat nenul pe una

dintre dreptele familiel numita divectie.

(ol
i

Lungime

- _} + . & e . —7\‘
Fie AB un segment orientat. Prin lungimea (norma saw modulul) lui AR

fntelegem lungimea segmentului neorientat [A B], adica distanta dintre punc-
tele A 51 B. Un segment orientat nul are lungimea zero §i reciproc orice scg-
ment orientat de lungime zero este nul. Doud segmente neorientate care au
aceeagi lungime se numesc segmente congruente.

—_—— —— e e

—_——— e ——— .




tels neorvientate corospunzitoare sint eongruente.
Toorem i, Helatia binard ,aceeast lungime” peniru segmenfe orientate
este o relafie de echivalenid.

Dofinitie. Doui segmente orientate an aceeagi Iungime dacd segmen-
i

Demonsirafie. Relatia ,aceeasi lungime® pentru segmente orientate este

definitd prin relalia de congruenta pentru segmente neorientate, iar aceasta
din arma este o relatie de echivalenta.

Relatiile binare ,aceeasi directie®, ,acelasi sens“ gi ,aceeasi lungime®
pentru segmentele orientate din plan genereazi o noua relatie binara pentru
segmentele orientate, esentiald in definirea notiunii de vector liber.

Detinitie. Doui segmente orientate nenule se numesc echipolente daci
au ac direciie, acelagi sens gi aceeagi lungime.

Dacd AB este eetholent cu (D, atunci vom scrie AB ~ CD.

o =g ;
Temd. S8 se demonstreze implicatia AB ~ CD = Au ~ BD (fig. 1. 5).e
Teoremdid. Relajia de echipclenid peniru segmente orientate nenule este
o relatie de echivalentd.
Demonstrajie. Relatia de echipolentd este reflexivi, simetricd si tranzitiva
decarece Ffiecare dintre relatiile ,aceeagi directie®
lungime" satisfac aceste trei proprietiti.

, nacelasi sens® gi , aceeasi

Prelungim relagia de echipolentd si la segmentele orientate nule: toate
segmentele orientate nule sint echipolente intre ele. Astfel obtinem o relatie
de echipolentd pe multimea tuturor segmentelor orientate din plan care este
o relatie de echivalentd.

n a 3
3]
7

e*LuMe Clasele do ~ochivalentii ale segmentelor orientate, relative
Ia relatia de echipolenti, se numese veetori liberi.

Cu alte cuvinte un vector liber este o submultime a multimii tuturor seg-
mentelor orientate care se bucurd de proprietitile: (1) este formati din seg-
mente echipolente intre ele si (2) contine toate segmentele echipolente cu un
segment fixat al sdu. Fiecare segment orientat din clasa numiti vector liber
este um reprezentant al clasei. Directia, sensul i lungimea care sint respectiv
comune tuturor segrmentelor orientate ce definesc un vector liber se numese

o, D




senau].

Vectorii liberi se noteazd cu litere mici cu bard deasupra 4, b, ..., iar in
desen sint reprezentanii printr-unul dintre segmentele orientate echipﬂlr-niﬂ
care definesc clasa numit# vector. In contextul rcprczentantﬂor vectorii liber

se mai noteazi si prin ADB, CD, ...; evident AB € AB, adici AD’ este un

reprezentant al lui AB. y

Presupunem ci am fixat o unitate de mésurd (etalon) pentru lungimile
segmentelor neorientate. In acest caz lungimea unui vector liber va fi datd
printr-un numdr real pozitiv care reprezintd masvra comund a tuturor seg-
mentelor neorientate corespupzitoare segmentelor orientate din clasa numitd

4B |,

vector, in raport cu unitatea de mésurd. Notatii pentru lungime: || @ |
d(A4,B).

Vectorul liber caracterizat prin faptul cd are lungimea zero, iar directia

si sensul sint nedeterminate se numegte zero sau gector nul. El se noteazi cu 0
—

gi este reprezentat de orice segment orientat AA.

Un vector de Tungime unu se nume&}te‘ persor sau geclor unitar (unitate).

Vectorii liberi care au aceeagi directie se numesc pector: colintart. Vectorul
zero este coliniar cu orice alt vector. Reprezentantii vectorilor coliniari sint
segmente orientate coliniare sau paralele. Doi vectori coliniari care au aceeasi
lungime insd au sensuri opuse se numesc eector: opusi. Dacd unul dintre el
este notat cu @, atunci opusul siu este notat cu —a (fig. 1. 6).

Doi vectori liberi @ si b sint egali, si se scrie @ = b, dacd reprezentantit
lor sint echipolenti sau, echivalent, dacd au aceeasi directie, acelagi sens si
aceeagi lungime.

Notdm planul cu p gi multimea vectorilor h]Jem din plan cu V. In p fixdm
un punct O pe care il vom numi origine. Oricdrui alt punct M € p ii cores punde

un vector liber gi numai unul OM € V al cirui reprezentant este segmentul
A — & o o e ' & AN
orientat QM. Intr-adevir, dacd M # M’, atunci OM # OM' g deci OM +
# OM'. Reciproc, oricirui vector 7 ii corespunde un punct M gi numai unul,
astfel incit OM sd reprezinte pe F. Vectorul OM se numeste vectorul de poziiie
al punctului M fatd de punctul origine O, iar
observatiile precedente se rezumd prin teorema

urmatoare.

Teorema, Fie O punciul origine. Funciia
care asociazd fiecarur punct M € p vectorul sdu

de pozitie OM € V este o bijectie intre p si V.




AvE:MIE

1. Fie O un punct din plan si AD un segment orientat. S# se figureze:

1) mnullimea € a extremitéitilor segmentelor orientate cu originea O care au acecagi
lungime en AB;

2) l‘Hllltlde D a extremitidtilor segmentelor orienfate cu eriginea O care au aceeasi

directie cu A Fis

lilor segmentelor orienfate cu originea O care au acelasi

=

8) multimea § a extremit
——-‘1-
sens cu ARl
,Oase sci: CUD, CND;CUS, CNS; DUS Dns.
—_—
2. Fie d o dreaptd si AF un segment crientat. Sa se delermine mul{imea extremita-
—>
tilor segmen telor orientate cu originea pe d care au aceeasi directie si acecagi lungime cu 4 8.
54 se formuleze si sil se rezolve o problemd analegil pentru cercul de centru O si razi r.

. IMie O un punct din plan. Si se arale cil aplicatia care asociazii fiecfirui vector liber
reprezentantul siu cu originea O esle o bijeclie fntre mullimea vectorilor liberi si mulfimea

segmentelor orientate cu originea 0.

§ 2. Adunarea vectorilor

—> = > o :
ie punctele 0, 4, B s10’, A’, B’. Dacd OA ~ O'A’ 51 AB ~ A'B’, atunei

—_— —_
05 ~ C’L".

ind pe seama cititorulu c"klnltn cazuri, nm ne vom referi la cazul c‘ml

i OA ~O'A /: 1mphm A/; ~ f? im’ABw AB implici Bb‘"w AA';
——

prin tranzitivitate OO’ ~ BB gi deci (’}B ~ O'B’. Aceastd observatie sti la

baza definitiel sumei a doi vectori liberi.

= —
Definitie. Fied sib doi vectoriliberi. Fie 04 un reprezentant al veeto-
.ﬁ. o

@i AB un 1‘{571?'0u ntant al vectorului 6. Veetorul liber ¢ reprezentat de

1 - 7 ~

ientat OD’ so numeste suma vectorilor @ gi b gise noteazd ¢ = a L b
sau ufu': 'cui' 4+ AR (fig. 1. 8).

Regula cuprinsd in deli-
nifia precedentd, pentru de-
terminarea sumet a doi vectori
liberi, se numeste regula iri-
unghivlui.

Adunarea vectorilor

L VXV V. (@b)—-atb

este o lege de compozilie in-
ternd bine definitd deoarcce




C=3+8 /
a I A & A
Fig. 1. 8

vectorul liber ¢ = @ 4+ b nu depinde de alegerea punctului 0. Intr-adevir
S P !

ege
dacd fixdim un alt punct O’ §i efectudim constructia din figura I. 7, avem
girul de implicatil
e —)%-I _}r ora
OA ~ 04" = 00" ~ AA — e
T —T}r '_}r —J')f
AB ~ A'B" = AA’'~ BB
s o T e oy s :
adicd OB si O'B’ sint reprezentanti ai aceluiasi vector liber,
Tem & Sise analizeze cazul coliniarititii.

Teoremi. Adunarea veciorilor liberi are urmdioarele proprieldii;

1) asociativitate: G + (b -+ c) = (@ +0b)+¢ va b ec V;

2) 0 este element neutru: @ +6 =6 +-d = @, va € V;

3) opusul lui @ este simetricul Zzn a :51 —5— (—a) =(—@) +a =0, VacV;
&) comutativitate: @ + b = b + a, V@, b € V.

Demonsirajie. Cazurile specifice coliniarititii sint ldHate drept teme. 1) Ti-

nem seama de definitia adundrii gi urmirim figura 1.9: UD este I"‘pI’eZmiLiﬂH'tuI
sumei @ - &, iar OC’ este rppr ezentantul sumei (@ 4+ b) 4 ¢&; A C’ este repre-

zentantul sumei b | @, iar 0(, este reprezentantul sumeid@ + (& L @).
(@ —{— b) +é=a -+ (b + ¢), ca vectori liberi definiti de acelasi reprezent
Aceastd proprietate permite sd scriem @ 4 b + ¢ in loc de (@ + By L
sau de @ - (b - ¢).
2)—3). T e m &.
4) Fie @, b& V. Urmirim fmura I. 10: AB este rerreaentunhﬂ lui @, BC
este reprezentantul hu b, iar AC este reprezentantul luid - 5; de asemenea




— e S ey 4 S = —_! "
D ~ BC reprezintd pe b, DC ~ AB reprezinta pe 4, iar AC' reprezintd pe
1 @ Rezultd @ + b =10+ a
Aceasti proprietate conduce la o noud reguld pentru determinarea sumeil
veotori nenuli, necoliniari, numitd regule paralelogramului; se deseneazs

- —_—

& e

f‘ | a doi

f —_— —_— T e o e ..
4 Aé e @, AD € b si se determma punctul C cu proprietatea ci ABCD este
—_—
un paralelogram; SPrr‘nr‘ntul orientat AC este reprezentantul lui @ 4 b.
Proprietitile 1), 2), 3) aratd cd adunarea definegte pe V' ceea ce se numesgte

! o structurd de grup adilie, 1ar proprietatea 4) arati cd acest grup este comutatio,

{
r De aceea ¥V se mai numeste gi gr upu/ adiiie comulativ al eectorilor liberi.
| 4

vectorii liberi @, @, ..., @,. Prin suma acestor n vectori intelegem vec-

* ‘ torul o btinut adunind pe @, cu @,, apoi rezultatul cu &; si aga meu" dm‘m‘i‘e

‘

| :

4 pind la @, Asociativitatea adunirii vectorilor are drept cons
i suma celor n vectori este bine definitd, adicd ea nu se gschim
|
|

o parte din termenii consecutivi cu suma lor. Aceasté observatie permite nota-

plificatd &, + @, 4 ... 4 @,. In plus, comutativitatea permite s4 schim-
bam ordinea termenilor.

Fie punctele O, 4;, ...,- 4, astfel
— A, A, (fig. 1-11). Gésim @, —{ Gy = OA L A A, =10 A,

i ' =GN G = A e AN = O s By iy S e B g e G
1 = (G, + Gy + oo + Gny) + G =0A,; + A, A, = OA4,. Acest mod de

a celor n vectori se numegle regala poligonului g este o genera-

a regulii triunghiului.

a 51 b doi vectori liberi. Suma dintre vectorul @ g r*hﬂr'!] loi b, adicé

—b), se numeste diferenia dintre eéctorul @ st vectorul b si se noteazd cu
- o =
a—0. Dacd AB este reprezentantul Iui @, iar AD este reprezentantul lui b

e
- i = : s Ot i
atunci v-eprezeni‘antul lwia—>b este DB (f)rr T.49 ) Cu alte cuvinte, daca fixdm
o s
mentul omentat D5

pe A t“U‘E'pt origine, atunci vectorul liber definit de

e
O

o

este egal cu d.mr“ugct dintre vectorul de pozitie 'nJ extremitatil a s5egs

mentului DE g1 vectorul de pezitie al originii D a segmentului DB,




Operatia care asociazii fiecdrei perechi (d, &) diferenta @ — & se numeste
scddlerea vectorilor. Proprietitile sed deru vectmllor sint consecinte ale proprie-
tdiu or adunérii vectorilor, ,

Comparind relatiille AB — 4D = DB, AB = AD 1 DB ajungem la
concluzia ca intr-o egalitate vectoriala, ,,putem Tr ce un Leruen dintr-o parte
in alta® cu conditia sa-1 inlocuim cu opusul siu.’

PROBLEME REZOLVATE

1. Fie segmentul [4 B] si M mijlocul séiu. S& se verifice cd pentru orice
punct M dln plan avem MA 4+ MB = M M, - MM,

Solupe (lig. 1. 13).-Begula trinnghiului da MA = MM, + M,4, MB — MM, -
'»+ E?;,'T)‘, iar definitia opusului conduce la E';_f'r;;i — _—ﬂ?’u_lf Acestea implica MA + MB —
= (MM, + M,A) + (MM, + MyB) = (HL'.;(iHilviiell( $i comutativitale), (A4, +
& MMy) + (MoAd + MyB) = (MM, + MM,) + 0 = (0 este element neutru), M, &
4 MM,.

2. Fie un dreptunghi A BC'D. Daci M este un punct din plan astfel inci
MC + MB + BM = 0, atunci sa se exprine suma MA 4+ MB - MD in
funclie de BA.

Solupe (lig. 1. 14). Succesiv gisim MA + MEB + MD = (regula triunghiuvlui),
(MB + BA) + MB + (MC + CD) = (asocialivilate si comulativitate), (M€ + M1 -
+ MB) + (BA + CD) = 0 + (BA 4+ CD) = (0 este element neutru), BA + 0D =
= B4 + BA.

3. Sa se demonstreze egalititile

@2 —@B &) —ad—b (@—8—%—¢) =a—15

Solutie. Deoarece juslificdrile sinl de aceeasi naturi pentru ambele egalifafi, o vom
demonsira numai pe prima. Deoarece (b + &) + [(—B8) + (—&)] = [b (—0)] + 17 +
- (=&l = 0 + 0 = 0 rezultd cd opusul lui b -+ 3, adicd —(5 - g) este egal cu (—b) =
+ (—@l. De -aceea (a+ &) — (b + &) = (@ + @) +[—(b+ &)= (&+2) &+ [(—5) +
F(—el=[2 + (-B)]+ [+ (~&)] = (& —b) +0=a— b

D c
7
~T \
\\\.\% G : i .
0 M
-~
h / 4
A A ¥ A MJ"t-E:
Fig. T. 48 Bipg. T, 14
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I 4. Fie triunghiul A BC =}i M, N respectiv
/f mijloacele laturilor [AB] si' [AC]. 54 se
M arate ci BC = MN -+ MN
A
F// \q : 5 Solugie (fig. 1. 15). Mai intii BC = AC — AB.
A M B Pe de altd parte, AC = AN + NC = AN + AN,
Fig. 1. 15 AB — AM + MB = AM + AWM. Rezulti BC =

— (AN + AN) — (AM + AM) = (AN + AN) +
4 [(—AD) + ( AM)] = [AN + (—AM)] + [AN + (—AM)] = (AN — AM) + (AN —

MN - MN.

—Jl.r}

b. Asupra punctu]m material M din plan actioneazd fortele f T sifsca
in figura 1.16. Stiind c& directiile forgelor [ si f, sint ortogonale, ca
unghiul dintre directiile fortelor f, gi [ este de 45° si ed | =i =
= 1/2 daN, ||, || = 3 daN, sd se determine directia, sensul gi mirimea
fortei rezultante ce actioneazd asupra punctului M.

Solutie. Regnla paralelogramuluvi arald ci 7y este rezullanta (suma) fortelor f si f..
Directia si sensul lui’ 7y sint indicate pe figurd, iar lungimea lui 7, esle |71 |l =
= /|f1llE & |if:|? = 2 daN. Adunind pe 7y cu 7. (regula paralelogramului) gisim rezul-

tanta ciutald 7 = f1 -+ f2 + Fa
Ttie « unghiul ascufit dintre directia lui 7, §i direclia Tui 7, iar @ unghiul ascufit dinfre

directia lui f, 51 directia lui 7. Fvident o = B -+ 45°, iar B este mai mic decit £5°, Din

3 ¢ L Tall o B e 3

figura I. 16 se observi cd tg «= H’ ol , adied o = arclg—. Rezulld arctg—2~ — 45°
il 2

si asifel directia rezultantel 7 este ])TPC]Z'[L[ in raporf cu directia lui fa. Sensul lui P

este marcat pe figurd, iar [|[F[] = V72 I1Fl2 = 1/ 13 daN.

§ 3. Inmuliirea vecterilor cu numere reale

Fie R multimea numerelor reale, iar V multimea vectorilor liberi din plan.

Definitie. Fie tcR si acV. Prin produsul dintre vectorul a si
numarul real ¢ vemn fnfelege veci"m ul (@ definit astiels
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1) dacii @ # 0 git + 0, atunci 1@ este o t7,l>0 _
vectorul care are aceeagi direcfie cu a,
acelagi sens cu @ daei ¢> 0 gi sens > N -
contrar daed ¢ <0, lungimea |: |||
e TE AT o ta,t=o0 :
(fig. 1. 17); v, it 3
2) daed @ =0 wsau ¢=0, atupeci Fig. 1, 17
ta = 0.

Din definitie decurge cd !@ este un vector coliniar cu 4.

Ezemple. 1) Vectorul (—1)g are aceeagi directie cu @, sensul contrar sensului lui @
si lungimea egald cu lungimea lui z. De aceea (—1) @ este opusul lui &, adicd (—1)d =
= —d,

2) Vectorul 3z are directia lui &, sensul lui @ 8i lungimea egald cu triplul fungimii lui a.

3). Vectorul — — & are directia lui &, sensul contrar lui @ si lungimea egald cu jumi-
=)

tate din lungimea lui &,

: S, - = ‘ 1 il e 7
4) Oricdrui vector @ de lungime [|@|| > 0 i se asociazi un vector &, — — 4, avind
- llall
e L : 2 < ¢ % -] il
acceasi direclie si acelasi sens cu @, numit versorul lui @. Intr-adevir, | a, = ” - H —
: lall
i 5 : (e . = ——
= Mlall = 1. Relatia de definitie pentru &, este echivalenti cu @ = [|d|| G,
|| &l

Aplicatia definitd pe B X V cu valori in ¥ care asociazi fiecirei perechi
ordonate (t, @) vectorul t@ este o lege de compozitie externd intre elementele
loi V' si ale lui B numitd inmulirea vectorilor liberi cu numere reale. In con-
textul acestei operafii numerele reale se mai numesc §i scalari, iar operatia in
sine (nmuljirea vectorilor libert cu scalari.

Teorem i. fnmul'fg.'rea vectorilor liberi cu numere reale are urmdioarele
proprietdfi :

1) 1d =a, va € V;

2) s(ta) =(st)a, Vs, tc B, Yaec V:

3) distributivitate fajd de adunarea numerelor reale :

(s +-i)a =sa +ta, Vs, tE R, VaecV;

4) distributivitale fajd de adunarea vectorilor:

Ha +b)=1ti +th. vt ER, Va3, bc V.

Demonstrajie. Relatia 1) este imediatd. Dacd numerele reale sau vectorii
sint zero, atunci gi relatiile 2), 3), 4) sint imediate,

2)—38). Tem &.

4) Cazul coliniaritdtii i1 18s&m drept tema.

. e . - . o] -

Fie OA reprezentantul vectorului @ si AB reprezentantul vectorului &.

Atunci OF este reprezentantul vectorului & - & (fig. I. 18).
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Presupunem ¢ > 0 gi notdm cu

r . - .
O A’ reprezentantul vectorului id gi

-—_} -
eu OB’ reprezentantul vectorului

4 R

{(@--b0). Se observi cAOAB ~ OA'B’
(fig. 1.18) avind un unghi comun gi

laturile, care determinéd acest unghi,

de lungimi proporfionale. Rezultd

TR e . ——r-'?;l T a5 1 ae
AB| A'B" si A'B' =1AB, adica
Fig. 1. 18 P
A'B’ este reprezentantul vectorului
= . - i L) - 7. - T
th. Deci OB’ este reprezentantul sumei i@ -+ i, adicd (@ + 0) = 1 +- 1b.
Cazul ¢ < 0 se trateazd analog.

Sd prezentdm citeva consecinte directe ale definitiei si ale teoremel prece-
dente, consecinte ce constituie puncte de sprijin ale tehnicii de caleul elemen-
tar (demonstratiile sint lisate drept teme):

vs; 1R, Vi, beV. Ca urmare, adunarea gi sciderea vectorilor liberi, pre-
cum si inmultirea vectorilor liberi eu numere reale au proprietall analoage
adunirii, seiderii si inmultirii numerelor reale.

Propriettile adunirii vectorilor liberi, date in teorema din § 2, §i proprie-
tatile inmultirii vectorilor liberi cu numere reale, date in-teorema din acest
paragraf, aratd cii V este ceea ce se numegte un spejiu veclorial pesie mullimea
numerelor reale. Din acest motiv, in cele ce urmeaza, multimea ¥V va fi numitd
spajiul vectorial al vectorilor liberi din plan.

PROBLEME REZOLVATE

l.Fieac VgineEN Sisearatecdad 4 ... +a= nd.

n termeni

—_
Soluie. Urmarind figura 1. 49 se observi i @ - ...+ d = 04; + 434, + ... &

e
n termeni
e —_— ——
4 Apy Ay = 04y, iar 04, are directia lui 4, sensul lui @ i lungimea » Il &ll-

a 3 3 Notd. Relatia din aceastd prohlema
0-——-};—&——-——:»-——7—-—-9—-—‘—-—--#- 5 :
Ay Ay Apeg Ap  poate fi privita ca o consecinfi a teovre-

18T L k) mei din acest paragraf,




. |
—ii Yot i 3 L 5
A A Brar Are Aoker 1
Fig. L. 20 .
9. Fie d o dreaptd pe care se fixeazd n > 2 puncte echidistante. Se 1
noteazd cu O mijlocul segmentului [4,4,] si cu M un punct arbitrar din
J J B 14nl % P
plan, exterior dreptei d. S& se arate cd |
|

\ . M4, + M4, + .. + MA, =nMO, ncN — {0, 1}. ' ]

Solutie. Dacd n = 2k, atunci punctul O se afld intre Ay si Apyy, iar dacd n = 2k 4 1,
atunci punctul O coincide cu Aps, (fig. I. 20). Regula triunghinlui dé MA; = MO + OA;,
i =12, ..., n. Pe de altd parte (Odg + Odpyy) + oov + (0A4; + OAy) = 0 sau OApy; $

n
& (0Ap_y + OAnss) 4 ... + (04; + OAzyy) = 0. De aceea » 5 OA4; = 0. Astfel gilsim
i=1

n o=l n o Lo 30,
> MA; =) (MO + 04) =
o

1=1 =1

7

n n
10 |- E 04; = ; MO = niMO.

3. 8o dd hexagonul regulat ABCDEF, Si se exprime vectorii liberi 4D, I

E, AF in functie de vectorii liberi AB = b §i AC =é.

Solutie (fig. 1. 21). Relatiile AD || BC, AD are acelasi sens cu BC, d(4,D) = 24(B, C)
implici AD = 2BC. Aceasta impreuni cu TC = AC — AB =& — b conduc la 4D = l
— 9(z — b). Analog, din AE = BD, BD = AD — AR =32 —b) — b =2 — 3} ‘

a—b,(x+y)@—25 —(z—y (@b

gisim AL = 2¢ — 8b. In final, 47 = CD, CD = AD — AC = 2(z — b) — & = ¢ — 2b, * !
deci AF = & — 28, jl
4. Se dau vectorii liberi @ =17 + j, & = 2i — j. S4 se calculeze @ - b,

Solutie. Tinind seama de proprietifile adunérii £, ‘
vectorilor si proprietdtile inmultirii dintre vectori si f / ’ !
numere reale, objinem i |

B+b= (4 )+ (2 — ) =( +2)+ (] —J) =3,
~b=(F+N—(@-J)=i+]j—2+]j=rF

D
i
|
|
|
i
I |
ST 7 i
Gty 5—B—(z—9) (648 = (o9 (-5 i i
L el ) = 2] g = A il |

=

N

— 327 4 3yl = (2y — 4a)i + (2= + 20)7. Fig. 1. 21 E |




5. Si se discute si sd se rezolve sistemul

AT+ =a
T+ N =056, € R
Solufie. In a doua ecuafie inmultim ambele parii cu A, apol scddem parte cu parie
din prima ecuatie. Rezultda (1 — 23)7 = 4 — Ab.
1

Dacd A # -1, atunci ecuatia in 7 are solutie unicd 7 = —
1 — 7\"

(@ — 2B) si deci

sistemul are solutia unicd (&, §) unde

1 = <
T=——(b— M), T= a — Ab).
1— St
Daci A = -1 si @ = 2b, atunci ecuatia in 7 este o identitate si sisternnl admite solu-
tiile (2, ), unde T =05b — 2y, g V.
Daci A = L1 si g b, alunci ccuafia in g

o 7 este o imposibilitate si sistemul nu are
solutii.

Dependentd linicrd

Fie V spatiul vectorial al vectorilor liberi din plan. Adunarea vec‘“-riior

gi inmultirea vectorilor cu numere reale genereaza exprimari de tipul b = 22 -
03 - 1= 3
+2d, e =—1 + mj, ete.
2
Fie iy, ..., @,€V, n € N*. Orice vector de forma
@ =8y + -« + Ly, ty oy b, E R

se numegte combinajie lintard a celor n vectori @y, ..., {y.

Definitie. Veetorii @, ..., d, so numese liniar dependenfi dacd existi
n numerse reale 7,, ... 4, nu teate nule asifel inecit

By 4 oo A lody = 0.

Vectorii a;. ..., @, s6 numese liniar indepen
denti, adicd daeci orice l'e_! F;i

ienti daecd nu sint liniar depen-

.8 4 . o =i =1L

Obsorvatii. 1) Vectorul liber zero este liniar dependent: 10 = 0.

‘l_ zn.izn =

2) Orice vector liber nenul este liniar independent: G = 0, @ 5% 0= { = 0.

3) Dacd 4 = 0 sau b = 0, atunci vectorii a, b sint liniar dependenti.

4) Dacd @, ..., @y sint liniar dependenti, atunci §i @, ..., @, Gpeq ..., Gnep Sinl tod
liniar dependenti. O parte dintre vectorii Iiniar independenli @, ..., @, sint Lol vectori
Jiniar independenti.

Vectorii @, ... @, sint liniar dependenti dacd si numai dacéd cel putin unul dinfre ci se
poale exprima ca o combinatie liniard de ceilalti veclori. Intr-adevir, pentrn £ 54 0

2

relagia  #48; + ..o - Ga@ig + Gl F tia@isg 4 -o- - tpdp = 0 este echivalenti cu

b [T
i = — @y — e — Gy —
£}

1 K
@ity — ... — — On.
i i 1




==
=1

= = . . o I e T
OC reprezentantii lui @, b, i ¢ (fig. 1.22). Se obsgervd ci OC = OM - ON.

Teoremd. Vectoriv liberi @, b & V sint lintar dependenjt dacd §i numai
daci sint coliniart.

Demonsiraiie. Presupunem ci vectorii @, & € V sint liniar dependenti,
o, = = . Sl = T 5 oy Tk A Eers
adicd 1@ +sb=0,r>t+s>£0. Fies # 0. Gisim 6 = — — & sideci b 51 & sint

5
coliniari (dacd s = 0 sau daca unul dintre vectori este 0, atunci functioneazi
conventia ci vectorul zero are aceeagi directie cu orice vector).
Reciproe, presupunem ci @, b & V sint coliniari. Daci d = 0 sau b = 0,
atunci vectorii d, & sint evident liniar dependenti. In cez contrar, adicd
. b € V — {0}, not&m cu a, versorul lui @ si cu b, versorul lui . Avem

G= |G| g d =|8|b4 by = & @ Pentru b, = d, gisim b = & b, =
= 7| — o o b
= |6 ||@ = ”b” @ si deci b =ta, unde { = % Decitd — 156 =0, adicd
@ af
@ i b sint liniar dependenti. Analog se justificd cazul o — T

Deoarece dependenta liniard in ¥ este echivalentd cu coliniaritatea rezulta
cé orice doi vectori liberi necoliniari sint liniar independenti.
T e oremi. Oricare lrei vectori libert din V sint lintar dependeni.
Demonstragie. Fie @, b, ¢, € V. Dacd doi dintre ei sint coliniari, atunci
acestia sint liniar dependenti gi deci @, b, ¢ sint liniar dependenti. Presupunem
- . . . . . . . . A’b e -
aoum cd @ $1 b nu sint coliniari, adicd sint liniar independenti. Fie OA, 05 51

Pe de altd parte, OM si OA sint coliniari, adici OM = rOA; analog ON —
— s0B. Daci OC = rOA + sOB sau altfel scris @ = rd -+ sb, adic ra + sb —
—1¢=0.

Aceastd teoremd aratd cd numérul maxim de vectori liniar independenti
din V este 2.

Definitfie. Numirul maxim de vectori liniar indepondenti din V, adics
2, se numoste dimensiunea Iui V. O pereche ordonatd (@, 5) de vectori Liberi
necoliniari (liniar independentl) se numegte bazd a lui V.

y o = B S " o e
Fie (@, b) o baza in V, fie € un vector oarecare din V si 04, OB, OC repre-
zentantii vectorilor @, b, ¢. Dupd cum am ardtat in demonstrstia teoreinei
precedente (fig. 1. 22), relatia OC = O0M +

4+ ON =104 + sOB este totuna cu 5
& =ra -+ sb 5/4
adicd orice vector liber ¢ poate i exprimat ca MNf—————z %
o combinatie liniard de @ si b. Se observa ci /7
_ L doa o dom T

d(0 4) d(0,B) et -
pentru fiecare luindu-se - sau — dupd eum 9 /2 i T A
vectorii respectivi OM si OA, ON si OB sint Fig [.22




. ‘ . i) - ot ese b,
de acelasi sens sau de sens opus. Deseori se spune ci vectorul & a fost descom

pis dupd vectorii bazei. Descompunerea Iui ¢ dupéd vectorii bazei este unici.
i vir, si srate implicatiile:
Intr-adevir, sint adevidrate implicat

ﬁ_, 5=_hn. 19dep. ok @. b = lin. indep. N Sl e e
€ =14 + 5,6 i — )i (s, —s,)b =0
€ = 7,3 |- 50

adica 7; = 73, §; = S»-

Numerele reale r g1 s definite m'in é = rd 4 sh se numese coordonalele
vectorului liber ¢ in raport cu baza (@, 5). Daci la fiecare vector & il asociem
perechea ordonati (r, s) a coordonatelor "1 fatil de baza (@, b) obtinem o cores-
pondentd biunivocd intre ¥ si B2 Aceasti r‘r-l‘P%'a(\11c1\—11m se numeste sistem,
de coordonate pe ¥ determinat de haza (@, b) & se noteazi prin scrierea alitu-
ratd a vectorului si a perechii coordonatelor sale, adicd &(r, s).

L (\,, \)): (J., L)J‘ E—.‘\'\_', i)
8Mm 8. Fie¢,(ry, s;) $iéy(rs, s,) doi vectori liberi daji prin coordonatele

1
lor in raport cu o bazi (d, b) fizaid in V.

T
L

Cazuri part}cu

e

1) Vectorii ¢, si &, sint egalt dacd st numai dacd au coordonatele corespon-
dente egale, adicd

€, =0Che Ty =Ty 8 =3,
2) A aduna pe ¢, cu &, tnseamnd o adunag cocrdonatele corespondente, adicd
+ 7, $1 + 8y).
a

3) A inmulfi pe €, cu numdral real t seamnd a inmulfi coordonaicle lui &
cu t, adicd

107 dor

i3]
|
-
L]
=

i€y are coordonatele (try, is,).

4) ¢y este coliniar cu €, ducd si num i dacd
Deni onsirajie. 2) T inind sea

rdonatele lor sini Proporfionale.

ma de propriet: ,b le operatiilor cu vectori liberi

gésim

€y 8y = (1@ 4+ 8,b) + (rod - - 5,b) = (asociativitatea 81 comutativitatea
sumel, (1@ 4+ ry@) - (s, + ,f.r::&) = (distributivitatea inmultirii fatd de adu-
narea numerelor reale), (r; + ry)d - (51 + $5)b.

=ME REZOLVATE

L. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor 8 o, B, y misurile unghiurilor unui tri-
unghi. 54 s2 arate c# oricare ar i vectorij Z,¥, z2, urmétorii vectori sint liniari
dependenti:

1) az 4 by, (sin «)Z |- (sin B)7;
2) b7 + ez, (sin B)7 + (sin v)z;
3) ¢z +a (sin )z - (sin o).
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Solujie. Ne oprim la cazul 1), celelalte tratindu-se analog. Teorema sinusurilor implici
g = 2 Rsinw,b—2Rsin B. Rezulti o + b7 = (2 R sin «)& + (2 Rsin B)g = 2 R[(8ina)Z +
1 (sin B)7] si deci 1. (aZ + b7) — 2 R[(sin &)z + (sin p)7] = 0. Deoarece existd perechea
de mumnere reale nenule (1, 2R) care au o combinalie liniara egald eu vectorul zero, veclorii
aF - bf. (#in @)% + (sin )7 sint liniar dependenti. i

2. Fie a, b doi vectori liniar independenti. Ce relatie trebuie s8 satisfacd
numerele z, ¥, &, % pentru ca vectorii 24 yb, 2@ - ub sd fie liniar indepen-
denti?

Solutie. Egalitatea r(zd + yb) + s(ad 4 ub) = 0 este echivalentd eu (rz + sz)@ +
o4 (ry - sw)b = 0. Aceasta din urmi impreund cu ipoleza ci &,b sint liniar inda‘.p.rudnt.i
implic r& + sz = 0, ry + su = 0. Astfel perechile (r, s) trebuie sd fie solufiile unui sistem
Jiniar si omogen. Sistemul admite numai selufia r = 0, s = 0 dacd gl numai dacd zuw —
= gz = (.
solide articulatd la un capitt, de magd neglijabild, gi cu ajutorul unui fir, ca
in figura 1.23. 5i se determine mérimea tensiunii in fir gi marimea lorei de

3. Un corp cu greutatea de 200 N este suspendat cu ajutorul unei bare

compresiune a barei.

Solujie. lzolim punctul 3 de sistem si figurdm forfele care actioneazd asupra fui (fig.
1.23); G este greutatea corpului, T esbe tensiunea in fir, iar 7 este forla de compresiune
a bavei. Sistemul se afld in echilibru daca gi numai dacd T' 4 F = —@G. Cu alle cuvinle
viclorn! —@ a fost descompus dupd vecterii T si F. Rezulta || 7' | = | G || cos 30° =

V3

= 200 7= N, | F||= | & | cos 60° = 100 N.

S ' el R S
4, Fie triunghiul AB( astlel incit BC, CA, AB s fie repreze
torilor @. b, respectiv & In V fixdm baza (4, ). Sa se gdseascd coordonatele
vettorilor &, AA,, BB,,CC;, unde A, By, C,sint respectiv mijloacele laturilor
|BC), (CA], [AB]. Si se arate ci [A4;], [BB],[CC,] pot fi laturile unui
triunghi,

NSO AN

7
/
A

Fig. 1. 2&
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Solutie (fig. T. 24). Se observd ci BC - CA = BA, adicd @ + b = —Esaué = —a — b,

5:' H

Deci (—1, —1) sint coordonalele vectorului & in raport cu baza (a,
Analog,
A { W0, — AL, — AF 152 Y- (—a
e = —_ — — = — —bh— (—F—
Arh = le SO — 9 L 3 1 25 > 2
= — —_— = i =~ 2 1 = . - 1 ) e
—b)=a -+ —b, CC, = BC, — BC = Tl'f}‘*&=—E(*ctgb)bkaz—;(z-ktb.
1 1 i 1 diyes, . y ;
Aslfel {_» » — 0 §L, —1, =5 ’ o sint respectiv coordonatele vectorilor A4,
j L 9 «

BB, si CC, fali de baza (a, b).
fn general, segrientele ncorientate corespunzitoare reprezentantilor vectorilor liberi
&, @, @ pol fi laturile unnui triunghi dacl si numai daci @ -+ 5+ @ = 0. In cazul nosltru,

AA, - BR, - G0 ¢, = 0, adicd [AA,], [H5,], [CCy] pot fi laturile unui triungli,

6. Fie un triunghi ARC, iar (AB, AC) baza lui V.

1) Fie P simetricul lui B in raport cu €, S4 se gdseascd coordonatele vecto-
rului AP,

1) : T e i
2) Se iau punctele @ si B astfel incit AQ =_— AC, AR= — AB. 8% se

(5]

determine coordonatele vectorilor RQ, RP si si se arate ci punctele P, Q, R
sint coliniare.

Solufie (Tig. 1.25). 1) Urmarind figura si tinind scama de ipotezd gisim AP — Af 5
4 BP = AB + 2BC — AB + 2(BA + AC) — AF — 94 B + 24AC = — AF + 24C,
adicd (—1, 2) sint coordonalele lui AP in raport cu baza (AB, AC).

2) Analog,

e — 14— 1 —
_HQ = RA - /-JQ = — T a AB T _q' 110:

w | 1o

Y
&y
+

RP = RA + AF = RA + (4B + BP) = — SBC —

w | =
bj
1
o
i

= =" O IR ! P S —_—
¢ 2{BA + AC) = - AB — 2AB 4 24C = — — AF 4 $4C,
a

g
o AR 4 AL - ; e
adied | — —, —} | — —, 2} sint respectiv coordonatele vectorilor RQ, RIPin raport
3

cu haza (4B, AC).

Punctele 2, @, R sint coliniare deoarcce se verifici relajia RP = 4RQ adici reprezen-

e _;> % s . .
tantii RP, RQ sint coliniari.

6. Se dau a(l, 2) si b(x — 2y, z + ¥). Si se determine x si y astlel
ineit @ = &

7 ;
Solugie. Reamintim ci dei veelori ra-
/‘\\\ portali la aceeasi bazd sint cgali daci si
ﬁ/\\\x \"\\ numai dacd au coordonalele corespon-
A "~ ST =
/ 4 \""*\,\‘ . dente egale, Deci @ = b= = — "1; =1,
N = z + y = 2. Rezolvind acest sistem gisim
. ! = Y
o 3 e _ l
A el i
L L P e i = e

) )
3} (3]




7. Tie (@,b) o bazd in V si vectorii @(—1, 1), (=, |/ 2), @ {i _i].

Sii ¢ caleuleze, coordonatele vectorilor urmé&tori

a7+, a7 —m,
= o = 2
24 -- 30 — m, B—b—+
LVl
/28 — 4 2@ 74+ 5 — 4w
lru, — U - 2, a4 — v — 4w.
T

Solutie. Intrucit tehnica de calcul este esential aceeasi ne oprim la urmitorul caz,
celelalle réiminind drept {eme.

U+ 0 — 5= (—a+ 5 -s—i(naﬂ/"zé)—@(
TT

K3

1 @ — L) 5] = (distributivitaiea

2 2

inmullirili cu numere reale fatd de adunarea veclorilor, asocialivilalea si comulativi-
¥ ¥ ) 3

fatea adundrii veclorilor), —a& +4 b +4- @ 4 ~—— b — 2d - 6b = (asociafivilalea adu-
Vis
nirvii gi distribulivitatea inmul{irii fati de adunarea numerclor reale), — 2@
VN . _ , 1 ot | I/ 2
o= {Z‘ - E—f] b. Deci coordonatele véclorului @ 4 — 8 — 4@ sint 1 —2, 74 ——| Acestea
\ w ¥ s

puteau fi gisile si direct {inind seama cil ,coordonalele unei sume algebrice sint suma
algebricd a coordonatelor®,

§ 5. Proieclie ortogonald

. —
Fie d € V si d o dreaptd din plan. Notdm reprezentantul lui @ prin A B.
—
Presupunem cd AB nu este nul, iar dreapta AB nu este perpendiculari
pe d.Prin A si B ducem dreptele & si k respectiv perpendiculare pe d. Notim
J A ) > — d
{A'f =h0 d, {B'} = kN d si construim A’B" ~ AR (fig. 1. 26). Segmentul

o

—> ——
A'B’" este proiectia ortogonald a lui AR seu a lui A’B” pe d.

i <y . —
Teorem ., Veclorul liber A’B’ nu depinde de reprezentantul AB al lui a.
Demonstragie. Fie €D un alt reprezentant al lui @, iar C'D’, C'D" segmen-
e —
tele orientate construite dupd acelasi procedeu ca gi A'B’, respectiv A’ B”.

> X X _+,
Trebuie sd ardlam cd A'B' ~

~ ('D" (fig. 1.26). _ , 0
) _r% s T>r A B" ’
Segmentele A'B’ si C'D' au: ¢ v o
(1) aceeasi directie deoarece sint % o o o
situate pe dreapta d, (2) acelasi A'[ lﬁ' 5" I‘DJ
sens deoarece B'se afli la dreapta 4 &
luit A’, iar D’ se afld la dreapta . Fig. 1.26
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E

-tor nenul, de acees

- . . . = ’ ’ n v
lui €', (3) aceeagi lungime deoarece triunghiul A’B'B” este congruent cu

e ’

triunghiul €’D’D". De aceea A'B" ~ C'D'.
Dacé dreapta AB este perpendiculard pe d, atunci A’ = B’ gi deci A’B’
este segmentul orientat nul. Dacd ¢ = 0, adicd A = B, atunci din nou 4’ =

= B’ si deci E’TB" este segmentul orientat nul.

Explicafiile precedente justifica urmitoarea definitie,

Doefinitie. Vectorul liher A'B’ go numegte proiectia erfogonali a vee-
torului a pe dreapta 4 si se noteazi eu m,(d).

Teoreomi. Un vector liber are aceeasi proteciie ortogonald pe doud drepte
paralele.

Demonstratie. Fie vectorul @ reprezentat de A j,- $1d, d’ doud drepte paralele,
Cazurile A = Bgi A # B, AB | d, & sint lasate dre pt temd. Situatia stan-
dard este prezentata de figura I. 27 in care i, k | A Ed, (B} =kNd,
{F‘ =h0d, {G} = kN d. Rezultd cd FGEA esté un dreptunghi si deci

—s.

AE ~ G
Din aceastd teoremi rezulti ci proiectia ortogonali a unui vector liber
pe o dreapta d nu depinde decit de directia lui d. De aceea daci @ este un Vec-

i directie cu 4, atunci in loc de proiectia ortosonald o lui

-0a

@ pe d §1 nolajia my(d) vom utiliza denumirea de proteciia oriogonald a lui @
Pe vectorul nenul G si nolatia m,(a).
Teoremdi. Fie n € V — {0} Peniru orice d, 5 € V $i orice numdr
real t avem ‘
(@ |- E’) (@) + mu(b),
T(13) = tm(@).

Proprietdtile cuprinse in aceastd teorema aratd cd my: ¥V — V,a — (@)
este ceea’ce se numeste o fancjie liniard.

Fie & un vector liber nenul gi &, versorul sdu, ddici i — | & || @, || Bof =1.
Daca @ este un vector liber arbitra ar, atunci m,(d) este un vector coliniar cu
o 81 deci existd un numar real pr,d astfel m(ﬂ mu (@) = (pr.@)a, (fig. 1.28).

Detinitie. Numiral real prud -definit prin relafia 7,(@) = (pr,d)a,
8¢ numegte mirimea algebrici a proiectioi ortoguuu_g 70, 1)

1 5
A /] / l
h IR 2

/
df . —

. - L e 4
— - r - e
f G = 2

— W5 (E) —»
Eig 199 i [. 28
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A

Proprietatile lui 7-1:;, implicd
]}['“(fr’, ':_ z)) = ]“111(-'5 + prﬂ'-s'n
pra(ta) = tprya, Va, bV, Vte R,

2 o = T o : .
Fie @ gi b doi vectori liberi nenuligi O A, reﬂpec.'thb‘ I‘Gprezcntantu acestor

vectori. Unghiul ¢ & [0, =] determinat de OA gi 0B B se numeste unghiul
dintre vectorii @ i b (fig. 1.29). Aceastd delinitie este corectd intr ucit originea
comuni O a reprezentantilor nu joaci nici un rol. Dacd cel putin unul dintre
vectorii @ si b este vectorul zero, atunci unghiul ¢ € [0, n] dintre @ si b este
nedeterminat.

24 e ; e 4 . ; b
Vectorii nenuli @ si b se numesc orfogonali dacd unghiul dintre ei este =

Admitem ci 0 este ortogonal pe orice vector.
Cunoagterea unghiului ¢ dintre vectorul & si vectorul nenul # permite s
explicitdm num&rul pryd in functie de || @ || s de cos ¢ (wr 1.30),

prid = || @ || cos ¢.

PROBLEME REZOLVATE

1. Se dau vectorii nenuli @, b. Ce relatie trebuie sd existe intre @ gi b pen-
tru ca vectorul @ = @ + b sd aibd directia bisectoarei unghiului determinat
— — =
de reprezentantii A B, AD ai luia respectiv b? In aceastd ipotezd sd se explici-
teze m,(a), ng(b), (@ + b) si relatia dintre acegti vectori.

Solufie (Lig. 1.31). Se observi cd reprezentantul lui @ este AC, figura ABCD fiind un
paralelogram. Dacda AC este bisectoarea unghiului BAD, alunci ABCD esle un romb.
Rezulld [ @l = 18|

D

ident AC | BD, ca diagonale in rombul ]

ABCD. Notind {0} = AC N BD, segmentul orienfat 3

—
AQ este reprezentantul ui =_(a) sialluin

5 :LC(Z-)}' DC(Ji A Lo D\A C
fru{a) = 1.(B). Pe de alld parte, = (@ - b) (}17 = a
= P

)
— AC = 940, A0 = OC, adick =.. aA@ -+ b) = w(d) +
+ 7B, Fig. 1.31

=]
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A 2. Fie semidreptele [OA, [OB si
'

M’,/_;LA-I”’/ ¢ masura unghiului determinat de
SR ele. Fie ME|04si Ne | OB asifel
/ incit d(0, M) = 4(0, N). Notim
00<& { proiectia ortogonali<a Tui M pe OB
e / cu M’ iar proiectia ortogonald a lui
e N pe O4 cu N'. S& se arate o
, AV I
N M\\I 1) pros: OM = prg;, 0N,
£ i b iy
Fip. .99 2) .dr-epbele MN g1 M'N' gint
3 paralele.
Solugie (lig. 1.32). 1) Evident, pl‘ﬁ,a-ﬁ’ = || ODI|| cos ¢ — ('ON || cos = 1)1';?7]_;,:.'?\?.
2) Tie Al — OB versorul lui O si — D ON versorul lui ON.. Giisim P =
i 081 || | ON ||
O __ A O — TONY i IAT) - 1 OnT . AN i ANT
= OM'—ON’ — WON(OIII) 7:51-11;(01\) == (pl-ojw,(hnj) h__UETH oM — (pIO—MCNj oW ON —

= {cos ) (OM — ON) = (cos o) NI, ad

icd vectorii nenuli N7’ si N7 sint coliniari,
Deci MN || M'N'.

Tem & Compartti la 2) — solufia cu varianta sintetics,

§6. Produs scalar

Fie d gi b doi vectori liberi. Daci @ # 0 §i b+ 0, atunci notim cuo&l0, 7]
unghiul dintre @ si b,
Definipie. Numirul real

S
0 y dacd @ = 0 sam b = (

Be numeste produsul scalar al veetorilor g si b.
Altfel spus produsul scal

e :{”d I 116 || cos o, daed g 7&?, si b "46

ar a doi vectori este egal eu produsul lungin
lor prin cosinusul unghiului dintre ei, compromisul pentr
evident in consens cu definitia initiala.

Produsul scalar a doi vectori nenuli este un num

1tlor
u vectorul zero fiind
ar strict pozitiv daci un-
w . . © .
[O, EJ » Saustrict negativ daca unghiul

dintre ei este obtuz, adics 0 & (% ) 7:}.

ghiul dintre ei este ascutit, adica 0 S

Produsul scalar este nul dacd gi

numai dacd cei doi vectori sint ortogonali.

Asociind fiecarei perechi de vectori liber produsul lor scalar obtinem o

functie +: ¥ X ¥V — R numiti produs scalar pe V.

Teoremd. Produsul scalar are urmdtoarele proprietdi:

1) comutativitate: G- 5 = § - a, va, b € v;
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2) omogenitate: Ha- b) = (ta@)- b = a~(tb), vt € R, Va, b € V;

3) disirtbutivitate faid de adunare: a- (b+e)=a-b +a- g, Va, = Vs

4y pozitivitale: @@ = ||| > 0,Va € V; G- a@ =0« a = 0.

Demonsirajie. 1) Dacd ci =0 sau b =0, atunci @-b = b.-@ = 0; daci
G0 8 b0, atunci @- b= a||||b|| cos @ = ||b|[|@] cos © = b - &; am

finut seama de (01‘1utatwuabed produsului numerelor reale gi de faptul ci
| dintre @ si b coincide cu unghiul dintre b si a.

ungliu

2) Tem d.

3) Cazul @ = 0 este evident. Pentru a demonstra aceastd proprietate in
ipoteza @ # 0 ne ajutim de notiunea de mirime algebricd a unei proieciii
ortogonale.

Fic & un versor si b un vector oarecare. Se observi ci pr:b = 2-b, adici
miisura algebricd a proje\('fiei ortogonale a vectorului b pe versorul & este pro-
dusul scalar dintre b si é

Exprim&m pe 4 # 0 in forma @ = || @ g llg] = 4. Relatia prytb 4+ &) =
= przo - prié este echivalentd cu 2- (b +¢) = é&- -k - é. anLl;md cu
||@| si yinind seama de 2) deducem (||@lle)-(b + &) = (|| @] &)-b-(] @] &)-¢,
¢.c.t.d.

{r_) Demonstratia este imediatd. Facem insd observatlia efl relatia @ - @ =

2 este echivalentd cu || @|| = |/@- d, ultima permitind calculvl Tun-

gnph vectorului liber @ daci cunoagtem produsul scalar G- d.
mijia gi proprietatile produsului scalar conferd spatiului vectorial al

I.

vectorilor liberi din plan o structurd de spafin euclidicn.

Consecinfe. 1) Relatia |cos o| < 1 implicd inegalitatea Cauchy
- = 7 - | T
la-ol < |laf o]
Astfel modulul produsului scalar a doi vectori este cel mult egal cu produsul
lungimilor celor doi vectori. Egalitatea are loc < cos ¢ = 1, adicii ¢ = 0-sau
7 <> cel dol vectori sint coliniari.
2) Inegalitatea lui Gauchy implicd inegalitatea triunghiului (Minkowski)

a2l <lial+1o]

Intr-adevar, || + 5| = ]/(d + b) - (@ + &) il/E Bl D T .

f =112 ST 7 e = 119 E 712 = 7
=yllalP +2a-5 + 182 < VlalP+20al [ +1512=a] -+ I3].

Evident avem egalitate <> @b = |G+ b| = | a| ||bi| < d, b (sint coli-
“niari gi) au acelasi sens.

3) ‘Fie (@, #) o0 bazi in V 5i @ = r,& + 5,8, b = r,;i + 5,5

Proprietatile produsului scalar implicd

b= (r@ + s2) (rgB + $90) = .. = Tra(@ - B) A (185 + 198y) (B 0) +

+- 51857 © D).

=1
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{ Cu alte cuvinte produsul scalar @ b va
i fi cunoscut dacid se di tabelul 1. Pentru

l » g calcule este avantajos si alegem baze pentru
S | care tabelul 1 sd fie cit mai simplu posibil.
or . { Acesta este gi cazul bazelor formate din
_l y | versori ortogonali.
P L
S > alele : =
e <o AR B T j
| % = -
i o | n |m-a 00 i |ii=11ij7=0
Fig. 1.33 v |v-3 DD i ‘J-i 0jj=1
TABELUL 1 TABELUL 2

Bazd ortonormatd. O bazd din V formatd din versori ortogonali se numegte
bazd ortonormaid. Fie (i, J) o bazi ortonormati, adic# o bazd care satisface rela-
tiile din tabelul 2, Goordonatele vnui vector & (fig. 1.33), in raport cu o ase-
menea baza, se numesc cocrdonate euclidiene. Presupunind @ = rig + 5,7, 8
observd ci i-@ = ry = prid, ] -0 = §; = prjé, adicd cumdona’ue}e our*hd}ene
sint méasurile algebrice ale proiectiilor ortogonale pe versorii i, respectiv J.

Dacid & = ry - 817, b = 3@ -+ o], atunci se constatd d-b = ryry + 545z (J
adicd produsul scalar a doi vectori raportati la aceeagi bazd ortonormata este
suma produselor coordonatelor corespondente, In particular, punind i = =5 i
gisim

Nal = Vi + s
adicd lungimea unui vector este egald cu riddcina patratd a sumei pitratelor
coordonatelor euclidiene.

Se observa cé 3

d | b es.rire -+ 8482 = 0,

adicd doi vectori raportati la aceeasi bazd ortonormata sint ortogonali, daca 3
gi numai daci suma produselor coordonatelor corespondente este nuld. Mai ¥
mult, pentru @, b € V — {0}, avem

i b L Wl 8 + 5182

SR —— 9 €0, 7]
T Var I

PROBLEME REZOLVATE
Solutie, Prin definifie (@ 4 b +¢) *

butivitatea fafii de adunare gdsim & -
+ &b 4 &+ = 0; pozitivitatea &

(@+5+¢& = 0+0=0. Tinind seama de distri-
a+a*b+aet+ba+b-b+be+éa+t
i comutativitatea implicd [|a|? + [IB]* + [l&]*

o 2(@*b - b-& +&-a) = 0. Deci a-5+5-5+a-a=—7‘:.




92, 8§ se verilice cf vectorii 3 7

= (a- b — (@a-e)b, #= G

=]
Q—Al

Hﬂ

aint ortogonali fatd de a.

Solusie. Blecluam a-7 {inind seama de ‘distributivi-  —
tate 51 omogenilate, =0

)
W
e e

g — a-[la-be — (@-ab)=a-[a-be —a-[(@a-ebl=
— (R e e o R e e

Analog, se caleuleazd a-@.
/ 3. Sise arate ci dacd @ si b sint ortogonali, atunci vectorii @ < bsia—>b

au JI:‘I‘ITIB]E egale,

Solutie {lig. L.3%, cazul vectorilor nenuli). Trebuie si demonstram implicafia
b =0=|a-+bl|l=Ia—2b]
Intr-adeviir,

latbl =V @+o-@ath=1aatzab+b b= lalP+15I"

la— bl = l/rw = ("))_(5—-—-5) = i/dﬁ = f.J,‘-f") + b --E = 1/”_dd“‘l + |l ‘ﬁ‘

N o e —~ = i . i s ah ™
4. Stiind cd 7] =1, |7] = /2, iar unghiul ¢ dintre 2 g1 7 este o
s so determine r astfel incit @ = r2 4+ 9, b = — 4 29 58 fie ortogonali.

Solujte. Condilia @-b — Oeste echivalenti cu (rZ + 7) (—a + 20) = 0 sau —r(E-@) +

1/3 1/ 6

+ (2 — 1)@ -8 + 287 = 0. Deoarece &-:% =y 2c05%’r =/ 2. = g gisim
/6 3/6— 8
B o it BB Y

—r - (27 = 1)

2 21/ 6

5. Se gtie c& vectorul @ -- b oste perpendicular pe vectorul @ — 3b, iar
vectorul 3@ — 2b este perpendicular pe vectorul & — b. Si se giseascd d@ i b.

Solufie. Relatia (a - b)- (@ — 3b) = 0 este echivalenta cu |@|2 — 2a-b — 3|2 =0,
iar relatia (@ — 20)-(2a + b) = 0 esfe echivalentd cu 2||alt — 3a-b — 2[5 =0
Rliminind termenul care conjine pe @- b gasim || &[> + 5| & = 0. Deci ||a] =0, 5] = 0,

adied @ = b = 0.
6. Utilizind produsul scalar gi definifia liniar independentei, si se arate
i orice doi vectori nenuli ortogonali sint liniar independenti.

Solutie. Fie @ s b d01 veetori nenuli, cu proprietatea d-b = 0. Re]a’gia ra + sb =—[_)
implicd (r& + sb)-a@ . (ra + sb):b =0, adicit rla|?+ s(b-a) =0, rl@-8) sl b2 =
Acestea din urmé ;mprmma cu ipotezele implicd r = 0 s s = 0.




7. Si se arate cd indltimile unui trivnghi
sint concurente.

Solutie. Fie inéiltimile 44" si CC’ i H punciul lor
de interseclie. Unim pe B cu H si prelungim segmen-
tul [BET] pind in B’ (lig, 1.85). Deoarcce BC—=HC—HE,
AB = HBE — HA, rvelatiile A4’ | BC, CC' | AB

sint echivalente cu HA.(HC — HB) = 0, HC-(H

A HB—
— HA) = 0. Aceste doud egalititi implica T B (}[A—
— HC) = 0, adici HB-CA — 0 sau HB' | CA,

T em & Comparati solutia vectoriald cu cea sinteticd:
8. In V se fixeazd o baza ortonormata (z, ).
1) Si se calculeze :
( —J)- (20), (28 43j)- (=i —1/3j)-
2) 8a se determine unghiul vectorilor
A =0
3) Sa se arate ci vectorii
SRR LR ey
sint liniar independenti.
Solugie. 1), 2). Se folosesc formulele stabilite 1a partea teoreticd. Deci
(i —Jj)-(20) =2, (2i + 8]): (=i — )/ 2]) = 2= — 3}/ 2,
cos @ = ol ﬁ_ ]ﬁ,'—(ig) == i , adicd ¢ = arccos(f é=] ‘
Y 1E )R (=22 /10 |/ 10
3) Reamintim ci doi vectori nenuli raportati la aceeasi hazd sint necoliniari (saw .
liniar independenti) numai daci nu au coordonatele proporiionale. In cazul nostru

2 % 1
i 2
si de aceea cei doi vecfori nu sint coliniari.

§ 7. Prcbleme propuse

— =
1. 1) Sd se arate cil doudl segmente orientate 45 si €D sint echipolente, dacd si numai

daci segmentele orientate 4D si CB au acelagi mijloc,
2) Fie A, A’, B, B’ patru puncle in plan. Daci notdm cu M, N doni puncie din

- R R L N 3 . R :
acelagi plan, astfelincit 40 = —;? AA"si BN= — BB, siisearate cil 2MN =AB - A'B’.

’ s :
Indiecaiie. 1) Mijlocul segmenfului orienfaf AD este un punct O de pe dreapta AD
cu proprielatea d(4, 0) = d(0, D). Se vor cerceta separat cazurile: punclele 4, B, €, D

—>  —>
coliniare, punclele 4, B, €, D necoliniare. in cazul necoliniaritatii, A8 ~ D < ABCD
este un paralelogram <= AD si CB au acelasi mijloc.




2. Fie APCD un patrulater convex. Se noieazd cu Oy, Uy, mijloacele diagonalelor [AC]
respecilv [BD]. Sd se arate cdy

1y 20,0, = AD — BC,

2) dacd 40,0, = AD — BC, atunci ABCD este un paralelegram.

Indicatie. 1) 0,0, = AO; + 0.0 — BC = 0,4 + AD + DU,

2) Relatiile din 1) §i 2) implic 0.0, = U.

8 Qe dau vectorii & — —4i + 5], 5= 61 — 9f, & = —27 — 9].

— .

<1

Sa se caleculeze & + o 4+ W, &8 — 9,

. ; T e : = oxrd
4. Trei vectori an suma egald cu 0, si sint necoliniari, Notind cu 04, 08 respectiv

J—s
OC reprezentantii celor trel vectori, si se arate’cd O este cenlrul de greulale al Lriun-
ghinlui 4ABC.

—  —>
Indicatie. Pe O si OC construim paralelogramul OAB’C. Notind cu E centrul parale-

>

S
logramului OAB'C gisim OB = —20E, ;
5. Fie triunghiul ABC si 4’, B/, C’ mijloacele segmentelor [BC], [CA], [4B]. |4

1) Si se arate cil pentru orice punch M al planulul avem |

MA + MB + MC = 3MA + 244" = 3MB + 2BB" = SIG = 0 4‘

L

ghiului 4 BC) cu proprietatea

2) 84 se arate cd existd un punct G s numai unul (centrul de grewtate al friun-

GA -+ GB + GC = 0.

3) Si se demonstreze cd orice punch I al planului satisface relatia ‘
MA + MB + MC = 3MG. |

Indicatie. 2) Se tine seama de relatiile din 1). z

~ Qx

@. Fie doud triunghiuri A BC §¢ A’8C’ de cenlre de greutate G g G, 5 se verilice rela- |
tia 44’ + BB + CC' = 3GG s cu ajutorul acesteia s se dea o conditie necesard i suli-
cientd pentru ca cele doud triunghiuri sd aibd acelasi centru de greutate. |

i A

Indicatie. Tie A4, mijlocul lui [BC], 4; mijlocul lui [B°C’] ete. Rezultd: AA" =

s

G et S ) 8 5 i
Ad; + GG + = A1A” i alte doud relafii analoage.

6

)

7. in virfurile unui pitrat cu latura o se afli sarcinile electrice pozitive egale cu —-q.
Q
7
astiel incit fortele care acfioneazi asupra ficcireia din cele patru sarcini electrice ¢-sa aibd

fn centrul patratului se pune o sarcind electrica negativd —Q. 5i se calculeze raporiul

rezultanta egald cu zero.
R. Se (ine seama de legea lui Coulomb. Asupra fiecirei sarcini electrice ¢ actioneazd

q
8. Fie punctele 4,B,C,D i numerele a, b, ¢, fixate. Pentru ficcare = & B definim
punctele M,N,P,Q prin
BM = (a + «)BA, mi(b—m}b‘—c,
DO = (b + 2)D4, DP = (¢ — 2)DC.

e | el il — |

patru forte al ciror echilibru conduce la relatia Q — (AL DT
L

|

|

e e



Sd se verifice ¢ MP - NQ este un vector constant.
"Indicagie. MP + IVQ se exprima in funclie de a, b, ¢ si de AB, BC, CD, DA.
8. Fie ABCDE un pentagon regulat inscris in cercul de centru O gi razi .
1) Fixind baza (Oj OB) si se giseasci ca"l'donatc]e vectorilor OC, OD, OF.
9) 84 se arate cd OA - OB - OC -+ OD 4 OF —

| R.aa'(_i,_.i _\, ap ___L_, _é.aﬁ._"_,f; )
| 2 cos 36° 2 cos 36° 2 cos 36° 2 cos 36° |

10. Fie 4,B,C trei puncte in plan, astfel incit vectorii AB si AC si fie liniar indepen-
denti.

f : 1) Sise arate ci relatia MB = 1, MC defineste un punct M din plan, dacs &, = R+ {1}
1 iar vectorii MB si BC sint liniar dependenti.

5

f 2) Se considerd punctele IV si P care verifici relafiile NC = ,NA si PA = 1,P B,

| ty I, € B — {1}. 84 se exprime vectorii PV si PM in raport cu baza (4B, AC).
3) Ce relatie trebuie sd verifice numerele reale 1y, &, &, pentru ca veclorii PN si P
si fie liniar dependenti?

R. 1) BC este nenul gi deci MB = rBC = r-(B.M -+ MC). Relatia B = t,MC
ratd cd M £ C si deci r £ —1. b
9) PN =% _AF +
1= st

I tate =1,

S e ‘ S 2 —
Ac, P = { L o )Alj‘ BN S 1)
T e,

11. Fie @, 9, @ = V definiti in raport cu baza (g, b) prin egalititile & = 3G — 25
O=a2a+ 7b, ®=28i+yb =z, y<R.

1) Pentru ce valoare x & B vectorii & si @ sint liniar dependenti?

2) Peniru ce valori ¥ & B veclorii & st @ sinl limiar independenfi? .

G

21 16 -
Rol)oa=—": 2)ys#——.
o 3

12. Fie (7, j) o bazi ortonormats si vectorii @ — 37 -+ 4], b = 4 — 3], e = 21 4 J
d:—-%i—}——j. ~
4

1) Si se calculeze normele acestor vectori.
2) Care sint versorii asociati acestor vectori?

]

3) 54 se calculeze G+ a, @b, b+ b, ¢+ d.
18. Fie @ si & doi vectori ortogonali si cu normele egale. Si se arale cil vecforii care
formeazi urmiitoarele perechi sint orfogonali:
1) 2a + b si 5—25,
1 3 il
2) —dg-+ —bsi ——a+ —b
: 2 5 s
3) —0,2q + '1,6b gi —1,6a — 0,20.

. A . " o Cy T = ¢ b
14. Fie (7, j) o baza ortonormatd a lui ¥ gi vectoriid = 2t + 7,5 =1 4 2J.
1) Ba se giseascd vectorul 9 ortogonal pe ¢ si cure satisface condifia @+ 7 = 8.
2) 8a se determine ‘n:—(ﬁ} si miirimea algebricd a acestei proiectii. |

R. 1) 5 = 3j; 2) Se determindi tsié = ai + yj astfelincit th +2 =9, b8 =0,




3

6 6
Rezultd 7- (8) = — b, pr: 8 = —=
(0= 28 pr0 =

15. In triunghiul ABC, mediana corespunzitoare laturii [4B] intersecteazi cercul
giveumseris trivnghiului in punclul D. 54 se arafe cd dacit mijlocul & al coardei [CD] este
cenirul de greutate al triunghiului 4BC, atunci 2¢* = a® + b2

Indicaiie. FierO centrul cercului circumscris;

5 1% 9 el Sl BRISIC, it ol e L
0G-= = (04 + OB + 0C), GC = — (0A + OB — 20C), 0G+ 0G = 0= 2 c0s 2C —
c 3
— cos 24 — cos 2B = 0; se fine seama de teorema sinusurilor.

18. Fie V¥ spafiul vectorial al vectorilor liberi si (%, ) o bazd in V. Notind cu

;
ax{lr|,

& — rii - s8 un vector arbitrar din V, definim funcfiile n;: ¥ — [0, o), ny(d@) =

}is [}, nalé@) = l/"z‘l“slﬁ ng(@)= |7 [+ |s

33 se arate ci

m(a) < na(d@) < nala) < 2my(@), ny(@) < nafa) < V2 nya),

nila) = 0 e a =0, nyfta) = | t | ny(a@), nyla -+ b) < ml@) +nyb), t= R, bes V.

Indicatie. Primelo relatii se transcriu:

max{|r|, s} <VrE+E< |r|+|s]<s2max{r] |s|h




Capitolul 11
DREAPTA

R

§ 1. Reper cartezian

Geometria analiticd in plan este o metods care constd in studiul figurilor
georctrice plane cu ajutorul numerelor reale sau a perechilor ordonate de

numere reale. Prin aceasta rationamentelor sintetice li se substituic rationa-
mente algebrice. Calculul vectorial poate servi ca instrument de bazs in aceastd

convertire.

Fie planul p gi V spatiul vectorial real al vectorilor liberi din acest plan.
i cum s-a vazutin Capitolul 1, § 4, fixarea unui punct @ in plan permite
stabilirea unei bijectii naturale intre P gi V: fiecirui punct M € p i se ata-

geaza vectorul de pozitie, F = OM, al punctului M fatd de originea 0. Orivinii
(G5 (=

p i1 corespunde vectorul de pozitie(_) & V, iar simetricului lui 3/ fata de
ne ii corespunde vectorul de pozitie —F.

Avind in vedere unele avantaje in rajionamente gi calcule se preferd deter-
minarea punctelor din p cu ajutorul vectorilor de pozitie in raport cu originea
O, iar pentru vectorii liberi se prefera reprezentarea ior in raport cu o hazi
ortonormatd din V.

1e. Fie O un punet din p si (3, /) o bazi ortonormaty a Iui T
!, ]} s¢ numegte reper cartezian in plan (fig. 11.1).

Punctul O se numeste originea reperulut, iar (I, j) se num este baza reperului,
Coordonatele euclidiene (z, y) ale vectorului de pozitie F = OM = a1 + yj
(fig. I1.1) poartd numele de coordonatele car-
leztene ale punctului M fatd de reperul orto-
normat {0; I, j}. Numdirul real z — 7 + 7 —
= P37 se numeste abseisd, iar numirul real

T

Y =J]'F =prif se numeste ordonald. TFi-
xarea unui reper cartezian in plan deter-
mind o bijectie intre p si R2: fiecirui punct
M e pise atageazd coordonatele carteziene.
Aceastd bijectie se numeste sistern de coordo-

Cd
[\




X £(x,0) X

Fig. 1.2 Fig. II.3

hate cartezian definit de reperul {0; i, j} pe multimea punctelor din plan
gi se nobteazd prin scrierea alituratd a punctului [$i a coordonatelor sale,
adicd M(z, y).

Axa determinatd de punctul O gi de versorul i se numeste ava Oz sau
axa absciselor, iar axa determinati de punctul O si de versorul j se numegte
axe Oy sau axa ordonalelor. Toate punctele de pe axa Oz sint caracterizate
prin faptul c& au ordonata nuld; toate punctele de pe axa Oy sint carac-
terizate prin faptul ca au abscisa nula.

Deseor1 reperul cartezian este indical prin Oy, prin aceasta intelegindu-se
cd s-a fixat originea O si axele ortogonale Ox si Oy (fig. 11.2). In acest caz
yersorii ortogonali 7 §i j rezultd din context.

Axele impart plenul in patru regiuni

e 0, Ty 2 00l e D 0 T e < 0 Sy < @ TV bl
y < 0, numite cadrane deschise. Multimea {M(z, y)| € R,y > 0} se numeste
semrp!amal supertor, iar multimea {M(z, y)f x € R, y < 0} se numesgte semi-
planul inferior.

Fie {0; 1, j } un reper carteman in plan i M,(z;, y,), M,(2,5, y5) doud puncte :

date. Vectorul liber 3,3, reprezentat de segmentul orientat MM, este dife-
renta dintre vectorul de pozitie al extremitédtii A, i vectorul de pozitie al
originii M, (fig. I11.3). Deci

MMy, = OMy — OM, = (2, — 211 4 (v, — Y-
De aici obtinem distanta dintre punctele M, si M,, anume
d(M,, M,) = | Eﬂlzn = [/ (xe — @y)® + (g — Ya)*

Observafie (fig. II. 2), Notdm lungimea |7 cu g si unghiul dintee { i 7 cu 8.
Unghiul 0 se considerd pe infervalul [0, 2x). Rezultil = p cos 0, 'y — o sin 0, adicd
fiecirui punct M % O din plan i se poate asocia o singurd pereche ordonali des numere
reale (o, 0),p = [0, o0), 0 = [0, 2r). Numerele p si 6 se numesc coordonuicle polare ale
punclului M. Se scrie M (p, 0).

PROBLEME REZOLVATE

1. Intr-un reper cartezian {0; I, j} se dau punctele A(1, 1), B{—1, —3),
C(8, 0), D(0, 4).
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Fig. 11.4 Fig. II.5

1) S& se scrie coordonatele vectorilor 4B, AC, CD, DB si BC.

2) Si se calculeze lungimile vectorilor BA, BC si 37 ABC.

3) Si se calculeze produsele scalare AB - CD, AC - DB si si se arate ci
fiecare dintre punctele A, B, C, D este ortocentrul triunghiului format de cele-
lalte trei puncte.

Solutie (fig. I1.4). 1) Deoarcce OA —i - j, OB = —i — 3], rezulli AB =08 —0A4 =

= (—i — 8]) — (i + J) = —2 — 4]. Deci AB are coordonatele (—2, —&).
Analog AC(7, —1), CD(—8,4), DB(—1, —7), BC(9, 3).
2) Tinind seama ci (i, J) este o bazi ortoncrmali gisim [ BA| = ||AB| =
=/ (—2)2 + (—&)?2=|/20 = 2}/ 5. Analog || BC| = |/ 92 + 32 = 3]/10. Cu acestea
BA-BC (21 4+4))- (9 +8))  2-944-3 1

gisim cos ABC = ———— . . - : e : =
IBAIBC|. 128 + 41119 + 8|l V22 & )/9% 43 /2

adicd & ABC = %

3) Deoarece (f, J) este o bazi ortonormati calculele sint urmitoarele
AB+CD = (— 21 — &])* (— 8% + &]) = (—2) (— 8) + (— &)& =0,
AC+DB = (71 — j)*(—1 — 9]) = UA—1) + (— 1) (— 7) = 0.

Rezultda AB | €D, AC ] DB, adicd fiecare dintre punctele 4, B, C, D este ortocentrul
triunghiului determinat de celelalte trei puncte.

2. In plap fixdm reperul cartezian z0y. S& se figureze punctele corespun-
zdtoare elementelor multimii {0, 3, 6} x {—2,0, 3, 5}. Si se géseascd cea
mai micd §i cea mai mare distanld dintre elementele acestei multimi.
Existd in aceastd mulfime trei puncte care sd determine un triunghi isoscel?
Dar echilateral ?

Solutie. Blementele produsului cariezian sint date in tabelul 1. Dacéi notdm A4(0, —2),
0(0,0), B0, 3), C(0, 5), D(8, —2), E(3, 0), F(8, 3), G(3, 5), H(6, —2), K(6, 0), L(6, 3),
(6, 5) obfinem figura II. 5.
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TABELUL 1
X —2 0 3 5
3 | (3 —=2)| (3 0 (3, 3) (3, 5)
6 (6, —2) (6, 0) (6, 3) (6, 5)

Be observi cd d(0, A) = 2, iar [igura II. 5 pune in eviden{d ci acest numir reprezinti
¢ea mai micd distan{i. Analog, d(4, M) — d(H, C) = |/85 este cea mai mare distanti.

Deoarece d(B,0) =d(B, I'), OB_| BF triunghiul OB# esle dreptunghic isoscel. Nu
existd nici un triunghi echilateral intrucit triunghiurile isoscele ce se pot forma sint fie
fAreptunghice, fie au lungimea jumditifil bazei gi lungimea indltimii numere intregi.

§ 2. Dreapta determinatd de un punct
si de un vector director

Presupunem cd planul a fost raportat la un reper cartezian. Fie My(zg, 4/,)
un punch si d(uz,v) un vector nenul. Exista o singurd dreapti d care are directia
lui @ g1 care trece prin M, (fig. 11.6).

Teoremi. IFie 7y veclorul de poziiie al punctului M, st F vectorul de
pozilie al unui punct carecare M(z, y ) din plan. Punciul M apariine dreptei d
determinatd de M, st de @ # 0 dacd st numar dacd

F=7,+1d t ER.

Demonstragie (fig. 11.6). Punctul M apartine dreptei d dacd si numai daci
vectorii M 44 si @ sint coliniari. Deoarece @ este nenul, aceasta este echivalent
cu faptul cd exista ¢ € R astlel incit M, M = td. Tinind seama cd M, M =
= F — T, rezultd relatia din enunt.

BEgalitatea F = 7y 4 td, t € R se numegte ecuajia vectoriald a drepiei
d, 1ar © se numeste paramelru. Deoarece F = 21 4 yj, Ty = Zgb + Yol
@ = ui + vj, ecuatia vectoriala este echivalentd cu doui relatii scalare

& —wy T Ut
Yy =1y, +ovt, te R.
care se numese ecuajitle parametrice ale dreplei d.
Deei
d= {Mlz y)|(z, y) € R® 2 = z,-+ ut,
Y=o+, t & R}
sau mai scurt
d:x =z, ut, y =1y, vi, tcB. v

Vectorul nenul dfu, v) care da directia ¢f
dreptei d se numeste gector direcior. Coordo- Fig. 11.6




natele sale u g v se numesc parametri dircelort ai dreptei d. Evident orice
vector 1@, ¢t # 0, joacd acelagi rol cu a. In particular direclia lui d poate fi
el . 4 e
daté gi prin versorul director € e a.
o
Ezemplu. Punctul M1, —1) si vectorul a(—2, 1) determind dreapta &

de ecustie vectoriald @i +yj =i — J + #—21 + j), t € R. Aceastd ecuatie

vecloriald este echivalent cu ecuatiile parametrice x = 1 — 24,ly = —1 4t
. . e e el 3 1 : .
{ € R sau cu ecuatia carteziana e iﬂ—;;_ Versorul director al lui d

este —— @ = —1:(—25 ki)
llall V5

Dacd ny # 0, atunci ecuatiile parametrice sint echivalente cu ecuatia
carteziand ' )

EX e U= U
(23 e U
TUneori se ntilizeazd aceastd reprezentare chiar dacid uv = 0 (deoarece d(u, v)
este nenul, cel mult unul dintre numerele . §i v se poate anula). In acest caz
se.face conventia eii dacit un numitor este nul, atunei numaritorul respectiv
trebuie egalat cu zero.

Daci u = 0, atunei efisim 2 = @, §i deci dreapta este paraleld cu Oy
(dreaptd verticald ). Daci v = 0, atunci y = Y, si dreapta este paraleld cu Oz
(dreaptd orizoatald, figura 11.7). In particular: Oy 1z =0, On =10,

Dacii n + 0, atunci ecuatia carteziand & dreptel d{dreaptd vblicd) se poate
scrie in lorma

Yy — Yo = mlxz — Zo)
Numirul m =2, n # 0, se numegte panla sau coefictentul unghinlar al
122
s E], determinat de

dreptel d si reprezintd tangenta unghiului 0 E(— i
; : 2 2

5o . 47— 0s
versorul i si vectorul director —a (fig. 11.8).
{72 i

Sensul adjectivelor ,vertical®, ,orizontal® si ,oblic* se raporteazi la reperul
cartezian a(y.

y 1 T c
Ezemplu. Punctul M(1, —1) si panta m = — — determind dreapta oblic
. 1 L v . ;
de ecuatie y +1 = —— (= — 1). Aceastd dreaptd este acecosi cu cea din

exemplul precedent. De ce?

A
Y Y=Yo
3
,- M
XXy 4/;* L
(-7 X“P = f—~ b
Fig. 117 Tig. 11.8




PROBLEME REZOLVATE

1. Sé se scrie diversele ecuatii ale dreptei d determinati de punctul
My(—1, 2) si vectorul director @ = 2 -+ j.

Solujie. Wenatia vectoriald a dreptei d este 7 = —7 + 27 4~ t (20 ++ j), ¢t & R. Punind
{ = a1 + yJ rezulld ecuatiile parametrice 2 = —1 4 2, y =2 16, t = R, Eliminind
: 5 S s x p 1 7
parametrul ¢ gisim ecuatia carteziani sub formi de rapoarle —- P-_f 7% Aceasla
: 2

2 il . X h
s¢ mai scrie y — 2 = 7 {(# + 1), punindu-se in evidentd panta ‘m = —21—

2. S& se scrie diversele ecuatii ale dreptei d care trece prin punctul
A(2, |/3) si face cu z un unghi de 60°.

Solufie. Panta dreptei d este m = tg 60° = |/ 3. Rezultd ecuafia carleziand y — /3 —
=/ 3 (z — 2). Aceasta este echivalenti cu - [/[/ S N partea stingi
3 1
depinde numai de y, iar partea dreapti depinde numai de x rezulty ci valcarea comuni
a rapoartelor este un numir real 7, independent de = §i de y. Egalind cu ¢ si explicilind
pe = $i y gisim ecuatiile paramelbrice @ = 2 + ¢, ¥y = |/ 3 (1 4 1), ¢ = R. Rezulti ecualia
vectoriald oi +yj =2+ 3]+t (@ +1/3]), teR.

3. Ecuatiile migcirii uniforme a unui punct material M(z, y) siat
z=5—2 y=—3-+ 2 unde ¢t & [0, co) reprezintd timpul.
1) Care este viteza lui M?

)
2) d se giserscd distanta parcursd de la momentul ¢, = 0 la momentul
= 10

Solutie. Se observil cil ecuatiile date reprezintd o semidreapti din dreapla de vector
direclor ¥ = —2i + ‘7_) Acesta este chiar vectorul vitezd.

1) Gasim viteza || 5] = /8 = 2/ 2.
2) Pentru t; = 0 oblinem punctul BZ,(5, —3), iar pentru t, = 10 ohtinem punciul
My(—15, 17). Distanfa cerutd este d(M;, My) = [/ 800 = 20 |/ 2 = || 3] {t, — 1,).

$ 3.

Doud puncte distinete M,(zy, 3,), My, y,) determing o (singuri) dreapti
d. Pentru a scrie ecuatia carleziand a acestei drepte vom considera cit ea esle
determinatd de punctul M, si de vectorul

Dreapta determinatd de doud puncte distincte

— : Syetc d
director M, M, = (%3 — 1)t + (y; — y)] vk i M=
(lig. 11.9). Astfel 7

-
d:$_33’1__:_y“—yl_. =
Hif = o sailh ¥
cu conventia fidcutd in §2 referitoare la & _ X

anularea numitorilor. Fig, 11.9




Utilizind determinantii ecuatia precedentd se mai scrie in formele echi-
valente

Grii—2 &
R R
g — 21 Ya Y1 Ty o 4, |

Orvicare dintre aceste ecuatii in B2 conduce la conditia ca trei puncte date
Mz, y), + = 1,2, 3, sd fie coliniare:
i oy 1
]:0 sau |z, 9, 1|=0
vy Yy 1

|2 — 21  Y2— %
lﬂ"-sf‘xl Ys — W1

Urmitoarele afirmatii sint imediate i stabilesc legdtura intre modahtitile
de daterminare a dreptei prin doud puncte gi printr-un punct gi o direciie.
* Dacd 2y — &, # 0, atunci dreapta MM, are coeficientul unghiular
Yo — Y T e

Ty — Iy 2 2
Punind
_m__il._h___y,;yl_zt A=
t] 1

Xy — T4 Ys — U
rezultd ci ecuatiile parametrice ale dreptei determinatd de Mz Y1)
My(zy, yg) sint
{ = -2 — 7)
y =1y + Uy — 1)y tE R

De aici se observi imediat cd segmentul [B,, M,] este caracterizat prin

&= 2 + Hzy — 24),
{ y=y1+ Uy —y) €0 1]
sau altfel scris
= (1 — ), + 12,
{ y = —ty, +1ys, tE0, 1]
Pentru ¢ = 0 obtinem punctul M,, pentru ¢ = 1 gisim punctul I ,, iar

1 5 G . caronr I
pentru L:E se giseste mijlocul segmentului [H,M,], adicd punctul de

coordonate

S R

Y1t Yy
2

4

e
Fvident punctele corespunzitoare Jui t& (0, 1) sint puncle inierioare pentru
segmentul [, M,].

Aplicatii. 1) FTmpirtirea unui segment oriental nenul tntr-un raport dat.

e
Se spune cit punctul M imparte segmentul orientat nenul M, 4, in raporful ke B —

—{—1} dacti satisface conditia M, 01 = kMM, Deoarece MM = (z — @) + (¥ — vi)i,
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MM, = (z, — 2)i + (y» — ¥)j, conditia de definitie este echivalenld cu 2 — a; =
= k(zy — x), y — y; = k(y, — y) si deci coordonatele punctului A sint
_ &+ hay L las Ty SRy TR

= 2

14 k& s L+ k

k = fixat.

Pentru & = 0, ob{inem punctul Ay, iar pentru k = 1 obtinem mijlocul segmentului M, M,.
—

Pentru &k > 0, punctul M este interior segmentului M, M,, iar peniru & < 0, punctul M

. . g
este exterior segmentului 3,M,.

Observatie. Ecuatiile 2 = -2 +¢, Y= ﬂl——*—'lry—z, ke R — {—1} repre-
14k 1+ k
zintd dreapla M 0, ca si & = a; + i(zs — ), ¥ = y1 + t{ys — y1), ¢ = R. Legitura
5 ke
dintre parametrul ¢ si parametrul &k este 1 = e
14

2) Centru de greutate. Fie punctele distincte M, B, ..., M, avind vectorii de pozitie
Oy, OM,, ..., OMy si numerele reale my, my, ..., niy cu proprietatea iy + my ...+ my £ 0.
Punctul G definit prin

06 — "710177"1 S 77?*20&{2_ Gilies “{*_mn(mn :

my + Mg + ...+ 10y

se numeste centrul de greutale al sistemului de puncte (My, My, ..., My) relativ la sistemul de .
ponderi (my, Mo, ..., My). :
Daeca Mj(x;, vi), ¢t = 1,2, ..., n §i G(z, y), atuncl

4%y -k My ... My e MYy + Mals 4 L. F Mg

5= 20
my+ my . my my - my -+ ...+ my
Daci m; = m, = ... = m;,, alunci sislemul de puncte se zice omogen. in acest caz centrul
de greutate are coordonalele ‘
m:yl“J‘Ea‘l'--;:F_ﬁf_;z y_?h'}‘ﬂz'*'---'l‘yn
' = A
n n

in particular, penfru n = 2 oblinem mijlocul segmentului [ A7, A4,], iar pentru n = 3 obli-
nem coordonatele cenirului de greutate al triunghiului 3, 8,01,
PROBLEME REZOLVATE

1. Se dau pum:teleA!(ué, 2}., B(% ) 4}, C(‘J,S),D[——Z—, 1}. Sa se

giseascd ecualiile dreptelor distincte determinate de aceste puncte.

3
T+ & S
1 i e s adici e
Solutie. Dreapta AB are ecualia > e i T e
=175 :
fp
eyt , punctul € se afli pe dreapta AB, adicd punctele 4,5,C

Decareee —— =
6 2

5
sint coliniare.
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analog,

arald ci punctele 4,B,D sint coliniare.
2. Se dau punctele A(—1, 0), B(1, —2). Si se determine:
1) coordonatele simetricului lui A fata de B,
—
2) coordonatele punctului M care impoarte segmentul A A in raportul .

e T

Solutie. 1) Fie (=, y) coordonatele simetricului lui 4 fatd de B. Egalitdlile :—2-— 1,

0+y

= —2 conduc la =3, y = —4&

2) Preferdm inlocuirea direcld in formule. Rezulld

¥ b =i

o - Tl —
14 = 147
3. Sa se verilice ¢d mijlocul segmentului care unegte mijloacele disgona-
lelor unui patrulater de virfuri M (z;, 2,), ¢ = 1, 2, 3, 4, este centrul de

greutate al sistemului omogen de puncte (A, M,, M,, 3 ,).

Solurie (fig. 11.10). Coordonalele mijlocului A al segmentului [M,M,] sint
Tyt o Y1t

@y = o Yq—= 5 , 1ar coordonatele mujlocului B al segmenlului [A4M,] sinl
; , 2 o ’ ;

&y :fl—f; ?45"7, Yp — —?i'—i_——“"i“. Mijlocul G al segmentului [4B] are coordonalels
Tp T2 st mtomta _Yat¥p it yst Yt U s

Tg == 9 = A s Yg = B) = 4 , adici

esle cenfrul de greutate specificat in preblemd.

§ 4. Ecuatia carteziand generald a unei drepte

TFie un punct My(z,, y,) avind vectorul de pozilie Fy(x,, u,) s Tie 7(e,b)
un vector nenul. Existd o singurd dreaptd d ce trece prin M, s este
perpendiculard pe @ (fig. II. 11).

My

Fig. IL.10
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Teoremi. Fie Mz, 7)

b un punct arbitrar si #x, y) eeclorul siun de
pgzzf.ze. {uiwlu_t M apartine dreptec d, determinaid de My st de it # 0, dacd
st nuemat docd

ne(r — #) =0,

Demonstrofie. Punctul M apartine lui d d

acd ; numai dacd vectorii 77 si
MM =T — 7y sint ortogonali. Pe d» alta parte ortogonalitatea este echi-
valent cu anularea produsulii scalar.

Deoarece # =ai -5, 7, = %ot + Yof, F=ai yj ecuatia 7. (F —F,) =0
in V este echivalentd cu ecualia

/ oz — zg) + by — y,) =0

in R aceasta din urmi numindu-se ecuafia carteziand a unes drepte ce trece
prin M, st este perpendiculard pe vectorul nenul . Vectorul nenul 7 se numesbe
gectorul normal al dreptei d. Precizém ci orice vector Ryt # 0, joacd acelasi
rol cu 7.

Teoremd. Fie a(u,v)si7 (a, b) doi vectori nenuli. Ecuatiile |

x : z = x, | ut, }
F=T7,+t tcRin 7, et oip in R2; |
L= 1YY g s Rt — ) =040 V; alx — zp) +bly —y,) =0 in R2

14 U
sint echivalente cu ecuafia
ax by +¢ =0, (2, y) € R2 |
Demonstrafie. Rationamentul direct il isim drept tem.
Reciproc, este suficient sd ardtim ci ecuatia az - by + ¢ =0 reprezinty
o dreaptd. Intr-adevir, dacd (z, y,) este o solutie a acestei ecuatii, atunci
gisim ¢ = —ax, — by, si ecuatia se scrie in forma echivalents
ale — &) + by — go) =0,

A b » ; : . J |
care reprezintd o dreapti ce trece prin M(z,, v,) g1 este perpendiculard pe |
n(a, D).

Beuatia az + by - ¢ =0 in B2, pentru care ¢® -+ b2 # 0, se numeste ‘
ecuajia carteziand generald « unei drepte. Deoarece f: B2 — R, flz, ) ="
= aw -+ by - ¢ este un polinom de gradul intii in 2 §1 ¥, uneori se spune |
cé dreptele sint curbe algebrice de ordinul unu.

Deci

g = {Mz, y)| (2, y) € R az + by +¢ =0, a? + §* = 0}
sau mai scurt
diax+by +e=0.

Veclorul normal al unei drepte date prin ecuatia carteziani generald este

@, b), iar vectorul director al aceleiasi drepte este (b, —a). In cazul b - 0,
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Fig. 11.12 Fig, 11,13
. . . a . . . o
coeficientul unghiular este m = — 5 S ecuatia dreptei corespunzitoare se
poate scrie in forma carieziand explicitd
Yy = mz 4 n.
Ecuatia generald a unei drepte ce trece prin origine este
ax -+ by = 0.
w ¢ . - @ .
Daca b # 0, atunci putem serie y = mz, m = — i In particuler, pentru

m = 1 obtinem y = x care este ecuatia primet bisecloare ¢ unghiulur azelor
de coordonate, 1ar pentru m = —1 oblinem y = —u care este ecuatia celei de
& doua bisectoare a unghiului axelor de coordonate (fig. 11.12).

Fie dreapta d:ax + by + ¢ = 0. Dreapta care trece prin punctul
Mz, yo) € d gi are vectorul director (e, b) se numeste normala Iui d in
punctul M, (fig. 11.13).

Comentarit. 1) Fie dreapta d :ex + by +e¢ =0, a®+ 5% #£ 0. Punctul
M (24, y,) se afld pe dreapta d dacd gi numai dacd ez, + by, + ¢ = 0.

2) Considerdm dreapta d: 22 + 3y + 1 = 0. Punind 2 =1 gisim y =
= —1, adicé 4 trece prin punctul de coordonate (1, —1). Analog constatim
cil d contine punctul (—5, 3). Rezultd cd ecuatia lui 4 este echivalentd cu
2o N i 4

=
= —1-12¢te R

3) Pentru fiecare t € B — {0} dreptele de ecuatii ax 4 by -- ¢ = 0 si
t(ax + by + ¢) = 0 sint egale. Intr-adevir, prima are vectorul normal
n = al 4 bj, iar a dova vectorul normal 7, t # 0. De asemenea un punc
(%, y,) se afld pe prima dacd gi numai dacd se afld pe a doua, conditia comung
fiind az, + by, + ¢ = 0. In concluzie ecuatiile a2z + b,y + ¢, =0, o +
+ b3 # 0, asz + boy -+ ¢y = 0, a§ + b3 # 0 reprezinta aceeagi dreaptid daci
§i numai dacd au coeficientii corespondenti proportionali.

. De aici se obtin ecuatiile parametrice z =1 — 3¢, y =

Pentru ¢ = 0 ecuatia tlax 4 by + ¢) = 0 reprezintd planul p.
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4) Fie dreapta d : az - by + ¢ = 0. Pentru trasarea lui d in raport eu
reperul cartezian este necesar si determinam fie doud puncte dIS‘-t]nOJDB pe 4,
fie un punct gi vectorul normal, fie un punct §i vectorul director, fie un punct
si panta.

PROBLEME REZOLVATE
1. Stiind c# M (3, 4) este piciorul perpendicularei coboritd din oricine e
7 0 ] p p =) p
dreapta d, sd se scrie ecuatia dreptei d. Apoisé se determine un versor director
al lui ¢ s1 panta lui d.
Selutie. Dreapta d este determinatd de punctul A{,(3, 4) si vectorul normal OM —

= 81 + 4J. De aceea ecuafia carteziana implicitd a lui & este 3(x — 3) + 4y — &) — 0
adicd 3z + 4Ly — 25 = 0.

Un vector director al Iui d este @ = —4&i 4 3, iar acestuia i se asociazi versorul
1 1 . =
T = (o 85,
I| @ || 5 y
i 3 25 Lk 3
Explicitind y = — — 2 4- = giisim panta m = — = .
4 4 A

2. S5& se scrie ecuatiile parametrice ale dreptei d’ ce trece prin punctul
M (1, 2) gieste perpendiculard pe dreapta d : 32 — 2y + 2 = 0. Sise gaseascd
proiectia lui M, pe d gi simetricul lui M, fata de d.
Solugie. Veclornl normal al lui d este 7 = 37 — 2. Acesta trebuie si fie vectorul direce
tor allui @’ Decidl: w=1 4+ 31, y=2 — 2% t= R.
Proiectia lui M, pe d este dald de 4’ N 4, adica este caracterizatd prin sistemal
B — 2y -2 =0, o =13 y=—2_— 9.
gt o A ,
Rezultd 13t 4+ 1 = 0, adicd t = — Tj" si deei —], I—J sint coordonatele punctului
; G 3
cdutat. Dacd (a, ) sint coordonatele simetricului lui A7, fati de d, atunci
1+ a E 1;}- b 24
R 2 13

Decia:i,b= .

3. Sd se traseze graficul functiei f: R = R, f(z) = |2 — 4 |. Apoi s34 se
determine numirul solutiilor sistemului
y=lz—4| z e[, 6]
=7 ! & R,
in functie de valorile lui 2.
Solufie. Deoarece

z — & pentru z > &
—x -} 4 pentru z < &

f(rc)=|xH4|={
o gl e B
#0) 62 x

graficul lui f este reuniunca semidreplelor

Yy=x—4h x2h; Y= —a-+4 o<k
(fig. II.14). Fig. 11.14
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Urmirind figura I1.14 deducem: penlru ¢ & (—oo, 0) U (5, oo) sistemul nu admile
sululii, pentru ¢ = 0 se obtine salufia (4, 0), penlru ¢ e (0, 2] sislemul admite deud
solutii, pentru ¢ e (2, 5] sistemul admite o solutie.

§ 5. Reuniunea si intersectia a doud drepte

Mai intii ne vom referi la pozitiile relative a dou#d drepte din plan.

- Fie d, 91 d, doud drepte care au respectiv vectorii directori @, §i @,. Drep-
tele d, st d, sint (1) paralele dacd i numai dacd n-aunici un punct comun
{=d, este coliniar cu d@,; figura 11.15.1), (2) egale dacé si numei dacd au un
punct comun, iar ¢, este coliniar cu @, (fig. 11.15.2), (3) secanie dacd si numai
dacd d,, d, sint necoliniari; dreptele secante sint perpendiculare dacél gi numai
dacidt @; | @, adicd &, -d, = 0 (fig. 11.15.3).

In particular fie doud drepte de coeficienti unghiulari m; §i m, Con-
ditia de paralelism este m; = mp, lar condilia de perpendicularitale este
mym, = —1.

Fie dy taqe + by +e; = 0 81 dy: ap2 - Doy + ¢, = 0. Dreptele d; si
i, sint (1) paralele dacd ¢i numai dacid veclorii normali 7i(ay, by) 8§ Ag(ag, by)
sint coliniam (fig. 11.16.4). adicd 7, = 01, sau (ay, b;) = ta,, by), §i ¢y # fes,
(2) egale dacd gi numai dacd (a;, b;) = t{ay by) §t ¢y = ley (fig. 11.16.2), (3)
secante dacd gi numai dacid 5, 71, sint necoliniarij dreptele secante sint per-
pendiculare dacd si numai dacd 7y, 1 7y, adicd 7, - F, = aas -+ biby =0
(fig. T1.16.3).

Teoremi. Dacd d, 1,2 + b,y +-¢; =0, dy : @2 4 bay + ¢, = 0,
atunci

dy U dy (@ + by -+ edlage + bay + ¢0) = 0.

4 i
N 75 4"
: 2 B A :
d 2]
%,
f.= 2 2

Figodl 16
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Demonstratie. Fie T'={(z, y)ER? | (a;2 + b1y -+ ¢1)(a22 + boy + ¢a) — (0
Trebuie si ardtim ci ¢, U dy =T, adicd ¢, Ud, C I 5i I' C d, U d,.

Incluziunea d, Ud, C I’ decurge din urmétorul gir de implicatii: (=g, yo) €
ed, U d, = sau (xg, yo)Ed; sau (24, %) € &, sau a2y + byyy + ¢, =0
sau ay7o + Doty + € = 0 = (@,75 + by + ¢1) (0% + Doy + ) = 0 =
=2 (To, Yo) € I'.

Invers: dacl (zy y,) €T, atunei (ayx, + Digro + e 'g:t:u + by +e) =0
si deci cel putin un factor este zero, sd zicem @@, 4 by + ¢ = 05
rezultd (z,, y,) € d; C dy U d; i deci I' C dl UEd;.

Tegoremd Dacdd, :az + by + ¢, =0, dy: a,x + by + ¢, = 0, atunci
d,Ndy:ax by + ¢ =08l agrc+i)2J+cz 0.

Mai mult,

1) @, N dy = {M,} = a0, — asby # 0,

2y dy N dy = &y = dyee a3hy — by =0, b, — 305 = 0,

3) d, N do = T < aiby — ashy = 0, c3bj — ¢1bs # 0.

Demonstrafie. Dovedim numai relatia 1), restul rdminind drept temd.

Dacél a,b, — asb, # 0, alunei sistemul

;& + by + ¢, =0,
(l"zﬂ; "i* L‘Ey *l‘ Cz = 0

are solutia unica

oy — €1ba Ty — @40
Pl a0y~ 0y

wO — i DO i yo —_
by — @by 1Py — by

si deci d; N dy = {M,}. Reciproc ipotera d,Nd, = {M,} implicd falsitatea
relatiilor a,0, — @ob; == 0 81 ¢3b6; — ¢,05 = 0; aby — agd; =0 si ¢3!
deoarece {M,} nu este o dreaptd (de ce?) gi mumuitlmea vida. Do
= {M,} implicd a;05 — bya; # 0.

PROBLEME REZOLVATE

1. Se considerd multimea de puncte M(z, y) ale cdror coordonate verifica
ecuatia 1202 — Tzy — 12y% =0. 54 se arate cd aceastd muljime este reuniunea
a doud drepte pe1‘p<,ndzculare, care frec prin origine,

Solutie. Fie T': 122% — Jay — 1242 = 0, (z, y) = R Henatia 122% — Yoy — 1242 =0
in R? esbe echivalentd cu ecuatia 1222 — 7oy — 12y = 0 in B, cu paramelrl y = R.

Rezultd 122° — Tyz — 1292 = 0 = 12 [r — 7} { = 0—;/—|a =0« (3z — 4y) (ax +
4 3y) = 0« 32 — 4y = 0 sau 4z + 3y = 0. Deci I':J.IL;:ZQ unde d; : 3z — 4y =0
51 dy : 4z + 3y = 0. Deoarcce my = -'2, m, = — i; , condilia de perpendicularitate
myng = —1 se verificd imediat.

Comentariy

1) O ecuatie de forma aa? - by - cy® = 0, cu abe # 0 §i §* — &ac > 0, reprezintdl
doud drepte in plan care frec prin origine si diferite de axeie Owx, Oy.
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2) O ecuatie de forma ax® + bzy + cy? = 0, cu abe % 0 §i b2 — hae < 0, reprcmnté
un punct in plan si anume originea O(0, 0).

3) O ecuatie de forma az® - bay = 0, cu ab 7 0, reprezinté doud dreple: axa Oy de
ecuatie & = 0 si dreapla de ecuatie ax 4 by = 0.

4) O ecuafie de forma bzy + cy® = 0 cu be # 0 reprezintd doudl drepte: axa Oz de
ecuafie y = 0 si dreapta de ecuatie bz 4 cy = 0.

2. Si se -giseascd coordonatele punctului de intersectie al dreptelor:

d:(a+ 12+ ay = a,
"i(e +6)x+ 2a+2)y=2a¢ + 1, a €ER,

utilizind metoda matriceala.

Solujre. Considerind matricele

1 {
A:[a+ a ]’ X:[T]=B=[a ]
a+ 6 2+ 2) Y %2a¢ + 1

la+ 1)z + ay = a

sistemul liniar {
’ (@ + 6)z 4 2{(e + 2)y = 22 +-1
se scrie astfel AX = B. Deoarece

a+ 1
a-+ 6 (a.—|-2)

matricea 4 admite inversa si

e 1 [2((1. -+ 2) —a
Tdet A L —(gd-8) ‘et l] ]

Rezulld 4X = B e A-1AX) = A-1B < (424)X = A'B'= X = A~'B, adici

[ﬂ T l+-a F—((EQTL) a ;T] 1-_3(,_1 1_]‘

Efectuind calculele obfinem

det 4 = ]—aa—{-l;-‘[] Va e R,

1 3a

T [2( + 2)a — a(2a + 1)] = ———»
a a® + 4
1 a® — 3a + 1
y=——[—(a+ 8o + (o + 1 (2a+ M =2" T2
a® + 4 a® + 4
3. Fie A si B punctele in care dreapta de ecuatie ax + (2¢ 4 1)y + a®=
taie axele de coordonat
1) Si se scrie ecuatia dreptei dy ce trece prin A si este paraleld gu prima

bisectoare a axelor.

2) Si se scrie ecualia dreptei d, care trece prin B si este perpendiculard
pe dy :
3) Si se determine ¢ astfel incit punctul de intersectie dintre d, gi dy sd

fie pe dreapta de ecuatie 2 4 by = 1.
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Fig. 11.17 g, 11.18

Solutie. Penfru y = 0, ¢ # 0, gisim 2 = —a si deci A(—e, 0), Fécind = =0, & 7 — 4
2 2

—a2

obtinem y = — si astfel B (0, ] Daci a < — -‘} , atunci putem construi

i 2a-+1 2a +1
figura I1.17.

1) Coeficientul unghiular al lui d, este m, = 1. Asilel 4, are ecuafia y = = + a.

3 A 1
92) Ceeficientul unghwlar al lui d, este m, = — — = —1. De aceea d, are ccuafia
m
a? 3
z+ Y+ =
2 + 1

3) Conditia ca I sii fie pe dreapta datd este echivalentd cu conditia de compatibili-
tate a sistemului

T— Y= —a
2
x4+ Yy=— £
2a 414
z 4 by =1
adicl cu
4 —1 —a
#0000 gt e e i
2a + 1
|1 5 1 |

Dezvollind acest deferminant gisim 2(2a + 1) 4 5(—a? — @) 4 8¢* - a =0
sau a? =1 adicd a = 41. ‘
4. Fie A BC un triunghi oarecare. S se arate ci ortocentrul H, centrul de
greutate G si centrul O al cercului circumscris triunghiului A BC sint coliniare.
Solutie. Se iau drept axe de coordonate latura B4 si indlfimea DC. Se nofeazd cu a §i
b abscisele puncielor A respecliv B si cu ¢ ordonata lui € (fig. 11.18).
fniliimea €D are ecuatia & = 0. Deoarece coeficienful unghiular al dreptei AC este

b
L , se gaseste cd ecuajia indltimii din B este az — by — ab=0. Rezultd H i[) — G—}
a C

Coordonatele mijloacelor segmentelor [CA] i [A B] sint (E ,%\i respectiv [a. + b, 0} 5
. i L

De aceea mediana din B are ecuatia cx — (a — 2b)y — be = 0, iar mediana din C are
a-+ b
H
3

ecuatia 2cz + (a 4 b)y — e¢(a + b) = 0. Rezulta G( %) De altfel acest Iuecru

47




se pulea ohfine direct, deoarece coordonatele centrului de greutate sint respectiv medii
aritmetice ale coerdonatelor virfurilor triunghiului,

a-+t+b

Mediatoarca segmentului [4B] are ecualia x = N

&

] -+ b 2 b
[CA] are ecuatia y — L [a: — -g-) De aceea O ( L —ci] . Deoarece
’ 2

, iar mediatoarea segmentului

A ¢ 2 2e
|
| 0 LT
¢
| Bl R
f | 3 3
' atb Eta
| 2 2c

punciele H, G si O sint coliniare. Acest lucru poale i dovedit si ardtind ci HG — 2GO.
Notd. Confimutul problemei precedenle este independent de lixarea unui reper carte-
zian fn plan. De aceea se prefera reperul carlezian cave simplificil caleulele.

§ 6. Fascicul de drepte

Presupunem c¥ avem doud drepte d, : a0 - by + ¢, =035 d;:a2 4

~+ byy + ¢s = 0 care nu sint paralele sau egale. Intersectia &, N dy = {M,}
este caracterizatdl prin sistemul liniar

% + by -+ ¢, = 0,

as® = byy + ey =0, @by — ash; % 0.
H@mploc daci se dd un punct My(z,, o), atunci el poate fi gindit ca intersec-

tia dreptelor de ecuatii 2 = z, 5i y = y,. Este incd evident o prin M, trec
o infinitate de drepte.

Definitie. Dultimea tuturer dreptelor din plan care tree printr-un
punet dat 37, se numesto fascicul de drepte. Punetul My se numegte virinl
taseieulubui (fig. II.iIﬂ).

Teorem#i. Dacd punctul M, este delerminat ca intersectia dr eptelor d,
$t 4y, atancd ecuafia unel drepte oarccare din fasciculul de virf M, este

i Fayx -+ by + ¢) + s(ast + boy 4 ¢) = 0, 12 4 5% # 0 (r, s) € B2
!

l Demonstrajie. Deoarece vectorii normali
i fiy(aq, b)) §i figla,, b,) sint prin ipotezd ne-
i coliniari, adicd formeazid o bazi, ovice vec-
' tor nenul # din plan se scrie in forma 7 —

Ay =T -+ sfy r® 4 5% # 0. Ecuatia dreptei
care trece prin 47, si are vectorul normal 7

. = e

este cea scrisa in teoremd.
{ Ecuatia din teorema precedentd se
Fig. .19, numeste ecwalia fusciculului de virf M.




Fig. II. 20 Fig. 1I. 21

Numerele reale 7 gi s sint parametri, cel pufin unul hind nenul. De accea
in aplicatii se Iucreazafie cu a2 -} by + ¢y = O g1 Haw 4+ by + ) -+ azx +
+ bay + ¢ =0, lie cu ax@ + boy +- ¢ =0 51 @@ + by -+ ¢y 4 tlagx 4
+ by + ) =0, t € R. i

Fied : ax + by = 0 o dreapli carve trece prin origine. Mulfimea tuturor
dreptelor paralele sau egale cu d se numeste fascicul de dreple paralele.
Dreapta d se numegte linia de reper @ fasciculufud (fig. I1. 20). Evident o dreapta
oarecare din fasciculul de drepte paralele cu linia de reper d are ecuatia

ax -+ by +r =0,

unde r este un parametru real. Aceastd ecnalie se mai numesgbe si ecuafia
fasciculului de drepte paralele.

Observatie. Reuniunea dreptelop dinfr-un fascicul este p]ﬁnul P

PROBLEME REZOLVATE

1. Intr-un reper cartezian se dau punctele A(r, 0), B(0, 5) si M(r, s).
Si se scrie ecuatia carteziand a perpendicntarer din M pe A B. 54 se arate ¢d
dacd 4 si Bsint variabile astfelineitr | s = 1, atunci aceastii perpendicuiara
trece printr-un punct fix.

Solutre, Fie I dreapla ce lrece prin M si este perpendicnlarii pe AR {fig. 11. 21). Vee-
torul direclor al dreplei 4B, adied —ri - 57, este vector normal penfrn k. De aceea ecuajia
carteziand implicild a Iui & esle —r(z — 1) 4 s{y — s) = 0, adicll ra — sy 2 — 1% = 0,

Pentru r, s vaviabile, condiba r 4+ s = implicir(x 4+ v — 2) 4t — ¥y = 0, ¥r = R,
adici & face parte din fasciculul de drepte al carul virf este solulia sistemubii 2 + y — 2 =
=0, 1 —y = 0, adicd (1,1).

2. Se dau dreptele AB: 2 — 2y +3 =0, AC: 2v —y — 3 =0,
BC: 3z + 2y 4+ 1 = 0. Sa se scrie ecuatia carteziand a inaltimii din 4 a
triunghiului A BC.

Solupie. Dreptele AB st AC defermind fasciculu! de ecuntie rlz — 2y -+ 3) - s{2x —
—y — 3) = 0, r® 4 5% £ 0, Aceasla se lrauscrie sub ferma alr 4 2s) F y(—2r — 5) +
+ 3(r — s) = 0. Selectim dreapla din fascicul perpendiculard pe B, adicit punem eomndi-
tia 3(r -+ 2s) + 2(—2r — §) = 0. Rezulltd » = 4s. Aceasla fmpreund cu ipoleza s==0
conduce la ecualia 2z — 3y + 3 = 0.
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3. Se dau patru drepte d;:22 +y —1 =0, di:z — 2y + 3 =6,
do: x4+ 3y —2=0, dy: —2 + 2y + 3 = 0.

1) Si se scrie ecuatia carteziand a dreptei care trece prin punctéle deter-
minate ded, N d;sid, N ds ;

2) 84 se giseascd ecuatia carteziand a dreptei care este paraleld cu d si
trece prin punctul determinat de d, N d.

Solutie. 1) Fasciculul determinal de dy si i are ecuatia r(2z + y — 1) + sz —
— 2y + 3) = u, rf -+ s"l)‘ == 0, iar fasciculul deferminal de d, si L!g are ecuatia ry(z +
4 8y — 2) + sy(—x + 2y + 3) = 0, r3 + s3 5= 0. Cele doud ecuatii reprezintd aceeasi
dreapla dacd si numai daeci

2y +85  m—25  —r -+ 3%

Ty — Sy 3ar, + 2s, —2ry 4 353
Utilizind solufiile acestui sistem rezultd dreapta de ecuatie 4z + 7y — 9 = 0.
2) Fasciculul de dreple paralele cu d; are ecuatia 2z 4+ y — t = 0. Se impune conditia
2 1 —t '

ryg — 8 3ry + 25, —2ry + 38

Rezulti ¢t = 5 gi deci 2z +y — 5 = 0.

§ 7. Dreapta orientatd

Fie d o dreaptd din plan. Pe dreapta d se pot stabili doud si numai doua
sensuri de parcurs (ordini ale punctelor dreptei) pe care convenim s le notdm
cu (—), () 81 pe care le reprezentam prin sdgeti.

Definitie. O dreapii d impreuni eu o alegere a unui sens de parcurs
se numeste dreaptd orientatd. 7

Dacé @ este vectorul director al Iui &, atunci este natural sé-i atagiam lui
d sensul lui @ gi s8 notam acest sens cu (). Acest lueru va {1 admis in conti-
nuare (fig. 11.22). :

Fie d = {M | M,M = 14, t € R} o dreaptd orientatd prin @ Ordinea
punchelor lui d, indicatd de sensul vectorului director @, este ecoerentd cu ordi-
nea pe B. Muljimea d, = {M | MM = i, t > 0} se numeste pariea pozitivd
aluid, iar multimea d, = {M | MM = td,t < 0} se numeste partea negativd
a lui d. Partea pozitivi gi partea negativi sint semidrepte ale luid determinate
de punctul M,

Axele de coordonate Oz i Oy sint exemple de drepte orientate, iar originea
le imparte in semiaxe pozitive si negative.

Orice dreaptd orientatd

—Z S e .
(=) t———e —— () d={M|MM = ta, t € R}
a - poate fi scrisd in {orma
' B2 g {M | M = 52, s€R, & = —— a}
Fig. 11. 22 {12l
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A
> d
J—A //
//
Fig. 11. 23 Fig. 1. 2

Unghiurile « si 8 dintre versornl director & gi versorii i respectiv ] se numese
unghiurile directoare ale dreptei orientate d (fig. II. 23). Fie u, v coordonatele
lui @ Coordonatele versorului &,
e o w - g
COBaa—¢e*l — —F— COS@ZB'J—
Vur +
ge numesc cosinusurile direcioare ale dreptei orientate d. Ele satisfac relatia
cos? « - cos? B = 1.

Tn cele precedente am aritat ce se intelege prin orientarea unei drepte pri-
vitd ca spatiu cu o dimensiune de-sine-stitator, adicd din punctul de vedere
al unui ,observator® situat in aceastd dreaptd. Dar in unele probleme este
necesar si privim dreapta din punctui de vedere al unui ,observator® din
planul orientat. Elementul de baza in studiul dreptei in rapori cu planui este
normala dreptei.

In plan se pot stabili doud st numai dou# sensuri de rotatie: sensul trigo-
nometric (4) si sensul migciri acelor de ceasornic (—). Pianul impreuna cu
un sens de rotatie fixat se numeste plan orientat (tig. 11.24).

Teoremi. In planul orientat, alegerea unul sens de parcurs pe o dreapld

Demonstraie. Prin conventie sensul rotatiei directe in plan este sensul tri-
gonometric.

Fie dreapta d: az 4 by + ¢ = 0 orientatd cu ajutorul vectorului director
(b, — a). Rotind in sens direct cu un anghi de masura w/2 (vezi Cap. 3), din

vectorul (b, —a) gasim vectorul 7i(a, b) ‘
care determind o orientare pe normala (-+)
dreptei d. Rationamentul reciproc este o
evident (fig. 11.25). - 17

Avind in vedere teorema precedentd, d | S,
in planul orientat se admite defimpa:
o dreaptd d tmprennd cu 0 ategete @
sensului  pe normald se numegte dreaptd
crientaid. Fig. U1, 25

a1

¥




R
\
0

d2 -
9.1'

Fig. I1. 26

Prezupunem cii d, si d, sint drepte orientate prin vectorii directori @,(u,, 2,)
§1 @s(t5,2,). Prin unghiul dintre dreptele orientate d, si dy vom intelege unghiul
dintre @, §i @, adica unghiul definit prin (fig. 11.26)
: vl My * dy £ Ustin - U1y
cafm = Vil o0 s [0, =]
[l til &l L T O e

Presupunem ca d, gi d; sint drepte orientate prin vectorii normali 7,(e,,b;)
§1 fy(@y, by). 1n acest caz unghiul dintre dreptele orientate d; §i dy este unghiul
dintre vectorii Ry 81 Ay, adicd (lig. 11.26)

" A (Lnn—i—bb
Caloi— == = Rt el ot

[172, 11 fi e ]/ ay *[— b j/ a3 + 2

Aplicatie. Biraport. Yic d: 2 = oy - ll, y = y, + mt, t = R o droaplii orientatd prin
versorul directer @ = If 4- mj 51 M,V deud puncle ale acestei drepte. Numitrul €y definit

¥ (P E [Ov TE]'

prin MN = pynz se numeste mdrimea relalivd a segmentulut [MN].

Considerdm cil pe dreapla d au fost fixale punctele distincle M, (2, ¥4y Ma(wa ¥)-
My{xs. ya)y Mylzy, y,) corespunziiteare valorilor iy, ty, 1y, f, ale parametrului (fig. 11.27),
Numéarul

(M M, DM, — PMdl  PRtants
PM.:.UJ Caianms

se numeste biraport al cualernei ordonale (M, M, M, PM,). Un biraporl de valeare —1
se numeste armanic; in acest caz s¢ spune cd perechea (M, M,) divide armonic perechea
(8y, M,). Diviziunca armonicd esto doer caracterizatii prin

gl il S
o — byt — 1y

Dacii M, este luat drept origine pe d, adicii t; = 0, atunci aceasli ecualie se reduce la
2 1 -0 1
L7 i f

Cu alte cuvinte 1, este medie armonicd a numerelor ¢, si 4,.

: : R
My ) My #y M,
Fig, 11, 27
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PROBLEME REZOLVATE JL

1. Se dau dreptele d,: x =112, B
y=1—1,icBsidy:a—y+1=0. f\

1) Si se orienieze d; i ds. By

2) Sd se determine unghiurile 0, (Hiomp A
directoare ale dreptelor d; §t ds. / %

3) 54 se gaseascd unghiul dintre D A
dy 51 d /\-/0'52 0 \%‘x

Solugie (lig. I1. 28). 1) Dreapla d; trece 7
prin punciul A(1,1) si are vectorul direc-
tor @ = 2{ — j. Fie B punciul de pe 4,
cu proprietatea AB = &, adici B(3, 0). Sensul pozitiv pe d; este sensul de la 4 la B.

Fig. II. 28

Dreapia d trece prin punctul C (0, 1} i ave vocloruln ormal # = ¢ — j. Vectorul dirce-

tor allui d, este b = —i—j. Fie 12 punctul de pe d, cu proprictatea CD = b, adicl D(—1,0).
Sensul poziliv pe d, este sensul de la ¢la D,
1 i = = " X
2N d, =—— &= — (2 — J) vergoru] director care are acelagi sens cu @. Un-
flal V5
ghiurile direcloare op, By ale dreplei d; rezulld din ces oy = —2 =, cos By = :% ; {l(l‘l'l,'.ﬁ
5 Vo

oty = AICCOS 52 B; = arccos S
1 l/’? ’ 1 - l/—-s

5
S 3
Es ot ., - . . 5
= 8, = *= sint unghiurile directoare ale lui d,.
4 4

3) Unghiul ¢ dinlre d; §i d, se delermind din

Analop gisim cil o, =

el ash e 1
laney 5/ 2 V5o
adicd ¢ = arccus( —
10
e 9
2. Se considerdt dreptele d, 12 =—— ‘?/9 , unde m este un parame-
Tt m=

a

tru real nenul, Cite drepte d,, tree printe-un punct dat al planului? Daca
patru drepte din familia d,, tute po Ox in puncte cars formeazd o diviziune
armonici, ce se poate spune despre punclele coregspunzitoare de pe Oy?

Solutie. Se observi cii dy, : m*z — 2m -+ y = 0. Se constati ugor ¢l prin ficcare punet
al mullimii (Ox U Oy} — {0} trece o singurit dreapld dy,. Penlru =0 51 y =£ 0, ecuajia
de gradul doi in m are solutiile reale numai dacd 1 — ay 2> 0. Rezalld: prin ficcare punct
(z, y) caracterizal prin xy = 1 trece o singurd dreapla dpy, prin fiecare punct (x, y} care
salisface relafiile ay < 1, x50, y 5= 0 irec deudt drepie distincle, prin punctele (z, y)
care safisfac relatia xy > 1 nu irece nici o dreapid,

Fie dreptele d,-,.i_. i =1, 2, 3, & care taic pe Oz in puncle de abscise xj, ¢ = 1,2,3,4,
care formeazd o diviziune armonicd, adicil

Gl Ema N SR
Lg — Xy Xz — Iy
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. 2 : :
Evident z; = — . De aceea relatia precedentd se transcrie
m;

Mgty W =M 4

Mg — My Mg — 0y

-Dreptele dy, deferminid pe Oy punctele de ordonate y; = 2 my. De aceea

Yaisatlel s Uags
8 ola | Ys — Uy

! gi astfel punctele de pe Oy formenzd o diviziune armonici.

—1

§ 8. Distan{a de la un punct la o dreaptd. Aria unui triunghi

1) Fie M(zg, 3,) un punct din plan si % o dreaptd de ecuatie az - by +-
+ ¢ = 0. Fie M,(2,, y,) proiectia lui M, pe dreapta E(fig. I1.29). Lungimea
| 32,0, || se numeste distanja de la punctul M, la dreapla k si se noteazil cu
d(My; k). Analitic, d(My; k) se poate obtine din identitatea

R M My = (£ 1) | Rl d(My; B),

factorul 4 1 avind semnul produsului scalar din partea stinga. Deci

diMy; 1) = L]

d(My; ) = LolZ0 = @) + blys — wil|
( 0y ) t/fiz—f‘ B2
Deosarece M, € h, rezultd ¢ = —ax; — by, si deci

(l{ ﬁfﬁ‘ ‘1,) _asy + by, + ¢l

Mol — e e

) [/ a® | b*
2) S8 presupunem acum cd avem o dgeaptd k determinatd de punctele

distincte M y(ay, ys), Mylxs, ¥3) a cirei ecuatle o scriem in forma

i ¥ 1
Ty Ya ] [S =3l
\ L3 Ys 1

Dacad M;(x,, y,) este un alt punct din plan gi dacd notdm

atuneil




De aceea aria
h= |M;T\” d(ﬁfﬁ M, DMy)
2
a triunghiului M, M, M poate fi calculatd cu formula

1
ov@::d;{'A].

PROBLEME REZOLVATE

1. Intr-un reper cartezian 20y se dau punctele A(1, —1), B(3,2). 54 se
sorie ecuatia carteziand implicitd a dreptei AB si s se giseascd distanta de
la origine la dreapta AB.

x—1 i1

Solutie. Ecuatia, sub forma de rapoarte, a dreptei AB este = . Ea se
2 3

serie in forma echivalenti 8z — 2y — 5 = ti. Rezultd
|30 —2°0— 5] 5

LE(O, AB = Bl e
V3 4 22 V13

9. Se dau punctul M(3,3) i triunghiul A BC determinat de dreptele AB:
z4+ 2y —4=0, BC: 3z +y—2=0,CA: x—3y —4=0.

1) S4 se calculeze aria triunghiului ABC.

2) Fie P, Q, R proiectiile punctului M respectiv pe 04, OB gi AB. 53 se
demonstreze ci punctele P, @, R sint coliniare.

3) Si se scrie ecuatia fasciculului de drepte determinat de dreptele AB
si PQ. S5d se gdseascd ecuabia dreptei din fascicul, care trece prin punctul
N(0, b).

Solutie (fig. IT. 80). 1) {4} =ABNCA= A4, D), {B} = ABN BC = B(0, 2); {€} =
— BC N CA = C(1, —1). Tinind seama de for-

¥ s . 1 Jia
muld gisim aria (4BC) = 5 | A| =75, unde N
QM= s v et e e [
(1 0 [ | 1 \ f;
A = 0 2 '1 = 1 . / [
v e’ e T e ¥ ?
; BTN\ s
9) Dreapta MR are ecualia carleziand ex- \ \‘\\\\ : 1
A
pliciti y — 8= 2(x — 3). De aceea {R}= \\\E ¥
_ AB N MR =a -+ 2y — 4&=0, Q’g‘—q—}i \ \;‘\\ ;
e e R e
— 0= R(2, 1). Tinind seama ca P(3, 0), U‘- \ ,_L'ir"'\:‘ ATSNGX
(0, 8), se verificd condifia de coliniaritate, ! 3{//
‘/i/ o
| 8 0 1 | i
0 At |
2 1 1 Fig. 11. 30
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8) Eecuatia fasciculului delerminal de dreplele AB si PQ: x + y — 8 = O esle »{x +
+ 2y — 4) +s(x + y — 3) = 0, »2 | 52 == 0.-Dreapla din fascicul care trece prin ¥(0,5)
corespunde valorilor r 51 s care verificit conditia 8r + s = 0, s == 0, Ecuatia acestei dreple
esle 22 +y — 5 = 0.

§ 9. Locuri geometrice

O multime de puncte din plan, definitd prin specificarea unor proprietiiti
geometrice ale elementelor sale, s2 numeste loc geomelric.

In esentd, problemele de loc geometrie sint probleme de gidsire a unor
proprieliti echivalente celor prin care este dati o anumita multime, sau altfel
gpus, probleme de egalitate a douil mullimi. Dar rezolyarea unei probleme de
tipul (1) , punetele unet mul{imi aw proprietatea P dacd st numat daed au pro-
Prictatea Q nu este totuna cu rezolvarea unei probleme de tipul (2) ,sd se
gaseascd locul geometric al puncielor care au propriclatea P¢. In geveral, in
problema (2) preprictatea P este datd asztfel incit nu este evident cu ce figuréd
geometricd avem de-a face (ipotezal), iar proprietatea Q nu este specificata.
Ea poate fi aleasd de rezolvitor din multimea propeietatilor echivalente cu P
de aga manierd incif sd poatd spune cu ce figurd geomelricd este echivalenta
muttimea datd inital.

Rezolvarea electivd a unei probleme de loc geomefric constd in urma-
toarele:

1) Vertficarea existenfei unui punct care posedda proprietatea dald, adicd
stabilirea faptulul cd multimea duld este ¢1dd sen ru.

2) Se considerd un punet (variahil ) cure posedd propriclaten datd gt se sta-
bilesie apartencnia wsestul punct la o figurd geomelricd (F.

3) Se verificd dacd orice punct gl [wi OF convineg, edicd se analizeasd dacd

f

este suficient ca un punel ¢ apar{ing b (F peniri o avea propriclalea spectficeld.
De cele mai multe ore retese ¢d nw putem aceepia decit o parte (F a lul OF.
Figura (F' este loeul cauvtat denavece:
—~ grice puncl care posedit proprivlatea datd apartine necesar Ini (GF':
— este sulicient ca un punct & apartind lui GF' pentru a avea proprietatea
dati.

Din punct de vedere analitic determinarea unui loe geometric este echiva-

lentd cu gastrea ec
tiv in raport cu un reper cartezian,

iel sau ectulitlor care precizeaza locul geometric respec-

st

PROBLEME REZOLVATE

1. Loeul geometric al punctelor egal depirtate de doud drepte concurente
este reuntanea bisectoarelor unghiurilor acestor drepte. Sé se determine ecualiile
celor doud bisectoare.
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E b il |

Sol:tyrffa. Fie drveptele d;: ayz -+ by + ¢ = 0, dy: a,x + byy -+ ¢, = 0. Condifia de |
concurenti esle a;by — asby # 0, 1ar punelut comun are coordonalele:
Fou esby — eiby y = B = iy
¢ TR .
by — aghy abs — aghy
Evident acest punct apartine locului geometric ciulal. Fie acum My(z,, %) un punct egal
departal de d; si dy, adica

lagzg + bayg + e | _ | @amy - buy + 4 |
oA T
V &+ 6 1/ o+

Tintnd seama de proprietitile modulelor gi de faptul cit indicele o poale fi lisat deoparte,
gasim ccualiile

ayr + by + ¢y aax + Loy + ¢a

L e A B
S SR
I/ ) + b l/ ué =+ %
2. Sii se giseascd locul geometric al punctelor din plan pentru care dife-
renta patratelor distanielor la doud puncle fixe este constanta.

Solutie. Fie A si # doua puncle fixe distinele si £ un numir real. Cautim locul geome-
tric al punclelor M penivu care d®(M, A) — d*(8, B) = k.
Fie %k = 0; atunci d(M, A) = d(M, B) si deci M descrie medialoarea segmeniului
[AB).
Fie k& # 0 si O mijlocul lui 48], Fixind reperul carlezian ca in figura 11. 31 rezulti
0(0,0), Mz, v), Ad(—a, 0), Ba, 0), @ > 0 si rvelatia de definiiie esle echivalenld cu
: f : .
[z + a)? + y*) — [(x — a)® + y*] =k, adicd o= — . Asifel M aparfine dreplei d: |
La :
k . ] [k :
@ = — , perpendiculard pe AR, care taie pe A8 in punctul C ‘!‘—r, 0]. Recipraoc,
4a \ 4a
orice punch M e d salisface conditia iniliald gi deci lecul geomelric citulal esle dreapla d.

3. Se dau dreptele fixe d: y=1, & :y =2 s dreapta variahii |
ey = e E RS U e 2, Pl ¥ —dNdy), (B, } = dild.. |

sin o |
Se cere locul geometric al mijloculni segmentului [4, 5, ]

Solutie (fig. 11, 32). Decarece 0 < |sin | << 1, pentrn « # hw, k e Z, pozifiile Hmitd |

ale dreplei d sinl cele dounit bisecloare ¥y = w51 y = —a. Pe lingd aceasla se observid cd
y=1
{de } = d N do = z s aFkn kel = Alsina, 1), a# kr, ke Z.
77 Sina

A

/" M(XaY)

L~

A(-a,0) O O Baa) x

Fig. 11. 31
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mul{imi.

{Bo } =d' Nda = 2 » aFhkn, ke Z= B@sinea, 2), a#lkr, ke

= ——=s

sin «

Mijlocul M al segmentului [4x B+ ] are coordonafels

3 si 2
;i"—”, y="2, atin ke
3 .
Rezultd =z [— S }U { ] = —, adicé locul geomelbric al punctului M este
2
3 3 3 ‘
[DC] — {I}, unde D (— 5 —24}1 si C{‘—: %} sint punctele de intersectie ale dreplei

5 a O
de ccuatie y = — cu cele doud bisecloare.
2 :

§ 10. Semiplane

O dreaptd d din plan are proprietatea ciisepard planul p in dou# sub-

Fie f: B®* = R, flz, y) = az 4 by +-c. Definim multimile r

= Mz, y) | flz, y) <0}, d = {M(z, y)|f(z, y) =0} '

pt = {M(z, y) | f(z, y) >0}

Se observi ca ;
palispt= 0. p=Udllpt — p

Teoremd, (fig. II. 33) 1) Mulivmile p=, pt, p=U d, pt* U d stnt convexe.

2 M, & pr, VM € pt, segmenlul care unegle pe i, cu M, intersecteazd
pe d.

Demonsiragie. Fie Mz, y;), ¢ = 1,2. Segmentul [M,M,] care uneste pe
M, cu M, are ecuatiile parametrice & = (1 — f)z; + 2, y = (1 — )y, +
+ tys, ¢ € [0, 1]. 1) Presupunem Mz, y,) € p~, i = 1, 2, adicd fla;, y,) =
=az; + by; +¢ <0, i = 1,2. Deoarece f((1 —)z; + ty, (1 — )y, + ty,) =
— (1 —1) (a2 +bys + ©) + Uaz, + by, + ¢) <0, V¢ [0, 1], rezulta
[47, M,] c p~. Astlel p~ este convexa.

Pentru celelalte multimi se procedeazi analog.

2) Presupunem M, (zy, y,) Ep~, adich

y‘k \ - f(@1, y1) = a2y + byy +¢ < 05 My, y) €
d - & pt, adicd f(x,, y,) = axy -+ by, ¢ >0,

My / Rezultd o(t) = f((1 — )z, 4 ta,, (1 — )y, -
o7 A iye) = (1 — &) (amy + by + ¢ + Hax, -

// /"\{}" /P - bipe ) = (1 — Bf(2y, y1) 3 Uf{zs; 7o),
p 1E[0,1]. Deoarece ([0, 1]) este segmentul

~din R care uneste pe o(0) =f(z;, y,) <0 cu

Fig. 11. 33 @(1) =f(x,,y,)>0, existd o valoare ¢, [0,1]




astfel tneit 0 == o) = a((1 — to)z; + fo%a) + b1 — 10)ys + toya) + ¢ Deei

AN M, M1 = {((1 — to)w, + toms, (1

— o)1+ toYa) )

Implicit in aceastd demonstratie am admis cd un punct separd pe B.

Multimile p~ si p* se numesc semiplane deschise, iar multimile p~ud,

planelor.

pt Ud se numesc semiplane inchise. Dreapta d se numeste froniiera semi-

Avind in vedere ci f pistreazd semn constant pentru punctele unui semi-
plan, pentru aflarea acestui semn este suficient si alegem un punct particular
L (g, Yo) si 88 vedem ce semn are numarul (%o, Yo)-

| Deoarece semiplanele sint multimi convexe, orice intersectie de semiplane

} este o mulfime convexa.

PROBLEME REZOLVATE

1. Si ge arate ed locul geometric al punctului de intersectie al dreptelor

Sy gl ] T — Y — &2

@< [0, co) este semidreapta 7 + 1 =0,

Solutie. Dreptele d, sint situate in semiplanul inchis z + y 2= 0, iar drepte]ed;

gint situate in semiplanul inchis 2z — v >
nehasurati in figura II. 34.

9. De accea locul geomeiric se va alla in zona

Bliminind pavametrul e dinz +y =0, 2 — y =« 4 2, a =[0, co) rezulld semidreap-

tay+1=0 z>1.

2. Fie ecuatia

(E) 2(tg® ¢ + cos® @) — 2y tg ¢ + y*sin® ¢ =0, unde ¢ # kr; (21 +1)

k, 1c T

R
2

1) Se considerd ecuatia (%) ca avind necunoscutele z gi y si parametrul ¢; se

noteazd cu « gi B unghiurile pe care
le fac eu axa Ox dreptele definite
prin (E). 84 se calculeze tg « — tg £.

Apoi, presupunind o =2, si se
] + © 4 E

scrie ecuatia comund a hisectoarelor
unghiurilor formate de cele doud
drepte.

2) Considerind ecuatia (E) ca
avind necunoscuta o gi parametrii ¥
si & si se determine regiunea din
planul 20y pentru care ea admite
solutlii.

(e

<

o foo (7 5o f

S e
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Solutie. 1) Se observd cii = = 0 implicd y = 0 si reciproc. Apoi, pentru z # 0, ecuatia
(E) se transcrie

. 2
(ﬁ) I ! + — S + clg®p = 0.

T x 5D @ cos @ cos? @
Rezulld
Y 1 i 1 cos? 1
i=.—_" :LA_-\/ A e T e ,—CP=.7—j:
z 51 @ cos @ a sin® @ cos® @ cos? @ sin? ¢ SN @ GOS8 @
J — cuﬁ‘r — m.‘si 1
4 e Ll R oot
 sin? @ cos® o Sin @ cos @
1

Astfel lg o 5i Lg B pot avea valorile

: 4 1. De aceea |lga — tgB ]| = 2.
8in 9 €OS @

Penlru = — gisim dreptele y = 3z si y = 2. Bisecloarele unghiurilor determi-
4

de e : .
nate de ele sint ¥~ =t 2 Ecuatia comund este

1/ i0 i)

L : TR Yy 2
2) Pentru z # 0 se ohservil cil cenalia (E) este echivalentd cu ¥ = e 4 1 san
x sin 2a
. 2.1‘ ae o ] ‘—)I , j g e L l
cu sin 2p = - ———_ Aceasta are solulii numai daci | ——— | < 1. Explicitind mo-
vy ly 4 @ |

dulele gisim eca puneclul (z, ) trebuie si se afle in interzectia regiunilor: & > 0,
yteasb 2>0 y—322>0; 2<0, y+220;, =<0, y—sx<0; z>10

y—a>0;z> 0, et e <ly+S82>0; z2< 0,y — a0, adicd in porfiu-
nea dublu hcmudt.' din 11, 85.

3. Sd ge deter Ji-l(‘ semnul coeficientului unrvhmlaf' al dreptei d, datd prin
ecuatia (@ -+ b 4 1) + (24 — b)y — 22 — 5 = 0, ai cirel cos ficienti depind
de coordonatele unui punct Pla, &), raportat la reperul cartezian 0.

a +b+1
2a — b 3
2a — b % 0. Drepleled.:a -6 + 1 = 08ids: 20 — b — 0 impart planul in palrn regiuni

(fig. T1.36). Nolind fi(a, b) = a -+ b 4 1 i fule, b) = 2a — &, Semuul lui m esle dat in
tabelul 2.

Solufie. Fie m cocficicntul unghinlar al dreplei d. Avem m = —

/A

H : |

oY
w

1{‘“;. 11, 36

LB
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Regiunea fila, &) | fale, b) m

I = T+ =

1 + — |+
_[II - — —
iV E i She

TABELUL 2

§ 11. Probleme de programare liniord in doud variabile

Fief:R2> R, flr,y) =ar + by +e

Teoremi, Dact funciia [ se anuleasd in tret puncle distincte necoliniare,
atunct ea este nuld peste tot.

Demonstrajie. Fie (x;, ;) € R* =1, 2, 3. Ipotezele
ary + by, +¢=0 | @1 114 il '
G-, e —0, Vwg e b | £ 0
|
gy + by +c =0 W A Ee

implicdi @ = b = ¢ == 0 si deci f(z, y) =0, ¥z, y) € RE
Consccinté. Dacd fia valori egale in trei puncte distincte necoliniare, atunci
f este o functie constanta.

Teoremi. Dacd S R? este o suprafold poligonald convexd (privild
ca tnterseciie de semuplane ), car f : R® = B, f(x, ¥) = ax + by + ¢ esie necon-
stantd, atunci fiecare dinire numerele min f(z, y) saw max f(z, y) este atins cel

(x)esS (o) e=S
pulin intr-un virf al ui S §i cel mull pe o laturd « lui S.

Demonstratie. Ecuatia ez + by + ¢ — f=0 reprezintd un fascicul de
drepte paralele cu linia de reper A,: ez -+ by = 0. Se observil cd distanta
de la O(0,0) la dreapta A az + by + ¢ — f = 0 este

d = I)i_l _;_bld
Aceastd relatie aratid cad extremele
functiei f — ¢ sint proportionale cu
extremele lui . Ducind OP L Ap,
RO I Ay (fig. 1. 37) avem RQ = d si
deci extremele lui d vor {i atinse cel
putin in urele virfuri ale lui § si cel

mult pe o latura a lui S.
Generalizare. Daca § < R? este o
intersectie de semiplane care poseda rel Fig. 11. 37
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putin un virf, atuneci unul dintre numerele min f(z, ) sau max f(z, y), acel
(xu)=S (x,0)=8
care existé, este atins cel putin intr-un virf al lui §.

Problemele de programare lintard in doud variabile sint probleme de urmé-
torul tip: sd se determine minvmul sau mazximul functiel (z, y) - f(z, y) =
= ax -+ by + ccurestrictiille z 2 0, ¥y >0, e,2 + by = ¢;, T = 4, 2, ..., m.

Avind in vedere feorema precedentd, rezolvarea unui program liniar in
doud variabile se poate face in felul urmitor. Se traseazii dreptele de ecuatii
z=0,y=0, ;& + by = ¢;, i =1,2, ..., m, i tinind seama de teorema refe-
ritoare la separarea planului in regiuni se pune in evidentd muliimea con-
vexd S. Se determind virfurile Iui S gi apoi se compard valorile lui £ in aceste
puncte. Evident aceastd metoda nu este eficientd decit dacd numérul de
restrictil este relativ mic.

PROBLEME REZOLVATE )

1. Un atelier produce doud tipuri de piese A si B. Tipul A este calitativ
superior tipului B. Beneficiul net este de 2 lei pentru tipul 4 si de 1,5 lei
pentrn tipul B. Timpul de fabricatie pentru tipul 4 este de doud ori mai
mare decit timpul de fabricatie pentru B. Daca toate piesele ar {i de tipul B,
atelierul ar putea produce 1000 piese pe zi. Aprovizionarea cu materiale
ajunge pentru 800 picse (tipul A si B), iar capacitatea atelierului este cel mult
400 piese de tipul A gi 700 piese de {ipul B.

Cite piese de tipul A s cite de tipul B trebuie fabricate intr-o zi pentru ca
beneficiul total al atelierului sd fie maxim?

Selutie. Fie z si y numdrul de piese de tipul 4 respectiv B, Restrictiile sint
0< <400, 0<y < 700
@y < 800
2z + y < 1000,
iar funcfia de oplimizat este definitd prin

3 ;
flz, o) = 22 + : y. Construim dreplele de ecu-

afil @ =400, y = 700, -+ y = 800, 224 y =
= 1000 si asliel ob{inem hexagonul 04 BCDHE
= unde 0{0, 0), A(0, 700), B(100, 700), C(200, 600),
;% D(400, 200), £(400, 0) (fig. 11. 38). Punciele din
¢ interiornl si de pe lalurile aceslui hexagon
salisfac restricliile problemei.
Deoarece f(0, 0) = 0, f(0, 700) = 1050,
(100, 700) = 1250, £(200, 600) = 1 300,
[(£00, 200) = 1 100, f(400, 0) = 800 rezulfl ci
punclul de maxim este C(200, 600), iar
t o0 amax filz )t = 1800,

2. O sectie a unei fabrici produce
doudl tipuri de aparate. Pentru aceasta
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are nevoie de piese furnizate de o alt# intreprindere, fiind insd obligatd s&
comande zilnic cel pujin o cantitate de piese din care s-ar putea face 80 de
aparate de primul tip sait 60 de aparate de al doilea tip. Capacitates de mon-
taj este de cel mult 100 de aparate pe zi din ambele tipuri. Zilnic sint solicitate
la vinzare cel putin 40 de aparate de primul tip gi cel putin 30 de aparate de
al doilea tip. Pentru realizarea unui aparat de primul tip se cheltuiesc 2 000 lei,
iar pentru realizarea unui aparat de al doilea tip se cheltuiesc 4 000 ler. 54 se
stabileascd planul de productie zilnic care se realizeazd cu minimum de chel-
tuieli.

Solufie. Notind cu « si y numirul de aparate sintem condusi la urméloarele restrictii

(=]
o2

“;_1_ = a
80 607
x4y 100
x> 40, ¥y > 20,

x, y = numere ‘intregi, iar « este canlitatea minim# de piese impusd de furnizori.

/AS\

Functia obiectiv reprezinti chelluielile, adicd f(z, y) = 2 000x + & 000y. Lasind deo-

160
parte condilia zy = intr egi, patrulaterul restrictiilor ABCD are virfurile 4 {L{ - 20),
3

gt 560 000
B(80, 20), C(40, 60), D(40, 30). Gisim f(4) = -

e (160
f(D) = 200 000, adicd A4 ‘l\, Ll
{fig s 110 39)

Se impune si cercetim punctul M,(54,20). Se constatd cd f (M) < f(x, ¥), V(z, ¥)
din patrulaterul ABCD, , y = inlregl. De accea x = 54,y = 2 0 gi min ff(2, y) = 188 000
este solutia problemei.

, T(B) = 240 000, F(C) = 320 000,

20} este puncful de minim pentru problema modilicatd

3. 5S4 se giiseascd maximul functiei z = 4(1 4 A)x 4 2y pe multimea
0<z<4 0<y <6, 3z + 2y < 10, stiind cé A este un pat‘ametru real.

Solutie. Se observil cil punctele din interiorul i de pe laturile triunghiului din figura
1I. 40 satisfac restrictiile problemei. Apoi tinem seama c& peniru a rezolva un program
liniar este suficient sd examinidm numai virfurile. De aceea calculim z =0, z, =

&0 :
=— (1 + 1) si z5 =10, Comparind accste trei numere ajungem la concluzia céd
3

e
[
r

y
/ 00\

801 ' \g B(05)
60N

40 1

20

0| 20 |40 60 80NA0_ x ol Ao\ | %

Fig. 1I. 39 Fig. T1. 40
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pentru A € — L avem max 5= zp = 10 si B este punctul de maxim, iar pentru
&

&0 b {
A - 44 avein max z = g, = -; (t + ») 1 4 este punclul de maxim.
4

§ 12. Probleme propuse

1. Intr-un reper ortonormat {0; i, j}, se considera punctele A(1,2), B(G, —1), C(7, 4&).
—_— >
1) 5a se pdseasch coordonalele punclului 1. astfel incil AC ~ BD.

2) Sa se giseascd coordenalele punclului £, astfel incit CE — 2FB.
19 2
R. 1) D(12, 1); 2) E{— . —].
3 3
2. Pe o masind de giurit {n coordonate avem de prelucrat piesa din figura I1. 41, Sise
determine coordonatele carleziene g1 coordonatele polare ale punclelor A, B, €, D in care
urmeaza a se realiza giurirea,
3. In planul p se considerd reperul carlezian 20y. Si se arate cii nu existd nici un tri-
unghi echilateral cu toale virfurile de coordonate numere in(regi.
Indicajie. Se presupune cd O(0, 0), Ala, b), Ble, d) sint virlurile, a, b, ¢, d fiind inltregi.
Notind cu r patratul lungimii laturiler si folosind identitatea (ad — be)2 = (a® + b2) (e +
2{ad — be)

r

+ d%) - (ac + bd)® rezultd conlradiciia =|/3, expresia din slinga fiind
un numar raticnal.

4. 54 se scrie ccuatia carteziand a dreptei d delerminatli de punctul My(z,, ¥,) s
veclorul direclor alu, v):

1) M2, 1), a{t, 3).
2) My(2, 1), a(1, —1). |

. 54 se gdseascd mulfimea punclelor #(=z, 4) din plan, ale ciiror coordonate verifica
relatia:

1) sin 3y = —cos 2=,
2) clg [—f AF y} =0,

3 lz|+ |y | ==&

&  heZ; 2)§+y:kn. ke g,

6. S& se giseasci ecnaliile laturilor si
coordonatele mijloacelor laturilor iriunghialui
ABC ale carui virfuri sinl punctele A4(5, 0),
B(1, 2), ¢(—38, —2).

7. Latura [4A 5] a unui triunghi 4 BC este
Fig. II. 41 situatd pe dreapla d: 3z + 2y — 16 = 0.
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TFig. II. 42 ; Fig. 11. 43

94 se determine coordonatele virfurilor triunghiului, stiind cé abscisele virfurilor 4 i B
sint egale cu 2, respecliv 6, iar centrul de greutale G al triunghiului are coordonalele
(—1, 0).

R. A(2, 5), B(6, 2), C{—11, —7).

8. Se dau punctele distincte M, (cos «f, sin oc.t) si M,(cos Bi, sin Bi).

1) 8i se calculeze d(My, IMy).

9) 84 se determine coordonatele mijlocului A al segmen tului [24,M,] sisd se calculeze
d(0, M).

3) Notind cu M proiectia lui A, pe Oz, sil se determine «sip aslfel incit dreptele
MIM sd fie perpcndlculam pe OM, peniru orice t.

B. 1) d(M,, M,) — 2| sin [i;-ia

2) d(0, M) = f CGS—B;U' t I,

3) cos

«—p
5 t—cos ol =0 VieR=[ = 3.
9. Si se scrie ecuatia droptei ce confine punctul A(4, —2) si este paraleld cu dreapta
d: 3z +y —1=0.
10. Sa se traseze graficele functiilor f: B — R n urméioarele cazuri:

) = /42t 2) flo) = 21/ Te — 1%,
f(x) Ve + =], Hfle) =2—|z—2|—a

11. Se consideri crenelul din figura II. 42. Fixind un reper cartezian adecval, si se
stabileascd ecuafia carteziand explicild a acestul crenel.

Aceleasi probleme pentru dinjii de ferdstrdu din figura I1..43, pentru scara din figura
11. &4& gi pentru cremaliera din figura II. 45.

12. Se dau punctele A(3, 2), B(—5, 4), C(—3, —4), D(2, —3). Fie {L} = BAN CD
si {M}= AD N BC.

1) S4 se arale ci dreapta LM este paraleld cu AC.

9) Si se arate ci dreapta BD trece prin mijlocul lui | ZM |.

2 4 . 1
indicatie 1) Lé}, _E]' M( ) ~?§'] . Dreptele LM si AC admit vec-
L 3

torul director i + j; 2) BD:xz 4+ y + 1=

18. 81 se scrie ecuatiile mediatoarelor si ecuatiile indl{imilor {riunghiului ale cirui
virfuri sint A(%, 6), B(—2, 2), C(2, —4&).

Si se caleuleze: 1) coordonatele centrului si raza cercului circumscris triunghiului
ABC, 2) coordonatele ortocentrului {riunghiului ABC.

! 25°
S [

—3

Fig. 11, 44 ' Fig. IL. 45
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14, Suporturile laturilor [AB] si [AC] ale unui triunghi ABC au respectiv ecnafiile
bx + y — 8 =0, 4x + by — 24 = 0 iar virfurile B si C sint situate pe axa Oz,
84 se scrie ecuafia medianel corespunzitoare virfului 4.

R. 4z 4 3y — 16 = 0.

15. S84 se determine parametrul m = R astfel incit punctul de intersectie al dreptelor
dy iy =2z + 5 dy 1y = me — 3 sé lie situat pe bisectoarea a doua a unghiului format
de axele de coordonate.

14
R.m=——.

16. 54 se discute in rdport cu paramefrul m R, pozilia urmé&tearelor doud dreple:
dy tmax o 2y = 8, dy: x o (m — 1)y = &

179. Se considerd treapta unitate o: B — R, ofz) = { e dacdraee O si dreapfa

1 dacd 3> 0
dnimz —y — 1 =0, m = R. 84 se determine m aslfel incit intersecfia dintre graficul
i o si dy, 83 fie nevida, .

S8 se formuleze si sd se rezolve o problemd agsemiinitoare utilizind functia modul
TR-R, fla) = |2 |.

Indicatie. Se determind m astfel incit sistemul y = ma — 4, y = o) s8 admitd solufie.

18. O dreapta variabild d, care trece prin punctul 4(0, 5) taie dreptele d;: @ — 2 = 0
5i dy: @ — 4 = 0, respectiv in punctele B si C.

Sd se arate cd paralela dusd prin B la OC {rece printr-un punct fix.

Indicajie. d1 rz 4 sly — 5) = 0, 7% 4 5% # 0. Paralela dusi prin B 1la 0C are ecuatia
@ 4+ s(y — b 4 5) = 0 s 0. Coordonatele punctului {ix sint (0, —5).

19. 5i se demonstreze cd dreapla variabild dp: (m2 + 6m 4 8)z — (2m? 4 18m +
+ 2)y — 8m < 2 = 0 trece printr-un punct fix, orvicare ar fi m = R.

Indicajie. Se ordoneazi dupd pulerile lui m si se idenfifici cu zero. Rezultd

A (_ 4, -%)

20. Orazi de lumind care trece prin punctul de coordonate (3,1) se reflecti pe dreapia
dix — y < 2 = 03iapoi trece prin punctul A(1, 1). S& se giiseascd ecuatiile parametrice
ale razei incidente gi ale celei reflectate.

21. Virfurile unui patrulater ABCD sint A(4,3), B(5, —&), C(—1, —3), D(—8, —1).

1) S se calculeze coordonatele punctelor Z 5i ¥, unde {E} = AB N CD, {F} = BC N
N AD,

2) Figura ABCDEF se numeste patrulater complet.

Sd se scrie ecuatiile diagonalelor AC, BD, EF si sd se verifice ci mijloacele diago-
nalelor [AC], [BD], [EF] sint trei puncte c,ohmale

3) Fie {M} = ACN EF, {N} = BD N EF. 84 se vemflce cd punctele E, M, N, i
formeazi o diviziune armonici.

22. 54 s determine ecuatiile dreptelor ce frec prin punctul A(1, 1) sisint echidistanfe
fala de punctele B(—1, 0) si C(—1, —1).

Indicajie. Eouatia fasciculului cu virful A(1, 1) este r(a — 1) 4+ s(y — 1) = 0, r2
¢ s2=£ 0. So cautdt dreptele din acest fascicul care sint echidistante Tatd de B i C.

23, Raportim planul p la un reper cartezian gi considerim punctul M(z, ») ale e¥rui
coordonate satisfac relafia

ho o 2y + 8
8z — y4+1
d) S4 se arate cd punctul M apar{ine unei drepte fixe d.




2) 84 se afle minimul expresiel #* + y2 cind M e d — {M,(—1, —2)}.

| RB. 1) d: 72 — 9y — 41 = 0; 2) ——.

24, ©3 se giseascd valoarea minimi a lui @ 4 b2cind ¢, b = R, larecuafia a? < az? 4
4 ba? -+ am 4 1 = 0 are cel pulin o radacina reald.
} Indicatie. Pentru 2 fixat ecuatia reprezintd o dreaptdi 4 in planul «Ob. Distania de la
| originé la punctul de coordonate (a, b) trebuie si lie egald cu distania de la origine la dreapfa
d. Deci.
! b 41
Vit o & o
tncit problema pusa se reduce la aflarea minimulul global al functiei definitd de pitratul
4

| expresiei din dreapta. Rezultd min (e 4 %) = e

95. Si se scrie ecuatia dreptei ce trece prin puncinl M(%, 3) si care intersecteazi semi-
axele pozitive Oz, Oy, in doud puncle 4, B astfel incit triunghiul dreptunghic AOB, si aibd

VTFE =

aria egald cu 27.
Indicajie. Se folosegte ecuatia fasciculului cu virful M({4, 3), adicd r(z — &) 4 s(y —
— 3) = 0,12 -8 =L 0,
26. Si se expliciteze solutiile in M? pentru:
| ) a4+ lyl—2>0,2) 2|zt |y—2]|—8<k
8) (x — y - 4)(2z — 3y 4 6) > 0.

Indicatie. Se considerd cfi (z, y) sint coordonalele unui punct din plan si se ulilizeazd

impérfirea planului in regiuni.

27. Pe axa Oz se considerdi punctele fixe 4, B, C. Prin C se duce o dreaptd variabild
care intilneste prima bisectoare a axelor in M i axa Oy in IV, 84 se afle locul geomelric
al intersecfiel dreptelor AM si NB,

R, O dreaptd ce trece prin origine.

98. e considerd reperul cartezian 2Oy, un punct fix A(e, 0) pe Oz st un punct fix
B(0, o) pe Oy astfel incil ¢ > 0. Un punct P se migcd pe segmentul [0B], iar un punct P’

se misci pe semidreapta By astfel incit 5COAP = 9 0P'A = 0, b = (0, %] . B4 se gi-

seasci locul geometric al centrului cercului circumseris {riunghiului APP,
R. Semidreapta paraleld si de acelagi sens cu Oy de origine D(a, a).
‘29, O functie f: R? —» I, f(z, y) = az + by 4 ¢, ¢, b, ¢ = B se numegte funcyie liniar
afind. Si se arate cdl resfricfia unei lunctii liniar afine la un segment [AB] este sau o con-
stantd sau isi atinge extremele globale in exlremitifile 4 si B.
Indicagie. Daci Ay, yy), Blao, ya) atunci [AB]: @ = (1 — t)a; 4 teg, y = (1 — t)y, 4
4 ty,, © = [0, 1]. Rezultd: o(t) = f(z, y) = fley, 31) & Uf (2, y2) — =, 24))s 1 € [0, L]
80. In cadrul unei C.A P. sint destinate 8 ha teren pentru a se cultiva doud feluri
de plante 4 si B. Investifiile necesare pe hectar sint 2 000 lei respectiv 5 000 lei, iar cistigul
net pe hectar este 3 000 lei respectiv 9 000 lei. C.A.P.-ul dispune de o sumd de 25 000 lei,
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Pe cile hectare trebuie cullivate fiecare din aceste feluri de plante ca sd se cbiind un
cistig maxim?

R. z = 5ha, y = 3 ha, max f(z, y) = 33 000 lei.

81, Ointreprindere de constructii trebuie si realizeze un complex de locuinte insumind

\f 900 garsoniere, 2 100 apartamente cu doud camere si 1 400 apartamente cu frei camere.

‘ Se preconizeazi doud tipuri de blocuri: primul tip cuprinde 40 de apartamente cu trei ca-

mere, 30 de apartamente cu doud camere gi 10 garsoniere si costd & milioane lei, iar al

doilea tip esie format din 20 de aparlamente cu trei camere, 50 de apartamente de doud

( camere si 30 de garsoniere, avind costul de 5 milioane lei. S se stabileasci cite blocuri de
ficeare fel trebuie construite astfel incit cheltuielile de construcfie s fie minime.

R. 20 de blocuri de primul tip si 30 de blocuri de al doilea tip.




Capitolul 1l
IZOMETRE

§ 1. Transforméri geometrice

Fie p un plan. O funcfie (7 : p — p sau o restrictie a unei asemenea functii
se numegte lransformare geomelricd. Transformarea geometricd (F :p — p
atageazd liecirui punct M & p un alt punct M’ & p pe care il notdm cu (M),
(fig ITI. 1). Multimea tutvror punctelor (F(M), M & p, se numeste imaginea
lui (FF si se noteazd cu (F(p). Evident (F/(p) C p. Un punct 3, cu proprietatea
(F(M;) = M, se numeste punct fiz al functiei (F.
Transformarea geometricd (F se numeste:
| 1) injectivd, dacd relatiile VM,, M, & p, (F(M,) = (F(M,;) € p implici
M, = M, (echivalent VM,, M, € p, M, + M, = (F(M,) # (F(M,));

2) surjectivd, dacd VM' &€ p, AM & p astlel incit GF(M) = M’ (echiva-
lent (F(p) = p);

3) bijectivd, dacd este injectivd si surjectivd. Aceasta tnseamnd ca fiind
dat un punct M’ & p existd un punct unic M € p astfel incit (F(M) = M.
Existenta este asigurata de faptul e (F este surjectivd gi unicitatea decurge
din faptul cid (F este injectivi.

Dacd (F : p — p 81 & : (F(p) — p sint doud transformiri geometrice atunci
prin M — (Go(F) (M) = glGF(M)), VM & p, definim transformarea produs
g o (F : p — p (fig. I11. 2). Produsul transformirilor este o operatie asociativi,

adicd (& o (F) o 6 = £ o ((F o 7).
M’:?(M)

-

o
e/\ *FM) EM" \/‘?’ oM "=G(FM) 5T} (W)
M M =G

Fig. III. 4 ; Fig. 111, 2
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Fig. 11L. 3 Fig. 101, &

b4

Unei transformiiri geometrice bijective (7: p — p i se poate atasa transfor-
marea geometricd (unicd!) g:p — p astfel incit G(M') = M&p cu proprie-
tatea (F(M) = M'. Transformdrile geometrice (F si 4 satisfac relatiile
(GeoF) (M) = M, vMeEp, (Fog) (M) =M, VM &p. Pe scurt, Go(F =
= (Fog =1, unde 1, este identitatea pe p, adicd transformarea geometricd
caracterizati prin 1,(M) = M, vMcp. Invers, dacd unei transformari
geometrice (F:p — p 1 se poate ataga o transformare geometricd Grprp
care si satisfacd relatiile Go(F = (Fog = 1,, atunci (F este in mod necesar
Transformarea geometricd £ se numegte ingersa lui (F g1 deseori

o bijectie.
se noteaza cu (F (fig. 1I1L. 3).

Daca (F:p = p si G:p — p sint transformiiri geometrice bijective, atunci
QoF este tol bijectivd gi (Go(F)t=(Ftog™. De asemenea, pentru orice

bijectie (f: p — p 8€ satisfac 1p0(F = (Foly = (F

§ 2. Translatii

Fie planul p si mullimea vectorilor liberi V. Notdm cu 4, M’ doud puncte

din plan si cu ¥ un vector liber fixat.

Definitie. Transiormarea geometried F:p — P ‘definits prin M’ =
= g(M), MM' =7 se numegte translafie de vector ¥ (fig. I11. &).

Definitia este corectd deoarece fiecirui punct M &p i se asociazd un punch
i numai unul singur M'€p determinat de faptul ci segmentul orientat

—
il trebuie si fie reprezentantul vectorului @. In particular translatia de

vector O este identitatea 1p.
Evident, dacd se dau punctul A gi imaginea sa A’, atunci existd o singurd

translatie care duce pe 4 in A’ si anume translatia de vector AA'.

Teoremi. 1 Dacd 4 este translatia de vector B, st & o esle translaiio de
: 3 145 b
I

veclor Ty, aiunci produsul Fyo T = Fo0&, esle translajia de veclor Uy - Uz
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y ) M
/\,?,m
= PP % )
v,/ Y 2
Jh M v
7] x
Fig. III. 5 Fig. III. 6

7 exisid si este translajia

2) Dacd § este translaiia de vector ¥, atunci
de vector — 7.

Demonsirajie. 1) Fie &, translatia de vector 7;, adicd M" = g, (M),
MM"” =79, si §, translatia de vector @, adicd M" = & (M"), M"M" = 7,
(fig. I1L. 5). Produsul &, o §, este translatia de vector 9, 4 7,, adicd M" =
= (F,08,) (M), MM"” = ¥, -+ 7,. Analog §,0 J, este translaia de vector
T, -7, gideci § 0, =8,08,.

2) Tema

Teorema precedenta contine elemente suficiente pentru a afirma cd multi-
mea tuturor translatiilor planulai p este un grup comutativ in raport cu opera-
tia produs (grupul translatiilor ).

Raportdm planul p la reperul cartezian {0;1, ] }. Presupunem ci punctul 3/
are coordonatele (, y), punctul M’ are coordonatele (2, y’), iar & = ki - kJ.

Teoromi. Translatic § de veclor B = hi + kj este caracterizatd prin

ecuajlile
{ o= o B,
y =y 4k (x y) € RA
Demonstratie. Relatia de definitie MM’ =7 este echivalenti cu (2’ —
= (" — )] i 4+ kj. Rezultd 2’ — 2 = h, y' — y = k, adicd 2’ =

-+ &, y':y—l—!v.

Cu ajutorul acestei teoreme se poate demonstra usor proprietatea unei
translatii de a péstra distanta dintre puncte (fig. 111./6). Intr-adevir, daci
prin translatia & de vector 7 = ki + kj punctele Mz, y,), ¢ = 1,2, au
imaginile My, yi), 2 = 2, -+ by i = y; + &, 1 = 1,2, atunci

1 Jt
A(My, Ma) = |/ (@a — 21)* + (s — 922 = |/ (@ — 2,)* + (y2 — 90)?
= d(M,, M)
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PROBLEME REZOLVATE

&
(/\ 1. Fie segmentul [4B] si cercul C de
J G P centru O si razd r. Fiecirui punct A de
N My pe cercul €'1 se atageazd punctul M’ astiel
' 7 incit ABM M’ s& fie un paralelogram. S&
5 se gdseascd muliimea punctelor '

Fig. II1. 7 Solugie. Deoarece ABMM'  este

un paralelogram rezultd MM = BA

(fig. IIL. 7). Punctul A’ este transformatul lui M prin translatia de vector

BA. De aceea, atunci cind M descrie pe €, punctul ' descrie un cerc cu
centrul @, 00’ = H, de razir.

2. Fie segmentul [4 B] si doud drepte concurente d si d’. Si se determine

punctul 2 pe d gi punctul M’ pe d’astielincit ABM M’ sifie un paralelogram.

Solutie. Tie d” imaginea lui d prin translatia de vector BA si {M'} = d’ N d”. Deoarece
ABMM’ este un paralelogram rezultd DM’ = AB, adicd M este imaginea lui 14’ prin
translatia de vector BA (fig. 111. 8).

3. Se di triunghiul de virfuri A(3,2), B(1,5), C(—2, —1) si translatia &
determinatd de punctele 0(0,0) si 0’ (1,2). Si se giseascd A’ = F(4), B' =
=3J(B), C'"=8g(C), §(AB), §(AC), §(BC) si sd se verilice cd §F(AB)=A'B’,
T(AC) = A'C’, §(BC) = B'C'.

Solugie. (fiz. III. 9). Translajia § este determinati de vectorul GO = i - 2].
Astfel ea are ecuatiile o' = & 1, ' = y + 2.
Punind x = 3, y = 2 glisim o’ = 4, ' = 4 si deci A’(4&, 4). Analog B'(2, 7), C’(—1, 1).
= 5 e —
| Se observii cii AB:— SRR gi A y_i Pe de altd parte
i —2 3 —2 3
(e =6y T Bt e
e s R i) s
—2 3

si decl 3(AB) = A’B’. Analog se verilicd si cele-

lalte relatii.

Fig. 111, 9




§ 3. Rotatii

Fie planul p raportat la reperul cartezian %0y, plan orientat prin fixarea
gensului de rotatie trigonometric drept sens pozitiv. Sensul migcdrii acelor de
ceasornic este sensul negativ. Admitem, cunoscute notiunile de unghi orientat

gi de misurd algebrici a unui asemenea unghi.

Doefinitie. Fie 6 o miisurd algebrici de unghi orientat fixat. Transfor-
marea geometried @: p — p definitih prin ®R(0) =0 si pentru M # O,
BR(M) = M astlel inelt d(0, M) =d(0, M'), IL MOM = 0 se numegie
rotatio de centru O gi unghi 0 (fig. III. 10).

Rotatia este bine definitd deoarece fiecirui punct M € p i se atageazi un
punct si numai unul M’ € p determinat de conditiile date in definitie. Origi-
nea reperului cartezian este singurul punct cu proprietatea R(0) = 0, adicd
este singurul punct fiz.

Presupunem cd M are coordonatele (z, y) si M’ are coordonatele (27, y').

Teoremi. Rolgja @ de centru 0(0,0) si unghi 0 esie caracierizaid
prin ecuaiile

' =z cos 0 — y sin 0
y" = xsin 0 4 ycos 0, (z,y) € R? 6 € R, 0 = fixat.

Demonstratie. Urmirind figura 111.10, cazul 0 >0, avem z' = cos (« 4 0) =
— cos & cos O — sin asin 6. Dar cos ¢ = %, 8in « = y. Deci 2’ = 2cos 6°—
— ysin 0. Analog, ¥’ = sin (« 4 0) = sin & cos © 4 cos « sin 6, adicd y' =
= g sin 0 4 y cos 6.

|
Y

8<0 g=0
Fig. LLL. 10

73




I Teorema. 1) Dacd R, si R, sint rotayi
Y 2 de centru O si unghiuri 6, respectiv 0, atunce
621‘ 0 Ry = Ry 0 (R, este rotajia de ceniru O si
unght 0, 4~ 0,.
W 2) Dacd (R este rotajia de centru O si unghi 0,
atunct (R~ exisid §i este rotajia de centru O
- » 8L unght — 0.

o d_ X gris !

I M, Demonstragie. 1) Tem &
M, 2) Rotatia @ de centru O(0, 0) si unghi 0

Tig. III. 41 este caracterizata prin sistemul de ecuatii

!

2’ =z cosd — ysinb
Y =zsm 04 ycos 0, (z,y) €ER2 6 € R, 0= {fixat.

Presupunind M'(2’, y') dat §i rezolvind sistemul precedent in raport cu (z, y)
gésim solutia unicd
2 =’ cos (—0) — y' sin (—0),
i y = &' sin (—0) + ¥’ cos (—0).
Aceste ecuatii caracterizeazi o rotafie & de centru 0(0,0) si unghi — 0 cu pro-
prietatea @ o & = & o @ = 1,. De aceea @ este bijectiva i & = RN
Definitia si teoremele precedente arati cd mulfimea tuturor rotafiilor de
centru O ale planului p este un grup comutativ in raport cu operatia produs
(grupul rotagitlor ).
Sd aratdm cd rotatiile au proprietatea de a pistra distanta dintre puncte
(fig. 1I1. 11). Intr-adevir, daci prin rotatia @2 de centra O gi unghi 0 punctele
Mi(zy, yy), v = 1,2, au imaginile M2}, ¥3), @i = @; cos 0 — ¢; sin 0, y;, =
= g; sin 0 4 y, cos 0, £ = 1,2, atunci

Ay, M) = |/ (x5 — a1)2 + (ya — y1)? =
= /(@ — #;) 6080 — (y5 — y,) S OF -+ [(@; — 1) 6050 - (y5 — 7/) 51 O =

= |/ (@2 — 2,)® + (g2 — ¥1)*(cos®0 + sinZ0) = |/ (2, — )® + (g5 — v:)2 =
: : = d( M, M,).

PROBLEME REZOLVATE

1. Pe laturile[A B] §i[AC] ale triunghiului A BC, in exterior, se congtriese
triunghiurile A BD §i ACE astfel incit 32 EAC = 3 DAB = 90° 5 ¥ BDA =
= 9L CEA. 54 se arate cil mediana din A a triunghiului 4BC este inaljimea
in triunghiul DAE.
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B ‘n?f H c
Fig. III. 12

Solutie (fig. T11. 12). Fie AH | BC,[MB)=[MC], AHNDE = {P}, AMNDE ={N}.
Prelungim pe [BA] cu un segment [AR] = [BA]; atunei AM este linie mijlocie in {riun-

ghiul BRC, adicd AM || RC s d(A, M) = i d(R, C).

2
Bleciuim o rotatie de 90° cu centrul in 4, a triunghiutul ARC; AR devine AR,
AC devine AC, i RC devine R C;. Dar 48D ~ ACE;

o U0 A4 E) A4, C) _ A4 E)
d(4, B) d 4, D) d(4, B))  d(4, D)

Rezultd R,C, || PE i cum #,C, | RC, AM || BC, gisim AM | DE.
2. 1) Se da triunghiul echilateral de virfuri A(1, 2), B(3, —1),

C( _/3 a+2|/%)

\

- . . . . . ™
S4 se determine imaginea sa prin rotatia 2 de eentru O gi unghi 'T

2) Se da patratul de virfuri A(—1, 0), B(1, 0), C(1, 2), D(—1, 2). S& se

delermine imaginea sa prin rotatia (2 de cenbtru A g1 unghi — i

’

Solufie. 1) Rotatia de centru O si unghi =/3 este earacterizatd prin

P R e e
girmpl =g BT gl
; V 3
Punfud » = 1, y = 2, giisim of = - — /8, v 4 4. Astfel imaginea Iui 4 prin

& este puneclul A’ l /8, 1/93 +1 ] Analeg,

A 3*;’ L ~_;), (/3 — 1. (54 3/
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TR TR g B N

2.(fig. III, 13). Rotafia & de centru A(—1, 0) si
unghi —=/4 este caraclerizatd prin (de ce?)

p! 7 /7
' de1=Llp g,

/ \ y'=——§2—($€+1)+l/22@f-

G_' &% Dvident lui A(—1, 0) ti corespunds punctul A’(—1, 0).
Punctului B(1, 0) ii corespunds

B(/2 -1, — |/ 2)

ond Analog,
Tig. III. 13 o2/ 2 —1,0), DN/ 2 —1,1/3).

§ 4, lzometrii

Fie planul p raportat la reperul carfezian x0y. Rotatia de centru O si
unghi 0 este descrisd de sistemul liniar

’

&' =z cosh — y sin 0,
y' =z sin 6 4+ y cos 0.

De aceea rotatiei @ i se poate asocia matricea

R [ cos 0 —sin 0
sin 0 cOs 6]

Matricea R are proprietatea 'RR = I, unde J este matricea unitate de ordinu]

doi. Astfel R este ceea ce se cheamd o malrice ortogonald de ordinul doi.

Fie A = [ & b] o malrice ortogonald cu elemente reale, adicd o matrice
(;
care satisface relatia *AA = I. Tinind seama ci# determinsntul produsului
a doud matrice este egal cu produsul determinantilor si c& determinantul unei
maftrice este egal cu determinantul transpusei, deducem det (!fAA4) = det] =
= (det!d)(detd) = 1 = (detd)? = 1 = det A = 1. Astfel matricea orto-
gonald A este nesingulard, adicd admite inversa A~'. Dacd inmultim relatia
‘AA = I la dreapta cu A7 rezultd ‘4 = A~ Din aceasti egalitate, prin
inmultire la stinga cu A, rezultd A'A = I.

Inversa unei matrice ortogonale este o matrice ortogonali. Intr-adevir,
HA )AL = Y'A)Ar = A4l = I. Analog se arati cd dacd A si B sint
matrice ortogonale (de ordinul doi), atunci gi matricea produs A B este orto-

gonala.
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Teoremi. 1) Orice malrice ortegonald de ordinul dov cu delerminantul
4 1 se poate scrie in forma

cos 0 — sin 0
sin 0 cos O
2) Orice matrice ortogonald de ordinul dot cu determinantul —1 se poate scrie
sub forma
cos 0 sin 0O
sin 0 —cos 0

a

Demonstrajie. 1) Fie 4 = [
C

b . . : :
] o matrice ortogonald de ordinul doi.

Problema se reduce la a rezolva sistemul

a4 ct =1 ab4-cd =0, 5%t % =1, ad — be = 1.

Se observi cd dacd punem a = cos 0,¢ = sin 0, 6 & R, stunci prima ecuatie
este identic satisfdcutd. Analog, ecuatfia a treia admite familia de solutii b =
= cos 9,d = sin 9, ¢ € R. Se impune ca acestea s verilice ecuatia a doua si
ecuatia a patra, adica

cos (0 — @) =0, sin (0 — ¢) = —1.
Rezulti ¢ = 0 — _ZE (mod 27) si deci b = —sin 0, d = cos 0.

2) Tem a.

Observatiile precedente sugereazd introducerea transformirilor geome-
trice determinate analitic de o matrice ortogonald, transformiri care contin
rotatiile de centru O ca un caz particular.

a
ch e

Transformarea geometricd care asociazd punctului M(z, y) punetul M'(2’, ¥')
delinit prin

Dofinitio. Fie A =[ ] o matrico ortogonals.

' = az + by,
y = cx + dy
so numegle transiormare orfogonali.

Avind in vedere observatiile ficute pentru matricele orfogonale de ordinul
doi rezulta:

1) orice transformare ortogonald admite o inversd care esie tot iransformare
ortogonald, ) '
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2) produsul a doud itransformdri ortogonale esteo iransformare ortogonald,

3) dacd det A = -1, atuncy transformarea ortogonald corespunzdtoare esie
o rotalie de ceniru O,

&) dacd det A = —1, aiunct transformarea ortogonald corespunzéloare esié
o rotajie de centru O si 0 simeirie de axd Oz sau Oy.

Aceste observatii aratd printre altele ci mulfimea tuturor transformarilor
ortogonale ale planului p este un grup in raport cu operatia produs (grupul
transformdrilor ortogonale ).

Ca gi in cazul rotatiei un calcul analitic simplu aratd ci o transformare
ortogonald péstreazd distanta dintre puncte.

Pornind de la modelul transformirilor ortogonale gi al translatiilor intro-
ducem transformérile geometrice care poartd numele de izometrii.

o i a b : g
Definifie. Fie 4 = [ . -lo matrice ortogonali gi (%, k) o pereche
¢ 4|

de numere date. Transformarea geometricd care asociazi punetului M(z, y)
punetul M'(z’, y') delinit prin
hy

2" = aow - by L
+dy + k&

y' = cw + dy
ge mumegte izometrie,

Alternativ izometria este produsul dintre o transformare ortogonald de
matrice A si o translatie de vector i + kj. In cazul det A = -1 izometria se
numesgte deplasare (rototransiaie ), 1ar in cazul det A = — 1 izometria ge
numegte antideplasare (rotatie, simetrie gi translatie).

Doud repere carteziene determind unic o izometrie. Mai precis fiind date

: L AR i g = C1 o 3 3 P =
doud repere carteziene {O; 1, j}, OA € 1, 0B € jgi {031, )'}, OA" € ¥,
O’E’Ef'nﬁristﬂ o singurd izometrie I : p— p astlel incit J(0) =0/, J(A) =4',
J(B) = B’. Aceasta afirmatie se probeaza destul de usor daca t.inem't;e.ama
de expresiile canonice ale matricelor ortogonale de ordinul doi.

De asemenea se constatd cd orice 1zometrie este bijectiva, inversa fiind

tot 0 izometrie, iar produsul a doud izometrii este tof o izometrie. Astfel,

izometriile formeaza grup in raport cu operatia produs (grupul izometriilor )
Teoremi. 1) /zomeiriile pdsireazd distanfa dinire puncte.

2) lzometrule pdstreazd dreptele.
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Demonstrojie. 1) Orice izometrie I se ;
gerie in forma § o & unde & este o trans- v J
latie gi & o transformare ortogonald. Rezults M)
d(g(M), JIV) = dF(S(M)), T(SN) = \\'??’N}
= d(S(M), S(N)) = (M, N), VM, N & p ; '
(fig. I11. 14). M
‘ Notii. Se poate ariita cd orice transformare
geomefbricd a lui p care pdstreazd distanta dintre Fiz. III. 14
puncle este o izometrie.

2) Fie dreaptad; : ¢,z 4 b,y -+ ¢; = 0 giizometria de ecuatii 2’ = ax -
4+ by + h, ¥y = ¢z 4 dy - k. Pentru simplificarea rationamentelor presu-
punem ad — be = 1. Deoarece

Y

1] T

N N y_a. ' —h
y —k d| € Y =k
imaginea J (d,) are ecualia
' —h b ¢ a' —h
al ’ + bl ; + Cl == 0.
y —Fk d c y —k

Aceasta este o ecuatie de gradul inti in «' gi y* pentru care (a,d — byc)® -
-+ (aby — ba,)? = a3(b® 4 d?) + b3(a® - ¢®) — 2a.by(ab + ed) = af + b} +# O,
adici coeficientii lui &', ¥’ pu se anuleazd simultan. Astfel teorema este justi-
ficatd.

Izometriile pistreazd distanta gi dreptele. Deci ele pastreazd toate notiu-
nile definite cu ajutorul distantei si dreplelor.

Consecingd. Izometriile pistreazdl relatia ,intre”, segmentele, semidreptele,
unghiurile, triunghiurile i congruenta acestor entitibi.

Deiinifie. Doud submulfimi, X, ¥ de puncte din plan se numese
congruente daci existi o izomefrie J :p — p astlel fnelt J(X) =Y
(fig: I11.15, @ — translatie, & — rotatie, ¢ -— simetrie).

Fig. 111 13




Congruenta este o relatie de echivalentd pe multimea submultimilor (figu-
rilor) planului p. Submultimile (figurile) din aceeagi clasi de echivalenta
poartd aceeagi denumire.

PROBLEME REZOLVATE

I. Se dau punctele

2 _ 4 1 9,3 2 o
S ey i 8 ool
a* — 2a + 1 at — a? a — 1 1 — af Ja — 1
a -+ u+1} : [ a 1 ]
D2t i1 , E@1,1),F| —1, SEETIE . e
[a—-l a — 4, 1) 3(1.—']—'_1—3(1}

unde ¢ este un parametru real. Sa se determine conditiile de existentd simul-
tand a triunghiurilor ABC, DEF si sd se verilice cd in aceste conditii 4 BC =
—SEE
; . o 5 z 1
Solugie. Hxistenta exprosiilor rationale impune a £ 1, a2 0. a ¢ —. In aceste
3
condifii se observi ¢A A4 =D, B=EFE si C=F, avind respectiv coordonatele

{—ail, ol (1, 1), (— i, ML Ewe Impunem §i condifia ca 4, B, € si nu
a— 1 a— 1 3a — 1

fie coliniare

a -+ 1 ‘1""‘ 1
a—1 a—1
1 1 41| # 0
e, Gl i
da — 1

Rezulti o # ¥ V33

6

2. 54 se verifice cdl triunghiurile MNL si M'N'L’ de virfuri M(7, 1),
N(7, &), L(3, 1), M'(—2/5, 16/5), N'(2, 5), L'(2, 0) sint congruente g1 si se
determine izemetria (J cu proprietatea (f (MNL) = M'N'L'.

Solutie (fig. II1. 16). Triunghiurile dreptunghice MNL si M’N’L’ sint congruente
deoarece au laturile congruente (de lungimi respecliv egale). Urmarind orientarea indicald
de sige(i deducem ¢t M'N'L’ se obtine din MNL printr-o antideplasare, adicd o izomelrie
de tipul

{:c’:mcos 0+ v sin 0 - A,
y = xsin 8 —y cos 0 k.

Y W
. /] 5
M’( 97/ //1 .
L A
Lt x

Fig. 111. 16




coeficientii cos 0, sin 6, k §i k sint determinali de sistemul

il

I

7 cos O 4-sin O + h,

= 7sn0—cos O-F

— 7&in 0 — & cos O K,

— 3 cos O - sin © - &,
= 3 sin 6 — cos 6 + k.

i(i
5
92— 7 cos 0 + 4sin 0 -7,
{3
2
0

LS

& 5. Probleme propuse

1. Triunghiul 4’B’C’ este oblinut din triunghiul .4 BC printr-o franslatie. S& se arale
ci medianele din punete corespondente ale celor doudl triunghiuri sint paralele sau coliniare.

Indicatie. Imaginea unei drepie d printr-o translatie este o dreapta paraleld sau egald
cu d.

2. Fie carcurile Cy, Cy5i segmentul [A B]. Si se cansfruiased un segment paralel gi con-
gruent cu [A 5] ale cirui extremilifi si lie respeciiv pe cercurile Oy gi Cy. Disculie.

Indicaie. Se utilizeazd translatia & de vector AB.

3. {n planul raportat la reperul cartezian a0y se considerd punctul A(—1, 2).

1) i se determine ecua (iite translafiei & de vector 0A.

2) Care esfe imaginea dreptei d: @ +y + 1 =10 prin §.

3) Si se giseascd dreapla h cu proprietatea §(h): 2e" — 8y’ + 1 = 0.

4, Fie h, k, [ trei drepte paralele a3 se construiascd un triunghi echilateral ABC ale
cirui virfuri si fie situate pe cele trei drepte.

Indicagie. Se fixeaza punctul A pe una din drepte §i se utilizeazii rotatia de centru A
si unghi 60° sau —60°. Rezulla doud solutii.

5. 94 se inserie un patral infr-un paralelogram.

Indicatie. Dacdl existi un patrab inscris inte-un paralelogram, atunci centrul O al para-

lelogramului coincide cu centrul patratului. Se utilizeazd rotalia de centru O sl unghi e
9

. & . . £ 0
6. Se considers rotalia & de centru O gi unghi —,
3

1) Care este imaginea drepteid: & — y + 1 =0 prin &7
2) 84 se delermine o dreaptd h cu proprietatea @(fh): « — by -+ i=0.
7. 3 se determine punctele fixe ale izometriei de ecualii
{ o = x cos O +ysin 041,
‘

y —xsin 8 —yecos 6—1

Indicagie. Se pune & = &, ¥ =y si se rezolva sistemul liniar, obtinuf.
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8 Fie § = o0&, unde § este translatia de veclor & = ¢ — j, iar & esle rotagia
de malrice

1 1
2 V2
1 1

T

Se di A(3, 2). 8 se glseascl 9(4), 5-1(4), (&o ) (A).

Indicajie. § o & are ecuatiile: 2’ = — _ _i{: + 1, ¥ = Ty -+ _y_ — 4, iar
/2 V2 ’ V2 V2
& o0 § are ecuafiile; 2" =2 +_— L y=1 y" = iﬁl St 3’_";1.
V2 2 V2 V2

9. Axcle de coordonate O si Oy se rofese cu unghiul AR si noul reper «'Oy’ se con-
3

giderd invers orientat fafd de 20y, Stiind ed un punct 4 are coordonatele (|/°3, —2 l/?)
in reperul «’'Oy’, sil se giseasci coordonatele lui A fatd de reperul aOy.,
Indicayie. Rotafin de unghi 0, a reperului cartezian 20y, este caracterizati prin = = o/,

cos 0 — gy sin 0, y = 2’ sin 0 49 cos O unde M ((;: yg’:i . Problema impune rotatia

reperulul urmatd de o simetrie in raport cu Oy’ sau in raport cu Oz’. Obtinem

{ H%E'_g—VQ]W%%§~&V§+§y




Capitolul 1V
CONICE

§ 1. Cercul

. T i - . . -
Fie {0; 1, j} reperul cartezian in plan i M(z;, y;), 2 =1, 2 doud puncte.
Reamintim expresia distantei :
Ay, My) = |/ (23 — ;) + (¥2 — y2)™
TFie M. (2., 4,) un punct fixat si # un numér real strict pozitiv fixat. Cercul
o\ J0 v I
C de ceniri M, si razd r este multimea punctelor M(z, y) cu proprietatea
0§ } P )y Y PESE
d( My, M) =r (fig. IV. 1).
Teoremi. Punctul M(z, y) apartine cerculut C de centru My (24, 9o) §I
razd r dacd §i numat dacd
> m Y2 Bie— 3
(x — )2+ (y — Yo)t =12

Demonstrajie. M € C <= d(My, M) =r < |/ (v —2)° + (¥ — e =<
01 0 o J 0/

(o — ) + (Y — y)?=r%
Astfel C = {M(zy) | (=, ¥) € B2, (2 — x,)* + (y — ¥o)* = r2l sau mai
geurt C: (2 — x,)* + (y — yo)? = ri Ecuatia (z — #,)* + (¥ — %o Hie=gies

nlicité o cercnlut C de coniru

z, y) € R? se numegte ecuajia carteziand L

(g, Yo) §i razd r. Aceastd ecuatie este echivalenta cu doua ecuafii parametrice

jf = @g T GOB L

l Y = Yo +r sin ¢, ¢t € [0, 2x), £ = parametru,




sau cu o ecuatie
F=Fy+r(costi 4 sintj), t [0, 2r)
in V numita ecuapia vecloriald a cercului.
Se observi ca (z — %)% 4 (¥ — #,)? este un polinom de gradul doi in 2
§i y, termenul de gradul doi fiind 22 -}- y* Aceasta sugereaza si cercetim mul-
timea
Iy 22 4+ 92 4 202 + 20y + ¢ = 0.

Deoarece ecuatia lui I' se transorie

(@ + ) + (g + B2 =at + 07 —c

rezulta:

1) dacd a® + % — ¢ >0, atunci T" este un cerc cu centrul in z, = —a,
Yo = —bside razd r = |/ a2 + 0% — ¢;

2) dacét @ + %2 — ¢ =0, atunci I' = {(—a, —b)};

3) dacd a® 4- 5% — ¢ < 0, atunci I' = @.

Ecuatia

22+ oyt +2an + 2y +e=0, a®+0%2—¢ >0, (z,y) & R
se numeste ecuafia carieziand generald a cercului. Evident aceastd ecuatie este
echivalenti cu

d(2® + y%) + 2ay2 + 20,y + ¢, =0, d # 0, af + 8} — de; >0.

Fie f: B2 » B, f(z, ) = (2 — 2,)* + (y — yo)* — 7% unde (xy, y,) esto
un punct fixat, iarr > 0 este tot fixat. Definim muljimile (fig. TV. 3)int (€)=
= (M2, v) | f(z, y) < O}, C = (M(z, y) | f(z, y) = 0}, ext(C) = {M(g, y) |
| f(z, ) >0}. Evident int(C) N ext(C) = @, int(C) U C U ext(C) = p.

Deci un cerc € din plan are proprictatea cd separd planul in douid submul-
timi disjuncte: inferiornl Iui C notat int (C') si exteriorul lui € notat ext (C).

Teeremd. 1) Multimile int (C) si int (C) U € sint convexe.

2) VM, € int(C), Y M, € ext (C), seementul [ 14, ;] taie pe C.

Demonsiragie. Fird a scidea generalitatea putem presupune z, = g, = 0.
Fie M (2;, y,), ¢ = 1,2, doud puncte din plan. Segmentul [ M, #,] este carac-
terizat prin ecuatiile parametrice z = (1 —
— 1) &y + lxy, ¥y = (1 — yy + by, t €0, 11.

Dacd M, M, € int(C), adicd flz;, y) =

I 2 =gzf Lyl —r? <0, := 1,2, atunci
é ‘&I{”‘r?) 63;; LS fz, y) = fl(l —t)z; 4 iwy, (1 — O)yy 1) =
= = (1 — )y + 1) + (1 — O -+ 1y)* —
L‘\;T_ 7 _3,;“’ — pa =1 = )22 1 2(1 — 11)59;1:\":ED —l— ﬁ!xgﬁ
= = =0+ A0 = Hiyigas ks G
S— <FA =] + yi —r) + Uty — 1) =
Fig. IV. 3 = (1 — &)ff2q, y1) + tf(xs, ¥2) < 0,V €10, 1].

*12 se majoreazd cu ¢, coeficientul siiu fiind pozitiv.




Cu alte cuvinte [ M, M;] < int(C).

2) Fie M,cint(C), adicd f(zy, y;) < 0 s

M, € ext(C), adicd f(z,, ys) >0. Rezultd
functia continud ¢ :0, 1] —» R,
o(t) = f(1 — )y + iy, (1 — )y, + ty2) =
= (1 — )&y + t25)2+ (1 — Dy -+ tyq)* — 1%,
cu proprietdtile ¢(0) = f(xy, ;) <Osi o(l) =
— f(xs, y3) >0. De aceea existd o valoare
1, € [0, 1] astfel nmcit 0 = oft) = ((1 —
— to)aty + 1%e)? 4 (1 — Lo)yy + Loya)® — 12
si deci My((1 — to)xy + to%ay (1 — )y: +
+ toys) € C.

Fie cerculC': (z — )% + (¥ — yo)? = r?si M, (2, y,) € C. Dreapta deter-
minatid de punctul M, si de vectorul normal MM, = (x, — x)i + (y1 — yo)]
este tangentd (fig. IV.4) la cerc in punctul M. Ecuatia carteziand implicita a
acestei drepte este

(2 —2p) (&2 — 23) + (Y1 —Yo) (y — 41) =0

Fig. IV. &

sau echivalent
(@1 — Zo)(@ — 2o) + (Y1 — Y)Yy — Yo) =7°

(dedublata ecuatici cercului in punctul M,(zy, y;)). Dreapta determinati de

punctul 3, si de vectorul director MM, este normala (fig. IV.4)la cerc in

punctul 3;. Ecuatia normalei este

T—x  Yy—y

e = »

&y, =Ty Y1 — Yo
Observatie. Prin dedublir: infelegem substlifuirile 2?2 — xxy, ¥* — yy,, ay —
: 1 il ; 8
— - (zyy + 2y), =— Y (z + &), v——(y + y). Prin dedublala ecuaiiei de gradul
2 2
Aot @yp5% 4+ 20052y & dasy® + 20007 + 2any + g = 0 in punetul MM (z,, 1,) intelogem

ecuatia de gradul intii ay 22 + ap(yae + 2y) + @iy + e + 7)) + axn(y + v +
+ @ = 0.

PROBLEME REZOLVATE

1. Si se giseascH ecuatia carteziand a cercului cu centru in M, (1, 1) si
tangent dreptei d: 3z -+ 4y -+ 8 = 0. Apoi s# se scrie ecuatiile parametrice
si ecuatia vectoriald ale aceluiasi cerc.

Selutie. Notdm cu € cercul a cirui ecuatie se cauld. Raza r a acestui cerc este dislanta
de la 1M, la dreapla d. Deci,

S s [k .
p— s b e, P 3. Astlel C: (z — 1) + (y — 1)% = 32

Vet

Beualia carteziand gisild este echivalentd cu ecualiile parametrice # = 1 4 3 cos ¢,
y =1+ 3sint, ¢ [0, 2xn), din care se obtine ecualia vectorialdi F = ¢ + j + 3 (cos @
<+ sin tj), t < [0, 2m).




2. 1) Si se arate cd ecuatia 2? + y2 — 6z — 4y 4 8 = 0 reprezintd un
cerc C, punindu-se in evidentd centrul My(=zy, 3,) si raza r.

2) S& se scrie ecuatia carteziand a tangentei la € in punctul 4(2,0).

3) 54 se gdseascd ecuatiile carteziene ale tangentelor duse prin D(8,7)
la e¢ercul C.

Solutie. 1) Ecuatia dati se transerie (z — 3)2 - (y — 2)? = 5 si deci ea reprezinti un
cerc cu centrul in 7,(3,2) si de razi r = 145

2) Punctul 4 apartine Jui €, adicil coordonatele sale verificd ecuatia Iui €. Ecuatia
carteziand a tangenteila € in punclul 4(2, 0) se poate obtine ulilizind dedublata ecuatiei
i &, (@, —38) (@ —3) 4+ (n — 2)(y — 2) = 5. Rezultd —(x — 3) — 2(y — 2) =5
san z + 2y — 2 = 0.

3) Faseciculul de drepte cu virful D(8, 7) are ecuatia r(z — 8) + sly — 7) = 0, r® 4
+ 52 % 0. Selectdm din aecst fascicul dreptele ecare se gisesc la distanfa r = /5 fafd
de centiul My(3, 2). Pentru accasta se impune condilia

' Y58 =8 +s(2—7) |

y
Vi
2 ; v i : g
care eske echivalentd cu r® - s2 = 5(r - 5)2 Rezulti r = — = s, r= —2s gi deel = —
— 2y + 6 = 0 respecliv 22 — y — 9 = 0 sini ecualiile ciutate.

3. Si se arate cd cereul € : 2% - ¥ = 4 nu este graficul nici unei functii,
dar este reuniunea graficelor a doué functii.

Solujie. Se stie cd graficn! unei [unctii este interesectat de o dreaptd paraleld en Oy
eel mull inbr-un punct. Se observil insd ¢l axa Oy intersecteazi cercul € in doudl puncle
de coordenate (0, —1), (0, -+1). De aceea € nu este graficul nici unei functii.

Semicercul superior 2® + »® = 1, y > 0 este graflicul functici f: [—1, 1> R, flo) =
= |/1 — a2 iar semicercn! inferior o - y? = 1, y < 0 este graficul funcliei g:(—1, 1) — R

glx) = —/1 — a2 Cercul C este reuniunea acestor dous grafice.

4, Pg un cerc C de diametru dat [AB], de lungime 4, a > 0 i centru O,
ge considerd un punct mobil A.

1) Sa se serie ecuatiile cercurilor circumserise triunghiurilor AQ i si BO M.

2) Si se arate cd produsul distantelor de la centrele P gi 0 ale acestor cercuri
la dveapta A B este constant si cdl dreptele AP si BQ sint perpendiculars.

0

| 3) 534 se paseased locul pgeomeiric al
(;; y punctulwi de intersecfie al drepteler AP
/ /." [T gi BQ.

Solutie. Tixdm mai initi reperul ecartezian ca
in ligura IV, 5, considerind dreapla A B ca Oz si me-
diatoarea segmenlului AR ca Oy. Rezulid A4(2q, 0),
B(—2a, 0) 5 C : a® 4 y? — 4a® = 0. Fie M(w, B);
Me Ce a? + (32 — 4a® = 0(1). Cerenl cirewm-
scris friunghiului AOM are centrul P siluat pe
mediatearea segmentului [04]. Fie Pa, 4), A =R;

atunci raza este r =|/a® - A%, iar ecuatin este
2% o y? — %gx — 20y = 0 cu condifin o 4 B —
— 2a0 — 228 = 0 (2). '
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Analog gdsim ccuafia cercului circumscris triunghiului BOM, cu cenfrul O(—a, w)
pe R gl anume 2% 4 y® 4 2az — 2py = 0 cu condifia o® 4- B 4 2aw — 2uB = 6 (%) .
2) Din relatiile (1), (2), (3) deducem

2a — et
d(P, P') = a(2a ﬂ , 40, Q) = ‘E’_(__U_”) , B=o
p
0‘2{32
d{E, P < diD, 0) — -ﬁ; — a® = const.
Panta dreplel AP este m; = —2:, iar a dreplei BQ esle m, T S rore My —
a a
= — L % = —1, dreptele AP gi BQ sint perpendiculare,
a® a

Observafie. Produsul Ay este poziliv, oricare ar fi pozitia punciului 27 pe
cercul C.

3) Fie {L} = AP N BQ. Locul geemetric descris de punctul L este chiar cercul C: 2%
4 v® — Gats— 0

5. 53 se giiseascd locul geometric descris de punctul de intersectie al drep-
telord: zcgs a +y =1,d: 2 —ycosa =1, « € R.

Solufie. Mai inlii subliniem faptul cd existenia lui e, echivalenti cu |cos e | < 1,
impune |1 —»| < |z|, |2 — 1] < |y |. Punclele din plan care satisfac acestor condifii
apariin regiunii nehagurate din figura IV.6. Iivident locul geomelric ciulai apartine
aceslel regiuni.

Vom elimina parametrul e« intre ecuatiile lui d 5i &’ printr-un procedeu care tine seama
de fapiul ¢i aceste drepte nu trec prin origine:

Jsat st gt =zt g

zcose -y =1 Ty COS o Tl
) - Y @j Y AR
z— y coso = 1 | 22 — ay cose = x

2 2
Rezultd ci locul geometric ciutat este descris de relatiile {..L — i} -+ {y =, _“: =
2 2

| =

5 ¥ ! .
, 1 —yl<|=z|, |lz—1]|< |y |, adicd el este semicercul AMEB (fig. IV. 6)

2

: 1
din cercul cu centrul in € (—i— 3 —ﬂﬂ}r si de razd ——.

2 ) V2
6. S3 se rezolve inecuatia

1/ 3cos e +3sina —|/3>0,x & R.

Solutie. Nolind cos ¢« = z §i sin aw =y,
inecuatia datd in R esle echivalentd cu sis-
temul

Y3z +3y—1/3>0
22ty —1 =0
in R2.

Beuatia |¥ 3z 4+ 8y — /3 =0 reprezintd o
dreaptd d, iar ecuatia 2 4 y® — 1 = 0 un
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cerc C (fig. TV. 7). Calculdm coordonatele punctelor:
A si M, unde {4, M} = d U C. Rezolvind sistemul

{{/Ez+3y—l/§=o

2t 4 g2 — 4 =0.

obtinem solutiile (1,0) si (— % » I—Gﬂ . Fie A(1, 0}

si M { S @} . Inecualia )/ 3z + 3y —

—1/3 > 0 este verilicatd de punclele din semi-

planul p+ = {N(z, y) | V3z+3y— V38> 0},
(nehagurat in figurd).

Multimea solutiilor sistemului este arcul deschis A"{:’I'l.d—: intersecfia dintre pt+si C. Pe
de altd parte avem :

AL, 0) = c,osocziﬁoc=2kn, ke Z.
sin e = 0
1
€os a=—3
M —i’ [/3}::, @ngr—:—}—%r:, ke Z.
lSi“ o= "5

De aceea multimea solutiilor inecuatiei din enuntul problemei este reuniunea intervalelor

( .f"——:d;—m'mi,irez

{ﬂm, - j

§ 2. Elipsa

Fie ¢ un numir real pozitiv gi F’', F¥ doud puncte fixate din plan astfel
incit d(&, F) = 2¢ (fig. IV.8).
Definifie. Fie ¢ >c Mullimea E a punctelor M eu proprietatea
d(M, F') + d(M, F) = 2a

ge numegte elipsil.

nd

Dacd ¢ = 0, atuneci elipsa se reduce la cercul de razd a. Punctele /7 gi F
se numesc focarele elipset, dreapta F'I' se numegte aza foceld, distanta d(F'F)=
— 9¢ se numeste distanta focald, iar segmentele [ME, [ MF] se numesc r azel
focale ale punctului M.

Elipsa nu este o multime vida deoarece cercul cu centrul in F gi de razi
« taie mediatoarea segmentului [#'F] in doua puncte B’ gi B care aparjin lui
E: de exemplu, d(B, F) + (B, FYy = 2d( B, F) = 2a.

Dreapta I''F §i mediatoarea B'B a segmentului [F'F] sint aze de simetrie
pentru E. Fie F'F N B'B = {0}. Punctul O este eentru de simelrie. Fixim

8
3

(1

23




reperul cartezian {0; 2,7}, I = ~QF 7 yis
loF | =

; = M
i =-22 cain figura 1V.8. Rezulti f/

loB| il e o

F’ (—e¢, 0), F(c, 0), AR SahhONE ] S AR
B0, — Va®—¢*), B(0, |/a®— ¢?).
it %. Punctul M(z, y) apar- &
porema. Punciu (2, y) apar Fig. IV, 8

tine elipsei E dacd si numai dacd
I M Y. )
a’ b2 . :

Demonstrajie. Pentru orice punct M(z, y) din plan notim d(M, F') = ¢,
d(M, F) =p. Avem

2 = (z 4 ¢)? +y* : ;
s ((x T e ) =t
T = J
Deeci
” felrid
(0" + o) (" — p) = hex i B
ﬁfeE@ p'+p:2g = 7“’96[#(!1 a]‘
oy p€la —¢ a+¢] P—a~%
Astfel
@+ o+t =(a +%)
McEe 4 @fé-l-—..g:z:i-
(x_c)z%,yzz(a—fjd @ a’—c
a

Notind 0% = g% — ¢2, ultima ecuatie se transcrie
7 Y

22 ¥

Agtfel E:-{ M(z, y)l (z, y¥) € R Lot i} squ mai scurh

a? b®
), 2P y? - y® A
I— 4 -l-)—) = 1. Ecuafia ==l g 1, (z, y) & R% se numeste ecuojia carte-
(2] £ a i}
ziand tmplicitd a elipsei. Ea este echivalentd cu ecuatiile parametrice in R?
r =a cost
y = bsint, t €[0, 2x), ¢t = parametruy,
sau cu o ecuatie
F=acos t1-+bsintj,t &[0, 2r)

in V numitd ecuajia vectoriald a elipsei.
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Considerim elipsa F de ecuatie

y =2 Va—a
2]

i y®
__‘;_._I__bg_.:i{:b sau 5 xE[_aa a]'
as b P
y=—2 I/az — 2
a
Ecuatia y = — ]/a 2* reprezintd portiunea din elipsd cuprinsi in semi-
el B fia y = — 2 /& — 22 reprezintii porfi
planul 7 > 0, iar ecuatia y = — — |/ 4 — 2? reprezintd portiunea din elipsd
a

cuprinsd in semiplanul ¥ < 0. Acestea se numesc ecualil carfeziene
explicite.

Axele de coordonate taie elipsa in punctele 4'(—a, 0), A(a, 0), B'(0, —b),
B(0, b) care se numesc virfurile elipsei, Segmentele [A'A], [ B’ B] sau distantele

d{A’, A) = 2a, d(B’, B) = 2b se numesc respectiv axa mare si ava micd a
elipsei. Jumatatﬂe a g1 b se numesc semiaze.

Dacl notdm cu E, i F, graficele functiilor derivabile
() 0 fimrs e i ppe——
z— =1/ a? — 22, z— — |/ a? — g2
a a
delinite respectiv pe (—a, a), atunci se observid cid

E EIU{ (ﬂ! )UEg

si deci elipsa are alura din figura IV. 8.
Ludm Mo(2o, o) € E;. Tangenta in M, la E, are ecuatia ¥y — yo = yo(z —

b e
— Zo), ToE (—a, a), Yo>0, unde yo=—-~ — L. adiex ¥ — Yo =
“ Var—af
52 ¢ v 3
=—— 2 %0 (m— m), Ty (—a, a), Yyo>>0. Analog, daci Mo(x0, 10) E E,,
as Yy
pentru tangenta la F, in M, gisim ecuatia y — y, = — F, (2 — ),
a® ¥y
2o (—a, a), Yo < 0. Pe de altd parte, dreapta de ecualie z = —a este tan%n—

t tla B in virful (—a, 0), iar dreapta de ecuatie » = g este tangentd la /
virful (a,.0). Ecuatiile
b2 g

Y—Yo=———1(x — %), Yo#0; x = —a;

TS

]
Il
2

sint cazuri particulare ale ecuatiei

(i) 3‘-"5"41 i YlUn =
a2 B2

(dedublate ecuatiei elipsei in punctul My, 1o)). Tn concluzie, elipsa 77 admite
in liccare punct al sdu My(ay, 70) 0 tangentd de ecuatie (1). Dreapta care trece
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Mo

el (E}

P ——

Fig. IV. 9 . IV. 10

prin MM, si este perpendiculard pe tangentd se numeste normala elipser in
punctul M, (fig. IV. 9).

Tem & Si se verifice cd tangenta si normala la elipsd in punctul M,
sint bisectoarele unghiurilor determinate de dreptele F'M, gi F A3,

O elipsd are proprietatea ci separd planul in dould submultimi disjuncte
(fig. TV.10): interiorul lui £ notat int.(]f’) g e\Lez iorul lui F notat ext(£). Utili-

zind functia f: B® = R, f(z, y) = _|_ — 1, avem

int( F) {fl.,l’/‘ ) H'nlf), 'Ij)<0}, {Mm ’1/) ‘“J Y) _O“

ext(E) = {M(z, v) | f(z, y) >0} int(f) Next(E)'= @, int(E)U E Uext(F) =
= p. Mai mult, multimile int(£) si int () U E sint convexe gi contin centrul 0
si focarele £, F.

Constructia elipsei prin puncte (fig. IV. 11). Presupunem ci so dau axa mare [A’A]
de lungime 2a si axa micd [B'F] de lungime 25, ;

1) Fixiim un punct O al planului drept mijlocul segmentelor perpendiculare [A4’A]
si [B'B).

2) Se ia in compas distanta a gi cu centrul in B se descrie un arc de cerc care taie
pe [4°4] in focarele A’ si I,

3)Se considerd un numAr de puncte 4, 2, 3, ...pe axa mare.

4) Se ia in compas distanfa de la A’
1a 1, apoi cu centrul in 7 se Lraseazd arce
de cerc deasupra si dedesubtil axei ‘mari,

5) Se ia in compas distanta dela 4
la 1; apoi cu centrul in 7 se traseazi arce
de cerc care intersecteaza arcele construile
la 4). Astfel s¢ oblin doud puncle ale elip-
sci de pe juméilatea din dreapta.

6) Se repetd pasii 4), si 5) schimbind
pe F' cu F si astiel se oblin doud puncte
ale elipsei situate pe jumdtatea din
stinga.

7) Se repetd pasii 4), 5), 6) folosind
distantele e la 4" 1la 2, de la A 1la2,...
pind cind se precizeazii un numir suficient
de puncle pentru a construi elipsa.




Punctul M a fost construit folesind distantele de la 4’ 1a 4 si de la A4 la 4.
Desigur trebuie si finem seama de faptul cfi elipsa nu este ,asculitd” in veciniitalea

virfurilor iar fangenta in punclul A al elipsei este biseclvarea ,exterioari® a unghiurilor

dreplelor MF” g MF.

PROBLEME REZOLVATE

1. Se consideri punctele variabile A(x, 0), B(0, B), astfel incit
d(A, B) = 6.

Sa se giseascd locul geometric al punctului M care imparte segmentul
Ty 1 ; " x Il B L
AL in raportul —, punindu-se in evidentd ecustia carteziani implicitd,

9 ; !
ecuatille parametrice si ecuatia vectoriali.

e, el 2 3
Solugie (lig. IV. 12). Fie M(=z, y) si AM = -17 MB. Rezultd = = —E, Y = B Rl ok

2 3 3
=HAZ =5

v - ; . 2! %
Eliminind paramelrii &, B intre aceste trei relatii, ohtinem elipsa E: T € jz —1=0

de semiaxe @ = 4, b = 2
FEcualiile parametrice ale lui E sint = = 4 cos ¢, y = 2sin ¢, t [0, 2r), iar ecualia vec-
loriald a Ini & esle F = 4 cos 1 ¢ 4 2sint j. ¢ = [0, 2%).

i -2
2. Se considerd triunghiurile de tipul 3/, M. M, inscrise in elipsa E : i; -+

e
[

._I_

elipsei.
Sd se demonstreze cd normalele la elipsé, duse prin virfurile triunghiului,
sint concurente.

— 1 = 0, astfel incit centrele lor de greutate si coincidd cu centrul

o~
]

2 2
: Tl
Solufre (fig, IV. 13). Fie Mz, wi), ¢ = 1,2,3; M= E<« F’ + Z; — 1 =10
-z e Y+ -+ ¥;
Centrul de greutale G{zg, y) are coordonalele z, = En 'T; o = = ‘le; e

1ar G = 0, implicd 2y + 2 + 23 =0 §1 y; + ys + y3 = 0.
- o
Ecualiile tangentelor la elipsa E, in punctele M (x;, v;) sint —m?:— 4+ ﬁ%‘? —1=0,
o 2
fta 9 a
8 A
Y

Ms

e e
S AT L aSa

M,

xY

Pig. IV, 12 Fig. 1V. 13




Ecuatiile normalelor in punetele Mj(x;, y;) sint

a®yz — blayy + (02 — aP)ayy = 0.
a?ypz — bixyy + (B2 — @)y, 0.
afyyr — bayy + (2 — a¥)agys = 0.

Aceste Lrei ecuafii formeazi un sistem cu doud necunoscule z, y, care este compalibil
delerminal deoarece avem

a’yy — by (B — @)y, I
| a2y, — l"zu'ﬁ £ 0, | a%s — b2y (B — ey, | =
aty, — bay i | a?ys — bz, (6% — a2)agy,
| Y1 zy T1%1 ‘
= —a®?b® — a?) | ¥a Ty Zalfs | = 0.
Ya L3 L3¥f3

Rezultd cil cele trei normale sint concurente.

Teme. 1) Utilizind ecuafiile paramelrice ale elipsei F sd se verifice exislen{a triunghiu-
rilor de tipul M, M,M,. 2) Tangentele la K duse prin M,, M,, M,nusint concurente, De ce?

3. 54 se arate cd:

1) dintre toate triunghiurile avind lungimea bazei si perimetrul date, triunghiul isoscel
are aria maximi;

2) dintre toate triunghiurile avind lungimea bazei gi aria date, triunghiul isoscel are
cel mai mic perimetru.

Soluiie (fig. IV. 14). 1) Considerdm punctele fixe 4, B si un sistem cartfezian de axc ca
in figurd. Triunghiul 4 BM are perimetrul constanl dacd si numai dacd M apariine elipsei
de focare 4 si B. Este evident cd triunghiul cu cea mai mare indltime are cea mai mare
arie; aceasta are loc pentru M = C, adici in cavwul cind ABC este un triunghi isoscel.

2) Se fixeazd baza [4 B] si lungimea indltimii (0, €}, unde O{0, 0), C(0, v), C’(0, —v).
Orice punct N(x, ) din plan cu proprietitile |y | = v; N # C, IV £ €’ apar{ine exle-
riorului elipsei de focare A, B 5i deci perimetrul triunghiului ABNV este mai mare decit
perimetrul triunghinlni ABC.

4. Considerdm planul complex. Fiecdrui punct M, de afix w = u | v £ 0

. e . 1 1
1 se asociaza punctul P de afix z = E-{ w - f) .
w

1) Sé se exprime coordonatele x si y ale punctului P in functie de modulul
p sl argumentul « ale hui w.

2) S8 se arate cd dacd M descrie cercul u? -} v2 =r2 r # 1, atunci
punctul P descrie o elipsa E.

Sd se calculeze distanta fo-
cald a elipsel.

Solutie. 1) Dacil p este modulul,

iar o argumentul numdrelui complex

w= u - tv, alunci w = p(cosa +

S T 7 1
4+ isine), ecu i*= —1, jar — —
w

1 o :
=—(cos @« —isina), pe(0, o) :
P Fig. 1V. 14




Rezulté
1 1) : 1 : 1 TR

B zuir-—ja:.-a:lrmyzg[p(cos o4 1 sin o) - — (cos @« — i sin )| say & = 1
¥4 w

¢
l( '1] 1{ '1).
:—‘\-p-}-gcosa, Yy =—|pg——{18Sn¢c,
2 P ; 2 P

2) Pentrn a demonstra c& punciul P descrie o elipsd, dacl punctul M descrie cercul
| w® 4 v2 = r?, r # 1, vom elimina parametrul « intre relafiile care dau pe = si ¥:

N —— AT - R —

1 1 Lreg?
0= — rﬂAr}cosa ———— =05’
2 ) (r* 4 1)2
<> = |
1 1 o [H.zyz e
Yy =—|r— —isina e it U
2 r (r®—1)2 i .
3 2
= I % y — =

Rezulti o = - 4] = 7| se=|a? — b = i-llli O il il
2r 2r 2r \ 2n

i disfanfa focald este 2.
Tema. Ge deserie punciul 2 daci r = 17

§ 3. Hiperbola

Fie ¢ un numdr real strict pozitiv gi F/, doua puncte fixate din plan ast-
fel inctt d(F', F) = 2e.

Definifie. Fie ¢ € (0, ¢). Mulfimea H a rlmﬂtalor M eu propristatea
|t1(”' F)iﬁ,(il, ){——2&
g0 numeste hiperboli.
Punctele I si /7 se numesc focarele hiperbolei, dreapta F'F se numeste

va focald, distanta d(FV, F) = 2¢ se numeste distanta focald, iar segmentele
[ H”j [ M{] se numesc razele focale ale punctului H

m

¢m a. O5&d se arate cd hiperbola nu
este multimea vidd.

Dreapta F'I gi mediatoarea segmentului
I'"F sint axe de sunetrie pentru H. Punctul
lor comun O este centra de simetrie. Fixind
reperul cartezian ca in figura 1V. 1b rezulta
F'(—e, 0), Fe, 0).

Teoremid. Punctul M(x, y) aparjine
hiperboler H dacd st numar dacd

e

IS

.CL"

Tig. 1V. 15 a?

— = =1, b* = ¢* — a®

o

o




Demeonstraie. Pentru orice punct M(z, y) din plan notim d(M, F’') = ¢’
§i d(M, F) =p. Avem
= |
Punem H = H’ UH”, unde H’ ={Mcple—p =20} H = M e |
€ple —e=2a}
Rezulta
N Rt
.]lfI e H <> P —p = _2a7 -
P’ Elc —a,o00), pE[ec+ta,c0), p' <p
pr=—a—=
a
< P (=00, = g] |
a
(" + P)p" — p) = hex
MeH P —p=2a =
PP Ela+c¢ oo) pEle—a, oo |
P>
et
¢ =a+ -
= y Z € [a, co), , |
P = —( —I—-c;m.
a
Deci
|t 2 yr= [+ 2
MecH=HUH"=} & a? 3

— . == J
ex\? a* ¢? — a®
!m_w)+J [«
2
Notind b2 = ¢* — @2, ultima ecuatie se transcrie

a 2
oo v
Gg bz

Astfel, H = J M(z, y)

3 sz yjﬁ_i R e e
(z, y) e B2, = = = sau mai geurt H: = .
22

2
a@s
y?

? 5 : S S
ﬁ = 1. Ecua,‘ua i 1, (z, y) € R?, se numegte ecuaila carieziand
e )

implicitd a hiperbolei. Axa Oz taie hiperbola H in punctele (—a,0), (a,0) numite
virfurile hiperbolei. De aceea axa Ox se numeste axa transversd a hiperbolei.
Axa Oy nu intersecteazd pe H (axi netransversd). Folosind functia cosinus

y Rl

3 5 - l i . - . . . ™
hiperbolic, ch : R — R, cht = ¢ —;e— $i functia sinus hiperbolic, sh: R — R,

el — gt e 4 . o
sht = ;¢ care satisfac identitatea ch% — sh% =1 ajungem

la ur-
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o . A 2 . .
mitoarele concluzii: ramura H' :T_'l';? =1, < —a, are ecuafiile pa-
[
rametrice x = acht, y = bsht, 1= R echivalente cu ecuafia vectoriald F =
= = &2 A xr
= — aohti - bshtj, t€ B; ramura H" :- s Z? =1, x> a are ecuafiile
a

parametrice & = acht, y = bsht, t& R echivalente cu ecuafia vectoriald
F = achti - bshij, t= R.
Fie hiperbola H de ecuatie

Y :_E a;ﬁ__az
2 y® 2
j—-—zzf{@ sau , & (—oo, —a]Ula, oo)
@ b b - —
Y= [
@

: by e : 2 g ;e
Ecuatia y == ]/2? — a® reprezinti porfiunea din hiperbold cuprinsi in
(24

: . e by e : :

semiplanul % > 0, iar ecuatia ¥y = — — /2% — a? reprezinti portiunea din
i @

hiperbold cuprinsi in semiplanul y < 0. Acestea se numesc ecuatii carie-
zlene explicite.

Dacd notidm cu H, si H, graficele functiilor derivabile

& —>£ ]/12 —;?, Tat=—— A ]/;:2-_—~ a?
@ a

delinite respectiv pe (—oo, —a) U (@, co), atunci se observi ci

H=H,U {(—a, 0), (a, 0)} U H,.

b . o o 5 ;
Dreptele de pante i; care trec prin origine sint drepte care nu taie

hiperbola. Acestea se numese asimplotele hiperbolei H. Ecualia reuniunii

. o 2 2%
asimptotelor este — —-¥_ —0

a? b2
Fie My(zo, y0) € H. Ca si la elipsit se dovedeste (temi!l) ¢i hiperbola H are
in fiecare punct M, o fangenid de ecualie

(dedublata  ecuajie  hiperbolet in  punciul
My(zo 7o)). Perpendiculara pe tangentd in
punctul M, se numegte normala hiperbolei in
punctul M, (fig. IV. 186). ‘

Discutia precedentd aratd cd hiperbola H

Fig. TV. 16 are alura din figura IV. 15.




|

Fig. 1V. 17

Tem d. Si se arate cd tangenta si normala la hiperbold in punctul A7,
sint bisectoarele unghiurilor determinate de dreptele MM, si 1701,

O hiperbola are proprietatea cid separa planul in doud submultimi dis-
juncte (fig. TV. 17): interiorud Jui I notat int(H)si eaxterioral lui £ notal
ext(H). Utilizind functia f: R2 » B, fla, y) =5 — 2 — 1 avem int(#) =

(e )=
= {M(z, ¥) |f(z, w) >0}, H={Mz, ylf(z, y)=0}, ext(Hl)=
= {M(z, )| f(x, ¥} <0}, in(H) N ext(H) = @, int(H)U H U ext(H) = p,
int(H) = int(H') Uint(H"), int(H") N int(H") = W
Multimea ext(Zf) contine centrul ¢. Multirmea int(ff) conline locarele /7 i &

Constructio hiperboler prin puncte (g, IV, 18). Presupunem cit se dau focavele 27, 87 s
numire! 2e = | d{AL, By — d(M. F) | cuprins intre zero i distanta focald d(72”, F) 2o

1) Fie O mijlocul segmentului 28]
st [a74] segmentul de lungime 26 cu mij-
locu! in O, Evident A’, A sint puncle
ale hiperbolei.

2) Se conslruieste o semidreapti [DC,
e (DT esle un segment, congruenl cu
A7) e aceastd semidreapld se lixeazd

[ tela . 20 3. L.

4) Se ia in compas distanfa de la D
In 1 gl en vicful compasulul tn £ se trasea-
za doull arce de cere deasupra side-
desubtul axei focale.

4) Seiain compasdistanfa dela € la
1 si en virful compasului in 77 se (raseazi
arce de cere care intersecleazd arcele cou-
sbruife Ja 3). Intersectiile acestor aree dan
dova puncie ale hiperholei pe ramuora

din stinga.

(0.C=dA!A4 J'

5) Se repeld pasii 3) si 4) schimbind ! (it
e . : S i 2 & b
Foen [ g astiel se obiin deud puncte ale o O o
hiperbolei pe ramura din dreapla, i IV, 18
a7
% — Matematicd — Geomelrie analitica cl. a Xi-a



S TR ARG B T I L R L e L e T .

6) Se repeld pasii 8), 4), 5) folasind distanjele de la D la 2, de la € Ia 2,... pind cind
se precizeazd un numdr suficient de puncte pentru a putea trasa hiperbola.

Peniru desenarea efectivd se poate {ine seama si de fapiul cd hiperbola nu esle ,.ascu-
£itd“ in vecinfitatea virfurilor, iar tangenta in punctul M al hiperbolei esle bisectoarca
sinfericarad™ a unghiurilor dreptelor MF si MEF.

PROBLEME REZOLVATE ‘

1. Se di hiperbola H: 2a® — 5y — 10 = 0.
1) Sa se determine virfurile gi asimptotele lui H.
2) Si se scrie ecuatiile parametrice respectiv vectoriale ale ramurilor hui 77.
3) Si se gAseascd ecuatia tangentei si ecuatia normalei in punciul de coor-
donate (]/10, }/2).
23 2
Solugie. 1) Scriem ecuafia lui I sub forma 2- — Y= _ [ — 0. Rezullil ® = 5 b=
] 2
i deci a =|/5, b =}/ 2. Virfurile lui A sint 4’ (— |/5, 0), 4(}/ 5, 0). Relajia ¢* =
= a® 4 b dd ¢® = 7 si deci locarele sint #'(— |/7, 0), 77(}/7, 0).
Reuniunea asimptotelor lui /1 are ecualia 222 — 5y% = 0. Hxplicit cele dond asimptote

; e

au respectiv ccualiile y = \/ @ Y= — \/v .
r
]

2) Ramura din semiplanul = 3> /5 are ecuatiile parametrice = /5 cht, y =
=1/2 sh t, t & R i ecuatia vectoriald 7 = |/5 ch ti +|/2Z sh t].
,

o e

3) Ecualia carleziand a tangentei se obtine prin dedublare: 2 |/ 10z — 5)/2 y —

- 2 s
— 10 = 0. Rezultd ecuatia normalei: y — |/ 2 = e (& —/10).
o]

v

2. Pe axa Oz a reperului cartezian 20y se iau punctele 3 si N astfel
ineit produsul absciselor lor sd fie constanta @2 Prin M si V se duc doua
- % At o0 : ’ : . b b
drepte MP §i NP, avind coeficientii unghiulari egali respectiv cu — i — =,
o [

a, b (0, 4o0).

Sd se afle locul geometric al punctului P.

Solupre. Tie M(x, 0), N(B, 0), «, B =R, «f = a? (1). Rezultd MP: y = i (v — o)
a

b .
(2); NP: y = — —(x — ) (3).
a
Pentru a scrie ecuatia carteziand alocului geometric deseris de punciul P, vom elimina
parametrii « gi B, intre relatiile (1), (2), (3).
b b b

Heuatiile (2) si (3) se mai pot scrie astfel ¥y — — 2= — Z o, ¥y = 2= — 8,
a o & (¢

inmultind aceste doui ecualii membru cu membru si tinind cont de relulia (1), oblinem
ecuatia unei hiperbole
x? y2
gy SRR
al b*
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3. Se dau punctele A(1, 0), B0, 1) si
C(0, —1). O dreapti variabild d ce trece prin 315 S e
origine taie pe AB in P si pe AC in (. o S
g 5 d ¥ ; . MJ!:" aq
Se cer: > ?; 7

1) coordonatele mijlocului M al segmen- N e

tului PQ, ey A/ \\ X

2) locul geometric al lui A7 cind dreapta

d se roteste in jurual lui @, / (b3

3) sl se delermine dreaptla d astlel incit

(0, A) = d(M, A). Fig. 1v. 19
Solutie (lig. IV. 19). Avem AB: 2 +y — 1 =0, AC: & —y — 1 = 0,d:ax | by = 0.
2 [ —b a 2 b —
Asllel pentru ¢ — b £ 0 gisim P |——, ——} 81 Qf—— —_— henlri
: B [a.—b (.!-—bJ ; ([rn—i—b’ a.—i—b} g
a # b. Goordonalele lui M sint
el S, b Jye ab
' a? — b2’ o ot — b

92) Presupunem cii @ si b gint variabili. Prin eliminarea Ini @ si &, intre relatiile pre-
cedente, gisim ecualia carteziani a locului geometric deseris de M si anume 22 — y? — z = 6.
Aceasli ecualie se poale (ranscrie in forma

: ; 1 R "
Astfel ea veprezintd o hiperboli cu centrul in punctul [— . D) , cn virfurile A1, 0),
0{0, 0) st cu asimptotele de ecuatii 22 — 2y — 1 = 0,22 | 2y — 1 = 0.

8 > . b 2 ab 2
3) Din d(0, 4) = d(M, A) reznltd ( = — {[} 2l "'T__) = E
a-

g

bt — g®

— 8a%* = 0. Valoarea b = 0 nu convine problemei. Ramine b* = 2a? adici b = +a}/ 3.

Asttel obtinem doud drepte care fac cu Oz respectiv unghiurile

4. Se considerd dreptele dp:(m® 4+ Dz 4+ 2my +1 —m®* =0, mc R.
1) Exista trei drepte distincte di, dm,, dn, care tree printr-un punct dat
al planului?
2) Cite drepte d,, trec printr-un punct dat al planului?
Solutie. 1) Fie
(m.f - ‘1).’(? + 2may 1 — m.? =L
(m3 4 1) + Qmgy b 1 — mi = 0,
(mf + D)o+ 2mey + 1 —m3 =0

gistemul formal cu ecuatiile celor trei dreptle distinete dm,, dm,, dm,.
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Deoarece

| By 9 2
my + 1 2my 1 — m
‘ 2 L
73 iy 1 — sz =
} 2 2 |
| mg 4 1 2ty I — mey \
2 \
} mi ny A i
5 2 | —
= 2| ms M I
2 |
mi M, 1
= 20my — ma) (my — g} (s — my) # 0
(deferminant Vandermonde), nu existd (vei

drepte dislincle conevrenfe.

2) Se observa el dy,:m*e — 1) + 2my |
-+ a -+ 1= 0, Fiez = 1;alunci cenatia in m
este de gradal unu, my + | = 0. De aceea

prin ficeare punch de coordonate (1, ), y £ 0

frece osingurd dreaplil dy, iar prin punclul de coordonale (1, 0) nu trece nici o dreapii d,,.

Fie o 5= 1. Beuatia de gradel dei in m are =olalii veale numai daed a2 — 42 — 1 < 0,
Dar cenafia «* — y* — 1 = 0 reprezinld o hiperbola /£, Astlel prin ficcare punet al tui 4
diferit de punctul de coordonale (1, 0) trece o singuri dreapla dy,, prin-ficcare punct al
regiumii oxt (F) — {1, y), y 35 0} frec doud drepfe distincle, iar prin ficcare puncl al regi-
unii int{(Z7) nu trece nici o dreapta.

Evident a doua intrebare o contine pe prima.

Comentarin (fig. V. 20). 1) Dreptele dp,, m = -1, sint asimpiotele h iiperbolei 77,

£l

. 3 2 X -
2) Fie My(x,, yo) = H, adicll a5 — w6 — 1 = 0, & axy — yy, — 1 = 0 ecualia lan-

genled la A in punctul M,. Deoarece «f — yf — 1 = 0 ducit si numai dacit —
n= - 1
— Y =il

= 0 — -, ¥m % 41 reaulld cdl toate dreplele d,,, m £ L1 sint langente la H,

2m | — m®

5. Raportam planul la reperul cartezian x0y si consideriim dreptele 1

£

¢+ y=0,Fk @ —y=0.5ase gdzeasca distantele de la punctul M, (x,. 7,)
la dreptele % si k. Tn ipoteza a3 — 33 = 1, sa se caleuleze limitele acestor
distanle pentru 2, - -Loo.
o e ! \ =
Salufie. Se objine d(My; k) = LT Yl giar . gy = =Wl
: 12 V2
Relalia 1'5 —_ _g;S — | se (ranscrie 7,
lhm d(M; h)
,\-",,,:. )
b
lim d(My; ) = lim g =S
gt (M 1) o ! /)
lim d(M,; h) = lim li‘ﬂ—:‘"r ] 0 —ﬁf'ﬂl = lim ——— —-J——-——;,,:: 0,
Xg—r—0 A= — 10 I/ 2 Ny—+—n 1 o [/ .2 l
o g b /2]y — &ine—

lim (M, k) =

Ny — 0

Analog se caleuleaza si lim d(My; k).

Xy—rt
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'5, . Parabola

Fie i o dreapti din plan g I un punect care nu aparfine lui k.

Definitie Multimea 7 a punctelor M eu proprietatea
d(M; &) = (M, F)

fo numeste paraboli.

Punctul /¥ se numeste focarul parabolei, iar dreapta ki se numeste direcloa-
rea paraboler. Parabola nu este vida: fie 2 & &, un punct fixat, fie  perpen-
diculara in £ pe L si{ mediatoarea segmentului [BF]; notind {M} = LN/
rezultd M < P.

Ilie A proiectia lui F pe k. Dreapta AF este axd de simetrie pentra para-
bola P. Numarul p = d(A, ) > 0 se numeste parametral parabolei. Notind
cu O mijlocul segmentului [A77] si alegind reperul cartezian {0; i, j} ca in
figura 21 avem

F(f,“j, ].’.:35:**—{:-. zi(—-“r’i.()).

Feoremi Punctul Mz, y) apariine parabelel P decd si numal ducd

e — .

Demonstratie. M & P <= (M h) = WM, F) < d¥M; h) = dHM, I') =

( 7 )2 o ) * : ;
e Al el BE01 RPRR T =

. - s i '_’J z

Deci P = {M(x, y) | (=, vy} € B2, y* = 2px} sau P: y* = 2pz. Ecuatia
y* == 2px, (r, y) € R% se numesle ceuafia carteziand implicité a parabolei.

Aceasta este eclivalentd cu ecwdpitle parametrice

ot J
IR ?
4 2p ¥
=it =Rk /
satt cu ecualia vectoriala ‘ é m
- "= 2
F=—1-1141, te kR u
2p JA
Axa Ou taie parabola in punctul Q0. 0) S o
numit virful peraboler. De aceea G se numes- oL i
Le axd iranseersd. Axa Oy esle nelranseersi.
Fie parabola P de ecuatie
“ y = /2 b
y*=2pr, 2 0= sy gk = ),
y=—| 2px Fig. TV. 21
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Feualia y = |/ 2pwx reprezintd porfiunea din paraboli cuprinsid in primul
cadran, @ > 0, y > 0, iar ecuafia y = — |/ 2px reprezintd portiunea din
parabold cuprinsd in cadranul patru, z > 0, y < 0. Acestea se numesc
ceuajii carieziene explicile.

Daci notdm cu P, si P, graficele functiilor derivabile

& - |/ 2pz, @ - — 1/ 2pz
delinite respectiv pe (0, oo), atuneci se observi cd
P p 0 0 LDy

si deci parabola are alura din figura IV. 21

e M (20, w3 & B Imprumuund procedeul de la elipsd se poate ardla
(temil!) cd parabola P are in fiecare punct A, o tangenti de ecuatie

Yo = Pz + )

(dedublata ecuajiel parabolei in punctul M (z,, 1,)). Dreapta care trece prin
M, sieste per pendl(‘lﬂd} i pe tangentd se numegte normala parabolet in punelul
A (g CIVE 22).

Tem & Fie Mz, y,) € P, lie B proiectia lui M pe directoarea % gi I
focarul lui P. 54 se verifice urmatoarele proprieftati:

1) Tangenta la P in J, este mediatoarea segmentului [ BF].

el

2) Tangenta la P in M, este bisectoarea unghiului (J'F}.?-F, ﬂﬂj’j).

3) Proiecfia ortogonald a focarului pe tangentd in A apartine tangentei
n virt.

4) Simetricul focarului in raport cu tangenta in #/, aparfine directoarei.

Parabola P imparte planul in doud submulfimi disjuncte (fig. I'V. 23):
interiorul Iui P notatl int(P) gi exteriorul lui P nO'Lat ex((P). Acestea pol fi

caracterizate cu ajutorul functiei f: B? - R, f(, y) = y* — 2p2. Anume
m = (M y) |r % y) <0h P={M, y)|fle y) =0} exi(P)=
Mz, ) [/ , y) > 0}
int (l" ) N ext(P) = @, mt(P)U P Uext(P) =p.
Multimile int(P) si int(P) U P sinl convexe si confin {ocarul I'. Directoarea
parabolel este continutdd in ext(F). '
Lot
\\ _...::__:
IH-
I—
My E'XZ(P}"""’“;%’_F_ int (P) '————-—-l;-
5?:
N .
Fig. 1V, 22 ‘ig.
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=
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P — 7—*—1

Constructia parabolel prin punete (fig, 1V, 24). Presupunem cft se dau focaryl 7 si
direcloarea h.

1} e localizeazi fecarul F s directoares b,

2) Se desencazd dreptele 1, 2, 3,... paralele cu directoarea.

3) Seia in compas distan{a de la directoarea /& la dreapla 1. Cu virful compasului
fn focar, se lrasenzd douil aree de cerc care inlersecleazd dreapla 1. Aslfel se obin doud
puncie ale parabolei.

&) Se repetd pasul 3) pentru dreptele 2,3,...

5) Dupd delerminaren unni numir suficient de puncte, se desencazi parabols tinin-
du-se seamd cd virtul O este la jumittaten distanfei dintre ki #, iar fangenta in ficcare

s
punct M de pe parabold este bisecloarea noghinlui 374,

PROBLEME REZQLVATE

1. Intr-un reper cartezian a0y se dan  punctul A(1,0) gi dreapla
] =
1) Si se giseasci ecuatia cercurilor € care tree prin A si cu centrele pe
dreapta .
2) Un cere €' taie dreapta ﬂ’ in punctele P gi Q. Tangentele la € in P gi O
intilnesc tangenta la €' in A4 espectiv in pumtv]e M siN. S& se gdgeased
locul geometric al punctelor [ si V.

Solutie {fiﬂ' IV. 25). Fie R(—1, &), » & R, centrul cercului variabil €. Raza acestui
cere este d(R, A) = /4 4+ 22 Rezulld Cx (2 ~-+1)2 L (y — A)2=4 1+ 22 ae R. Raza
minimi a norc.uulm Cy este 2 si se obline pentru 2 = 0.

2) Se observd cd (M, 4) = d(M, P), d(V, 4) = AN, Q), MP | d, NQ | d. Deci
d(M, A) = d(M; d), AN, 4) = d(N; d), adicd M si N aparlin parabolei de focar A si
directoare d. Se observi insd cd virful parabolei nu convine problemei.

Noti, Rezolvarea pur analiticd a acestel probleme cere prea mulfe caleule si precaufii

. Prin focorul I al unei parvabole P: y? = 2px se duc doud dreple va-
ria .)1]0 perpendiculare, care inlersecteazi diwttuar ea parabolei in punctele
M, si M. Paralele duse prin M, si M, la axa parabolei taie curba P
punctele Ny si N, Sd se arate cit punctele N, &, gi I sint coliniare.

g o
et - \ N
B K
I "
e
&,
A ‘
B *
i K:{ #
b R e
h A
\71.‘“.
Fig, 1V, 24 Fig, IV, 25
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| © Solugie (fig. TV. 26). Focarul parabolei P: 1% = 2py
5 Y esle punelul ¥ {'% (IJ, iar direcloarei b ii corespunde
M\ W - ecualia @ = — fjl . Tie dreeplele perpendiculare d: y =
11 \\ 7 2
| .
= 1 ( - _,._r: ] , iy = —— (:r b ] s tumeR—{0}
- 2 e 2 .
a X )
y=m (.1- — ﬂ-]
9
I = difh = =
A/fj A e JU‘
/) Y y
L 2 ?, 5
Fig. 1V. 26 = Jfl(”— = jHH’-J.
i T [ %
7t 2 : » »
{5 = d (vl = = J‘”( i =) *) :
5 o e
2]
i

Paralelele duse prin 7y st M, la axa parabolei aw respectiv ecualiile ¥ = —pm g

y = . Coordonatele punclelor Ny gi NV, sinl soluliile urmiicarelor sisleme de ecualii
hie
" . o = 2px
7yt — 2pax
s
5 b
Y = —pm Y AL
i

wzolyind aceste sisteme, oblinem

. m* . /] 2]
N; £ , —mpl, No- P, L],
2 2 m? b7

Coordonatele punctelor Ny, Ny si F overilicit condifia de coliniaritate a frei punele. adick

i { :

1 —mp |l ‘ ! = —m 1

2 \, i
{ |

P p [ Bl | i IS

- S O e | : — bl = A= 0l 0

2 1 i e W m | 2
' | 1 :

o di-0a 4| et 0 i

2 | | 1

3. Fie parabola P: y* = 4dax cu directoarea i @ = —a. Se considori o

pereche de tangente la parabola, perpendiculare inlre ele, si se noteazi cu M
punctul lor de intersectie. Sa se arale cd daca punctele de tangenld descrin
parabola, atunci b = {M}.

Solutie. Incluziunea {M{ < h se araltid fava dificoltafe: tangentele la P in punclels |
(al?, 2at), (as?, 2as) au ecualiile yt = « + at®, ys = x + us® sinl perpendiculare numal .
dacit st = —1, si deci se intersecteaza inlr-un puncl de abscisd & = ast = —a.

104




Pentru ke {M} trebuie si aritiam cil dacit N ek alunci (1) exisld exact doud tan-
gente la parabolit ce trec prin IV si (2) ele sint perpendiculare: punclul N{—a, 7) se alli
pe o tangenli <= 3 e R astlel incit a® — rt — a = 0; deoarece a # 0 si r* 4+ 4e® = 0
existi doud astfel de numere (deci (1) esle dovedita) al ciiror produs este —1 {deei (2) esle
dovedila).

Relatiile {M} = h, h.= {M] sint echivalenle cn M = §.

Notid. Problema precedentii putea fi formulatla asliel: sa se giiseasei Jocul geomelric al
puncteior din care ge pot duce tangente la parabola P, perpendiculare inlrve ele. Am prele-
ral insi enunful inifial pentru a pune incd o dald in evidentd faptul i determinarea lovuri-
lor geomelrice impune dovedirea a doudl incluziuni,

f. Sd se arate cd trei tangente distinete la parabola P : y* = 2px determini
un triunghi al edrui ortocentru aparline direcloarei parabolei.

Selutie. Tie parabola P: y% = 2pa si (vei punete diferite 7'(wy, o), £ = 1, 2, 3, siluale
pe parabola P, deci 42 = 2pay, 1 =1, 2, 3.

Beuatiile eelor Lvei langenfe sint

a9

dyi 2px — 25y + y3 = 0,
dy: 2par — 2y U,E =0
dyi 2pr — 25y 4 y2 = 0.
Eeuatia indltimii (rivnghivlui, corespunziloare lalurii d; esle
2pis + 2p%y — plye + yu) — waitays — 0

Tnlersectind aceastd inaltime en divecloarea b @ — — £ , obtinem punctul A7, de

&

coordonate

e=— 2 g Nl T Py 4 ya )
2 2p?

Ordonala y a punctului A7, liind o expresie simetricd in y,. y., ¥4, rezulbi cd orlocen-
trul triunghivioi M, A7,87, este situal pe dircelowrea h.

S - I
b. Se did familia de functii f,: R — R, f(2) = 2 + a2, unde a este un
]

piuamelru real. 33 se determine multimea tuturor punctelor eritice ale func-
titlor f,. Sa se stabileascd tipul punctelor eritice,

SEo: dj . - s * 4
Soliefie. Deoarece —— () = 22 -+ @, mullimea ciulald este parabola P:a? L g =
Solufie. D 00 e , mulf lal te parabola P |
da

din planul 20 (fig. IV. 27). Pe de alti parte observiim ci \

2/ ;

ol () = 2. De aceea punclele de abseise x — — #

da® 3 4 o

T : . -0 5

— |/ — a < 0 sint puncle de maxim, punctul & = 0

esle un punet de inflexiune, iar punetele de abscise

#=|/—a=0 sinl puncte de minim. Varian-

fele pentro  gralicele  funetiilor £, sint date in e )

figura LV. 28. Fig. V. 27




o

fa

i

q<p f=0

Fig. 1V, 28

o >0

§ 5. Cenice

Cuehele deintersectie dintre un con de rotalic de axi b §i generatoarca g cu un plan p
sint dv urmitonrele tipuri (fig. TV. 29):

1) cere siw punet, dacd p | h;

N A
2) elipsii san punct, daci {p, &) = (& )
e Ea

3) paraboli sau pereche de drepte confundate, daca (=
I

Toiate aceste enrbe poarti numele de conice $i sint caractorizato pr
doi in @ si ¥, wnde (2, ¥) = 12 De aceea apare natural
vereetdril mullimilor de punete, din pl

A LS i o
&) hiperboli sau pereche de dreple, daca 0° < (p. 1) {g.

in ecualii de gradul
sit se pund problema generali a

an, ale ciror coordonale constiluie solufiile unei
ceuatii de gradul doi In 22
Fie Innelia polinomiali
g RER, glo, y) = 0332° 4 20352y 4 aney® & R e

a0l 1 -
2
#= 0.

ajy -+ @z - ase #

Delinitie, Mui men

I'= {(M(z, y) | (2, ¥) = B gle, y) = 0}

st numeste curhi algehricd de ordinul al doiloa saw conici. Pe seurl se noteazi 1 gla, y)=0.




Teoremi., Mulimea I este congruenti ci una dinire mullinule din figurae IV, 90,
Demonstragie. Subliniem cé enuntul teoremei este echivalent cu ficcavs dintre alirma-
tiile urmiloare:

1) I' este fie un cerc (fig. 1V.30.1), o elipsd (fig IV. 30.2), o hiperboli (fig. IV. 50.8),
o parabola (fig. [V. 30.4), o reuniune de drepie (fig. 1V, 30.5, 6, 7), o multime care conline
un singur punct (fig. IV, 30.8}, lie muitimen vida (g, IV. 50.9).

2) orice ecuatie de tipul gz, ) = 0 poale 1i redusi la una dintre ecuaiiile canonice
scrise in figura TV. 30.

Cazul cind I' reprezintd un cerc {a;, = 0, @37 = dpe 5 0) este cunoseut dain §1. De
altfel cercul poate [i privit ca o elipsd pacticulard. De aceea acesl caz este lasat deoparte,

Notam

Oyy Gz yp
i1 o

i

— le N =
{
|

Oyy  ap

{35  Qan @ag

| G1g  @ag  (op

a) Presupunem a;; = 0. Dacd § # 0. atunci ecuatia glz, ) = 0 este echivalentd cu

s translalia

| SR

. 2 e
. % __a}q‘_ ﬁt, -‘)—-—9 afi.,r'
Xeyizp FTa E

1 &

= 2px et ol R Tatal
ak b=

3 x y&
T 0 .«..—g - ;@\n
\

8
e
&

Fig. IV. 30
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justifica feorema. Dacd § = 0, de exemplu aq; = 0, @ # 0, atunci ccuafia gz, y) =0
esle echivalenta ca

Ml 5
2o, 4= ha®,, ;
(e, (y 4+ = J -+ 2ape tap — =10

si fLeorema devine evidenli.
b} Dacd a;, # 0. afunci unghin! 0 deferminal de ecunfia (ay — aw) sin 20 = 24y,
cos 20, B e [0,2x), delermind o rolatie in plan
o r=a cos 0 — y sin 0,
¥ = sin 6 4 y cos B
astfel ineil in ecuatia g'(«/, ') = (go &) (2, ¥’) = 0 coelicientul produsului 2'y’ se anuleaz,
Intr-adevir, coeficientul respectiv oste 2ays = {02 — ay)sin 20 - 20,5008 20. Astiel
cazul ay5 £ 0 se reduoce la cazul o, = 0.
Cazuri particulare
1) Fie trinomul de gradul al doilea f: B - R, f(2) = aa® 4 bz +¢, a # 0.
Graficul G(f) are ecualia carteziand explicitdi y = aa® -- by + ¢. Acest gralic
este o parabola (fig. 1V. 31, @ > 0) cu axa transversd paraleld cu Oy si cu

virful
b b* — hae
e a8 g
2a 4a

2) Multimea de ecualie — -~ 4
3 a-

transversa si Ow ca axa netransversd avind aceleagi asimptote cu hiperbola de

Y j O - u
7 1 este o hiperbold cu Oy ca axii
r

. K y* } v
ecualie — — {L = 1. Aceste doui
o =

hiperbole se numese conjugate una
alteia (lig. TV. 32).

3) Hiperbola de ecuatie 22 —

— ¥ = a® se numeste hiperbold echi-
laterd. Asimptotele acestei hiperhole

rint  bisectoarele axelor de coor-
donale,

y _— — T ;'}_‘] ?)} ==l by
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)
V= a5
S 3
\-+. Z
N by
\ %

.ot 5 a |
Iie conica I': 2y = m?2 Rotatia @ ;@ = il — ) S = = (g
Y lotal 1/2( ¥'), ¥ l/:( Y

pune in evidenta ca I' este o hiperbold echilatera de ecuatie canonica 2™ —
— y'* = 2m? Asimptotele lui I' sint axele de coordonate O si Oy, iar axele
de gimelrie sint bisectoarele axelor de coordonate (fig. TV. 33).
Definitia comund a elipsei, hiperbolei si parabolei. Fie F un punct fix numil focar, %
o dreapli fixil care nu trece prin &, numitit directoare, si e & (0,00) un munmiir numil excen-
trieitale. Locul geometric al punclelor A7 cu proprietatea
d(M, I)
d(DL; &)

este o elipsiin cazul ¢ (0, 1), 0 parabold pentrue = 1sau o hiperboldin cazul ¢ = (1, o).
- sdexplicifam cazul e e (0, 1). Pentru simplificavea caleulelor fixiim reperul cartezian,

aslfel inell Oz si fie perpendiculardpe b si /= O (fig. TV. 34). Deci F(0, 0), hta = o > 0.

Daca M are coordonatele (x, ), atunci relalia precedenti esle echivalentd en ecuatia

2 4+ oyt = etle — o)
saun alifel seris
o U_.'*+i—l=‘-(|’f‘—., 5
r r
FiEay

. ” : 4 I . r " : o S

Aceasta impreund cu branstatia definita prin 2’ = « 4+ —, »" = y pun in eviden|d cil in
o

citzul e = (0, 1) locul geometric este o elipsi.

Caxul pavabolei a fost prezental in §4, iar cazul e & (1, oo) se (raleazi dupid modelul
lLI'l_‘!'(—"l’_[l'ﬂi.

PROBLEME REZOLVATE

1. 5i se determine locul geometric al punetelor de intersectie a parabolelor

]

de ccuatil y =22 — = ma - m? +m, y = a*— = px - p*-+p, dacit — 4
2 2 1
1 i
+ip Loy,
P mp
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Solufie. Pentru glisirea ecuatiei carteziene a locului geomelric trebuie s eliminim
parametrii m si p intre urmatoarele eeuatii

[+

o
y = % — E mz -+ m? -4 m,

a

Y= g — % px -+ p? - p,

1 1 1
_.;L.

=l e

m P mp

Sciizind primele doud egalitiiti, obtinem
3
Ex—m-p—— 1} (p — m) = 0.

Dacd p = m, atunci din ultima ecuatie deducem m2 — 2m — 1 = 0 8au m 8= 1L /T,
3 5 1,2

locul geomelric cdutat este reuniunea parabolelor de ecuatiiy — a2 — = m T +
o I il y 9 1.8
2
- M2 4 My,
3
Dact — 2z = m + p + 1, atunci y = 2® — mp. Transcriind ul{ima ecualie in forma
5]

S : e o B
m+p+41=mp s eliminind pe m + p | 1 si mp, gasim ecualia == (G 2% — y, care

3 [¢
reprezintd o parabold cu axa x = 2 » gl langenta In virl y = — i .
4 16
2. Si se traseze graficele urmétoarelor functii
Dfi:Di >R, fi(z)= Ve +1,
g , 2 S
2 fa: Dy = Ry fo(2) = /(1 +2) (5 — a),
: 3 e G
3) f3: Dy = R, fo(z) = - Ve =05 =3
Solulie.
-Dl = ["1: s CC)a Y= fl(:“:)
y,? este ecuatia graficului. Fchivalenta
y=Vr+tley=c+1 ce[-1, +w)
A(g’/) y = [0, —I—OO),
o\ 0 - alratft cd graficul lui f; este arcul de paraboli din
N figura 1V. 35.
RS 2) Dy = [—1, 5], y = fu{e) ecualia graficului,
\""--.._\ Echivalenia

Fig. IV. 35
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A2

syt - @~ 2 w1, 8,
9
9\ 2
y = [0, ’]e.:-( 2) -+ [ £
9 4

x e [—1, 5], ¥y =[0, 2]aratd cd graficul
lui fy este avend de eclipsa din figura IV. 36,

gD = (—co, —I1] W[R, -leo),
y = fale) ecuatia graficului. Echiva-
Jonfa y= 5 /= 22 =3 = yt=

b

9 !
= [{a —1)*—4], v & (—o0, —1]U

16
U3, 4+oo), =0, oo} = (@ = I)f -

4
.”:.'

y = [0, co) pune in evidentil ci graficul
lui f; este o parte dinir-o hiperbold
(tig. 1V. 37).

Fig. 1V. 37

§ 6. Intersectia dintre o dreaptd si o conica

Fie dreapla d: z = =, + ut, ¥y - Yo -+ v, tER si conica T': g(z, y) = 0.

Teoremi. Interseclio

d N V= {May)l(sy)ER,x=um+ul, y =1yt lch gz ¥y =
= 0} este caracterizata de radacinile in B ale ecuatiei

Po(u, v) + tugs, + v84) + &% Yo) =0,
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unde

(i, v) = au? -+ 2a,0v - @502,

&x, = apZy + @y + @),
Gu, = 2(ay02y + Agoly + ayy)-

Demonstrafie. 1) Fie o(u, v) # 0. Ecualia

in 7 este de gradul doi gi ave discriminantul

¢ = (ugs, + v8,)° — bo(u, v)g(xy, y,). Daci

Fig. 1V. 38 g >0, atunci ecualia in £ are doud radacini

reale distincte t), ty si decid N I = {M,, M,

Dacit ¢ = 0, atunci ecuatia in ¢ are doud radicini reale epale b= 1o 1

acest caz d N I' = {M,}, iar dreapta d se numeste tangentd la I' in punctul 3.

Evident, din orvice punct My(zy, o) se pot duce cel mult doud tangente fa I”

(fig. IV.38). In particular, cind M,(=,, Yo) € Ly adied @(Z5 yoh=10 81 2

nu se anuleazi simultan, observim ed tangenta la I in punctul M (v, y,)
are ecualia (fig. IV. 4, 9, 16, 22)

(# — @p)ge, + (y — Yoen =0, |

(dedublata ccuajier conicei in punctul Mz, #o)). Dreapla care trece prin
M y(xg, ), i este perpendiculard pe taneentd, se numeste normale lui I' in
punctul M, (fig. TV. 4, 9, 16, 22). Ea are ecnalia

(z — Zo)gy, — (¥ — Yo)gx, = 0.

BPaci ¢ < 0, alunci ecuatia in ¢ nu are solutii si deci d N [ = @,

2) Fie o(u,v) = 0. Ecuatia in ¢ este de oradul intii. Dacé ugy, 1+ vgy, = 0,
atunci avem o solutie unicd t; §i deci d N T' = {I/,}. Dacit ug,, - vg, = 0 §i
£, yo) # 0, alunci ecuatia in ¢ este o imposibilitate si deci d N T' — @,
Dacll ug,, + vg, = 0, g(2,, y,) =0, ecuatia este identic satisfaculd si deci I
dC T, deunde d N T = d. :
|

Fie I 0 conici oarecare. O diveclie @(u, v) se numeste direciic asimploticd

pentru 1Y daca

o, v) = ayu?® + 2apuv 4 ax0? =0,
in B2 Kvident, o dreapta care are o asemenea directie apartine lui I sau laje

pe I intr-un singur punct sau nu taie pe I

Fie 8§ = a,,855 — a%. Dacd § < 0 (conice de gen hiperbolic), atunci ecualia

p(, #) = 0 da doud directii asimptotice. Daecid § > O(conice de sen eliptic)
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atunci ecuatia ¢(u, ») = 0 nu are solutii nebanale, adicd nu existd directit
asimptotice. Dacil § = 0 (conice de gen parabolic ), atunei ecuatia o(u, v) = 0
di o directie asimptotici dubla.

dreaptia d: ® = zy -+ ut, ¥ =y, -+, t € R se numegte asimplota
conicei 1", daci directia ei (i, ©) este o directie asimptoticisi d N I' = ). Se
observil cd o asimptotd a conicei I este caracterizatd prin ecuatia

—”Lj»\; ,J‘_ '.m” = 0

unde (u, v) este o directie asimploticd §i g, =0, g, =0 nu implici
2@y, o) = 0.
In concluzie, hiperbola admite doud asimplote care trec prin central coni-
,elipsa nu admite directii asimptotice si nici asimptote, iar parabola admite
o directie asimptoticd, dar nu admile asimptotd (ecuabia ug, -+ vg, =0 esle

o imposibilitate).

Observalie Penlen eraficele funeliilor reale, nefiunea generald de asimplota

este datd I manualul de Analizd matematica.

PROBLEME REZOLVATE

1. Se dau punctul 0(0,0), dreapta d: 4 y — 1 = 0 si conica
Dyoa® 4 2ay - 22 + 4y —2 =0,

SENOen:

1) tangentele din O la 17,

2) ecuatia reuniunii d U T
3) elementele multimii d N T,
)
5)

4) asimptotele lui I',

1
ecnalia tangentei si ecuafia normalei la 'in B ((J }

Solutie. 1) Se observi cil axa Oy nu este langenld la ', Orice alld dreaptd care frece

prin ovigine are ecualia y = ma. Considerdm sislemul

{ ¢

Twezulta (1 4+ 2m)a? - 2(1 - 2m)e — 2 == 0 51 evident, | - 2m 3£ 0, Punind condifin ca

+ 2 - -’.y — 3 =)

T )

aceastd ecuatie sd aibdl rddidcind dubld gisim (V- 2m) — 2(1 - 2m) = 0, adied
1 : i : v ! = n
e ~ . Aslfel din @0, 0)se poate duce o singurit langen(d la I' g anume dreapia de
)
: |
cenglie y = — a.
=}
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2) Reuniunea d U 7 are ccualia

2 4 v — t){a® 4 22y - 2 - 4y — 2) = 0.
¢ Y 1

3) Rezolvind sistemul

s )
gisim solutiile (2, 1 — |/2), (-2, 14 I/2). Acestea congiituie caordonalele punctelor
din o« N T,

&) Divoctiile (u,

) ale celor doud asimplote sint date deo ccualin w? 4+ 2uo = 0. Rezulli

u 0. Asifel glisim direegiile (0, u) st (-2, 1)

0 st w4 2 -

Dl

Oz + g+ 1)+ e+ 2) =0, v=to0,

3 i |
respecliv,
— 2w 4 ¥ - l} FAf{z-+2)=0.

Aveasta inseamnd oft asimptolele loi 17 au, respectiy, ccualiile @ 4.2 = 0gi @ 4 2y = 0
deci 1" este o hiperbola.

3) Prin dedublare gasim ecualia tangentei,

R (CVRE RN PR R

; i ’ fiee - - 3 . ) 4
adica 3z - 4y — 2 = 0, Panla acestei drepte este — = iar panfa normalei esle — .
v 4 3
5 . !I
De aceea normala in 7 la 1" are ccualia y — — = — .
)
- o

1
49

2. Fie E o elipsd raportalid la axe, A, A’ virfurile sale de pe Ox, iar B,
cele de pe Oy i P un punct oarecare al elipsei.

1) Si se arate i dreapta delerminati de punctele de in tersectie ale cercu-

rilor cireumserise triunghiurilor PAA’ gi PBB’ este tanventd in P la £.

2} Fie Py, P, simetricele lui 2 fald de centrele celor doud cercuri. Si se
arale ca dreapta £,P, trece printr-un punct fix,

3) Sise gaseased locul geometric al simetricului punctului 2 fala de centrul
cercului circumseris trinnghiului PAA’, cind P € .

Selupie. 1} Cercurile care tree prin douil puncle au cenfrele pe mediatoarea segmenulni
care uneste acesle puncle.

. 2

= AT ¥ h, £= 1,
Eeuatia canonicd a  elipsei esie —— L . De aceea P are coordonalele

..1_2 b‘-]

@ cosl &, y = bsin t, 1 < [0, 2n). ‘
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Deoarece A’{—a, 0), Ala, 0) sint simelrice fald de Oy, rezultd ci cercurile care trec
) ¥ Y
2

prin 4’ si A au ecualii de forma z* - (y — @)% = @® + 0%, adicd a® 4 y* — 2vy = ¢

Un asemenea cere frece prin P numai dacd ocos® + 4° sin®t — 2 vb sin ¢t = a?, adiell

T

9y = ———8in L.
Analog, cercul care trece prin punctele P, B/(0, —b), B(0, b) are ecualia 2% | y* —
a? — b

— 9ux = b2 cu conditia a2cosi - H%in% — 2uacost = &%, adicd 2y = ———vcosit.
2 H
@

Jicuatia dreptei ce trece prin punctele de intersectie ale celor doud cercuri se ohline

sefizind, membru cu membru, ecnatiile cercurilor; gasim 2ux - 2uy == ¢® — b cu condi-

A q® — b? b2 — a® . ; : 2 T
fiile 2u = —— cos t, 2y = ——— sin & Inlgcuind pe 2w si 2v, simplificind cu
a b
- x cos t  8in i A . ' o
a* — b%, deducem - Y = 1, iar aceasta este ecuatia tangentei la Ein P,
a b
obtinutd prin dedublare.
’ . [ PEid® o alb s ]
2) Cercul PAA” are centrul O, kL}, o sin ¢}, iar cercul PBB" are centrul
2b

cos i, D} .

De aceea simetricele lvi Pla cos 1, b sin 1) fatd de €, si O, sint, respectiv,

{ I ik Lo
Py|—a cost, — —sin t§, Pyl — —cost, —bsin t}.
¥ b o
Dreapta PP, are ecuafia
g
SE e
@ - a cost b
cos t sin ¢
a b

adici ax sin t - by cos § = 0. Aceasta trece prin origine.

3) Locul geometric al punctului P, {—» @ cos l, — = sin L) are ecuafiile parametrice

r = — acos 1

ek s » 1= [0, 27’)
Y = — —sin t

!

sau eccuajia carteziand implicitd

Aceasta este insd o elipsd,
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§ 7. Intersectia o doud conice

Fie conicele' Ty : g(z, ) =0 si Ty : h(x, y) = 0. Intersectia TyN 1y este
caracterizatd prin sistemul

Deoarece fiecare dintre ecualiile acestui sistem are oradul doi, intersectia
v o ) h

NP, contine cel mull patru puncte.

D s

Presupunem ¢d 'y este cercul de ecuatie (1) a* + y® + 2a.0 -+ 20y |

t- e =0, iar U'; este cercul de ecualie (2) a® 4 y* + 2apt + 205y + ¢o = 0.

Coordonatele punctelor comune trebuie sit verifice ambele ccuatii, deci si

ecualia obtinutda prin sciderea lor,

(3) 2(a; — az)x + 2(by — ba)y + ¢4 — €5 = 0.

Aceastd ecualie reprezintd o dreapta perpendiculard pe dreapta ‘care unesle
centrele celor doud cercuvi gi se numeste aza radicald a celor doud cercuri.
Sistemul format din ecuatiile (1) g (2) esle echivalent cu sistemul format de

ecuabiile (1) si (3) sau cu cel format de ecualtiile (2) si (3). 7

PROBLEME REZOLVATE

2 . 2 5 e Ly = e D niE e=sh
1. Se dau hiperbolele T'y:a® 4 22y — y®* =1, I'y: —2* |- 22y + v* = L.

' Sa se determine 'y N .

Solutie, Problema se reduce la rezolvarea sistemului

a? 4 Qay — y* = 1,
—af - 2ay -y =1,
in B Scazind cele doud ecuatii rezultd x* — y* = 0. Astfel gislemul inilial esle echiva-
lent cu

{ (z —y) (x4 y) =0,

x| 2oy — y* = 4.

! )
. Din z =y si «® + 22y — y* = 1 deducem  solufiile (i —l—-ﬁ--‘ ,

si a® + 2ay — y* = 1 nu an solufii comune. In concluzie, Ty N T, contine punclele e

5 9 173 7
coordonale {——!/%-—, ——l{—i*-] (L‘_’._’ L/E)‘

VA

1
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92, Se cer punclele comune ale cercurilor C'y: 2* 4 y* — 32 — 4 = 0 st

} Cot @ +9°+y —2=0.
f
; Solutie, Sislemul
| g8 gt o Gr — & — 0,
afyt 4 oy —2=0
J esle echivalent cu
‘ x* +y*— 3z — 4 =0,
Sty 4+ 2 =0
. ’ ) ¥
Rezvlia A0, —2), ]3'{7 o e==in
10 10
. 3. Se congiderd ecuatia matriceala
|
! e R 4.0 G |
Az e A = (;_I’ a & R‘ I = ; R .
GRS —y &
' Si se rezolve ecuatia in cazul eind toate solutide sint reale.
.; Soluile, Kenatia devine
i pt — yt 2ay x ¥y a 0 22—yt g —a=0
| , : -l =1 , sau .
| —2y at— 9yt —y oz 0 @ Y2z + 1) = 0.
A 1 - 1 & i . 1
(i) sistemul @ = — — , y* = —a — — adinile solulii reale dacd ¢ = —co, — — |+
i 2 4 L &

5 . " . . i3 = 1
(i) Sistemul y = 0, 2® 4+ & — a = 0, admite solulii veale daci a = [— —, cr_‘}‘.
JI

- i ! ot 3 (| N
Observiim cit ambele sisteme admil solulii reale numai pentru e = — — ; in qeesl caz
.
o

2 1 i
tnsid ambele sisleme se reducia @ = — — |, y = 0 si deci

2 2T
A
1
(s g e Lo
9

Notd. Leualia o — y* + x — ¢ = 0 reprezintd o familie de hiperbele, iar ecuafia
y(2z + 1) = 0 o reuniune de doud dreple.

§ 8. Aplicatii in fizica si in tehnica

Elipsa de inerfie. Tie un plan raporlat la reperul carfezian 20y gi sislemul de puncle
materiale Myley, ¥1)s.., Mplen, yn} avind respecliv masele miy, ... miy,. Momentul de
inertic al sistemului de puncle faji de o axd de rotalie & se defineste prin expresia

117

e



1
Iy = 2__-: m,-d?, unde d; este distanta de la punctul M; 13 axa k. Fird si afectim gene-

1=
ralitatea problemei putem presupune i axa de rotatie ecste hgta cos B -y sin 6 == 0,
unde 9 este fixat. Rezultd d; = d(M;; hy) = | x; coz 0 - yisin @ | si deci

T
10T = mile; cos O -+ y; sin 8)2 = J) cos20 4 I, sin 20 4 I,sin20, unde
R, A LR Yi Y Yy
i=1
n n
I, = ) m.,-_:c,:?, Ty = 2 miy? sint  respectiv momenlele fati de axele Oy, Oz, iar
i=1 1=
)
Ty = ;_J mixgy; este momentul eenirifugal.
i=1

Pentru 0 [0, 2nx) variahil se oblin toate axele de rofatie posibile ce trec prin ovigine

L
V&,

y = psin §, relatia (1) se franserie

(fascicul de drepte). Notind p = » @=Uy, b=ldyy, ¢= 1y, = = geosh,

ax? - 2bzy | ey® = 1.

Deoarece @ > 0, ac — b2 > 0 (de ce?), aceastd ccuatio reprezintd o elipsi B, In conelnzie,
oricare ar fi repartitia maselor my,...,m5,, momenicle de inerfie ale sistemului de puncte
{M,....0y} in raport cu axele de rolalie ce trec prin origine sint caracterizate de elipsa £,
numitd elipsa de inertie a sistemului de puncte {M,..., My} fatd de punctul O (fig. TV. 39).
Elipsa de inerfie joacii un rol important in mecanici si in rezistenta materialelor.

Legea Boyle-Mariotie. Experiente din fizicd au dovedit ci intr-un regim izoterm produsud
dintre presiunca p st volumul V, ale aceleiasi mase de gaz, rdmine constant.

Daci {p, ¥) sint interprelate ca fiind coordonatele wnui punct dintr-un plan rapertat
la reperul cartezian pOV, atunci ecuafia p¥” = const, p > 0, ¥ > 0 reprezinti o ramura
a unei hiperbole echilatere (fig. V. 40). In fizici aceastd ramuri se numeste izotermi.

Energia potentiald. Cimpul gravitational newtonian {cimp de atraclie) si cimpul elec-
trostatic conlombian (cimp de atractie sau de respingere) au proprielatea ci energia polen-
lald U a unui punct material (de masi m in cazul clmpului gravitational sau de sarcini
electricd ¢ in cazul ctmpului coulombian) aflat in astfel de cimpuri este invers proportio-
nald cu distanta r de la origine la punctul material. Considerind ci (r, U) sint coordo-

o p
Fig. IV. 39 Fig. 1V, 40
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B
/./
On F
h
Fig. 1V, 41 Tig. 1V. 42

natele unni punet dintr-un plan eaporlab la repeenl cartezian rOU, ecualia »I/ = const
peprezinta o ramned o unet biperbole schilatere situala in cadranul 7 dacd U > 0 san in
Cotleanmt 1V dacd U < 0, pentru eimpul elecivostatic san numai in cadranul IV pentru
chimpul gravitalioual,

Oglinz parabolice. Fie parabola P cu divectoarea 2 si focarul I'. Tangenta la P infr-un

puneh M e P este biseeloarea unghiutui FIALE, unde I} este proiectia lui A7 pe direcloares

ho(fig. IV, &1). Pe aceastd proprietate a parabolei se bazeazit construciia si funclionarea
tetescoputui rellector, captatorulai de radiatie solard, proieclorului, farulni ete. Mai precis,
(hate aceslen Tolosese oglingi parabolive, adicd oglinzi a céror supralata este un paraboloid

de rotutie (supralata oblinuld prin rolirea unei parabole in jural axel de simetrie).

i cazut Lelescopului reflector (Hy. BV, 42) razele de lumind ce pornese de la un puncl

sarecare al unui corp cerese. situal in diveetiao asel oglinzii, sint concentrale de oglinda

in foeary acesteia, iar razele co nu sint paralele cn axa oglinzii, dar nici prea inclinate fati
de axit, se concenlveazd in puncle din apropieren focarului. Astlel, in planul focal al oglinzii,
apare imaginea raslurnata a corpului cerese. Situalin este similavdt in cazul instalotiilor

electul termie al radiatiilor solare concentrate in yuncle™
! .,

encreelice solare carve [olose

cu ajutorul unor oglinzi parvabelice.

in cazul proiectoralui (fig. IV. 43), sursa de lumini pulernica se asazd in focarul oglinzii
parabolice. Fasciculul de raze cu virlul in focar este rellectat de oglindd si Lransformal
intr-un tuscicul de raze paralele ¢u axa oglinzii. Cazul farurilor este analog,

Mentiondm ¢ pe Hnga oglinzile parabolice o mare aplicabilitate o au s1 oglinzile slerice,

~lipsoidale gi hiperbolice,
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Traiectorii intr-un cimp central. In cimpul gravitational new Lonian, ca gi in cimpul elec-
frostatic coulombian, traiecioria descrisit de un punct material este o conicd cu focarul in

ovigine. fn ceordonalele polare (r, 8) ecualia aceslei conice esle

P

I -}-e cos 0 '
unde p este un paramelry, iar e este excenlricilatea conicei.

Daci e = (0, 1) atunei punciul material se mised pe o elipsi si deri miscaren este finili.
Penlin e — 1, trajecloria este o parabold, iar pentru ce {1, oc) traiecloria esle o hiperholi.
Aceasla teorie lizici este legali de probleme concrete: miscarea planetelor in jurul soarclui
gi legite Ini Kepler, lansarca de pe suprafafa pimintului a satelitilor arlificiali si a rache.
ielor, miscarea clectronilor in cimpul electrostatic al nucleelor ete.

§ 9. Probleme propuse

3. Se considerdt lriunghiul isoscel A BC. cu virfurile A(0, a), B{—b, 0), C(b, 0), a, b= 0.
1) 8a se scrie ecuatia cercului I circumscris friunghiului 408,
2) S se arale el tangenta in origine la cercul ' este perpendiculari pe AC.

3) Notind cu M un punct mobil pe cercul T, se cere lacul geomelric al centrului de
greulale al triunghiului A BM,

R. 1) 2® 4+ 9 + br — ay — 0. 2) Ecuatia fangentei in
br — ay = 0, iar a dreplei AC este ax - by — ab = 0.
)
+ — (e + 8% = 0.
9

cercul 1IN esfe

= 0 — Ty

2. Se considerd dreapla d: 3x — &y 4 & — 0,
1) Si se scrie ecualia bisectoarel &, a unghinlui ascufil format de dreapia d cu axa Oy.
2) Siasescrie ecuatia cerenlui €, ce trece prin origine, tangent in orvigine dreplel y =,
m = W — {0}si care mai trece prin punctul de intersectie dintre hisecloarea b cu axa O,

3) Presupunind m variabil, si se giiseased locu) geomelric descris de cenleul cerenlii €.

: ; 1
e }) b: 22 — g 11 = 0; 2) C: a2 - b — ;'(:——i—y_-ﬁ, mA0: 3) = B :
2 2 &

3. Intr-un reper carlezian se dau dreptele
d: 2z — {0+ y'= 3t — 1,

& (3 + 1)z - (t— 1)y =6 — 2, i = R.

1) Wi se araie ed dreapla d Lrece prinlr-un punet fix A si el dreapta @ trece printr-un
punet fix 4.

2} 5a se calculeze unghiul orientat al dreplelor d, d’,

4) Si se arafe ed punciul M, comun dreplelor d si ¢/, apar{ine unui cerc fix.

g 7
R. 1) A(2, 1), B(1, 3). 2)(d,d) =", 3) C:a?4y?—a—3
4

= =l =
h

4. Graficul functiei [ B — R, [{a) = ¢ s numeste clopot Gauss (lig. 1V, 44). Si
ceascl inlerseclia dintre clopotul Ganss gi cercul en centrul in origine sider

azi unu. S se
ardie cd cele dand enrbe au aceeagi tangentil in Punctul de contact de pe axa Oy,
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Tie. 1V. 44

Indicatie. Se vezolvi sislemul y = 3%, a® 4 ¢ = 1. Tangenla la gral il unei Tuneti

derivabile f: B — R, in punclul (@, f{z,)), are ecuatia y — [{zg) = ["(xo) (2 — ).

e = y?
5. Fieelipsa A -J‘ ==
a? b=

al trinnghivlui A7FE, unde M este un punet mobil pe elipsi, iar ' si 7 cele doni forare,

— 0. Siase alle loecwd geomelrie al cenlrulud de greutate

r2 2
ha] e

1 — 6.

. £4

8. Se dii un cere C, cu diamelrul [AR], de langime 2r, r < (0, o), Fie 1" un ceve, en

conlrul variahil A< si tangent in IV laf A B8] Si se pascasci locul geomel rie al punclului

de inlerseciic dinlre dreapta A0 cu coarda comund a cercurilor ¢ si I

7. Se di elipsa £: 2* 4 4y* — &= 0.

1) S se serie ccuafia tangentei la £ in punctul ’f'\(h _1/\,-:)_

2) Bi se serie ecuatiile Langentelor la elipsa /2, paralele cu normala Ta £ ce rece prin 7.

3) 94 se scrie ecualiile tangentelor duse din P(3, —1) la elipsa 1.

Indicatie. 1) Prin dedublare, 2) Se ulilizeazit ecunlia fasciculului de drepte paralele,

3) Se folosesie sistemul

- X . .
8. Se dielipsn s ——+ - —1 =10 i dreapta dy:y = @ -+ n, n = R, care nter-

secleazd elipsa in punclele 2 si Q.
1) 8a se scrie ecuatia ceveului C de dinmelru [ POL
92) Fie {S, T'lc €N 1. 5i se cascased locul geomelric al ponelulai de intersectic af

dreeptelor £O si 87 cind noeste variabil,

i LS A iRl A < ol i
Indicafic. 1) C: [ e ‘_‘} - {’ 2 "*) =i (5—nf) e (= 1/5).

o a B . - i
SIS Bl = = D e = ,,' 5= " si deci locnl geomelric este segmeniul
o s Z5




9. Se didl hiperhola
H:a®— 24 — 2 = 0,
1) B4 se giseasci epnalia tangentei la } in punctul A7,(2, 1).
2) Existd tangente la I paralele cn normala la  in My?
3) 84 se scrie ecuafiile tangentelor la 1/ duse din A4(0, 1),

10. Se considera hiperbola H st un punct P in planni acesteia. Prin P se due paralele
la asimptotele hiperbolei H, Vie 34, N punctele de intersectie ale acestor paralele cu
hiperhola.

1) Care esle locul geomelric al punetelor P care au propriclatea ed dreapta AN (rece
prin centrul O al hiperholei #17

2) Care este locul geomelric al punctelor I pentru care dreapta MN este paraleid
ew una din axele hiperbolei?

R. 1) hiperbola conjugatd lui H, 2) axa Oz, respecliv axa Oy.

11. Fie hiperbola echilaterd IT: 22 — 3® — af cu virfurile 4. B si o d:oem!ﬁ variabila
paralelii cu axa Oz care taie pe ff in € si 0. Notam {M} = CBE N AD. 8i se determine
locul geometric al punctului M.

R. Segmentul 2 =0, y & (—a, al.

12, I"ie @ gl gy coordonalele unui punct A4 in raport cu un reper cartezian. Si se expli-
citeze si sl se veprezinte muliimea
e ar
19t .t,, -+ - o, = 1.
4 )

13, 54 se (rasexe graficul Tuneliel f: R — R, flz) = \/! - IE

14, in planul raportal la un reper cartezian se considerii parabola P: 2y = 22 Fie M
un punet pe parabold. Si se determine, in functie de abscisa m a lui A4:

t) coordonatele punctului 7' unde tangenta in M la P taie axa Og, aria (riunghiului
OTM si coordonatele centrului de greutate G al aceluiasi {riunghi.

2) locul geometric al punctului G eind A descrie parabola dati.
3 se arale cd fndlfimea triunghiului QT M corespunziitoare virfulu 7 trece printr-un
punct lix:
iz : L& T m? " m? 2
R. 1) Ti—, 0}, avia (Q7TM) = , Gl—, —1|. 2) Parabola:
2

2 6

i T=—, y= L;— m e R. Punctul fix A(0, 1

15. 5& se determine regiunile din planul :n:f,')a/. mde trebuie sd se giiseascd punetul
Mz, ), astlel ca ecuatia 16¢% 4 &(x — 5)¢ -+ ¥ — 3z -4+ 5 =01In(e R, sa aiba:

1) O rédicind cuprinsi intre 0 si 1.

2) Ambele ridicini cuprinse inire 0 si 1.

Indicafie. FEcualia are ridacini reale daod a? 4 22 — hy - 5 2 0. Apartenenfa la
[0, 1] adaugd 1) (y — 3z + 5) (& - y + 1) < 0 respectiv 2) y — 3z 4 520, = -+ y
e ke '—r’-rg-‘—“‘f:i.

16. Si se liguroze multimea punctelor M ale ciiror coordonate salisfac sistenul
Al yt=, 2y z — 1 0.
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Fig. 1V. 45

17. Pentru a pili vieful anui L-m-p ascutit prins intr-o menghind (fig. IV. 45) se apasd

pilala cele doud capete cu forjele f, i Fo cave fac cu dicectia pilei unghiuri de ¢ 30° si respectiv

07, Cunescind lungimea pilei I = 25 cm, || Full = 80 IV i neglijind greutatea proprie a
pilei, i se determine felul in carve trebuie sa var ieze marimea forfei f, astfel incit pila
siesi plistreze orizontalitalea in timpul lucrului,

Indicejie. Se impune egnlitaten momentelor forfelor 71 st s fatil de punctulde contact

al pilei cu corpul de pilit, Reznltd

I Fall = 46,24 ~ ; L’! z e[a, b] (0, D).

Gralicul este un arve de hiperbola.

18. Fie elipsa (hiperbola san parabela) T, fie punetul M e I’ gi o dreapid d care nu
trece prin M. Fie MN (fig. IV. 46) o dreaptd care {aie pe d in L (dacit M = N, dreapla
JIN este lrangenta la T' in punctul M). 3d se arate ci existd un punct A4 = T cu proprie

talea ci funclia f: I' — {4} — d, f(IV) = L este bijectiva (injecliva).

Indicaie. A este punctul pentru care M || d

19. 84 se discule pozilia cercurilor
Guapi Loyt —A =gt
Cpifle—22+y=1-—0d%aecs

Indicatie. Se vor considera cazurile: 1) o = 0; 2) e & (—1, 1); 8) e {—1, +1};
4) @ e(—o0, —1) U (1, 4-o0).

20, Se di egalitatea (y — a)i? — 2yt - v+ y 4+ 1 =0, unde t = R, iar (x, y) sint
coordonatele unui puncl din plan. Considerind pe ¢ drepb necunoscutd, si se determine
semuul ridicinilor acestel ecualii.

91. Printre perechile (z, y) de numere reale core satisfac inegalitatile y — 2z < 1,

y+ae<sl,yzat—1 si se defermine acelea pentru care y este maxim sau  minim.
R. (0, 1), (0, —1).




Z2. 84 se rezolve in R® sistemele de ecualii

gi s se interpreleze geomelric rezoltatele gisile.




CUPRINS

Capitelul 1. Caleul veetorial

§ 1. Veclont dibepr ™ e s N e e e S e e B P TS
SEAINATGANTECROLILOT | o o an o ol - e g e e mat e S0 Tt e vyt
§ 3. Inmultirea vectorilor cn numere reale . ..vion oo e
SR/ T eTyelon BTG P R T I T e
SN BRreiotlie OTTODEIALI S Taiss Lo setais o S st a8 e s sssseely o et
S PROdUS SCATAT Boisiis e ciann i o minia b i =i b =i s sl et
S87. PriohIeTe SprFODUSE il ol vaew v sinbieil s e et nie sl sl B s cotbieseine

Cuptiolul 11. Dreapia

SR e aarl cai et R R R D e e S
§ 2. Dreapta determinali de un puncl gi de un vector director ...,
§ 4. Dreapla determinalft de doud puncte disti

§ 4, Eenalia carfeziand generald a unei dreple oo onn
§ 5. Reuniunea si interscclia a doufl dreple oo vice oo v os v on on
o el RN R e SR SN i e S0 o SO B O R e (5 e
SEERRE A CATnTHentala | L e A s T S B A s At
§ §. Distanla de la un punct I3 \riac wnud trinngehi

S TR e R TR ITE S B o it i, o e e SR L R
S e Eb el e s R R DR e S

s

11, «PProbleme de programare lini:

§12. Probleme propuse

Capitolul 111, Fromelrii

S Transfommar: geormetiloe .o Lo s marm e s e s e g e e v
SR aTeTafile N R o S L s S B s s e
ST TR e oo e e S e O e A s SN 2 G SN
e Tl il L e e e A S i s Sl b e i
§ 0. Probhleme propuse O e e U o e U A (O (1 o oo LA Pk




Capitelul IV, Conice 83
§ 1, Cercul () ke de e i e el W L LR e seme it o Tl ot 83
T B e SO RIS, SRS T T e e I B L 88
ST SRk | e e e W, ) e e, s i AR/ e S s 04
T 2 R R o it e = el Bt 101
& 5. Conice o Ty it e s WL T Rl 595 e 106
§ 6. Intersectia dintre o dreaptd $i 0 CODIGH . ...t rnansn i1t
E 7 X THeTsechal i oU COTITE | o soo b i S)shls st o e 51 (0 st ot ks el 116
B A nTtea i N e S e el e sl es 117
§ 9. Probleme propuse ............ e b b Rl AT LR TR et 120




Lei 6,45 °




