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CAPITOLUL |

I

Am ficut cunostinid cu notiunea de permutare a unei multimi finite incd
din clasa a X-a (Algebri, clasa a X-a). Fiind datd o mulfime finitd 4, avind n
elemente, ea se poate ordona in diverse moduri, in sensul ca flecdrui element
al sdu i se asociazi un anumit numdr de la 1 la », numit rangul elementului.

Multimea A cu o astfel de ordine se numeste permaulare a acestel multimi.
Se aratd, de asemenea, cii a face 0 permutare a elementelor multimii 4 este
totuna cu & defini o functie bijectivi a mullimii A pe ea insdgi (Algebra,
clasa a X-a).

S& presupunem acum Cc& elementele multimii A sint numerotate de la 1
la n; deci A = {ay, as, .., tn} (adicd mulfimea A este ordonatd). In aceastd
multime @, este primul element, a, este al doilea element, ..., a, este ultimul
element.

Dacii @ : A — A este o funcfie bijectivé, atunci putem serie ¢(ar) == @i,
(k=1, 2, ..., n), a;, find unul dintre elementele a;, @g, ..., an; decl i esle
‘ unul dintre numercle {1, 2, ..., n}. Se observi cd in felul acesta tunctiel bijec-
tive ¢ i se asociazd functia bijectivd o : M, 2, ., n} > {1, 2, ..., n} definitd
prin egalitatea o(k) = ip
‘ ~ Invers, unei funcfii bijective o a multimii {1, 2, ..., n} pe ea insdsi i se
poate asocia o functie bijectiva a mullimii A. Din aceste motive in cele ce
urmeazd vom studia permutirile multimii {1, 2, ..., n} sau, ceea ce este acelasl
lucru, funetiile bijective ale mulfimii {1, 2, ..., n} pe ea insisi.

1. Nofinnea de permutare (substitutie). S& notam cu A multimea pri-
melor n numere naturale, adied A = {{, 2, .., n}. O functie bijectiva
o: A = A se numeste permulare (substitufic) de gradul n. '

Vom nota multimea tuturor permutarilor de gradul n ou S., sau oy, 1ar
elementele din S, le vom nota cu literele mici grecegti: ¢, ¢, 8, ..., a, T Se
obisnuieste ca o permutare o de gradul n sd se noteze astfel:

:( 1 2 ‘,3 n) )
a(l)y o(2) o(3) ... aln)

B e



adica printr-un tablou in care in linia a doua se scot in evidentd toate valo-
rile functiei o. Deoarece o este o functie bijectivd, toate aceste valori o(1).
6(2), ..., o(n) sint distincte doud cite doud i sint tot numerele 1, 2, ... n,
eventual, in altd ordine.

Cunoagtem din Algebra pentru clasa a X-a ca numdrul tuturor permutd-
rilor de gradul n este nl.

In multimea S, distingem un element remarcabil si anume functia iden-
tici 1, : A —» A, care poartd denumirea de permutare identicd, notatd cu e.

Folosind notatia (1) pentru permutéri, atunci e are scrierea

123 ..n )
8= N
123 ..n
Exemple. 1) Daci n = 1, atunci .§; are un singur element, acest element este permutarea

identica (adicd, functia identicd a multimii 4 = {1}).
2) Dactin = 2, atunci§,are 2! = 2 elemente. Aceste elemente sint permutarile:

e= {: 2) (permutarea identic#) si permutarea[; i)

3) Dac#in = 3, atunci§; are 3!= 6 elemente. Aceste elemente sint permutérile:

'123“123 '1230123 1 2 3y, (1 2 3
[1 2 3]’ (2 1 3)i (3 2 1]’ [1 3 2]’ (3 1 2]"(2 3 1)'

2. Produsul (compunerea) permutirilor. Fie ¢ ¢i = dou# permutdri de
gradul n, adicd 6&Sn, TESn. Cum o: 4 - A g1 7: A > A sint functii
bijective ale multimii 4 pe ea insdgi, are sens sd vorbim de compunerea co 7
a acestor functii, care este tot o functie bijectiva (a se vedea manualul de Al-
gebri, clasa a IX-a). Reamintim cd o7 A — A gi este definitd prin egali-
tatea:

(c 0 7)(a) = oft(a)), oricare ar fi acA.

Deci oot este o permutare de gradul n; aceastd permutare poarta de-
numirea de produsul (sau compunerea) permutdrilor o gi = (in aceastd ordine).
Se noteazd mai simplu ov. Operatia prin care din permutirile o §i T obtinem
permutarea ot poartd denumirea de inmullirea (sau compunerea) permutdrilor.
Folosind notatia (1) pentru permutdri, daca

o-=( 1 2 e R )si‘r=(1 2 n)
o(l) o(2) ... o(n)) (1) w2) .. =r)

atunci produsul ot se scrie astfel:

m__:( 1 2 n ) @)
o(t(1))  o(%(2)) o ol(n))

Notim o® = aa; 6® =6® 0} ¢ = o¥0; ..} el = a"a; ... .

Observafii. 1) Trebuie observat cd nu are sens s4% vorbim despre produsul a doud per-
mutiri de grade diferite.
2) Cind o ¢l = sint doud permutiri de acelasi grad, putem face atit produsul ot
cit si produsul vo.




Exemple. S84 considerdm permutdrile de gradul 3:

o= (1 % @ si‘r:( T3 3). Produsul ot este permutarea
2 1 3 1 3 2

[123[123) (123]
aT — = r
2 1 3 1 3 2 2 3 1
: 123[123)(123]
lar to = == ®
[-1 3 2] 2 1 3 3 1 2
Se observd ci ot 7 7o
Proprietdtile inmuliirii (compunerii) permutdrilor
Tinind con! de proprietdfile compunerii functiilor (a se vedea Algebra
clasa a I[X-a) avem urméitoarele proprietdti ale inmultirii permutérilor:
1° Inmuliirea permutdrilor este asociativd, adicd oricare ar fi permutdrile o,
¢, 0 din §,, avem

¢(§0) = (¢9)0.

Aceastd proprietate a inmultirii ne permite sd folosim scrierea:
¢($0) = (¢¢)0 = 949
2°  Element neutru. Permutarea identicd de gradul n
1 8 =m
e=
(1. 2 n)

este element neutru pentru inmultirea permutirilor, adic# oricare ar fi g €8,
avem ep = Qe = Q.

Cum orice functie bijectivd este inversabild (Algebra, clasa a IX-a), avem
proprietatea

3° Orice permutare are inversd, adicd oricare ar fi permutarea ¢ &Sy, exista

o permutare p~1cS, astfel incit
—1

=
QP = @@ = €.

Permutarea ¢! se numeste incersa permuldrii @.

1234

Exemplu. Considerim permutarea =
P P ¥ { 2 413

] . Inversa permutdrii ¢ este permu-

tareaqflr—(izsl* &
31 &2

fn exemplul pe care l-am dat mai inainte s-a aridtat cd dacl o = {1 2 3} si
213

132
Observatie. Dacl ¢ si ¢ sint din Sy in general ¢ # ¢, adicd Inmultirea permutirilor
nu este comutativa.
3. Transpozitii. Fie i, je A = {1, 2, ..., n}, i # j. Definim functia
ty: A — A prin egalitatea

T = (1 2 3]. atunci ov # <.

j dacd k=1,
(k) = { i dacd k =, (3)
k dacda k # i, j.
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Se vede cd t; este o funciie bijectivd, deci 0 permutare de gradul n. O
astfel de permutare se numegte transpozifie si se noteazdi simplu Ty = (1)
Folosind scrierea (1) a permutérilor:

i) L2 or 3 s B ws Jl @ B
e *(1 R S R
Se vede cd 7;; permutd efectiv numai numerele 7 si ;.
S8 caleuldm +3;; dacd k # i, j, atunci <3(k) = 7;i(75(R) = (k) = Kk
dacd k = i, atunci t3(i) = 7;;(v;;(1)) = 7;5(j) = i,iar dacd k = javem 2(f) =
= Ty(7(f)) = v5(0) = j. Deci (k) =k oricare ar fi k € {1, 2, ..., n}h
Deci tf; = e. De aici obtinem ¢ ;! = ;. Deci transpozitia de gradul n,
7;; = (i) are urmitoarele proprietdti:
a) (i) = (ji),
b) (i) = (i),
e) (ij)? = e
Din proprietatea a) rezultd cii numéirul tuturor transpozitiilor de gradul n
este egal cu numdérul perechilor ordonate (i, j) cu 1 < i < j < n, care este
egal cu CZ. Deci:
Numdral tuturor transpozitiilor de gradul n este egal cu C2.
Ezemple. 1) Transpozifiile de gradul 3 sint urmditoarele: (12); (13); (23).
2) Transpozifiile de gradul 4 sint urmitoarele: (12); (18); (14); (23); (24); (34).
4. Inversiunile unei permutiri. Signatura (semnul) unei permutiri.
Fie 4 = {1, 2, ..., n}. Definim submultimea M a produsului cartezian
A=A X A ca fiind: M ={(i, j)|1<i<j<n) Daci o 8, este o
permutare de gradul n, o pereche ordonata (i, j)& M se numeste inpersiune
a permutdrii o dacd o(j) << o(i). Vom nota cu m(c) numéirul tuturor inversiu-
nilor permutérii o. Se observi cd m(c) este cel mult egal cu numirul elemen-
telor mulfimii M, care este egal cu C2. Deci
0 < mlo) < C2 = L”?“J.
Numirul e(o) = (—1)™@) se numeste signatura (semnul) permutdrii o.
Se observi cd signatura unei permutdri este 1 sau —1. Permutarea o 88
zice pard, respectiv impard, dacd (o) = -1 1, respectiv e(g) = —1,
123
321

mutdri este m(o) = 3 gi deci signatura permutirii ¢ este g(e) = (—1)2 = —1
adicd o este impari.

Ezemple. 1} Tie permutarea o = ‘ ) Numérul de inversiuni ale acestei per-

3

2) Tie permutarea o = (1 bbb
12 45 31

permutdri este m(ea) = 6 si deci e(s) = (—1)® = -1, adici permutarea o

este pard.

3) Dacd e este permutarea identicd (de gradul n), atunci m(e)=0 gi deci ele)

= -+ 1, adicd e este o permutare pard.

]. Numdrul de iaversiuni ale acestei
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Demonstratie. Fie ke {1, 2, ..., n}. Dacd k< i atunci, deoarece
rilk) =k i v;(0) =], rexultd (k) << (i) si deci perechea (k, i) nu este
o inversiune a lui 7;;. Analog, dacd j <k, rezultd cd perechea (j, k) nu este
o inversiune a permutdril ;.

Presupunem acum cd i < k < j. Cum 7;(2) =j # T;k) =k, atunci
7. 4k) < 7;,(t) 8i deci perechea (I, k) este 0 inversiune a premutdrii 7;;. Analog,
cum 74(j) = 7, atunci ©;;(j) < 7;(k) si deci perechea (k, j) este o inversiune
a lui ;. Deci toate perechile (i, k) si (k, J) la care se mai adaugd si perechea
(i, j) sint toate inversiunile permutdrii ;- in concluzie, numirul total de
inversiuni ale lui t;; este

mity) =2 —i— 1) +1=2( — i) — 1.

Cum m(t,;) este un numér impar, atunci g(ry) = —1.
ma 2. Dacii o € 5, este o permutare de gradul n, atunci are l0¢ egali
tatea: '
{a) = .—':(H” - alj) ‘ (4)
I cn 1— ]

j<n
Il ali) = a(j) (5) are C2 factori. Si considerdm

Demonstragie. Produsul
Ii<jgn L

factorul G(LLE—(Q (i < j). Daca notdm o(i) = I §i o(j) = m, atunci I # m sil, m
Lo-==i
apartin muttimii {1, 2, ..., n}. Inseamnd cd o(i)—o(j) = | — mse simplificd cu numi-

torul din factorul M(T—) daci I < m, sau cu numitorul din factorul ri(nk%{l)

— m m —
dach m < I Prin simplificare obfinem —1 dacd (i, j) ¢ste o inversiune si
41, fn caz contrar. Cum orice numdirdtor din produsul (5) se regiiseste ca numitor
in alt factor cu semnul | sau —, atunci produsul (5) dupi simplificare va {i un produs
de (4-1) si de (—1); numérul de (—1) va fi egal cu numirul de inversiuni ale permutdrii
o. In concluzie produsul (5) va {i egal cu {q), adicit epgalitatea (&),

Dacd o si v sint permutiri din S,
e(o7) = e(o)e(7)

dusul signaturilor celor utari).

Demonstratie. Din {eorema 2 avem

slor) = [ (m)(i)l;(.m)(j} -1 M:M "
Igigisn b= 1gicign 1 —
of(i) — ol=li)) | (i) = )

igicien (i) — (i)  igi<isn  i—]

Exact ca in teorema 2 se poate arifu cd ﬂ af=(i)) — al=li)) este egal cu signa-
igi<isn (i) — {j)

tura permutdrii o. Deci efor) = e(o)e(t).

Textul prevgzut ou o bard verticald in marginea paginii este facullativ.
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Consecinta 1. Permutavea
mutiri o si 4
In particular, permutirile o si o= au acelasi semn.
5. Descompunerea unei permutiri in produs de transp ozitii.
Teorema 4. Orice permufare din S, (n 2) este
Demonstragie. S4 notdm cu ¢ numdrul elementelor ; = {1, 2, ..., n} pentru care
o(i) # i. Vom proceda prin inductie dupa . Daci ¢ = 0, atunci o este permutarea
identicd e. Dar cum e = (1 2) (1 2), in acest caz afirmatia este demonstrati. Presu-
punem cd ¢ > 1 si cd afirmatia este adevirati pentru 1, 2, .., 1 — 1. Cum ¢ > 1, existi
un numdr i, 1 < i < n astfel incit ofiy) = 1, si iy # ip. Consideriim permutarea o’ —
= 7o unde © = (z7y). Se vede cd dacd ofj) = j, atunci j # i, si j # i,. In acest caz
o'(j) = (o(j)) = +(j) =Jj. Dack j = i;, avem &’(iy) = <(o(iy)) — (i) = i,. Deci
existd cel mult ¢ — 1 numere j cuprinse intre 1 i n pentru care o'(j) # j. Din ipoteza
de inductie rezultd ci ¢’ este un produs de transpozitii, ¢’ = 7,7, ... T3 sau to — T4 T

. ThH. Tnmu]tind la stinga cu <+ obfinzm ci r2s = T Te..The CGum 12 = e, atunci
6 = TT,.TH.

123 4 5

Exemplu. Fie permutarea ¢ = [3 P J.‘;‘;i -0 scriem ca produs de transpozifii.
4

Cum o(1) = 3, atunci o{1) # 1 si considerim transpozitia T, = (13)
5 123 4 51 23 4 5 123 4 5
Facem produsul ¢’ = 1,6 = ) = ( ]
3241 4 5/1351 2 &% 153 2 4%
Cum o’(2) = 5, atuncie’(2) # 2 si considerdm transpozitia v, = (25). Facem pro-
s 5 2
dusu]o”:-rzc’:( 3 & § (1 3 & 5 2[123 4 5]=(&5)_
1 5 3 4 2J\1 5 83 2 4 1.2 3 5 4
Deci (45) = t,6" = 7370 = (25) (13)s, de unde obtinem ci o = (18) (25) (45).
(Pentru obtinerea lui & am inmulfit cgalitatea (45) = (25) (138)q, la stinga, cu
produsul (13) (25}.)

Consecinja 2. Qrice

numar par-(res

Demonstratie. Fie 6€5y 51 0 = 175,10 0 descompunere a lui ¢ in produs de

transpozitii. Din teorema 3 avem c# e(g) = e(ty) e (7a)...e(vs). Din teorema 1 obtinem

i g(a) = (—1)" Daci e(o) = -+1, atunci n este par; dacli e{o) = —1, atunci n este

impar.

Vom nota cu 4, mulfimea permutirilor pare de gradul n. Din conse-

cinta 1 rezultd cd dacd o, 7€ 4, atunci ot A, 5i o' € 4,. In plus, A4,
contine permutarea identicd e.

e B Yicunanid
are — elemente
)

Consecinta 3. A,

Demonstrajie. 84 notdm cu I, permutérile impare de gradul n. Fie v, o transpozitie
de gradul n, ficatd. Deci putem defini functia 7 : 4, — 1y, flo) = oty Functia f este

bijectivd. Intr-adevir daca fla) = fl¢’), atunci or, = o’z,, de unde (aro)-r'é =
= (o'ty) T §i deci & = o’ Deci f este injectivd. Fie v=l,; din consecinta 1, rezulti

cisry=An. Darse vede ciif(vr)) = (17}, = g =T si deci f este surjectivil. In concluzie,
f este bijectivd. Deci An $i I, au acelagi numir de elemente. Cum S, = 4, U I,

!
$i AnNIp = @ deducem cd An si I, au fiecare *= elemente.




1. Fie permutérile o = 1234, [ A A !*) . 84 se calculeze ot §i 70,
2413 451 2 3
. 1.2 54} s . o
2, Fie permutarea ¢ = " . Si se calculeze puterile o, ¢?, o, ... B5& se
2413

determine cel mai mic numir natural k > 0 pentru care ok =e.

3. Fie o= S,. S4 se arate cd existd un numir natural p > 0 astfel incit o = e,

12 5
4, Fie permutirile o = 128 =l ; & :( B e . 54 se arate cd ot = 7o,
31245 12354
5. $3 se determine numdrul de inversiuni si signatura pentru fiecare dintre permutdrile

urmadtoare :
123 123 4 1 2 34 ’12345.123456_ 123456
(231); [241 3]‘(41 23];(53412]'(654231]' (64531 2]'
6. 83 se scrie toate transpozijiile de gradul 4.
7. Fie Hc Sp, H # @ si avind proprietatea cd oricare ar fi o, v = H, atunci er= H.
84 se arate cdt H confine permutarea identicd degradul n si dacd o = H, atunci
si o= H.
12345

8. Fie permutarea ¢ = (
31254

J. 84 se scrie o ca produs de transpozitii. Aceeasi

problemé pentru permutarea T = (1 bt 6].

645321
9. Si se determine permutarea o & 8, care are numérul maxim de inversiuni.
123456789
1274i56j09

fie o permutare pard. Existd ¢ gi j astfel incit o s& fie impara?
11. Fie permutarea c & Syn

1234 .. n nt+1 nt+2.., 2n

(1357... 2n—1 2 i .. 2n]°
84 se determine numdrul inversiunilor permutérii o.
84 se determine n astfel incit o si fie pard (respectiv impari).

10. Fie permutarea o :[

12, Fie permutarea c = Sy
1234..n n+1 n+2 n<43 ... 2n
(2458...2n 1 8 5 ,..2n—1J'
Sa se determine numdrul inversiunilor permutérii o.
13. Fie 0= 8y, (n > 3) dacll o9 = ¢c oricare ar fi ¢ & Sy, 54 ce arate cd o= e,

). S4 se determine i gij astfel ncit o si
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CAPITOLUL 1l

Considerdm un sistem de m ecuafii liniare cu n necunoscute:
Ty + @1p%2 + .o o+ @y Ty = by,
82171 + oy + oo & QopZn, = by,

........... . (1}

Ami Ty + A T+ .. + Cpnly, = by

unde a; (1 < i <m, 1 < J < n) 8i-by, by, ..., b, sint numere (reale sau com-
plexe). Numerele e;(1 <i<m 1<j<n) poartdi denumirea de coefi-
cienti ai necunoscutelor, iar numerele by, bs, ...y by se numesc termeni liberi.

- A rezolva sistemul (1) inseamnd a determina toate sistemele ordonate
de numere (ay, o, ..., «,) astfel incit inlocuind in sistem necunoscutele z,,
Ty +ery Ty TESpectiv cu numerele «;, «y, ..., a;, fiecare dintre ecuafiile sigtemu-
lui este verificatd. Se stie cd un astfel de sistem pentru cazul m = n = 2
sau m = n = 3 se rezolvi folosind metoda reducerii sau metoda substitutiei.
Cum practica impune rezolvarea unor sisteme (1) care au un numir mare de
ecuatii gi necunoscute, metodele invitate in clasele anterioare sint, in general,
ineficiente. Din aceste motive se impune un studiu mai atent al sistemelor,

de ecuatii liniare. In acest studiu un rol important il au urmitoarele dou#
tablouri:

&11 (AT &'1,1 ay; Qg ... Qyn bl
A — @21 Ggzg . Gy | A= @1 @y .. Gap by
A = : =

Hlyis: Boin, wv.cmBjpn i B o G By

Primul tablou, respectiv al doilea, se numegte mairicea, respectiv matricea
extinsd a sistemului (1). In capitolul TV se va vedea clar importanta acestor
doud matrice in studiul sistemelor de ecuafii liniare.

In cele ce urmeazi vom face un studiu sistematic al matricelor, al opera- |
titlor cu matrice etc.

Un alt motiv care a impus introducerea no tiunii de matrice i a caleulului
cu matrice a fost »algebrizarea noliunii de transformare geometricd". Mai
precis, unei transformiri geometrice i se asociazi o matrice, reduecind astfel
studiul transformérilor geometrice la studiul unor matrice de un anumit tip.

10




Manualul de fatd nu ne permite si prezentdm acest aspect al folosirii calcu-
lului matriceal.

1. Notiunea de matrice. Vom nota cu €, aga cum am obignuit, multimea
numerelor complexe.

Fie M=H, 2, .., m}; = {1, 2, .., n} mulfimea primelor m,
respectiv n, numere naturale nenule. Vom numi matrice de tipul (m, n)
o functie A : M xX N — €. Daci notdm A(i, J) = a; € C,ie M, jeN,vom
nota pe A sub forma

dy @1z - Qn
A =] % @az  ---  CQon (1)
Gy [P Amn
adiedi printr-un tablou cu m linii si n coloane ce cuprinde valorile functiei A.
Datoritd notatiei (1), in loc de matrice de tipul (m, n) se mai spune matrice
cw m linii si n coloane. Numerele a;; se numesc elementele matricet A. De
multe ori pentru matricea A se mai folosegte notatia prescurtatd:
A= (ﬂij) {gigm Sau A= (aij)1= 1,2, 0o
1isn P=tZaun
Qe observi ¢i o matrice de tipul (m, n) are mn elemente.
Cazuri particulare: 1) Daci n = 1, o matrice de tipul (m, 1) se numegte ma-
trice coloand si este de forma

Ami

[1) Dacd m = 1, o matrice de tipul (1, n) se numeste matrice-linie si este de
forma

A= (a; @1z - Q)
[11) Daci m = n, o matrice de tipul (n, n) se numeste matrice pdtraticd de
ordinul n.
Dacd ap Gz - n

doy dog Gon
fpy Gpa o+ Gun
esle 0 matrice pitratica de ordinul n, sistemul ordonat de elemente (au,
(g9, gy wey Unn) S& numeste dicgonale principald a matricei A, iar sisternul
ordonat de elemente (ayn, Ggn.1r -y @n1) S© numeste diagonala secundard
a matricei.

Vom nota eu A, »(C) mul{imea tuturor matricelor de tipul (m, n) avind
elementele numere complexe. In cazul ¢ m = n, vom nota in loc de M, (0,
mai simplu A, (0). (Au(C) este multimea matricelor patratice de ordinul n.)
Elementele multimii X, ,(C) le vom nota cu literele mari ale alfabetulul
latin: A, B, C, ... sau A", B, (", ...

11
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In multimea ,, ,(C) distingem citeva submultimi importante, si anume:
Mp,n(R), care reprezintd multimea matricelor de tip (m, n) cu elemente
numere reale; M, .(Q), care reprezintd mulfimea matricelor de tip (m, n)
cu elemente numere rationale; _,, (%), care reprezintd multimea matricelor
de tip (m, n) cu elemente numere intregi.

Este clar c¢d avem incluziunile:

Mn(Z) © Myyn(Q) © My (R) C My 1(C).

—1 0 2
Ezemple. 1) Matricea A4 =( e 3) este o matrice de tipul (2, 3) cu elemente
numere intregi; deci 4 = g, ,(%). Elementele acestei matrice sint:
Ay = —1; 813, = 0; a;3 = 2; @y = —1; O = 1; ayy = 3.
-2 L 2
2 &
2) Matricea B = 0 0 1/ este o matrice pitratici de ordinul 2 cu
—i 1 —2
2

elemente numere rationale; deci B < Ma(9).
Observaie. Uneori pentru o matrice 4 de tipul (m, n) se mai folosegte si notatia:

I| 211 Q13 ﬂln’
gy Lot e Qzn
4 = 5
1
II Iy Tma e @mn

unde a;i(i = 1,2, ..., m;j =1, 2, ««vy 1) sint elementele matricei.

Egalitatea matricelor. Fie A si B doui matrice de tipul (m, n) adicd A, Bc

EMunn(0). Cum A §i B sint functii 4 : M x N — ( $i B: M XN ¢,

matricele A i B sint egale daca gl numai dacd sint egale ca functii. Deei

A = B dacé si numai daci oricare ar fi ; & M $i jEN, A(, J) = B(i, j).
Folosind notatia (1) si presupunind ci

i3 Q2 s Qyn bll blZ e bln

@21 Az ... dgy . ban  bpy ... ban
A —3 §]_ _B =

@it Dmg oo Lonn bml bmz bmn

atunci A = B dacil si numai daci @;; = by, oricare ar fi { =1, 2,
1= 2, ey T

2. Operatii cu matrice. 1) Adunarea mairicelor. Fie A si B doui matrice
de tipul (m, n), adicd 4, B = M0 (C). Presupunem ca

A = (ay)igigm §i B = (by)icism:

vy M

1Sisn tsisn
Definim matricea ¢ = (cij)i\qgm ale cdrei elemente sint date de egalitatile
I<isn
Cij = @i + by;, oricare ar fi § =1, 2, o ML j=1,2, ..., n. Matricea C

se numeste suma dintre matricele A si B si se noteazi C — A + B.

12




Operatia prin care oriciror doud elemente A, B din M,,n(C) li se aso-
ciazd suma lor se numeste adunare.

, atunci suma lor

Il

-1 0 2l s
| Ezemple. 1) Dacdt 4 =[ 1 4] si B (1 kil

—21 —3 —4& 2 —1 3
este A+B=(g :) :) ?)]
| 2 1 -2
2) Daci 4 = ] 1) si B= |1 1|, atunci suma lor este

1 —3 1 1

0 0
A+ B=|1 2.

2 -2

Observatie. Are sens si vorbim de suma a doud matrice numai dacd ele sint de
acelagi tip.

Proprietitile adundrii mairicelor

1° Adunarea este comutatipd, adicd oricare ar fi A, B & My,n(C) avem A +

+ B=DB-+ A.
Intr-adeviir, dacd 4 = (a35);cicm B = i 1gigm
, igisn i<isn
atunci 4 + B = (a;j + bij)ygigm 51 B + A = (bij + aijligiem
ISisn i<isn

Cum adunarea numerelor complexe este comutativd, avem
a;j + bijj = b;j + a;j, oricare ar fii=1,2,..,msij=1,2 ..,n Deci 4+ B= |
= B + 4. .
9° Adunarea este asociatipd, adica oricare ar fi A, B si C din M pn(C) avem
(A+B)+C=A4-+4(B+C). !

totr-adevir, dact A = (ai)iciem> B = Pisicigm € = liihigigm atunei A -+

1<isn Igise igisn
\ + B = (a;; + biﬁ}igigm si deci (4 + B) 4+ C = (lag; + bi;) + Cij)lgiﬁm' Analog,
1gisn 1sisn
obtinem ci A -+ (B + C) = (a;5 + (bij + cii)icigm: Cum operajia de adunare a
\ i<isn

numerelor complexe este asociativdl, avem (aj; + byj) + 5 = 04 + (b5 + ¢5) pentru
oricei =1, 2, ..., m; j=1,2, ..., n. Deci (4 -+ B)+C = A + (B + C).

3° Element neutru. Matricea de tipul (m, n) ale cérei elemente sint toate egale
cu 0 se noteazd 0,,, §5i se numeste matricea zero. Matricea 0,,, este element .
neutru pentru adunarea matricelor, in sensul c# oricare ar fi A & Mn2(C)

avem

A4 Opn = Opn + 4 = A, i
Verificarea acestei proprietiiti este evidentd. |
|

4° Orice matrice are un opus, adicd oricare ar fi A € Mpn(€), existd o
matrice notati cu — A4, astfel incit |
| A 3 (—4) = (—A) + A = Uy

13
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Intr-adevir, daci 4 = (@i)1gigm » atunei — A = (—ay)icism deoarece

isisn g :
A+ (—A) = (a5 + (— ay )1<,\<n = (0;)1giscm = Op,n. Conform proprieta-
1 ig<ign

tii 1° avem s (—A) + A = Om,,!.
, —1 2 3 —4 1 —2 =3 4
Ezemplu. Fie 4 = ; atunci — A4 = NE
0 —5 414 =2 0 9 =4 2

Observatie. Dacli A si B sint din _flm,n (C), suma A+ (— B) se noteazi simplu 4 — B
si se numeste diferenja dintre A si B, Operatia prin care oricdror doud matrice 4 si B
li se asociazid diferenia lor se numeste scidere,

—1 -2 -1 4 —k&
De exemplu, dacd 4 = ( ’ }hl B = [ }s

0 —2 =5 -2 -3 -2
; 0 1 i
atunci A — B = }

2 1 -3
2) Inmaulfirea matricelor. Fie A = (a 2 igicm © matrice de tipul (m, n) §i
ISign
B = (by,) 1gjen © matrice de tipul (n, p). Definim matricea C = (tu)scicm
i<hsp tghgp

de tipul (m, p) ale ciirei elemente sint date de egalitétilo-

Cin = @ybip + Gbar + ... + Ginlne = \{i_v (1)
=
oricare ar fi.; =1, 2, ..., msi k=1, 2,

Matricea C se numegte produsul dintre A i B (in aceastd ordine) si se
noteazd € = AB. Operatia prin care oriciirui element 4 & M, .(0) §
oricdrui element B & M, (C) se agociazd produsul lor se numaegte lmmul{ire.

Asadar, pentru a obtfine elementul din matricea AB de pe linia ¢ si co-
loana % se face suma produselor elementelor corespunzitoare de pe linia i a
matricel 4 cu cele de pe coloana & a matricei B. Mai pe scurt, se spune ci
»8¢ inmultese liniile cu coloanele®. S& explicitdm mai pe larg mOdul cum se
tnmultese doud matrice. Fie

a1 dig aln\ bli bw blp
2251 oo aee g . }121 bgz eas bzp
A = e = .
.

Om1 Oz o bri bne by
Daci ¢y Cia Cyp
Co1  Cog Cop

C =

Cmi  Cma Conp

este produsul lor, atunci

¢11 = @by + Gigbay + oo + Gnbpy;
Crz = @il + G1gbon + ..o+ Gyabis;

........................................

Op = anubyy + Grbep + oo+ Abap;
o1 = Ambyy + Gagbyy + ... az-nbnl;
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S& facem citeva observatii necesare intelegerii inmultirii matricelor:
1) Trebuie si retinem cd are sens si vorbim de produsul matricei A cu
matricea B (in aceastis ordine) numai dacé numirul de coloane ale lui A este
egal cu numirul de linii ale lui B. '
2} Trebuie sd subliniem cd inmultirea matricelor nu este in general o operatie
definitd pe muljimea tuturor matricelor, asa cum rezult# si din observatia 1);
ea este asemindtoare compunerii functiilor. '
3) Dack A M, (C)si BE M,(C), atunci are sens si facem produsul AB&
€ MA(C) si in acest caz inmultirea matricelor este o operatie definitd pe mul-
timea _,(€) a matricelor. Trebuie sd observam ¢ in cazul matricelor pétra-
tice (de ordinul n) are sens sé facem atit produsul AB cit gi produsul BA.
4) Se pune intrebarea de ce definim produsul matricelor A si B inmul{ind
linjile Tui A cu coloanele lui B. Aceastd definifie, care la prima vedere pare
arbitrard, are de fapt justificiri profunde, care sint greu de explicat la nive-
lul clasei a XI-a. Totusi, vom spune in mare cum stau lucrurile: flecéirei trans-
formari geometrice i se asociazd o matrice. Matricea asociatd compunerii a
doud transformiri geometrice este exact produsul matricelor asociate fiecdrei
transforméri in parte.

, 1 P L 4
Exzemple. 1) Fie 4 ::( , B = 0 0}
b6 & =3 1

Gum A esle de tipul (2, 3) si B este de tipul (3, 2), are sens s8 facem produsul
Tor, cave va Ii o matrice de tipul (2, 2). Sd presupunem cil C = AB, deci C este

de forma (cn C”), unde
Ca1 Cag
ey =114 (—1)*0+2-(—1)=—1;¢,=1"4+(—1)'0+2-1=86;
gy = 01 4 &+0+ (=3){—1) = 3; Can =04 &0+ (—3)1=—38.
; —1 6
DemAB——_-( )
3 -3

F 1. =1 T -1 0
2)F1F.'A:(, ],B—-( }
2 3 2 —2 1

Cum A esle de tipul (2, 2) 51 B este de tipul (2, 3), are sens si facem produsul
AB, care va li o matrice de tipul {2, 3). B4 presupunem ci produsul este de

: €11 € Cpy ;
forma C = [ . Atunei
.21 Caz  Ca

ey =114 {=1)2=—-1 e = 1o (—1) + (=4)(=2) =1; ey =10+
) dm 1 crm 214 32 =8 =2 (—1)+3+(=2) = —8
=204 31=3.

Deci

s 4 =
AB:( ’
g —8 4§

Proprietdtile inmuliirii matricelor
1° Inmauliirea este asociativd in sensul urmétor: dacd A € Mya(0), BE My ,p(C)
s C €M, (€), atunel are loc egalitatea

(AB)C = A(BC).

(]
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34 observdm mai intfi cd are sens sa facem produsele (AB)C si A(BC).

Fie 4 = (aij)igigm; B = (bjk)j\(jgn ; C= (ckl)-{gk.gp'
igign 1shsP ISisq
5S4 notdm AB = (dir) ycicm Care este o matrice de tipul (m, p) 5i (AB)C = (€it)1cicm
1shigP Isisq

care este o matrice de tipul (m, ). Atunci dj = E a;ibjp si ey = Edlhcht Deci
=1

D

w = 35( Ty Jow =35 S apmon
h=1 h=1j=1

Fie BC = (d’ﬂh{j 51 A(BC) = (e 1i)l\<_t\<m'

1SI< i<l<y
n

D
Atunci d; = hEbthhl i e’y = E aijdy,
=1 =1

D on
DBGi e'ﬂ = E (IzJE b_',‘hCh,! = 21 '&2 azijkCh El ai_jbjk(‘k[.
S4 observim cﬁelt = ¢y, orlcare arfii=1,2, .,m;l=1, 2, ..., ¢ si prin urmare

(AB)C = A(BC).

2° Inmaltirea este distributipd la siinga fald de adunare in sensul urmétor:
dacd A € Mpn(C), B, C & M, ,(C), atunci

A(B +C)= AB + AC.

Intr-adevir, daci A = (ay Jigicm: B = bit)igien 51 € = (en) gjgn» alunci B +

ISisn i<hgp 1ghsp
+C=(bjk+cjk)1\<§jgn' Dacd notdim A(B + C) cu D, unde D = (din) | cicms
1gh<p ISh<D
n

atunci dijp = 2 aij(bjk + cjn).
=1
Dacd notdm AB cu D’ si AC cu D”, unde D’ = (d’fh)fgigm si D" = (d”"h)rﬁgm

IShgp ihgp
n n
atunci d’in = 2 aijbip §i d'ip = 2 aij Cih.
=1 i=1
Rezultd cd AB + AC = D' + D" = (&' + d"ik )i -
ISh<p
n n n
Deoarece d'y + d"in = E aijbjn + Zaiﬁcjh = 2 aij (bt + cjr) = din, Tezultd ca
=1 i=1 j=1

A(B + C) = AB + AC.
® Inmulfirea este distributipd la dreapta fatd de adunare in sensul urmitor:
dacd A, B € Mpn(C) 51 C € M, ,(C) atunci
' (A + B)C = AC + BC.
Demonstratia acestei proprietiti se face exact ca cea de la 2°,
In cazul matricelor pitratice are loc urmitoarea proprietate importanti:

3 In multimea Mo(C) existd un element neutru fajd de inmultire. Matricea
patratica de ordinul n

1 0 0 0
e 01 0 0
0 o 0 . 1
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care are pe diagonala principali numerele 1 iar restul elementelor sint U are
proprietatea cd oricare ar fi A € A, (C),
Al = 1A = A,
Intr-adeviy, dacll introducem notajia,
1 dack i = j,
ij_{ 0 dacd ¢ #j

(8;; se numeste simbolul lui Kronecker),
atunci I = (8;5), cjcp - Fie 4 = (aij)cicn © matrice pitraticd de ordinul n. Daca
igign i<isn

n
notdm A, cu B = (bij);cicn, atunci byj = 5 ainduj = aij. Deci Al = A. fn mod
i<isn =1
analog se aratll ¢l 1,4 = A.

Obscrvagie. Am vizut cd dacd 4, B e _fi,(0), atunei are sens sd fucem produsele 4B
si BA. In general, cele doui matrice sint distincte, adicd AB # BA. intr-adevir,

. 1 0 : 1 1 . s 2 0
fie 4 = si B =( ; atunci AB = si BA = . Se observa
10 00 1 1) 0 0

¢l AB = BA.
3) Inmultirea cu scalari a mairicelor. Fie A = (a;;)i1gicm © matrice de tipul
igign
| (m, n) si @ un numir complex. Definim matricea B = (b;;Jicigm de tipul

I<isn
(m, n) ale cirei elemente sint date de egalititile: b;; = aay; oricare ar fi
i=1,2, ..., m i j =1, 2, ..., n. Matricea B se numeste produsul dintre
numdrul a (sau scalarul @) si matricea A 5 se noteazi B = aA. Operatia
| prin care oricirui element a & € si oricirui element A € M, »(C) 1i se asociazi
produsul a4 se numeste inmultirea cu scalari (la stinga).
Observafii. 1) Se numeste inmulfirea cu scalari la stinga decarece produsul dintre ¢ & €
si matricea A se noteazii ad, adicd a se scrie la stinga lui 4.
2) Observiim c#i dacd e e € si A este o matrice de tipul (m, n), atunci a4
este de tipul (m, n).

, , 1 -2
Exemplu. Fie a = 351 4 = (

2
3 —6 0
aA=( ]
6 —3 9

Proprietitile inmuliirii cu scalari a matricelor

1° Dacd A € M,,n(C), atunci 1- 4 = A.
2° Dacd A & Mpa(C) 81 a, b € €, atunci (a + b)A = ad + bA.
3° Dacd A & Mpa(C) 81 a, b & C, atunci (ab)A = a(bA).
4° Dacid A, B & M,,x(C) si ¢ = C, atunci a(4 + B) = ad + aB.
5° Dacd A € Mpyn(C), BE Mpp(C) si a & €, atunci a(AB) = (ed)B =
= A(aeB).
Cele cinei proprietitl se demonstreaza fird nici o dificultate; verificarea
lor o l3sim ca exercitiu.

0
3) care este o matrice de tipul (2, 3). Avem
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4. Transpusa unei matrice. Fie 4

= (@;;)1gigm 0 matrice de tipul (m, n).
i<isn
Matricea ‘A = ('ap;)igrgn unde ‘fay —
t<iSm
I =1, 2, ..., m se numeste transpusa mairicei A.

Se observa ci 'A este o matrice de tipul (n, m) §i se obtine din A4 luind
liniile, respectiv coloanele, lui A drept coloane, respectiv linii, pentru ‘A4
(mai precis prima linie a matricei ‘4 este prima coloand a matricei 4, a
doua linie a lui ‘A este a doua coloana a lui A s.a.m.d.).

L)

ay, pentru orice k=1, 2, ..., n;

k

g
@

In particular, dacii A este o matrice pitratici de ordinul n, atunci trans-
pusa sa ‘A este de asemenea o matrice péitratici de ordinul n. Dacid k = I
atunci 'y = ap $i deci diagonala principald a matricei 'A este aceeasi
cu diagonala principald a matricei A.

Ezemple. 1) Fie A:(ﬁi i _2]; matricea A esle de tipul (2, 3). Transpusa
rl —1
acestei matrice este (4 = | 2 0
3 -1
A2 3 4 4 P
2) Dacd A =10 1 —1 | atunci transpusa !4 este matriceatd =2 1 9
12 —2, 3—1 -2

Urmdétoarele proprietiti se verifici fard nici o dificultate. Demeonstrarea lor o
13s3m ca exercifiu:

1° Dacd 4, B & _Mm,n (C), atunci

A + B) =14 4 B.
2° Daci A e _ﬁlﬂ;,n(c) $i B e J}in,p(e), atunci

HAB) = tBlA
3° Daci 4 & Mlm,n(C) §i a = C, atunci
tad) = alA.
T 0 8
1. Fie A = 5 71: B = 6 ‘.’.) 54 se calculeze 4 + B.
6 —2 —4 2
—1 4 1 2 0 1
2. Fie A = 0 3 1§; B={1 0 2. S8 se calculeze:

—2 2 =1 1, 1 4y
a} A + B, AB i BA.
b) A%, B* i A® — B2,
¢) AB — BA.
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4.

b

6.

8.

10.

1.

12.

13,

14.

16.

B

. Dacid 4, B = _jJ»(0) sii se arate ci egalitatea AB — BA = I, este imposibild.

Dact A, B e fia (U) si AB = BA si se arate ci are loc egalitatea:
Al — BR = (A — B)(Ak + AW2B 4 AWSB? .. 4 ABK? | B,
oricare ar fi k > 0.

el
)e (@), 8i se determine toate matricele X e (@) astiel

j |
Fie 4 = (
2
incit: AX = XA.

cos ¢ —sin @
Fie 4 :( ) . 54 se calculeze A%(n > 1).

sin @ cos ¢

a b
Dacd A :( ) = _fifs(C), atunci A verifich ecuatia:
c d

x? — (a + d)z + (ad — be)I, = 0.

1 0 2
Fie A= 2 1 —1 | & _fi,(Q). Daci f(z) = z* 4 8z + I, si se calculeze f(4).
3 —1 3

1 0
Fie A = ( ) e _ji. (Z), si se determine A%(n 2= 1).
1 A '

84 se determine 4 e _fj,(R) asifel incit:
a) A* = 1I,,
b) 4% = 0.

84 se determine z, ¥, z, ¥, v, w, dacd se cunoagte cd avem egalitatea:

z —2y 3z i —2 2 5 —2 18
2 4 3 ) = .
—3 2 —4 u v —3w 3 -5 -—i1

54 se determine matricea X din ecuajia:

2 -3 1 3 —3 6
3x+(—a 2l =9 7 44| —9 3
2 -3 -2 6 3 0
Sd se determine z gi y, dacl avem:
poa 2 Beisk =1 2 0 4 1 5y 3z —10
m(ﬂ'l 3 —2 21 + v 1 -2 1 3}|={—-1 5 —4& 6y |-
3 1 —& =1 2 1. 2 44 &13 5 —h4y —1)

54 se calculeze suma:

A4 kK OE
(--1 2 3 Kk+1)

Dacit o este o rédiicind a ecuatiei 2® + x + 1 = 0, 58 se calculeze suma:

T mk mzh m’k
= | (m“‘ wht m’k)

=1
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16. S4 se determine valorile lui # & R pentru care avem:
2 sin? z sin? 23) 1 1
( tg ¢ cos 2z (1 0)

1 ’12)
Xz = :
(—f. 1

X fiind o matrice pitrati de ordinul doi cu elemente numere reale.
0 n

17. 54 se rezolve ecuatia:

a 0

18. Se consideri A4 *( ] Se cere An,

19. Fie A o matrice patraticd de ordinul doi. Dacd A? = 0, atunci suma elementelor de
pe diagonala principald a matricei A este egald cu zero.

a b
20. 53 se arate cil existd o infinitate de matrice A ( ) care verifici egalitatea
¢ d

A*=1I,5ia,b,¢,d = 4.

a b
21, Fie M mul{imea matricelor pitrate de ordinul doi de forma (b ), unde a, beR.

Definim functia

) a b
f:C— i, f(a+lb)=( ]
—b a
B4 se arate cii: a) f este bijectivi;

b) oricare ar fi z, 2 = € au loc egalititile

flz + 2') = f{z) + f(z'),
flaz’) = f(z)f(2’).
a b

22, Fie matricea 4 = ( ) a_s_tfe] incit 0 < a® - 1% < 1.

—-b a
ap by
a) S se arate cd matricea 4An este de forma .
—bp, an
b) 84 se demonstreze ci girurile a, si b, sint convergente si au limita zero.

23. S# notim cu A multimea tuturor matricelor de tipul (m, n) in care toate elementele
sint numerele -1 sau —1 si astfel incit produsul numerelor din fiecare linie si din
fiecare coloand si fie —1. 84 se calculeze numdrul elementelor mulfimii .

24, S& se calculeze suma

i(cos ke sin km)

c¢os? ko sin? ka,

h=1




CAPITOLUL Ul

1. Determinanfi de ordinul 2 gi 3. Fie sistemul de doud ecuatii liniare cu
! doud necunoscute :
i a11%1 + a1a%y = by, 1
| g (1}
(p1%1 + (e = D3
|  S& notdm cu A matricea coeficientilor sistemului (1), adica
A e (au ﬂ-m}
|
‘ (g1 Oag
A este o matrice pitraticd de ordinul doi.

Rezolvarea sistemului (1) este bine cunoscubti. Aplicind metoda reducerii
obtinem sistemul echivalent
I (a110022 — G19821) %y = b1@az — @1aba,
(a110as — Q19021) %5 = anubs — bias;.
Presupunem cd ajiass — diafay # 03 atunci solutia sistemului (1) este

z, = bysy — ayshy , Ty = izlbzﬁ— byas i (2)
G103z = Q1909 O110g3 — Tyl
Se observid cd numitorul din egalititile (2) se exprima simplu: el este egal cu
produsul elementelor de pe diagonala principali a matricei A din care se
scade produsul elementelor de pe diagonala secundard a matricei A.
Acest numir il notim eu det A gi il numim determinantul matricei A, sau
inecd, determinani de ordinul doi (deoarece matricea A este de ordinul doi).

Acest numir se noteazid de obicei gi asifel:

1 Oz

91 Oag
Deci avem egalitatea

ay Cag|
= Qiilgy — A1023-

gy dag
Produsele aj100p, @004 se numesc lermenii deferminanfului de ordinul doi.
1 2 1 2

4 5

Ezemplu. Fie matricea A =[ } Avem det 4 =|

ﬁ'=1-5-—4-2=—3.
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54 revenim la formulele (2) care dau solutiile sistemului (1). Se observa
cd numdraterul formulei care di valoarea luj z; este tot un determinant de
ordinul doi, §i anume determinantul matricei

by ay,
Al = ( )-
by g,
Aceastd matrice se obtine din A4 inloeuind prima coloand a matricei 4 cu

coloana formati din elementele b. si by. Analog, numéritorul formulei care
dé valoarea lui z, este un determinant de ordinul doi, gi anume determinantul

matricei
o ("311 bi) .
azp by

Deci formulele (2) se pol rescrie sub forma

bl Gig

Y Oy
bz don Qoy bz
e R e e e L - (3)
[@n  ai On
lam Tas g1 dgg

Formulele (3) poartd denumirea de formulele lui Cramer.

Sd considerim acum un sistem de trei ecuatii liniare cu trei necunoscute,

@171 + d19%y + @375 = by, p
Un1%1 + Aoy + dgay = ba, (4)
U31%1 -+ G39%s + ag323 = by

si 88 notdm cu 4 matricea coelicientilor, adici

A3 Q13 Qg
A =\|ay ay oz §°
gy @gy (a3
Rezolvarea sistemului (4) o vom fac

e prin metoda reducerii. Daci inmuliim
prima ecuatie din (4) eu as3 s1 a dou

4 CU —ayg 1 le aduniéim, obfinem ecualia
(@11095 — A31013) Ty -+ (@953 — Qg3013) %z = byagg — b2ays. (5)
Analog, inmultind prima ecuatie cu ggq gi a tr

ela cu —ay; §i apoi adunind,
obtinem ecuatia

(@11033 — @51015)2y + (G29055 — A32013) T2 = bytzg — bgays. (6)

Cu ecuatiile (5) si (6) formim sistemul
{ (@11a05 — any3)T; | (a13025 — Zoalt13) Ty = byagy — baays.
(anag; — U31013) %1 - (@13033 — O32013) %y = byaz; — battas,
care este un sistem de doud ecuatii cu doudl necunoscute. Daci in sistemul (7)
inmultim prima ecuatie cu aipag5 — 3013 81 a doua cu —(@1alas — agyaqs)
$t apoi le adundm obtinem
[(a11a28 — a91015)(a1p055 — A33013)
= (b1azs — 52313)(5513&33

(7)

— (anazs — Ayl (@ ipt sy — Ayalya)]zy =
— Uaglyz) — (biass — 536?13)((512(!23 — flgyty3).




Desfdcind parantezele, avem
(a11@202835 + Q12023031 | @1adndag — (4300908, — Q120321033 — (Iy1095Uge) Ly ==
= blazg(lgg + (I12(123b3 —i— ((lgbaa;)z = ngﬁggbg ) algbgﬂn;q o [)1(123032. (8)
Numadrul care este coeficientul lui 2, in ecuatia (8) il notim cu det A
‘ 1 L
gi il numim determinantul matrice; A, sau incd, determinant de ordinul treg
(deoarece matricea A este o matrice de ordinul trei). Acest numar se noteazi
de obicei gi astfel:
@ diz Gy
gy dog  dpg|
) ) ("31 daz dsas
Deci avem egalitatea

a a a3
11 12 M = (11022033 + Q19la3ds; + A13lpydas —

Qg1 dyp  aag &)
g T G1alaedar — G13021033 — Q11@pallss. ©)

dy; azy  dag3| L
Din (9) se vede cd formula care di valoarea determinantului de ordinul trei
are gase termeni, numiti termenii determinantuini de ordinul Irei.

Ezemplu. Fie matricea

~1 2 '3
A= 4 1 —1].
4 2 3

Aplicind formula (9), avem: det 4 = (—1)-1-3 4L 4-2.844.2. (—=1) —
—4- 13 —(—1)-2.(—1)—4.2.3=-34 2% 813 —2_ 95— —95
Observdm cd formula (9) care di valoarea determinantului de ordinul trei
este greu de tinut minte. Pentru aceasta se stabileste o reguld simpli pentru
calculul determinantului de ordinul trei. Se formeazi urmétorul tablou: se
scriu mai intii liniile matricei A si apoi dedesubt se scrie mai intii prima

linie 5i apoi'a doua linie a matricei 4. In felul acesta se obtine un tablou cu

cinei linii

Go1 A2z dog.

Termenii eu semnul (4) in dezvoltarea determinantului de ordinul trei sint
cel care se obtin prin inmultirea elementelor in sensul sdgetilor continui,
adicd: aq3000a4,, G21@32¢33, G31@12023 1ar termenii cu semnul (—) sint cei care
s¢ oblin prin inmulfirea elementelor in sensul sdgetilor punctate, adica:
“a1da2013, (11032023, (oy(l19ilas.

- Regula expusd mai inainte dupi care se face dezvoltarea determinantului
de ordinul trei se numeste regula lui Sarrus.
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| Exemplu. S4 considerdim malricea

»—1 1 1
| A== 2 1 0
4 3 3
Formim labloul pentru aplicarea regulii lui Sarrus
—1 1 , (‘1

/

3 v

%) 47 3

H . A

i ‘ . ,‘>\,1>\1

i ’ \
i /

' 27 1 Yo

Decidet A= (—1)*1-834+2:81 4 4-1-0—41-1 —(—=1)"3:0—
—21°83=—-34+6—4—6=—7,

ol S& ne reintoarcem la ecuatia (8) care dd valoarea lui z;. Se observi ei
| membrul doi este tot un determinant de ordinul trei si anume este determi-
‘ nantul matricei de ordinul trei care se obtine din matricea 4, matricea coefi-
3 cientilor, prin inlocuirea primei coloane cu coloana termenilor liberi din
& sistemul (4). Deci formula (8) se poate scrie astfel:

;.é Ay Gz 43 by @ a

'i' Qg1 @2 Qgz| Ty = by am  as|*

k 31 -3z da3 bs @z as

Procedind exact asa cum am facut pentru obtinerea ecuatiei (8), avem i
ecuatiile care dau valorile lui z; si z3:

Daci

a11

ag

atunci valorile lul x;, @ si x5 sint:

¥y =

24

by, a1z ais
by @z ass
bs 32 233
a;; @1z 413
ag1 Qg d2g
dg; daz das

@12 di3 a1 bl
Qg Q3| Tp = Ay be
Q32 dgg ay by
12 Qi3 @y a2
Ggp  Ggy| T3 = (a2 o
A3z  d3g gy (1]
a;; Gz dis
@p; @z gz # 0
A3; Qg2 Qaag
ay by a4
233 by 23
dqy by 33
, F2 = y Ly =
(1,11 az 13
dpy  Qgz dgy
as]_ a3z a3

a13
23
33
by
bz *
bs
ay; gz b
2331 2z b
a U3z bg
o - (10)
iy @2 O3
Qg1 Az  dgy
a3y d3z daa




|

Formulele (10) se numesc, de asemenea, formulele lui Cramer de rezolvare
a sistemelor de trei ecuatii liniare cu trei necunoscute. !
2. Definifia determinantului de ordinul . In cele ce urmeazi vom ciuta |
si ddm definitia determinantului unei matrice pitratice de ordinul » in asa (
fel incit pentru n = 2 i n = 3 sé obtinem determinantii de ordinul 2 g 3. 1
In definirea determinantilor de ordinul 2 si 3 am utilizat rezolvarea
. sistemelor de ecuatii liniare. Acest procedeu este greu de folosit pentru cazul
general, datoritd calculelor laborioase care intervin. Noi vom utiliza alti
metodd: analizind formulele care dau determinantii de ordinul 2 si 3, vom
deduce o lege generald prin care vom defini determinantul de ordinul »n. In
capitolul urmétor vom ardta cd formula determinantului de ordinul n, aga
cum o ddm mai jos, ne va permite obtinerea unor formule de tip Cramer
pentru rezolvarea sistemelor de n ecuatii liniare cu n necunoscute.

S8 reamintim formulele determinantilor de ordinul 2 gi 3:

4 G2

Qs dgy
lau A1z Q13

‘ = A1102033 + Q12023031 + @13G21032 — G13asly; —
dgy dgzp  dz3

— Qy221@33 — (11823032.

|

|

= d1122 — G132, ‘

gy gz Qa3 ‘

elemente apartinind la linii gi coloane distincte. In plus, orice astfel de produs
(adicid din elemente apartinind la linii si coloane distincte) este termen in |
formula determinantului respectiv.

Constatim cd termenii determinantilor de ordinul 2 si 3 sint produse de
S& considerdm acum o matrice pitratici de ordinul n !

a3 iz ... Oy }
i
U O Gese Wyl |
| =g 8 U8 Il A€ M (0). |
................ !
Ggy  Ugs +++ Uyy

Vom forma toate produsele posibile de n elemente apartinind la linii i coloane |
distincte. Un astfel de produs este de forma |

@i, Agiy +- Umi, (1)
unde iy, iz ..., ip sint toate elementele multimii {1, 2, ..., n}, eventual,
in altd ordine. Tnseamni c¢i putem considera permutarea de gradul n

1 2 s n)
G =
(il iz DR in
gi deci produsul (1) se scrie

214i,02ig - - + Anip = @4a(1) @2a(2) * * * Inofn)-
Numaérul total al produselor de forma (1) este egal cu numirul tuturor
permutdrilor de grad n, deci n!.
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Tinind cont de formulele determinantilor de ordinul 2 § 3, in mod natural
formula determinantului de ordinul 7 trebuje sd contind toate produsele

@1a(1) B20(2) + + + Anofn),

unde o parcurge toate permutdrile lui S,
apare produsul Q1a(1)@20(2) - - « Anopn)-

S& revenim din nou la formulele determinantilor de ordinul 2 si 3. 8K

luim de exemplu din formula determinantului de ordinul 3 termenii cu semnul

(-F) : 211095035, @12023031) G13031035. Se observil cd permutirile asociate acestor

termeni:
0—123)5--123)0—123)
1_(1 g g 2"’(2 3 1) “-(3 1 92

sint permutiiri pare, deci semnul lor este 1.

Daci luim acum termenii cu semnul (—) : @13022031, (Q1ala1033, dy1da3ys
permutérile asociate acestor termeni:

1 2 3) 1 2% 3 1 2 3)
04 = » O = 3 Og —
(2 1 3 i1 3.2 3 2 1
sint permutdri impare, deci au signatura (semnul) — 1,
Aceste observatii ne sugereazd ¢d in definitia determinantului de or-
dinul n, produsul @o(* "20(2):++ @Ang(n) trebuie s aibd semnul (+) sau (—)

dupd cum permutarea o are signatura (semnul) 4+ 1 say —1.
Acum sintem in misurd sj definim determinantul de ordinul n.

] : Numdrul det A4 = 2_, E"-(d)"-.f-j‘;(“"f}_‘.-,.:-‘] ; no(n), (2)
oES,
inde S, este mulfimea tuturor permutiix

atura permutiirii ¢ ge nu

. Mai rédmine de aflat semnul cu care

O3y dig

det 4 — [%21 Qg
....... |
[Ci’m_ | TR S '

Produsul 2o(1)220(2) - -
ordinul n.

Se obignuiegte g3 se spund des
cd sint elementele, liniile, res
numirul det A se mai notea

© @nan) S€ numeste termen al determinantuly; de

pre elementele, liniile si coloanele matrice; A
pectiv coloanele determinantului det A. Uneori
zd prescurtat si | A | sau |aij|1€§€n.
igign
Observagii. 1) Notiunea de determinant al unei matrice are sens numai pentrn matrice
pétratice. Este deosebire intre matrice gi determinantul siu: matricea este o
funcie, iar determinantul matricej este un numir,

2) In formula determinantului unei matrice existd n! termeni dintre care

! : !
% au gsemnul (), iar 32— au semnonl (),




3) Dacd A = jfi.(R) (respectiv 4 & _g1,,(Q), respectiv 4 < MalZ)), atunci det 4 este un
numir real (respectiv rational, respectiv fntreg).

4) Definijia determinantului se aplici si matricelor de ordinul 1, cind 4 = (ay). In acest
caz det 4 = a,,.

5) Asa cum a fost definit determinantul de ordinul », pentru n = 2 si n = 3 oblinem deter-
minantul de ordinul 2 respectiv 3.

3. Proprietiitile determinan{ilor. Formula determinantului de ordinu! 2
este simpld, formula determinantului de ordinul 3 este deja complicatd. Aici
avem avantajul cd avem o reguld simpli, regula lui Sarrus, care ne permite
sé caleulim destul de ugor un determinant de ordinul 3. Dac# in schimb avem
de calculat determinanti de ordinul » > 4, formula prin care este definit
determinantul de ordinul z, in general este aproape imposibil de aplicat,
datoritd calculelor laborioase ce apar. De exemplu, pentru un determinant
de ordinul 4 avern 4! = 24 termeni in formula sa, pentru n = 5 avem 51=120
termeni de calculat, far pentru » = 10 avem 10! = 3 628 800 termeni de
caleulat. Din aceste motive se cautd si se scoatd in evidentd o serie de pro-
prietéti ale determinantilor de ordinul n, care simplifici de multe ori calculul
determinantilor.

Demonstrajie. Fie A = (aijligign 51t = (t“ij}igi.gn matricea transpusd a lui 4.

i<ign i<ign
Deci ta;; = aj;, oricare ar fi i = 1, 2, ..., n; J =, 9 ey, T ANIETHS
det A =37 ela)ayy)apeq) - - - By (1)
a=s,
det t4 = 3> e (MO ) lgyg) ++ tpey = (D110 0 - Cymyn- (2)
T=8, T8, '

Dacd notém ofi) = k;, atunci i = o~'(k;) si deci produsul

E(G}alm(i)”‘%(?) R S(a]an“(h-l?h,aﬂ“{kzlh. e aﬂ_'(kn]kn

= (G_I)aahl(hl)-hlaa_l(k-?)hi S au—l(hﬂ)hn
deoarece e(o) = e(o~1). Cum numerele f,, kg, ..., ky sint numerele 1, 2, ..., n eventual
in altd ordine, iar inmultirea numerelor este comutativd, atunei
€0)a)g01)020) - Cgqn) = elo~Y)a =311 %ex2)2 * Comin

si deci orice termen din suma (1) se regdseste ca termen in suma (2) si invers. Deci
det A = det t4.

Observatie. 1) Proprietalea 1 se scrie si astfel:

16 @y ... e | fapy @y ... ap |
i
} Gy g ... G |8y ap ng |,
H Soamar e womoniass wasd] 0 e we eees e% YR e 5 |
| i
laru ng ... @Gan l@n @ ... aan|

2) Proprietatea 1 aratd ci ori de cite ori avem o proprietate adeviratd referi-

toare la liniile unui determinant, aceeasi proprictate este adevirati §i peniru -

coloanele determinantului.




T Propr ]

atea 2. Dacd toate elementele uneij

coloane) dintr-o matrice

l sint nule, atunci deferminantul ricei este nul,

I.=

'" Demonsirafie. S3 presupuncm cifi toate elementele de pe linia ¢ sint nule. Cum
4 fiecare termen al delerminantului este un produs de elemente prinire care se giseste gi
E un element de pe linia 7, atunci acest termen este zero. Deci determinantul este zero.
i

| Ezxemplu. Fie matricea

“3 i 2 -1

3

4 A=]0 0 0]~

¥ 3 4

Deoarece linia a 2-a a matricei A are toale elementele nule, det 4 = (.
Proprietatea 3. Dacil intr-o matrice schimbi

m doud linii (au coloane) intre
ele obfinem o matrice care are determinantul egal eu opusul
determinantului matrieei ;

8 Demonstrajie. Fie malricea

LOTE T Tyn

‘ -
| Qi3 Qi Gin (7)
i e W= S R, IEO—
| - ; : -

ajy  Gjp ... agn | (j)
i -----------------

Gay  Onp Ann
|

; Prin schimbarea liniilor ¢ si j intre ele obiinem matricea

aj; @jp ... Gjn| (£

P il N
aiy @ig ... n | (j)
Gny Cnz --- 2an
Avem det A’ = E e(d)@ia)daglz) - - - Gjoli) - - - Qio(f) - - - Gne(n). SA& considerim
(=

transpozifia © = (ij) deci «<(i) =], «(j)=1¢ si «(k) =Fk daci ks i, j. Atunci

det A’ =3 ° e(0)aro(uauols) - - - jofi) - -+ Coli) - -+ Crofa) =

aes,

= E e{o)ayas) () Calgells) - - - Bilor)d) - - - Filor)(i) + + - Enfoxdin)-

seS,
Cum g(a7) = eo)e(r) = —¢(a), avem
det A4’ = — 3" e(oT)aslor)) +-- Gilor)li) -+ jlos)i} -+ Gnloxlin).

a=S,
Cind ¢ parcurge toate permutiirile lui 8y atunci gi or parcurge toate permuiirile lui
Sn; dect dacd notdm ot = o avem
-
det A" = — 21 e(0”)agen(1)2a¢(2) - « - Cnatin)
| L=

st deci det 4" = —detl A.
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1
Fzxemplu. Fie matricea 4 = (—1
2

-2
4). Dacd schimbdm liniile 1 §i 3 intre ole
0

|
w8 v T

1 . 0
obtinem matricea 4’ = 3 4|
1 2 -2

Conform proprietdfii 3, avem det 4’ = —det A, fapt ce se poate verifica si
folosind regula lui Sarrus.

v

L__,_ﬁ_.DemonﬂFdﬁ'e_./ Fie A = (aijligign © matrice pitratici de ordinul » in care
o s e 5 g s s isjsn :

liniile ¢ i j sint identice. Aceasta inseamnd ci air = ¢ pentru orice k=1, 2, ..., n,
Dacd schimbam liniile ¢ si j intre ele obtinem o matrice A’ egali cu 4. Aplicind pro-
prictatea 3, avem ci det A" = —det A. Cum 4 = A’ avem det 4 = det A’ si atunci

det A = — det A; deci det 4 = 0.

1 5 1
Ezemplu. Fie matricea 4 =| —2 6 —2
4 —2 4

care are doud coloane identice {coloana 1 i coloana 3). Deci conform proprietitii
4 avemn det A = 0.

Demonstratie. Fie matricea 4 = (@ij)igign §t fie 4" = (a"43)y cicn Matricea care

: ; ; : v R G igisn < Igisn .
se obfine din A prin tnmulfirea liniei i cu numarul «. Deci avem a’p; = arj pentru r 5

sij=1, 2, ..., nsia'jj = aqy; oricare ar fi j =1, 2, ..., n. Deci
det A’'= E £(9)a"10(1)8"salz) - - - @iali) - - - Cnan) =

asS,
= 2@(6}%(1)%[2) o o (o) - -+ Gipgt) ==
e L= n
= a Z;s(d)a:uh)ﬂzu(z) . Bigi) - .- Gngm) = o det 4.
as n

Deci det 4’ = « det A.
Observajie. Proprietatea 5 se transcrie si astfel (pentru linii):

a1y Qyz Qyn Q3 Gy Qyn
Qgy gz . Qzn gy Qg Qgn
L = a -------------------- .
oa aa; A
i1 i2 i Q3 Qg ain
any Gna . v Ann any Ong Inn

Ezemplu. Fie matricea
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Dac# fnmultim linia a 2-a cu numirul « = 4/2 obfinem matricea

8 3 —1
A ={-1 3 —1
L —2 1

Aplicind proprietatea 5 avem det A’ = % det A, lucru ce se poate verifica si direct
aplicind regula Ini Sarrus. Avem det 4 = 10 gi det 4’ = 5.
lateca 6 . Daed elementele a doud linii (sau eolo:

sint proportienale, atunci deferminantul

Demonstrapie. Fie matricea A = (aij); < 0 care liniile { gi j sint proportionale,
igisn
adici existid un numir « astfel incit aji = «a; oricare ar fi { =1, 2, ..., n. Apli-

cind proprietatea 5 rezultd ci det A este produsul dintre numirul « gi determinantul
unei matrice care are doudi linii egale. Aplicind proprietatea 4 rezulifi ci det A este zero.

Ezemplu. Fie matricea

8§ 2 —1 —3

—3 7 —9 1
A= .

B B e et

2 2

5 8 9 10
Cum linia 1 gilinia a 3-a a matricei 4 sint proporfionale aplicind proprietatea 6
avem det 4 = 0. ' '

lalea 7. Fie A = (a;;)i1gign © malrice piitraticd de ordinul n.
igisn

punem ¢f elementele liniei ; sint
@;; = a;; + ay;, oOrieare ar
Dacii 4', respectiv A, este mai
inlocuind elementele de pe linia ; cu
ai) J =1, 2, ..., n, atunei

det A = det A’ - det

Demonsirafie. Avem:
det 4 = E e(0)@io0)z0(z) - - - Qig(i) + + + Cne(n) = E E(O')dmu]aeu(z] v {aics{i) e
aESn oS,
+ aiu(ﬂ) v Gpgn) = E e(o)eya(1)Ba0(2) - - - Biggi) + - + Cnaln) 4

o=,

+ Z; e(o)aya1)201) - - - a;qi) .. Gpgln) = det A7 4 det 4. #
i

Observagiv. 1) Proprietatea 7 se transcrie si astfel:

@y @ya e Qyn 833 G1a ... Ggn O3y Gz ... Oy
........ P R P RRPR a',,: : = e e
@y + 8y g tay OGn + Gp | =% Gy in |+ 10y oy a

Bp1 Apg Tnn @1 Ong Can Cpy  Cpg Cnn




2) Folosind proprietatea 1 obfinem peniru proprietatea 7 gi varianta pe coloane,
adicd egalitatea:
" 2
Q3 @3 ... G5t aqj ... Ggn
Gy Ggp ... @Ggj-tagji ... &y -
Guy Opz  --. Cpj+ @pj ... fpy
5 2]
Oyy gy agj Qyn G1y  Ohqg a3 @i
__ | %2 CGan azj Tan & dgy  Cap agy Tan
‘ 4 |
Gny COpg ... @nj ... Gpnl Gpy Qg ... Qnuj ... GQpn
Fie A = (aij)jigi_gz o matrice pdtratici. Vom spune ci linia i a ma-
BIER

tricei A este o combinatie liniard de celelalte linii, daci existd numerele
wp,j=1,2, .1 —1, 141, ..., n astlel incit

@35 = Oalyj | doling + oo F %po1@igyj T+ Xa@igag T+ oo T by,
oricare ar fi j = 1, 2, ..., n. Asupra numerelor «; nu se pune nici o conditie,
in sensul ci unele dintre ele pot fi zero. Analog se poate defini ce inseamna
ch 0 coloand j a matricei 4 este combinatie liniard de celelalte coloane.

Exemplu. Fie matricea

1 2 A
A=}-8 3 —10
—2 5 -6

Linia a 2-a a matricei A este combinatie liniard de celelalte doud linii, inir-a-
devir, daci considerim numerele «; = —1 5i o; = 1 se observil ci:
~3 = (—1)*1+1°(—2); 3=(~1)*2+1°5; —10 = (—1)4 4+ 1 (—6).

Demonstrafie. Presupunem ci linia { a matricei 4 este o combinafie liniard de
celelalte linii, Utilizind proprietatea 7, determinantul matricei A este o sumi de deter-
minan{i care au doué linii proporfionale, deci, dupi proprietatea 6, sint zero to{i acesti
determinangi. Prin urmare i determinantul matricei A4 este zero,

Egemplu. S3 considerfm din nou matricea de mai sus

i 2 4
A=|—-38 3 _—10
=8 5 =p

Cum linia a 2%-a este o combinatie liniard de celelalte doud linii, rezultd c&
det 4 = 0.




Demonstrafie, Si presupunem ci 4 = {“fi)lgign si ¢d la linia { adunim ele-
lgisn
mentele liniei j inmulfite cu numirul «. Obiinem astfel o matrice 4° care are aceleagi
linii ca matricea A4, in afard de linia 7, ale cirei elemente sint
air + ey, r=1, 2, ..., n.

Folosind proprietatea 7, determinantul matricei 4’ este suma a doi determinanii
dintre care unul este determinaniul matricei 4 gi al doilea determinant este deter-
minantul unei matrice care are doud linii proportionale, Conform proprietdtii 6 acest
al doilea determinant este nul. Prin urmare, det A’ = det 4.

Observatie. Proprietatea 9 se transcrie astiel (pentru linii):

@33 yy Qi Oy1 Oy Tin

()) len + eaj ey + aaj, e T ‘L’-u iy ... ﬂip;
- — .‘.lj.l ....... ;t:;,a ......... | ..... am P ah : Q“ : .‘ -. 3 ajﬂ
4 am ....... : .“.2 ........ ..... a n.ﬂ. - am .E.Li.w. L ‘. ‘. . .(;y;r.'

Obseroafie. Se poate constata cii proprietatea 8 extinde proprietatea 6 si cd proprietitile &
51 2 sint cazuri particulare ale proprietiitii 6. Dar le-am dat datoritd importantei
lor si pentru o refinere mai buni,

Aplicatie. Fie A = {ﬂij)i‘gign o matrice pAtratici. Matricea 4 se numeste anfisimetrici

. Iisn . " . :
dacd aj = — aj; orvicare ar fi i=14,2, ..., n; j=1,2, .., n Dacid i =j obtinem
¢l @ = —ay; §i deci aj = 0. Rezultd ¢l elementele de pe diagonala principali a wunei

matrice antisimetrice sint toate zero.
S# aritdm cd daca 4 este antisimetricd gi n este numdr impar, atunci det 4 = 0.
Matricea A se poate scrie astfel;

0 Qyy Gy ... Ggp

A s 0 Cyy Qan

T Ty —ag 0 agn
—n  —Qy  —Qgy ... O

Inmultind fiecare linie cu —1, obtinem transpusa mafricei 4. Aplicind proprietatea 1 si
proprietatea 5 rezultd ci

Y det 4 = (—1)» det A.
Cum n este impar, atunci
det 4 = — det 4
si deci
det 4 = 0.

4. Interpretarca geometricd a determinan-
s

s
tulni de ordinul 3. Fie u, v, ¢ trei vectori
necoplanari cu originea in punctul O (fig. 1).
Volinnul paralelipipedului construit pe vectorii

— b b

u, @, teste egal cu valoarea absolutd a expresiei

— - -

Fig. 1 (& X u)-7 numitd produs mixt.
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: e
Fie uy, uy, u, — componentele scalare ale vectorului z,
—

Vg, Uy, U, — componentele scalare ale vectorului v,

ag
tyy Ly L, — componentele scalare ale vectorului i

Avem

—h ey — — —

WXV = (Uyy, — wvy)a + (U0 — ux0,)0 + (Uevy — uyvy)c
gi deci

- = —
(X ) - t = te(uyv, — u,vy) + ty(0,00 — uyv;) + 1 (0xvy — Uyvy).
Tinind cont de formula determinantului de ordinul 3, putem scrie:

— = — e Ly %
(uxvwv) -t Uy Uy U,
U Uy U,

Deci volumul paralelipipedului construit pe cei trei vectori este egal cu va-
loarea abscolutd a determinantului

e By b
W, Uy Uy,
Ve Uy U

Ceea ce este interesant, este cid fiecare proprietate a determinantilor are

bl A o . e TP T -
o interpretare geometricd. S& presupunem cd unul dintre vectorii u, » sau ¢

este multiplicat cu un numaér «; atunci volumul paralelipipedului se multi-
plicd cu |« |. Aceastd proprietate este corespondentul proprietitii 5 de la

—_ -

determinanti. Sau, s# presupunem ci existd un numir o« astfel incit v = au.
e

In acest caz vectorii u §i v se suprapun si deci volumul paralelipipedului este

zero, ceea ce rezultd pe de altd parte folosind proprietatea 6.

=y

Dacd unul dintre vectorii ;, 5: 1 este zero, atunci volumul paralelipipe-
dului este zero. Aceastd proprietate geometricd este corespondentul pro-
prietdtii 2 a determinantilor.

Cautafi s& interpretati geometric si celelalte proprietiti ale determinan-
tilor.

5. Caleulul determinaniilor. In cele ce urmeazi vom da un procedeu
prin care calculul unui determinant de ordinul n se reduce la calculul unui
anumit numdr de determinanti de ordinul = — 1.

Fie

Eln (VAT T a‘l'n I
sy dzz ... Qg
d = N
, Apn1 Qpz2 - Ann

un determinant de ordinul 7. Determinantul de ordinul n — 1 care se obtire
suprimind linia ¢ §i coloana j din determinantul d se numeste minorul ele-
mentului a;; $i se noteazd cu d;;. Numadrul

By = ()i
se numegte complementul algebric al elementului g;; in determinantul d.
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Evident, unui determinant de ordinul n i se pot asocia r® minori de
ordinul » — 1 i respectiv n* complementi algebrici.
. Eazemplu. Fie determinantul de ordinul 3
L 1 -1 2

r i=|+ -3 1

2

;“ 0 & 5

t Minorii elementelor din 4 sint tn numir de 9. Acestia sint urmitorii:

I -3 1 2 9 5 LA

|| dy; = s 5 = —19; dyy=| 2 = E; G} 2 =22

b | 0 5 0 &

i d—|—12:—13dn—1 Sty dameds Tl

g n L5 w o 5|~ % 9 0 4 '

1 | —1

i . -1 2 L2 ‘ . 5

| n=| _g 4 =5; dg = 11 =0, dy= _1_,_3 =__2'

; 2 | 2

\f' Complementii algebrici ai elementelor din d sint:

! 8y = (—ﬂ”ldu = —19; 8= (—1)42d,y = '—"g'; By = (““““adla =2;
8 = (—1)241d,, = 13; S = (—1)22dy, =5 ; 8y = (—1)2Pdpy = — 4;
331 = (—'1)3“431 =3; asa — f—i}aﬂdsn =0; 3:3 = (—~1]3+3d33 = —%

Egalitatea (1) poartd denumirea de dezeoltarea determinantului d dupd linia i.
Demonstratie. Vom nota cu S suma
§ = a; 8y + aiadip + ... + ain8in. (2)
34 considerdm termenul ¢;;8;; = (—1)i+ia;;d;; din suma (2). S4 presupunem mai tntti
¢l { = j = 1. In acest caz un termen oarecare din dezvollarea determinantului dyy de
ordinul n — 1 este de forma ol Baky - Qnk,, unde k, Ky, ..., ky sint numerele 2, 3, ..., n,
eventual in altd ordine. Rezultid cd termenul @118iey kg +-- Qnk, ©5te un termen al de-
terminantului . Semnul termenului Gy @ oo Opp provenit din dezvoltarea deter-
3 %3
minantului dj, este egal cu (—1)! unde I este numirul de inversiuni ale permutirii
2 3 ... n
a = °
by kg .. Ry
Deci semnul termenului aje, a, ... e, provenit din produsul a,3,, este
21, 3y NnAp
(=1 (=1)t = (—1).
Pe de altd parte, semnul termenului @1y @ e Gy in dezvoltarea deter-
2 3

minantului d este egal cu (—4)" unde r este numirul de inversiuni ale permutirii

(4 238 .. n ]
Tt = .
1 ky kg ... kn
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Gum ke > 1, k3 > 1, ..., ky > 1, permutérile o gi T auacelasi numir de inversiuni;

deci r = 1. Prin urmare termenul allazkz aak_., e Gpps provenit din produsul a,,8,,

are acelagi semn cu cel provenit din dezvoltarea determinantului d.

Trecem la cazul general. Vom proceda in modul urmiitor: vom schimba liniile si
coloanele n aga fel incit elementul a;; s& vin4 in locul elementului a;; si minorul d4;;
s# rdmind neschimbat. In acest fellinia ; si coloana j devin linia 1 respectiv coloana 1;
linia 1 devine linia 2, linia 2 devine linia 3, ..., linia { — 1 devine linia ¢; coloana 1
devine coloana 2, coloana 2 devine coloana 3, ..., coloana j — 1 devine coloana j.

Determinantul obfinut prin aceste schimbdéri il notdm cu d’. Aplicind proprie-
tatea 3 a determinantilor, avem

d = (—1)i+id’. (3)
in plus dy; = d;;. Dacl @y, g, - Giali_yQit1hi 4 --- Onky €Ste un termen oarecare din
dezvoltarea determinantului d;;, din egalitatea (3) si {inind seam# de prima parte a de-
monstrafiei, rezultd cd semnul termenului (—1)i+:ia1k1a2k2 coe Gigley o @ij@itak; g - Oy
provenit din produsul a;;3;; este acelasi cu cel dat de dezvoltarea determinantului d.
fn concluzie, fiecare termen din produsul a;;8;; luat cu semnul sdn este un termen cu
acelagi semn, al determinantului d. Cum produsul a;;d;; contine (n — 1)! termeni,
atunci tofi termenii care apar in suma (2) sint in numir de (n — 1)ln = nl. Deci in
suma (2) se glisesc tofi termenii (inclusiv semnul) determinantului d. Deci are loc egali-
tatea d = S.

' 3 € " e

|

a3 Q3 Qin

3 T o
t.h:l. 5% .(;i.z. T 3 ain )
any Qng Qnn

care s-a obtinut din d prin inlocuired liniei j cu linia . Cum d’ are dou¥ linii egale
aplicind proprietatea 4 a determinantilor, avem d’ = 0. Dezvoltind determinantul 2’
dup# linia j ﬁ:onform teoremei 1) obt{inem egalitatea ciutaty.

Din proprietatea 1 a determinantilor si teorema 1 obtinem

{'eor ) ) b | de OFf i n, d | @

1 (
| t23 Y2

Egalitatea (1') poartd denumirea de dezvolfarea determinantului d dupd co-

loana j.




Demonstragie. Se aplicd proprietatea 1 a determinantilor §i consecinta 1.

Dupd cum se observi, teorema 1 cit si teorema 2 dan procedee prin care
caleulul unui determinant de ordinul n se reduce la ealeulul unui anumit
numir de determinan{i de ordinul » — 1. Pentru a simplifica calculele, in
aplicalii, vom face dezvoltarea unui determinant dup# acea linie sau coloani
care are cel mai mare numér de elemente egale cu zero. Din aceste motive,
la ecalculul unui determinant vom aplica sistematic cele 9 proprietiti ale
determinantilor pentru ca, pe o anumitd linie sau coloani, si obtinem cit,
mai multe elemente egale cu zero.

Exemple. 1) 84 calculim determinantul de ordinul &:

1 2 —1 [

3 1 A —3
d =

2 0 1 —1

6 —5 & -4

Cum linia a treia confine un element nul vom face dezvoltarea determinantului
dupii linia a treia;

2 —1 4 1 2 4
d=(—1p+1:2 1 & 5| 4 (=131 [3 1 —5 +
—5 & —4 6 —5 —4l
1 —1 |
(=1 (—1) 3 1 &
‘ 6 — A
Calculim primul determinant de ordinul 3:
2 -1 & -3 3 0 -3 0 0] 5 _5
1 & ~5|=| 1 & —5|=|.1 5 ‘—5‘= +3’ . &rxzva
-5 4 —4 | =6 4 —4 -5 —1 —& = =ik

La calculul acestui determinant am procedat astfel: mai intii am adunat linia 3
lalinia 1 si apoi am adunat coloana 1 la coloana 2. In final am dezvoltat deter-
minantul dupd prima linie,

Calculim al doilea determinant

|
ERERE S
‘e —5 qa‘ 6 —5 —4& = =& B =

=7 «(—29) 4+ 318 = —149.
La calculul acestui determinant am adunat mai intii linia 8 la linia 1 si apoi
am ficut dezvoltarea dupi linia 1.
Calculim al treilea determinant:

2 -1 2 1 0 0

1 1 0
3 1 4 | =3 1 72/=|8 =85 7=
6 6 0 6 —17 10

~b 7
l —17 10 l = —50-+119 = 69.

—5 & —5 1




La calculul acestui determinant am procedat astfel: mai intii am adunat
coloana 1 la coloana 3, apoi am fnmultit prima coloani cu —2 i am adunat-o
la coloana a doua. In final, am dezvoltat determinantul dupid prima linie.
Deci valoarea determinantului d este:
d=2-75 — 149 + 69 = 70,
2) 84 calculim determinantul de ordinul 4:
—2 5 0 -1
1 0 3 7
A=l § -t ‘B Bl
2 6 —& 1

Cum coloana a treia contine doud elemente egale cu zero vom face dezvoltarea
dup# aceastd coloani:

B 5 = —2 5 —1]
d—=(—1)3.3| 3 —1 5|4 (=apt-(—g)| 14 o 7/.
2 6 1 3 —1 5
Calculdm primul determinant de ordinul 3:
—2 5 —1 0 11 0
3 5
3 —1 5= 13 —1 5| = —1‘1‘ = 77.
1 2 1
2 6 1 2 6 1

La calculul acestui determinant am adunat linia 3 la prima linie si apoi am
dezvoltat determinantul obfinut dupd prima linie.
Calculdm al doilea determinant:

-2 5 —1] |0 5 13
| 117 1 0
1 0 7Jl=11 0 9|=-5 + 13 —80— 13=67.
3 5 3 —1
3 —1 5| |3 —1

La calculul acestui determinant am inmulfit linia a 2-a cu 2 gi apoi am adunat-o
la prima. In final, am ficut dezvoltarea dupi prima linie. Valoarea determinan-
tului d este

d=(—1)%3+3-77 4 (—1)%3¢ (—4)+67 = —231 4 268 = 37.
3) 83 calculim determinantul




In continuare facem dezvoltarea tot dupi prima linie $i obfinem

agy 0 0
[T 0
d = a5 ¢
@ny  Gpg ... Cnn
Continuind procedeul ca mai sus obfinem in final ca
d = 01185035 ... Gpp.

1. 54 se calculeze determinantii de ordinul doi:
-1 1 —2 1

a b cos o« —sin «
i b ; iood)| H
A 7 8] ) -5 -1 [ °) ) -b al’ ) sin « cos a
) sin @ cos « | f}’ 1 1—}Li~ g)fl/E-H/E 2 -5
sin B cos B|” 1—i 2 | ' 2+ Y3 VI—I’
logyb  log.d . i o 2¢ 2@
Ll oot R B P b owlh, )
logge logpa -1 —w 1 2-8 2=

unde o este o riddcind cubici a unitdtii (w® = 1); «, B sint numere reale.
2. S4 se calculeze determinantii de ordinul 3 folosind regula lui Sarrus:

-1 1 3 0 1 7 0 1 1 a b b
aj| —1 1 2;b)¥21«—'1:c):101;d)bab;
£ 5 —1 3 2 1 11 0 b b a
1 1
e)l1 ® «? unde ® este o ridicind cubicd a unitdii (e = 1);
1 w?
a® ab b ‘ a? 2ab b?
f){8* a* abl; g)| b2 a? 2ab
ab b2 g? J 2ab b2 a?

8. Cu ce semn vor apirea in determinantul de ordinul 5 termenii:
a) @14825013,045055; b) C1al25530010545  C) Gyga5a,0438507

4. In determinantul de ordinul &4, se glisesc termenii urmitori:
a) @130:40530,9; b) 14838330415  C) @yptgyag,a,,7?

6. Cu ce semn apare, in determinantul de ordinul r, produsul elementelor de pe diagonala
principald?

6. Cu ce semn apare, in determinantul de ordinul n, produsul elementelor de pe diagonala
secundary?

7. 54 se scrie tofi termenii care apar in determinantul de ordinul 6 gi care sint de forma
15094 AghgTs1 Bgh Tgp- Z
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8. Folosind numai definitia determinangilor

determinanti:
1 0 0 0
0 2 0 0
a)jo o 3 ol; b
0 0 0 n
9. Fied = | a;; ligign
igisn
2, v, 0 8 j=1, 2, .., n, sd se arate cd

10. S se calculeze determinantii:

de ordin n, si se calculeze urmitorii

0 0 1
0 0 0 0
0 0 3 0 0
n 0 - 0 0

unde g;; sint numere complexe. Daci a;; = aj; oricare ar fi (=1,

d este un numdr real.

24 1 1| i 2 3 & -1 2 & 5
1 21 4 2 3 & 1 -1 4 1 2
a) s b) : ¢ [ e
£ 42 AP 8 4 4 2|2 021 -2
11 11 4 1 2 3 £ 3 2 1
-1 0 1 2 144 1) 2 100
—1 3 & 1.2 3 & 1.2 10
d) x e f) :
-1 1 1|7 2 3 & 5|’ 01 2 1
-2 & 1 3 4 5 6 0 0 1 2
—-& 1 2 —2 1
0 3 | 0 a b ¢
0 80 1-5
y| 2 o | R I R T
Bllez —3 o s* M 5 —a o £ L
-1 -1 38 —1 0
-3 —& —5 0 —¢ —e —f 0
0 &0 2 5

11. Si se verifice egalitifile:
a+b b+4+e ¢+4a

a) | a®+b% b A4 c? ¢ 4 a® | = 2abe(a — b)(b — ¢)(c — a);

@+ b b3 L 3 cF 4 ol

a—b—ec 2a 2a
b) 25 b—ec—a 2b = (a + b + ¢)?;
2¢ 2¢ c—a—25b
® y 3

c)|z ¢ & |=(xy+ y3+ zz)(z — y)ly — 3)(z — 2);

Yz zx zy
a® 3al? 3a

d) a? a? + 2a 20 + 1

1 3 3

1
1
e 2a+1 a4 2 1
1

|
I = (a — 1)~




12, 54 se rezolve ecuafia:

a? — x ab ac
ba bt — ¢ be = 0,
ca eb 2 — z

13, S¥ se rezolve ecuatia:

| x 0 -1 1 0
1 = -1 1 0
|1 0 z—1 0 1|_g
o 1 -1 2 1
lo 1 -1 0 z
14, 5S4 se rezolve ecuafia:
z a a a
a z a a
= 0.
a a x a
¢ e a =z
15. 5S4 se calculeze determinantul de ordinul n:
| —1 a a a
a —1 a ... a
a a —1 ale
@ a a -1

Ty Ty Ty '
dis Ty Ty Iy
Ty Iy Ty
stiind cd"z,, =,, =, sint ridicinile ecuatiei z® — 228 + 22 + 17 = 0.
17. S4 se calculeze determinantul
lay, @ =T Ty ‘
d= T2 s Ly &
Ty Xy Ty Ky
Ty T3 Xy Ty
gtiind c# x;, x,, 2, 2, sint ridiicinile ecuatiei #* 4+ pa® + gz + r = 0.
18, 84 se demonstreze prin inducfie dupd n c# determinantul

1 1 A, 1

ay a, o an
a a3 -
att a7t L. an?t

este egal cu H (a; — aj).
igi<ign
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CAPITOLUL 1V

1. Rangul unei mafrice. Sa considerdm o matrice 4 ¢u m linii gi n coloare
cu elemente numere complexe,

au a]_z san aln

A = (g Oy --- G2n - -.ﬂ{m:ﬂ({})’

P I T B ST R )

Am1 Om2 oo Opn

jar & un numir natural, astfel inecit 1 € k < min (m, n) (prin min (m, n)
intelegem cel mai mic dintre numerele m i n).

Dacd in A alegem k linii: i1, ip, ..., i §i k& coloane: ji, ja, ..o, Jiy elemen-
tele care se gisesc la intersectia acestor linii gi coloane formeazd o matrice
patraticd de ordin k:

ailjl ai:jn 1R on aidk
@ig, Qig, «++ Gigp

e JM(C),
Qgpiy  Tipdys -+ Fipjn

al cirei determinant se numeste nunor de ordin k al matricei A.

Observiam ci din matricea 4 se pot obtine CX . Cf minori de ordinul &
ai matricei A.

in continuare ne va interesa si aflim ordinele minorilor nenuli a1 ma-
tricei A §i in special ordinul cel mai mare al acestor minori (nenuli).

S3 considerim A4 # 0,,, 0 matrice cu m linii i n coloane. Cum matri-
cea A are elemente nenule, existd minori nenuli de nn anumit ordin k=1,
Dar mulfimea minorilor matricei A fiind finitd este evident cil existd un
nurndr natural 7, 1 <r< min (m, n), astfel incit sit avemn cel putin un minor de
ordin r nenul, iar toti minorii de ordin mai mare decit r (dacil existd) sd fie ruli.

Daci A este matricea nuld, convenim si spunem cii matricea are rangul 0,
adicd rang (0,,) = 0.




5 i minorii de ordinul r.4 1. (¢ 1 {d) sint nuli,
Demonstrafie. Dacd r este rangul matricei 4, atunci tofi minorii de ordin mai
mare decit r sint nuli; deci si cei de ordin r + 1 sint nuli. Pentru a demonstra reciproca,
este suficient sd observim cd dacl toti minorii de un anumit ordin % ai matricei 4
sint nuli, atunci sint nuli si minorii de ordin & + 1 ai matricei, Intr-adevir, dezvoltind
un minor de ordin & + 1 dupd elementele unei linii (sau unei coloane) obtinem o sumi

de produse, in fiecare produs fiind ca factor un minor de ordinul k& al matricei. Acegtia
{ fiind nuli rezultd cd suma este nuld, adici minorul de ordin % 4 1 este nul.

Exemple. 1) 84 calculdm, rangul matricei
3 2 —5 &
A=1{3 -1 3 —3 |-
3 5 -—13 11
Calculim minorii de ordinul al treilea ai matricei 4 si gisim ci toti sint nuli:

lg 2 —5 3 2 A ’ 3 -5 & 2 —5 &
[3 —1 3|={8 -1 -—3|=l3 3 —3|=|-1 3 —3|=0
{3 5 —13 3 5 1 Is —-13 1 5 —13 11
Deoarece existd minori de ordinul al doilea nenuli, ca de exemplu:
3 2
’3 4 l™ —9 %0
rezultd ci rang 4 = 2,
2) 84 calculdm rangul matricei
11 1 1 1
s 1 2 3 & 1 !
“ 113 6 10 1
1 &4 10 20 1
Calculind minorii de ordinul al patrulea, gfisim c# minorul
1 1 1 1
1 2 3 &
1 3 6 10|=1%#0
[1 4 10 20

este nenul si nu existd minori de ordin mai mare (matricea avind patru linii),
Deci rang B = 4.
Calculul in acest mod al rangului unei matrice este in general anevo-
108, Vom da ulterior un mod de calcul mult mai simplu al rangului.
Vom expune acum un rezultat util pentru unele consideratii asupra
rangului produsului a doud matrice.



Demonstratie. Fie A = (@ii)iciem $1 B = (bij)ygigncele doud matrice. Atunoi

) isisn Iiss
produsul ler se scrie:
n L kg
E @yhbhy 2 aynbn, E’ aypbhs
h=1 h=1 h=1

n n n
E @mhbhy 2 Empbps .. Eﬂ-mhbhs
h=1 =1

h=1
B4 considerim un minnr § de ordin k al matricei AR, situat la interseclia liniilor
Ly Loy eoey By $l coloanelor Jh J2s vees Jke

n n n
. ; oW
Zai,hbhj, E aihbnj, ... 2, Gihbhj 1
ry| h=1 =1
n n n
Z aihbhj, 2 aihbhj, ... ) aiahbhjk
8 = | §=i h=h =1

n n
;1 aikhbhjl ; aikhbhj‘ s Z aikhbmp_

Deoarece fiecare element al lui 8§ este suma a n termeni, § se poate descompune,
folosind proprietatea 7 din Cap. III, pet. 3, intr-o sumi de nf minori de forma:

{aihbhig,  @ihbhg, L i, bp, j,
Gihbhig,  @ihbhg, . aip b |
.................................... |

‘ a‘.khlbh.ljl aihhzbhﬂ: z,’hi hf‘-‘l'ik‘

@ih, aih, Chlhh

.| aih aih aih

= bnibhij, . bad | o Tk
a; a5 a;

thl zhh“ Lkhfc

Deci 8 este o combinatie liniard de minori de ordinul % ai matricei A4, _
Analog se aratii cd 8 este o combinatie liniar# de minori de ordinul % ai matricei B,

Din aceastd teoremd se deduce nrmitoarea:
Consecinjd. Rangul predusului a dous matrice esfe mai mic sau egal en
rangul fiecdrei matrice.

Demonstragic. Intr-adevir, fie 4 si B doud matrice astfel incit s putem efectua
produsul AB, si sd presupunem cii toi minorii de ordin % ai Iui 4 {sau ai lui )
sint nuli. Conform teoremei precedente rezulti eff minorii de ordin & ai matricei 4R,
care sint combinatii liniare de minorii de ordin % ai matricei 4 (sau ai matricei B)
sint, de asemenea, nuli, Dupd definitia rangului unei matrice, rezulti deci ci:
rang (AB) < rang A si rang (AB) < rang B.

Observatie. Nu existd o relatie bine determinatii intre rangurile factorilor si rangul pro-
dusului de matrice, dupd cum se poate vedea din exemplele urmitoare:

0 0 2 0 0 0

(4 0) (0 0] - (8 0)’

2 0 0 0 0 0

(0 o} {4 o)m(o 0}'
In aceste dou# exemple in care se inmultesc matrice de rang 4, produsul
este, in primul caz, de rang 1, iar in cazul al doilea de rang 0.




2. Matrice inversabile. O matrice patraticid se numeste singulard (sau
degeneratd) dacd determinantul siu este nul, si se numeste nesingulard (sau
nedegeneratd) dacd determinantul siu este nenul.

Amintim cd am notat cu [, matricea unitate de ordin n, adici matricea
pétraticd cu n linii §i n coloane: "

1 @ w Q
I,— g 41 ... G}
0 0 ... 1
Matricea I,, comuté cu orice matrice A de acelasi ordin cu ea; mai mult:

AL, = I, A= A. (1)

Definitie. Fie A

d=a

Matricea B se numeste inperse matricei 4.
Observdm, de asemenea, cd si A este inversa lui B.

I'eorema 1. Inver unei m

Demonstrafie. Fie A o matrice pétraticd de ordin n. 84 presupunem ci B si B’
sint doud matrice de ordin n, astfel incit
AB=BA=1,5 AB' = B'A = I,
Folosind asociativitatea produsului de matrice, avem
B’ = B'l, = B'(AB) = (B’A)B = 1,B = B:
deci B =B’
Notaiie. Inversa matricei A, daci existd, se noteazd cu AL
Din relatia
AA7Y = A714 =1,
rezultd cd (A1 = A.
In continuare vom studia problema existentei inversei unei matrice
nitratice date. Mai intii demonstrim urmétoarea

Demonsirajie. S& presupunem ci A este o matrice inversabild de ordin n;
atunci existd A~ astfel inecit:

AAS = [ (2)
(I, este matricea unitate de ordin n).

Este evident cd rang I,= n. Conform consecintei din paragraful pre-
cedent avem cid rang (4A™') < rang A. Cum rang (4A™") =rang I,= n,
rezultd cd n < rang A si deci rang A = n. Asadar, ordinul celui mai mare
minor nenul al lui 4 este n, acesta fiind tocmai det 4. Deci det A s 0, adica
A este nesingulard.

Reciproe, dacd A este o matrice nesingulard, adici d = det A # 0,
demonstridm cd ea este inversabild, construind electiv inversa sa.
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Definim mai intii o matrice ajutitoare. Dacd A este matricea de ordin n:

@y 4dizg .- Q1p
A1 dg a
A s 1 2 2n
) Qn1 dp2 Ann
atunci matricea
Ay An Ay |
A A Ane

................

al cirei element apartinind liniei j §i coloanei i este complementul algebric
al elementului a;; din matricea A, se numegte matricea adjunctd mairicei A.
S& calculdm produsele AA* gi A*A. Folosind formula de dezvoltare a
unui determinant dup# elementele uneia dintre linii (sau coloane), cit gi faptul
cd suma produselor dintre elementele unei linii (sau coloane) a unui deter-
minant §i complementii algebrici ai elementelor corespunzitoare ale altei linii
(sau coloane) este nuld (vezi, Cap. III, pet. 5, consecinta 1), obtinem:

d 0 0 .. 0O
adrmara=|0 00 00 ® |
| 00 0 d |
unde d este determinantul matricei A. Impértind prin d egalitétile (3), se
obtine:
g O 0 «» 0 1 0 0 0
1 1 110 4 0 0 01 0 0
algar)=(gas)a=3 2 0 g PP |

1 1 :
Agadar, A [E A* ) = (E A*] A = I, si deci A este inversabili. |

1
Avem A~' = A*, sau explicit |

’An An An:\
d d d
A= ¢ d d R |
Am Am Ann
l 4 7 4

Deci inversa unei matrice nesingulare A se obtine impé&rtind elementele
matricei adjuncte A* prin d = det A.
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Ubserpapii. 1) Dacd 4 este o matrice nesingulari, deci inversabild, atunci 4-2 este, de
asemenea, inversabild ({4~ = 4) si deci nesingulari.
2) Dacit 4 esle o matrice nesingulard, atunci matricea sa adjunctd 4% este

nesingulari,
Intr-adevir, daci A este o matrice de ordin n, nesingulard, avem relatia
d 0 0 ... 0O
04 0 ... 0
AA¥ = 424 = . {4)
0 0 0 .. @&

unde d = det 4 5i A% este matricea adjuncti.

Este suficient sd observiim c# rangul matricei din dreapta egalitdtilor (&)
este n gi, ca in teorema precedents, rezultd cX rang A* = n, adich det 4* # 0.
3) Dacih 4 = _ff (@) (respectiv M,(R) cu det A s 0, atunci 42 e I,(Q)
(respectiv gy, (R)).

Exzemplu. Fie matricea

2 2 3
= 1 -1 A4
—1 2 1
Calculim determinantul s#u si obfinem
2 2 3
1 —1 1|=—17s0.
—1 2 1
Determinantnl sfu fiind nenul, matricea A este inversabili. Avem
A!.!. ARI AS!
A*=1{ A4, Agg Agy |-
Ay Ay Ay

84 calculim 435, 1 < £, j < 3. De exemply,

Ay = (—1)#1

-1
2 1‘_ !

2 3
Ay = (-1} 2 ¢ r = l4;
s.a.m.d.
-3 A 5
Deci A* =] -2 5 1 | gi astfel
W0 | —6 —4
8. & & 3 & 5
-7 -7 ) 7 -7 7
a2l LB 4 | F o5 8 4i
—3 -7 =7 7 7 7
1 e — 1 6 A
T ~ 4 Fl F}
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Observatit,

1) In exemplul precedent matricea Ae M [Z) are ca elemente numere
intregi, iar elementele lui A-! nu sint numere intregi, adici 4 nu este inver.
sabili in _ﬂza(Z).

Este evident cl, daci Ae g, (Z)sidet A=+ 1, atunci A—leﬂn(Z}j
adicd 4 este inversabild in g/, (Z).
2) Fie A si B dou# matrice pitratice de ordin n astfel incit A4 s# fie nesingulari
(deci existd 4-1). 84 considerdm ecuatiile matriceale:

AX =B, TYA=B. (5)

Inmulfind prima ecuatie la stinga cu A-! sipea doua la dreapta cu A,
se obtine:

AYAX)= AB, (YA)A™l= BA™.
Folosind asociativitatea inmuliirii matricelor, rezulti
X=A"B §i ¥ = BA™.
fn general, solutiile ecuatiilor (5) sint matrice distincte, deoarece inmul-

tirea matricelor nu este comutativi.
De exemplu, fie matricele

3/5y (1 —t
a=(2/5m=( )

Matricea A este nesingulard, avind determinantul 1.
Deci existd matricea A-1, care este

2 —5
-1 5
4 (-—1 3]

Solutiile ecuafiilor matriceale:
AX=B si YA=1HB
sint deci, respectiv, matricele:

o T 3 =03 SIE 0
N R R (e | e ]

54 se calculeze rangurile matricelor:

2
1
a}[s
1
2.a) |4
3
3
&
8. a)
2
3

5 1 2 < - §
;h)l ;c)[ , ae C.
15 6 5) 2 o
" 1 -2 3
2 2 & ( 1 2 —1
5 8 10 b)212 1 3 0 C
3 ;C“‘ ) e
: 5 2 & ) =
1 2 2 3
\3 —6 9 ®
2 —1 2 0 1.0 1.0 3 03 0 3
1 0 —3 0 110 0 0 2.0 2 0
;  b) g
- 1 1 1 011 0 3 2 0 3 2
1, & =3 4 00 1 1 0 2 0 2 0
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3 2 0 1 4 5 4 2 2 3
—1 5 2 3 5 1 0 3 -3 1
4, a} ) b)
6 —12 3 —~7 —8 1 -1 -1 & -1
10 2 7 i 10 3 4 3 —2 -9
i 1 1
{a: @y am
5. as al ag, > unde m < n, iar e, a, ..., ay sint numere diferite
ia’;—’ e ?;;'—1

intre ele doud cite doud.
6. Sa se afle valorile posibile ale rangului matricei

0 0 S 0 tin

0 0 S 0 [
-------------------------------- ?
0 0 0 Ty
Omy Omy ... Gmn-1  @ma

unde ain(l < i < m) §i ami{l < j < n) sint numere oarecare,
7. 54 se afle valorile Iui ae(, pentru care matricea

2 1 1 3
3 2 —1 &
o 3 5 —3
7 —5 3 1

are rangul minim.
8. 54 se calculeze rangul makricei

2 o« —2 2
4 —1 2% 5
2 10 =12 1

pentru diferite valori ale Iui « = C.
Y. 54 seo demonstreze cii rangul unei matrice nu se schimbd daci:
a) se transpune matricea;
b) se inmuliesc elementele unei linii sau unei coloane cu un numir nenul;
¢) se permutd intre cle doud linii (coloane);
d) se adaugd la elementele unei linii {coloane) elementele corespunzitoare ale altei linii
(coloane) fnmulfite cu un numir oarecare.
S8 se afle dacd matricele urmitoare sint inversabile gl In caz afirmativ 54 se giseascy
inversele lor:

1 2 3 &4 cosee — sin @
10. ¢ b : . .
% [3 4) }[5 6} C){smu cO0S oc)
a b a b
i. 2 i .. d=R.
11 a}(c d} )(—b a] unde @ b. ¢ R
1 1 1 1 -1 2 2 2 3
12.a)|1 2 3}, b 3 2 1] o 1 —1 0}, unde & = R.
: 6 -1 0 1 —14 2 a




r 1 1 1 y | \ 1 2 -1 3
. 1 1 =1 -1 0 1 2 —5
. a b
. ) 1 —1 1 —1 ) 00 1 -3
Li -1 -1 1 J 00 0 1
1 1 1 1 0 1 1 1
A1
1 0 1 1. 1 0 1 1
14. a) - ; b) ; ¢t A 1], unde 21 eC.
1 1 0 1 1 1 0 1 1 1
ki 1 1 0 Li 11 0
16, Fie matricele:
2 3 5 -2 1 3
A = 5 0 1) si B= 0 & —3]-
-1 2 3 2, 5 0
S4 se calculeze:
24 — 2B; AB; B™; B 4 B\

16. S4 se afle cum se modificd inversa A—* a matricei 4, daci asupra lui 4 se efectueazil ‘
una dintre transformirile:

a) se permutd intre ele doud linii (coloane); ;
b} se inmulfesc elementele unei linii {coloane) cu un numir nenul;

c) se adaugi la elementele unei linii (coloane) elementele corespunzitoare ale alte ‘
linii (coloane) inmulfite cu un numir oarecare.
|

17. Fie A si B matrice inversabile de acelagi ordin. 84 se arate cd urmitoarele egalititi
sint echivalente:

AB = BA; AB*=B"1A4; A B= BA™; A B1= B-1 471,

S4 se rezolve urmitoarele ecuajii matriceale:

ot )x=(3 ) w7 (1Y
(3 P =) |

-1

2 3 -1 5 3 |
20. x| o 12|=] 21 —1}. |
1 2 4 ~§, & ~5 ' l
1111 1 2 3 4 '!
001 4 1 0123W |
21'0011)=0012' !;
00 0 1 oooa} |
2 2 3 1 2 —3 0 —1 -1 |

22, | 14 —1 olxJo 1 2)l=(0o 1 1}

-1 2 1 00 1 0 0 1,
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CAPITOLUL V

Sisteme de ecuatii liniare

1. Nofiuni generale. In acest capitol ne vom ocupa de sistemele de ecua;n
algebrice de gradul intii cu mai multe necunoscute sau, aga cum li se mai
spune de obicei, sistemele de ecuatii liniare.

Studiul acestora este foarte important pentru matematicd. Spre deose-
bire de clasele antericare, vom studia acum sistemele cu un numir oarecare
de ecuatii §i de necunoscute, chiar si cazurile cind numdirul de ecuatii ale
sistemului nu va fi egal cu numdrul necunoscutelor.

Fie dat un sistem de m ecuatii cu n necunoscute. Convenim si notim
necunoscutele prin: zy, g, ..., T, coeficientul cu care apare necunoscuta z;
din ecuatia a i-a prin: a;;, iar membrul al doilea (numit termenul liber) din
ecuatia a i-a prin b;. Cu aceste notatii, sistemul de ecuatii liniare se scrie
sub forma generala:

an® + @iz + ... + @Zn = by,
anZ1 + @2Zs + ..o T A2aTp = by,
Q1 T1 +a ma¥a e By T = b

Sistemul (1) poate fi scris condensat sub forma:
Za i = by 1 < (1"

Coeficientii necunoscutelor formeaza o matrice cu m linii gi n coloane:

(1)

a11 /5T een Ay,
o1 Aoy Aoy

4 = (2)
aml am2 vaw amn

numitd matricea coeficienfilor sistemului sauw, simplu, matricea sistemului.
Matricea cu m linii i » + 1 coloane

a1 Qiz ... Q1p b]_
fi il Gyy oz ... lyp bg
Bt Oy o mm B
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cdre se obfine adiugind la coloanele matricei A coloana termenilor liberi
by, bay -.vy by, e numeste matricea extinsd a sistemului.
Un sistem de numere ay, &y, ..., %, se numeste solufie a sistemului (1),
daci inlocuind necunoscutele z;, Z,, ..., @, respectiv prin aceste numere,
toate ecuafiile acestui sistem sint verificate, adicd
n
E a5 = by, 1<i<m.
5=1
Un sistem de ecuatii care nu are solutii se numeste incompatibil.
Asa este, de exemplu, sistemul:
3.751 + Sy = 2,
{33)1 + 5xy = 9. i
Deoarece primii membri ai celor doud ecuatii ale sistemului sint aceiasi,
jar membrii ai doilea sint diferiti intre ei, este evident ci nici un sistem de |
valori ce inlocuiesc necunoscutele z;, @ nu poate satisface simultan ambele ‘
ecuatii. ‘i
Un sistem de ecuatii liniare care are cel pufin o solutie se numegte com- L
patibil. Un sistem compatibil se numegte delerminat dacd are o singurd solutie, |
si se numeste nedeferminat dacd are mai mult decit o solutie. “
Astfel, sistemul ‘
1 + 33’)2 = 71
| { 14 23 =5
este determinat, deoarece are solutia z; = 4, x» = 1 §i aceasta este singura
solutie a sistemului.

Sistemul
2z — 23 =1,
{ by —2xe =2
este nedeterminat, deoarece are mai multe solutii (chiar o mulfime infinitd |
de solutii) x; = k, @z = 2k — 1 , k fiind un numdr arbitrar. ) (3) 1

multime de solutii a sistemului.

In legiturad cu sistemele de ecuatii liniare ne punem problema stabilirii
unor metode care si ne permitd si decidem dacd un sistem de ecuafii dat
este compatibil sau nu, iar in cazul in care este compatibil, sd putem spune
dacd este determinat sau nu, si si dim procedee de giisire a tuturor solutiilor

Observim ci solutiile care se obtin din formulele (3) ne dau intreaga |

\

sale. |

2. Regula lui Cramer. La inceput vom relua rezolvarea unui sistem de |

ecuatii liniare de trei ecuatii cu trei necunoscute, expusd in cap. III, pet. 1. ”

S# considerdm sistemul: ‘
a11%1 + @12%z + Q1s%3 = by, ‘

ba, (1)

bs. ‘

@1%1 + Aoals - Aas
@321 + 5%z - A3y

il
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Matricea sistemului este:

a11 iz dgs
A = Qgy gz Qo3 |°
3y Q@32 Az

S8 presupunem c# determinantul d = det, A al matricei A este nenul,

Numérul d = det A se numeste deferminantul sistemului.

Sd notim prin X respectiv B, coloana necunoscutelor, respectiv a
termenilor liberi, adicd

Ty bI
X = T |, B = ba *
T b:]

Numérul coloanelor matricei A fiind egal cu acela al liniilor matricei X,
produsul AX se poate efectua §i este egal cu coloana primilor membri ai
ecuatiilor (1). Astfel, sistemul (1) se poate scrie sub forma unei ecuatii ma-
triceale:

AX = B. (2)

Matricea A fiind nesingulard, existi inversa sa A~'. Inmultind la stinga
ambii membri ai ecuatiei (2) cu A=Y, obtinem A4 X) = A1 B, sau (A1 4) X =
= A B, adicd I3X = A~! B, unde I; este matricea unitate de ordin 3.

In final, obtinem: .

X = A"1B.
Tinind seama de notatiile de mai inainte i de faptul ci

Ay Ay Ay
d d d

Al = |4 An  As
d d d
An  Ayp Ay
d a d

obtinem:

Iy

Ty

T3

A
d

et
d

As
d

Din egalitatea
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matricelor

“5 ]

Ty =

i

sl

1

|

e ale |-

rezultd ci:

(A11by + Apbs + Asnbs),

(A11by + Agibs + Agibs)
(A1gby + Ageby + Asobs)

(A1shy + Aosbe -+ Asgbs)

(Ayeby -+ Ansbs + Agobs),




r s R 1 L el

Ty = - (Aisby + Asabs + Assbs),

d
ceea te putem scrie condensat:

3
Dar éxpresiaz Ayby = Ayby + Agjbs + Agiby reprezintd tocmai dezvol-
1=

tarea, dupé elementele coloanei j, a determinantului care se ob{ine din deter-
minantul &, inlocuind in el coloana j prin coloana B a termenilor liberi. Vom
nota acest determinant prin d;. Atunci:

b]_ ays 13 aqq bl a3 ay; Cia bl
dy = |bs az ass|, ds=|au bz as|, ds=|ay axn baf-
by asx ass as; by ag as; asz bs

Prin urmare, solutia sistemului (1) este:
501:‘%, .‘32:%, m3=%. (3)
Observim ci formulele (3) sint tocmai formulele obtinute in cap. III, pet. 1. U
in concluzie, am obtinut pe altd cale ¢, un sistem de 3 ecuatii cu 3 necu-
noscute, care are determinantul matricei sistemului nenul, este compatibil si
determinat, iar solutia sa este datd de formulele (3), cunoscute sub numele de
formulele lui Cramer.
Vom generaliza acest rezultat pentru sistemele de ecuatii liniare de n
ecuatii cu n necunoscute (care au determinantul sistemului nenul).
Fie sistemul

ani + a1e%s + ... + @Gatn = by, |
@171 + @22%2 + ... + Gen®n = ba, (4) f

An1%1 + Guatz + - + Aun®y = bn,

unde a;, i b;, 1 < i, j < n, sint numere complexe.
Ficind notatii analoage celor de mai inainte, anume:

Ay Qiz .- Qi Ty by 2

__f Q= fog a = €Z . b :

A = 1 2n 5 X = ; .2 " B = .2 |
................ : |

Gpy Qnz -+ Onn Tn ba |

sistemul (4) se poate rescrie sub forma unei ecualii matriceale: |
’ .A.X = B- i

Fie d = det A determinantul sistemului §i dj, 1 < j < n, determinantul \
care se obtine din d prin inlocuirea coloanei j prin coloana B. ‘
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De exemplu,

bl a1z Qg ... Qun a11 b1 (4 TR /% )

dy =|bz @z as; ... G|, dy=|@n b2 am .. amm

#8890 s803s sa aw ss a8 as| | sesssresae e s e s

b" Apg Opz -« Qpp A1 bn‘ Apa oo Oy

g.a.m.d.

Teoremd (Regula lui Cramer). Cu notatiile de mai inainte, dacd 4 = det A
este nenul, atunei sistemul (4) are o solufie unied, anume:

d, d, dy
T = —, Tp == —, erey Ty = — =
1 7 2 d mn g

Demonstratie. Ca si in exemplul considerat mai inainte, sistemul (4) poate fiscris
sub forma unei ecuatii matriceale:

AX = B. (5)

Cum A este nesingulard existi inversa 4—'; inmulfim la stinga ambii membri ai
ecuatiei (5) cu A~ gi obfinem

X = A"B.
Dar
(4n An . Au)
d d d
Aw A | Aw
A7=|d d d
Ain A Awn
| d d d |
si cu notatiile precedente obfinem
{x," ’Au Agy Am‘ [ 41 ! 1 &
T # Cld 72 3
*a Ay Ag Ans ba 1 .2
I -l il § . Ezfmbi
= =le¢i=
Am  Am  Am SV i by
el Va a7 2 Vel \e& 7T
1 n
de unde z; = 7 EAijbi, 1<j<n
i=1 :
n
Dar, avem EAijbi =d; gi deci
i=1
x5=ﬁ,1..<_j..<_n. (6)

d



In concluzie, un sistem de n ecuatii liniare cu r necunoscute,al cirui
determinant este nenul, este compatibil determinat, iar solutia sa este datd
de formulele (6), numite formulele lui Cramer.

Observaie. Daci sistemul (4) are coeficienti numere rationale (respectiv numere reale),
atunci solujiile sale sint rationale (respectiv reale).

Ezemple, 1) Sd rezolviim sistemul de ecuafii liniare
zy + xp + 23 = 1,
az; + bay +cxg =1, (asb, bse, azte)

atz, + bz, + cxy = 17,

Determinantul
1 1 1
d=1|a b c¢|=(b—a)le —a)lc—D>)

a? b? |
al acestui sistem este nenul, solutia este datd de formulele lui Cramer. . .‘
Avem y ‘

1 1 1

dy=1|t b ¢|=(b—1t)c—1t)c—b) M

b e?

si deci

I e k)

d  (b—a)lc—a)

z, i z3 se deduc analog.
2) 84 rezolvim sistemul de ecualii liniare

22 — x5+ 3 — g = 1,
2z; — &y — 3z = 2,

3z, — 3 + T, = —3,
2z, + 2z, — 225 + Sz, = —6. |

Determinantul
2 —1 1 —1
2 —1 0 —3 I
d = = —9
3 0o —1 1

2 2 —2 5

al acestui sistem fiind nenul, solutia este datd de formulele lui Cramer.
Valorile necunoscutelor vor avea la numirdtor determinantii:

1 —1 1 —1 2 1 1 -1
9 —1 0 —3 2 2 0 -3
t -3 0 -1 1 2719 g —1
-6 2 —2 5 g 2p =8 5
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18 <4 1 —1] 2 - 1 1
2 —1 2 ~3 9.4 B 32
da = = —15; dq = = 12.
3 0 —3 1 3 0 —1 -3
2., B.—E b R R
4
Astfel, z; =0, @, = 2, 2, = a:_, 0=—2

este solufia sistemului nostru; mai mult, aceasta este unica solutie.

3. Caleulul rangului unei matrice. Am observat in cap. IV, pet. 1 ci
metoda de calcul a rangului unei matrice (bazatd pe definitia rangului) nece-
sitd, in general, calculul unui numir destul de mare de minori. In cele ce
urmeazd vom ardta cum se poate simplifica considerabil acest calcul.

Am aritat in cap. III, pet. 3, ce intelegem prin faptul e¢d o coloand (res-
pectiv linie) a unei matrice este combinatie liniard de celelalte coloane (res-
pectiv linii) ale matricei.

Fie acum D = | a;], 1 < i, j < n, un determinant, iar A matricea (ay),
1 <17, j < n Dacd o coloani (respectiv linie) a matricei A este combinatie
liniard de celelalte coloane (respectiv linii) ale sale, se obisnuiegte si se spuni:
coloana (respectiy linia) determinantului este combinalie liniard de celelalte
coloane (respectiy linii) ale sale.

Teoremd. Daed d = |ayl, 1 <1, j < k— 1, este un determinant de ordin
k — 1, nenul, iar determinantul D = |a;|, 1 < i, j < &k, care se
obfine prin adiugarea unei linii i a unei coloane (a &t — a) la d este
nul, atunei ultima (a & — a), adici cea adiugati, coloand (respectiv
linie) a Ini D este combinalie liniard de celelalte coloane (respectiv
linii).

Demonstratic. 34 considerim sistemul de ecuatii liniare:

ap® + dp®y + ...+ Gk Ty = agg,

33Ty + Qge®y + ...t G kaTr—y = dok,
(1)
g, 3%y - Oy o®p + oo+ gk By =T,k

de & — 1 ecuatii cu k — 1 necunoscute. Deoarece determinantul sistemului, care este
toemai d, este nenul, rezultd cé sistemul este compatibil determinat.
Exist# deci numerele oy, o, ..., o, astfel incit:

yatty + Gyp0 + o+ Oy feaOf = Aifs
Qg0 T+ Gy + .0 + Gg gty = Gk,

(2)

pyy10y + Cmyyatly + oo T gkl = Gk

Scddem din ultima coloand a lui D combinatia liniard a primelor & — 1 coloane cu
coeficient{il oy, oy, ..., o, i rezulti:

(3 T B Qyyl—y 0
Az A3z Uosk— 0
D = | ajay k152 Ap3,k— 0 =il
kR —1
251 ks Afyly1 Okl — E : Qfejotj

1=1 |



Dezvoltdm determinantul dupi elementele ultimei coloane si obfinem:

h—1
D = d(apy — apjeq) = 0,
,Z;\i ;
Cum d s 0, rezulti:
R-—-1
aye = 2 apjo; = Qpyy b Qs + ...+ Apyhey iy,
Jj=1 .

Aceast relafie, impreun# cu relatiile {2) exprimi faptul ci ultima coloand din D este |

o combinatie liniard a celorlalte & — 4 coloane ale Iui D, cu coeficientii:

Wyy Ggy oiey Of_g. |
Coeficientii ¢y, ap, ..., op_y ai combinatiei liniare din teorema precedentd
gint independenti de linia %, dupd cum rezulti din formulele lui Cramer.

Operatia prin care adiugdm unui determinant o linie i o coloand se nu-
meste, de obicei, bordarea determinantului.

Agadar, dacé borddm determinantul d de ordin X — 4 din teorema pre-
cedentd cu o alté linie gi coloand, astfel ineit determinantul de ordinul % ob-
tinut sd fie nul, atunci, §iin acest caz, ultima coloani (respectiv linie) a acestui I
determinant este combinatie liniard de celelalte coloane (respectiv linii). “

Am demonstrat in cap. III, pet. 3 (proprietatea 8) faptul ca un determi- i
nant care are proprietatea ¢d o coloana (respectiv linie) a sa este combinatie f‘
liniard de celelalte coloane (respectiv linii) este nul. I

Teorema precedentd ne aratd cd este adeviiratd si afirmatia reciproci.
Deci: '

Consecinja 1. Un determinant este nul dacd si numai daed una dintre coloa-
nele (respectiv liniile) sale este combinagie liniard de celelalte
coloane (respectiv linii).

Consecinta 2. Rangul r al unei matrice 4 este egal ¢u numirul maxim de

coloane (respectiv linii) care se pot alege dintre coloanecle

(respectiv liniile) mairicei A, astfel ineit niei una dinire ele

g8 nu fie combinatie liniari a celorlalte.

Astfel, dacd rangul unei matrice 4 cu m linii i n coloane este r, iar D,
este un minor de ordinul r, nenul, coloanele (respectiv liniile) matricei A
cuprinse in D, au proprietatea cd nici una dintre ele nu este combinatie liniara |
de celelalte. Mai mult, dupd cum rezultd din observatia precedentd, fiecare
dintre celelalte » — r coloane (respectiv m — r linii) este combinatie liniara
a coloanelor (respectiv liniilor) lui D,.

Deci numaérul r, care reprezintd rangul matricei A, poate fi gisit dupa
 procedeul prin care ardtdm cd acele coloane (respectiv linii) ale matricei A
care sint cuprinse in D, au proprietatea indicatd in conseeinta 2.

Or, in demonstratie am folosit numai faptul cd toti minorii de ordinul
r -+ 1, care se obtin prin bordarea lui D, cu una dintre liniile §i cu una dintre
coloanele riamase, sint nuli. Nu am folosit faptul cé toti minorii de ordin r 4 1
sint nuli.
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Pentru a calcula rangul unei matrice, trebuie si trecem in mod iterativ
~de la un minor la cei de ordin mai mare, obtinuti prin bordarea cu linii g
coloane dintre cele rimase jn afara minorului considerat.

Astfel, rangul unei matrice se poate calcula in modul urmator:

Fiind datd o mairice nenuld, aceasta are neapdrat un minor de ordinul
intti nenul (putem lua orice element nenul al matricei).

Dacd am gdsit un minor de ordinul k nenul, il borddm pe rind cu elementele
corespunzdtoare ale uneia dintre liniile si uneia dintre coloanele rdmase, obtinind
asifel toti minorii de ordinul k + 1 care-l confin. Dacd tofi acesti minori sint
nuli, rangul matricei este r = k.

Dacd insd cel pulin unul dintre acestia (de ordinul k + 1) este nenul,
atunct rejinem unul dintre ei §i continudm procedeul.

Numirul minorilor de ordin r 4 1 care trebuie considerati este (m — r) -
*(n —r) (in loc de C;f* Cit1), reducindu-se in mod substantial numérul lor.
Obsercagie. In general, numirul {m — r)(rn — r) al minorilor de ordin r 4 1 ce trebuie cal-

culati pentru a stabili c& o matrice are rangul r nu mai poate fi micgorat,

Totusi numérul de calcule necesar pentru A afla rangul unei matrice se poate
reduce in diverse cazuri particulare,

Ezemplu. 84 calculim rangul matricei

2 —1 1 3 &

2 -1 2 1 -2
A= .

2 -3 b 2 -2

0 2 2 —8 —6

Minorul de ordinul 2, care se giiseste la intersectia primelor doui linii gi a pri-
melor dou# coloane, este nul.
Totusi, matricea 4 are minori de ordinul 2 nenuli, de exemplu:

—1 1

d = =—1 0.
o ATt
Minorul de ordinul 3
2 —1 1
d=|2 —1 2|=4=£0,
2 —3 1

care incadreazi minorul € este nenul. Dar cei doi minori de ordinul & care
fncadreazd pe d’ sint nuli:

2 —1 1 2 —1 1 f
2 —1 2 1 2 —1 2 -2
=0, = 0.
2 -3 1 2 =3 1 -2
0 2 2 -3 0 2 2 —6

Deci rangul matricei 4 este 3,
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4. Sisteme de ecuafii liniare. Ne vom ocupa in acest paragraf de studiul
unui sistem oarecare de ecuatii liniare, firid a impuns ca numéarul necunoscu-~
telor i fie egal cu numirul ecuafiilor. Rezultatele obtinute vor fi valabile
§i in cazul in care numirul ecuatiilor este egal cu numérul necunoscutelor,
iar determinantul sistemului este nul, caz care nu a fost studiat pind acum.

Fie un sistem de ecuatii liniare, cu m ecuatii §i 7 necunoscute:
@11% + G12%2 + o+ Gn®p = by

am®y + Gae% + ...+ QapTn = by,

s e s s v s b aswe s % 8 se s a4 v v

Uy 1+ Ap®z 4 oo + QpnTn = by

1

Ne punem mai intii problema compatibilitdfii sistemului (1). Pentru
aceasta, si analizim matricea A a coeficientilor sistemului §i matricea ex-
tinsd A, care se obtine din A completind coloanele sale cu coloana termenilor
liberi ai sistemului (1),

11 (/A1) are Qin a1y iz ... Qyn bl
b
a1 (137 oo a a dgg ... Qon bg
A = 2n . A = 21 .
Gy Omg - Gmn Om1 Cma o Qmn Dy

Este evident ci rang (4) < rang (4), deoarece minorii matricei 4 se gi-
sesc printre minorii matricei A.

Problema compatibilitdtii sistemelor de ecuatii liniare este rezolvata
de urméitoarea teoremdé:

Teoreme lui Kronecker-Capelli. Un sistem de ecuatii liniare (1) este
compatibil daci si numai daed rangul matricei sistemului 4 este egal cu
angul matricei extinse A.

Demonsiratie. S4 presupunem, mai intfi, ci sistemul (1) este compatibil; fie a,,
s, ..., oy 0 Solufie a sa. Deci avem relaiile:

n

Ea,‘jaj =by, 1<l < m. (2)

=1
Dacd rang A = r, am observat mai inainte ci r < rang 4. Pentru a demonstra ci
avem egalitatea rangurilor, este suficient si ardtdm ci orice minor d,4,, de ordin
r 4+ 1, al matricei 4 este nul, Dacd dy:, nu contine coloana termenilor liberi, atunci
este un minor al matricei 4 si prin urmare este nul, decarece rang 4 = r. Daci, insi,
dryy contine coloana termenilor liberi, atunci este de forma:

@i,  Wg, ... @id, bi,
EI L A Liydy bi, |,
rt1
Tipyrdy Wipygdy o Gipgdy bigy
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Din relatiile (2) obtinem:

2

| bik. = ? @i o, 1g<shk<gr41. (3]

_'r=
: Inlocuind pe i, 1 <k <r+1, in dyyy, e observd ci dp4y Se poate scrie
ca o sumé de n minori de forma:

el

@ydy Gy . G, Gy | leig, @Ry ... G, Gigj
: injy Gigly coo Qi Qigioy @igjy @iyd, s Cigip Qiyj :
| - g
Bippady  Wrygdy oo Fpyuip Gipggd¥| Gppgdy Vs oo Bippdy Gyl

Dar acesti minori de ordin r + 1 ai lui 4 sint toti nuli, deoarece rang 4 = r, §i deci
| suma lor este zero, adici dyy, = 0.

Reciproc, fie rang 4 = rang A = ». Existd deci un minor de rang r, nenul, al
matricei 4 astfel incit toti minorii de rang r -+ 1 sint nuli. Putem presupune ci acesta
! este la intersectia primelor r linii gi primelor r coloane ale matricei A, adicd
|

a1y Qyg e ar
I (g2 s Qar

#0
Qypy Qprg aive Qpr

(aceastd situatie este totdeauna realizabild, deoarece putem renumerota convenabil
ecuatiile si necunoscutele).

Deoarece rang A = r, rezultd c# orice minor de ordin r 4+ 1 care se obtine din
acesta prin bordarea sa cu elementele corespunzitoare ale coloanei termenilor liberi si
cele ale uneia dintre liniile rimase este nul. Procedind ca la calculul rangului unei ma-
trice (vezi pct. 2), rezultd c# existd «y, oy, ..., o astfel incit coloana termenilor liberi a
matricei A s# fie combinatie liniard de coloanele matricei corespunzitoare minorului
ales, cu coeficientii o, o, ..., @r. Deci au loc relafiile:

¥

\ : -
;- E aigoer = bi, 1 <1 < m. (&)
| =1

Relatiile (4) aratd ci o, o, ..., ar, 0, ..., 0 este o solutie a sistemului (1), adici
sistemul este compatibil.

Utilizarea acestei teoreme, in exemple concrete, necesitd, inainte de toate,
calculul rangului matricei A. Pentru aceasta trebuie sd gisim un minor nenul
al lui 4, fie acesta d, astfel incit toti minorii care contin pe d sd fie nuli
Orice minor de acest fel il vom numi miror principal. Apoi, este suficient si
verificidm c& orice minor al matricei 4, care confine pe d si care nu este minor
al lui A, este de asernenea nul. Orice astfel de minor de ordin r 4 1, obtinut
prin bordarea unui minor principal cu elementele corespunzitoare ale coloanei
termenilor liberi, precum si cu cele ale uneia dintre liniile rimase, se numeste
minor caracteristic.

Astfel, teorema lui Kronecker-Capelli se poate enunta gi sub forma ur-
matoare:

Teorema lui Rouché. Un sistem de ecuafii (1) este ecompatibil dacd si nu-
mai dacd tofi minorii caracteristici sint nuli.
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Obseryagie. Pentru un sistem de m ecuatii cu n necunoscute, cu matricea sistemului de
rang r, existd minori caracteristici numai daci m > r, iar numirul lor este
egal cu m —r.

S& presupunem acum cd sistemul (1) este compatibil. Teorema lui Kro-
necker-Capelli ne permite si decidem dacd sistemul este compatibil sau nu,
dar nu ne di un mijloc practic de aflare a tuturor solutiilor sistemului dat.

De aceastd problemi ne vom ocupa in continuare.

Fie deci un sistem de ecuatii liniare (1) compatibil. S& presupunem ca
rang A =rang A =r si ci un minor principal al sistemului se gdseste la
intersectia primelor 7 linii i a primelor r coloane, adicé

az a1z Qyr
a21 oz Aoy

# 0.
Uyy Gpyg e Gy

. Dupé cum am observat la pet. 2 (consecinta 2) orice linie a matricelor A
si A este combinatie liniard de primele r linii. De aici rezultd ca orice ecualie
a sistemului (1) este o combinatie liniard de primele r ecuatii ale sistemului
(1), cu anumiti coeficienti. De aceea, orice solutie a primelor r ecuatii satisface
toate ecuatiile sistemului (1). Este suficient deci sd rezolvim sistemul

an® + G12%2 + oo F Cinn = by,

A21%y + A2y + ... + GanTn = b,

ATy + gz + oo + Gpp@y = b,
care este echivalent cu sistemul (1).

Matricea coeficientilor sistemului (5) are un minor nenul de ordin r
(format din primele r coloane) si deci are rangul egal cu r, unde r < n. Dis-
tingem doud cazuri: '

1. Daci r = n, sistemul (b) are acelagi numér de ecuatii i de necunoscute,
iar determinantul siu este nenul. In acest caz, acest sistem are o unicé solutie,
pe care o putem calcula cu formulele lui Cramer. Aceasta este si solufia sis-
temului (1).

2. Fie r < n. Pentru a fixa ideile, vom presupune ca mai inainte, cd
minorul format din coeficientii primelor 7 necunoscute este nenul, adicd prin-

(5)

cipal. Necunoscutele z, @, ..., @, se numesc principale. Trecem in membrul
drept al ecuatiilor (5) toti termenii care contin necunoscutele (secundare):
Tyiyy oy Tn; le atribuim valori arbitrare, respectiv. Xy, ooy Ane Obtinem
un sistem de r ecualii cu r necunoscute: zy, @z, ..., Ty

an® + a1® + o + 0@ = by — ayrptrin — o — Qb

@211 + Gga%s + oo - AgpTp = by — Qgyri1tren — oo — Qzp Ay (6)

¥ + Qs + oo + Q@ = by — Grirpnhoyy — 0 — Gbne
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Se rezolvd acest sistem cu formulele lui Cramer; el are o solutie unicd A,
A2, <oy A Numerele Xy, Rgy .oy Ay Ayq, ooy Ay, formeazd o solubie a siste-
mului (5), care este gi solutie a sistemului (1), Cum valorile Aoy, .., Ay
ale necunoscutelor secundare x,,,, ..., %, sint alese arbitrar, obfinem in
acest mod o infinitate de solutii distincte ale sistemului (5), care constituie
multimea solutiilor sistemului (1).

Pe de altd parte, orice solutie a sistemului (5) poate fi obtinutd prin
acest procedeu.

In concluzie, fiind dat un sistem de ecuatii liniare (1) a cdrui rezolvare
se cere, procedim in modul urmitor:

1. Studiem dacd sistemul este compatibil. Peniru aceasia gdsim un minor
principal al matricei A a sistemului, apoi calculdm minorii caracteristici.

1° Dacd existd cel pulin un minor caracteristic nenul, atunci sistemul
este tncompatibil. .

2° Dacd toji minorii caracteristici sint nuli, atunci sistemul este compatibil,

2. Pentru gdsirea solufiilor unui sistem compatibil (1), proceddm astfel:

Pdstrdm din sistemul (1) ecuatitle care corespund liniilor minorului prin-
cipal. In aceste ecuatii, trecem in membrul drept termenii care confin necunoscu-
tele secundare, in membrul siing pdsirind numai termenii care confin necunoscu-
tele principale. Atribuim necunoscutelor secundare palori arbitrare, apoi calculdm
cu ajutorul formulelor lui Cramer palorile necunoscutelor principale, objinind
astfel toate solujiile sistemului (1).

Pentru ca sistemul compatibil (1) sii aibd solutie unicd, este necesar si
suficient ca rangul matricei sistemului si fie egal cu numirul necunoscutelor,

Ezemple. 1) Si rezolvim sistemul:
# — 23, + a3 + @y =1,
2 —2mp 3y — = — 1,
&y — 2xy + z; + Sz, = 6.
84 scriem matricele: '

Ve —2 1 1 1 -2 1 1 1
A=1 -2 1 —1)lsid=[1 -2 ¢+ —1 —1]-
1. =24 5 1 -2 1 ] 6
P -2 1 1
Deoarece avem L . = —2%0,jar|—2 1 —1|( =0
—2 1 5
1 1 1
si [1 4 —1|=0, rezultd cA rangul matricei A este 2, iar minorul : _:i este
1 1 5 '
principal.
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Calculdm minorii caracteristici, Avem doar un singur minor caracteristic
§i anume:

1 1 1
1 —1 —1|=—2%#0
1 5 6

Deoarece acesta este nenul, sistemul este incompatibil.
2) S84 rezolvdm sistemul:

z; + 22y = 1,
6y — 8z, = 1,
5xy+ 2z, = 3.

Matricea coeficienfilor are rangul 2, un minor principal al sdu fiind, de
exemplu: i

12 a0 # 0
6 —8| '
Existd un singur minor caracteristic §i anume
1 2 1
6 —8 1|= 0.
5 2 3

Acesta fiind nul, sistemul este compatibil gi are solufie unica. Pentru gisirea
solutiei, rezolvim sistemul;

&y + 23':3 = 13
6z, — Bz, = 1.
5 ; 1 1
Obtinem solufja: z, = 3’ Ly = Al

Se verificd cu uguringi ci aceste valori satisfac §i ecuatia a treia a siste-
mului inifial.
3) SH rezolvdm sistemul:
28y + Ty — By — Ty + 2= 1,
g — By + 2y + 3y — 25 =10,
3xy -+ 3z, — 3wy — 3z + bay =2,
Matricea coeficienfilor are rangul 2, un minor principal al siu fiind

3 Al e,
1 —1
Existd doar un singur minor caracteristic
2 1 "'
1 —1 0(=20
3 3 2

care fiind nul, sistemul este compatibil.

Rezolvim sistemul format de prima si a doua ecuatie a sistemului initial;
trecem in membrul drept necunoscutele secundare z, z,, @j atribuindu-le
valori numerice: 3 = a, &, =B, ;=¥ '

{29314‘%:14‘“'1'5—%
z — &y = — & —B+ 2y,

(7)




Aplicind formulele Iui Cramer, gisim valorile necunoscutelor principale
I zy §i @y

1
€y = +Tv
. (8)
14 3« 4 38 — 5y
Ty = - y

unde ¢, B, y sint numere oarecare.

Egalitétile (7) si (8) dau solufia generali a sistemului considerat; necunos-
cutele secundare putind lua valori numerice arbitrare, obfinem astfel toate
solutiile sistemului dat.

| 4) 84 rezolviim sistemul:

bxy + 2z, — 3xy — Ty = — 4,
Ty Zp— TG = —3,
— 3=y + 32y + &y = 1,
xy — Tz, + 3z, = — 3.

Calculim determinantul sistemului si obtinem:
& 2 —3 —1
1 1 —1 0
—3 3 0 1
1 -7 3 0

Cu toate cd numirul de.ecuatii este egal cu numdrul de necunoscute, nu se pot
folosi direct formulele lui Cramer, deoarece determinantul sistemului este nul,
Matricea coeficientilor este de rang 8 un minor principal fiind, de exemplu:

2, —=3 —{
1 —1  0|=—2%0.
3 0 1

Existd un singur minor caracteristic: -
2 —3 —1 —&
1 —1 0 -3
3 0 1 1
—7 3 0 —3
care fiind nul sistemul este compatibil.

Considerim primele trei ecuatii cu necunoscutele principale x,, x;, %,
Dacd z; = o fiind necunoscuti secundari, gisim:

Z2 =3 4 «, ¥3 = 6 + 2o, 3, = —8.
5) 54 rezolvdm sistemul:

=0

Ty + axy + 22, =1,
2x; 4 2xp + a3 = —1, a, B = C.
xy + Xy — xy = P.

Discutie.



Calculim determinantul sistemului:

1 « 2
d=|% % 1| = 3{e — 1).
1 1 -1

1. Daci « # 1, atunci d # 0 gi sistemul are o unicd solufie datd de formulele Iui
Cramer. Avem dy — aff — o — 48 — 5, dy = 3(B + 2), dy = (1 —a)(2B + 1) gi deci in
acest caz:

— g - = 2 2 1
po Be—iB—F L BEE WL
3 — 1) o« — 1 3
2. Dact o = 1, avem d = 0 si un minor principal este
1 2
= —3 0.
2 1 a
Ilxistd un minor caracterislic:
FE @ 1
2 1 -t = -3+ 2.
B.

1° Dacit B # —2, minorul caracteristic este nenul, deci sistemul esle incompatibil.

9° Dacé p = —2, minorul caracteristic este nul, decisistemul este compatibil. Pentru
aflarea solutiilor rezolviim sistemul:

xy, + 23 =1 — x4,
{ 2%+ =z = —1 — 23,
Dacd x, = A, avem:
= —1—% &3 =1; A fiind arbitrar.

5. Sisteme de ecuatii liniare omogene. Un sistemn de ecuatii liniare se
numeste omogen dacd termenul liber al fiecérei ecuatii este nul ( adica fiecare
ecuatie este omogend). Agadar, forma generald a unui sistem cmogen de
ecuatii liniare este

At + awpts + ... + aga, =0,
@211 ~ @aals + .. + ATy = 0, : (1)
pa®1 + Apa®a + -+« + A, = 0.

Aplicim rezultatele paragrafului precedent unui sistem omogen. In
legiturd cu sistemele omogene, observim urmatoarele:

1. Un sistem omogen este intotdeauna compatibil. Intr-adevir, termenii
liberi fiind nuli, rezultd cd adiugind la coloanele matricei sistemului coloana
nulg a termenilor liberi rangul nu se schimbé. Deci, conform teoremei Kro-
necker-Capelli, sisternul este compatibil.

De altfel, aceasta se vede direct, intrucit un astfel de sistem admite
solutia nuld: 0, 0, ..., 0.
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S8 presupunem cd matricea 4 a coeficientilor este de rang r.

1| 1. Dacd r = n (numirul necunoscutelor), atunci solufia nuli este sin-
gura solutie a sistemului (1).

2. Dacd r <n (numdrul necunoscutelor), atunci sistemul (1) are 8
solutii nenule. Pentru a gisi solutiile, se utilizeazi acelagi procedeu ca in
cazul sistemelor arbitrare.

| Observatii. 1) Remarcim cd un sistem de n ecuatii liniare omogene cu n necunoscute are
solutii nenule daci si numai daci determinantul siu este nul.

2) Dac# un sistem de ecuatii liniare omogene are numirul ecuatiilor mai mic
decit cel al necunoscutelor, sistemul are solutii nenule.

Exemple. 1) 84 determinim valorile parametrului A pentru care sistemul de ecuatii
{ Azy + 3z, = 0,
z, + Axryg =0
are solutii nenule.
Determinantul sistemuluni este

A

=A% 3.
1 A

Acesta este nul pentru A = |/ 3 sau A = — |/, in aceste cazuri sistemul are
solutii nenule.

2) S& rezolvdim sistemul omogen:
z; + 23y + hxy — 3xy = 0,
3zy + Sz + bz, — bax, = 0,

bz, 4 5xy — 2z, + 8z, = 0,
3z; + 8z + 24my — 192, = 0.

Calculdm mai intli, determinantul sistemului, care este nul. Deoarece

1 2
3 5

=_1¢O,

§i toti minorii de ordinul trei care se obtin prin bordarea acestuia cu una dintre

coloanele si una dintre liniile rdmase sint nuli, rezultd ci acesta este un minor
, principal.

Pentru a obfine solufiile, dim necunoscutelor x, i o, valori arbitrare «,
respectiv B, si deducem valorile necunoscutelor «; si x, din sistemul;

{ x1+2$z=“’i“+3ﬂ,
3ay 4 Sz, = — 6o -+ 4B,

Rezultd: zy = 8 — 7B, @ = ~ 6o + 5B, a3 = &, 2, = B; & si B fiind numere
oarecare.



1l

3'

6.

9.

11.

Exercitii

84 se rezolve urmitoarele sisteme de ecuatii cu ajutorul regulii lui Cramer:

2z, — Ty— Tz= 2,
zy + by — 2m5 = 10,
x; — 225 4 225 = 10.

2z, — %3+ 3x,= 9,
xy+ 22y — bzy = -2,

—3x; + bxy+ 2= 13.

2z + 235 + 223 — Ty =
by + 3%y + 22y — 22, =
8z, + 5wy + 6zy — bzy =
3z, + 3z, + b2y — 274 =

-

o o o <
. -

bz + 4y + 3+ 2t=3,
6x -+ 5y + 3z + 5t = 6,
12z + 8y + z+5t=38,
6z 4+ 5y + 3z + 7t = 8.

2+ y+ 2+ t= 1,
3z — 2y — 53 + &t = —30,
e+ 3y +2—3t= 417,
x— Y+ z— 1= 2.

S84 se rezolve sistemul:

aex + by +cz +dt =0,
bx —ay +dz —ct =0,
cx —dy —az+ =0,
dz + cy — bz — at =0,

2.

4.

6.

8.

10,

2+ @y — zy=0,
3z, — 2z, + 22, = 5,

2z, - 2z, — 2y = 2.

zy + 2zy — 2253 =1,
—hzy+ xa+ 22y = 2,

2x; —

£, — 2z + 324

3-’-51 + Awa — g

z-+42y+ 324 4 =0,
x4+ y+22+3=0,
z+ 3+ z+2t=0,
z+ 8y + 35+ 2 =0.

z+ y+ z+t=
Lz 4+ 224t =
—2z + 2y —t=
3x+ y— = =

x5 + 325 = 3.

+
—hpy + 24+ 2x5 + 32, =
+ 2z,
Sy 4 3wy + bz — Ty

I

Dee,
e,

20,

unde @, b, ¢, d sint numere reale, cel putin unul dintre ele fiind nenul.

B*

I

(« = R).
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12, 54 se rezolve sistemul:

| | e+ Y+ z4 ot =1,
; ' ax ++ by + cz+4 di = m,
|| a’z + b2y + ¢ + d% = m?,
‘ @z + by 4 3z + d% = m?,

unde a, b, ¢, d sint numere diferite inire ele, doudl cite dous.

; 13, 83 se delermine rangurile matricelor:

6 2 3 —2
| 1 2 —1 3 ; 2 o —§

5 3 7 —6
a){4& 5 3 —1|; b) i ¢ {p 3 -1}, « B=R.
8 0 —5
| 2 1 -3 1 0 0 0
A —2 -7

Sd se rezolve sistemele:

x4+ 2y + 3z=1,

2z — =1
14. { ehith il 16.
—bg | by 4 2z = 2z + 3y + 6z = 2.
Tty tzti=1, T4+ y+ z-—2=35,
i6. 4yt z—1t=0, i7. 2z 4+ y—234+ t=1,
z+Yy—z41= 2 20 — 3y + z 4 2t=3.
22 — y 4 z4 2 =1, t—3y+z+ t= 1,
18. r+ y+2z4 t=2, 1%. z— 3y +3— 2= —1,
3z — 2y 4+ 34+ 3t =1. r—3y+z+ 5= 6.
22 — 3y 4+ z= —1, e+ g+ z= 2,
20. o M Hes | 4 21, ng_ =l =y
z — 12y 4 11z = —1, z 44y 4 bz = 8,
Gz — 15y + 92 = 0. 2z 4+ 5y + 6z =" 10.
2 - 3 — By =
J 5z 4 3y — 1z =13, TR BT M= 5
| 22, lm— Sy + 4z = 18, g, { 1T Fati%-—3m =5,
a 3z — 18y | 193 = 22, SEy o Eyt 3y — 28 = B
—3%; — my — 2y + 22, = 3.
22,4+ A+ z= 7, (x4 2,4 3z, — 3, = 1,
3z — 2izy + 2= 2, 3y + 2z + my — x, =1,
24, ey — 2xy — @y = —3, 25. 22y + B2y + @y + x, =1,
Zy+ @z + xT3= 6, 2z + 2y + 22y — zy = 1,
Zy + 32 — 22, = 1. S5z + 5z, + 2, = 9,
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26. S se arate cid sistemul

Bz + ay =¥,
va + ez = .
YW=«

are solutie unic#, daci si numai dacd «fy £ 0. fn acest caz si se rezolve sistemul.

87, Sk se determine « i B astfel incit sistemele urmitoare si fie compatibile

x — 3y = =2,
2 — y+ z+ 2=1,
2y = 3,
a) 9% + 2y 4 4z + 2 = a, b) Ak
By By & 3 Bt A S Y= &
z — z = 1;
¥ 22+ y= B

28, i se determine «, B §i y astfel incit sistemele urmétoare s fie compatibile, iar matri-
cea sistemului si aibd rangul 2:

2, — Ty + Zg— zy= 1, l 22y — 3z, + hry — 3= —1,
a) @ 4+ &y azs + xy= —1, h) T+ 9z, + amg 4+ 3z, = 3,
=2+ T+ BEg= i Sz, — 6z + 1025 + Py = .

S4 se rezolve sistemele urmitoare. Discufie, dupd parametrii reali «, B, v, 2.

52 — 3y + 224+ & =3, 22 — Yy -+ 3z+ 4= 5,
29. l&x—2y+3z+ 7t =1, 80. by — 2y - 5z 4+ 6t= 7,

Bx — b6y — z— St=29, 6z —3y+ 734 8= 9,

Je — 3y + 72+ 17t = A ¥z — by + 9z + 10t = 11.

war + ¥+ z=1, M+ Ne+y+2z=1,
81. l z4+ay - z=1, a2z, z+ 14+ ANy+z=%

x4+ y+ az=1. 49y -+ (14 Nz= 2

x+ @+ =1, wx + ¥+ z=1, |
a3. { axy + Bag 4 vz = A, ‘84, z+ By + =1,

alzy + Pimy | yimy = AL x4+ y+yz=1

ez + By + 2z =1, oz 4+ (& + 1)y + (¢ + 2)z = « 4 8,
85. {m+(2ﬁ—1)y+3z=1,‘ 86. Bz+ B+ 1)y +R+2=F+3

azx -+ By + (B+3)s =28 —1. &+ vy + vz =y

87. Si se determine o astfel incit sistemul urmitor si aib# solufii nenule si, in acest caz,
si se rezolve:

z—2y+ z2— t=0, |
92 — y+8z—3 =0,

x4+ y+ z+ t=0,
2z + (¢ — 1)y + 2z 4+ «t = 0.
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38. 54 se rezolve 5i 54 se discute dupa valorile parametrului A, sistemul de ecuatii liniare;

(8 + 20z + (1 + 82y + Az + (A — 1)t = 8,

3hx + {320y + a4 (A — 1) =1,
. 3z + 32y + 32+ (A — 1)t =1,
| 3Az 4 3y + A+ (A — 1)t =1

89. Si se afle inversele matricelor de ordin n:

1141 ...1 0011 1
1.0 1 ...1 1 1 1
a) 110 ...1}; b 11 1
111 ...0 11 1 0

(vezi exercitiul 1%, cap. IV).

40. Si se rezolve ecualiile matriceale:

111 ... 1 1 23 ...n
011 ... 1 b1 % L. -
afjo o1 ...1)x=]0 0 1 n—2 |3
0 0 0 1 00 0 1
11 1 ...1 2 1 0 0
01 1 ...1 1 1 0
b)lo o 1 ... 1) Xx=0 1 2 0
00 0 1 00 0 2

(vezi exercifiul 21, cap.




Indicatii. Raspunsuri

Cap. |

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
b “=(3 2 4 1)’ T°’=(1 3 4 2)' 2'°2=(4 3 2 1)'
¢d = (1 23 4), ot = e. Deci k=4. 3. Consideram girul {o, o2, ..., a®, ...}.
3 1 4 2 '
Cum S, este o muljime finitd acest gir este finit. Deci existd & # [ astfel
incit ot = o’. Dacd %k > atunci notind p = k — [ obfinem of =e.
5. m(a) = 2, e(o) =+1; m(e) =3; eo) = —1; mlg) = 3, elo) = —1,
m(e) = 8, e(o) = +1, m(e) = 14, (o) =41, m(e) = 13, &(a) = —1.
6. (12); (13); (14); (23); (24); (34). 7. H = {ay, 63, ..., 0p} §i fie e € H.
Considerdm produsele ooy, ao,, ..., 00, care sint elemente distincte doud
cite doud. Deci H = {ao,, 6oy ..., 60p}. Deci o€ (o0y, oay,..., G0p};
c=gop=>0,=¢; ec H=¢=00,=d =0, 8. Fie transpozijia q, = (13).

, (12345
g = 016 =

i o'l 4) — (23) (45) si deci o — (13) (23) (45),

v = (16) (24) (35) (45). 9. ¢ = ; o 3 m . 10. Pentru i =8,
| n n—1 n—2..1

j =3, o este pard. Pentru i = 3, j = 8, o este impard. 11. m(o) = {r “21)1’;;

o este pard dacd n = 4k sau n = 4k 1 §i oeste impard dacd n = 4k 2

sau n = 4k -+ 3. 12. m(c) = E(i;_l. 13. Presupunem cd ofi) = j, i # j.

Cum n > 3, existd numerele %, I = {1, 2, ..., n} astfel incit k # I i ¢ # K,
i # [. Din ipotezi avem in particular (jk)o = o(jk) si (jl)o = o(jl). Din
aceste doud egalititi obtinem % == j si I=j deci k=I contradictie. Deci o=e.
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Cap. 1l

| 3. Din AB = BA rezultd cd A"B® = B°A" oricare ar fi numerele naturale
r is giapoise aplied in produsul (A— B) (A" 14+ A*2 B4 ... +A B2 Br-1),

4. Dacd X = (a Z) din egalitatea 4 X=2X4 se obline ci ¢ - —2b, d=a-{-3b

c

Y M —2 14
unde a, bc Q. 5. A" = (C?S e . n\p]. . flA) =|7 6 —3|
‘. sin ng cos ng 19 _7 96

1 0

8. A”:(
n

). 9. Se aratd cd suma elementelor de pe diagonala prin-
- b

cipald a matricei AB — BA este zero. 10, a) A = 4.1, sau A = (a )
c —a

unde a*=1 — bec. b) 4 =(a b): unde a? = —be. 1. 2 =1, y = —1,
—a

c

-1 %
=2, u=3, v=-3 w=1. 12.X:( 2 3). 13, z=3,.y = 2.
=y
o n(n+1) n(n4 1) (2n + 1) n3(n 4 1)2
14 2 6 A 15, (0 0 3p)
) i I 3 nin 4 1) (n -+ 2) 3p 0 0

3
2 U - o
dacd n=3p; . of. dp+ I) dacd n=3p -} 1; . 1 3P+2)
p+1 o w? 3p+4+2 -1 -1

: b 2 3
dack n—=23p42 16 2 =" kn, kcZ 17. X = )
4 1 2

[t 4 (—=1)"a* [1 —(=1)"]a"
o X = ('? '3). 18. An — 2 A . 19. Daci

—2 [ — (=) [14 (1)}
2 2

A = (a Z), din A% = 0 obtinem a®+ be = 0; b(a 4 d) =0; c(a{-d) =0;
c

cb+ d? =0; dacd a-d # 0, atunci b = ¢ =0 si deci a = d = 0, con-
tradictie. Deci a +d = 0. 20. O solutie este b =1, e =1 — a? d = —a
unde a € Z. 22. Se scrie a =r cos «, b =r sin «, unde |r| < 1. Se obtine

@, = r* cos na; b, = r"sin na. 23. Dacd 2 nu divide pe m — n atunci



numérul cautat este zero, Daca 2 divide pe m — n atunct numarul cdutat

. o n-t 1) . one . e
sin — cos (B Lz sin % sin (n+1)
. 9 9 2
s 24 = o
psbo 2(m Lin-1] 24. ER N TZ 8in :)

sin ne cos (R -4+ 1)a o sin no cox (n + 1o

sin o sin o

Cap. 1l

1. a) —15; h) 7; ¢) a®- 0% d) 1:e) s («+B); F) 0; 2) 05 h) 05 1) —1;
i) 202 k) 0. 2. a) —9; b) —B0; ¢) 2; d) a® 4 2b% — 3ab?; e) —3 — bw;
2 3 4 By
d 1-5

siuni. Deci semnul termenului este 4-: b) Semmul termenulul este (—);
¢) Semnul este (—). 4 Termeniide la a), b) s1¢) nu se gasesc in determinantul
de ordinul 4. 5. Semnul este (1-). 6. Produsul elementelor de pe diagonala
secundari este dy,ta,_1@a, 2 ... dyy. Acest produs are semnul egal cu semnul

f) (@® — b%2 g) (a® 4 032 3. a) Permutlarea (1 ) are 6 inver-

o o {4 2 3 n U
permutarn . Aceastd permutare are semnul egal cu
n n—1 n—2 .1
il
(—1) % . 7. Trebuie ca {kg ki}= {3, 6}. Deci ky =3 51 k; =6 sau

nfn—1)

iy =6 8i kg = 3. 8. a) n't h) nl(—1) * .9 Daci d* este determinantul
matricei transpuse se observa [olosind definitia determinantului ca d* = d.
Cum d* = d, atunci d = d si deci d este un numdér real. 10. a) 1; b) 160;
e) —231; d) 15 ) 05 f) 53 g) 305 h) (af — be 4 ed)?; 1) —1069. 12, 0, 0,
a® -+ b2+ ¢ 13. Se obtine ecuatia (z-}-1) (22 — x4 1)2=0. 14. Se obtine
o ecuatie de gradul 4 care are ridicinile a, a, @, —3a. 15. Se scade linia 1
din fiecare celelalte linii; apoi se aduna la coloana 1 suma celorlalte coloane.
Se obtine (-1 — a2 (n — la — 1. 16. d = 4. 17. d = 0.

Cap. IV
1.a) 1; b) 2; ¢) Dacd o = —6 rangul este 1, iar dacd « # —6 rangul este 2.
2.a) 2; b) 2; ¢) Pentru « = —21 rangul este 2, iar dacd « # —21, rangul
este 3. 3. a) 43 b) 45 ¢) 3. k. a) 4y b) 4. 5.m. 6.0;1;2. 7. Pentru « = —4b'4
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malricea are rangul minim g1 anume 3. 8. Pentru «=3 rangul este egal cu 2,
iar pentru a#3 acesta este 3. 9. Se folosesc proprietétile determinantilor.

) 1 s} 2 ; 2
ll).a)( g . 1);b)( 5 3);@( "f’““““).u.a)oaca
9 9 9 9 —sin o COS «
ad = bc, matricea nu este inversabild, dacd ad # bc matricea este inversa-

ad — bel—¢ a
nu este inversabild; in caz contrar, matricea este inversabild, inversa sa fiind

1 f(a —b 3 -3 1 (f 21 -5
2 L pe (b ) 12. 3) | 3 5 —2]:b) 10(—4 3 5 |;¢) Pentru
a®+ a 1 2 ; 2

bila, inversa sa fiind —1 ( . ~b); b) Pentrﬁ a = b = (0 matricea

3 : ; g 3 ; —_
o« = 1 matricea nu este inversabild; pentru az T este inversabild, inversa

1 1 1 1
A 1 —a 23 —a) 3 1y £ .0
sa fiind p— _T Za-l%B 3].- 13. a) A L 1 4|
a il 1 —1 —1 1
1 -2 5 2 -2 1 1 1 -2 1 1 1)
m[0 12—t g + -1 O 0l il 1 -2 1 1]
0 0 1 3 1 0 —-1 0 3 1. 1+ -2 1]
0O 0 0 1 1t 0 0 -1 L 1 1 1 '=D
¢) Pentru A € {—2, 1} matricea nu este inversabild; in caz contrar, matricea
1 i T - | —1
este inversabila, inversa sa fiind ( =4 AEE =1
L N VR
¥ g B - 4 —0b
15. Avem B = —| _¢ —6 _6|. 16. a) Daca in matricea 4 se
60
—8 12 —8)

permutd intre ele liniile ¢ gi j, atunci in matricea A™! se permutd intre
ele coloanele ¢ gi j; b) Dacd se inmulteste linia Z cu A # 0, atunci in A1

; 1 B 5 TR
se inmulteste coloana i cu T; ¢) Dacd la linia ¢ se adaugd linia j inmul-

e [ . Voo Y i .
titd cu A, atunci in A7, coloana i inmultitd cu A se scade din coloana j.
18. a) Inmultim la stinga ambii membri ai ecuatiei cu inversa matricei

4| care este LT 51 obtinem X:i il ; b) Inmultim
2. 4 \—2 2 412 4

.. - . B : . (—1 .
la dreapta ambil termeni al ecuatiei cu inversa matricel ( 8)' adica
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g 46
cu Lt R si obtinem X = E - . 19. Inmultim la stinga cu
2{—-5 —1 —49 —11

. . f—1 2 o120 18 —2) . \
inversa matrmel( 8) ,adicd cu — 5(3 , 81 la dreapta cu inversa ma-

o —1
tricei - 6), adicé cui[ 8 ﬁ6),$i0b‘pinem X:—i = 20‘].20. Avem
\5 8 2\—5 4 3\—8 B
-4 5 37 12 )" 1 (—156 3\ (-3 & 1
X=| 21 —1 G A48 =r7g] 34 A8 &5
@ A =B %l e ] 8 & —b i 4 1
e N [
= Jetact, (SIS RIS S (A
BN o _m 00 11
- 00 01

g 9 N2 =F =AY 1 .2 =3}
22. Avem X = 1 —1 0 o 1 1]lo 1 2l =
1 21 o 0 1J\o o 1

1 —4 —-3\(0 —1 —1\(1 -2 7 0 —5 2
= 1 —5 —=3]1]0 1 1110 1 —2|=10 —6 3|
—1 6 4/ \0 0 1/\0 I § 0 7 —3

Cap. V

1.2, =6, 2,=4, 2, =6.2. 2, =1, 2, = 2, 23 = 3. 3. 2,=2, 2,=4, 1,—3.
%, mg:i_?’ xﬂ——i—?. B hh=me=ty=a=0 6 =1
L= —2, 2,=3, 2,=2. 7. 2= —1, y=2, 2= —1, t=1. 8, z=y=2=1=0.
9. 2=—1, y=2, 2=23, t = —2. 10. 2 = —2a, y=2q, 2= —4ha, t=6a.
11. Determinantul sistemului este —(a2 -} b2 ¢2 - d?)2 # 0, deci solutia
este £ =y =z =1t = 0. 12. Sistemul are solutia unica:

4. .’L‘1=

@ = m)e—mp—m u—m m)(m — a)

™ =
d—a)(c —a) (b — a) — b)(c — b)(b — a)

(d — m)(m — a)(m — b) . (m — a)(m — b)(m — ¢)
@—odc—ac—b) = @d—ad—bd—q
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13. a) 3; b) 3; ¢) Pentru aa = 15 §i p = éf rangul matricei este 1; pentru
2 s Q- Y 5
# 15 sau pentru @ # — rangul este 2, 14, 2=\, y= — 4 — 7 —"_
« P A o T =it 3 4"
unde A este un numdr oarecare. 15. z =1 — 3% y =0, z =%, A fiind
un numdr oarecare. 16. t =X y =1 — %, z = —%, t= —;, A fiind un

numér oarecare 17. z =2, y =14 A\, z2=2-4 A, ¢t = A, A fiind un numir
oarecare. 18, z =1 — A —p, y=1— A z= A t =, A sip fiind numere

oarecare. 19. Sistemul este incompatibil. 20. Sistemul este incompatibil.

A 6 — 4n o " : .
21. z = 5 y = ~g z = A, A fiind un numér arhitrar. 22. Sistemul
este intompatibil. 23. #; = —2 — 0 — B, 2, =3 4 a4 B, T,=«, 2,= —B,

4 38

« §1 B fiind numere oarecare 24, z, =1, x, = 2, z, = 3. 25. 2, =

- 5
2:2:1 TK,x3:1—}—))\
6 6
minantul sistemului este —2afy si totul rezultd din regula lui Cramer:
2 2 _ .2 2 ~2 @2 2 0 e ol
x:g_'_Y a’i:ocv-l—( B,z=ﬁb—.27.a)a:4,
2By 2ah 2ap
b) « =2, B=3. 28, a) a= —1, p= —1, y=1. b) a=2, f= —2, y = —2.
29. Pentru A#0 sistemul este incompatibil; pentru A=0 sistemul este com-

patibil: z = ~g5a—213ﬁ-3’ Yy = ‘h*;%_?, z=ua, t = B, unde

« g1 B sint numere oarecare. 30. Pentru A = 8 solutia sistemului este:

» Z;=A unde A este un numér oarecare. 26. Deter-

T =@, y=>4+4 20 — 28, z=3—28, {=B, unde « s5iB sint numere oarecare;
pentru & # 8 solutia sistemului este z =0, y = 4 — 28, 2 =3 — 28, t = B,

unde B este un numdir oarecare. 31. Daci a#1 si a7 —2 sistemul are solutie

unicd =y =3 = ; dacd a=1 solufia este z=1— A—p, unde A sip

-t
sint numere oarecare; dacd « = —2 sistemul este incompatibil. 32. Daca
. . ; 5 — A2 -
A#0 g1 A # —3 sistemul are solutie unicd z= ok , Y = —QL__i_
MA+ 3) MA 4 3)
23 R (R . 3 e
g “} 4 ; dacd A=0 sau A= —3 sistemul este incompatibil.

A L 3)
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33. Daci a, B, y sint diferite intre ele doud cite doud, atuncisistemul are solutie

unici: z; = B—aly=—3 . _lL—-Niy—N _(e=NB=2,

B—ay—« 7 (a—BA—B" " (a—7B—7"

dacd o = B, « # y, A=« sau A=y, solutiile depind de un numdr arbitrar;

dacd @ = vy, a # B, A = o sau A=, solutiile depind de un numér arbitrar;
docd B= v, « # B, A =« sau A=p, solutiile depind de un numér arbitrar;
in celelalte cazuri, sistemul este incompatibil. 34. Determinantul sistemului

este d = afy —a — P — y- 2. Dacd d # 0 sistemul are solufie unici:

B—D—=1)  _le=Dr—1) _@=DE=1. 4.y g

b

d e d d
atunci distingem situatiile: 1° doud dintre numerele «, B, y sint egale cu 1, |
atunci solutia sistemului depinde de un numér arbitrar; 2° a = p = v =1,
solutia sistemului depinde de doud numere arbitrare; 3° o, B, y sint toate
diferite de 1, sistemul este incompatibil. Cazul in care d = 0 §i unul singur
dintre numerele «, B, y si fie egal cu 1 este imposibil. 35. Determinantul
sistemului este d = a(p% — 1). Dacd a # 0 §i B # 41 sistemul are solufie
unicd datd de formulele lui Cramer. Daci =0, p =5, avem z = &,
1 4
I

Zi= cu A arbitrar; dacii a =0, p # 1 si B # 5, sistemul

?

y== ity
este incompatibil; daci p =1, avem z = A, y =1 — ax, z=0 cu A arbi-
trar; dacd p= —1, sistemul este incompatibil. 36. Determinantul sistemului
este d = (y — 1)%(a — B); dacd v # 1 §i « # B sistemul are solutie unica:
z=vy, y=—2y—1, z=y+2; dacd « =P §i y # 1 sistemul este com-
patibil nedeterminat; dacd « = B gi y =1 sistemul este compatibil deter-

minat; dacd «#p §i y = 1 sistemul este compatibil nedeterminat. 87. Sis- |

temul are solutii nenule pentru « = 0. 38. Pentru A # 1 si A # 3,

|
gistemul are o unicd solutie: x = = =0,1t= L@— ‘
3 — X (% == AT == X
pentru A = 1, sistemul este incompatibil, iar pentru A = 3, solujia este:
17 1 2 ; ;
B g B --9—[3; y=2,z2=ua, t=20, unde « si B sint numere
narecare. l
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