MINISTERUL EDUCATIEI SI INVATAMINTULUI

atematic:

(}ieometrﬁ'

rigonometrie

Manual pentru clasa a X-a



MINISTERUL EDUCATIEI §I INVATAMINTULUI

AUGUSTIN COTA MARTA RADO
ECATERINA KURTHY MARIANA RADUTIU

ELENA FELICIA POPA FLORICA VORNICE'SCU

Motematici

Manual pentru clasa a X-a

BT

Geometrie si trigonometrie

EDITURA DIDACTICA $I PEDAGOGICA
- BUCURESTI

|
|

|

|
‘



Manualul a fost elaborat in anul 1982

pe baza programei gcolare aprobate de

Ministerul Educatiei si Inviitimintului
cu nr. 37200/1982

Refereni: Prof. univ. Dan Papue
Prof. Viorel Zsharia

Colectivul catedrei de matematici a Liceului~, Nicolae Billcescu® din Craiova (Profesorii:
Ton Ciolac, Liliana qulessu, Tuliana Coravu, Dumitru Ilieseu, Virgiliu Sehneider)
Colectivul catedrei de matematici a Liceului ,Petru Rareg” din Piatra Neamj (Profesorii:
Gheorghe Dumitreasa, Constantin Aviidanei, Gheorghe Marey, Costies Grigoriu)
Colectivul catedrei de matematicii a Liceului de matematici-fizicA nr. & din M#gurele
(Profesorii: Marcel Tena, Potre Dumitru)

Notatii fologite in acest manual

Puncte: 4, B, C,...

Drepte: a, &, c,...

Segmentul deschis (AB)

Segmentul inchis [AB]

Semidreapta deschisdi (AB

Semidreapta inchisd [AB

Distanta de la 4 la B A

Lungimea segmentului (4B)

Planul determinat de o dreapti d si de un punct A nesituat pe d, (d4) sau (4d)
Semiplan deschis (dA

Semiplan inchis [d4

Plane «, B, v,..-

Planul determinat de dou# drepte concurenté sau paralele (dd’) =
Planul determinat de trei puncte necoliniare (4BC)

Semispatiu deschis (ed

Semispatiu inchis [« A4

Redactor: Prof. Valentin Radu ’
Tehnoredactor: Otto Paragehiv Neegoiu
Coperta: Nicolae Sirbu



Capitolul |

Suprafeﬁe poligonale. Arii

Notiunea de arie a unei figuri plane, ca i aceea de lungime a unui
segment, igi are originea in necesitatea practica de a compara mul{imi plane.
Notiunea de lungime a permis compararea segmentelor in sensul de a decide

" daci un segment este ,,mai mare* decit alt segment. Aria va permite compa-
rarea (mésurarea) unor alte tipuri de multinii plane, numite uneori gi supra-
fete, in acelagi sens, adic8 de a decide c# o suprafatd pland este ,,mai mare®
declt alta. Pentru definirea ariei, la inceput ne vor fi necesare cunostinfe
de geometrie referitoare la poligoanele convexe gl interioarele acestora. fntru-
cit o prezentare riguroasi a tuturor notiunilor gi proprietatilor care apar
in acest capitol este laborioasd gi dificil de fdcut cu cunostintele pe care le
avem din clase a IX-a, o parte a acestor proprietdti va fi acceptatd fird

" _demonstratii sau cu demonstratii facultative.

" § 1. Suprafete poligonale

In cazul unui poligon convex, reamintim cé interiorul acestuia (manual
cl. a 1X-a, cap. I, § 6) este intersectia semiplanelor deschise limitate de supor-
turilelaturilor poligonului si care contin virfurile nesituate pe laturile respective
(fig. I.1). Pentru poligonul convex L = P;P,...P, situal in planul @, inte-
riorul poligonului se noteazd prin Int Py P,...P, = Int L. Multimea L U Int L
se numeste suprafad poligonald convexd §i se noteazd [L]=LUInt L, .
Poligonul L se numeste frontiere suprafefei poligonale [L].

Suprafefele poligonale convexe
permit definirea unei notiuni mai ge-
nerale:

Definitie. Se numeste supra-.
fajd poligonald o mul{ime de puncte
din plan, care este reuniunea unui
numir finit de suprafete poligonale
convexe, acestea avind doud cite doud
interioarele disjuncte (fig. 1.2).




Fig. 1.2.

Dacé § este o suprafafii poligonald si [L,], [Lg), ..., [L;] sint suprafetele
poligonale convexe respective, adicd

S =[L,]U[Ly]VU ...U[L,] si Int L; N Int L; = o pentru i # j,

atunci vom spune cd mulfimea {[L,], [Ls],-..,[L,]} constituie o descompunere
a suprafetet poligonale S (fig. 1.2). .

Pentru suprafetele poligonale convexe s-a definit frontiera si interiorul.

Vom defini aceste notiuni i pentru celelalte suprafete poligonale. Un punct P
al unei suprafete poligonale S se numeste punct interior al lui §, dacd existd
un disc cu centrul P, inclus in S. Punctele lu* S care nu sint puncte interioare
ale lui § formeaza frontiera lui S. Astfel, suprafetele poligonale din figura 1.2
au urmétoarele frontiere: a) poligonul A;4,434,4;4,; 1) poligonul 4,4,...4,;
¢) poligoanele A;ApA3A A4, §1 ByB2B3B1B;B;; d) poligoanele ABC si
MNPQ; e) poligoanele A;A;430, B;B,B30, C,C3C30, D1D:D50.

Daci frontiera suprafetei poligonale este un poligon, atunci suprafaja va
fi numitd dupd numele poligonului; astfel se va spune: suprafaté patrulaterd,
pentagonald étc. in loc de suprafaté poligonald cu frontiera patrulater, penta-
- gon etc.

Din definifie rezultd ci orice suprafatd poligonald se descompune in
suprafete poligonale convexe. In continuare vom ariita ¢ orice suprafata
poligonald convexd se descompune in suprafete triunghiulare.

Teoremi. O suprafa{i poligonali econvexi eu n laturi (n > 3) se
descompune in n— 2 supralefe triunghiulare.

Demonstragie. Se va ariita intli cii o suprafajd poligonald convexa cu n laturi se

descompune intr-o suprafa{d triunghiulard si o suprafaid poligonald convexd cu n — 1
laturi. Se considerd poligonul convex L = Py P, ... Py si dreapta 2,7, (fig. 1.3). O dreaptd
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Fig. 1.8. Fig. 1.4.

care nu este suportul unei laturi a lui L are cel mult doud puncte comuae cu L, prin
urmare dreapta P;P, intersecteazi poligonul L numai in P; si P, Rezultdl ci punctele
P,, Py, ..., Py sint de aceeasi parte a lui P, P,, ceea ce inseamni ci Py PPy ... P, este un

poligon convex. Deoarece P, se afld in interiorul unghiului P,P,Py rezultd ci P, §i
P, se afli de o parte si de alta a dreptei PyP;. Deci punctele Py si Py, Py, ..., Bp se afld
in semiplane opuse fati de P,P;, adic interiorul triunghiului P, P,P; si interiorul poli-
gonului P,P;P, ... Py se afld in semiplane opuse, avind astfel intersectia vidd. Pe de
alti parte este evident cd [L]= [PyPP]U[Py PP, ... Pyl

Aplicind succesiv acest rezultat suprafetelor poligonale [Py PyP,...Pn], [Py PsPs.--Pn]
etc., care au fiecare cite o laturd mai putin decit precedenta, se obfine teorema.

Din demonstratie rezultd cd8 suprafata poligonald convexd [L] =
— [P, P,...P,] se descompune in suprafetele triunghiulare B e s
(fig- 1.4) unde se noteazd cu T; triunghiurile P,P;P;,,, i=23 .,n—1
Este evident cé pentru o suprafajd poligonald convexa existd mai multe
descompuneri in suprafete triunghiulare.

Consecinjé. Orice suprafatd poligo;\alé poate fi descompusd in triun-

ghiuri (fig. 1.5). ¥
b A D

Fig. 1.5,

Exercitii
. 1. 84 se arate ci suma mésurilor unghiurilor unui poligon convex cu n virfuri este
Sn = (n — 2) = 180°.
2. Cite laturi are un poligon regulat, daci mésura unui unghi al stiu este 135°7



8. Daci L= P,P;... P, este un po-
ligon convex si P; un punct pe semidreapta

opusy lul (P;P;.,, atunci }{P;\Pm se nu-
megte unghi exterior al lui L (fig. 1.6). Si
se arate c# suma misurllor unghiurilor ex.
teripgre ale unul poligon convex este egali
cu 860°,

4, Mésura unui unghi al unui poligon
regulat este de 4 ori mai mare decit mésura
unui unghi exterior. Cite laturi are poli. -
Fig. 1,8. gonul?

b, Cite latupi are un paligon convex, dacd teate unghiurile sale exterioare sint
obtuze?

6.* 84 se arate ci intr-un patrulater convex, bisectoarele a dous unghiuri consecutive
formeazi un unghi a cirui misurd este egald cu semisuma mésurilor celorlalte doug
unghiuri.

% -

§ 2. Multimi congruente §i multimi asemenea

Vom extinde in acest paragraf,
nofiunile de congruentd gi aseminare,
care in clasa a IX-a au fost definite
numai pentru mul‘gilhi particulare de
puncte (segmente, unghiuri, triun-
Fig. L7. ghiuri). - '

S& ne imagindm o placd situatd pe o suprafatd pland, care alunecd pe
aceasta gi sd notdm prin M gi M’ multimile de puncte ale suprafetei plane
situate sub placd pentru doud pozitii oarecare ale ei (fig. 1.7). Observim c&
prin acest procedeu se poate stabili o corespondenté biunivocd intre multimile
M gi M’ prin intermediul punctelor plicii. In timpul acestei ,alunecsri®,

_placa am considerat-o rigidd, adicd distanta dintre doud puncte fixe 4 §i B
ale ei este constantd, deci gi distantele dintre imaginile acestor puncte situate
in multimile M §i M’ sint egale. Aceastd proprietate este cupringd si in aplica-
tia urmdtoare: '

Aplieatie. Sd se arate cil dacs [AB] = [A’B’] atunci existd o functie
bijectivil f :[AB] — [A'B’] astfel cd oricare ar fi doud puncte P, Q &[AB],
PQ = f(P)f(Q) si reciproc.

*) Problema notat# cu steluji se adreseaza cercurilor de elevi.
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Rezolpare. 1) Se presupune ci [AB] =[4'B’] si fiecirui punct P =[AB] i se
asociazi punctul P’ =[A’B’] pentru care AP — A’P’. Din teoréma de constructie
a unui segment (manual cl. a IX-a) rezultd cd functia f:[AB]—[4'B’] definitd prin
f(P) = P’ este o bijectie intre [4B] si [A’B’]. Trebuie aritat ci f(P)f(Q) = PQ pentra
orice P, Q & [AB]. Putem admite ci P = [AQ). Atunci avem

- PQ— AQ — AP = A'Q' —A'P’' = P'Q’ = {(PIf(Q)-

2) 84  demonstrim o, reciproc, dacd funcfia bijectivd f:[AB]—[4'B’] are
proprietatea ci f(P)f(Q) = PQ pentru orice P, Q =[AB], atunci AB = A’B’. De-
oarece funciia f este surjectivd, existd punctele C, D e[AB] astfel ca flC) =4’ si
f(D) = B’ si conform ipotezei A'B" = CD. Pentru a ardta ¢ C = A sau C = B, pre-
supunem contrariul; atunci pe de o parte AB > CD = A’B’ si pe de altii parte AB =
= f(A)f(B) <'4’B’ (clici segmentul (flA)f(B)) este inclus in (A’B’)). Am obfinut o
contradicfie, deci ¢ = 4 sau C = B. fn mod analog, daci C = A se aratd ci D = B,
iar dacd C — B atunci D — A. Deci f(4) = A’ §i f(B) = B’ dau f(B) = 4’ 5i f(4) = B’
(fig. 1.8). Dar atunci 4’B" = flA)f(B) = AB, prin urmare (AB) = (A'B’).

Definifie, Mlili;.imile M si M’ se numesc congruente §i se noteazd
M = M’ daci existd o functie bijectivil f: M — M’ astfel ca pentru oricare
dous puncte P, ¢Q € M, PQ = f(P)f(Q). Functia  cu aceastd proprietate
se numeste izomeirie.

* Mai sourt, se poate spune ci doud. mulfimi sint congruente dacd existd o
corespondentd biunivoci intre ele care pastreazd distantele.

Urmitoarea proprietate, evidentd intuitiv, se admite fard demonstratie:
,daci dou# suprafete poligonale sint congruente gi una din el este descompusd
tn supiafetele triunghiulare [T:], [Te), .., [T], atunci si cealaltd admite o
descompunere in acelagi numir de suprafete triunghiulare [T1], [T3], .-, ET
astfel ca [T;]= [T/}, i =1, 2, ..., n.

n continuare se va extinde notiunea de aseménare a doud multimi,

" care a fost definit# in clasa e 1X-a pentru poligoane convexe. fn mod intuitiv,

aceasta se poate face prin observarea a doud hirti ale aceleiagi regiuni, exe-
cutate la sciri diferite: Dacd se compard distantele dintre oricare doud puncte
ale uneia dintre hirti cu distantele dintre punctele corespunzitoare ale celei-
lalte se constatdi cd raportul acestora este constant. Aceastil observatie este
exprimatd gi in urmétoarea:



Demonstrajia se lasé ca exercifiu facultativ.
In baza proprietétii de mai sus, se justificd definifis ce urmeazd.

Fig. 1.9.

nifie. Mulfimile M gi M’ ‘se numesc asemenea i se noteazd M~M’
dacd exmta un numdr k£ >0 gi o functie bijectivd f : M — M’ astfel ca pentru
oricare dou#i puncte P, Q €M, PQ = k- f(P)(Q). Functia f cu aceasti
proprietate se numeste asemdnare, iar numérul k se numeste raport de ase-

minare (fig. 1.9).

Ca si in cazul multimilor congruente, se va admite urmitoares ‘proprie-
tate: ,daci doud suprafete poligonale sint asemenea, k fiind raportul de
aseminare §i una din ele se descompune in suprafetele triunghiulare [T,],
[T3], .-., [T,] atunci si cealaltsd admite o descompunere in acelagi numir de
suprafete triunghiulare [T:], [ T3], ..., [T5] astfel ca [T;] ~ [T5), i =14, 2, ..., n,
raportul de asemdnare fiind tot % (fig. I1.10).

1. S4 se arate ci oricare douid
semidrepte sint multimi congruente.
‘Aceeagi proprietate pentru drepte.

[Ti]~[Ti’]

2. S4 se arate cd raportul
perimetrelor a doud poligoane
asemenea este egal cu raportul
Fig. 1.10, lor de aseminare.

poligonale
Deoarece, dupd cum s-a ardtat la inceputul acestui capitol, aflarea ariei
unei muliimi de puncte este o operafie de mésurare, este necesard introdu-
cerea unei unitéti de musurd.
O suprafatd pitratd de laturd 1 se va numi unifate de suprafajd.



Se poate misura in mod direct o Fig. I.11.

suprafatd poligonald E, dacéd E se des- %@%
compune intr-un numdr finit de unitati %7//, ;
de suprafata (fig. I.11). Pentru alte Y,

multimi, procedeul direct de mésurare £ E
nu se poate aplica. Deoarece orice
suprafatd poligonald se descompune in suprafete triunghiulare, rezultd ci
este esential si se poatd calcula aria unei suprafete triunghiulare. Inainte
insd, este necesard definirea ariel. Pentru mul{imea & a suprafetelor poligo-
nale, aria se defineste prin urmétoarea teoremd care se va admite fird demon-

stratie:

P!‘ln defmme xunctla eu proprletatl]e (1) — (3) se numeste funcjie arie,
iar numérul o(S), aria suprafefei poligonale S. Deoarece doud suprafete poli-
gonale congruente se descompun in suprafete triunghiulare congruente doud
cite doud, din proprietdtile (1) gi (2) rezultd cd doud suprafete poligonale con-
gruente au arii egale. In conditia (3) intervine U, o suprafatd patratd de latura 1.
Ea este fixatdi, deoarece in tratarea noastrd, functia-distantd este aleasd in
mod unic (prin fixarea de la inceput a distantei 1, a,etalonului®). in practicéi
ins#, e necesar sd se inlocuiascd U cu diferite ,unitdti de suprafad“: 1 cm?,
1 dm?, 1 m? 1 dam? etc. Atunci se oblin diferite funciii-arie i in acest caz se
indicd functia respectivd printr-un indice, de exemplu: oemys, iar in loc de
cem:(S) = 5,7 se scrie o(S) = 5,7 em? (in acord cu notatia AB =5 em care
exprimd ¢d A Ben = 5).

In continuare vom ardta cum se calculeazd valorile functiei pentru unele
suprafete poligonale dintre care un rol deosebit il are aria suprafetei triuy-
ghiulare. Pentru simplificarea exprimirii von spune: ,aria triunghivlui,
patratului ete.“, in loc de ,aria suprafetei triunghiulare, pitrate etc.“ iar
pentru simplificarea notatiei, dacé [L] este o suprafatd poligonald in loc de
,o([L])* se va scrie ,o[L]“, de exemplu o[4BC] reprezintd aria suprafetei
triunghiulare [ABC].

Teorema 2. Daei  ABCD este piitrat si iB

e[ABCD] = I*.
Demonstrajie. Se va face in trei etape:
a) Daca I = ——', n & N*, atunci ofABCD] = — . Pe semldrepbele (AB
n

si (AD (fig. 1.12) se iau punctele B’ gi D' astfel lncit AB' = AD' =1 4
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D p'  PFig. L12. ge construieste patratul AB'C'D’ pen-
/ tru care o[AB'C'D']=1. Se impart
segmentele [AB’] si [AD'] in n seg-
c ‘ mente congruente si prin punctele de
diviziune se duc paralele la AD res-
pectiv A B, formindu-se astfel n? pa-
trate congruente. Deoarece oricare
g =G doud dintre aceste patrate au inte-
rioarele disjuncte, din proprietatea (2) rezultd cd o[AB'C'D'] = n®- o[ ABCD]

sau o[ABCD]= oL
n2

b) Dack =", m, n €N* atunci o[4BCD]="". Seimpart seg-
n n

mentele [AB] gi [AD] (fig. 1.13) in m segmente congruente gi ducindu-se
paralele cu laturile patratului, prin punctele de diviziune, se obtin m? pitrate
1

congruente cu latura de lungime — . Din propriettile (1) si (2) si cazul a)
n

rezultd cd o[ABCD]= m*- e
nz

¢) Dack I e Ry — QY% atunci o[4BCD] = 2. Se rationeazd prin reducere la absurd.
S# presupunem, -deci, ¢ o{ ABCD] = « §i @ < 12 Atunci . « < I si existd un numir ratio-
nal @ astfel incit |/« < B < I. Vom construi pitratul AB'C’D’ cu AB’ = B, B’ = (AB),
D' = (AD) (fig. 1.14). Avem ofAB'C’D'] = (% Deoarece [ABCD] este reuniunga suprafe-
telor poligonale [A B'C’D’] 5i[B’BCDD’C’], cu interioarele disjuncte, rezulti ci ofABCD] =
= o[AB'C’D'] + o[B’BCDD'C’] > o[AB'C'D’] sau «> B?, adici |/« > B, ceea ce este
in contradictie cu modul de alegere a lui B. Daci se presupune « > [2, se obline o contra-
dictie in mod analog, de unde rezultd ci o[ABCD] = P,

Teorema 3. Daci ABCD este dreptunghi gi AB =a, BC = b,
atunei s[ABCD]=a‘b.

Demonstratie. Se construiegte pitratul AB'C'D’ (fig. 1.45) astfel fincit
AB'=a -} b, BE(AB), D& (4D, deci o[AB'C'D']= (a + b)? =
=a® 4 b2+ 2a-b. Fie {E}=CD N B'C' si {F} = BC N D'C’; atunci

Fig. 1.13. " Fig. L14. , Fig. 115. ¢

U D Cl

A D A D =D
a
I} c' a G /

D [=
B C

L5 B b

A (o JE s S R -
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Fig. 1.16. ; Fig. 1.17.

DCFD' si BB'EC sint pitrate, DC =a, BC =b, iar dreptunghiul
CEC'F este congruent cu ABCD si o[AB'C'D'] = o[DCFD'] 4 o[BB'EC] +
+ 20[ABCD] = a® + b® 4 26[ABCD]. Din cele doud expresii ale lui
o[AB'C'D'] rezulti ci o[ABCD]=a-b.

Consecintd. Dacd ABC este un triunghi dreptungh ¢ cu unghiul drept
in A atunci o[ABC]= -AB AcC.

Demonstratie. Se considerd punctul D astfel ca ABCD si fie dreptunghi.
Suprafata dreptunghiulard [4BDC] se descompune in doud suprafe;e triun-
ghiulare congruente [4BC] si {BDC] (fig. I. 16) Deci

o[ABC] = L 6[ABDC]= 1 AB- AcC.
2 2

Teorema 4. Aria unui frinnghi este — din produsul lungimij unei
2

laturi eu finilfimea eorespunziitoare. :

Demonsiragie. Se considerd triunghiul ABC in care se presupune cd
unghiurile A i B sint ascutite, deci ¢, piciorul indltimii din C, este pe seg-
mentul (4B) (fig. 1.47). Atunci:

o[ABC] = o[ACC'] + o[BCC'] = % ACts ce % C'B-CC" =
= % AB-cCC'.

Deoarece orice triunghi are doud unghiuri ascutite gi produsele dintre
lungimea unei laturi cu indltimea corespunzdtoare egale, rezultd teorema.
Observatie. Dacil o suprafatd poligonald S se ‘descompune in suprafetele poligonale 5;,
Soy..87, atunci ea se descompune si in suprafetele poligonale $; U S, Ue.. U Spy i Sp.
Din proprietatea (2) a teoremei 1 rezultd ci:
AU U b e o U L Rl ey L s
Aplicind succesiv aceastii proprietate se obine:
S (SO T U Ui 2 S U S U RS ) A g (S
oS3 U 8y) = o(S;) + ofS,), ceea ce implicd
al§) = a(S; US; U.... USy) = a(S!) + o(Sg) + ... + o(Sy).

11



Deci proprietatea (2) din teorema 1 poaté fi genera-
lizat4 in acest mod (fig. I.18).

Dac# pentru aceeasi suprafatii poligonald §
se inai’consideri o descompunere in suprafetele
poligonale Si, S w0s S atunci in mod analog
se obtine a($) = "(Si) + a(Sy) + - + o(sp), deci

o(8;) + o(Ss) + ... + a{Sn) =
Fig. 118, = o(83) + a(S3) + - + o(5p)-
Consecinje. y
1. Dacd ABCD este un paralelogram gl d(AB, CD) = h atunci
o[ABCD] = AB -k (fig. 1.19).
2, Daci ABCD este trapez, AB ||CD si 4(AB, CD)=h, atunci

o[ABCD] =22 + CD . h (tig. 1.20).

3. Daca PyP;y ... P, este un pollgon convex regulat, O fiind centrul
siu si PyPy =1, d(0, P1P3) = 2, atunei: .

o[P,Ps ... P,] =— n-a-1 (fig. L24).

Demonstratiile rezultatelor de mai sus constituie exercitii simple, con-
structiile necesare fiind indicate in figurile respective.
4. Dacd AABC ~ AA B'C’, k fiind raportul de aseminare, atunci

SL4BCl _ s (fig. 1.22).
o[4’B'C’]

== =
Al —
Fig. 1.20
Cc
I
oL
|
|
|
I
!
I
]
i
A D B
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0"!51

Fig. 1.28, - =

Demonstragie. Fie CD | AB, D € AB,C'D' | A'B’, D' € A'B'. Avem
NACD ~ NA'C'D' si ABCD ~ AB'C'D' deoarece B.ceste trmnghmrl au
respectiv cite doud unghiuri congruente. Rezultd

c AB AB %AE b
,D’ = ﬁ% = Z’ = k, deci GEQ’B’GC]’ = =k2,
oD c B o A’B'C'] % e

Rezultd acum, tinind cont de proprietédtile de descompunere ci:

5. Raportul ariilor a dou# suprafete poligonale asemenea este egal cu
pitratul raportului de asemdinare (fig. 1.23).

Aplicatii. Proprietatile ariei pot fi utile la demonstrarea unor relatii geo-
metrice gi la rezolvarea unor probleme, chiar dacé aria nu apare in mod expli-
cit. Vom arita mai intii doud demonstrafii ale teoremei lui Pitagora, bazate
pe arii.

1. Se da triunghiul ABC, dreptunghic in A, BC =a,CA=b, AB=
=¢, b >e (fig. 1.24). Construim pitratele ACDE 8i EFGH cu laturile b
respectiv ¢, E € (4B, F € (ED), si punctul K astfel ca D & (FK) si
DK =¢. Atunci AABC = ADKC = NHGB = NFGK i BCKG este
un pitrat de laturd a. Rezulti:

b® 4 ¢* = o[ACDE] -+ o[ EFGH] = o[ACDFGH] = o[CBGFD] +
+ 6[ABC] + o[HGB] = 6[CBGFD] + o[DKC] + o[FGK] = o[BCKG] = a*.
2. Fie [AD]inaltimea triunghiului ABC cu m(A) = 90° (fig. 1.25). Deoa-
rece NABC ~ ADAC ~ ADBA, avem conform consecintei &

o[ABC] _ o[DAC] _ o[DBA] _ o[DAC] + o{DBA]
a? pe c? i Bt c? i

y I
|
I
1
]
1
D

; a C
H Fig. 1.24. Fig. 1.26.
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Fig. 126, " Fig 127,

Fig, 1.28 A & £ B

Fig. 1.29. D K I ¢

Dar o[ABC] = o[ DAC]+ o[DBA], deci a? =b% | ¢

3. Se dau: punctele fixe 4, B, un semiplan § limitat de AB si numérul
k > 0. Locul geometric al punctelor MES, astfel ca c[ABM] =k, este o dreaptd
paraleld cu AB (fig. 1.26).

intr-adevir, d(M, AB) = % este constantd.

4. Sd se construiascd un triunghi de aceeagi arie cu un patrulater dat ABCD.
Intersectdm in E dreapta AD cu paralela la BD, dusd prin C (fig. 1.27). Con-
form cu 3, o[BDC]= o[BDE], deci

o[ABCD] = o[ABD] + o[BDC] = o[ABD] + o[BDE] = o[ABE].

. Se dau: un triunghi ABC si un punct DE (AB). 5a se construiasca
o dreapté care trece prin D §i care imparte suprafata [4ABC] in doud supra-
fete de aceeagi arie (fig. 1.28).

Notam eu B’ mijlocul lui [AC] §i intersectdm in P dreapta AC cu para-

lela la DB, dusd prin B. Atunci ofADP]=o[ABB']= ﬂfﬂ.

Exercitii

1. Paralelogramul ABCD are AB =6, AC =7 ¢i d(D, AC) = 2. Si se afle d(D, AB).

9. Dintre triunghiurile ABC cu BC =a 5i CA =0, a gi b fiind numere date, si se
afle un triunghi de arie maximi.

8. Se consider un pitrat ABCD si punctele E,F,G H, I, K, L, M care fmpart
fiecare laturd in trei segmente congruente (fig. 1.29). S4 se arate ci PQRS este un pitrat

gi i aria lui este egald cu —i—u{ABCD].
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4. Diagonalele trapezului ARCD G
(AB || DC) se taie in 0. a) S4 se arate ci
triunghiurile A0D gi BOC au aceeagi arie.
b) Paralela prin O la AB taie AD gi BC in
M si N. Folosind proprietatea a) si se arate £
ci (MO) = (ON).

6. F fiind mijlocul laturii neparalele
[AD] a trapezului ABCD, si se arate ci
e[ABCD] = 24[BCE].

SN
6*, Se dau: un unghi BAC sl un
punct D in interiorul lui. O dreaptid prin D
taie laturile unghiului in M si V. Si se deter-
mine dreapta MN astfel incit aria triun-
ghiului AMN si fie minima.

7*. S4 se construiasci un punct P in D il i
interiorul triunghiului ABC, astfel incit tri-
unghiurile PAB, PBC, PCA si aiba arii Fig. 1.80,

egale.

8*. 34 se descompuni o suprafatd triunghiulara in trei suprafefe de aceeasi arie, prin
paralele la o laturd a triunghiului.

9*. Rezolvati problema analoagi pentru un trapez,

10. Prelungim razele duse la virfurile unui triunghi echilateral, inseris intr-un cerc
€(0, r), pini la intersectia cu cercul care trece prin virfurile unui pitrat circumscris
cercului €(0, r). S# se arate ci-punctele astfel obfinute sint virfurile unui triunghi de
aceeagi arie cu hexagonul tnseris in @(0, r).

11. 8a serdemonstreze teorema catetei cu ajutorul ariilor.

— Indicagic. Pe ipotenuza [BC] si pe cateta [AB] construim pitratele BCED si ABFG
(fig. 1.30). Perpendiculara din A pe BC taie BC in A’ si DE in H. Trebule si aritim ci
o[ABFG] = o[BA’HD] sau ofABF] = o{BDH], o[ABF]= o[CBF], o[BDH]= o[BDA]
#i ACBF = ADBA.

§ 4. Suprafete misurabile. Aria discului

Vom asocia acum cite o arie §i unor multimi care nu sint suprafete
poligonale. Cu alte cuvinte: vom prelungi functia-arie la o mul{ime de figuri
(o figurd este o multime de puncte din plan), aceastd multime continind
multimea suprafetelor poligonale precum gi alte multimi de figuri ca discurile,
sectoarele gi segmentele de cerc etec.

Definifie. O multime  se numeste suprafajd mdsurabilé dacs
existd un numdr unic o() mai mare sau egal cu aria oriciirei suprafete
poligonale incluse in _# gi mai mic sau egal cu aria oricirel suprafet,e poli-
gonale care include pe  (fig. 1.31). Numarul o(_) se numeste aria lut A,
Se va nota cu S* multimea suprafefelor mésurabile.
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Demonstrajie. Fig A;A,... Az un poligon inseris in cercul €(O, r) si B,B,... By, un
poligon circumseris aceluiasi cerc (fig. 1.82). Se noteazd l; = A;diy,, hi =d (0, Aidiy,)
pentrui {1, 2, ....n — 1}, In = Apdy, bp = d (0, 4y 4,). s; = B;Biy, pentru i = {4597
oo mo— 1} si s = By By, Atunci

8O | =
:‘

oAy .. An] = o[0As4s] + o[0A:45] + ... + o[0AnAd,] = hily.

et

e =

IS, o Al S .
Deoarece y < r, ofA; ... Ay] < il ﬁli, iar din modul de definire a lungimii cercului
={

n
El,- < 2nr, deci

=1
(1) o[A1A, ... Ap] < mrt.
In mod aseminitor si {inind cont ci d(0, B;B;,) = r, rezultd

AR B By PR
Bo . Bpl=— ) "rgj=—) ‘o; > — s
LT

deci s
(2) o[ByB, ... Byl > mrt.
Numérul =r® verificd, deci, conditiile din definitia unei su-
A, prafefe misurabile. Vom ardta mai jos ci mr? este singurul
numdr care verificd aceste conditii i cu aceasta teorema va fi
demonstrata.
Vom folosi conditiile (1) si (2) numai pentru poligoane
regulate A, 4,.. Ap, ByB,... By si n=2m. In acest caz
avem (fig. 1.33)
0 a A, a[AsA; ... Aym] = 2mo[0A,A,] = mo[0A, A, A,] =
18 m(AlAa -0 L AyA, 'AzQJ =
2 2
44,704, _ pur
A ’ y r Py
BB, ... Byl = mo{OBBy) = m 20 _ Im"
Fig. 1.33. e g 2 2
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unde pm,, P sint perimetrele poligoanelor 4,4, ... Ay, BB, ... B Prin urmare, din
(3) % S pa i

trebuie si deducem ci z = =r®.
Din (8) rezulti

, me N*

2
(&) Pm < -2 < P, moe N¥.
7 ¢

$tim din definifia lungimii / a cercului ci / este singurul numir mai mare decit perimetrul
oricirui poligon inscris tn cerc si mai mic decit perimetrul oricirui poligon circumscris
cercului. Aceastd caracterizare a lui ! rimine valabild dacé inlocuim poligoanele de mai sus
cu poligoane regulate oarecare, inscrise in cerc respectiv circumscrise cercului, deci din (&)
rezultd ci

Rabis s i b P Ry
2 2

= nr? i teorema 1 este demonstrati.

Definifle. Se numeste sector de cere determinat de arcul AB al cer-
cului @(0, r) reuniunea segmentelor [OM], unde ¥ & AB. °

Pe figura .34, punctele A, B € @€(0, r) determinind arcul mic AB §i
arcul mare ﬁ, vor determina doud sectoare de cerc, corespunzitoare celor
doud arce.

Teorema 2. Sectorul de cere determinat de arcul AB al eercului
€(0, r) este o suprafaji misurabild gi aria lui este egalid cu

T 7 P
Pl P R e O e e
9. AB T 959 iy

r\,|‘3a

: w(AB).

Demonstratia acestei teoreme este analoagd demonstratiei teoremei 1.

Numérul o(_f) asociat unei suprafete misurabile permite definirea unei
functii ¢ : 8% — R, care verificd proprietitile (1)—(3) ale teoremei 1, § 3,
cu specificarea cd notiunile de interior, frontierd ale elementelor lui /1 se
definesc in mod analog.

Aplieatie. Calculul ariei unui segment de cerc
(intersectia unui dise [@(0, r)] cu un semiplan
inchis limitat de o secantd a lui €(0, r)) (fig. 1.35).

Faptul cd segmentul de cerc este o suprafatd
mésurabild se demonstreazd ca si in cazul discului.
Notdm cu o, o, ariile segmentelor de cerc determ1-
nate de arcul mic AB respectlv arcul mare AB

(fig. 1.35) gi fie o = u(AOB)‘ Conform teoremei 3
a(sector mic A4B) = g, + o[AOB]. Fig. L34
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Tinind cont de

o(sector mic AB) = % @ o[AOB] =

& (-4 o©
2rsin — *r cos — y
Bl 2 r? sin o

2 2

obfinem

(5) a,=% (¢ — $in @)

Fig, 1.5,

gi in mod analog
o, .=% (2 — a + sin «).

Notind o' = 21 — a, formula lui ¢, ia forma (5):

s ’ {4 v
as=?(m — gin &').

Observatie. Se va admite ci punctele gi segmentele sint mulfimi misurabile si au
aria nulj.

Exercitii

1. Construifi un cerc concentric cu cercul dat @(0, 7), astfel tneit sd'impartd discuy
[@(0, r)] in doud pirfi de arii egale.

2. Suprafefele hagurate pe figura 1.36, (lunulele Iui Hipocrat) sint determinate de
semicercurile descrise pe laturile triunghiului dreptunghic 4BC, Ardtali ci suma ariilor
lor este egald cu aria triunghiului ARC.

8. Din punctul C, situat pe semicercul de diametru [A4B], se coboari perpendiculara
CD, D e AB (fig. 1.37). Aria suprafefei hasurate, limitati de semicercuri (secera lui Arhi-
mede), este egald cu aria discului de diametru [CD].

4. Se considerd un triunghi echilateral ABC cu AB = 2a (fig. 1.38). Aria supra-
fefei hasurate, determinatd de cercurile @(A, a), €(B, a), €(C, a) si (4, 3a), este egald
A o

cu aria sectorului de cere, determinat de arcul mic EF al cercului C(C, a).

5. S se arate c aria ,coroanei circulare” cuprinse intre cercurile C(0, ry) si €0, ry)
(ry < ry) este egald cu aria unui disc care are ca diametru o coardd a cercului @(0, r,), tan-
gentd cercului (0, ry).

6. F'ie [0A], [OB] doud raze perpendiculare ale unui cerc de centru O. Pe arcul mic
o~ —~ _—
AB se iau punctele C si D astfel incit AC = BD si fie E, F proiectiile lui ¢, D pe OB. Si

c%
A B A

Fig. 1.36, - Fig. 1.87. Fig. 1.3s."
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se arate ci aria suprafetei mirginite de segmentele [DF], [FE], [EC] si de arcul CD este
egald cu aria sectorului determinat de arcul CD al cercului €(0, 04 ).

Exercitii recapitulative

1. Aria piitratului construit pe tangenta comuni a cercurilor, care au ca diametre
catetele unui triunghi, este egald cu aria triunghiului.

2. Sd se afle aria octogonului regulat inscris intr-un cerc de razi r.

8. S¥ se arate, folosind arii, ci suma distantelor unui punct variabil, situat in inte-
riorul triunghiului echiltateral 4BC, la laturile lui este constantd.

4*, Se consideri un triunghi dat ABC si un punct variabil M = (BC). 84 se arate ci
intre, distanfele = = d(M, AB) si y = d(M, AC) existd o relagie de forma kz + ly =1,
unde % si I sint constante. 5

5. Fie M si N mijloacele laturilor [BC] si [4D] ale patrulaterului convex ABCD i
{P} = AM N BN, {Q} = CN N MD. Si se arate ci aria patrulaterului MQNP este egald
cu suma ariilor triunghiurilor ABP si CDQ.

6. fntg‘—un piitrat de laturd 1 se uneste mijlocul fiecdrei laturi cu extremitétile laturii
opuse. 34 se afle aria octogonului interior convex care se formeazi in acest fel.

7. Diagonala [BD] a paralelogramului ABCD se imparte prin punctele M, &V in
trei segmente congruente. SA se arate ci AMCN este un paralelogram si si se calculeze
raportul dintre o[ AMCN] si o[ ABCD]. :

8. Se dau purctele 4, B, C, D astfel tncit AB N CD = {P}. 84 se afle locul geometric
al punctelor M astfel ca ofABM] = o[CDM].
Indicatie. Problema revine la determinarea locului geometric al punctelor M pentru

care raportul distanfelor lui M la dreptele AB si CD este o constantd datd. Locul
cerut se compune din dou# drepte care trec prin punctul P, din care se scoate punctul P.

9. Problema analoagd cu problema 8 in cazul AB || CD.



Capitolul. 1]

Aplicatiile trigonometriei in geometrie

Geometria este una dintre disciplinele matematice in care trigonometria
151 gilseste aplicatii imediate, dat fiind e intre aceste discipline exist4 o imple-
tire strinsi (geometria a fost utilizati intr-o mésuré considerabild in elabo-
rarea trigonometriei), ;

Dacd ABC este un triunghi, numerele ¢ — BC, b = AC, ¢ = AB, ;

A y.(AA), B p.(ﬁ'), C= u(é") s numesc elementele triunghiului ABC.
- Dacéi a, b, ¢, 4, B, C sint elementelo triunghiului A BC, aceste numere sint
elementele oricirui triunghi congruent cu ABC. Triunghiurile congruente
avind aceleasi elemente, le considerdm egale sub aspect metric.

Problema principald a capitolului de fatd constd in rezolvareq metricd g
triunghinlui adicd in determinarea tuturor elementelor sale, cind se cunosc
trei din ele. De mentionat este faptul c&, deoarece in orice triunghi ABC,
A + B+ ¢ =, printre cele trei elemente cunoscute figureaza neapirat
lungimea unei laturi.

§ 1. Coordonate polare in plan

_ In sistemul de coordonate din plan de reper (0, 4, B), fie punctul
P(z, y) diferit de originea 0(0, 0) a axelor de coordonate. Dac notim cur

distanta OP, atunci r — |/ 2% 1 2. Deoarece P # 0, rezults r + 0,
Punctul M [3 Y ) este situat pe cercul unitate C=@(0, 1). Intr-adevir

»
¢ r

oM = (EJ' +’[£J‘ =ZFY 1 adick 04 1.
» r : e :

Rezultd cd M este punctul de intersectie al semidreptei (0P cu cercul

unitate C. -

Deoarece M & C, existd numirul unic ¢ € [0, 2m), astfel incit
Z = cos t, L= sintz.
7 r
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Aceste egalititi se pot serie sub forma

(€3]

Dacd P =0, adicd z =0, y =0, atunci r = 0P =0 i formulele (1)
sint. valabile, oricare ar fi { € [0, 2m).

Se obgervi cd atit numerele (z, y) eit si numerele (r, t) determind pozitia
punctului P in: plan.

[z =r cost,
y =rsint.

Numerele (r, ¢) ce intrd in formulele (1) se numesc coordonatele polare ale
punctului P; r se numeste raza polard a lui P, iar ¢ se numeste argumentul
polar al lut P.

Dacd se cunosc numerele #, ¥, nu ambele nule, coordonatele carteziene
.ale punctului P, raza polard 7 a lui P se determind din r = I/ 22+ g2, iar
argumentul polar ¢ se determind din una din egalititile (1), {inindu-se seama
de cadranul in care se afli punctul P. Dacd 2 # 0, putem folosi gi formula

) 2ol
(2) tgt= =
deci in acest caz
(2 t =arctg L + kn,
x

unde %k = 0 dacid P(z, y) se afld in cadranul I, &k =1 daci P este in ca-

dranul II sau IIT gi k= 2 dacd P se gédsegte in cadranul IV [deoarece
arctg % = (ﬁ-’;—. E)]

Dacd 2 =0, y = 0, avem r = 0 si argumentul polar esté nedeterminat.

Ezemple. 53 se determine coordonatele polare ale punctelor:

a) PG, 0); b) QO, —8); ¢) R(4 3); d) §(/3, —1).

Solugie. a) r = |/ 5% | 02 = 5. Punctul P fiind situat pe semiaxa absci-
selor pozitlve, rezultd ¢ = 0. Agadar coordonatele polare ale lui P sint (5, 0).

b) Punctul Q(0, —8) fiind pe semiaxa ordonatelor negative, rezultd

BIE e
t==" gir=8.
2 §

3

¢) Avem r =5 gi 19t e Deoarece R(4, 3) este situat in cadranul I,
rezultd ¢ = arctg % ~ 0,645
d) In acest cazﬂ r=2s \gt=— Z?E Punctul § fiind situat in
cadranul IV, rezultd t = — % O -“6—" .
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RI4,3)

Fig. IL1,

In figura IL.1 gint reprezentate

cazurile ¢) si d). Pe cercul unitate a

fost - marcat punctat arcul care are
lungimea # (in cazul c)).

De retinut este faptul i stunci

cind punctul. P(z, y) are ordonata

e strict pozitiv, adicd y >0 numarul ¢

reprezintd mésura in radiani a unghiu-

N
lui A0F (tigura 11.2),

Fig. 1L.2.

Exercitii
1. S4 se determine coordonatele polare ale punctelor: a) M(6, —8), b) N(—3, —4),
e} P(0, —5), d) Q(1, 13), e) R(—2, 1), f) §(—3, 0). :
2. S4 se determine coordonatele carteziene ale punctelor de coordonate polare:
a) (2, L (5, e —5_), o) (:, 'ﬂ} a8 )
3 13 3

8. S4 se determine coordonatele polare ale punctelor situate pe dreapta de ecuatie
3z — 4y = 0, care au distanta la originea axelor de coordonate egali cu 2.

§ 2. Teorema sinusurilor §l teorema cosinusului

Vom stabili in continuare dous relatii fundamentale intre elementele
unui triunghi, care vor permite rezolvarea metric§ a triunghiului.

Pentru simplificarea limbajului facem urmitoarele conventii: numerele
a, b, cle vom numi laturi, iar numerely 4, B, C unghiuri ale triunghiului A BC.

Teorema 1 (Teorema Sinusurilor.) In orice triunghi 4 BC
avem: :

(2) A BT
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Demonstrajie. In planul triunghiu- ,
lui ABC (figura, 11.3), alegem un sis-
tem de axe de coordonate cu originea i
in punctul 4, dreapta 4 B, axa abscise- |
lor i dreapta perpendiculard in 4 pe i
AB, axa ordonatelor. Sistemul a fost
ales in aga fel incit abscisa lui B §i ordo-
- nata lui C si fie numere strict pozitive.

Dreapta paraleli prin A la BC se Pig. 118,
ifitersecteazd ou paralela prin C la AB, ‘

in punctul D. Inseamnd cd AD BC = a, iar unghiurile BAD gi ABC

fiind suplimentare, rezultd p.(BAD) — e

Utilizind formulele (1), §1 ordonata punctului C este yo = b sin A, iar
ordonata punctulul D este yp —asin(n — B) =a gin B. Punctele C §i D
fiind pe aceeagl paralela la axa absciselor; au ordonatele egale. Din y¢ = ¥p

rezultd b sin A = a sin B sau
a b

sinA sin B

- In mod analog avem a sin C = ¢ sin A de unde rezultd imediat egalitd-
tile (2). :

Teorema 2. Dacid numerele striet ]mzmw ay, by, €1,- Ay, By, Cy, veri-
fied relafiile

a 1",_ o

(@ ) ¥ sin 44 sin B, sin Cy 3
A+ B+ C=m,
atunei existi un triunghi ABC ale eiirui elemente sint respeetiv celﬁ yase
numere date.
Demonstrajie. Deoarece din a doua relai;le (3) rezu]ta B -[-Cl< ™,
putem cons:l;rm un triunghi ABC, astfel ca BC = ay, |.|.(B) By, [J.(C)

Atunci p.(A) —m— By —C; =4, g din teorema sinusurilor deducem:
Al E e

sin 4;  sin By sin Cy

Comparind cu prima relagie (3), rezulti CA =b;, AB =¢;.
- Aplieafii. 1. S84 se arate cd triunghiul in care
sin? B + sin? € = sin®4
este dreptlmghic. :
Solupie. Aplicind teorema sinusurilor, din
a b &

e e i)
inAd sinB sinC

23



rezultd: sin B = 2 , 8in € =

<, sin A =2 Inlocuind in relatia din enun,
m m m

se obfine
b + ¢ = g2

g1 conform reciprocel teoremei. luj Pitagora, triunghiul este dreptunghic.
2. Si se demonstreze ci triunghiul ABC in care

A
a=2bsm?, Ae[g, TFJr

este isoscel,
Solugie. Conform teoremei sirusurilor gi relatiel date, se obfine sin 4 —

= 2 sin Bsin %, de unde cos % = sin B sau s'n B — gin E%‘é ; deci

BB g S Al
9 s ik iy S
In primul caz ¢ =n — 4 —B=xn—4 —5—;4=“;A = B g trivn-
ghiul ABC este isoscel.
Cazul al doiles nu este posihil deoarece A + B = # & [, 2m),

oricare ar fi 4 & [g, Tr)-

Teorema 3. (Teorema ¢osinusulu i.) Tn orice triunghi A BC
avem :

(4)

a® =051 ¢® — 2h¢ cos 4 ‘

Demonsiratie. Se ia un sistem de coordonste cu originea in virful A al
triunghiului ABC, axa absciselor dreapta AB si axa ordonatelor dreapta
perpendiculard in 4 pe AR (figura IL.4). Sistemul a fost ales pstfel ca abscisa
lui B i ordonata lui € si fie numere pozitive. Punctul B are coordonatele
(e, 0), iar punctul €, conform cu (1), § 1, are coordonatele (b cos 4, bsin A).

Aplicind formula distantei dintre dous puncte rezultd: ;

BC® = (¢ — b cos A)? - (b sin A)? = b* 4 ¢ — 2b¢ cos A.

Dar BC? =gq? gi teorema este demon-

strata.
Formula (4) rimine adeviratd dacs
b a schimbdm pe ¢ in b, Pe b in ¢, pe ¢ in q,

pe Ain B, pe B in C gi po C in A,
adicd avem:
A c 8 (4") b® = ¢® + a® — 2¢q cos B,
Fig. 1L4 (4") ¢ =a® 1 b2 — 2ah cos C.
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Relatia (4) s-a obtinut din (4) prin asa-numita permutare circulard; tot
aga s-a obtinut (4”) din (4'). In general, dacd o relatie intre a, b, ¢, A, B, C
este adeydratd peniru orice riunghi, atunci sint adepdrate i relapiile deduse din
ea prin permutdri circulare.

Teorema 4. Daeli numerele strict pozitive a,, b,, ¢; gi 4, € (0, ©)
satistae rolafia

(5) al = bi + 0;2 — 2by¢, cos. A;,
atunci existi un triunghi ABC eu

BEC = ay, CA =b;) AB = ¢;, p(A) — A,

Demonstragie. Se poate construi un triunghi 4BC, astfel ca CA = b,.
AB = ¢, p.(‘/i\) = 'A;. Aplicind teorema cosinusului in acest triunghi, se
obtine:

BC? = b2 + ¢ — 2bye, cos A,
i comparind cu (5), rezulti BC = q,.
- Aplieafii. 1. Sa se arate cd triunghiul ABC este dreptunghic in 4 daci
i numai daci
; cosB+cosC‘=-I']»

Solutie. Daci A ——,cos BfcosC =2 +£=
a a

Mai rdmine de demonstrat ca:

cos B + cos C = +"i=::A=—;'5.

Din teorema cosinusului rezultd:
2 FTANN ¢ ode 2L peiil a8
cosB:a__i_! si OOSC=L—C-
2ac 2ab
Inlocuind in relatia datd se obtine:

2 T Ty X 2 2 __ p2
g5 b+“+b iy ilrie sau a® = b% + ¢?,
2ac 2ab a

relatie care caracterizeazd triunghiul dreptunghic.
2, Si se arate cd, dacd ¢ =41, b =28 5i ¢ = 15 trlunghlul ABC este
obtuzunghic.
Solugie. Numai unghiul opus laturii de lungime mai mare poate fi obtuz.
Din
b+ ¢® — a? b

cos A =——— = ,
" 2be 5

deoarece A € (0,m) 51 cos A <0, rezultd 4 & (—;ﬁ ) ﬂ’).
Deci triunghiul este obtuzunghic.

25



-

Exercitii

1. 84 se arate cd in orice triunghi ABC avem:
a) bcos C + eccos B — a;
b) b cos B+ e cos C — acos (B — C).

2, 84 se arate ci in orice triunghi ABC avem:

2. 8
a) bcosC — ccos B — 2 c;
a

b) 2(be cos A + ac cos B + ab cos C) = a4 b2 + ¢t
8. Folosind teorema cosinusului, si se arate ci
hmg = 2(b® + o) — g8,

unde mq este lungimea medianei corespunzitoare laturii de lungime a.
4. 54 se arate ci triunghiul ABC tn care

ctg &
— =9
b 2

este dreptunghic.
5. Si se arate ¢, dacd in triunghiul ABC avem ctg 4 4 ctg B = 2 ctg C, atunci
a? —+ b? = 2c2.

§ 3. Rezolvarea triunghiurilor

In continuare ne ocupim cu rezolvarea metricdi a triunghiului in diferite
cazuri,

Cazul L.U.L. Se dau dou# laturi §i unghiul cuprins intre ele, de exemplu
s Bl -
In acest caz triunghiul poate fi construit, deci existenta lui este asigurati.
Teorema L.U.L. ne arati cd, privitd metric, problema dati are solutie unica.

Elementele necunoscute se determing astfel: din
e? =a? 4 62— 248 cos ¢
se determini ¢, iar 4 se afli din teorema sinusurilor.

Cazul U.L.U. Se dau o laturi si unghiurile al&turate e, de exemplu g, B, C.
In acest caz triunghiul A BC existd daca $i numai daci B + € < =. Unicitatea
solutiei rezultd din teorema U.L.U.

Numerele b gi ¢ se calculeazi cu ajutorul teoremei sinusurilor, stiind ci
A=m—B—(.

Cazul L.L.L. Se dau cele trei laturi a, b, c.

Din geometrie se stie ci triunghiul ABC existd daci 51 numai dacd
a<bie b<cta si c<a-b.

Numérul 4 se calculeaza din

i 2 i
) fon A s IS el
2be

iar numérul B, in mod analog sau din teorema stnusurilor.
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Conditia de existentd se poate obfine gi cu ajutorul teoremei 4, § 2. Intr-adevir,
pentru numerele strict pozitive a, b, ¢, avem

P 5 (® ' ) a+b>ec

2 —a —c— a —ecfa <0

-l — <l

2be {(+0+a)(b+c—a)>0 St
; b+c>a.

Asadar existd A4, verificind formula (1) daci si numai dacd a +b>¢, b + ¢ > a,
¢+ a>b

Cazul L.L.U. Se dau doud laturi gi unghiul opus uneia din ele, de exemplu
a, b, A.

In acest caz, {inind seama de teorema 4, § 2, triunghiul A BC existd daci
§i numai dacd ecuatia

(2) a? =b% 4 ¢*— 2bccos 4
cu necunoscuta ¢ are cel putin o solutle strict pozitiva.

Problema are doua, una sau nici o solutie dupd cum ecuafia (2) admite
doud, una sau nici o rdddcing strict pozitiva.

Rezolvarea gi discutia cazului se poate face si pe baza teoremei 2, § 2.

Ezemple. 1. a = |/2, b = 2, B:E'

Solutie. Din b* = a® 4 ¢* — 2ac cosB, rezultd
e — 20— 2= 0.

Aceastd ecuatie-are unica rdaddcind pozitivi ¢ = 1 4 /3, deci existd o

.y e . 2 2
singurd solm}le. Din cos 4 = ?+Tgba rezultd cos 4 = I/2 deci A _%

Bl C_n—
12

2.6 =1/5, ¢ =1/17, B = arccos “1/;5
Solujie. Din teorema cosinusului, rezults
— 8a + 12 = 0.
S-a obfinut o ecuatie cu solutia ¢; = 2 8i a, = 6. Cu aceste date existd doud
triunghiuri.

o : 21/5
Daca a@; = 2, atunci €; = m — arccos —lg—s—, Ay=n—C; — B.

21/5

3 Az =y Cg = B-
Din tabele sau cu' ajutorul calculatorului gisim
6'2 arccos 0,894 ~0,46 §i C; =7 — Cy~ 3,14 — 0,46 = 2,68, adics

Dacd a, = 6, atunci €, = arccos

m(Cy) = 26°30’ si m(A,) — 163°30".
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Aplleatll. 1. In cazul L.L.L., determinarea lIui A in functie de a, b, ¢ se
poate face gi folosind una din formu]e]e

3) cosé=vm, ind_1/E=0G-a
2 be 2 be .

unde 2p =a b + ¢.
Intr-adevir din teorema cosinusului rezultd

b2+czfan

08 A =
. € ‘A 2be
Dar 0052‘: i +;0LA-. Inlocuind se obtine:
0052£=i 1+b”+czﬁa2)_ (6+c+a)b+c— a) v
2 2 2bc . 4be g :

Din @ + b - ¢ = 2p, rezultd a+b+4¢c— 22 =2 — 2a. Deci

b+c—a=2p—a)si cos® % = @-. Ultima egalitate scrisd este
I

echivalentd cu prima egalitate din enunt, deoarece 4e(0, n) si cos 2 >O

A doua egalitate din enun{ se demonstreazi pornind de la sin? % =

_ l—cosd

§1 fécind calcule similare cu cele de la demonstratia primei
egalitéti.
Réimine ca exercitiu sd se scrie formulele analoage cu (3) pentru cos %.

[ B M€
cos —, sin—, sin —.
2 2 2

2. In “orice triunghi ABC gvem:'

(4) li—=- = cos 4,

b+ ¢ 2

I, fiind lungimea bisectoarei unghiului 4.
Solufte. Fie D punctul de intersectie al bisectoarei unghiului A4 cu latura
[BC] (fig. I1.5). Aplicind. teorema bisectoarei se obtine

A BD=-_%_,
& b+e

In triunghiul ABD, conform teoremei
sinusurilor, rezultd;

Lo s

8 D & : sin B SR
s —
Fig. 1L5. 2
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Inlocuind pe BD se obfine relatia de demonstrat.
In mod analog avem:

2ac B
I, = cos —, L, =
& a-+c Fhbang a-+b 2

Exercitii
1. S# se determine toate elementele triunghiului ABC gtiind c4:

a) ‘@ = 14, ¢ = 18, B = arccos —15—3; b) b = 15, A = arccos ﬁ,ﬁ:amcos 3;

Cla'= 450 =5 e =13 d) a5 0="6." C="arccos %
é)azl/v‘*’,bzl-’i:% ifla=35 b=7, A=arccoszl/,;w;
g)u:l,b:2,A_:—§-

2. Si se determine elementele necunoscute ale triunghiului ABC fiind date:
a) 4, B si p; :
b)a+b=m, A §i B;
c)a Asib—c=ad.
8. Si se arate ci in orice triunghi ABC avem:

A—B c a—

b .
— = ——— (teorema tangentelor).
% 2 a-+b ( . )

tg

4, In triunghiul ABC se di m(ﬁ): 60° si —ll = 2 + |/3. S84 se calculeze tg P—C
si unghiurile B si C. - - <
5. Intr-un patrulater convex ABCD se dau: AD = 7()/6 — |/2). CD = 13,
BC = 15, C = arccos g si D= % + arccos % . Se cer celelalte unghiuri ale patru-
laterului si 4B.

§ 4. ‘Formule pentru aria triunghiului

Fie § aria triunghiului ABC. Avem mai intii formulele (Cap. I, § 3,
teorema 2): A ;

1) 28 = ah, = bhy = ch,,
unde h,, hy, k. sint indltimile triunghiului.
in triunghiul ABC (fig. 11.6), fie k, =
= AD. Din triunghiul dreptunghic ADC
deducem k, = b sin C, deci

ab sin C
(2) s Fig. IL6.

|

|

!

|

I

|

I

! Lo
D
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Formula (2) se citegte astfel:

Aria unui triunghi este egald cu jumdtatea produsului a doud laturi
tnmultit cu sinusul unghinlui dinire ele.
Din (2) rezultd:
.S'—-— 2sln£cos E—a:)frslngcos £
2 2 2 2

si inind seama de formulele (3) de la § 3, gasim formule lui Heron;

3) - S=p—a)lp—b)(p—20.
Exprimind pe 4 din teorema sinusurilor i inlocuind in (2), se giseste:

a®sin Bsin C
; 2sind
Scrieti formulele analoage cu (2) gi (4), care se obtin prin permut#ri cir-
culare.

Aplicatie. Aria suprafetei poligonale determinatd de un poligon regulat
cu n laturi este datd de:

(5) S, = — R2 sin 2%

n

unde R este raza cercului circumscrls poligonului.
Solugie. Fie AB =1, lungimea laturii poligonului regulat (fig. 11.7),
M mijlocul laturii [AB] si O centrul cercului circumscris. Avem'
S =n-o[4BO] = n 2L

£ 27 2 T .
Dar p(40B) = ==, deci p(AOM) ==, Inseamni c& l, = 2Rsin = gi
n : n

OM = R cos = . Inlocuind, se obtine formula (5)-
n

Exercitii

1. S84 se calculeze aria triunghiului A BC atunci cind:

a)la =17 B:arcsinz—é, C = arcsin 1—2;
25 13
A A
b} & = 2, m(4) = 135°, m(C) = 30°%;
c) a= 7,b=5c=6;
A

d) m{Ad) =18%, b= 4, c— 8.

A v B8 2, Cite triunghiuri distincte sub aspect metric existd

astfel ca
Fig. 1L.7. ~ gi=tl6ial="13 S =0
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8. S4 se afle aria triunghiului- ABC daci:
pom A =
a= 6, mAd) =60°%b+c=3+)3.
4. 5S4 se afle aria patrulaterului din exereifiul 5, § 3.

5. Daci S este aria poligonului regulat cu n laturi, si se calculeze : Sy, Sy, Sy, Sy,
Sya $1 S5y, In functie de R, raza cercului circumseris poligonului.

!

6*. 94 se calculeze aria poligonului regulat ABCDE... M inscris in cer;aul de razi R,
stiind e&
1 1 2

AB - Ac 4D’

§ 5. Raza cercului circumscris §i raza cercului inscris in triunghi

Teorema 1. In oriee triunghi ABC, raza R a cercului eircumseris
g0 exprimi prin

(1) L

Demonsiratie. Triunghiul A BC are un unghi ascutit, fie acesta A. Notind
cu D punctul diametral opus lui B in cercul circumseris triunghiului (fig. 11.8),

A I N
avem: A = BDC gi m(BCD) = 90°. Asadar

A P
sin A =sinBDC=£C—=.i
BD 2R
§i se obtine prima egalitate (1). Celelalte rezultd din teorema sinusurilor,
Egalitatile (1) scrise sub forma

(@ -L=t_ o 2R
sinA sin B sinC
le utilizim in continuare sub denumirea
de teorema sinusurilor.
Teorema 2. In orice triunghi
ABC, raza r a cercului inseris se exprimii
prin '

N A

F=—u
@) . p Fig. 1.8,
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Demonstrajie. Punctul I de intersectie
al bisectoarelor (fig. I11.9) este centrul cer-
cului inseris gi este situat in interiorul
triunghiului. -

IBC sint egale cu r, iar suma ariilor acestor
trei triunghiuri este egali cu S, adiei

ar br er
i g
2 2 2 !

Fig. 11.9.

de_unde rezultd formula (3).

Aplieafii. 1. S& se arate c& pentru raza R a cercului circumscris triunghiu-
lui avem si formula

abe
@ T
Solutie. Tinind seama de teorema 1 si de formula (2), § 4 se obtin succesiv:
¢ abe abe

2 sin C 2bsinC &S
2. In orice triunghi ABC avem

r = GRyin & sin win S,
A 2 2

Solugie. Aplicind formulele (3), § 3 se obtine:

. . ' —_ —: s 3
sm‘%sm%sm%=“’ a(p—bp—¢ & S s, Ll

abe pabe p .ﬁabc_ 5 iR’
de unde rezulté-rélat.ia ceruti.
3. In orice triunghi ABC existd relatia
' § = 2R*sin A sin B sin C.
Solujie. Fologind formula (4) avem: e
_ abe 8RS sin A sin Bsin O

=——2° 7"~ —9R%sin A sin Bsin C.
4R 4R .

Exercitii
1. S# se arate ca in orice triunghi ABC avem:

Ar=(p—atgd ;b s—pp—ag L

c)p=4Rcos‘icos£ cosg;d)p—a:lnlicos‘i sing sin -q;
2 2 2 2 2 2

Indltimile triunghiurilor 74 B, IAC,




e) mﬂ R?(sin®4 + 4 cos A sin BsinC); f) he= 2R sin B sinC.
2. Dacil I este centrul cercului inseris in triunghiul ABC, si se arate cd

A iEam s ain
2 2

8. 54 se demonstreze teorema 1 din acest paragraf utilizind metoda analitici.

§ 6. Aplicatii practice

Multe probleme topografice (de intocmire a planurilor portiunilor de
teren) au ca model matematic rezolvarea triunghiului. Ddm citeva exemple.
1) Distanfa dintre doud puncte accesibile, inire care se afld un obstasol.
_ Pentru a calcula distanta de la 4 la B (fig. I1.10), se alege un punct C din
care se vid punctele A gi B. Cu a]utorul unor aparate, prin mésurare, se

obtin numerele AC =b, BC =a, p(ACB) C. Distanta de la 4 la B se
calculeazd din triunghiul ABC:
AB?* =%+ b* — 2abcos C.

2) Distanfa dintre douit punete inaccesibile. Pentru a calcula distanta de
la A la B (fig. 11.11), se aleg doud puncte C §i D din care se vid punctele 4
5i B si astfel ca distanta CD sa se poati determina

Prm masuratorl se obtin numerele: CD = g; p,(ACB) = a, p.(BCD) = {3,

u(ADC) ==y u(ADB) =
Din triunghiurile BCD respectiv ACD se obiin:

__asin (y + 3) AC = asiny

— LY

B ,
< sin (B + v+ 9) sin (x4 B+ 7)
Distanta dintre punctele inaccesibile 4 si B se obtine din triunghiul ABC,
cunoscindu-i doud laturi gi unghiul cuprins intre ele.

Fig. 1L.10. Fig. 1111,
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Fig. 11.12.

3) Determinarea indl{imii unui turn inaccesibil, situat pe un deal. Fie
turnul marcat prin segmentul [AB] (fig. I1.12). Alegem un punct accesibil C
g1 luecrim in planul determinat de punctele A, B, €. Ludm incd un punct
accesibil D &€ BC gi notdm cu E punctul de intersectie al verticalei prin 4
cu orizontala prin D.

Prin m3surdtori se ob{in:

s Py N
€D = a, (EDB) =9, W(ADB) = p si wWACB) = «.
in triunghiul ACD, avem:
P PN BRI T R L
sinf  sin (a — B) sin (a— B)

Din triunghiul ABC se obtine:

4B Me

sin éin(’—;- i qa]

v idet A g sl
c0Ss @

Agadar :
g =g sin a sin 3
sin (@ — B) cos @ g

Exercitii

1. O persoana care se afli pe malul unui riu vede un arbore de pe malul opus sub
un unghi de 60°, iar cind se depérteazd cu 20 m de la mal vede arborele sub un unghi de
15° S84 se calculeze indltimea arborelui si lidfimea riului.

2. Ne afldm pe malul unut riu, care nu poate fi traversat si vrem si masurdm distanta
dintre doi copaci 4 si B situati pe celilalt mal. In acest scop, se médsoard distanta de 30 m
dintre doud puncte C si D situate pe malul nostru §i urmitoarele patru unghiuri:

~ N\ A~ —~ .
m(ACD) = 120°, m(BCD) = 60°, m(BDC) = 105°, m(ADC) = 30°. Care este distanfa de
la 4 la B?

Exercitil recapitulative
1. Folosind teorema sinusurilor, si se arate cil intr-un triunghi unei laturi mai mari

se opune un unghi mai mare.
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2, S4 se arate cd in orice triunghi ABC avem:

acos A — bcos B
acos B — bcos A
sin (A — B) sin C a® — b

1+cus(A—-B)cosC— a”#—bz.

+cosC =0, a#b.

c*) (a + ¢) cos % + b cos [A -}—\.%J = 2¢ cos % cus%.

. . 2 . 3 Do 2
8. In triunghiul ABC, m(4) = 45°, AB =a, AC =—7—a. 8 se arate ci
ta B = 2. : :
4. Fie A’, B’, €’ punctele de tangen{d ale cercului inscris unui friunghi ABC cu
laturile acestuia. Si se arate cé .
o[A’B'C’] e
o[ ABC] 2R’
b*, S4 se arate cd in orice triunghi ABC
sin A; < L e
2 2|/ be
6. 94 se rezolve triunghiul 4BC, cunoscindu-i elementele A, B gi aria 5.

7. Si se rezolve triunghiul ABC cunoscind a = 13, 4 = arccos-% si mediana

corespunzitoare laturii a, mq = % /1513

8. Si se calculeze unghiurile triunghiului 4BC stiind ¢d B — C = ESE si R =8,

unde R si r sint respectiv razele cercului circumscris §i inscris triunghiului.



Capitolul 11

Aplicatiile trigonometriei in algebrs

In clasa a IX-a s-au introdus numerele complexe gi operatiile cu ele.
Aceste numere au aplicatii variate in geometrie, mecanicd, fizicd, electro-
tehnicd etc. Pentru a ugura anumite calcule, vom defini forma trigonometrici
a numerelor complexe. Reamintith c& multimea numerelor complexe se noteazi
cuC={z+iy|z y R, i2=—1}

§ 1. Forma trigonometricd a unui numir complex

Sd considerdm un sistem de coordonate in planul (2, reperul fiind (0, 4, B)
(fig. I1L.1). Fiecirui numir complex z = # + iy (z,¥ € R) 1i asociem un
punct unic M € @ de coordonate (x,y), fatd de reperul ales, numit zmagmea
numirului complex z.

Am definit in acest fel o functie bijectivd f : ¢ - (P. Dacé imaginea lui
z=x +1y este punctul A, atunci numirul complex z se numeste afizul
punctului M.

Dac# coordonatele polare ale punctului M sint r gi ¢*, atunci conform
formulelor

L—rCaRLE g — RN

((1), Cap. II, § 1), numérul complex z = x + iy se scrie:

(1) z=r(cos t* +isin ¢*), r > 0, t* £ [0, 2x).

Mixy) F Deoarece r = OM = [/E"’—-{-—_a_-2 gi

relz { |z | =1/ 2% + ¥% rezultd ca

0 (2) r=al,
t'=argz . e It
; deci raza polard a imaginii lui z este -
/ egald cu modulul lui z. Argumentul
0 A(1,0/ polar ¢* al imaginii lui z se numeste
argumentul redus al lui z gi se noteazi
Fig. IIL1. cu arg z.
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In concluzie, orice numdr complex z poate fi scris sub forma (1), numitd
forma wrigonometricd a lui gz. Dacd z+#0, modutul §i|argumentul redus ale
lui z sint determinate unic. Dacd z=0, modulul este egal cu 0 st pentru
argumentul sdu redus se poate lua orice numdr din [0,27).

Dacd schimbdm pe ¢* in t* - 2kr, k< Z, formula (1) rdmine valabila.
Asadar existd mai multe valori ¢ pentru care

(3) =r (cost 4 isint), r=0.

Se pune intrebarea dacd pentru un numdr dat z # 0 formula (3) este adeva-
ratd gi cu valori ¢ diferite de arg z- 2w, k€ Z.

Fie numirul z # 0, scris sub forma (3). Se stie cd oricare ar fi numdru]
real ¢, el poate fi scris ca ¢; 4 2kw cu £, [0, 2x) §i k€ Z. Din (3) rezultd z =
= r[cos(ty + 2km) - isin (¢, | 2kw)] =r (cos?; +isini;) de unde r = |z,
t, = arg z§i am ajuns la concluzia ci ¢ = arg z + 2kn.

Orice numdr real ¢, pentru care relatiile (3) au loc, se numeste argument
al lui z. Multimea argumentelor lui z se noteazd cu Arg z. Conform celor ard-
tate mai sus putem scrie:

(&) Argz= {t |t =argz + 2kr, kE L},
deci diferenta a doud argumente ale unui numdr complex z#0 este un
multiplu de 2. 5

Exemple. 1. Fie numérul complex z=1 — i. S se determine | z|, arg z
si Arg z. :

Solufie. Deoarece = 1 gi y = —1, imaginea lui z se afld in cadranul IV,

“adicdl 1* = arg z E[a—", 21:] si
r=lzl=Va T =12 tgr* =7 =1
deci ¢* = zf‘(})e fig. 111.2, ¢* este lungimea arcului mare IE‘). Arg z=
={2£i+21m lkez}.

2, Fie z= —Ii, 88 se determine |z| si Arg z.

Solugie. |z|=r= /0% + (—1)*=1. Deoarece z =0 si y=—1,
imaginea lui z se gdseste pe semiaxa negativd a axei ordonatelor, deci

ar| z—-an gl
g PR

= 20 a.'a,u
ok
Arg z ={-321+2k1:|kez}.
,0
3. Conjugatul z =z —iy al nu- B ke
mérului complex z= z - iy, cu ¥ # I
# 0, are argumentul redus i
(b) arg2 =2m — argz Fig. 1IL2. C®(1,-1)
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(fig. 111.3). Intr-adevir, dacd |z | =
=rgiargs = t* atunci 2 = r cog t* —
—ir sin *=r [cos (2r — t*) +
+i sin (2r — t%)], deci 2w — #* e

2r — i* = arg 2.

4. Sd se scrie sub forms trigono-
metrici numérul complex z = 1 +
+cosa+ising, unde o & (0, 27).

Solufic. r = |z | =

= 1/ + cos a)? 4 sin?q —

Ni
)

Fig. IIL.8. ; = /201 ¥ cosa) =
=\/4cog'*’:}=2}cos§‘ §i dacl a # =, tg1* — 1_?::“ =
2sin£cos§
= % =tg§, t*-=§+im,rcez.

2 cosz 2
2

1° Dacd ¢ (0, «), atunci 1 + cosa>0, sina>0, §i imaginea lui z se afl
in cadranul I, deci

t* e [0, %J 1 cum —;— e (O, -;5], obtinem ci #* =§
G
= 9 Ll
z_2cosz(cos2+1sm2) .
2° Dack a € (r, 2r), atunci 1 +cosa >0, sina <0 s imaginea lui z
se afld in cadranul 1V, deei #* E.(i;” 2&). Deoarece 21 = (%, 7:).

+ w i

=

0|

Z—=0)

a
€08 —
2

[cos (& + n-) -+ 1isin (g + rc)]
3 Dacia=m, 2 =0 i arg z nu este determinat.

5. S& se determine multimea punctelor din plan al c&ror afix z verificd
‘conditiile:
9) |z] s 2.

b) 0 < argz<1;_—, z # 0.
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Fig. 1114 : Fig. 1IL5.

a) Daci z =z -+ iy, inegalitatea a) este echivalentd cu relatia
/& + y® < 2, deci mulfimea cerutd este
{M(z, y) | 2 + y* < 4},
adicd discul [@(0, 2)] (fig. IIL.4).
b) Multimea ciutatd este {M(z, ) | >0 5i 0 <y < z} = Int A/O\C,
unde € [cos E, sin %) (fig. IIL5).

Exercitii
1. Si se determine mulfimea punctelor din plan ale céror afixe s satisfac:

a) |z|=1; b) n<argz£32—"; ot D

c) arg z > 335. z#0;d) |z4+1|<2.
2. S4 se afle forma trigonometricéi a urméitoarelor numere complexe:
=05 zm=V3+i,5=—1+i)/8;z=—i;
= —2 gg=— V2 —i V2 5 =3-—29 g =1-+itgae unde @ e
<o, Z)u [E. x).
2 2
8. 84 se determine modulele si argumentele numerelor: z, = cosa — isina, z, =

=sina +icosa, 2z =sina+i(1'4 cosa), z, = cosa + sine + i (sin @ — cos a), unde
a e R.

§ 2. Operatii cu numere complexe
scrise sub formi -trigonometrici

Operatia de adunare gi scidere a numerelor complexe scrise sub formé
trigonometricd nu prezintd un interes deosebit din punct de vedere al calcu-
larii (se adund sau se scad pdriile reale, respectiv pérjile imaginare).
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Inmulgirea numerelor comp lexe
Fie 2, =7y (008 #; + i sin #;) i 2z, = r5(cos 23 + 1 sin ¢;) doud numere
complexe. Inmultind cele dous numere complexe avem: 7
Z123 = T'Ta] (OB £; €08 fy — sin ¢, sin 5)
+i(sin #; cos £y + cos ¢ sin 4,)] =
=r1rfcos (¢4 +25) 41 sin (t; + #5)], deci

(1) 242y = T173[c08 (1 + 23) 41 sin (¢ + tz)]i
Rezultd cd | 2425 | = ryry, adici :
(2) 2122 | = |21 | * |22,
§i 4 + Iy este un argument al lui z.z,, deci
(3) Arg (z12) = {arg z; + arg zp + 2kn, k € 7}
sau ;
(3) arg (z12s) = arg z; + arg z; — 2k,

unde k {0, 1} se alege astfel ca membrul II si aparting mtervalulm [0,2r).
Astfel am arétat ci:

Modulul produsului a doud numere compleze este (=gal cu produsul modu-
lelor celor doud numere, iar un argument al pimiucw’uz este suma a cite unui
argument al numerelor date.

Dacd 2z, = 0 sau z; = 0, argumentul respectlv nu este determinat, dar
atunci 2,2, = 0 gi nici arg (z;2;) nu este determinat.

Rezultd interpretarea geometricd a produsului z;z,: dacd M;, M, sint
imaginile lui zl, 23 i Py, P, mtersec’;,nle cercului @(0, 1) cu (OM;, (OM,,

se ia arcul PzPa_Apl in sensul cregtern argumentelor si se determini
punctul Mse& (0P, astfel ca OMy =OM,-OM, Atunci M, este imaginea
lui 2,7, (tig. 1IL6).

& Ardtati cd AOAM; ~ AOM,Ms,.

& Formula (1) se poate generaliza pentru
n numere complexe: Daci
5 2y = ry(cos &y + i sin 8;), 25 = ry(cos ta+
A 7, ; +1 sin #y), ..., 2, = r,(cos &, +
P oM, +1i sin ¢,), atuneci
(4) 212 eert Zp =
o e =Ty v [005(t1+13+ 1) +
kj i -1 sin (tl i B o AT o 1) A
Demonstrati formula (4) prin inducfie
Fig. 1IL6. matematics!
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Exemplu. S8 se determine modulul gi argumentul redus al produsului
(=1 4+i]/3) 2 — 2i).
Salutte: wrm A -b 118 =3 (cosz—n +isin2—3") Mo g 2 05

=2 ]/Z(cos— +isin —] deci

Z1Zz=4]/2[cos —+__)+1 sm(g + I ]_

4
=412 [cos ELcan i )
Astfel | 212, | = 4 1/ 2 §i arg 212, = ?f_z“_ e 51_’;

Ridicarea la putere a unui numir complex

Fie z = r(cost + i sin ¢) un numdr complex §i n EN*. Aplicind formula
(4) in cazul z; = z5 = ... = 2z, = z, obfinem
"=r-r-...rlcos(tt+¢t+..+¢t)+isin@¢F+t+...+t)]=
n ori n ori n ori
=r"(cos nt 41 sin nt), adica

5) 2" = r*(cos nt +i sin nt)

Se observi, cd
|28 | = |z|* si Arg 2" = {n arg z + 2kn | k € Z}.

Exemplu. S§ se calculeze (1 — 1)%.
Solutie. Forma trigonometricd a numdrului z =1 — i este z =

=1/2 (cos 7% + 1 sin %] , deci aplicind formula (5) avem z2*= 2% (cos 427+

-1 sin 427) = 22 (cos 0 - i sin 0) = 2%
in cazul r = |z | =1 formula (5) ne d&

(6) (cos ¢ +1 sin #)* = cos nrt 1 sin nt

Formula (6) valabild pentru orice n € N*, se numegte formula lui Motyre.
Aplicafie. Folosind formula lui Moivre putem afla formule pentru cos 3¢
gi sin 3t. Avem in virtutea lui (6):
(7) (cos ¢ -1 sin ¢)® = cos 3t + 1 sin 3t.
Calculind direct putem scrie
(cos t + i sin 1) = cos® ¢ 4 3 i cos? ¢ sin ¢ + 3i® cos ¢ sin® ¢ 4 i’sin’t =
=cos® 2 — 3 cos t sin? ¢ + i (3 cos? ¢ sin t — sin® 2).
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Tinind seama gi de (7) se obtine:
cos 3t = c08® £ — 3 cos ¢ sin® ¢ — 4 cos® t — 3 cogs ¢

8in 3t =3 cos® ¢ sin ¢ — sin® ¢t = 3 sin § — 4 sind ¢,

fmpér:irea a doui numere complexe

Fie z; =ry(cos #; +1 sin b) §i 23 =rf(cos 151 sin ts) # 0 douy
numere complexe gi

(8) :_'=z='r(cosx+isint).

Atunci zz; = 2, dedi conform formulelor (2) si (3
rro=ry $i t4ty=t; + 2k, unde k = %.
Asadar :

,:’_lg_i;=(t,—tz)+2lm, kel

T3
gi inlocuind aceste valori in (8) obtinem
) B — M loos(ty — t) + i sin (ty — 1)
Zp Ta
Putem scrie:
|

(g Y= el Arg 2 = farg Z1— arg zp + 2kn |k € Z).

2y | |zz ‘ Zg
Astfel am ardtat ci:

Modulul citului a doud numere complexe, diferite de zero, este egal cu citul
modulelor celor doud numere, iar un argument al citului este diferenja a cite
unui argument al numerelor date.

Din constructia imaginii produsului rezulti gi constructia imaginii citului.
Pe figura 111.7 My, M;,; Q sint respectiv imaginile lui z;, z5, 2L, ;

; 5
T, " Ezemplu. S& se determine modulul i

argumentul redus al num#rului z— (|(/ﬁld~+ l! ;‘s .
3 —i
Soluie.
= i e s i T
9 — 4 isin—
ol Al o
[2 (cos %13 + isin HEJ:F
(2] A . 6
2 : __ 2%(cos 2% + isin 2n) 3
iy e .o Almy
23 -— in —
‘ [cos = -+ 18 : )

Fig. 1IL7.

22




=2 [cos.{— 7—;] +1i sin (— 72—"]] = 2(005 % + i sin %) = 2i.

Astfel |z ]| =2 gi arg z:%.

Exercitli
t

1. S4 se calculeze produsul (21/3 + 2i) (— 1 +i)(—1—i|/3) sub forma tri:-

gonometrici.
2, Sise determine modulele gi argumentele reduse ale urmétoarelor numere complexe:
il i ) A b
a) (2+i)/12)% b) (—1 - i)%; ¢) (1_%3) ; 2

VR R (45 B ) e (8 T
d)( )"“’ TR T

Vai—1

1 /3

e 7
o [2 2 )
8. S4 se calculeze:

a) (—14+11/3)%; b) [Z;? i V‘TE]

12
i

c) (1—cosa+isina)?, ae=R, n e N*
4, $tiind ci z + S 2 cos a, a = R, sii se calculeze
z

q
&
5. 84 se demonstreze ci formula lui Moivre este adevirati si in cazul eind n este un

numir intreg negativ.
6. 54 se demonstreze

(1+Ttgt Jn=i+1tgnl, ,ER_{(E;;+ 1), & ez}$inEN*.
1—itgt 1—itgnt 2

4

<

§ 3. Ridicina de ordinul n dintr-un numdr complex

Definitie. Fie z un num#r complex nenul si nEN, n > 2. Se numeste
rdddeing de ordinul n a lui z orice numir complex Z, care verifici ecuatia

(1) Ir—=vz,
Teorem#. Fiez =7 (cost* 41 sin ¢*) un numir complex, arg z = ¢*.
Numiirul z are n ridicini distinete de ordinul n, §i anume:
(2) Z, =W (w ps L2 +1 sin ol ”——J '
n n
ke {01, ..,n—1}

< WV 4
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Demonstrajie. Scriind pe Z sub form¥ trigonometrici Z — R(cos T +
+isin T), R >0, T € R, ecuatia (1) este echivalentd cu relatiile:

(3) R =,

(4) =t* 4 2%kn, k € Z.

Deoarece r este un numdr real pozitiv, rezultd cd ecuatia (3) are o solufie
unici: R =[/r. Din (4) rezultd cd

(5) T — ﬂ, = A
n
Am obtinut multimea ridécinilor de ordinul 7 ale lui z:

(6) Z, =V?[‘cos Bl +1 sin & +2Im]. k € &
n

Se pune problema.: cite dintre valorile Z; sint distincte? Pentru k € {0, 1, 2
y--y B — 1} obtinem argumente reduse diferite:

o) T,=2, 1 M,TB:E"‘"",_",
n n
T t* 4 2](1: Vi t* 4+ 2(n— 1) X
n n <
deoarece pentru Vi € {0, 1, 2, — 1}, T, €10, 27), iar dlferen‘pa dintre

T; si T}, nu este multiplu 1ntreg de 27, dacd ¢ # k.
Pentru k& = n ob{inem

t* | 2nm

_n__ ]

t*
e — — + 2,

care diferd de T, cu 2w, deci Z, = Z,. Daca k este un in’creg oarecare, il
scriem sub forma k=q-n+reur,gcZ si 0<r<n gi observim ci

Th =‘t"' + 2(gn + r)'r: t* + 2rw A,

n

deci Z = Z, si astfel am demonstrat ci printre numerele complexe (6) existi
exact n numere distincte:

Zo, Zyy envy Zny
In particular, daci z = 1, ridicinile ecua‘gxe.i
(8) L% =24

se numesc rdddeinile de ordinul n ale unitdii.
Deoarece 1 = cos 0 i sin 0, ritddcinile de ordinul » ale unit#tii, pe
care le notdm cu e, sint:

(9) Bk—GOB2——[—1 sm—— kE{O 1, 2, sz m— 1}
. n
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Problemd rezolvati. Imaginile rd-
ddcinilor de ordinul n(n > 3) ale unui
numdr complez z # ( sint girfurile unui

-poligony regulat ew n laturi, inscris in
1

cercul de centru O si derazd |z |".
Rezolvare. Fie z=r (cos ¥* +
+1 sin ?*) un numér complex seris
sub formd trigonometricH, * = arg z,
|]z| =r. Imaginea lui z.este un
punct P pe cercul €(0, r) (fig. 111.8).
Fie My, My, M, ..., M,_, imaginile lui
Z,=Vr [cos ¢k tgk" +isin "+2JmJ ;

n

ke{o, 4,2 .., n—1L ' Fig. 1IL8.

Deoarece OM, = |Z, | = [/'r, aceste puncte apartin cercului €(0, [¥F).
Pe de altd parte imaginile M;, My, ale numerelor complexe Z;, Z, ,, sint
doud ‘puncte pe acest cerc, pentru care i

_ 42k 4 M)

n

arg Z; =

t* L 2kx
e Zyiy

Diferenta celor doud argumente este mésura unghiului

A~
Mho Mk +1r

deci
TN s 2
WMOM, ) = arg Zy,, — arg Z, = S
si astfel arcele mici MoM;, M; M, M:Ms, ..., ﬂ:‘fﬁ{Hl, ooy M M, sint con-
gruente gi le corespund coarde congruente:
(‘MnM]_) = (Ml Mg)s ee = (Mth+l) =1
e (MnflMﬂ)’

deci problema este rezolvata.

/EC
Se observd cd In cazul rddicinilor de EJQ [
Ey

ordinul r ale unitétii ¢, €y, ..., €,y, imaginile
acestora sint virfurile unui poligon regulat
cu nr laturi, inscris in cercul @(0, 1), unde
-virful M, are coordonate (1, 0), deoarece go=1
(fig. IIL.9 in cazul n = 6). ! Fig. 1L 9. '

&
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Exemple 1, S ge calculeze ridécinile de ordinul 3 ale lui —8;,
Solufie. Forma trigonometrics a numérului complex

— 8i este 8({308%-}-1' 8in -Zi)
Astfe] :
z,;=F/§[cos [-2’5 3;—") —J—i‘sin(;" %Iﬂ ke {0, 1, 2).
Z, =2(cos§ +i sin%):Zi, Zl=2(cos 76—" SIS sinlﬁE)=
== V3—i z, :2(0081_:5—[—1' sin%}: 3

2. 54 se calculeze rddicinile de ordinu] 6 ale unitiii.
Solugie. Avem de rezolvat ecuatia Z° — 4. Ridgcinile ecuatiei sing:

eh=cos£3"-+isinz—”,undeke{0, 1,954, o, J

adicg -
5 L Al S
gg =1, slzcos—;:—-f—1 sm3£=7+1zf3,
27 e 1 V3
ez—cosaﬁ-{—lsm—f—_—?-}-lT,
T ; 4 s o hm
€3 = €08 T - i sin T=—1, e4:cos3-+1sm?=
1 V3 i AP ORI - O 1 <3
_~2—-172~-,ss_cos~3—+1smT_-2—~1—2—
Exercitii

1. S4 se calculeze rddécinile de ordinul n ale lui z in urméitoarele cazuri:
a) R=2z=ib)n=6;— —i;c)n:lg,z:[,/"§+i; d)n=3 z— :—u.
1 —1

2. Sd se determine riddcinile de ordinul 3, & si 8 ale unitatii.

8. Sise demonstreze c4 ridicinile de ordinul n ale unitifii sint egale cu Puterile unei
ridécini particulare €1. (O astfel de radacing se numeste raddcing primitiod de ordinul n g
unititii.)

45 =1, ¢, ¢, fiind rddicinile de ordinul trei ale unitifii, si se arate cé:e, = g,
(e)? = (eg)1 = & 5l (eg)2 = (g))1 = €y

8% Stiind ¢4 numiru] complex Z verificy ecuatia Z! = z, s se arate cd nume-
rele —Z, iz $i —iZ verificy aceeasi ecuafie. Aplicaie; 84 se caleuleze (1 — 2i)® si sy
se deducd radicinile de ordinul patru’ale numzruluj —7 -+ 24i.

6*. Sd se arate cd, dacd numerele naturale m §i n sint prime intre ele, atunci ccuatiile
M— A= 06 PA— gan o singura rédicing comuny.
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§ 4. Ecuatii binome

Definigie. O ecuatie de forma
1) " +ec=0,¢ccC,neN, n>2

se numeste ecuafie binomd. :

Pentru a rezolva ecuatia (1) vom scrie numirul —¢ sub formi trigono-
metrici. Astfel ecuatia (1) este echivalentd cu

" =r(cos ¢ +1i sin ¢),

deci riidécinile ecuatiei (1) sint rédicinile de ordinul 7 ale numgrului com-
plex — c. Astfel, ecuatia datd are » riddcini diferite.

Exemple. 1. S4 se rezolve ecuatia binomd 2% — 8 = 0. :

Solugie. Forma trigonometrici a numirului 8 este 8(cos 0 41 sin 0).
Rédicinile ecuatiei sint:

zk—_—2[cus E’B‘E ok sinl;"iJ. ke {0, 1, 2); z,—2,

n=-A+il/3; z=—1—i]/3.
2. 54 se rezolve ecuatia
AL LA,
Solugie. Ecuatia datd este-o ecuatie de gradul doi in z% Obtinem: z* —j
sau z* = —1. Solutiile acestor ecuatii binome sint: :
2 e R T T
Pt A3 VBT V3)-
3. Scriind r¥dicinile ecuafiei z* — 1 — 0 sub. formj trigonometricd gi

2 i e oL v 2
rezolvind aceastd ecuatie si pe cale algebrici, si se afle cos?’: si sm?”.

Sd se deducd valorile lui sin % » cO8 %. sin 15‘- cos ~5’5 §i sd se calculeze

lungimile laturilor unui decagon regulat §i ale unui pentagon regulat, inscrise
intr-un cerc de razi R. o
Solutie. Riddcinile ecuatiei z° — 1 — 0 gint

sh=cos%’i+i sinE:l. ke 0,4, 3 4
Pe de all‘:f‘i parte 2f — 1 = (z — 1)z2(z'°' +zl! + 2z + —:— - 1) 3i notind z -
+-—zi— =Y (In conformitate cu metoda de rezolvare a ecuatiilor reciproce),
: gdsim z2 +i=y2—2. :

e
y2+y—1=0, ?/1,9.=—‘.2“—'
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deci

o

2+ 22t 1120, unde g = 4 1.

=z 0'.[/_5-—]-1 Vim '/—5_1 } mm
drag = ——Fi-— ¥ 4. oo g
4 & 4'_ %ﬁ*—
de unde
oon 2=~ MFel puidn . W10 15
3 A 5 4
R e T T :sini’_“:i/lﬂﬁzi/s.
10 9 el 5 T
& ™ 2 I/_S*
FHIGRI O e B
l—cosg; il
i il 10 — ; = =
gine & il VO O RO s
5 2 , 4 5 : Z

L= DOftgin & S plE o0 L — IR sin® — p Y10 -2F .
, 10 3 5 2

Exercitii .

1. Sa se rezolve urmitoarele ecualii binome:

a) 2 — 27 =0, b) z* 4 625 = 0, ¢ 2SR =0, d ) (2E—8i)ise s B — .

2. Si se rezolve ecuafiile: H

a) 25 — 928+ 8 =10, b) 25 — 220 4 9 — 0,

c) 4 6(1 i)z 5+ 6i =0, d) 2% — 7iz® | 8 = 0.

8. Sd se rezolve ecuatia z = 21 p > 1, n =N, unde z este conjugatul lui z.

Indicagie. |z7! | = |z [*1 si deoarece 2] =|z|, rezultd |z|= 0 sau |z|= 1.
fn cazul z # 0, inmulfim ecuatia daté cu z si obfinem z# — 1,

-~

§ 5. Aplicatii ale numerelor complexe
in geometrie

Probleme rezolpate. Dacd punctele My, M, au afizele z,, 23, atunci mijlocul
M al segmentului | M, M,)] are afizul "’I—;L—z—”

Rezolpare. Fie z; = 3 + iy;, 25— 25 - iys. Deoarece coordonatele lui
My, M sint (x4, ¥;), (22, ¥s), M are coordonatele [f‘——;—fi. QL";‘_&J‘ Rezults

cd afixul lui M este

z + z Y+ Y
S G i
2 i 2

@ tin) + (etig)  stm
2 T 2
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s

M3 M,(za)

My
M ()

M'l Mz(zg)

M1 -
JFig. II1.10. Fig. IIL.11. M, (z,)

Problema 2. Daci punctele M, M, Mj, M, sint coliniare gi segmentele
[M1 M), [M3M,] au acelagi mijloc, atunci MMMz M, se numeste parale-
logram degenerat (fig. 111.10). S& se demonstreze ci imaginile numerelor
complexe zy, 25, 23, 24 sint pirfurile unui paralelogram M, M;MsMy (propriu
sau degenerat) dacd st numai dacd

(1) 2+ 23 = 2 + 24

Rezoleare. Dacd M, M, MsM, este un paralelogram propriu sau dege-
nerat (fig. 1IT.41) [ M, M;] si [M;M,] au acelasi mijloc. Deci afixele z; ale punc-
telor M, verificd relatia '

Gt I e e
4 2 2

§i rezultd (1). Reciproc, din (1) deducem ci [M,M,] si [M,M,] au acelasi
mijloc. Dacii punctele M; nu sint coliniare M;M;M,M, este un paralelogram
propriu-zis, iar dacd sint coliniare, atunci conform definitiei, My MMM,
este un paralelogram degenerat.

Observafie. Daci M, M’ sint imaginile lui 3, 2, atunci imaginea sumei z - 7z’ este cel
de-al patrulea virf P al paralelogramului (eventual degenerat) MOM'P (fig. I11. 12), iar ima-
ginea diferentei z — z' este virful Q al paralelogramului OM'MQ (fig. 111.13),

Deoarece MM' = 0Q, avem i urmétorul

Corolar. Dacd M, M' au afizele z, z', atunci

(2) MM=|z—27|.
PfZ-!‘)
Mzl
Miz) alz-z)
olo) Fig., IIL12. TFig. 11113,
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1. 84 se arate cd mijloacele laturilor unui patrulater oarecare sint virfurile unui
paralelogram.

2. Fie M\M,M;M, si N;N,N,N, doud paralelograme si P; mijloacele segmentelor
[MiN;], i = (1, 2, 3, &). 5S4 se arate cd P, P, PP, este un paralelogram sau un paralelogram
degenerat.

8, Fie funclia f: C— C, f(3) = az + bla, b = C, a # 0). Dacd M, si M, sint de afixe
% §i zy, dar M{ si M de afixe f(z,) §i f(z,), sd se arate cd

(3) MM, = |a|* MM,
Avem ks
(&) MM, = M;M,, daci si: numai dacd |a|= 1.
(Egalitatea (3) defineste aseminarea, iar egalifatea (4) defineste izometria.)
4. Aritati ci functia z = 2, z = C definegte o izometrie. (Vezi exercifiul 3.)

5. Fie M), M, de afixe 3, z, # 0 §i z, = az,. S4 se arate ci semidreptele (OM,, (OM,
coincid (respectiv sint opuse) daci si numai daci « > 0 (respectiv « < 0).

6. Se considerd punctele M;, M, M, de afixe z,, zy, 23, M, # M,. S4 se arate:

— Z

a) M, e (MM, 2 —5 <9,
i By — %y

b) My e MM, « 23— <R,
5y — %

Indicajie. Se construiesc imaginile lui z, — 2, $i z, — 2, in conformitate cu problema 2
rezolvatd si se tine cont de exerc. 5. p

7*. Demonstrati teorema lui Pompeiu: Dacd punctul M din planul triunghiului echi-
lateral M,M,M, nu apartine cercului circumseris triunghiului M, M,M,, atunci existi
un triunghi avind lungimile laturilor MM,, MM, MM,.

Indicajie. Putem presupune ci afixele lui My, M, M, sint 1, ¢, €2 unde £ = 1. Se
foloseste egalitatea (z— 1)(e? —e€) + (z — g)(1 — €?) = (5 — €?)(1 — ¢), valabili pentru
orice z e

Exercitii recapitulative

1. 84 se reprezinte mulfimile punctelor din plan ale cdror afix satisfac relatiile
a) [zl=21;b)1l<|z2—1]|<2;¢) |z—1)]|<1;d) 0<argz<%; e) |lz—m|=
= |z — 3 |, unde z i z, sint afixele a doud puncte fixe din plan.

2, 54 se efectueze calculele:

a) Ey = & ’

WVE—if

b) E; =1+ 3(cost + isint) + 3(cos? + isin)® -} (cost -+ isine)3
8. Fie expresia E(z) = z* — 28 4 2* + 1 — i; s4 se calculeze E(1 + i).




4. Si se afle pozifia celui de al treilea virf al triunghiului echilateral, afixele a doud
virfuri fiind 7, = 1; 2, =2 + i.

5%, Fie 2, 23, 7, trei numere complexe, nenule, distincte doud cite doud si de module
egale. SX se demonstreze c&, dacl z; + zx%;; %2 + %% si z3 + 2.3, sint numere reale, atunci
%3823 = 1.

6. Notind cu G mulfimea ridicinilor de ordinul n ale unitifii, G = (eq; €1, €gs -1 En—1)e
si se demonstreze cd

a) gjrej G, Vi, j {0, 1, 2,..,n— 1},

b)eleGViel 1, 2,..,n— 1k

7. Si se determine numerele complexe de modul unu care satisfac relatia:

i 2 t
= ==alb=d,
z + |
8*. Fie ecuatia az® + bz + ¢ = 0, ';1., b,ceCsiarga+ arge =2argh si |a| +
+ |e|= | b]. Si se arate ci ecuatia dati are cel putin o riid#icind de modul unitar.
9%, Fie z;, 25, 2, trei numere complexe nenule, astfel ca |z | = |22 | = |2 |-

a) S# se demonstreze ci existdi numerele complexe « si B astfel ca zp = a2, 3 = Bz
silal=181=1 ;

b) Sit se rezolve ecuatia of - B2 — o8 — a — B -4 1 =0 in raport cu una dintre
necunoscute.

¢) Folosind eventual rezultatele de la punctele a) si b) sd se demonstreze c8 dacd
5 28 & 2B = mzyt mT - TE, atunci avem sz = 2z, = 73, sau numerele z, z §i 2
sint afixele virfurilor unui triunghi echilateral.



Capitolul IV

Incidenta, ordonarea si paralelismul in spatiu
§ 1. Axiomele geometriei fn spatiu

Nofiunile fundamentale ale geometriei in spatiu sint: punctul, dreapta,
planul, distanta si mdsura unghiurilor, notiuni intilnite in geometria pland, la
care se mai adaugii notiunea de spafiu. In geometria pland existd un singur
plan, in geometria in spatiu vom avea mai inulte plane.

Axiomele de incidentd in spatiu sint urmétoarele:

I. 1. Spatiul este o mulfime de puncte, care se noteaza cu J.

I. 2. Dreptele si planele sint submul{imi ale lui &.

I. 3. Orice dreaptd confine cel putin doud puncte distincte. Orice
plan contine cel putin trei puncte necoliniare. Existd patru puncte nesituate
intr-un acelasi plan.

I. 4. Prin orice doud puncte distincte A gi B trece o.singurd dreaptd,
care se noteazd cu AB.

I. 5. Prin orice trei puncte trece cel putin un plan.

I. 6. Dacd doui plane diferite au un punct comun, atunci intersectia
1or este o dreaptd In acest caz cele doud plane se zic secante.

Dacii anumite puncte sau drepte sint situate intr-un acelagi plan, spunem
cd ele sint coplanare. .

Observajie. Din axiome deducem usor ci existd cel pufin un plan, si existd cel puin
o dreapti. Intr-adevir, stim ci existd patru puncte distincte 4, B, C, D (axioma I. 3). Din
1.5 respectiv 1.4 rezultd ca existd cel pufin un plan con’gmmd punctele A4, B, C-si cel putin
o dreaptd ce confine punctele A si B.

Axioma 1.5 arat# c# trei puncte date apartin cel putin unui plan. Teorema
ce urmeazd completeazd axioma 15 stabilind c¢# dacd punctele sint nrecoli-
niare, atunci planul este unic.

Teorema 1. Prin orice trei puncte necoliniare A, B, C frece un singur
plan, care va fi notat eu (ABC).

Demonstragie. Tinind seama de axioma 1.5 este suficient s ardtdm c& nu
pot exista doud plane distincte continind pupctele 4, B, C. Presupunem
contrariul. Atunci existd planele distincte o 51 B astfel ca A,B,C casi A,B,C p.
Rezultd ¢ o NP este o dreaptd, in contradiciie cu ipoteza.

Teorema 2. Dacito dreaptd d are dousl puncte distinete situate intr-un
plan «, atunei dreapta d este inclusi in planul o.
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Fig. 1V.1. Fig. 1V.2.

Demonstragie. Fie A §i B cele dou# puncte distincte ale lui d continute in
planul «. Putem gési un punct'C' & «, cdci in caz contrar intregul spatiu ar fi
inclus in «, in contradictie cu I.3. $tini din axioma 1.5 cd existd un plan
care confine punctele 4, B, C si cum C & o, planele «si @ sint distincte.
Dar A si B apartin gi lui « i lui B, deci « N B este o dreaptd (axioma 1.6),
iar in virtutea lui 1.4, @ N B = AB = d, prin urmare d C «.

Teorema 3. Dacdd este odreapti i A un punct nesituat pe d, atunei
existi un singur plan care conjine dreapta d si punetul A. El va fi notat eu
(dA) sau (Ad). !

.Demonstrajie. Pe dreapta d existd doud puncte distincte BsiC (13),
(fig. TV.1). Planul (4 BC) include intreaga dreaptd d, cici contine doué puncte
ale lui d (teorema 2). Agadar, (ABC) este un plan ce contine pe A si d.

Fie « un plan oarecare, care contine pe A gi d. Planele a si (ABC) avind
in comun punctele nocoliniare A, B, C, din teorema 1 rezultd ci a = (ABC).
Asadar (A BC) este unicul plan continind dreapta d si punctul A.

Teorema 4. Daed d sid’ sint doud drepte distincte cu un punet eo-
mun O (fig. IV.2), atunei existd un singur plan care confine aceste drepte.
El se noteazi cu (d d').

Demonstrajie. Se ia un punct 4 = d’, A # O si se aplicd teorema 3!
dreptei d si punctului A.

Exercitii =
& 1. Si se arale cd daci o dreaptd d'nu este continutd intr-un plan o, atunci inler-
sectia d Na este fie muljimea vidd, fie este formati dintr-un singur punct.
9. S se arale cd oricare ar fi planul «, existit cel, putin un punct nesituat in planul e.
¢ 8. Exista doua drepte fard punct comun.
4. 84 se arate cii fiind datd o dreapld oarecare d, existd cel putin doud plane care
contin dreapta d. b
Indicapie. Aritati cit existd un-punct A & d. Prin d si A trece planul « = (Ad).
Txistd B & « (axioma 1.3). Planele o §i p = (Bd) sint distincte si fiecare contine dreapta d.
& B. Se considerd dreptele d, d’, d” astfel ca, luate cite doud, si se intersecteze. Sa
se arate ci atunci cele trei drepte au un punct comun, sau sint agezate intr-un acelagi plan.
8. Fie A, B, C trei puncte necoliniare si D un punct nesituat in planul (ABC). 83 se
arate: a) punctele D, -4, B nu sint coliniare gi nici D, B, C; D, C, A b) intersecfia plane-
lor (DAB), (DBC), (DCA) este formati dintr-un singur punct.
7. Folosind notatiile exercitiului 6, se iau punctele E, F, G, distincte de 4, B, C, D
astfelca E e AD, Fe BD,Ge CD; fie BCNFG = {P},GENCA = {Q}, EF N AB = {R}.
S4 se arate ci punctele P, Q, It sint coliniare (teorema lui Desargues).
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8. Se considerd dreptele d si d’, nesituate intr-un acelasi plan si punctele distincte
A, B, C edsi D, E e d'. Cite plane diferite putem duce astfel incit fiecare si confind trei
puncte necoliniare dintre punctele date? Generalizare.

N

Demonstragie. Este clar ci primele trei axiome de incidentd ale geometriei
in plan sint verificate. Rémine de ardtat cd dacd A, B sint puncte distincte
ale lui «, atunci existd o singuré dreaptd d situatd in «, cu proprietatea
A =d, B = d. Axioma 1.4 ne asigurd cd AB este singura dreaptd cu A € d,
B & d. Dar ca este situatd in « in virtutea teoremei 2.

Admitem azioma riglet, aziomele unghiului si axtoma de congruenyd, chiar
sub forma in care ele sint enunfate in geomeiria pland. Admitem azioma de
separare peniru fiecare plan.

Acestea sint axiomele geometrici absolute in spatiu.

Rezultd cd in fiecare plan sint valabile axiomele geometriei absolute
plane, deci sint adevirate toate teoremele demonstrate in Capitolul I al
manualului pentru clasa a IX-a. Mai mult, dou# segmente congruente nu tre-
buie sd fie agezate in acelasi plan, nici doud unghiuri congruente. Axioma de
congruentd se referdt acum la doud triunghiuri ABC si A'B'C’, situate in
acelagi plan sau in plane diferite. Teoremele de congruentd ale triunghiurilor
se extind imediat la doud triunghiuri in plane diferite.

in ceea ce priveste relatiile ,dreapta d separd punctele A si B si,,dreaptad
nu separd punctele A gi B, ele au sens numai in cazul ¢ind d, A gi B sint
situate in acelasi plan si bineinteles A, B d (prima relatie inseamnd ca
[AB] N d # &, a doua inseamnd c¢d [AB]N d =@). De acest fapt trebuie
si tinem seama in enuntul axiomei de separare, cind ne referim la geometria

in spatiu:
A'xioma de separare. Fie d o dreaptd inclusi in planul a i 4, B,C € «a—d.
Daci dreapta d separi punctele A i B §i nu separid B gi C, atunci dreapta d

separd A si C.

Definitie. Doud drepte se numesc paralele dacd sint coplanare si nu au
punct comun. Dreptels paralele d si d' se noteazd: d| d".

Observim cd in spatiu existd perechi de drepte férd punct comun care nu
sint paralele. De exemplu, dacd 4, B, €, D sint puncte necoplanare, atunci
dreptele AB si CD nu au punct comun gi nici nu sint paralele (fig. IV.3).

Ovicare ar [i dreapta d gi punctul A nesitual pe d, existd o dreaptd d’ para-
leld cu d, care trece prin A. Intr-adevir, folosind cunostinte din geometria
absolut# pland, construim in planul (Ad) o dreaptd d' care trece prin A si
nu are punct comun cu d (se duce AB L d i apoi in planul (Ad) o perpendi-
culardl prin 4 pe AB) (fig. IV.4). ;

54




Fig. 1V.3. ' Fig. 1V.4,

Nu putem insi demonstra cu ajutorul axiomelor enuntate pind acum, ci
dreapta d’ este singura paraleld prin 4 la d. De aceea admitem o ultimé axiomd,
care impreund cu celelalte defineste geometria euclidiand in spajin:

Axiomsa paralelelor. Printr-un punet A exterior unei drepte d, trece cel
mult o dreaptii-paralelii cu d.

Rezultd: Printr-un punct exterior unei drepte trece o singurd paralelfx-]a
dreapta daté. 3

Retinem ci doudl drepte paralele d, d" sint incluse intr-un plan unic, care
se noteazd cu (dd’).

,

Exercitiu o

9. Ardtali ¢ cxista o infinitate de plane, care conlin o dreapti dala d.

§ 2. Constructii fn spatiu

Sa rezolvim problema urmitoare:

Fiind date drepiele d, d' nesituate in acclasi plan, si punctul A & d U d',
sd se determine o dreaptd a, care sd ireacd prin punctul A gi sd intersecieze
drepiele d si d'. :

Presupunind problema rezolvatd gi notind cu P, Q punctele de intersectie
ale dreptei ¢ cu d, d' (fig. IV.5) sé
observil cd punctul P apartine atit pla-
nului (Ad’) cit si dreptei d. Asadar
pentru a rezolva problema vom proceda
astfel:

1) Determinam planul (Ad’).

2) Cautdm intersectia drepteid cu
planul (Ad’). Dacii punctul de inter-
sectie nu existd, problema nu are solu- d
{ie; dacd existd, il notdm cu P. Fig. 1V.5.
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3) Unim punctele 4 si P cu o dreapta.

- 4) Cautdm intersectia dreptelor coplanare AP i d'. Dacd AP si d’ se
taie, dreapta AP este solutia problemei. Dacd nu se taie, nu existd solutie.

Asadar, in functie de pozitia reciproci a elementelor date (dreptele d, d’
§i punctul A), probléma noastrd poate si aibdl sau s nu aibd solufie, i anume:
a) Dacd d taie planul (Ad’) gi dacd punctul de intersectie obfinut unit cu 4,
ne d& o dreaptd ce are un punet comun cu d’, atunci aceasti dreaptd este
solutia ciutatd. b) In orice alt caz problema nu are solutie.

Astfel, rdspunsul la problema propusd include un procedeu constind din
etapele 1) — 4) si o discutie. Vom vedea cd multe probleme se rezolvd prin
procedee asemdndtoare, numite construcfii in spajiu.

A construi in spajiu o figurd inseamnd a o determina.

‘Pentru puncte, drepte i plane avem urmdtoarele situatii: Un punct
este deferminat dacd este dat ca atare sau dacil este intersectia a doud drepte
date sau intersectia unei drepte date cu un plan dat. O dreaptd se considerd
determinatd (,construiti“) daci este dat ca atare sau dacd se cunosc doui
puncte ale ei sau dacd rezultd din intersectia a doud plane date. Un plan este
determinat (,,construit®) dacd el este dat ca atare sau se cunosc trei puncte
necoliniare ale lui sau dou# drepte concurente (sau paralele) date sau o dreapti
datd gi un punct nesituat pe ea.

In problemele de ,constructii* sint date prin enun’g anumite figuri gi se
cere determinarea (construirea) altor figuri, satisfacind conditii bine precizate.

Exercitii

1. Se dau planele « i 8 5i 4, B o. S se construiascd un punct M e «, egal depirtat
de A si B, care sii apartini si planului B.

2. 84 se determine intersectia a trei plane distincte a, B, Y-

Rezolvare. 1) Dacd « NP = @, intersecfia cerutd e mulfimea vid4. 2) Dacd a N
‘este o dreapt4 d, intersectia c.’iutatﬁ este d N vy, care poate fi un punct, mulfimea vidi sau
dreapta d.

8. Se dau: planul «, dreptele d;, d, si punctele 4, B & «Ud; Ud,. Si se afle un
punct M < « astfel ca dreptele MA, MB si intersecteze respectiv pe dy si d.

§ 3. Semispatiu

Definifie. Fie o un plan gi 4, B dou#l puncte nesituate in acest plan. Dacd
segmentul [AB] are un punct comun cu « se spune cd planul o« separd
punctele A si B (fig. IV.6) sau'd si B sint de o parte gi de alta a planului .
In caz contrar se spune cd A si B sint de aceeasi parte a planului .

Definifie. Fie A un punct nesituat in planul ¢. Multimea formatd din
punctul 4 si din toate punctele'situate de aceeagi parte a lui « ca gi 4, se
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Fig. "1V.6. Fig. 1V.7.

noteazd cu («Ad si se numeste semispajiu (deschis). Spunem ci o este fron-
tiera lui (a4 i cd (x4 este limitat de «.

Teorema 1. (Teorema de¢ separare a spafiului.)
Oricare ar fi planul « urmitoarele proprietifi au loe: |

1) Existd exact dous semispafii o, $i op limitate de planul o.

2) é’-—a:trang, olﬂ 0'2:¢

3) Dack P, Q € oy 8au P, Q € o3,.segmentul [ PQ] nu intersecteazi pla-
nul « Dae’k P € o; §i R € o, segmentul [ PR] gi planul « au un punet
comun.

Demonstratie. Alegem punctele O € «, A & d — « si punctul B pe semidreapla
opusd la (04 (fig. IV.7). Notim o; = (x4 si s = («B. Vom ariita ¢ un punct oarecare
Me J — ose gisegte in oy sau in gy, dar nu in amindouéi. Considerdm in acest scop un plan 8
care trece prin 4, B gi M. Cum planele distincte « i B au punctul comun.O, ele se inter-
secteazd dupi o dreaptd d. Folosind in cazul planului proprietdtile de separare invitate in
clasa a IX-a rezultd ci numai dou# situatii sint posibile: a) [AM]Nd = @ si [BM]Nd # &
sau b) [AM]Nd # o si[BM]Nd = g. in primul caz M = a, §i M & a,, iar in cazul a]
doilea M ¢ o, §i M < o, si proprietatea 2) din enun{ este demonstrata.

Ardtdm acum c#

1) A = (ed = (x4 = (ed’.

Ludm P e (x4 si demonstrim ci P &(ad’. Presupunem contrariul, ceea ce inseamni

cil existd Q e [4’P] N a. Fie y un plan care contine punctele 4, A’ si P. Deoarece punctul Q¢

este comun planelor « gi v, aceste plane se taie dupi o dreaptd e, care separd in y punctele

A’ si P. Rezultil cd [AA’]Na # o sau [AP]Na # @, deci [AA']Na # @ sau [AP]N
Na # @. Dar nici una dintre aceste situatii nu este posibila cici 4’ € (ed 51 P = (ad.

Asadar (x4 c (x4’ si analog (x4’ cC (ad.

Fie («X un semlspatlu oarecare limitat de planul «. Dacé X 0, = (xA, atunci
din (1) rezultii ci («X = a;, iar daci X € o, atunci (X = o, si proprietatea 1) este-de-
monstratd. A

Fie P, Q € o,. Atunci (x4 = («P gi din Q = («P rezultd imediat cd [PQ] N« = &.
Celelalte afirmatii de la punctul 3) se aratd in mod analog.

Semispatiile o; i oy 8 zic opuse. )
Reuniunea unui semispatiu deschis (x4 cu frontiera sa, se numeste semi-
spatiu inchis si se noteazd [od.
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reitii
£ 4
& 1. Dacd punctele A si B apartin semispatiului deschis o, atunci [AB]c o. Pro-
prietatea este valabild si pentru un semispatiu inchis?
2, Dac# punctul 4 nu este situat in planul « §i B e «, atunci (B4 c (4.

8. S4 se arate ci intersectia unei drepte d cu un semlspatm este fie dreapta d, fie o
semidreaptd, fie mulfimea vida.

4*, Ariitati cd dacdi un plan o i frontiera unui semispatiu o sint plane secante, atunci
intersectia ¢ N« este un semiplan.

6%, Intersecfia unui plan « cu un semispatiu este fie planul «, fie un semiplan, fie
mulfimea vid4. '

6* Fied, B,C, D patru puncte necoplanare si « un plan care nu trece prin nici unul
din punctele date, dar trece printr-un punct al segmentului (AB). Dintre segmentele (4 B),
(AC), (AD), (BC), (BD), (CD) cite pot fi intersectate de planul «?

7%, Fie d o dreapti si «, B doudl plane astfelcad NB = @ sia NP = @. Si se arate
cidaci A edsi B €a, atuncidc (B4 5i ac (BB.

8%, Fie (xd si (BB doud semispatii agtfel ca « 5% B 5i (ed c (BB sau (ad N (BB =
= g. Sisearatecd a NP= @.

Definiie. Fie o, [5 dou# semiplane inchise 11m1t.ate de o aceeagi dreaptd d

(fig. IV.8). Multimea o' M B’ va fi notatd cu aﬁ gi va fi numitd unghi diedru

definit de semiplanele ¢’, f’. Semiplanele o/, f’ vor fi numite fefele, iar dreapta
—~

d muchie unghiului diedru o'p’.

;’E’ se numeste wnghi diedru nul, dacd o' = B’ si unghi diedru plat dacd
fetele lui sint semiplane opuse. In cazul din urm#, muchia d trebuie sd fie
datd separat. Dac un unghi diedru nu este nizi nul nici plat, el se numegte
propriu.

S4 notdm cu « gi B suporturile lui a si p’ (plane]e ce confin semiplanele
o gi B') gifie A € « —d, BEp —d. Prin interiorul unghiului diedru

~

«'p’ vom intelege intérsectia semispatiului deschis limitat de a, care confine
fata @', cu semlspa’glu] deschis limitat de B, care
confine «':

Int o:pf de! (@B N (BA.

Definitie. Fiea =[04,b =[0B, ¢ =[0C semi-
drepte necoplanare, avind origine comund O (fig.
IV.9). Multimea

N Py N PN
abe = aUb U ¢ U Intab U Intbe U Intea

se numeste unghi iriedru. Punctul O este ¢irful, semi-

= i AN AN AN
Fig. 1V.8. dreptele a, b, ¢ sint muchiile, iar ab, be, ca sint un-
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. “ . A s . 3 . A
ghiurile lui gbe. Reuniunea unui unghi al lui abe
3 . w v 3 A
cu interiorul sju se numeste o fayd a lui abe. In-

~ —~
teriorul lui abe se defineste astfel: Int abe 2¢f
2l (@d N (BB N (YC, unde « = (0BC), p=
— (0CA), 1 = (0AB).

Fig. 1V.9.

9. Sd se arale cd intersectia unui unghi diedru cu un plan « poate fi: un unghi, reuniu-
nea a doud drepte, o dreaptd, multimea vid4 sau un semiplan inchis, si nu poate fi nici o
muliime de alt tip.

10*. Fie d muchia unui unghi diedru propriu a/.%', ‘des—d Bepl—dsi
L -~ ~ N
P & Int o'f’. 54 se arate cd: 1) (Pd) NInt o'f’ = (dP. 2) Daci M ed, Int AMB =

A\

= Int «'f' N (ABM).

11*, Se considerd notatiile exercifiului 10. S& se arate: 1) punctele 4 si B sint de o
parte i de alta a planului (Pd); 2) Segmentul (4 B) si semiplanul (dP au un punct comun.

P
12*, Dacd abe este un unghi triedru, P = Int abe i A, B, C sint puncte pe muchiile
a, b, ¢, diferite de O, atunci semidreapta (OP si Int ABC au un punct comun (fig. IV.9).
Indicatie. Fieo/, B, v’ semiplanele limitate de dreapta OA4 confinind respectiv punctele

B, C, P. Deoarece P & Int a/'ﬁ', segmentul (BC) si semiplanul y’ au un punct comun
Q (exerc. 11). Rezultd cd P, Q sint de aceeasi parte a lui OA4; pe de alti parte, P, 4 se

~
afld de aceeasi parte a lui OQ (deoarece (AP) N (OBC) = @), asadar P < Int 40Q etc

. § 4. Multimi convexe

Definitie. Se numeste mulfime congexd orice multime de puncte M care
are proprietatea:

(1) P.Qe M P +£Q=(PQ)c

Exercitii
& 1. Sé se arate ci orice intersectie de mulfimi convexe este o mulfime convexi.

2. S4 se arate ci urmitoarele mulfimi sint convexe: planele, semiplanele, orice semi-
spafiu deschis sau inchis si interiorul unui unghi diedru.

8. Poate fi un unghi diedru o mulfime convex?

4. Clare dintre urmé#toarele mulfimi sint convexe: a) un unghi triedru, b) interiorul
su, c) reuniunea fetelor sale, d) reuniunea interiorului cu toate fetele?

b. Fie o un semispatiu deschis Iimitat de planul « gi W o muljime convexi inclusi
in planul «. 84 se arate ci mulfimea M U o este convexi.
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Definifie. Se numeste sferd de centru O si razd r(r >-0) multimea punc-
telor din spatiu pentru care OM =r (fig. 1V.10).
Ea se noteazd &(0, r). Interiorul sferei $(0, r) este mulfimea

Int (0, r) & {M |OM < r}.
Multimea &(0, r) U Int (0, 7) se numegte corp sferic sau bild.

Exercitii

<> ‘6. 54 se arate cd intersecfia ¢§(0, r) cu un'plan ce trece prin O, este un cerc.

7. Demonstrati ci Int &(0, r) este o multime convexi.

Vom defini in continuare o figurd in spatiu care generalizeazd supra-
fata triunghiularé din plan. Ddm mai intii 0 anumitd caracterizare a supra-
fetelor triunghiulare, care apoi va servi ca model pentru generalizare.

Lem#. Un punct X aparfine suprafetei triunghiulare [A BC] daca s numai
dacdl X apartine unui segment determinat de un virf gi de un punct al laturii
opuse; adicd X & [ABC] dac# i numai daci existd ¥ € [BC]cu X € [AY]
(fig. 1V.11). {

tntr-adevir, fie X =[ABC]. Deosebim cazurile: 1° X e[AB] (resp. X e[AC]),
atunci se ia ¥ = B (resp. ¥ = C); 2° X' =[BC],se ia ¥ = X; 3° X  Int ABC, atunci
din teorema transversalei rezultd cd semidreapta (AX taie latura [BC] intr-un punct ¥
deoarece X si A sint de aceeasi parte a lui BC, rezultd [AX]NBC = & si X [AY].
Reciproc, daci X e[AY]si ¥ «[BC], atunci {inind seama c& [ABC] este o muljime
convexd, din A, ¥ [ABC] rezultd ci [AY]C[ABC] si astfel X e [ABC].

Lema poate fi formulatd maiscurt: Suprafata triunghiulard [ABC]
coincide cu reuniunea segmentelor [AY], unde ¥ & [BC). Luind acum in
locul segmentului [BC] o suprafata triunghiulara [BCD], nesituata inacelagi
plan cu A, se ajunge la nofiunea urmatoare:

Dacd A, B, C, D sint patru puncte necoplanare, reuniunea segment.elor
[AM], unde M € [BCD] se numeste fetraedru si se noteazd cu [ABCD)]
(fig. IV.12). Punctele A, B, C, D se numesc virfurile, segmentele [4 B], [AC],
[AD], [BC], [BD], [CD] se numesc muchiile, iar suprafetele triunghiulare
[ABC], [ABD}, [ACD), [ BCD] fejele tetraedrului [ABCD]. Reuniunea fetelor

D A<D

Fig. 1V.10, Fig. 1V.11. Fig. 1V.12,
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este numitd suprefajd tetraedrald, iar punctele A
lui [ABCD] care nu apartin nici unei fete for-
meazd tntertorul tetraedrului, care se noteazd cu
Int [4BCD].
In definitia tetraedrului virful A are un rol
deosebit fatd de B, €, D. Teorema urmitoare ne
aratd c#, totusi, mulfimea [4BCD] rémine ne-
schimbatd dacd virfurile sint luate in alta ordine.

()

Teoremi. Oricare ar fi punetele neco-
liniare A, B, ¢, D avem [ABCD] = [BACD]. Fig. 1V.13

Demonstrajie. Luim P €[ABCD] si ardtdm cd P €[BACD]. $tim cd exists
M < [BCD] astfel ca P [AM] (fig. 1V.13). Din lemi rezulti cid existi B’ [CD] cd
M < [BB’]. Aplicind lema suprafetei triunghiulare [A BB’] deducem mai intii ci P = [ABB’]
si apoi cdl existi Ne[4B’] cu Pe[BN]. Folosind lema si in cazul lui [ACD], obfinem cd
N €[ACD). Asadar P e[BN] si N e[ACD], ceea ce implicd P €[BACD]. Analog,
Q €[BACD] = Q €[ABCD] si teorema este demonstrati.

Exercitii

8. 84 se arate ci unind mi ]10&0013 muchiilor opuse ale unui tetraedru se obtin trei
drepte concurente.

Indicatie. Se formeazd trei paralelograme cu cite o diagonald comuni.

9%, Si se arate cd dreptele care unesc virfurile unui tetraedru cu centrele de greutate
ale fetelor opuse sint concurente in acelasi punct ca si cele trei drepte din exercitiul 8.

10*. Fie [ABCD] un tetraedru. Se considerd unghiurile triedre care au ca muchii
LA B, [AC, [AD; [BA, [BC, [BD; [CA, [CB, [CD; [DA, [DB, [DC. Si se arate ci inter-
sectia interioarelor acestor patru unghiuri triedre coincide cu interiorul tetraedrului
[4BCD].

11*, SH se arate ci oricare ar fi punctul M in interiorul tetraedrului [ABCD],
- existd P e (AB) si Q e (CD) astfel incit M e (PQ).

12*, Interiorul tetraedrului [ABCD] coincide cu reuniunea segmentelor- (PQ) cu
P e (AB) 5i Q = (CD), iar tetraedrul [ABCD] este egal cu reuniunea segmentelor inchise
[PQ], cind P =[4B] 5i Q [CD].

18*. Demonstrati cd un tetraedru este o mulfime convexi.

14*, Fie W, si W, multimi convexe. Si se arate cii reunind segmentele [ PQ], pentru
care P e WM, i Q € M, se obtine o mullime convexi.

16*, S4 se arate ci interiorul unui tetraedru coincide cu intersectia semispatiilor
deschise determinate de planele fefelor gi virful opus respectiv. Caracterizafi tetraedrul
ca o intersecfie de semispatii. :

§:5 Paralelism in spatiu

Definifie. O dreaptd d gi un plﬂn « se numesc paralele dacé nu au nici un
punct comun, ceea ce se noteazd d || « sau « || d.
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Fig. 1V.14. . Fig. 1V.15.

Rezultd imediat cd o dreaptd d gi un plan « ce nu trece prin d sint fie
paralele, fie se intersecteazé intr-un singur punct. :
Existenta unei drepte paralele cu un plan rezultd din proprietatea urma-
toare. i

Proprietatea 1. Dacé o dreaptd d este paraleld cu o dreaptd a inclusi
intr-un plan o, atunci d este paraleld cu planul « sau este confinutd in acest

plan.

Demonsirajie. Putem presupune ci d ¢ o (fig. 1V.14). Atunci planele «
si (da) sint distincte, deci « N (da) = a. Dacd d ar avea un punct comun A
cu planul o din 4 € a i A & (da) ar rezulta cd 4 € a N (da) = a, deci
dreptele ¢ i ¢ ar avea un punct comun, ceea ce este imposibil.

Proprietatea 2. Dac o dreaptd d este paraleld cu un plan &, iar un plan 8
trece prin d gi intersecteazd planul «, atunci « N B este o dreaptd - paralela
cu d (fig. IV.15).

Demonstrajie. Stim cd « N B este o dreaptd d’. Dreptele d si @’ sint copla-
nare §i nu au nici un punct comun (cdci un punct comun al lor ar apartine si
lui o, deci am avea d N « = @). Rezultd ¢i d || d'. : ;

Proprietatea 3. Fie d o dreaptd paralelf cu un plan « si 4 & & Atunci
paralela la dreapta d, dusd prin 4, este continuti in planul «.

Demonstrajie. Fie a paralela prin A lad si b = « N (4d) (fig. IV.16).
Conform proprietdtii 2, & || d. Din axioma paralelelor rezultd a = b, deci
i o

.Teorema 1. Daei doudl drepte distinete d’ si d” sint paralele eu o a
treia dreaptii d, atunci dreptele d’ si ¢” sint paralele intre ele (fig. [V.17).

d
i e Y T
7 d
7 __2 25
S Al
Fig. 1V.16. Fig. 1¥.17,
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Demonstragie. Dacs d' si d” ar avea un punct comun ‘A, prin acest punct
ar trece doud drepte paralele la d, in contradictie cu axioma paralelelor.
Asadar d'Nd" = @. Trebuie si demonstrém c d’ si d” sint confinute intr-un
acelagi plan. Fie P € d” §i o = (Pd’). Cum d | d’, proprietatea 1 ne aratd cd
dcasaud || @ Dind”| d deducem il d" C « (ceea ce in cazul d C « rezultd
imediat, iar in cazul d || « in virtutea proprietdtii 3). Asadar d’ gi d” .sint
continute in planul .

Exercitii

1. Fie d, d’ dou# drepte paralele. Dacd dreapta d este paraleld cu un plazi o, s se
arate cd @’ || « sau d’ ca.

Indicatie. Conform proprietiii 3 existd o dreaptd a c «, paraleld cu d. Folosii teo-
rema 1 gi proprietatea 1.

2. Se considerd o dreapté d, paraleld cu planele « si [3, care se intersecteazd dupd
dreapla a. Aritati ci d || a. ¢

8. Printr-o dreaptd datd d ducefi un plan paralel cu o altd dreaptd d’. Discutali
numirul solutiilor. )

4. S% se determine reuniunea dreptelor care intersecteazii o dreaptd datd d si sint
paralele cu o altd dreaptd datii @’ (@ nu este paraleld cu d).

5. 94 se construiascd o dreapti care intilneste douil drepte date si este paraleld cu o
a treia dreaptd datd. Discujie.

6. Daci un plan « intersecteazii planele secante 8, y dupd drepte paralele, atuncx o
este paralel cu dreapta B n y.

7. Un plan variabil taie doud drepte paralele in punctele M si NV. Si se afle locul
geometric al mijlocului segmentului [MN].

8. Se dau doud drepte. Ducefi printr-un punct dat un plan paralel cu ambele drepte.
Discutie.

9. Si se construiasci o dreaptd care trece printr-un punct dat, este paraleld cu un
plan dat si intersecteazii o dreaptd datd. Discutie.

10. Se dau dreptele dy, d;, d;, astlel ca d, || dy, d; nu este paraleld cu dy 5i dy ¢ (dy, d3);
se ia pe dy un punct variabil M. 84 se arate cd dreapta de intersectie a planelor (dy M)
si (d,M) descrie un plan, cind M variazd pe d;.

H*, 83 se arate cd daci triunghiurile ABC si A’B’C’, situate in plane diferife, au
AB || A’B’, AC || A’C’ si BC || B’C’, atunci dreptele AA’, BB’, CC’ sint concurente sau
paralele.

_ Definifie. Doua plane a, § se numesc paralele §i se noteazd e || 8, dacd ele
nu au nici un punct comun.

Exercitii
‘o 12. Si se arate ci dacd doud. plane sint paralele, orice dreaptd confinutd in unul
din ele este paraleld cu celdlalt plan (fig. 1V.18).
& 18, Daclt un plan intersecteaza doud plane paralele, interseciiile sint drepte paralele
(fig. 1V.19).
Indicajie. Intersectiile sint coplanare i nu pot avea punct comun.
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Fig. 1V.18. Fig. 1V.19.

Teorema 2. Douil plane distincte, paralele cu un al treilea plan sint
“ paralele intre ele, i

Demonstratie. Presupunind cé teorema este falsa, existd planele distincte
a’§i a”, paralele cu un plan e, §i care se intersecteazi dupd o dreaptd d. Luim
punctele B € «, A € d si un plan B, care trece prin A-gi B, dar pu trece
prin d (fig. IV.20) si notédm d; =« N B, d’ = «' N B, d”" = &" N B. Conform
exercitiului 13 :d' || d; §i 4" || d;.

Avem d' d”, céci altfel o’ §i «” ar avea in comun dreptele d si d’ in
contradictie cu «’ # «". Deci prin punctul A trec doua paralele la dl, ceea
* ce este absurd. Rezult cii teorema este adevirati.

Existenta planelor paralele era asigurati de teorema urmétoare.

Teorema 3. Fiind date un plan « gi un punet A & «, existi un singur
plan care trece prin A si este paralel cu o.

Demonstratie. Ducem prin A dreptele distincte a i b, paralele cu planul «
(fig. TV.21). Planul B = (ab) este paralel cu « deoarece in caz contrar dreapta
o N B ar intersecta cel putin una din dreptele a si &, in contradictie cu a || «,
b || «. Asadar am obtinut un plan @, care trece prin A si este paralel cu «.
Dacéd ar exista incd un astfel de plan v, din teorema 2 ar rezulta ¢i B | v,
ceea ce este absurd (cdci A &€ B, A € y). Teorema este demonstraté.

Fig. 1V.20. Fig. 1V.21.
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Din demonstratie, rezultd si con-
structia unicului plan B, care trece prin
punctul dat A gi este paralel cu planul
dat «. Ducind prin 4 doud drepte
distincte @ si b, paralele cu «, se ob-
tine planul (ab) = B. _

Dreapta a poate fi oricare dintre
paralelele prin 4 la «, deci toate aceste
paralele sint incluse in B. Reciproc,
orice dreaptd inclusd in f este paraleli
cu « (vezi exerc. 1). Rezultd cd reuni- ps =
unea dreptelor paralele cu un plan «,
duse printr-un punct A, este un plan i
St 3 (fig. V.22). d e Y

Exercitii

14. Aridtaficd o dreaptd, care taie unul din doua plane paralele intr-un singur punct,
taie si pe celdlalt. ¥
) 15. Ardtati cd dacd doud plane sint paralele, atunci un plan care intersecteazii pe
unul din ele dupd o dreapl#, taie si pe celdlalt. A

16. Dac# o dreapta este paraleld cu unul din dou# plane paralele, atunci ea este sau

paraleld si cu al doilea plan sau este continutd in acesta.
17. Prin dreptele paralele d si d’ se duc respectiv planele « si «’, distincte de (dd’).

S4 se arate cd « || @’ sau (« Na’) || d.

Teorema 4. Doui unghiuri cu laturile respectiv paralele sint eon-
gruente sau suplementare. :

N TN

Demonsirajie. Fie AOB, A'0’'B’' cele doud unghiuri (04 || 0’4’ si
OB || O'B’) despre care putem presupune cd sint proprii si nu sint coplanare.
Fie d = 00’'. Consideram cazul: A’ € (d4, B’ &€ (dB (celelalte cazuri se
reduc ugor la acest caz). Putem admite cd (0A) = (0'A’), (OB) = (0’'B")
si B & AA’ (fig. IV.23). Atunei 00'A’'A si 00’ B'B sint paralelograme, deci
(AA') = (00') = (BB’), de unde rezultd cd si AA’B'B este un paralelo-
gram §i (AB) = (A’B’'). Teorema rezultd acum din congruenta triunghiu-
rilor OAB si 0'A'B’. '

Teorema 4 permite s& dim urmdtoarea

Definifie. Prin unghiul a doud drepte d st d' vom intelege oricare din

AN

unghiurile MON, unde O este un punct oarecare al spatiului, OM || d, ON | d’

P
si m(MON) & [0°,90°] (fig." [V.24).
Unghiul a doud drepte date nu este determinat in mod unie, dar toate
aceste unghiuri sint congruente intre ele (in virtutea teoremei 4). Agadar
mdsura unghiului a doud drepte are un sens precis.

65

& — Geometrie §i trigonometrie, cl. a X-a

. .



Fig. 1V.23. . Fig. 1V.24.

Din teorema 4 rezultd de asemenea ci misura unghiului a doud drepte d
§i @’ rdmine aceeasi dacd inlocuim dreptele d si d’ cu oricare drepte respectiv
‘paralele cu d i @’. Acest fapt justifici definitia urmitoare:

Definifie. Prin direcfia unet drepte d, notatd cu dir ¢, intelegem multimea
formatd din d i toate dreptele paralele cu d (este o multime de multimi). Prin
unghiul a doud direcii intelegem unghiul format de cite o dreapta din cele
doud directii (care nu depinde de alegerea dreptelor respective).

Sd insemndm cu @ mulfimea tuturor dreptelor si si consideraim pe @ relatia
w1 || d; sau dy = d,", care se va nota cu dy ~ d,. Avem evident d; ~ d; §id; ~ dy < dy ~ dy,
deci relatia este reflexivi si simetrici. Dar ea este si tranzitivii: dy ~ dy, dy ~ dy = dy ~ dj-
lntr-adevﬁr, dacdl dintre cele trei drepte doud coincid, implicatia este evidenta, iar dac#
dy, dy, d, sint distincte atunci d, || d,, d, ||dy, dy # dy = d, ||d, in virtutea teoremei 1.

Rezultd ci am definit o relatie de echivalen{i. Clasa de echivalent{ determinati de
o dreaptd d este constituitd din dreptele d’ cu d’ ~ d, adicd din d si toate dreptele para-
lele cu d, deci coincide cu dir d. Asadar, clasele de echivalentd ale relafiei , paralel sau egal
coincid cu direciitle.

De aici rezultd c# doud directii ori sint disjuncte ori eoincid. S4 aritdm acest rezultat
fird referire la teorema generalil a claselor de echivalenfé (de fapt, vom repeta demonstra-
tia generald in cazul nostru). In acest scop presupunem cé dir d; si dir d; au o dreaptd
comund e si ardtim cd dir d, = dird,. Fie d e dird,. Atunci d ~ dy; dar din a'~ d,,
a ~d, (cici a edir d;, a dird,), rezultd cii d; ~dy. Acum d ~ d;, dy ~ d, implici
d ~ d,. Agadar d e dir d; = d € dir d, si analog d’ e dir d;, = d’ e dird,.

Exercitii

18. Se dau un plan o, un punct 4 € « gi o dreaptd dca. a) S4 se construiases o
dreapta @ astfel incit: A ed’ si d’ edird. b) S& se construiascd o dreaptd prin A,
inclusd in e, care si formeze cu & un unghi de masur# dati a. Cite solufii exista?

19*. Ardtafi ci relatia ,o || B sau « = B* definitd pe mulfimea planelor este o rela-
{ie de echivalen{i. Determinafi clasele de echivalent.

20*, Se considerd pe mulfimea tuturor dreptelor si a planelor relafia ,x ||y sau
z = y“, unde z §i y sint drepte sau plane. Am definit o relatie de echivalen{i?
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21. Aritali ci doudt segmente paralele cuprinse intre plane paralele, sint congruente.

22. Si se arate ci prin dou# drepie, care nu sint continute intr-un acelasi plan,
se pot duce dou plane paralele in mod unic. S4 se studieze gi situatia cind cele doud drepte
sint coplanare.

. 23. Fie « §i B doudl plane paralele, A, Be «, iar CD o dreaptd paraleld cu o si B.
Dreptele CA, CB, DB, DA taie planul B respectiv in M, NV, P, Q. Si se arate ci aceste
puncte sint virfurile unui paralelogram.

24, Aflati locul geometric al mijloacelor segmentelor care au extremitifile fn dou#
plane paralele.

Exercitii recapitulative

1. Prin doui drepte date si se ducil cite un plan, astfel ca dreapta lor de intersecie
s4 fie continutd intr-un plan dat.

2. Fie a, b, ¢ trei drepte cu un punct comun, iar P un punct nesituat pe ele. S4 se
arate cii planele (Pa), (Pb), (Pe) confin o dreaptd comuni.

8. Fie A, B, C, D puncte necoplanare, iar o un plan care separd punctele 4 gi B;
A i C; C 5i D. Aritati ci'a N (BD) # g siaN(AD) =

4. Pe muchiile a, b, ¢ ale unui unghi triedru de virf O se iau punctele A, B, C; fie
apoi D  (BC) si E e (AD). Aritati cd (OE  Int abz:. y

5. Aritaji ci urmitoarele multimi sint convexe: interiorul unui unghi triedru, un
tetraedru fard o muchie (fard o fatd).

6. Fie A, B, C, D patru puncte neoeﬁplanax:mﬁﬂ, F, G, H mijloacele segmentelor
[AB], [BC], [CD], [DA). a) 54 se arate ci EF || (ACD) si punctele E, F, G, H sint copla-
nare; b) Dacd {M} = EG N FH, si se afle locul geometric al punctului M cind A, B, C
sint puncte fixe, in timp ce punctul D descrie o dreaptd daté d (sau un plan dat ).

7.* Pe dreptele d, d’ se iau punctele distincte 4, B, C respectiv 4’, B’, C’. Si se
arate: putem duce prin dreptele AA’, BB’, CC’ trei plane paralele intre ele daca si nu-
mai dacd

AB BC

A'B’ T BC
8.* Fie M, M’ cite un punct mobil pe dreptele necoplanare d, d’. S se afle locul
geometric al punctului P care fmparte segmentul (MM’) intr-un raport dat.

9.* Si se construiascd o dreaptd care si intilneascd trei drepte date respectiv in
M, N, P si pentru care MN / NP si fie un raport dat.

10. Se dau dreptele d, ' care taie un plan dat « in punctele A gi A4°. S4 se con-
struiasci punctele M, M’ situate respectiv pe d, d’, astfel incit MM’ ||« si segmentul
[MM’] si aibd o lungime dat# I. Discutie.

Indicapie. Duceli i)rin ‘A’ o dreaptd d* || d. Doui plane paralele cu «, unul fix, altul
mobil, vor intersecta d, d’, d*, in B, B’, B* respectiv in M, M’, M*. Se observd cd

TN
MM*M’ = BB*B’. Problema revine la construirea unui triunghi cu dou# laturi date si
un unghi dat.
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11.. a) 84 se afle locul geometric al virfului P al triunghiului MNP, dac4 laturile

. acestuia rdmin paralele cu trei drepte fixe, virful M descrie o dreaptd datd d, iar virful N

aparfine unui plan dat «. b) Aceeagi problemi, cu deosebirea ci M descrie un plan
dat B.

12. Pe muchiile [0A, [0B, [OC ale unui unghi triedru se consideri respectiv
punctele M, N, P astfel ca OM = 7A0A4, ON = A0B, OP = A0C, unde A este un
numdr pozitiv variabil. 84 se afle locul geometric al centrului de greutate al triunghiu-
lui MNP,

18.% ABCD si A,B,C,D, fiind doud paralelograme oarecare in spatiu, se iau punctele
Ay, By, Cy, Dy care impart segmentele [AA,], [BB,], [CC,], [DD,] in acelasi raport. Si se
arate ci 4,B,C,D, este tot un paralelogram.

Indicajie. Luim pe (D;A), (CyB) punctele M, N astfel incit

T DM _ OGN Ady

MA NB A
A,MNB, si D,MNC, sint paralelograme.




Capitolul V

&

Perpendicularitate in spatiu

§ 1. Drepte perpendiculare

Dreapta perpendiculard pe un plan

Am definit unghiul a doud drepte oarecare d §i d’ (nu neaparat situate
intr-un acelasi plan). Daci acesta este un unghi drept, dreptele d si d’ se numesc

perpendiculare si se noteazd d L d’. Asadar, daca m(Af)}?) = 90°, orice para-
leld la OA este perpendiculard pe orice paraleld la OB (fig. V.1).

Fie d o dreaptd si A € d. Putem construi drepte prin A perpendiculare
pe d, considerind planele continind d gi trasind in ele prin punctul A cite o
perpendiculard pe d. Deoarece prin d trec o infinitate de plane, existd o infi-
nitate de perpendiculare prin 4 pe d (fig. V.2).

Teorema 1. Daci o dreaptii d este perpendiculari pe doud drepte
concurente confinute intr-un plan «, atunei dreapta d este perpendiculari pe
orice dreapti situati in planal a.

Demonstragie. Fied | a,d b, unde a si b sint drepte concurente, a, b C «
§i ¢ 0 dreapti inclusi in «. Trebuie si aritdm cd d | ¢. Putem admite fard a
restringe generalitatea cii cele patru drepte trec printr-un punct comun O
(fig. V.3). Alegem punctele 4 € a, B € b, M, M' & d astfel incit ele si fie

8
a A
| 3
; 7
0 A M’
Fig. V.1. Fig. V.2 Fig. V.3.

69



distincte de 0, (OM) = (OM’) si A B si intersecteze dreapta ¢ intr-un punct C.
Din AOAM = NOAM' si NOBM = NOBM’' rezulti (AM)= (AM') si

(BM) = (BM"), deci AABM = AABM’ si avem @u = m’. Dar
atunci ACAM = NCAM' si se deduce c& triunghiul CMM' este isoscel; cum
[CO] este mediand, este si indltime. Deci d _|_e.

Teorema 1 ne indreptiteste si dim urmitoarea

Definifie. O dreaptd d se numeste perpendiculard pe un plan « daci ea
este perpendiculard pe orice dreapti inclusi in planul «. In acest caz se scrie
d | asau « L dsise maispune cil « este perpendicular pe d.

Cu acest termen teorema 1 se enuntd astfel: Dacd o dreapid este perpen-
diculard pe doud drepte concurente. conginute intr-un plan o, atunci ca este per-
pendiculard pe planul a.

Din demonstratia teoremei 1 rezultd imediat i un mod de a construi un
plan perpendicular pe o dreaptd d, printr-un punct P € d, deci rezulti si
existenta unui astfel de plan: ducind prin P dreptele distincte a, b | d, se
obtine un plan (ab) perpendicular pe d.

54 considerdm acum dreptele prin P. Cele continute in (ab) sint perpen-
diculare pe d. Reciproc, daci d’ > P sid' | d, atunei d’ c (a b). Intr-adevir,
planele (ab) si (dd’) se taie dupd o dreaptd ¢ (fig- V.4). Cum cc (ab), din
teorema 1 rezultd cd ¢ L d. Dar in planul (dd’) putem duce prin P doar o
singurd perpendiculard pe d, deci d' = ¢ si d'C (a b). Am obtinut urmitorul
rezultat: orice plan prin P, perpendicular pe d, coincide cu reuniunea dreptelor
perpendiculare pe d, care trec prin P. Cum aceasti reuniune este determinati
in mod unic cind se dan P si d, rezultd ci existd un singar plan trecind prin P
st perpendicular pe d. Acest rezultat rimine valabil si in cazul c¢ind P & d:

Teorema 2. Fiind date o dreaptd d si un punet P, existi un singur
plan trecind prin P si perpendicular pe d.

Demonstratie. a) Am vizut cil teorema este adeviratd in cazul P € d.
S& presupunem acum ci P & d (fig. V.5). Ducem in planul (Pd) perpendicu-

Fig. V.A. Fig. V.5.
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lara PP’ pe d(P' € d) si notim cu « (unicul)
plan prin P’ perpendicular pe d. Deoarece
P'P | d, avem P'PcC a, deci P € a si exis-
tenta este demonstratid. Pentru unicitate si
observam ci daci un-plan f contine punctul P
si p_Ld, atunci PP'c B, deci P’ B.
Din d | B si P'cp rezultd B = « §i unicita-
tea este demonstrata. Fig. V.6.

Teorema 3. Oricare ar fi planul « si punctul P, existd o singurd
dreaptil care trece prin P si este perpendiculard pe .

Demonstraie. In planul « alegem dreptele secante b si c, si ducem prin P
planele B, y respectiv perpendiculare pe b, ¢, care se taie dupd o dreaptd d
(fig. V.6). Avem b | d,c I d, deci d L « (in virtutea teoremei 1) si deoarece
P c d, existenta este demonstrati. Dacil d’ este o dreaptd prin P si d’ | a,
atunci d" 1L b, d' L ¢, de unde deducem cii d' c B si d" c y. Dar atunci
d’ cB Ny =d, deci d’ = d si unicitatea este demonstratd. (Aceastd demon-
stratie este valabild pentru ambele cazuri: P & asi P € a.)

Exercitii

1. Si se construiasci o dreapti care s# treacii printr-un punct dat 4 si sd fie per-
pendiculari pe doud drepte date & si . -

2. S§ se arate ci existd trei drepte cu un punct comun, perpendiculare doud cite
doua.

8. Fie a, b, e, d patru drepte cu un punct comun, d fiind perpendicularé pe e, b, ot
S4 se arate ci dreptele e, b, ¢ sint coplanare.

4. Ardtati cd nu existd patru drepte cu un punct comun, perpendiculare doud
cite doua. \

b. Fie d | «sid ||d. Aritati cd d’ | «.

6. Si se arate cii doudl drepte distincte, perpendiculare pe un plan «, sint paralele.
7. Daci d | a«sid ||« atunci d” | d.

8. Aritati ci doudl plane perpendiculare pe o dreaptd sint paralele intre ele.

& 9. Sise arate ci locul geometric al punctelor egal depirtate de douii puncte distincte
A si B este un plan perpendicular pe 4B, care trece prin mijlocul O al segmentului [AB],
(numit planul mediator al lui [AB]).

Indicagie. Fie « planul prit O perpendicular pe AB. Daci AM = BM, atunci
MO | AB, deci M € «. Daci M € «, atunci MO | AB, deci AM = BM.

10. S# se afle locul geometric al punctelor din spatiu egal depirtate de virfurile unuj
triunghi ABC.

11. Aratati locul geometric al punctelor egal depiirtate de toate punctele unui cerc.
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Fig. V.7.. Fig. Y.&8.

Teorema 4. (Teorema celor trei perpendiculare.)
Fie PA o dreapti perpendiculari pe un plan « (4 € «), @ ¢ dreapti confinuti
in planul 2 §5i AB | d, B € d. Atunei PB | d (fig. V.7).

Demonstragie. Deoarece d | AP, d | AB, rezulti ci d este per:pendicu-
lara pe orice dreaptd continutd in (PAB) (teorema 1), decid | PB.

" Teorema reciproci 1. Dack PA | o, A €« dca, PB.1d,
B € d,atunei AB 1 d (fig. V.7).

Teorema reciproci 2 Daei A c o, dc a. AB L d, Bcd,
PB 1 d, PA | AB, atunei P4 | « (fig. V.7).

Demonstratiile teoremelor reciproce se lasi ca exercitiu.

Sé consideram un plan « $i un punct 4 & «. Dacd AA’ | a, A’ € «,
punctul A" se numeste piciorul perpendicularei din A pe planul « sau proiecjia
ortogonald a punciului A pe planul o, iar numirul A4‘, notat cu d(4, a),
se numeste distanta de la punctul A la planul o (fig. V.8). Dacd A € a

d(A, ) def 0.

’I‘ eoremab5. Fie un plan o, un punet A & o 5i M = «. Atunei distanfa
de la A la « este mai micd sau egald cu distanfa A M.

Demonstratie. A' fiind piciorul perpendicularei din 4 pe planul «, daci
A’ # M in triunghiul dreptunghic AA'M segmentul [A4’] este o catetd, iar
[4 M] ipotenuza.

Observatie. Distanja de la un punct A la o dreaptd a (care nu trece prin A) se defineste
ca §i in geometria plana: ducind in planul (Aa) perpendiculara din A pe a si notind cu A

piciorul acesteia, distanta de la 4 la e este datd de d(4, a) = AA4’. Se stie c& d(4, a)
este cea mai mica dintre distantele AM, unde M < a.

Exercigii

12. Fie ABC un triunghi isoscel ((4B) = (AC)), M mijlocul laturii [BC] si AN
perpendiculard pe (4BC); aratafi cdA MN | BC.

18. Fie A’, B’, C’ picioarele perpendicularelor duse dintr-un punct oarecare P din
spafiu pe laturile triunghiului 4BC. Aritaji cd ducind in planul (4BC) perpendicularele
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pe laturile,lui ABC in A’, B’, C’, se obtin trel drepte concurente. Generalizare pentru un
poligon.

14. Pe planul paralelogramului ABCD se ridic# perpendiculara AE. 84 se calculeze
distantele de la punctul E la dreptele BC §i CD, stiind cd AB = 2a, AD = AE=a §i

N
m(BAD) = 60°.

16. Se dau: planul « §i punctele A o, B & . O dreaptd variabila d trece prin 4 si
este continutd in planul «. 84 se afle locul geometric al picioarelor perpendicularelor din
B pe d.

16. Se dau: dreapta @ si punctul A @ a. Se cere locul geometric al picioarelor per-
pendicularelor din A pe planele care trec prin a.

17. Se consider# un plan « care trece prin mijlocul unui segment [4 B]. S4 se arate
ci punctele A si B sint egal depiirtate de planul a.

18. Determinati un plan care si treacd printr-o dreaptd datd, si fie echidistant de
doui puncte A gi B date si si separe punctele A si B.

Indicagie. Planul va trece prin mijlocul segmentului [4B].

19. Printr-un punct dat si se duca o dreaptd care s intersecteze o dreaptd datd sl
si fie perpendiculard pe o altd dreaptd data.

C

20, Fie « si B doudt plane distincte, a céror
intersecfie este dreapta d gi fie M un punct nesituat
in «UBB. Se duc dreptele MM, si MM, perpendicu-
lare respectiv pe «, B. Sa se arate ci dreapta d este
perpendiculard pe planul (MM, M,).

21, Fie « un plan, d o dreaptd in « §i 4 un
punct exterior lui «. Din A se duce perpendiculara AB
pe d(B ed), iar prin B perpendiculara d’ pe d,

situatd in «. Se ia pe d’ punctul C astfel ca A/B\C
s4 fie un unghi ascufit si (BC) = (4B). Din C se
duce perpendiculara €C’ pe AB (C’ = AB) si se ia pe (CB) punctul D astfel ca
(CD) = (AC’). S4 se arate ca dreapta AD este perpendiculard pe planul o.

Fig. V.9.

29%, Se dau un plan « si un punct A g o. S4 se afle locul geometric al punctelor
M < « astfel ca segmentul (AM) si aibd o lungime daté.

28, Fie O punctul de intersectie al mediatoarelor unui triunghi ABC si M un punct
nesituat in planul (ABC). S& se arate ¢ OM | (ABC) daci si numai dacd (AM) =
= (BM) = (CM).

24, Fie 0, A, B, C patru puncte astfel ca QA4 | OB | OC | OA si se noteazd a =
—0A4, b= OB, ¢ = OC. 1) Si se calculeze lungimile laturilor triunghiului ABC in funciie
de a, b, ¢. 2) Si se calculeze aria of A BC] 5i sit se demonstreze relatia o[ ABC]* = o{OABT +
4+ o[OBCP + o[OCAJ:. 3) S4 se arate ci proiecfia ortogonald a punctului O pe planul
(ABC) este ortocentrul H al triunghiului ABC. 4) Si se calculeze distania OH.

Indicapie. 3) Se va arita cd AB | CO, AB | OH, din care se deduce ci AB | CH
(fig. V.9).
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9%, Se considers punctele necoplanare 4, B, C, D si dreptele A4’, BB, CC’, DD’
perpendiculare respectiv pe planele (BCD), (ACD), (ABD), (ABC). S4 se arate cd dacd
dreptele AA’ si BB’ sint concurente, atunci dreptele CC’, DI’ sint coplanare. .

Indicagie. Din CD | AA’, BB’ se va deduce ¢i CD | AB. In continuare se va folosi
faptul ¢4 prin CD putem duce un plan perpendicular pe AB. ‘

26*. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. Sxsearateci AB | CDst AC | BD
implici 4D | BC.

97#, Pe muchiile unui unghi triedru cu virful 0 se iau punctele 4, B, C, astfel ca
(04) = (0B) = (0C). Sa se arate ci piciorul perpendicularei din O pe planul (ABC)
coincide cu punctul de intersectie al mediatoarelor triunghiului A BC.

§ 2. Inegalitdti geometrice.
Unghiul unei semidrepte cu,un plan

Lemd. Dacd triunghiurile ABC i A'B'C" au (AB) = (A’'B’), (AC) =
= (A'C"), A > A’, atunci (BC) > (B'C’).

Demonstrajie. Construim punctul D in gemiplanul lui C, fatd de ADB,
astfel ca AABD = AA'B'C, (fig. V.10). Atunci trianghiul ADC este isoscel
gi (AD c Int B/1T6', deci gi bisectoarea unghiului C,;i\b va fi situatd in inte-

A~
riorul lyi BAC, prin urmare aceasta va intersecta segmentul (BC) intr-un
punct E. Rezultd (EC) = (ED) i BC = BE |\ EC = BE + ED > BD =
= BiC:

Corolar. Dacd triunghiurile ABC §i A'B'C" au (AB) = (A'B’), (AC) =

— (AC"), (BC) > (B'C’), atunci A >A".
Demonstrati corolarul prin reducere la absurd! p
S# considersm un plan dat « gi o semidreapti datd [AB cu A € g,
B & « Vom studia unghiurile formate de [AB cu diferitele semidrepte de
origine A, situate in planul «. Dacé AB | a, toate aceste unghiuri sint con-

c

A B A 8’
Fig. V.10.
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gruente. Dacé AB nu este perpendicular pe &, unul dintre ele este mai mic
decit celelalte; teorema urmitoare precizeazd acest unghi.

Teorema 1. Fieoun plan, A € &, B & a,iar B’ proiectia ortogonali
a punctului B pe planul « (fig. V.11). Qricare ar fi punetul Mca—[AB,
avem

3

! P
B'AB < MAB

Demonstrajie. Determindm punctul N € (AM astiel ca (AN) = (AB").
Deoarece BB’ este distanta de la B la planul « yezulté BN > BB’ s apli-

. TN
cind corolarul de mai sus triunghiurilor ABN si ABB', obtinem 3 NAB >

S
> B'AB.

Definifie. Unghiul B'AB se numeste unghiul semidrepte [AB cu planul o
El este cel mai mic unghi format de [AB cu 0 semidreapts de origine A,

N
inclusi in «. Unghiul B'AB se mai numeste unghiul dreptei AB cu planul o

Exercitii

1. Cu notatiile figurii V.11 avem de

A~ N
asemenea: MAB’ < MAB.
Indicatie. Fie MM’ | AB’, M' € AB".
Cum MM’ | BB’, dreapta MM’ este per-
pendiculard pe planul (ABB’). Aplicati teo-
rema 1 semidreptei [AM si planului (ABB’).

, Fig. V.1l
2. Virful 4 al triunghiului isoscel ABC ((AB) = (AC)) se proiecteazi ortogonal
N Py
fn A’ pe un plan o care trece prin BC. Aritati ¢t BA'C > BAC (fig. V.12).

T
Indicagie. Fie D mijlocul lui [BC] i E € (DA, (DE) = (DA). DA’C este un unghi
exterior al triunghiului A’CE.

Fig. Va8,
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Py
Teorema 2. Intr-un unghi triedru abe avem
Py - /‘\‘
m(ab) 4 m(be) > m(ac).

27N
Demonstrajie. Fie O virful lui abe, A, B, C cite un punct pe a, b, e, distincte de O,
iar B piciorul perpendicularei din B pe planul (0AC) (fig. V.13). Conform exercifiului 1

m@) > m(AOB), m(k) > m(BOC).

—~ ~~ N N f ~ .
Dacd B'eInt AOC sau B’ = AOC, suma m(AOB’) - m(B'0OC) este egald cu m(ac), iar

N K o A
dacd B’ este in exteriorul unghiului AOC, atunci aceastd sumi este mai mare decit m(ac).

fn orice caz
~ N ~
m(AOB’) 4+ m(B’OC) = m(ac)
5i teorema rezultd din inegalitifile stabilite.

Exercitii

8. Cu notatiile teoremei 1, fie [AB” semidreapta opusi lui [A B, Si se arate ci pentru

’ TN TN
orice punct M € o — [AB” avem B*AB > MAB.

4%, Ardtati cd pentru orice unghi triedru abe avems m(ab) + mibe) + mca) < 360°.
5*. Fie « un plan, A e«, iar B si ¢ doui puncte de aceeasi parte a lui o astfel

: N
ca AC | o. Aritati ci CAB este un complement al unghiului format de [AB cu .

6*. Fie :’?3’ un unghi diedru eu muchia m §i A = m. Si-se arate ci-dintre toate semi-
dreptele cu originea 4 si continute in semiplanul B, aceea formeaza unghiul cel mai mare
posibil cu planul «, care este perpendiculari pe m (suportul ei se numeste dreapta de cea
mai mare pantd a lui B fatd de o).

§ 3. Misura unui unghi diedru. Plane perpendiculare
. AN . . . .
Fie o'’ un unghi diedru propriu §1 0, 0" doud puncte oarecare pe muchia
lui. Se duc in semiplanul o semidreptele (04, (0'A’, iar in B’ semidreptele
P
(0B, (0'B' toate perpendiculare pe 00’ (fig. V.14). Unghiurile AOB si

A’0'B’ au laturile paralele; mai mult, ele se gisesc in situatia de pe figura
V.23 si din demonstratia teoremei 4 de la Cap. IV. §5 rezultd ci

) N N
(1) : A0B = A'0'B'.
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P
Dotinifie. Prin mdsura unghivlui diedru proprin «'f’ intelegem

~ -~
numirul m(«'p’) & m(40B). :

Relatia (1) ne aratd cd acest numdr nu depinde de alegerea lui 0 € d,
deci el este determinat unic pentru fiecare unghi diedru propriu. Prin definitie,
un unghi diedru nul (respectiv plat) are ca masurd 0° (respectiv 180°).

TS
Definifie. Semiplanele o’ i B’ sezic perpendiculare dacd m(a’f’) =905
In acest caz si planele a, B, care confin gemiplanele o, ', se numesc perpen-
diculare si se noteazd a L B. Evident a L= 1 «

Exercitii

1. Fie « un plan, ¢ un semispatiu inchis limitat de «, o’ un semiplan continut in « si
@ un numir real, cuprins intre 0 gi 180. S& se arate ca exist4 un singur semiplan f’, avind

A
frontiers comund cu o, astfel incit p'c o i m(a’f’) = a.

Indicatie. Problema revine la construirea unui unghi intr-un plan perpendicular pe
frontiera lui o’. .

o~ ; ~
& 2. Fie «’f’ un unghi diedru propriu. Construiti un semiplan y’ astfel ca m(x'y’) =
A~ : A
= m(y’f). Aritati cit problema are doui solufii dintre care una este situatd in Int o/p’

~ ~,
(numit semiplanul bisector al lui o’f’; suportul siu se numegte planul bisector al lui «’B’).
3. S4 se arate ci locul geometric al punctelor egal depértate de doud plane secante
, B este format din doud plane perpendiculare, si anume din reuniunea planelor bisec-
toare ale unghiurilor diedre determinate de a si B.
Teorema 1. Daeit d este o dreaptd perpendicvlarid pe un plan o, atunei
orice plan P care conjine dreapta d, este perpendicular pe. planul o (fig. V.15).
Demonstrajie. Dacd a = aNB, {A} =dNa« gi o, B’ sint semiplane de
suport « respectiv 8, limitate de a, atunci ducind prin 4, in planul «, dreapta b

v Py ¢
~ perpendicularé pe @, avem d L b, deci m(«'B’) = 90°

el

Fig. V.14 Fig. V.15.
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Exercitii
O 4. Dacd « si p sint doud plane perpendiculare, Q = B si d perpendiculara prin Q pe o,
sd se arate 24 dcB. '

8. Se considerd o dreaptd d inclusd in planul «. Ardtati cil reuniunea dreptelor per-
pendiculare pe «, care intersecteazd dreapta d, este un plan perpendicular pe o.

6. S se afle locul geometric al punctelor la egald distantd de doua drepte concu-
rente. ; ;

7. Aridtati cd un plan « perpendicular pe doui plane secante este perpendicular pe
intersectia lor. :

8*. Fie 4 un punct nesituat in planul «. Si se afle intersecfia tuturor planelor care
contin punctul 4 si sint perpendiculare pe planul «. :

9*. Duceti printr-o dreapt# dati un plan perpendicular pe un plan dat.
10*. Duceti printr-un punct dat un plan perpendicular pe doui piane date.
11*, Intersectati un unghi diedru cu un plan astfel ca unghiul de sectiune s fie drept.

12. Aritali cd o dreaptd d i un plan «, perpendiculare pe un alt plan, sint paralele
intre ele sau dreapta d este continutd in planul «.

18. Fie « gi 8 douii plane perpendiculare, A< «, iar d o dreapt# perpendiculary pe B.
Sd se arate ci paralela prin 4 la d este con{inuti in planul c.

14. Daci trei plane perpendiculare pe un plan se intersecteazi doui cite dous dupd
dreptele @, b, ¢ ardtafi ci a |5 | c.

16*. Dintr-un punct 4 se duc perpendicularele 4B 31 AC pe planele fefelor unui
S, N ’ 7N ~ P A
unghi diedru o3". 54 se arate: m(BAC) = m(«/f") sau m(BAC) = 180° — m(«'p’).

§ 4. Proiectii ortogonale

Froiectia (ortogonald) a unui punct P pe un plan a a fost definitd in §1
ca intersectia cu planul « a perpendicularei pe o, dusi prin punctul P. Ea se
noteazd: P* = pr, P.

Prin proiecjia unei mulfimi M pe un plan « se intelege mul{imea

pro M = {pr.P | P € U},
formatd din proiectiile tuturor punctelor din M.

Teorema 1. Proiecfia unei drepte ¢ pe un plan « este o dreaptd sau
un punet,

Demonstrajie. Daci d_|_a, este clar ¢4 prod este un punct. Sa preéupunem
in continuare ¢i dreapta d = AB nu este perpendiculard pe planul «
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(fig. V.16) s1 A & o Fic A*, B* pro-
iectiile lui A,B pe « §i § = (AA* B).
Deoarece B contine o dreaptd perpen-
diculard pe « rezultd ca B L o Fie M
un punct oarecare de pe dreapta d
si M* — pr, M. Atunci MM* | AA*
si MM* C @, deci M* € aNp = A*B*.
Astfel am aritat cid prod c A*B*.

Pentru a demonstra incluziunea
contrari, ludim un punct oarecare
N € A*B* si aritim cd N € prad. Paralela la AA*. dusa prin N, este
continutd in planul B, deci va intersecta dreapta d intr-un punct P. Atunci
N = pry P, deci V € prad.

Planul 8, determinat prin  _L asi p D d, se numeste planul proiectant al
‘dreptei d. Retinem cd proiectia dreptei d pe plawul « poate fi obtinuti prin
intersectia planului « cu planul proiectant al lui d.

Fiz. V.16.

/
Exercitii

1. Sa searate: daci dreptele d si d” sint paralele atunci prod || prad’ sau prad = pred’.
Ce pulem spune despre planele proiectante ale lui d si d'? ¥

2. Aritati cit proiectia unui paralelogram pe un plan este un paralelogram sau un
segment.

P
8. Stiind ci latura [04 a unghiului drept AOR este paraleld cu un plan o, s se arale

it proiectia pe planul « a unghiului A/O?? este un unghi drept.

4. Fie A’B’C’ proiectia triunghiului A BC pe un plan a. Ariitati cii centrul de greutate
al triunghiului ABC se proiecteazd in centrul de greutate al triunghiului A’B’C’. Esle
valabil un rezultat analog pentru orlocentru?

5. Si se afle locul geometric al punctelor din spatiu care se proiecteazi pe un plan
dupit o dreapta data.

6*. Fiind date punctele necoplanare A, B, C, D, si se determine un plan pe care
punctele A4, B, C, D se proiecteazii In virfurile unui paralelogram. p

7%. Se consideri toate triunghiurile din spatiu care se proiecteazi pe un plan « dupd
acelasi triunghi. Si se afle locul geometric al centrelor lor de greutate.

8*, Fie A un punct nesituat pe dreapta d. Determinati un plan « astfel incit pryd sd
treacd prin pred.

9*, Determinati un plan pe care trei drepte date sa se¢ proiecteze dupd drepte con-
curente. !

10*. Fie «, B doud plane care se Laie dupd o dreapta a si fie d o dreaptd perpendiculara
pe a. Sii se arate cil proiectiile-dreptei d pe planele «, 8 sint concurente.

11*. Se considerd un triunghi triedru astfel ca nici una din muchii sd nu fie perpen-
diculard pe fata opusi. Aritafi ¢ proiectind muchiile pe fetele opuse, se obfin trei plane
‘proiectante care contin o dreaptd comuni.
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Prin unghiul a doud plane o si f, care
se intersecteazd dupa dreapta d, vom intelege

Py
oricare unghi MON, unde O € d, M € o, N € B,

OM 1 d, ON L d si m(ION) < 90° (fig. V.A7).
Daca o || B sau o = B, prin unghiul lui « i p
intelegem un unghi nul. Ca gi unghiul a doud
drepte, nici acestd notiune nu este determinatd
unic, dar toate unghiurile a doua plane « si 8 sint
congruente intre ele. Agadar, mdsura unghiului
a doud plane secante este un numdr unic, egal cu cea mai micd dintre mésu-
rile unghiurilor diedre determinate de planele « si 8.

Teorema 2. Dacii triunghiul 4 BC, situat in planul «, are aria S,
proiectia lui A BC' pe planul @ are aria S’ §i misura unghiului eelor doui plane
este ¢, atunei
(1) §' =8 cos ¢.

Demonsirajia se face in trei etape.

1) Fie latura [BC] a triunghiului ABC situatd in planul 8 (fig. V.18),
A" =prd 51 D = prBCA Conform teoremei celor trei perpendiculare

, _BC 4D
A'D L BC, deci ¢ — u(ADA"). Din egalititile § — 2E A2 5
A'D = AD : cos o deducem imediat relatia (1).

2) Latura [BC] este paraleld cu planul 8 (fig. V. 19) Fie 4, B', C' proiec-
tiile punctelor 4, B, C pe planul . Putem duce prin dreapta BC un plan p*
paralel cu 8, care taie dreapta AA’ in A*. Se observi ci patrulaterele BCC'B',
CA*A'C’', A¥BB'A’ sint dreptunghiuri, deci ANA*BC = AA'B'C’ si aceste

2 1

——f—AA"
B -~ it |
® | L :
(o |
] ] . )
B : !
I [ |
| | j
: * ‘
I S /
(f"’ R v
Wi
B sl /
Fig. V.19
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triunghiuri au arii egale. Tinind seama Fig. V.20.
si de faptul ¢ planul « determind cu
planele B si B* unghiuri de aceeasi
mésurd, formula (1) este valabild gi in
acest caz.

3) Considerind  cazul  general
putem presupune cd (CC') < (BB') <
< (A4’). Intersectéimr planul paralel
cu B, dus prin B, cu planul « dupd
dreapta BD (unde D € (AC)). Punc-
tele A, B, C, D se proiegteazid pe
- planul B 1 A", B, ¢, D’ (fig. V.20). &2
Notind cu Sy, Sz, S, 53 ariile triunghiurilor A BD, CBD, A'B'D’ respectiv
¢’ B' D', putem scrie conform cazului 2):

(2) S;= Sy cos P, S;g = Sz CcOos @.

Dar§; + 8, = 8, 8; + S5 = &', deci adunind membru cu membru egalititile
(2), se obtine relatia (1).

Exercitii-

12. Aritati ci formula (1) este valabild gi in cazul in care S reprezint aria unei supra-
fete poligonale situate in planul o, iar § aria proiectiei ei pe planul B.

Indicajie. Descompunati suprafata poligonald in triunghiuri.

18. Fie ABC un triunghi, 4B =9, BC = 10, AC = 17. Proiecfia triunghiu-
lui ABC pe un plan B are aria egali cu 18. Si se afle médsura unghiului planelor
(ABC) si B.

14. Se da triunghiul ABC culaturile BC = 4, CA = 6, AB = 3. Seridiciin 4, B, C
perpendiculare pe planul triunghiului si se iau pe ele, de aceeasi parte a planului (4 BC),
punctele A’, B, C’ astfel ca AA” — 2, BB’ = 6,CC’ = 9. 8i se calculeze misura unghiului
planelor (ABC) si (A’B'C). j

16. Triunghinl ABC, avind laturile AB = 5, AC = 12, BC = 13, se proiecteazi
pe un plan paralel cu latura [AC] dupa triunghiul A’B‘C’. $tiind cd A’'B’ = &, si se cal-
culeze B’C’ si misura unghiului planelor (4BC) si (4'B’CY).

16. Se considerd dreptele 04, OB, OC, perpendiculare doud cite doud. Stiind cd
OA = a, OB’ = b, OC = ¢, si se calculeze masura unghiului planelor (ABC) 51 (OAB).

17. Si se arate ¢ pitratul lungimii unui segment este egal cu semisuma pétratelor
lungimilor proiectiilor acelui segment pe trei plane perpendiculare doud cite dou.

18, O dreapta taie doua plane perpendiculare & §i 8 in 4 gi B. fie A’, B’ proiectiile
punctelor 4, B pe dreapta «Np. 1) Aritati cd AB? = AA” + A'B’? + B'B* 2) Daci
a,-b, ¢ sint miisurile unghiurilor dreptei 4B cu planele «, B 5t cu « 1B, atunci

s

cosec = ~—-— si sin%a + sin?b = sin?c.
AB
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19. Fie ABC an triunghi situat intr-un plan «, A’B’C’ proiectia lui pe un plan B,
iar A”B*C” proiectia triunghiului 4°B’C’ pe planul «. Notind cu §, §’, §” ariile triunghiu-
rilor ABC, A’B’C’, A”B”C” si se arate cd §’ este medie proporfionald intre § si S,

Exercitii recapitulative

1. Un tetraedru [ABCD)] are (AC) = (AD) = (BC) = (BD). M i N fiind mij-
loacele muchiilor [4B], [CD], s se arate:

a) MN | AB, MN | CD, AB | CD.

b) Dacd A’, B/, C’, D’ sint picioarele perpendicularelor duse din virfurile 4, B, C D
pe fetele opuse ale tetraedrului, punctele B, A’, N sint coliniare, si la fel A, B, N; D, C’,
M; C, D', M.

¢) AA’, BB’, MN si ¢C’, DD’, MN sint cite trei drepte concurente.

2. Daci semidreptele [0A4 si [OB au originea lor in planul «, OA | « si OB | «
atunci cele doud semidrepte formeazi un unghi ascutit sau obtuz, dupi cum sint sau nu
de aceeasi parte a planului c. ;

8. a) Ardtati cd cele sase plane mediatoare ale muchiilor unui tetraedru au un punct
comun. b) Prin acest punct trec si perpendicularele pe fefele tetraedrului, duse prin cen-
trele cercurilor circumscrise acestor fefe.

4. 84 se afle locul geometric al punctelor din spafiu care au diferenta p\itrate]or dis-
tantelor lor la doud puncte date egald cu un numdir dat. -

N
5. Se dau un plan ¢, un punct A € o, un punct B & o i un unghi kk. Si se constru-
iascdl 0 semidreaptid [AM, inclusa in planul e, care sd formeze cu[4B un unghi congruent

~
cu hk. Discutie.
& 6. Fie d si d’ dould drepte necoplanare. Si se arate ci existd punctele unice 4 e d,
A" ed astfel ca AA’ | d si AA’ | d’. (Dreapta AA’ se numeste perpendiculara comund
a dreptelor d si d'.)
Indicatie. Existd un plan unic « care trece prin d si este paralel cu d’. Cum A4‘A tre-
. buie si fie confinut in planul proiectant al lui d” pe «, punctul 4 coincide cu d N pr,d’,
iar A’ cu intersectia lui @’ cu perpendiculara pe «, ridicatd in punctul 4 (fig. V.21).
¢ 7. Cu notatiile exercitiului 6 fie M ed, M’ e d’. B4 se arateci A4’ < MM, ega-
litatea fiind posibild numai daci M = 4 si M" = A",

8*, Fie A4’ perpendiculara comuni
a dreptelor necoplanare d, d’ si M =d,
M’ ed’ astfel ca (AM) = (A’M’). Si se
afle locul geometric al mijlocului segmen-
tului [MM].

9. Intr-un plan « se dau dou# drepte
perpendiculare d,, d, care se intersecteaz
in punctul O. Distanfele unui punct M
din spatiu, nesituat in planul «, la drep-
tele d, si d, sint egale respectiv cu 3e si
ta, iar MO — 3a|/2. Si se calculeze
distanta de la M la planul c.

10. Se considera un tetraedru
[V A BC] cu urmétoarele proprietiti: ABC
Fig, V.21. este un triunghi echilateral de laturd a




(ABC) | (VBC), iar planele (VAC) si (VAB) formeazd cu planul (4BC) unghiuri de ma-
surd 60°. 84 se calculeze distanta de la punctul ¥ Ia planul (4BC).

11. Se d& dreptunghiul ABCD cu AB = 4 si BC = 2. Pe planul dreptunghiului
se ridicd perpendicularele 44,, BB, CC, si DD,, punctele A,, By, C,, D, fiind de aceeasi
parte a planului (ABC) si 44, =3, BB, =8, CC; =1, DD, = 2. M si N fiind mij-
loacele segmentelor [A;C;] respectiv [B,D;], si se calculeze lungimea segmentului
[MN]. ‘

12. Toate muchiile unui tetraedru au lungimea a. Si se arate e un virf se proiecteazi
pe fafa opusi in centrul de greutate al acesteia. 34 se afle masura unghiurilor diedre deter-
minate de cite doud fete. 7

LN
18. Se considerd un tetraedru [ABCD] astfel ca AB = AC = a, m(BAC) = a si
semidreptele [AD, [BD, [CD formeazi cu planul (4BC) unghiuri congruente, de misura B.
S4 se-calculeze distanta de la punctul D la planul (4BC).

14. Tie DE o dreaptd perpendiculard pe planul pitratului ABCD. Stiind ci BE =
= [ 51 m#sura unghiului format de [BE si (ABC) este B, si se determine lungimea segmen-
tului [AE] si unghiul lui [AE cu planul (4BC).

, 15. Dreapta CD este perpendiculard pe planul triunghiului echilateral ABC de la-
turd a, iar [AD i [BD formeazd cu planul: (4 BC) unghiuri de misurd B. 54 se giiseascd
unghiul planelor (4BC) si (ABD).

- P =
1‘6"‘. Intr-un tetraedru [ABCD] avem DA =DB = DC = I, m(ADB) = m(ADC) =

N
=a si m(BDC)=B. 8i se afle distanta punctului D la planul (ABC) si distanta
punctului 4 la planul (BCD). ;

17*, Se dau: un plan «, punctele necoliniare A, B, C, exterioare acestui plan si un
triunghi DEF C «. S se determine un punct P astfel incit, notind cu A’, B’, ¢’ punctele de
intersectie ale dreptelor PA, PB, PC cu planul a, triunghiurile 4’B’C’ si DEF si aibi
laturile respective paralele.

18*, Fiind date planul « gi triunghiurile ABC, 4’B'C’ nesituate in acest plan, si se
determine un triunghi DEF, agezat in planul «, astfel incit, pe de o parte dreptele AD, BE,
CF si pe de alti parte dreptele .A’D, B’E, C'F si fie concurente.
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Capitolul VI

Poliedre

In capitolele VI si VII se vor studia unele multimi de puncte din spatiul
euclidian numite adesea corpuri geomeirice. Pentru ele se vor defini notiurni
gi se vor demonstra proprietiti analoage cu cele stabilite in cazul geometriei
plane ‘pentru suprafetele poligonale.

* Spatiul euclidian este un model matematic al spatiului f1z1c, el reflectind
proprietitile privind forma corpurilor din spatiul fizic si pozitia lor reciproca.
* Corpurile geometrice pe care le vom studia sint imagini matematice ale unor
corpuri bine cunoscute din spatiul fizic. Aceastd circumstantd speciald, intil-
nitd in cazul geometriei euclidiene, ne permite ca in studiul ce-l1 vom intre-
prinde (cap. VI i cap. VII) si acorddm un rol important intuitiei spatiale,
cunogtintelor noastre obtinute din contemplarea gi studierea spatiului fizic.
Unele teoreme vor fi date fard demonstratie, confinutul lor fiind justificat doar
tn mod intuitiv. Mentiondm c& teoremele respective pot fi demonstrate riguros
in cadrul sistemului axiomatic din manual, dar acest lucru ar mari prea mult
volumul expunerii.

Facem observatia ¢i notiunile de congruentd si asemanare a doud mul-
timi de puncte din plan se extind in spatiu gi pistreazd aceleasi proprietéfi.
Muttimile #, M’ C & se numesc congruente dacd existd o functie bijectiva
f+ M — ' pentru care PQ = f(P)f(Q) oricare ar fi punctele P,Q & M,
iar functia f se numegte izomelrie. Multimile _#, M’ se numesc asemenea
dacd existd o functie bijectivd f: M — A’ i o constantd & > 0, astfel incit
PQ = kf(P)(Q) oricare ar fi punctele P, Q € J, iar functia [ se numegte
asemdnare.

Daca [L] gi [L'] sint doua suprafete poligonale incluse respectiv in planele
i B gi[L] = [L‘] atunci ariile lor sint egale, iar dacd [L] si[L] sint asemenea,
J fiind raportul de aseminare, atunci raportul ariilor lor este &”.

§ 1. Prisma

Definifie Fie§ o suprafaté poligonald cu frontiera poligon, inclusd
intr-un plan «, d o dreaptd care nu este paraleld cu planul « i nici continutd in
acesta gi ' un plan paralel cu planul «. Pentru fiecare punct M € S se con-

siderd dreapta care trece prin M, paraleld cu dreapta d si care intersecteazd
{
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planul ¢’ intr-un punct M’. Multimea
formatd din reuniunea tuturor seg-
mentelor [MM'] se numeste = prismd
(fig. VIL.1).

Proprietatea 1. Locul geo-
metric al punctelor M’ = «' din defi-
nifia precedentd este o suprafafi poli-
gonald §' 5i § = §".

Demonstragie. Se va ardta cd legea ‘
M — M’ defineste o izometrie. Intr-a- Fig. VIL.1.
devar, dacd M, N € S, M # Nsi M - M’, N — N’, rezultd MNN'M’ este
un paralelogram (fig. VI.1), (planul (MNM’) taie planele paralele a, o' dupi
doud drepte paralele). Rezultd ci §' = §.

Obserpatie. Dacd § = [A1Ay... A)] 51 A; = 4, (I =1, 2, ..., n) atunci
din demonstratia precedentd rezultd cd S* = [A{4; ... A,] si au lo¢ urmitoa-
rele relafii: A;4;| 4;4;, [4;4;] = [A4;4]] pentru i # j, (i, j =1, 2, ..., n),
AiA‘H-l” AEA;+1, [Av'.AH-l] = {A;A;-H] (" = 11 21 veey — 1)a $l AlAn” AI’.A';J
[4:4,] =[A4}4;] (fig. VI.1). Pentru prescurtare, se va nota prisma cu
P =[4;4;... A A A, ... A}]. Prisma este determinata daca se dau virfurile ei.

Suprafetele poligonale S, &', [4;4,.,4; A7), (i =1, 2, ..., n — 1),
[4:4,4,4]) se numesc fefele prismei, segmentele [A,A,,], [4id;,],
(i =1,2,...,n—1),[4:4,],[A414,],[4;4{], (i =1, 2, ..., n), se numese muchiile
prismet, iar punctele 4,, A; (i =1, 2, ..., n) se numesc virfurile prismei.
Dintre acestea, .5 si S" se mai numesc §i bazele prismei iar celelalte fefe se

numesc feje laterale, muchiile [ 4;4;], (1 =1, 2 ,..., ) se numesc muchii

laterale. Distanta dintre planele bazelor unei prisme se numeste indltimea
prismei si se va nota cu I. Prin indl{fimea unei prisme se va mai intelege si
segmentul determinat de bazele prismei pe perpendiculara comund. O diago-
nald a unei prisme este un segment determinat de doud virfuri ale prismei
care nu apartin aceleiagi fete laterale.

- Din demonstragia proprietstii 4 rezultd cd poligoanele care determini
fetele laterale ale unei prisme sint paralelograme. Reuniunea fetelor unei
prisme formeazd suprafaja sau frontiera prismei. Multimea punctelor unei
prisme care nu aparfin suprafetei sale formeazd interiorul prismei.

Aria prismei

Suma ariilor fetelor-unei prisme se numegte aria tolald a prismet, iar suma
ariilor fetelor laterale se numegte aria laterald a prismei; ele se vor nota. res-
pectiv cu o,(P) si oy(P). Dacd B = o(S5), evident,

_o(P) = o(P) + 2B
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Prisma cu muchiile laterale perpendiculare pe planele bazelor se numeste
prismd dreapté. Prisma cu poligoanele bazei parslelograme se numeste para-
lelipiped. Paralelipipedul drept cu baza dreptunghi se numeste paralelipiped
dreptunghic. Daci toate fetele unei prisme sint suprafete pitrate, prisma se
numeste cub. Prisma dreaptd cu baza poligon regulat se numeste prismd
regulatd.

Exercitii

1. 54 se demonstreze cd proieciile unui punct din spatiu pe muchiile laterale ale
unei prisme sint coplanare.

2. Se da o prism triunghiulard cu bazele [A BC] si [A’B’C"]. Fie D, E, F centrele de
simetrie respectiv ale fefelor [BCC’B’], [ACC’A’), [ABB’A’]. Si se arate ci dreptele AD,
BE i CF sint concurente.

d*. Baza unei prisme este un triunghi echilateral cu latura 6 |/3. Un virf al unei
baze se proiecteazii pe cealaltd bazd, in mijlocul unei muchii ale acesteia. fniltimea prismei
fiind 12, s& se afle aria laterald a prismei.

4. Baza unei prisme este un pitrat cu latura a. Una din fetele laterale este pétrat,
alta este un romb cu un unghi de misurii 60°. Si se afle aria totald a prismei.

5. Baza unei prisme este un triunghi echilateral cu latura . Muchiile laterale formeazi
cu planul bazei un unghi de masurd 60° Unul din virfurile bazei se proiecteazi pe cealalta
bazi in centrul cercului circumscris acesteia. 54 se afle indlfimea prismei si aria totald.

6. Intr-o prisma triunghiulard distantele dintre muchiile laterale sint 3, 4 si 5, iar
lungimea muchiilor laterale este 6. 54 se afle aria laterald a prismei.

7. Baza unei prisme este triunghi echilateral cu latura a; lungimea muchiilor laterale
este b. Una din muchiile laterale formeazd cu muchiile adiacente ale bazei-unghiuri cu
mésura 60°. S4 se afle avia laterald a prismei.

8. Intr-o prismi triunghiulard, doud fefe laterale sint perpendiculare intre ele si au
ariile respectiv de 60 i 80. Sa se afle aria ]ateralé a prismei dacd lungimea muchiilor late-
rale este 10.

9%, Si se demonstreze ci diagonalele unui paralelipiped sint concurente, punctul de
intersecfie al acestora fiind gi centrul de simetrie al paralelipipedului.

10*. S4 se arate cd intr-un paralelipiped oarecare, suma pitratelor celor patru diago-
nale este egala cu suma pétratelor celor 12 muchii. ;

11%*, Fie O un virf al unui paralelipiped oarecare iar A, B, C virfurile situate pe
muchiile care con{in punctul O. S& se demonstreze ci punctul G, in care diagonala parale-
lipipedului ce trece pmn O intersecteazii (4BC), este centrul de greutate al trlunghmlul

ABC si ¢i 0G este E din lungimea diagonalei respective.

12. Intr-un paralelipiped dreptunghic cu baza pﬁtrat diagonalele au lungimea d si-

fac cu fefele laterale unghiuri cu misura 30°. Si se calculeze lungimile muchiilor paralelipi-
pedului si aria sa.
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18*, Se da un cub de laturd 20. S se afle distanta dintre o diagonald a cubului si 0
muchie laterald pe care nu o intersecteazii.
14, S8i se calculeze sinusul unui unghi format de doua diagonale ale unui cub.

15. Lungimea muchiei bazei unei prisme hexagonale regulate este a, iar iniltimea 2a.
54 se calculeze lungimile diagonalelor si misurile unghiurilor pe care le formeazi acestea
cu baza.

16. Intr-un paralelipiped drept, muchiile bazei au lungimile @ si b si formeazd un
unghi de misurd 60° Cea mai mare diagonalil a bazei are lungimea egald cu lungimen celei
mai mici diagonale a paralelipipedului. Si se afle lungimile diagonalelor paralelipipedului.

Sectiuni in prisma

Se considerd o prisma P =[4,4,... 4,44, ... A;] si un plan B. Daca
intersectia dintre prismd si plan nu este vid4, atunci multimea § N P se nu-
meste sec/iunca prismei din planul B. Se foloseste in acest caz si exprimarea:
planul B sectioneazd prisma (fig. VI.2). Dintre diversele sectiuni ale unei
prisme, un rol mai important il au sectiunile prin plane paralele cu bazele.

Fie o prisma P de baze S si S” gi indltime /. Un plan B paralel cu bazele,
la distanta I, de baza S, I, < I si situat in acelasi semispatiu cu baza §’
fatd de S, sectioneazd prisma P, deoarece, de exemplu, pe fiecare muchie
laterald a prismei existd un punct al planului B. Aceastd sectiune se numeste
sectiunca prismei printr-un plan situat la distanja Iy de baza S. Se poate con-
sidera cf intersectia prismei cu planul unei baze este sectiunea printr-un
plan situat la distanta I; = 0 sau I, = I de baza §.

Proprietatea 2. Secfiunca unei prisme de indlfime I printr-un
lan situat la distania I, < I de una din baze cste o suprafatd poligonald eon-
k 1 I L 8

gruentd cu bazele piramider (fig. V1.3).

Demonstragie. Se aplicd praprielatea 1 in care planul o' se inlocuieste
prin planul 8.

Fig. VL2, Fig. VL3.
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Observatie. Prin sectiunea unei prisme printr-un plan paralel cu planele bazelor, dis-
tinct de acestea, se obtin doud prisme P’ si P” care au o bazd comuni S”, au interioarele
disjuncte si P*U P” = P,

Dintre celelalte sectiuni ale unei prisme printr-un plan se mai definesc secfiunile dia-
gonale, caresint secfiunile prin plane paralele cu muchiile laterale ce contin cite o diagonali
a bazei.

Exercitii

17. Sa se arate ca intr-o prismé triunghiulard oblicd distanta dintre o muchie lateral
gi fala opusd este egald cu indl{imea triunghiului obtinut prin sectionarea prismei cu un
plan perpendicular pe muchiile laterale.

18*. Baza unui paralelipiped oblic este un romb ABCD si muchia laterali [4A47]
formeazi cu muchiile adiacente ale bazei unghiuri congruente. A” fiind proiectia lui 4”
pe planul bazei, sd se arate cd punctele A4, C, A” sint coliniare.

19*. Baza unui paralelipiped este un romb si planul uneia dintre sectiunile diagonale
este perpendicular pe bmc Sé se demonstreze ci cealaltd sectiune diagonali este drept-
unghi.

20. In prisma patrulaterd regulatii [ABCDA’B'C'D’] diagonalele [AC’] si [BD’]
determind un unghi de misurd 60°, Sit se demonstreze ¢ sectiunea diagonald a prismei este
un pitrat.

21%, Se did cubul [ABCDA’B’C’D’). Si se demonstreze cd mijloacele muchiilor
cubului care nu contin nici unul din virfurile 4 si €’ sint coplanare si sint virfurile unui
hexagon regulat.

22*. Se di cubul [ABODA’B'C’D’] de laturd a si se considerii punctele: M mijlocul
lui [BC], P mijlocul lui [A4°] i O” centrul fefei [A’B’C’D’]. Se cere: a) forma secliunii
obtinuta prin sec{ionarea cubului cu planul (MPO’), b) aria acestei sectiuni.

23, Intr-o prismd triunghiulard regulati se consideri sectiunea determinatd de o
muchie a bazei si virful opus al celeilalte baze. S se afle: 1) méisura unghiului diedru dintre
planul de sectiune i ‘planul bazei daca lungimea muchiei bazei este egald cu indlimea tri-
unghiului de sectiune; 2) lungimea diagonalei fe{ei laterale daci lungimea muchiei bazei
este a gi sectiunea face cu baza un unghi de misura 60°,

24. Se da cubul [ABCDA’B’C'D’] de laturd a. Pe semidreptele [CB, [CD, [CC’ se
iau respectiv punctele P, Q, R astfel ca (CP) = (CQ) = (CR) si CP = x. Si se calculeze
aria i perimetrul secfiunii cubului prin planul (POR). (Discutie.)

25. Iie cubul [ABCDA'B’C’LY] de lalurd a. Si se construiascd poligonul obtinut
prin sectionarea cubului cu planul determinal de virful €7 gi mijloacele segmentelor (A'D’)
si (BC) si s se afle aria si perimetrul acestei sec{iuni.

26. S se construiasci sectiunea unei prisme Lriung‘hiu]ar'e regulate [ABCA’B’C’]
printr-un plan ce trece prin virful A, mijlocul M al muchiei laterale [BB] si este paralel
cu BC. Sd se calculeze aria sectiunii dacd muchia bazei are lungimea a si muchia
laterald 2a.
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§ 2. Piramida

Definigie. FieS =[4,4;..4,]
0 suprafatd poligonald cu frontiera
poligon apartinind unui plan o si un
punct V & a. Se numeste piramidd de
oirf V st bazd S. reuniunea tuturor
segmentelor [V A], unde 4 & §.

Se observa ca piramida este o ge-
neralizare a tetraedrului.

Vom nota piramida de virf V si
bazd § prin P =[VA;4;... A,]. Dupa
numarul laturilor poligonului de baza, Fig. VI.4.
piramidele se vo,r/ numi: triunghiulare, ;
patrulatere ete. (fig. VI.4). Suprafetele triunghiulare [VA,A45], [V Azdg], ...,
[VA,A4] si suprafata poligonald S se numesc fefele piramidei. Reuniunea
fetelor unei piramide formeazi suprafata sau frontiera piramidei. Multimea
punctelor piramidei care nu aparfin frontierei sale formeazé interiorul pira-
midei. Fetele [VA14,], [VAs4s5), ..., [VA,4;] se mai numesc si fepe late-
rale. Segmentele [V A,], [V As),..., [VA,], [4143], [4243), ...,[4,4,] se numesc
muchii, iar dintre acestea, [VA;], [VAs), ..., [VA,] sint muchii laterale.
Punctele ¥V, 4,, 4,, ..., A, se numesc virfuri, iar 4,, Ag, ..., A, se mai numesc
si virfurile bazei. Distanta de la virful unei piramide la baza acesteia se numeste
indlgimea piramidei. Prin ,indltime® se va mai intelege si segmentul determi-
nat de virf gi bazd pe dreapta perpendiculard pe planul bazei, dusd prin V,
iar in acest caz, intersectia acestei drepte cu planul bazei se numeste pictorul
tndlgimii; sensul atribuit cuvintului ,indltime®* va rezulta din context. Pira-
mida este determinatd dacd sint date virfurile ei.

Aria unei piramide este suma ariilor fetelor piramidei, iar aria laterald a
unet piramide este suma ariilor fetelor laterale ale acesteia. Deci:

n—=1

oy(P) ::iz=:i U[VA¢Ai+1] + o[VA,4,] |si

ﬁt(P) —(P)+ B |, B=o(S).

Piramida de vicf V, s1 bazd § =[A;4,... A,] se numeste piramidd
regulaid dacd A;4, ... A, este poligon regulat si piciorul indltimii piramidei
coincide cu centrul poligonului 4,4, ... A,. Indltimea unei fete laterale a
unei piramide regulate se numeste apotema piramidei (fig. VI.5). Tetraedrul
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v cu toate muchiile congruente se numeste tetraedru
regulat.
Daci P este o piramidd regulatd, fetele
laterale sint triunghiuri isoscele gi

erimétrul bazei - apotema
o(P) =-F e

~

M Exercitii

A Ay a o -

. E posibil ca intr-o piramidd cu muchiile laterale

Fig. VL6, congruente, baza si fie: a) triunghi; b) dreptunghi;
¢) romb; d) trapez isoscel; e) trapez oarecare?

2. 84 se arate cd dac#i muchiile laterale ale unei piramide sint congruente, atunci poli-
gonul de bazi poate fi inscris fntr-un cerc cu centrul tn piciorul iniltimii piramidei.

J

8. Si se formuleze si sdl se demonstreze reciproca proprietitii precedente.

4%, 84 se arate cii daci fefele laterale ale unei piramide formeazi cu planul bazei
unghiuri diedre congruente atunci poligonul de la bazd poate fi circumscris unui cerc cu
centrul in piciorul in#lfimii. x

8. O piramid3 are ca bazii un dreptunghi cu dimensiunile a §i b, indltimea fiind &,
iar piciorul inil{imii fiind centrul bazei. S& se calculeze aria laterald a piramidei.

6*. Fie [SABCD] o piramida cu baza [ABCD], dreptunghi. Se proiecteazd A gi D
pe muchiile [§C] gi [$B] respectiv fn A’ gi D’. 84 se demonstreze.cd triunghiurile SBC si
SA’D’ sint asemenea.

7. Baza unei piramide este un romb si iniltimea piramidei trece prin punctul de
intersectie al diagonalelor bazei. S# se arate ci fetele laterale ale piramidei sint con-
gruente.

8. Baza unei piramide este un triunghi dreptunghic si muchiile laterale sint con-
gruente. Si se arate ci planul uneia dintre fefele laterale este perpendicular pe planul
bazei.

9%, Muchiile laterale ale unei piramide au lungimea 52. Baza este un triunghi
cu laturile 20)/2, 20)/3 si 101/2 (/3 +1). 84 se afle: a) inilfimea piramidei;
b) unghiul dintre muchiile laterale si planul bazei; ¢) miisura unghiurilor diedre determi-
nate de baz# si fetele laterale.

10*. Se ridic# tntr-un punct al bazei unei piramide triunghiulare regulate o perpendi-
culard pe planul bazei ce intersecteazi planele fefelor laterale in trei puncte. Si se demon-
streze ci suma distanfelor acestor puncte la piciorul perpendicularei este constanti.

11. S se afle muchia laterald si aria lateraldt a unei piramide reégulate cu lungimea
laturii bazei a gi indl{imea h, dac# baza este: a) triunghiulari; b) patrulaters; c) hexagonald.

12. 84 se afle tn#lfimea si muchia laterald a unei piramide regulate cu lungin.ea
laturii bazei @, gi apotema m, dacd baza este: a) triunghiulard; b) patrulaterd; c) hexa-
gonald. P
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18*. Se considerd piramid4 hexagonald regulati [VABCDEF] in care VA = 10
gi In#ltimea este 8. S& se afle: a) o(VAC); b) misura unghiului format de o muchie late-
rald cu planul bazei; ¢) mésura unghiului diedru dintre dous fete laterale aldturate.

14. ntr-o piramidi patrulaterd regulati [V.ABCD] aria unei fete laterale este g.
Unghiul diedru dintre dou# fete laterale aldturate are misura 120°. S& se afle o[ VAC].
15. Se considerd piramida triunghiulard regulati [FABC] in care latura bazei are
lungimea o si muchiile laterale au lungimea . Se considerd punctul D < (VA4) astfel ca

DA = % « VA, punctul E mijlocul lui (VB) iar punctul Fe (VC) astfel ca VF = A VC.

S4 se determine A in functie de e gi b astfel ca triunghiul DEF si fie dreptunghic in E.
16*, S¥-se calculeze misura unghiului diedru dintre planele determinate de dou#
fete ale unui tetraedru regulat.

17*. Se considers tetraedrul [ABCD] in care (AB) = (AC) = (AD). Si se arate cil
* perpendiculara din 4 pe planul (BCD) trece prin centrul cercului circumseri$ triunghiului
. BCD.

18*. In tetraedrul [ABCD], AB | (BCD), AB =a, BC=b, BD =¢, DC = d.
54 se afle misura unghiului diedru dintre planele (ADC) si (BDC).

19. 54 se arate cdl intr-un tetraedru regulat suma distanieler de la centrul bazei la
fetele laterale este egald cu findltimea tetraedrului.

20. S4 se afle distanfa dintre centrele a doui fete ale unui tetraedru regulat de
muchie a. E

21. 84 se calculeze misura unghiului format de o muchie ¢ unui tetraedru regulat
cu una din fefele care nu o conine.

22. Se considerii tetraedrul [SABC] ale cirei muchii [SA], [SB] si [§C] sint perpen-
diculare doud ctte doudl. S& se calculeze lungimile muchiilor [§A4], [SB], [SC] in functie de
lungimile a, b, ¢ ale laturilor triunghiului A BC. Ce conditii satisfac lungimile e, &, ¢?

Sectiuni in piramida
Se considerd o piramidd P =[VA;45...4,] §i un plan B. Dacd
intersectia dintre piramidéd gi plan nu este vida, atunci multimea B N P se
numeste secfiunea piramidei prin planul g (fig. VI.6). Si in acest caz, un rol

mai important il au sectiunile prin plane ¥

paralele cu baza.
; Proprietate 1. Dacd indlfimea unei
piramide P este I, atunci un plan paralel cu

baza, situat in acelagi semispajiu cu virful V fapd
de planul bazei, la distanta I' de virf, I' < I,
sectioneazd piramida dupd o suprafatd poligo-
nald asemenea cu baza, raportul de asemdnare

e i

iind — .

fiind - Fig. VL6
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Demonstrajie. Determindm pe
inéltimea [VO] punctul 0’ astfel
cd Vo' = I' (fig. VI.7). Atunci
0' € B si punctele V, O sint de
o parte si de alta a planului (.
Fie § baza piramidei P si
8" = PN@A. Dacd M este un
punct oarecare a lui S, V s1 M
fiind de o parte si de alta a lui j,
segmentul [VM] intersecteaza
; planul 8 intr-un punct M’ si
Fig. VL7. M c PNB=S§. Vomarita cd
functia f:8 — 8, fiM) =M

este o asemdnare de raport%. Evident, [ este injectiva si din definitia

lui & rezultd cd e si surjectivd. Luind punctele M, N & §, avem
AVMN ~ AVM'N' gi AVOM ~ AV'O'M' (cdci MV || M'N', OM || O'M’),
deci

MN VM vo d

A T T

1 .
I
Observatii. 1) Multimea punctelor piramidei P situatd in acelasi semispaliu cu V
fatd de planul B, reunitd cu S’ determind o piramida P’ de virf ¥ si bazi St
2)Daci I’ = 0, atunci intersectia dintre planul B si piramida P este un punct, virful ¥.
Dacit I’ = I, atunci intersectia este chiar baza .

Asadar MN = F(M){(N) si f este o asemadnare.

Exercitii

28. Intr-o piramidd triunghiulard regulati se cunose lungimile muchiilor bazei §i a
" ‘muchiilor laterale, respectiv @ si b. Sd se determine aria sectiunii duse printr-o muchie
laterald si iniil{imea piramidei.

24. Si se duci un plan paralel cu baza unei piramide astfel ca aria laterald a piramidei
formate si fie intr-un raport dat, ¢, cu aria laterald a piramidei date.

25, Lungimea muchiilor unei piramide patrulatere regulate este a. Si se afle aria
sectiunii prin planul determinat de mijloacele a doui muchii aliturate ale bazei §i mijlocul
inaltimii.

26, fniltimea unei piramide triunghiulare regulate este 8 §i lungimea muchiei bazei
este 2: S4 se calculeze aria sectiunii cu un plan ce trece printr-o muchie a bazei si este
perpendiculard pe muchia laterald opusi. ¥

27. Un tetraedru regulat [ABCD] este sectionat cu planul paralel cu BD, care trece
‘prin A gi prin centrul fetei [BCD]. S# se afle aria secfiunii dacd lungimea muchiei tetrae-
drului este 9.
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28, fnir-o piramidd patrulaterd  re-
gulatd, lungimea Jaturii bazei este @, iar
a muchiei laterale 4. Sd se construiascd
sectiunea- ficutd printr-un plan care trece
prin una din diagonalele bazei si este paralel
cu o muchie laterald si si se calculeze aria
aceslei sectiuni.

§ 3. Trunchiul de piramidi

Prin sectionarea unei piramide P
de virf V gi baza § cu un plan 8, pa- A, A
ralel cu baze, se obtin doud multimi Fig. VIL8.
situate in semispalii opuse fatd de
acest plan. Evident, una din aceste multimi este tot o piramida, iar cealalta
se va numi irunchi de piramidd (fig. V1.8).

Suprafetele poligonale asemenea § §i §° = P N B se numesc bazele trun-
chiului de piramidd si mai exact baza mare respectiv baza micd. Analog cu
notiunile corespunzitoare de la prismd §i piramida se definese fetele trun-
chiului de piramidd, fetele laterale, muchiile, muchiile laterale, virfurile,
frontiera si interiorul, aria laterald si aria totala. Indlgimea unui trunchi de
piramida este distanta dintre planele bazelar sau segmentul determinat de
baze pe perpendiculara comund acestora. Se va utiliza notatia 7' =[4,4,...
A, AjA;... A)] pentru trunchiul de piramidd de baze § =[A;4,... 4,]
gi 8" =[A;A] ... A,], punctele 4, A; apartinind aceleiasi muchii laterale.

6)(T) = suma ariilor fetelor laterale

o(T) = o(T) +~ B+ b |, unde B =a(S) si b =o(S).

Prin trunchi de piramidd triunghiulard, patrulaterd etc., sau trunchi de
piramida regulatd se intelege un trunchi de piramidé obtinut dintr-o piramidé
corespunzitoare.

Indltimea unei fete laterale a unui trunchi de piramidd regulatd se
numegte apolema trunchiului de piramidd. In cazul unui trunchi de piramida
regulatd, J

ST (perimetrul bazei mari + perimetrul bazei mici) + apotema
i =
2
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Exercitii

1. Sa se arate cii cele patru diagonale ale unui trunchi de piramidi, ale c#rui baze
sint paralelograme, sint concurente.
2. Muchiile laterale ale unui trunchi de piramidi patrulaterd regulatd formeazi cu

planul bazei unghiuri de misurf « = arctg%?w . 54 se arate c4 doud fefe laterale opuse

sint perpendiculare.

8, Intr-un trunchi de piramida patrulaters regulats, diagonalele sint perpendiculare
doud cite doud. Lungimile muchiilor bazelor sint 20 respectiv 10. Si se determine.inil-
timea, lungimile diagonalelor, ale muchiilor laterale si ale diagonalelor fetelor laterale.

4. Muchiile bazelor unui trunchi de piramida triunghiularad regulatd sint 2 gi 5 iar
in4l{imea de 1. Printr-un virf al bazei mici se duce un plan paralel cu fata opusi. 54 se
afle aria seefiunii.

5. Un trunchi de piramidd regulatd are ca baze dou#t hexagoane regulate cu lungimile
laturilor a si b; lungimea muchiei laterale este ¢. 84 se calculeze aria lateraldi a trunchiului.

6. Un trunchi de piramid are ca baze dous romburi cu lungimile laturilor 8 respectiv
6 si cu cite un unghi cu mésura 120°. Iniltimea trunchiului este egald cu triplul lungimii
diagonalei mari a bazei mici. S4 se calculeze indl{imea piramidei din care provine trunchiul.

v

§ 4. Multimi poliedrale

Multimile poliedrale constituie in spatiu analogul suprafetelor poligonale
din plan, cu deosebirea ci in acest caz suprafetele poligonale convexe gint inlo-
cuite cu prisme, piramide gi trunchiuri de piramida.

Definifie. Se numeste muljime poliedrald, o multime de puncte din
spatiu care este reuniunea unui numar finit de prisme, piramide si trunchiuri
de piramida, acestea avind doud cite doud interioarele disjuncte.

Si in acest caz, dacd P este o multime poliedrald, iar P, P, ..., P,
sint prismele, piramidele gi trunchiurile de piramidd respective, adicd
P =P UP,U..UP,siInt P, NInt P; = @, i+ j, atunci se va spune
cd multimea P se descompune in muljimile Py, Py, ..., P,.

" Un punct O al multimii poliedrale P se numeste punct interior al lui P
dacd existd un corp sferic cu centrul in O inclus in P. Punctele mul{imii P
ce nu sint interioare acesteia se numesc puncte de frontierd.

Ezemple:

1) Punctele din interiorul unei prisme, piramide sau trunchi de piramidd
sint puncte interioare pentru aceste multimi. Intr-adevir, pentru un punct. O
din interiorul unei astfel de mul{imi se noteazi cu r numirul strict pozitiv
mai mic decit toate distantele de la O la fetele prismei, piramidei sau trunchiu-
lui de piramidd din care face parte. Atunci corpul sferic de centru O si razd r
este inclus in multimea respectiva.

2) Se considerd cubul [ABCDA'B'C'D'] si piramida [VBCC'] unde
B & (AV) (fig. VI.9). Pentru mult{imea poliedrald formatd din reuniunea
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cubului cu piramida, punctele in- o' C
terioare sint punctele interioare ale
cubului si piramidei, plus punctele A
din Int BCC".

In baza exemplului 1) putem
defini inferiorul unei multimi polie-
drale oarecare P ca fiind multimea
punctelor interioare ale lui P. Mul-
timea . punctelor de frontierd ale | P4 - =5
lui P se numeste frontiera lui P. B

In continuare se va stabili o pro- Fig. VLY.
prietate de descompunere a multimi-
lor poliedrale. In plan, s-a aritat c# orice suprafatd poligonald se descompune
in suprafete triunghiulare. In mod analog, in spaiu este adeviiratd urmatoarea

Teorema 1. Orice mulfime poliedrald se poate descompune in tetraedre.

Demonstratia rezulta din urmétoarele proprieti{i de descompunere a
prismelor, piramidelor §i trunchiurilor de piramidi.

Proprietatea 1. Orice prismd sedescompune in prismetriunghiulare.

Demonstratie. Se considerd prisma P de baze § si §’. $tim cé suprafata
poligonala S se descompune in suprafetele triunghiulare Ty, T, i, T'm (vezi
cap. I. § 1). Prismele determinate de bazele Ty, T, ..., T, p]anul ‘bazei S
si avind muchiile laterale paralele cu muchiile laterale a]e prismel P, au inte-
rioarele disjuncte si reuniunea lor coincide cu P (fig. VI.10).

Proprietatea 2. Orice prismd triunghiulard se descompune in tret
tetraedre.

Demonsirafie. Se consideri prisma P = [ABCA'B'C'] i piramidele P; =
= [A’ABC]. Py = [BB'CA'] si P3 = [B'C'A'C]. Cele trei piramide au inte-
rioarele disjuncte deoarece oricare doud au ca intersectie o fatd sau o muchie,
iar reuniunea lor este P (fig. VI.11), deci P se descompune in Py, P, Pa.

Fig. VI.10.

W

Fig. VL11.
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Proprietatea 3. Orice piramidd se
descompune in piramide triunghiulare.

Demonstrajie. Proprietatea rezultd  din
faptul ¢d baza piramicdei se descompune in
suprafete triunghiulare care impreund cu virful
piramidei defermind piramidele ce realizeazs
descompunerea (fig. VI.12). .

Proprietatea 4. Orice trunchi.de
piramidd se descompune in irunchiuri de pira-
midd triunghiulard.

Proprietatea este o- consecintd imediati
Fig. VI.12. . a proprietitii 3 (fig. VI.13).

Proprietatea 5. Orice trunchi de piramidd triunghiulard se descom-
pune in trei tetraedre.

Descompunerea este analoagi celei din proprietatea 2 (fig. VI.14).

Vom admite urmitoarea proprietate: dacd doud multimi poliedrale sint
congruente i una din ele este descompusi in tetraedrele Ty, T, ..., T, atunci
si cealaltd poate fi descompusid in tetraedrele Ty, 7%, ..., T, astfel ca T; =
=T,i=1,2 .., n

-

Un corespondent in spatiu al suprafetelor poligonale cu frontiera poligon
il constituie poliedrele. .

Definifie. O multime poliedrald P se numeste poliedru daci are
urmétoarele proprietiti: -

Fig. VI1.18. Fig. VI.14.
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7 SN
I B
Fig. VLI5. : " Pig. VL6,

1) pentru oricare doud puncte interioare ale lui P existd o linie poligonalé
¢u extremitatile in cele 'doud puncte, formatd numai din puncte interioare;’

2) pentru oricare dou# puncte care nu apartin lui P existd o linie poligo-
nald cu extremititile in cele doud puncte, formatd numai din puncte care nu
apartin lui P. :

Ezemple:

1) Reuniunea a doud prisme care au ca intersectie o muchie nu este
poliedru (fig. VI.15).

2) Reuniunea dintre o prismd si o piramidd care au ca intersectie
0 suprafatd poligonald este un poliedru (fig. VI.16).

3) Se considerd cubul [ABCDA'B'C'D'] de laturd a si O centrul siu
(intersectia diagonalelor). Piramidele cu virful in O gi baze fetele cubului se

sectioneazd cu plane paralele cu bazele situate la distanta % de baze. Reu-

niunea trunchiurilor de piramid4 astfel formate nu este poliedru (fig. VI.17).
Se numeste ¢irf al unui poliedru, un punct care apartine frontierei polie-
drului si nu apartine nici unui segment deschis inclus in frontiers. Se numeste
muchie a unut poliedru un segment deter- 0 c
minat de doud virfuri ale poliedrului, inclus \ V4
in frontierd i ale céirui puncte nu aparfin \ V4
interiorului nici unei suprafete poligonale “[~_ >f-—-“—; g
inclusd in frontierd. 2 Lf-—i—*—-_%
Un poliedru se numeste conver daci j ‘
este o multime convexd. Acceptdm, in mod : ¢
intuitiv, eil in cazul unui poliedru convex, |7
frontiera este o reuniune de suprafete po- 7 X
ligonale convexe a céror laturi sint muchii \
ale poliedrului. O astfel de suprafatd poligo- 4 B
nald convexd se numeste fatd a poliedruiui. Fig. VL.17.

97

1 — Geometrie §i trigonometrie, cl. a X-a



In continuare, yom demonstra o relatie importants care existd intre numirul vir-
furilor, muchiilor si fetelor unui poliedru convex oarecare. Ca pregitire, ddm un rezultat
din geometria plani.

Delinitie. Se numeste refea poligonald simpld o suprafaid poligonald [P] cu fron-
tiera poligon impreund cu o descompunere a ei in suprafete poligonale convexe,
[P]=[P,]U ... U[Pj]. Cele f suprafete [P;] se numesc fefele retelei, iar virfurile si laturile
acestora se numesc virfurile si muchiile retelei, numirul lor fiind notat cu v respectiv m.
Pe fig, VI48 v= 14, m = 16, f = 6.

Teorema 1. In oriee refea poligonald simpli avem
¥ -}
- nr f =1.

Demonstragie. Daci P; are 4 laturi sau mai multe, ducind o diagonald a lui P; se
obtine o refea nou, in care numdrul virfurilor este tot v, existd o muchie i plus si o faps
in plus, deci numérul v — m + f nu s-a modificat. Agadar, daci descompunem fiecars
[P;] in suprafefe triunghiular¢ (in conformitate cu teorema de descompunere de la
Cap. I, § 1), se obtine o retea pentru care v — m - f rimine acelasi. Prin urmare este
suficient s& demonstriim teorema pentru cazul cind fiecare P; este triunghi.

‘Proceddm prin inductie matematici in raport cu f. Dacd f= 1, avem un singur
triunghi, v = 8, m = 8 §i v — m 4 f= 1. Presupunem c# teorema este adevirat pen-
tru fiecare refea in care numdirul fetelor este mai mic decit f. Considerdm o suprafafi
triunghiulari [4BC] a refelei avind latura [4B] in comun cu P si deosebim doud cazuri:
a) C este un punct interior al lui [P] (fig. VI.18); scotind din refea Int ABCU (AB),
se obfine o refea simpld cu f — 1 fefe, v virfuri §i m — 1 muchii; in virtutea ipotezei de
inductie v — (m — 1) + f—1=1, deci v—m + f=1. b) € e P (fig. VI.19), atunci
[AC] (sau [BC]) descompune refeaua [P] in retelele poligonale simple [P] si [P"] cu v, m’,
f” respectiv v”, m”, f* virfuri, muchii si fete, pentru care v* — m’ 4 f = 1,9” — m” 4 f'=1.
Deoarece v' +v"=v 42, m' +m"=m+1, f'+ "= rezulti v+ 2 — (m + 1) +
+ f =2, deci iardsi v — m + f= 1.

Teorema 2. (Relatia lui. Euler) Daed v, m, f reprezinti
respectiv numiirul virfurilor, mchiilor si fefelor unui poliedru convex,
atunei

v—m+f

Fig. VI.18. Fig. V119,
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Fig. VI.20.

Demonstratie. Fie P = [A;A4,...Ay] un poliedru convex oarecare, L = [A4;A,...4p]
o fatd a lui P, « planul lui Z, iar o’ un plan paralel cu « astfel ca poliedrul P s& fie situat
intre « si o (fig. V1.20). Luim un punct M < int L si o dreaptd MN | o, Ngilnt P fiind
de o parte si de alta a lui e Notind A; = o’ N NA;, i € {1, ..., v} AiAg...Ax este un
poligon convex asemenea cu A;4,..Ar (§ 2, proprietatea 2) si dacd NV este suficient de
aproape de M, punctele A;H—l, ..., Ay se afld in interiorul lui Ai1ds ... A, Prin urmare
punctele A1 ..y Ay sint virfurile unei retele poligonale simple avind v virfuri, m muchii
gi f — 1 fete. Din teorema 1 rezulti civ —m + f—1=1 si relatia este demonstraté.

Observajie. Daci se suprimd fata L, se obtine o refea spafiald simpld“ R, agezatd pe
suprafata poliedrului P. Acesteia i-am asociat, prin , proiectare din N o refea poligonald
simpld in planul «’. Bazindu-ne pe intuitie (sau pe experientd), putem sé obfinem asocierea
respectiva si in alt mod. S4 ne imagindm cé refeaua R este realizatd dintr-o membran
elasticd, pe care o intindem pind ce devine pland. Ea se deformeaza i muchiile devin arce
de curbe, dar acestea pot fi inlocuite cu segmente de drepte, fird a schimba numerele
v, m si f—1 si teorema 2 rezultd din teorema 1.

Acest procedeu poate fi aplicat ori de cite ori refeaua spatiald (presupusi elastici)
poate fi intinsi astfel incit s devind pland. Rezultd ci relajia Iui Euler este valabild si
pentru alte tipari de poliedre, nu numai pentru cele convexe, de exemplu in cazul figu-
rii V.24, unde v=19, m=16, f=19 si v—m + f=2. Dacd tndepirtdm o fafd
a poliedrului de pe fig. VI.22, de formd inelard, refeaua fefelor rimase nu se mai
poate intinde pe un plan; aici v = 16, m = 32, f = 16 si v —m+ f=0z£2. Dacd un
corp este stripuns de p ori, zicem ci suprafafa lui este de ,gen p si in acest caz
v —m +f=2— 2p. Numirul v — m + fse numeste caracteristica euleriand a suprafefei
respective. Suprafata unui poliedru convex este de gen 0 si are caracteristica enlgriand
egali cu 2.
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Definifie. Un poliedru convex P se numeste poliedru regulat daci
fiecare virf al lui P aparfine aceluiagi numér de muchii, toate fetele sint
suprafete poligonale regulate congruente si toate unghiurile diedre, deter-
minate de fefe cu muchie comuni, sint congruente.

Teorema 3. Existi numai einei tipuri de poliedre regulate gi-anume:
tetraedrul, hexaedrul (eubul), octaedrnl, dedeeaedrul §i icosaedrul regulat
(fig. V1.23—V1.27).

Demonstrajie: Notdm prin ¢ numirul muchiilor de pe o faf si cu p numarul muchiilor
care pleacd dintr-un virf. Cum fiecare muchle este inclusd in exact doud fefe gi are doud
extremitdfi rezultd cd

m=fg="1:p,

adicd
200 . 2m
(1) v= gl f= 22,
e P 7
¢
Tinind cont de relatia lui Euler,
2m 2m -
_—— =9 N
P q
sau
2 e
L
P T
| Rezultd ci
1 1 4
(3) —t———>0,
P 2
de unde >

1 1
__>_
) 2

_1
q
deci p < 6 i analog ¢ < 6; iar dacit p > 4, atunci g < 4. Deci singurele perechi (p, q)
care verificd inegalitatea (3) sint
(&) (3,3), (3.4), (3,5), (4,3), (5,3).
‘Rezultd cd existd cel putin 5 tipuri de poliedre regulate. Vom arita in contmuare cd pentru
fiecare pereche din‘girul (4) existd un poliedru regulat.
1) Cazulp = 3,.q = 3. Atunci din (2) obtinem m = 6 si din (1) aflim.v = 3, f = 3.
Poliedrul este un tetraedru regulat (fig. VI.23).
2) Cazulp = 3, ¢ = &; atuncim = 12, v = 8, f = 6 5i se obfine un cub (sau hexaedru
regulat) (fig. VI.24).
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Fig, VI.28. Fig. VI.24. Fig. VI.25.

3) Cazul p = 4, ¢ = 3; atuncim = 12, v = 6, f = 8. Acest poliedru poate fi realizat
luind ca virfuri centrele fetelor unui cub (fig. VI.25). El se numegte octaedru-regulat.

4) Cazul p = 5, ¢ = 3; atunci m = 30, v = 12, f = 20. Se construieste un poliedru
regulat in modul urmétor: se considerd intr-un plan « un pentagon regulat ABCDE, de
centru O i laturi a (fig. VI.26). Pe dreapta dusi prin O, perpendicular pe e, se ia un punct
astfel ca AF = a. Atunci triunghiurile FAB, FBC, FCD, FDE g1 FEA sint echilaterale.
Se ia un punct O’ pe semidreapta opusd Iui (OF, se duce planul &' prin 0’, paralel cu «
si se proiecteazi punctele 4, B pe « in A%, B’. Inscriem in cercul €0’, 0A), situal in o,

un pentagon regulat GHIJK astfel incit G s lie mijlocul arcului mic AR’ (fig. VI1.26, a).
Determindm distanta @ = 00’ in aga fel tneit AG = a; notdim in acest scop cu M

mijlocul segmentului [4B] §i cu N mijlocul arcului mic AR al cercului circumscris

2 :
lui ABCDE; rezulti z®= NG*= MG* — MN® = STG — MN? Atunci, intre planele o«

i o se formeazd zece triunghiuri echilaterale: ABG, BCH, CDI DEJ, EAK, GHB,
HIC, 1JD, JKE, KGA. In slirsit, luind pe semidreapta opusd lui (O’F punctul L pentru
care O'L — OF se obtin alte cinci triunghiuri echilaterale de laturi a: GHL, HIL,
1JL;, JKEL, KGL si [FABCDEGHIJKL] este un poliedru regulat cu 20 fefe, numit
icosaedru regulat. :

5) Cazul p = 3, ¢ = 5; atunei m = 30, v =20, f= 12. Se vede ugor cd centrele
fetelor unui icosaedru regulat formeazd virfurile unui poliedru regulat cu 12 fete, numit
dodecaedru regulat (fig. V1.27).

Fig. VL.26. L Fig. YL.27.
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Exercitii

1. Descompuneti o prism& pentagonald in tetraedre.

2. Descompuneti un trunchi de piramidj hexagonald in piramide.

8. Ardtati cd un cub poate fi descompus prin plane paralele cu fetele lui in trei
paralelipipede congruente gi doud cuburi.

4%, Intr-un poliedru convex se noteaz cu m numirul muchiilor, cu f3, £y, fs, ... nUMA-
rul fefelor triunghiulare, patrulatere, pentagonale,... st cu vy, vy, v5,... numirul virfurilor
din care pleaci 3, &, 5,... muchii. S4 se arate:

2m = 3fy + &fy + 5f5 + ... = 3u, + bo, + 5v, + ...
6%, S& se arate cl in orica poliedru convex avem
m 4 6 < 3f < 2m,
m4 6 << 3vu<< 2m.

6%, Dacdl din fiecare virf al unui poliedru convex pleacii cel pufin patru muchii,

atunci poliedrul are fefe triunghiulare. :

7* Adunind mdisurile unghiurilor tuturor fefelor unui poliedru convex, se obfine
dublul sumei mésurilor unghiurilor unui poligon convex avind acelagi numar de virfuri.

8%, Ardtati ci dact un punct variaz# in interiorul unui poliedru regulat, suma dis-
tantelor sale la planele fetelor rimine constanti.

9%, Sd se arate cd centrele fetelor [4BCD], [ABB’A"], [CBB’C’] ale unui cub
[ABCDA’B’C’'D’] si punctul A se afld intr-un acelasi plan. S& se deduci de aici ci un
unghi diedru al octaedrului regulat si cel al tetraedrului regulat sint suplementare.

§ 5. Volumul multimilor poliedrale

Problema compararii anumitor multimi de puncte din spatiu, care uneori
vor fi numite si corpuri, face necesarsl introducerea notiunii de volum. Se va.
defini, deci, o functie prin care anumitor corpuri li se atageazd un numdr real
pozitiv, numit volumul corpurilor respective. Definirea unei astfel de functii
este analoagd celei de arie. In acest paragraf se va defini functia volum pe
multimea (P, ale cdrei elemente sint muliimile poliedrale din spajiu. Deoarece
§i in acest caz se face de fapt o ,,masurare® a acestor multimi este necesard
introducerea unei unititi.

Un cub de laturd 1 se numegte unitate de polum. O multime poliedrala
care poate fi descompusé in » unitdti de volum va avea volumul n. Pentru
multimile poliedrale care nu se pot descompune in unititi de volum, calculul
volumului nu se poate face direct i se va baza pe urmitoarele doug teoreme,
pe care le vom admite fird demonstratie. :

Teorema 1. (Teorema de existen tfd a funefiei vo-
lum.) Existi o funecfie » ! — R, care verified urmsitoarele proprietiti:
(1) daci tetraedrele T, si 7T, sint congruente, atunei v(7;) = v(Ty);
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Fig. VI.28.

(2) daci P, gi P, sint muljimi poliedrale cu interioareie disjuncte, atunci
o(Py U Py) = o(Py) + v(Py);
(3) dacdi U este o unitate de yolum, atunci »(U) = 1.

Teorema 2. (Prineipiul lui Cavalieri) Fie P, 5i P,
dous mulfimi poliedrale §i «, un plan. Daecii pentru ori¢e plan « || 2o, mulii-
mile o N P, si « N P, au arii egale atunei »(P,) = v(Py) (fig. VI.28).

Observajii:

1) Din proprietitile exprimate in teoremele 1 gi 2 vom deduce formula pentru calculul
volumului unui tetraedru gi deoarece orice mulfime poliedrala se descompune in tetraedre,
va rezulta cd functia v este determinatd fn mod unic prin teoremele 1 gi 2. De asemenea,
rezultd ci doud mulfimi poliedrale congruente au volumele egale.

2) In conditia (3) din teorema 1 intervine cubul de laturd 1 considerat ca unitate de
volum. Acesta este determinat deoarece distanta 1 este fixatd. In practici, existd insd dife-
rite unititi de misurare a distanfelor: 1 cm, 1 dm, 1 m etc. si acestora le vor corespunde

* unititi de volum de dimensiuni corespunzitoare: 1 cm?, 1 dm?, 1 m? etc. Se obfin in acest
fel mai multe functii volum si in acest caz, ca i in cazul ariilor, se va indica funcjia res-
pectivi printr-un indice, de ex: v, si in loc de v,,,(P) = a se va scrie v(P) = a cm®.

3) In ipoteza teoremei 2 se poate admite si ci ambele mulfimi « N Py §i « N P, se
reduc la un segment, la un punct sau la mulfimea vida (,,au arie nula“).

Teoremele care urmeazd vor determina modul de calcul al valorilor
functiei volum (sau a volumelor) pentru anumite poliedre.

Teorema 3. Daci P este un cub cu latura ¢ atunei »(P) = a®.

Demonstratia parcurge aceleasi etape si este analoagd cu aceea a teore-
mei 2 din Cap. I. § 3, pentru demonstrarea formulei de calcul a ariei unui
patrat. ' .

Consecinjd. Daci P = [ABCDA'B'C'D’] este un paralelipiped dreptunghic’
de dimensiuni; AA’ =a, AB=05b, BC = “[ atunci v(P) = a®.

2
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Fig. VI.29.

Demonsiraie. Se construieste cubul P’ de laturd ¢, cu una din baze situate
in planul (ABCD) si situat in acelasi semispatiu cu paralelipipedul fati de
acest plan (fig. VI.29). Sectiunile paralelipipedului gi cubului prin plane
paralele cu planul (4BCD) sint respectiv un dreptunghi si un pitrat care
au aceeasi arie (egald cu @®). Deci, conform teoremei 2, 2(P) = o(P’) = a®.

Obseroaie. v(P) = a® = a-b-“i — AA’- AB- BC.

Teorema 4. Fie P o prismi eu aria bazei B si de inilfime /; .xtunu

|
| vol. prismei = B-I |

Demonsirajie.  Se  construiegte paralelipipedul dreptunghic P’ =
= [ABCDA'B'C'D'] cu una din baze in planul bazei prismei P, situat in
acelasi semispatiu cu P fa{a de acest plan (fig. VI.30) si avind dimensiunile:

{ro e g mat ,unde @ = [V B+ I; aria bazei lui P’ este egald
~ 7 g
cu x% = %ﬂrB. Sectiunile prismei P si paralelipipedului P’ prin plane

paralele cu planul bazei au arii' egale cu B, deoarece ele sint. suprafefe
poligonale congruente respectiv. cu baza fiecdrei prisme. Din consecinta
teoremei 3 rezultd cd u(P') = 2®= B-I, iar din teorema 2 rezulti ci
o(P)=u(P)=B"1I.

In cazul particular al unui paralehplped dreptunghic P de dimensiuni
g, bocha(By=asbc

%

Teorema 5. Doud piramide triunghiulare cu hazele de arii egale si
indlfimile egale an volume egale.

Fig. V130,
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Fig. VI.8L.

Demonsiragie. Fie piramidele P = [VABC] si P'=[V'A'B'C’],
a=(ABC), &' = (A'B'C"), s[ABC]=0o[A'B'C'|=Bsid(V, ) =d(V', a') = L.
In semispatiul limitat de e si care contine punctul V se construiegte pira-
mida P? = [V"A"B"C"] cu baza in planul « si astfel incit P’ = P“ (fig.
VI.31). Se va ardita c& pentru piramidele P gi P" sint verificate conditiile
din teorema 2. Deoarece cele doud piramide au aceeasi indltime gi ariile baze-
lor egale, rezultd cd aria sectiunii printr-un plan paralel cu baza, la distanfa

I' de virf este aceeasi in ambele piramide si egald cu B+ (g]z(vezi § 2, pro-
prietatea 1). Deci 9(P) = v(P") = v(P’').

Teorema 6. Volumul unei piramide triunghiulare P = [VABC] de
inéilfime I, bazi [ABC] §i B = o[ABC] este

| =i
I

1:(1)):%3-1 |

Demonstratie. Se completeazd piramida P la prisma P’ = [ABCA'V C']
construind A’, C’ in acelagi semispatiu cu V fatd de planul (ABC) si astfel
incit AA’ || BV || CC', (AA'Y= (BV)= (CC’) (fig. V1.32). Prisma P’ se
descompune in tetraedrele: [VABC], [CAVC'], c
[ACVA’]. Tetraedrele [FABC] si [CA'VC’] au baze
congruente gi indltimi egale, deci au acelasi volum:
la fel tetraedrele [CAVB]=[VABC] i [CVAA'] =
=[ACVA’] au bazele [AVB] =[¥AA'] i deoarece A v
au virful comun C au gi aceeasi indltime; deci b

9(P') = B+ 1= 3y(P) adicid (P)= %B- i <

Consecinfil. Volumul piramidei P = [VA;4,...4,] S
este 7¢

i i

! -

vol. piramidei — %B- I

unde B =o[A1A,...A,), iar I este indljimea piramidet. Fig. VL32.

105



Fig. V1.33.
Demonstrajie. Se construiegte tetraedrul P’ -—[V’ABC] de in#ltime

VA =TI si bazd triunghiul dreptunghic isoscel (m(A) =90°) de eatetd

i =1/ 2B, triunghiul ABC fiind in acelasi plan cu baza piramidei P, jar
i ﬂcela@i semispatiu cu V fatd de planul bazei piramidei (fig. VI.33).
Piramidele P gi P’ verificd conditiile teoremei 2, deci »(P) = 9(P') =

1 e 1
=1o4Bcl-1=1.2.1=-1.B.1

3 3 2 3
eorema 7. Yolumul trunchiului de piramid3 7'=[A,4,...4,4;

ol. tr. piramida = (B4 b+ |/ B-b)

i de piramidd, iar B = o[4;4;... 4,] si

Demonstragie. Fie V virful pira-
midei P =[VA;4;... A,] din care s-a
obtinut trunchiul T i piramida P’ =
=[VAi4;... 4;], 2 fiind inédl{imea
piramidei P’ (fig. VI.34). Atunci P =
— P ey

(1) o(T) = o(P) — v(P).

Dar  o(P) = %B(I + 1), o(P) =

1 N 4 3
=—hez §i _=( )-de unde
3 B z 41
rezultd ca
(2) g A& +VEE)

Fig. VI.34. 0 B —b

106



Inlocuind expresia lui 2 din formula (2) tn formula (1) se obtine:

“(T) =%-(B-I-I—B-x—b-.x)=%[B-I+x(B—b)]=

_M[B I+1(+ 1/B8)] (B+b+l/B b).

In stabilirea formulelor de caleul a volumelor se poate observa o oarecare
analogie cu ariile, dar se constatd totugi ci pentru volume s-a folosit in plus
§i teorema lui Cavalieri. Se pune in mod firesc intrebarea dacd nu s-ar putea
renunfa la aceastd teoremd si si se procedeze la fel ca la arii, utilizind nu-
mai teorema 1 si proprietétile de descompunere. In cazul plan, trecerea de la
dreptunghi la triunghi se face simplu, observind c¢i o suprafatd dreptunghiu-
lard se descompune in doud suprafete triunghiulare congruente, pe cind in
spafiu, o prismd triunghiulard dreaptd nu se poate descompune in trei tetra-
edre congruente. Mention&m c¢& formulele pentru volumul cubului, para-
lelipipedulni dreptunghic si a prismei drepte se pot obtine fdrd a utiliza
teorema lui Cavalieri (aceasta poate constitui un exercitiu facultativ), insd
formulele pentru tetraedru gi prisma oblici nu. Stabilirea riguroasd a for-
mulelor respective nu este posibild cu cunostintele clasei a X-a, iar utiliza-
rea teoremei lui Cavalieri are avantajul ci permite obfinerea cu ugurintd
a acestor formule, precum si a altora care vor fi intilnite in capitolul VII.

Exercitii

1. Baza unui paralelipiped drept este un romb cu latura de lungime @ si un unghi
de mdsurd 60°. Aria laterald a paralelipipedului este 8a% Si se afle volumul paralelipipe-
dului. :

2. Baza unui paralelipiped drept este un paralelogram cu laturile de lungime a si
4a, iar unghiul ascufit al paralelogramului are masura 60°. Si se afle volumul paralelipipe-
dului stiind cA cea mai lungd diagonald a lui are lungimea 5a.

8*. Un plan «, perpendicular pe muchiile prismei P = [4,4,... Apdg .. A,;] inter-
secteazii suporturile muchiilor in B, By, ..., Bn. Dacd S = o[B;, B, ..., Bn] si I este
lungimea unei muchii, si se arate ci v(P) = S - 1.

4. Intr-un paralelipiped dou fefe laterale au ariile 8 g1 S5, si formeazi un unghi de
misurd 150°. 54 se afle volumul paralelipipedului dacid muchia laterald este de lungime 7.

6. Se considerd o piramidd patralaterd regulati cu latura bazei de lungime 10 si
indlfimea 12. S4 se calculeze:

a) aria laterald si volumul piramidei; 2

b) distantele de la centrul bazei la muchia laterals, respectiv la fefele laterale ale
piramidei.

6. Un trunchi de piramidi patrulateri regulatd are latura bazei mari AB = 3a,
latura bazei mici 4’B” = a si muchia laterali 44" = 2a. S4 se calculeze volumul si aria

_ trunchiului.
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7*. S4 se demonstreze ci volumul unui tetraedru [ABCD] esle a sasea parte din
volumul unei prisme a ciirei bazii este un paralelogram cu laturile congruente si paralele
cu dou# muchii opuse (A B) si (CD) si a cirui indlfime este egald cu cea mai scurtd distanfi
dintre cele doud muchii.

8. Se construieste un cos de moard de forma unui trunchi de piramida patrulatera
regulatd continuatd cu o prismd patrulateri avind baza comuni cu baza mici a trunchiului
de piramidd. Se stie ci diagonala bazei mari este 180 cm, diagonala bazei mici 72 cm,
iar indl{imea cosului este 160 cm. S& se calculeze volumul cogului stiind ci raportul dintre
volumul trunchiului si cel al prismei este 8.

9. Un tetraedru [FABC] are indltimea k. La distaniele de— si i de virful ¥

se duc plane paralele cu baza tetraedrului obfinindu-se sec{,]um]e A’B’C‘ respectiv
A”B*C”. S se determine raportu] volumelor trunchiurilor de piramidi [ABCA”B“C"]
si [A"B"C"A’B'C’].

10*. Piramida [VABCD] de fn#lfime k are ca bazd un dreptunghi de laturi AB =
= a, BC = b, iar piciorul iniltimii este centrul bazei piramidei. Prin BC si mijlocul M
al muchiei laterale (F'A) se duce planul «. Se cere:

a) S4 se calculeze raportul dintre volumele piramidelor [VHMN] si [HABCD] unde
{N}= VDN« si~{H} = BMNCN;

b) méisura unghiului diedru dintre fetele [VAD] si [HAD] in cazul particular

r=[s+2)s

11*, Un paralelipiped are ca bazi dreptunghiul ABCD, iar muchiile [A8], [4D]

si [AA’] au respectiv lungimile @, b, c. Unghlurl]e A’AB si A’AD sint congruent.e si au
misura z (in radiani).
3n

a) Si se al‘atecﬁxe{i.— .
4 4

b) S se arate ci volumul paralelipipedului este ¥ = abe |/ —cos 2.

c) Dacii « este mésura unghiului fetei [ABB’A’] cu baza [ABCD] sio & (0, g,
si se arate ci cos « = cig . y

12*%, O piramidd triunghiulard regulati [SABC] are latura bazei de lungime a si
fefele laterale triunghiuri dreptunghice in .

a) S4 se calculeze volumul piramidei.”
b) Fie D gi E mijloacele muchiilor (4S) si (BC). S se calculeze DE si misurile « si B
N N

ale unghiurilor DEC si SDE.

§ 6. Multimi mi3surabile in spatiu

In paragraful precedent s-a definit functia volum pentru mul{imi polie-
drale. Existd, insd, gi alte multimi pentru care se poate defini volumul. Aceste
 mulfimi se vor numi multimi méisurabile.

Definitie. O multime M de puncte din spafiu se numeste maulfime
mdsurabild daca existd un numdr real unic v(M) cu proprietdtile: u(M) este
egal sau mai mare decit volumul oricdrei multimi poliedrale inclus in M si
este egal sau mai mic decit volumul oricdrei mulfimi poliedrale care include
" pe M. In acest caz numirul v(M) se numeste volumul muljimii M.
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Este evident c8 multimile poliedrale sint mésurabile. Dacd se noteazi
cu J multimea multimilor masurabile atunci v : M — R.. Problema de a
decide dacd o multime care nu este poliedrald este sau nu masurabili este o
problemd a cérei rezolvare necesitd cunogtinte superioare de matematics si
va fi rezolvatd in clasa-a XII-a. Totusi, in capitolul urmétor vor fi studiate
citeva astfel de multimi pentru care se va admite cd sint misurabile.’ Notiu-
nile de punct interior al unei mulfimi mésurabile §i de descompunere a unei
mult{imi mésurabile se introduc ca i in cazul multimilor poliedrale.

Atunci, teoremele 1 si 2 din paragraful precedent pot fi extinse.;

Teorems 1.(Teorema de existen{s a funefiei volum.)
Existd o funcfie »: M — R, eare are propmietifile (1)—(3) din teorema 1, § 5

Teorema 2. (Principiul lui Cavalieri) Fie M;, My
gi un plan a,. Dacd pentru orice plan « || ap, mulfimile N M, §i «NM; au
arii i acestea sint egale atunei v(M,;) = v(M,).

Obseryalit
1) Numirul v(M) se numeste polumul multimii M.

2) Restrictia functiei » la mulfimea ? este funcfia volum definitd in paragraful
precedent. ‘

3) Mentiondm cd si in acest caz in formularea principiului lui Cavalieri considerim
¢ multimea vidd si mulfimea formatid dintr-un punct au arie nuli. »

Calculul volumelor muliimilor care vor fi studiate in capitolul urmitor va fi ficut pe
baza acestor teoreme, admitindu-se cd acele mulfimi (cilindru, con, corp sferic gi pirfile
lor) sint mésurabile.

Exercitii recapitulative

1. Se consideri piramida patrulaterd [0OABCD] cu baza dreptunghi (AB =Yn
BC = b) si muchia [OA] perpendiculard pe planul bazei (OA = h). Se noteazi cu E gi
respectiv mijloacele segmentelor [OC], [0D]. Se cere:

a) aria totald a piramidei;

b) si se precizeze ce fel de patrulater este ABEF si s% i se calculeze aria;

¢) volumul piramidei [OABEF].

2%, O piramidd are ca baz#i triunghiul dreptunghic isoscel ABC cu AB = AC = o
si muchia (SA) perpendiculard pe bhaz#, SA = b. S4 se calculeze:

a) aria totald a piramidei;

b) misura unghiului diedru format de retele [SBC] si [ABC] in cazul a = b}/ 2;

c) aria, in functie de a si b, a secfiunii determinate in aceastd piramidd de un plan
ce trece prin A, este perpendicular pe fata [SBC]si o intersecteazd pe aceasta dupd o dreaptd
MN paraleld cu BC.

8*, Se considera tefraedrul [SABC] in care SA4 =2, SB=8C=al/3,
AB = AC = a, iar unghiul dreptei §4 cu planul ABC sre masura 45°. Fie M si N
respectiv mijloacele muchiilor [.SA4], [BC] si .D proiectia lui S pe planul (4BC).

a) S4 se arate ¢i BC | MN si BC | S4. i

b) Sd se arate ci ABDC este pitrat.

c) S& se calculeze aria laterald a tetraedrului, considerind ca bazd triunghiul A BC.
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4. Se considerd prisma [ABCDA’B’C’D’]. Pe dreapla AD se considerd punctul E,
astfel incit A  (ED), AE = a, iar pe CB se considerd punctul F astfel incit B < (FC),
iar BF = b. Un plan ce trece prin dreapta EF intersecteazi muchiile laterale (44°), (BB),
(cc’), (DD’), respectiv in punctele A;, B;, C;, D;. S4 se demonstreze ¢i A,B,C,D,

ey by by BB,
este un paralelogram si ¢l —a- = Fs

6. O cutie de tabld are forma de paralelipiped dreptunghic [4ABCDA’B'C’D’] cu
dimensiunile a, b, ¢ gi este plind cu ulei. Cutia fiind asezatd cu baza [ABCD] pe un plan
orizontal se ridicd de la un capit rotind-o in ‘jurul muchiei [AD] (4D = a) astfel ¢i muchia
opusa se afla la distantd =z fata de planul orizontal. Ge cantitate de lichid poate rdmine
in cutie? Discutie.

6*, O piramid# patrulaterd regulatd are muchiile laterale de lungime a.

a) Notind cu z inaltimea piramidei, si se calculeze volumul acesteia.

b) Dacé « este misura unghiului diedru format de dou# fefe laterale aliturate i B
masura unghiului pe care muchiile laterale il formeazd cu laturile bazei, sd se arate ci
cos o + ctg?p = 0.

c) Sesecfioneazi piramida cu un plan paralel cu baza. Si se demonstreze cil condiia
necesard si suficientd ca si existe un punct egal departat de cele sase fete ale trunchiului
de piramidd format este ca in#l{imea trunchiului s fie medie proporfionald intre laturile
bazelor.

7*. Lungimea muchiilor unui cub este a. S& se afle distanf{a dintre o diagonald a
cubului si o diagonald a fetelor laterale cu care nu se intersecteazi.

8. Se considerd tetraedrul [ABCD], punctele M = (AC) si N = (AD) si se duce
prin: C paralela la BM care taie pe AB in Q si prin D paralela la MN care taie pe AC
in P. 84 se arate ci volumele tetraedrelor [ABCD] si [ANPQ] sint egale.

9*, Fie [VABCDEF] o piramid hexagonald regulatd cu muchia bazei de lungime a
i indl{imea piramidei VO = a. Pe muchia [FC] se consideri un punct oarecare M.
Planul (ABM) intersecteazdi muchiile [V.D], [FE] si [VF] respectiv in N, P si Q. Si
se arate cd:

a) Dreptele AN, BP, MQ si VO sint concurente.

b) Patrulaterele ABMQ si MN.PQ sint trapeze isoscele.

¢) 84 se aflelocul geometric al punctului de intersectie al dreptelor AM si BP cind M
descrie muchia [V C].

d) In cazulcind M este mijlocul segmentulm[VC] sd se afle raportul ariilor supra-
fefelor [MNPQ] si [ABMQ].

10. Se considerd cubul [ABCDA’B’C’D’] cu latura de lungime 3a. Se imparte fiecare
latura a cubului in cite trei segmente congruente. Fie M, N, P punctele de diviziune cele mai.
apropiate de A4, aflate respectiv pe muchiile (4B), (4D), (A4’). Se secfioneazi cubul
cu planul (MNP) si se indeparteazi piramida (AMNP). Se procedeazi la fel cu toate
celelalte 8 virfuri ale cubului. Se cere:

a) S# se verifice relafia: f+ v =m + 2 (f, v, m — reprezint4 respectiv numirul
fetelor, virfurilor gi muchiilor) poliedrului rdmas.

b) 84 se calculeze aria poliedrului obtinut.

c) S4 se afle misura unghiului plan corespunzitor unghiului diedru format de planul
(MNP) cu planul bazei cubului.

d) S84 se determine distanta de la virful 4 la planul (MNP).
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Capltolul VI

[ ST L { -~
Lorpuri rocunde

Dup# cum s-a aritat in introducerea la Capitolul VI, corpurile geometrice
sint imagini matematice ale unor corpuri bine cunoscute din spatiul fizic.
In afard de poliedre, corpurile mérginite de suprafete plane, existd gi corpuri
care, partial sau total, sint marginite de suprafefe neplane.

in tehnicd pot fi intilnite multe astfel de corpuri ca de exemplu: reci-
pienti pentru gaze, cazane de presiune, cisterne, containere pentru ciment,
silozuri de ciment, ventile conice, pahare, abajururi, rulmenti etc., numite
»corpuri rotunde®.

Acordind un rol special intuitiei spatiale, vom studia in acest capitol
cilindrul, conul, sfera gi pértile lor.

§ 1. Cilindrul

Intr-un mod analog cu definirea prismei se defineste si cilindrul. 5d con-
sidersim dou# plane paralele o si o, un disc D =[€(0, R, «)] (notind un cerc
sau un disc din spafiu, se pune in evidentd §i planul in care se afld) in « gi o
dreaptd d care intersecteazd planul « inty-un singur punct (fig. VII.1).
Prin fiecare punct P € D = [€(0, R, «)]
construim un segment [PP’] paralel
cud, unde P’'co’. Reuniunea C a tutu-
ror segmentelor [ PP'], astfel incit PP’ ||d,
Pc Dsi P'co, se numegte cilindru
circulardebaze Dsi D'=C N o', Distanta
dintre planele « si o se numeste indl-

{imea cilindrului.

Proprietatea 1. fn orice cilindru

cele doud baze sint discuri cu aceeagt razd.

Demonstratia este 'analoagﬁ cu cea
de la prisma (Cap. VI § 1, proprie-
tatea 1). : Fig. VIL1.




Dacd dreapta d este perpendiculard pe «,
l atunci C se numeste cilindru circular drept.
o Reuniunea tuturor segmentelor [PP]cu P&
.l ce(0, R, «), P'c o’ 5i PP'|d, formeazd supra-
8

faja laterald a cilindrului (fig. VIL.2). Mul{imea
punctelor cilindrului, care nu apartin nici supra-
i fetei laterale si nici bazelor, se numegte intervorul
cilindrului. Segmentele [PP"] cu P& €(0, R, «)
sint generatoarele cilindrului, iar raza gercurilor
de bazd, raza cilindrului. In cazul cilindrului
circular drept, indltimea este egald cu lungimea
oricdrei generatoare.

A Proprietatea 2. Intersecjia nevidd a unul
! cilindru circular printr-un plan paralel cu bazele
/ lui este un disc de aceeasi razd cu raza bazel.
.’ Aceastd proprietate rezultd imediat din pro-
Fig. VIL2. prietatea 1.

Corp de rotagie i suprafati de rotatie

S# considerim un corp care se miged in spafiu, astfel incit fiecare punct
al siu rimine ld distantd constantd de o dreaptd fixd. Exemple: placa de pate-
fon, roata olarului, roata tocilarului etc. Migcdrile de acest fel se numese mis-
ciri de rotatie. Fiecare punct al corpului descrie un cerc situat intr-un plan
perpendicular pe o dreapté fixd d numitd axd de rotatie, avind centrul situat
pe d. Migcdrile de rotajie ne conduc la urmitoarele consideratii geometrice:

S4 considerim o dreaptd fixd d si un punct oarecare P din spatiu. Notim
cu P* proiectia lui P pe d si cu op planul perpendicular pe d, care trece prin P.
Dacd S este o suprafatd (o suprafatd poligonald simpld, disc ete.) situatd in

acelasi plan cu d, care nu are nici un punct inte-

d rior pe d, atunci reuniunea tuturor cercurilor Cp =

— @(P* P*P, ap)cu P & S, se numeste corp de

rotajie (fig. VIL3). Daci L este o curbd (linie

poligonald, arc de cerc ete.) situatd in acelasi plan

cu d, reuniunea cercurilor Cp cu P &€ L se nu-
meste suprafajd de rolajie.

Cilindrul circular drept il putem defini s ca
fiind corpul care se obfine prin rotatia unei supra-
fete dreptunghiulare in jurul suportului unei laturi.
Atunci suprafata lui laterald este generatd prin
rotatia unui segment [AB] in jurul unei drepte d,
paralel cu el (fig. VIL4 si VIL5). Dreapta d se
numeste aza cilindrului circular drept - (sau de
rotajie). Orice plan dus prin axa lui este un plan de




Fig. VII.4. Flg. VILG. Fig. VILS.

simetrie pentru cilindrul circular drept, iar sectiunea unui cilindru printr-un
asemenea plan se numeste secjiune axiald (fig. VII.6).

Aria lateral¥ si totald a unui cilindru de rotatie

Fiind dat un cilindru de rotatie C' se numeste prismd inscrisd in acest
cilindru o prismé ale cirei baze sint poligoane inscrise in cercurile de bazi ale
lui € si avind muchiile laterale generatoare ale cilindrului (fig. VIL.7). Ariile
laterale ale tuturor acestor prisme aproximeazi prin lipsd un numér unic,
numit aria laterald a cilindrului si hotat cu o,(C). 6,(C) este cel mai mic dintre
numerele mai mari decit ariile laterale ale prismelor inscrise in C.

La aria laterald a unui cilindru de rotatie cu raza R si lungimea genera-
toarei G, pulem ajunge intuitiv astfel: dacd tdiem suprafata laterald a cilin-
drului de-a lungul unei generatoare [AB] si 0 agternem pe un plan, spunem ca
desfasurdm suprafata cilindrului pe plan, suprafata cilindricd luind forma
unui dreptunghi A A’B’B (fig. VIL.8), a cérui arie este aria laterald a cilindru-
lui. Se constat ci AA' este égal cu lungimea cercului de bazé a cilindrului
deci AA’ = 2nR. Asadar, arialaterald a cilindrului se exprimd prin g,(C) =
= AA’- AB = 2nRG. Astfel am obfinut pe cale intuitivi (demonstratia
completd se omite):

I=G

Fig. VIL7. Fig, VILS.
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Fig. VIL9. Fig. VIL10.

Aria laterald a cilindrului de rotaie se calculeazd cu formula:

aria lat. cil. = 2nRG
\

- unde R este raza, iar G generatoarea cilindrului.

Aria totald a cilindrului de rotaejie C, notatd cu c,(C), este suma dintre
aria sa laterald si ariile celor doud baze.

Cum cele doud baze sint congruente, ariile lor vor fi egale. Deci a,(C) =
= 2nRG + 2nR? de unde

| aria totald cil. = 2 R(R + G) |

Volumul cilindrului circular

Volumul unui cilindru circular este dat de formula :

) vol. ¢il. = =R~ I } :

unde R este raza, iar I indljimea cilindrului.

Pentru a demonstra aceastd formuld, si considerdim o prismi cu bazele
in aceleasi plane cu bazele cilindrului, avind aria bazei B egald cu aria bazei
cilindrului, adicd B = = R* gi indl{imea prisn'lei este egald cu [ (fig. VIL.9).
~ Aplicind prmclplul Tui Cavahem cilindrul gi prlsma au acelasi volum, adic

WEW=W(B) ="B: I — R ]

Aplicatii

1) S se afle aria laterald si volumul cilindrului € circumscris unei prisme
triunghiulare regulate care are latura bazei egald cu a §i muchia laterald b.

Rezolpare. Fie prisma [ABCA'B'C'] inscrisi in. cilindrul de rotatie
(fig. VII.10). Avem G = Ipismet = b 81 AB = R |/ 3, de unde obtinem
Ve "'/— deci oy(C) = 2 - “‘F S '*"‘“/3 w; 9(C) =nR T = %2 1,
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Exercitii

1. Sectiunea axiald a unui cilindru este un patrat de arie e. Sise afle volumul cilin-
drului. :

2. Inalfimea unui cilindru circular drept este de 8, iar raza 5. La ce distant de axa
~ cilindrului trebuie dus un plan paralel cu ea, astfel incit secfiunea obfinuti si fie un patrat?

3. Sectiunea axiald a unui cilindru de rotatie este o suprafati patratma cu diagonala
egaldl cu 4. 84 se afle aria totald si volumul cilindrului.

4, fntr-un cilindru circular drept cu raza 7 si indlfimea 2 este inscris un p#trat oblic
fatd de axa cilindrului, astfel incit dou# virfuri ale sale sint pe cercul unei baze, iar celelalte
doud pe cercul celeilalte baze. Si se afle: a) latura pitratului, b) aria laterala a cilindrului.

6. Un cilindru circular-drept are raza bazei a gi indl{imea egald cu lunﬂlmea cerculuj
de bazd, S4 se afle aria totald si volumul cilindrului.

6. Aria totald a unui cilindru de rotatie este de 90 =, iar inilfimea de &. S# se calculeze
volumul prismei hexagonale regulate inscrise in cilindru.

7. Sd se arale ci oricare ar fi cilindrul de rotafie, raportul dintre aria laterald a

cilindrului si aria lateralii a prismei triunghiulare regulate inscrise in cilindru este 53:.

4]
33

8. Si se calculeze aria totald si-velumul eilindpului circular drept circumscris unui
cub cu muchia a.

9. Aria laterald a unui cilindru circular drept este egali cu suma ariilor bazelor.
Stiind c# volumul cilindrului este 1 000 &, si se calculeze raza si generatoarea cilindrului.

. 10. Aria laterald a unui cilindru de rotafie este 160 =, iar volumul 640 =. S4 se calcu-
leze aria secfiunii axiale.

11. Dintr-o piesd de otel avind forma unei prisme patrulatere regulate drepte cu
latura bazei de 10 cm si in&ltlmea de 12 cm se strunjeste o piesd cilindrici cu minimum
de material pierdut. 84 se afle aria laterald §i volumul piesei obymute

12. Si se afle masa unei tevi de plumb lungd de 5 m, cu.grosimea de 4 cm si dia-
metrul interior de 3 cm, densitatea plumbului fiind de 11,3.

13. Dintr-un trunchi de arbore lung de 6 m, de form4 cilindricd avind lungimea
cercului de baz# 125,6 cm, se ciopleste o grindd cu secfiunea pitratd. S¥ se calculeze masa
acestei grinzi, stiind ¢4 densitatea lemnului este 0,8.

iar raportul volumelor este

§ 2. Conul

Fie discul D =[€(0, R, «)] intr-un
plan « si fie ¥ un punct care nu apar- -
tine lui «. Se numeste con circular cu
baza D gt virf V reaniunea tuturor seg-
mentelor [V P], unde P& D (fig. VII.11),
Segmentul [V4], unde A = pr,V se
numeste indlfimea conului. Fird perisol
de confuzie, numirul I = VA poate fi
numit de asemenea ingl{imea conului. o
Reuniunea tuturor segmentelor
[V P] pentru care P € €(0, R, a) for- Fig: VIL11.
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Fig. VII.12. Fig. VII.18.

meazd suprafata laterald a conului. Orice segment [V P] cu P € €(0, R, «) se
numeste generatoare a conului. Multimea punctelor conului care nu apartin
nici suprafefei laterale si nici bazei se numegte interiorul conului.

Spunem c¢é un con circular este drept dacd proiectia lui pe planul discului
este centrul discului O (fig. VII.12).

Intr-un con circular drept generatoarele sint congruente. Intr-adevir, dac
[VA] si [VB] sint doud generatoare, triunghiurile dreptunghice VOA si VOB
sint congruente (fig. VIL. 12).

Daca notdm cu R raza bazei unui con circular drept, iar cu I indltimea
gsi G generatoarea sa, atunci existd relatia:

Gl—R 1= 12
dedusd din tmunghml VOA dreptunghic in O (fig. 11.12).
Tinind cont de definifiile date corpului de rotatie si suprafefei de rotajme
in € 1, conul circular drept il putem defini si ca fiind corpul care se obtine prin

rota@ia unei suprafete triunghiulare dreptunghice in jurul suportului unei
catete d (fig. VII.13). Atunci ipotenuza descrie suprafata laterald a conului.

Sectiuni transversale prin conuri

Sa considerdm un con circular €, cu baza discul [€(0, R, «)] si indlfimea’
VA = I si un plan § paralel cu «, de aceeagi parte a Iui « ca si V si la dis-

tanta h < I dela planul «. Intersectia C N se numeste secfiune transversald
prin con la tndljimea h (fig. VII. 14) Intersectia Cﬂ(ﬁV se numeste conul
format prin seejionarea lui C' cu planul B. Vom demonstra ci acesta este un con
circular.
Proprietatea 1. Secjinnea transeersald prin conul circular C la
listanja b de la bazd este un disc de razd

(1) R = 11 B, unde I'= I — p.

Demonstrajie. Baza conului C fiind discul D = [@(0, R, «)], asociind fie-
ciirui punct M & D punctul {M'} = VMNP, se obtine o bijectie g': D — D',
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unde D' = CNB (fig. VIL.14).
Trebuie sé aratdm cd D’ este
tot un disc. Ca g1 in cazul
piramidei, aplicatia g - este
asemanare, deoarece planul
(VOM) taie planele paralele
o, B dupa doua drepte para-
lele, deci OM| O'M’ si analog
0OA || O’'A’. Prin urmare,
AVOM ~NVO'M' 5i AVOA ~
~ AVO'A’. Rezultd ca:
@) O _TO _ var
oM Vo VA

deci

(3): @M= IT -OM. Fig. VIL14.

Este evident cd o asem#nare aplicd un disc intr-un dise, deci D’ este un disc

de razi IT R

Aplieagii.

1. Raportul dintre aria bazei unut con circular si aria secfiunii transversale
prin con la distanta h de la planul bazei, este egal cu pdiratul raportului dinire
indlfimea conului dat si indltimea conulut format prin seciionare.

Rezolvare: vom folosi datele si notatiile de la demonstratia precedenti
(fig. VII.14). _

Fie R g1 B’ respectiv razele bazelor conului dat si a conului format prin
sectionare §i § i §’ ariile lor. Avem:

S TR* R 2
4 — ===
@ § R [.RJ
Dar din relatia (2) avem:
Bt O S8 A

RO vAL I

Inlocuind in relatia (4) obtinem:

S (I
el o
ceea ce trebuia demonstrat.

2. Prin secjionarea unui con circular drept cu un plan paralel cu planul
bazei se formeazd un con avind indlfimea, generatoarea gi raza bazei proporfio-
nale cu indljimea, generatoarea §i raza bazei conulut dat (fig. VII.15).

Demonstratia se lasé ca exercitiu.
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Fig. VIL15. Fig. VIL16. Fig. VIL.17.

Aria lateraly gi total¥ a conului circular drept

Fiind dat un con circular drept C' se numeste piramidd inscrisd in acest
con, piramida a cérei bazd este un poligon inscris in cercul de bazi a lui €
si al cdrei virf coincide cu virful conului (fig. VII.16). Muchiile laterale ale
piramidei inscrise in conul circular drept sint generatoare ale conului, iar
inélfimea piramidei este iniltimea conului. Ariile laterale ale tuturor acestor
piramide aproximeazd prin lipsd un numér unic, numit eria laterald a conului
si notat cu 6,(C). o;(C) este cel mai mic diritre numerele mai mari decit ariile

" laterale ale piramidelor inscrise in C.

La aria laterald a unui con circular drept C' de razi R si generatoare G
putem ajunge tot pe cale intuitivd astfel: daca tdiem suprafaa laterald a
conului circular drept dupd o generatoare [F'A] si o asternem pe un plan «,
spunem c8 desfdsurdm suprafata laterald a conului pe plan, aceasta luind

forma unui sector de cerc determinat de arcul A,Z’ al cercului @(V, G, «),
unde l43, = 2n R (fig. VII.17). Aria laterald a conului fiind egald cu aria

sectorului de cere, obtinem: o;(C) :% :27R - G. Cu ajutorul intuitiei am

ajuns la urmétorul rezultat (a carui demonstratie se omite):
Aria laterald a conului circular drept se calculeazd cu formula:

aria lat. con = =RG |

unde R este raza, tar G generaioarea conulul.
Aria totald a conulut circular drept este suma dintre aria sa laterald si

aria bazei. Deci
6i(C) = 6/(C) + o, = TRG + = R?,
de unde

l aria tot. con =nR(R + G) I
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Fig, VILI1S.

Volumul conului circular

Fie €' un con circular (nu neaparat drept) cu aria bazei =R? gi indltimea I.
Volumul unui con circular este dat de formula:

2. 1
vol. con = ﬂ:;ﬁ

Pentru a demonstra aceast# formuld s& considerdm o piramidd P cu baza
in acelasi plan « cu baza conului, avind aria bazei egald cu aria bazei conului gi
aceeasi indltime (fig. VII.18). Aplicind principiul lui Cavalieri, obtinem c&
piramida gi conul au acelasi volum, adica

9(C) = u(P) =% C(mRY -0 = nh?. I

Aplicafii. :

L. Intr-un con echilateral C este inscrisi o piramidé patrulaterd regu-
latd P. Care este raportul ariilor laterale ale conului si piramidei?

Rezolpare. Conul echilateral are sectiunea axiald un triunghi echilateral

Deci VA = CV = AC = G (fig. VIL19). Atunci R =g. Deci o,(C) =

=nRG =& . op) = LBVEVVM \ige b este mijlocul lui (AB).
Aplicind teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic VA M, obtinem:
\4

VM = VA=A = |62 (2] =
: GUTL ]
&

Deci
siPyg | EUIE L VT,
1 A
gi
OI(C) ) L ﬁﬂ ¢
‘:’;_(P) B 7 =t D Fig. VII.19.
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Exercigii

1. Un con circular drept cu raza bazel R si inilfimea  este intersectat cu un plan
paralel cu baza. La ce distantd de virf trebuie dus planul astfel incit aria sectiunii si fie
egald cu jumitatea ariei bazei?

2. Un con circular drept are generatoarea de lunglme 13 si raza bazei 5. Si se calcu-
leze aria sectiunii duse prin virful conului, care determini pe bazd o coardd egali cu latura
unui hexagon regulat inscris in cercul bazei.

8. Sectiunea axiald a unui con de rotatie este un triunghi dreptunghic isoscel a cérui
arie este 9. Sd se afle aria totald si volumul conului.

4. Aria bazei unui con de rotatie este egald cu 36w, iar aria totald cu 96x. S4 se afle
volumul conului.

5. Aria laterald a unui con de rotatie este 320x, iar raza conului este % din gene-

ratoare. Si se calculeze volumul conului.

6. Iniltimea unui con de rotatie este egald cu 15, iar suma dintre generatoare gi razi
este 25. S& se calculeze aria laterald si volumul conului. 2

7. 5S4 se calculeze volumul conului inscris intr-un tetraedru regulat de muchie a.

8. Un cort conic are indltimea de 8 m si diametrul bazei de 8 m. Citi metri pﬁtrap
de pinzd au fost folositi pentru confecfionarea cortului?

9. Intr-un con circular drept se di raza bazei R $l fndlfimea k. Sd se determme mu-
chia cubului inseris in con.

10. fntr-un con circular drept cu raza R si indlfimea & se inscrie o prismé triunghiu-
lard regulat# ale ciivei fefe laterale sint pitrate. S& se determine muchia laterald a prismei.

11. 84 se afle vclamul si aria corpului obfinut prin rotatia unei suprafefe triunghiu-
lare isoscele [ABC] in jurul lui 4B, stiind cd AB = AC = 25 si BC = 30.

12, Dintr-o piesd de ofel avind forma unei piramide regulate cu baza un pitrat de
latura 10 cm si indl{imea 12 cm, se strunjeste o piesd conici cu minimum de material pierdut.
5S4 se afle aria laterald si volumul piesei obfinute.

§ 3. .Trunchiul de con

Trunchiul de con se definegte in mod aseman&tor cu trunchiul de piramida.
Fie C un con circular avind virful V si baza discul [€(0, R, «)]. Considerdm un
plan &’ paralel cu planul bazei « de abeea$i parte a lui « ca si V, care determina
in conul € o sectiune transversald si un nou con C’ avind virful ¥ si baza discul
[e(0’, r, a')]. Corpul obtinut prin inldturarea din conul Ca conului C’, fard
bazd, se numegte trunchi de con. Deci multimea T = (C — €’) U[€(0', r, a')]
este trunchi de con (fig.VIL.20). Discurile [@(0, R, «)] 81 [C(O’, r, «')] se numesc
bazele trunchiului de con.

Daca planul o' taie generatoarea [V M] a conului C in punctul M’ seg-
mentul [MM'] se numeste generatoare a trunchiului de con 7. Segmentele
[AA'], [BB’] sint generatoare ale lui 7T (fig. VII.20). Partea din suprafata
laterald a conului C' cuprinsd intre planele o §i o este suprafafa laterald a
trunchiului de con.
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Fig. VIL20. Fig. VIL21.

Inéltimea k a trunchiului de con este distanta dinire planele « gi o' si
este egald cu diferenta dintre inaltimile 7 i I’ ale conurilor C i C”, deci .
h=1I-—1I.

Un trunchi de con circular este drept dacd el rezultd dintr-un con circular
drept (fig. VIL.21).

Exercitii

1. Ardtati c un trunchi de con circiilar este drept dach gi numai dacdt dreapta ce
uneste centrele bazelor este perpendiculard pe planele bazelor.

9. S¥ se arate ci fntr-un trunchi de con circular drept, avind centrele bazelor 0, 0’,
daci [AA4’] este o generatoare, atunci patrulaterul 044’0 este trapez dreptunghic cu
bazele [0A], [0’A’] si cu indltimea [00] (fig. VIL.21).

8. intr-un trunchi de con circular drept, generatoarels sint congruenie

Trunchiul de con circular drept este un corp de
rotatie. Orice trunchi de con circular drept se obtine
prin rotatia unei suprafete trapezoidale dreptunghice
[OMM'0’] in jurul suportului d a laturii perpendiculare
pe baze (fig. VIL.22). Dreapta d — 00’ se numeste
aza de rotatie a trunchiului de con. Suprafata laterald
a trunchiului de con se obtine prin rotatia lui [MM']
in jurul lui d.

S4 considerim trunchiul de con T = (C — C) U
urew’, r, a')]. Ariile laterale ale tuturor trunchiuri-
lor de piramid# inscrise in 7' aproximeazd prin lipsi
un numdr unic, numit aria laterald a irunchiului de con
i notat cu ay(T). oy(T) este cel mai mic dintre nume-
rele mai mari decit ariile laterale ale trunchiurilor de
piramidd inscrise in 7 Tige VL2




Folosind notatiile din figura VII.24 se observ¥ cd aria laterald a trunchiu-
lui de con este egald cu diferenta ariilor laterale a conurilor C si € avind
aceeasi axd de rotatie VO gi acelagi virf V. Deci o)(T) = ¢)(C) — &(C").

Cum (C) = nRG. §i 6)(C’) = nrG’, unde prin R, r am notat razele
bazelor, iar prin G, G’ respectiv generatoarele conurilor ¢ gi C', rezulti

(1) 0(T) = nRG — wrG’ = n(RG — rG).

Conform aplicatiei 2 din § 2 putem scrie: ot
Ul : j
R

Notind cu g generatoarea trunchiului de con T, g = G — G, obtinem:
giltpe 6 s G
R—r G- 4
de unde rezultd

=t
(2) G = T
Analog sé deduce cd | I
PEARL AP 1;
(3) ey R —r ‘

Inlocuind pe G si G din relatiile (2), respectiv (3) in relatia (1) obtinem:

= PR T
)= (28 = ) g o gr 1)

Deci

Aria laterald a trunchiulut de con circular drept se calculeazd cu formula:

‘ aria lat. tr. con = wg(R 4 r) { : 3

unde R, r, g sint respectiv razele bazelor trunchiului de con gi generatoarea sa.
Aria totald a trunchiului de con circular drept este suma dintre aria sa ‘

laterala si ariile celor doud baze.

Deci

aria totald tr. con = mg(R - r) + nwR? + 7r? [

Tinind cont ¢d € = T' U C", volumul trunchiului de con oarecare il putem

obtine ficind diferenta volumelor celor doud conuri €, €, deci
T o el e e b £ S AR
) oT) =" _FL _Ege g,

unde 7, I’ sint indlfimile conurilor C, C". |
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Fie h = I — I’ indltimea trunchiului de con. F olosind aceeasi aplicatie
2. § 2 putem scrie ci

ol s o
F e S B e e
de unde
4 Rh
i i et
Analog obtinem
P bl
©) Lo

Inlocuind pe I gi I’ din relatiile (5) §i (6) in re‘lat,ia (4) obtinem:

( R r3h .)_——L(Ra-——rs):!;—h(Rg I 2 Rr).

(T == = =
] R—r R-—T 3(R —r)

3

Am demonstrat:
Volumul unui trunchi de con.circular este dat de formula:

(7) vol. tr. con = "?h (R®+r* + Rr)

unde R, r i h sint respectiv razele bazelor gt indljimea trunchiului de con.
Demonstrati formula volumului trunchiului de con folosind formula
volumului pentru trunchiul de piramidé gi principiul lui Cavalieril

Aplicafie.

1. 'Si se demonstreze ci volumul trunchiului de con se calculeazd gi prin
formula

@ o7 =THE At arh) = o (B b ASh),
unde r,,, S, reprezintd raza, respectiv aria sectiunil in 7' la distanta % de la
baza mare (fig. VII.23).

Rezclpare. Deoarece (2r,,)% = (R-41)% = R:4+r*42Rr,
avem Rr = % (4r%, — R* —r?; inlocuind in formula (7)

se obtine formula (8).

Exercitii

4. Aria laterald a unui trunchi de con circular drept este
egald cu 225w, generatoarea 25, iar inilfimea 24. S& se calculeze
volumul trunchiului de con. Fig. VII.23.
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5. Un trunchi de con circular drept are razele bazelor 9 si 15, iar generatoarea 10,
Sd se afle aria laterald si volumul conului din care provine trunchiul de con.

6. Intr-un trunchi de con circular drept, raportul aritlor hazelor este egal cu 4. Gene-
ratoarea are lungimea egald cu a si este inclinaty fafd de planul bazei cu un unghi de &5°,
Sd se calculeze volumul trunchiului de com.

7. Un trunchi de con circular drept are in&ltimea egald cu 10, iar razele bazelor 8 si
18. La ce distantd de baza micH trebuie fdcutd o secfiune printr-un Plan paralel cu bazele
astfel ineft secfiunea. ficuts si aib4 arig media proporfionald intre ariile bazelor?

8. Intr-un con de rbtatie cu raza R = 5 si indilfimea I = 12 ge face o sectiune para-

leld cu baza avind aria egald cu 4r. 84 se calculeze aria laterald si volumul trunchiului

de con format.

9. Razele bazelor unui trunchi de con sint R si r; generatoarea formeazi cu planul
bazei mari un unghi de 45°. 84 se afle aria laterald gi volumul trunchiului de con.

10. Se d& un hexagon regulat cu latura 4. S se calculeze aria i volumul corpului
rezultat prin rotirea suprafetei hexagonale in jurul axei de simetrie co trece prin mijlocul
unei laturi,.

11. O suprafatd trapezoidaly dreptunghici ABCD (BC | AB) se roteste in jurul
unei axe paralele cu BC, la distanta 8 de la BC, axa fiind in afara trapezului. Daci
AB =5, AD = 55i CD = 2, s se afle aria §i volumul corpului de rotatie. :

§ 4. Sfera

In capitolul IV § 4 am definit sfera
S0, 1) = {M|OM =r},
interiorul sferei
; Int 80, 7) = {M |OM < 1)
gi corpul sferic
[£(0, r)] = &8(0, r) U Int $(0, 1) = {M oM < r}.
Se defineste gi exteriorul unei sfere sl anume:
Ext £(0,r) = {Q | 0Q >r}.

Dacd M € 8(0, r), atunci prin raza sierei
vom intelege atit segmentul [OM] cit gi numirul
OM =r (fig. VIL.24). Daci P $i Q sint doui
puncte pe sfera &(0, r), atunci segmentul [PQ] se
numegte coardd a sferei. O coards care contine
_ centrul sferei se numeste diametru. Evident c¥ lun-
Fig. ViLd, gimea fiecsirui diametru este egald cu 2r.
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Fig. VIL25. Pig. VIL26.

Pozigiile unui plan fatd de o sferd

Teorema 1.Fie £(0,r) osfers si « un plan, M=pr.0 si h=d(0,«)=0M.

a) Daed h >r, atunci planul x si sfera $(0, r) nu au puncte comune.

b) Daes h = r, atunci planul « si sfera $(0, r) au exaet un punet comun.

c¢) Dack 0 < h < r, atunei planul « gi sfera £(0, r) an in comun un ¢erec.

d) Daesi h = 0, adied O € «, atunei planul « intersecteazi sfera dupd un
cerc de razil r, numit cerc mare al sferet.

Demonstrajie. a) Fie h >r; pentru orice punct P €« avem:

OP > d(0, M) >r, deci P &€ Ext 8(0,r) (fig. VIL25) 51
0 ) N E = T

b) Fie b = r, atunci M € §(0, r). Dacd P € a, P + M, atunci in tri-
unghiul dreptunghic OMP(OM | MP) (fig. VIL.26) avem: OP >O0M =r
gi deci P € Ext &0, r). Asadar $(0, r)Na = {M}. '

¢) Fieh <r;notima = |/r* — h%. Dacé PE@(M,a, ), atunci OP =
=W T a= /R r—h =r, deci PE8(0,1). Asadar, toate punctele
cercului @(M, a, @) apartin intersectiei $(0, r) N« (fig. VIL27). Fie acum @
un punct comun planului « §i sferei (0, r). Atunci avem 0Q = r §i MQ =
= |/0Q*—0M? = |/r* — I? = a, deci QE@(M, a, o). Asadar $(0,7) Na =
= @(M, a, a). Cercul €(M, a, a)
se numeste secfiunea fdcutd de plan
in sfera 8(0, ).

d) Dacd & = d(0, «) =0 atunci
M = 0, deci O Cu, si planul « inter-
secteazd sfera dupd un cerc al cérui
centru este centrul sferei O i a
cirui razi este, deci, raza sferei
(fig. VII.28).

Un plan « se numegte respectiv
secant,” tangeni sau ewierior sferei

Fig. VIL27.
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Fig. VIL28. Fig. VIL29,

dupd cum pianul e intersecteazd sfera intr-un cere, intr-un singur punct
sau in nici un punct. ;
Din demonstratia punctului b) a teoremei 1 rezultd cé:

Observafie. Orice plan tangent la o sferd este perpendicular pe razd in punctul de
langenjd. .

Pozitiile unei drepte fati de o sferd

Teorema 2. Fiind date sfera S0, r) si dreapta a, se noteazi
M=pr,0si h=d(0,a) =0M."

a) Daedi & >r, atunci dreapta a si sfera $/0, r) nu au puncte comune
(dreapta a este exterioard sferei).

b) Daed k = r, atunei dreapta ¢ si sfera $(0, r) au exact un punet comun
(dreapta a este tangentd sferei). :

¢) Daed 0 < k < r atunci dreapta a si stera $(0, r) au exact douil puncte
comune (dreapta a este secanid).

Demonstrajie. Intersectia planului (Oa) cu sfera $(0, r) fiind un cerc de
razd r, teorema 2 revine la teorema analoags invitats la cerc (manual cl. a IX-a
,Poritia unei drepte fa{d de un cerc®) (fig. VII.29). Din teorema 2 rezultd
cd dreapta a este tangentd la sfera &(0, r) dacé §i numai daci d(0, a) = r.
Punctul comun tangentei si sferei se numeste punct de tangenjd sau punct de
contact. Din teorema 2 rezultd de asemenea:

Observapie. Fiecare langentd la sferd este perpendiculard pe raza dusd in punciul de
tangenyd M, deci aceste tangente sint incluse in planul tangent in punctul M (fig. VII.26).

Corpul sferic il putem defini gi prin rotatia unui semidisc in jurul diame-
trului care il mirgineste, iar sfera se obfine prin rotatia unui semicerc.

Exercigii

1. S4 se arate ci un corp sferic este o mulfime convexi, iar exteriorul unei sfere nu
este o mulf{ime convexd.

2, Si se arate cd simetricul oricirui punct al sferei $(0, r) fatit de centrul O apartine
de asemenea sferei $(0, r). j

126




3. Sa se arate cd suportul oricirui diametru al sferei este axd de simetrie a sfervi.

4. Dach doud cercuri din spafiu neagezate in acelagl plan au dou# puncte comune
existd o sferd gi numai una care confine cele doud cercuri.

5. Prin doud puncte distincte de pe sferd, care nu sint coliniare cu centrul sferei,
{rece un singur cerc mare al sferei.

Calota si zona sfericd

S# consideram sfera $(0, ) si un plan o, situat la distanta & dela centrul O
(k <r). Atunci a$(0, r) este un cere de centru M = pr,0 s razi r;. S&
not&m prin §’ si $” semispatiile inchise limitate de planul e.

Intersectiile &(@, r)NS" si S(0, r)NS" se numesc calote sferice. Cercul
@(M, r1, «) este baza calotelor (fig. VII.30). Notind cu [P1Ps] diametrul sferei
perpendicular pe «, distantele MP, =r —k, MP;=r -+ k sint indljimile
calotelor. Dacd O € «, cele doud calote se numesc semisfere.

Fie «, 8 doud plane paralele care intersecteazd sfera §(0,r) dupd cercu-
rile @(My, 1y, @) §i €My, 73, B)- Multimea 8(0, 1) N[aM,NIEM, (portiunea din
sferdl cuprinsd intre planele a i B) se numeste zond sfericd de baze €( My, Ty, %)
§i @(My, 14, B) i indlfime h = M, M, (fig. VIL.31). :

Observafii. a) Calota si zona sfericd sint de asemenea suprafete de rotajie. Rotind un
arc mic de cerc AB in jurul suportului ¢ al unui diametru, se obtine o calotd sfericd, dacd

A ed si o zond sfericd, dacd ABNd = & (fig. VIL.32 si VII.33).

Fig. VIL30.

Fig. VIL32. Fig. VIL.83.
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b) Calota sferici poate fi consideraty ca un caz particular de zon# sferici (una din
baze se reduce la un punct). :

Aria zonel sl calotei sferice. Aria sferei

S4 considerim o zon# a sferei J(0, r) §i un trunchi de con circular drept T fnscris
in zond (bazele trunchiului de con sint bazele zonei) (fig. VII.34). Sectionind sfera cu un
plan « ce trece prin cele doudi centre M si N ale bazelor trunchiului de con, deci si prin
punctul O, se obfine un cerc cu centrul in O; fie [AB] o generatoare a trunchiului de
con in planul «. Atunci

() o(T) = n+ AB + (AM + BN). ;
P 5i Q fiind mijloacele laturilor [4B] si [MN] ale trapezului dreptunghic ABNM, rezulti ci
(2) AM + BN = 2+ FQ.
inlocuind relatia (1) obfinem: \
(3) ‘6y(T) = 2n - AB - PQ.
Fie C = pryyA. Din asem#narea triunghiurilor ABC si POQ rezultd ci:
4B _ dc.
op PO
de unde

AB - PQ =0P-AC.

Cum AC = MN, vezultd c& AB - PQ = OP + MN. fnlocuind aceasta in relatia (3)
obfinem:

(4) oy(T) = 2n-OP + MN.

S8 considerdm acum sfera (0, r) si zona sfericd Z de inilfime h = MN, cu bazele
cercurile @(M, AM, o) si C(N, BN, B). Zona Z intersecteazi un cerc mare al sferei S(0, r),
situat intr-un plan perpendicular pe «, in arcele AP si AR (fig. VIL. 85). Impar{im
arcul AB in arcele congruente A4y, A;4,, ..., An_yB si ducem prin punctele 4,, A,, ..., A, 1
plane paralele cu o, care taie segmentul (MN) in punctele M;, M,, ..., My, si impart zona Z
in zonele Zj, Z,, ..., Zn de indltimi MM,, M,M,, ..., M, ;B. [nscriem in aceste zone
trunchiurile de con 74, T, ..., Ty; reuniunea S, a suprafetelor laterale ale lui T, ..., T
aproximeaz# zona Z. Vom ariita off ariile o(S,), » = 1, 2, 3, ..., aproximeazi prin lipsi
un numér unic, numit aria zonei sferice si notat cu o(Z).

Fig. VIL3L Fig. Y11.35,
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Notind cu Pp mijlocul lui [Ax_ 4x] si folosind formula (4), aria laterald a lui Ty
se scrie oy(Th) = 2r*OPp* My My, (My= M, M, = B). Suma tuturor acestor arii

laterale este aria lui Sp:
n

g n
olSu) = Y, @(Th) = 27 ) OPy* My, Mp.
k k=1

e p— o
Deoarece arcele Ap_ A, sint congruente, coardele (Ap_,Ar) §i de asemenea segmentele
(OPy) sint congruente intre ele. Asadar

n
(5) o(Sp) = 2m* OP;» ¥ My My = 2n* 0Py MN.
k=1

Dacil n creste, distanta OP; aproximeazi prin lipsd raza r a sferei 3(0, r) cu orice
precizie doritd, deci, finind cont de (5), o(Sn) aproximeazi prin lipsd numirul 2z -
- MN = 2nrh, de asemenea cu orice precizie doritd. Cu alte euvinte: 2mrh este cel mai
mic numdr mai mare decit toate ariile aproximative o(Sy). Asadar o(Z) = 2nrh.

Aria zonet sferice se calculeazd cu formula:

aria zonei = 2nrh

unde 1 este raza sferei, tar h indljimea zonet sferice.
Tinind cont ¢d 0 zond sfericd la” care una dintre baze se reduce la un
punct devine o calotd sfericd, atunci aria calotei se va calcula tot dupa

aceeasi formula, adica: .

aria calotei = 2xrh |

unde r éste raza sferei, iar & este inéltimea calotei.
Aria sferei se obtine imediat considerind sfera ca o zond cu inéltimea
h = 2r. Deci

‘ aria_sferei = 4nr? !

Yeolumul corpului sferie
Teorema 3. Dacd raza f'nrpuiui este r, atunct

| rol. corp sferic

Demonstragie. Consideram corpul sferic ¢(0, r), cilindrul de rotatie € de razd r si
indl{imea 27, precum’si corpul €, U C,, unde C; §i C, sint conuri de rotatie congruente,
cu aceeasi ax#, cu generatoarele in prelungire, de raz r si indl{ime r. Cele trei corpari sint
disjuncte si agezate pe acelasi plan e (fig. VII.36). Sectionindu-le cu un plan § || o, la
distanta = de O, se obtin trei discuri avind razele respectiv MN pentru sferd, PQ
pentru con si UV pentru cilindru. Deoarece MN* =r? — z?, PQ ==, UV =1, re-
zultd ci =MN? - wPQ? = nUV?, adicd aria secfiunii prin 8 in SU (€, UC,), este egald,
cu aria sectiunii in €. Aplicind principiul lui Cavalieri obtinem: v(S) -+ v(C; U C,) = v(C)
de unde

7 Lor®

9(8) = #(C) — ¥(CLU Cy) = 2mr® — 2 "T e

9 — Geometrie si trigonometrie, cl. a X-a



Fig. VIL36.

Aplicafii. 1. Se observil ¢4 o[&(0, r)] = % o(8(0, 1)) * r. Acest rezultat

este valabil mai general: dacd 3 este o suprafatd inclusd in sfera $(0, r), care
are arie, si § reuniunea segmentelor [0P].cu P € 3 (fig. VII.37), atunci

(6) wm:ﬂ%i.

Formula (6) poate fi demonstrati aproximind pe § din interior cu o
reuniune de piramide avind ca virf comun punctul O, iar ca baze triunghiuri
cu virfuri pe 3. '

‘ In cazul eind 3] este calotd sfericd, § se numegte sector sferic (fig. VII.38),
pentru care se obtine din (6):

(7) , vol. sector sferjc — ™%

2. Doui plané paralele « si B, care intersecteazd sfera $(0, r) dupé cercu-
rile @( M, 1y, «), C(M,, rs, B), (r; > 13), descompun corpul sferic [$(0, )] in
trei corpuri, numite segmente sferice (fig. V11.39 si VII.40). Vom arita cd volu-

/ -
s ¢
% /
it T s
f/ Gl ’ 02
L (
N Y
\\ \\\_ ____’//f ‘\\\
\ e T
N 7 / N
\\ e el o 2T L —
Fig. VIL.87. Flg. VIL38, Fig. VII1.39.
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mul V al segmentului sferic se calculeazd cu
aceeagi formuld (8) de la § 3, pe care am
stabilit-o pentru trunchiul de con. Tratim cazul
segmentului sferic Sy, g, cuprins intre planele « TR \
'si B (pentru cele in exteriorul lui o si- B se ia | e |
ry =0), 5i M; € (0My). \ a
Considerdm partile corpurilor S, €U CatoRy /
i ¢ din demonstratia teoremei 3 cuprinse intre N
planele o gi B: segmentul sferic S, p, trunchiul de S Sy
con Ty, p si cilindrul Cy, g (fig. VIL.41). Intre volu- Fig. VIL10.
mele lor V, V', V" existd relatia: V= V" — V"
Fie h — M,M,, M mijlocul lui [M M), 7 = (M, M M,) si = O0M,
Sectionind pe Sy p Te 8 Cq, p cu un plan y || «, care trece prin Ms, se
obtin trei discuri de arii wrl, 8 = ma? s =’ §i avem: §— B' = 3,
s — b = wr} s — &' = mrk, unde B', b’ sint ariile bazelor lui Ty, g

Tinind cont de formula (8), § 3, rezulti} ¥ = V" — V' = hs — %(B’ BB

+45) = 2lls — B + (s — ¥) + 4l — ), dec

® V=" g o k)

Putem giisi 0 expresie pentru ¥ in functie de ry, rp §i A Din
S ]

se deduce ci 4rm = o] + 9r8 4+ k* i avem in final pentru volumul segmentului sferic:

9) v = (4 ard 4 )

Figs VIL41.

o
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Dae#l segmentul sferic se obtine din corpul sferic prin sectionare cu un singur plan
(fig. VII.40) ry = 0 si

(10) 1 e

s (8r% + A2).
Deduceti formula (10) prin descompunerea sectorului sfevic intr-un segment sferic
i un con!

3. In cazul altor corpuri de rotatie (de exemplu butoaie, cisterne etc.)
formula (8) serveste la calcularea aprozimativd a volumelor. Se obtin aproxi-
matii bune, dacé corpul se descompune in suficiente pérti prin plane paralele
gi formula (8) se aplicd separat pentru fiecare parte.

Exercitii

6. Un corp sferic de razi 6 se sectioneazi cu un plan o. La ce distant¥ de centrul
sferei trebuie dus planul o pentru ca aria discului de secfiune si fie egald cu 9 ?

7. S se afle raza unei-sfere stiind ci aria sa si volumul corpului sferic se exprima prin
acelasi numdr.

8. O zoni sfericd are razele bazelor 15 §i 8, iar Taza sferei este 17. S se afle aria zonei
sferice (in doud cazuri). i

9. 54 se afle muchia unui tetraedru regulat inseris in sfera de razi R.

10. Raza bazei unui con circular drept este egald cu 4 si inil{imea 3. S se afle volu-
mul corpului sferic inscris in con. .

11. 54 se afle muchia unui cub inscris in sfera de razi R.

12. Intr-o sferd de raza 10 se inscrie un cilindru circular de inilfime 12. 83 se cal-
culeze aria laterald si volumul cilindrului.

18. Baza unei prisme drepte este un triunghi cu laturile 6, 8 si 10, far indlfimea pris-
mei este egald cu 24. S4 se afle aria gi volumul sferei circumscrise prismei.

14. Unei sfere de razd R i se circumserie un trunchi de con. $tiind ¢ raza bazei mici
este de patru ori mai mici decit raza bazei mari, si se afle aria totald gi volumul trunchiu-

Iui de con.

15. Dintr-un cilindru de metal in care indlfimea §i lungimea diametrului bazei sint
egale cu 20 cm, se strunjeste un corp sferic de volum maxim, 54 se afle volumul materia-
lului pierdut. ;

16. Un con circular drept are indlfimea egald cu k i este tnscris intr-o sferd S de
razd R. a) S4 se calculeze in functie de R §i & volumul ¥ si aria laterald S a conului.
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b) S4 se arate cd %nu depinde de k. c) Seconsiderd calota sferei d, care are acecasi

bazd ca si conul si nu contine virful conului. 8i se calculeze aria calotei si sd se deter-
mine apoi & astfel incit aria laterald a conului si fie egald cu aria calotei.

Exercitii recapitulative

1. Diagonala sectiunii axiale a unui cilindru echilater (sectiunea axiald este un pitrat)
este egalil cu a. Si se afle volumul prismei octogonale regulate inscrise in acest cilindru.

-9, intr-un cilindru circular drept de razi a §i generatoare b este inscris# o prismd tri-
unghiulard regulatd, iar in prismi este inscris un cilindru. Si se afle raportul volumelor
celor dol cilindri.

3. 94 se calculeze raza cercului de bazd si generatoarea cilindrului circular drept a
ciirui arie totald este jumitate din aria sferei in care poate fi inscris.

4. S# se afle la ce distanta de virful unui con, cu raza bazei & si indltimea 5, -trebuie
si ducem un plan paralel cu baza penfru ca acest con si fie impé#rtit in doud parfi de ace-
lagi volum.

5. Se di un con circular drept in care « este misura unghiului format de inilfime cu
generatoarea, iar » este raza sferei inscrise in gon. a) Si se exprime in functie de « si » aria
laterald a conului. b) §i se determine « astfel incit aceastd arie si fie egald cu 3mr® (sin a)~1.

6. fntr-un vas in formi de con circular drept, cu indlfimea de 6 dm, cu virful in jos,
se toarni 150,72 1 de ap#. Apa se urcd in vas pind la 4 dm. Sd se afle capacitatea vasului
intreg.

7. Un con circular drept, care are raza bazei R si indliimea I = 2R, se taie cu un
plan paralel cu planul bazei determinind astfel un trunchi de con de iniliime d. a) Si se
caleuleze volumul trunchiului de con in funclie de R si d. b) 84 se determine & in funcfie
de R astfel ca in acest trunchi de con sd se poatd inscrie o sferd.

8. Si se afle aria totald si volumul corpului obtinut prin rotajia unei suprafete
hexagonale regulate in jurul suportului unei laturi, gtiind cd latura hexagonului este
egala cu a.

9. S4 se calculeze aria laterald si volumul unui trunchi de con stiind cd raza bazei
mari este egald cu R/ 3 si cd in trunchiul respectiv se poate inscrie o sferd de razd R.

10. in trapezul ABCD, cu bazele [AB] si [DC], diagonalele [AC] si [BD] se intersec-
teazd in O. a) Cunoscind AB = a, DC = b(a > b) si indl{imea % a trapezului, sa se cal-
culeze distantele de la punctul O la cele doud baze. b) Fie ¥y si ¥, volumele corpurilor
obtinute prin rotatia suprafefei trapezoidale ABCD in jurul bazelor DC respectiv AB.
Care dintre cele doud volume este mai mare?

11*, O sferd de centru O si de razi R este sectionatdl de doud plane paralele « i B
situate la distanta k unul de altul. S4 se afle distanfa de la centrul sferei la planul « astfel
incit aria zonei sferice dintre cele doud.plane si fie egald cu suma ariilor secfiunilor plane.
Discutie.
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“12. a) La ce distantd de centrul unei sfere § de razi R trebuie dus un plan astfel
ca aria calotei mici, ce se formeazi, si fie egali cu aria laterald a conului circular drept,
avind ca bazi cercul de intersecfie al planului cu sfera si virful pe calota mare? b) S& se
afle raportul dintre volumul conului i volumul corpului sferic [S].

18. Intr-un trapez isoscel ABCD un unghi ascutit este de 45° iar latura oblicd este
congruentd cu baza micd [CD].

a) Dacdi AD = 10, s& se afle lungimea diagonalei [BD].

b) 84 se afle volumul corpului obfinut prin rotatia suprafefei trapezoidale [ABCD)
in jurul dreptei 4B.

14. Un con de rotaie are raza bazei R i indlfimea A. S se inscrie in el un cilindru
de arie totald maximi.

1
1



Probleme recapitulative

1. 84 se arate c& un poligon convex nu poate avea mai mult de trei unghiuri ascufite.

2, Fie ABC un triunghi. Si se giiseascd locul geometric al punctelor M < (ABC)
pentru care o[ ABM] = o[ACM).

3. S di un patrulater convex ABCD. 8 se afle locul geometric al punctelor M =
& Int ABCD pentru care o[ MBCD] = o MBAD].

4..S4 se determine o dreaptd MN, paraleld cu bazele unui trapez A BCD (M = (AD),
N = (BC)), astfel incit diferenta ariilor lui [4A BNM] si [MNCD] si fie egald cu un numar
dat. - s ,

5. Pe laturile tr'ﬁmghiului ABC se iau punctele D, E, F astfel ca%c

CE AF

= = 2. 84 se afle raportul ariilor trmnghmmler ‘DEF si ABC.
FA~ FB

6. Laturile neparalele ale unui trapez circumscris unui cere formeazd. cu baza mare
unghiuri de mésurd « respectiv B. Si se afle raza cercului, stiind cd aria trapezului este S.
7. Se consideri un triunghi echilateral ABC si disc'ullje( ,i)], unde O este
3
ortocentrul ftriunghiului si a—= AB. Si se determine aria suprafelei [ABC] —
% [e (o, E]] y ,
ad
8. S& se arate cd in orice triunghi ABC:

Wik ech

a) 1 + cos 4 cos (B — C) = .
4R

) (%4 et — a?) tg A = &S5 wld) £ z

: sin (i -+ C]
b+ e 2

) ——— =

2¢ cos é sin {4+ B)

A B C
d) p = r|etg = + étg = - ctg—|;
P ( 5 82+ 82)

B
) ilg—(trf—z el

ul:ﬁ

D
(al
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9*, 84 se arate ca in orice triunghi ABC avem:
a) actgd +betg B +cetgC = 2(R + r);
sind +sinB + sinC_ p
cos 4 + cos B + cos C T +r.

10. Se dau dreptele de ecuafiiy =ax+b—a, y =22+ b —2a siy=23z+b—
— 3a — 2, unde a, b =R. Si se determine misurile unghiurilor triunghiului determinat de
punctele lor de intersecfie.

b)

11. Dacd H este ortocentrul triunghiului A BC, sil se arate ci:
a) AH = 2R cos 4,
b) a AH + b BH + ¢ CH = 4.
12*, Dac# O este centrul cercului circumseris triunghiului 4 BC, iar I centrul cercului
inscris, sd se arate cd
0I* = R(R — 2r).
18*, S se arate ci in orice triunghi 4 BC,
B O s

cos? >—.
DTG R

14. Sa se calculeze z" + % , stiind cd z 4 L = Yisin o,
Z z %
16. Si se rezolve ecuatia 2 -+ s 4 .. fz 41 = 0.

16. Sa se rezolve ecuatia: (z + 1)* — (z — 1) = 0.

17. S4 se demonstreze cd dacd |z | < %, atunci

1+ i)z + iz <%.
18*, Se dau dreptele d si d’. 84 se arate ci prin fiscare punct al spafiului trece o
dreaptd perpendiculard pe d gi pe d’.

19*. Se dau dreptele d, d’ nesituate in acelasi plan si punctele 4 ed, B ed’. 81 se¢
afle locul geometric al punctelor M pentru care pr,M = A4 si pry, M = B.

20*, S se giseascd locul geometric al punctelor din interiorul unui unghi triedru

A~
abe egal depdrtate de muchiile Iui a, b, ¢,

o~ G
21*, Fie abe un unghi triedru cu ab = ac. Si se arate ci planul bisector al unghiului
diedru determinat de fefele care confin muchia a, este perpendicular pe planul fetei opuse.

22%, 83 se construiascd o dreaptd care s intersecteze doud drepte date si sd fie
perpendiculard pe o altd dreaptd data. :

28%, Fiind date punctele 4, B, situate de aceeasi parte a unui plan, sa se afle in
acest plan punctul pentru care suma distantelor sale la 4 §i B este minima.

24*, Pe una din muchiile unui unghi triedru se d& punctul A. S& se construiasci pe
celelalte muchii cite un punct M, N astfel incit suma AM + MN + NA si fie minimd.

25*, Cite muchii ale unei piramide pentagonale pot fi intersectate de un plan?
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* 96*, Printr-o dreapti datd si se duc# un plan pe care proiectiile a doud drepte date
si fie paralele. j

97. Se considerd un tetraedru [ABCD] si centrele de greutate L, M, N ale triunghiu-
rilor BCD, CAD, ABD. a) S4 se arate ci (ABC) || (LMN). b) Sa se afle raportul dintre
o ABC] si o[LMN]. ¥

98, Se considerd un cub [ABCDA’B’C’D’]. Punctul 4 se proiecteazii pe A’B, AC,

"AD respeotiv In Ay, Ay, Ay 88 se arate: ak AC L (A1Axdg); b) Ady | A4y, Ady |

| Ayd,; c) AA 4,4, este un patrulater inscriptibil.

29. Se considerd triunghiurile dreptunghice BAC si ABD (m(ACB) = m(ADB) =
— 90°), situate in plane perpendiculare. M, N fiind mijloacele segmentelor [AB], [CD],
sii se arate ¢ MN | CD.

80*. Si se demonstreze ci semiplanul bisector al unui unghi diedru intr-un tetraedru

" imparte muchia opusd in segmente proporfionale cu ariile fefelor aldturate.

31. Fie 4 un virf al unui tetraedru regulat si P, Q doud puncte pe suprafafa lui.
N §
Si se arate i m(PAQ) < 60°

92+, Sk se arate ¢ suma misurilor unghiurilor diedre ale unui tetraedru este mai mare
decit 360°

38*. Se considerd dreptele paralele d;, dy, conlinute intr-un plai o si o dreaptd AB
care intersecteazd planul e in punctul €. O dreapla variabild, inclusi in « gi trecind prin C,
taie dy, dy respectiv in M, N. 84 se afle locul geometric al interseciei AM N BN. in ce caz
locul geometric este multimea vida? =

34, Un plan o intersecteazd laturile [4B], [BC), [CD], [DA] ale unul tetraedru
[ABCD] in punctele L, M, N, P. Si se demonstreze ¢4 AL-BM-CN-DP = BL"
CHM DN+ AP :

85%, Dintr-un punct A exterior unui plan «se duce perpendiculara 40,0 € o si se
iau B, C = «. Fie H, H, respectiv ortocentrelé triunghiurilor ABC, OBC, AD si BE inal-
timi in triunghiul ABC, iar BE, inil{ime in triunghiul OBC. Si se arate:

' BE
S HH LB B et
; AD H;B EE;

36*, Se da un tetraedru [ABCD] in care AB 1 CD si AC | BD. Si se arate:
a) AB* + CD?*= BC® + AD? = CA? + BD?; .b) mijloacele celor sase muchii se alld
pe o sferd.

87. Se d& o prismd triunghiulard (A BCA’B’C’] care are fetele laterale patrate. Fie

M un punct mobil pe [AB], N. proiectia lui M pe (BCC’) si A” mijlocul lui [B’C’]. S4 se
arate ci A’ si MA” se intersecteazd intr-un punct P gisise aflelocul geometric al lui P.

88. Fie tetraedrul [ABCD] si G centrulde greutate al triunghiului BCD. S4 se arate
¢ii dacd M e AG atunci Y MGBC] = y[MGCD] = [ MGDB]. ]

89. Se considerd punctul M aparfinind interiorului unui triedru tridreptunghic de
virf 0. Si se ducé prin M un plan care si intersecteze muchiile triedrului respectiv in
puncte A, B, C astfel ca M si fie ortocentrul triunghiului ABC.
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40. O grémad¥ de nisip are drept baze dou#i dreptunghiuri situate in plane paralele
si fetele laterale trapeze. S4 se gdseascd volumul grémezii cunoscind dimensiunile a, & ale
bazei mari, a’, 8" ale bazei mici si & distanta dintre cele dou# baze.

41. Se di un trunchi de piramidd de inilfime % si ariile bazelor B i b. Se uneste un
punct oarecare O al bazei mari cu virfurile 4, B, 4%, B ale unei fefe laterale. a) S se arate

cll Y [OA'B’A] = 5_9_- *(0OABE’]. 84 se determine cu ajutorul relatiei de mai sus formula
B "
volumului trunchiului de piramidi.

42*. SH se demonstreze ¢ daci intr-un tetraedru ariile fefelor sint egale, atunci
fiecare muchie este congruentd cu muchia opusi.

43. O prism# triunghiulard regulatd este circumscrisi unei sfere de razi R. Si se
afle aria si volumul prismei.

44, Un triunghi dreptunghlc cu catetele respective b si ¢, iaripotenuza a se roteste
pe rind in jurul ipotenuzei si al celor doud catete. ¥y, Vi, Vi Sy, Sy, Sy fiind volumele
respectiv ariile laterale ale celor trei corpuri formate, si se arate:

1 1 1 Sy Sy 8y £ 8

A S = ) b) = o=
)V? V§+V§ )Sa+s, 8,

45. Un cos de fabricd are forma unui trunchi de con cu indlfimea de 10 m, bazele
trunchiului de con au lungimile exterioare de 3,14 m si 1,57 m, grosimea zidului fiind de
18 cm, Sd se calculeze volumul cogului.

46. Intr-o sferdl de razit R se inscrie o piramid# regulatd cu baza un patrat si cu unghiul
«de la virful unei fefe laterale de mésuri o. Si se afle: a) volumul piramidei inscrise, b) aria
laterald si totald a piramidei, c) valoarea e, cind indltimea piramidei este egald cu. raza
sferei.

47, Un trunchi de con are aria laterald egald cu 4wa® si indl{imea a, iar generatoarea
sa este egald cu suma razelor bazelor, Si se calculeze in functie de ¢ razele bazelor si aria
laterald a conului din care face parte trunchiul de con.

48. Fiind date punctele distincte 4 gi B, s se afle locul geometric al puncLelor M
din spatiu pentru care AM | BM.

49. 54 se arate cd daci trei sfere au un cerc comun, atunei centrele lor sint coliniare.

50. S se giiseascll locul geometric al centrelor sferelor care trec prin: a) doud puncte
date, b) trei puncte date.

b1, S4 se afle locui geometric al centrelor sferelor dé razi datid tangente la o dreaptd
datd.

62. Fie C un cerc situat pe sfera § §i A & €. Si se arate cd tangenta la cercul € in
punctul 4 este inclusd in planul tangent la sfera § in'4.

58, Un plan paralel cu baza piramidei [FABC) taie muchiile laterale in 4, B’, C".
54 se arate ca sferele circumscrise tetraedrelor [FABC] si [V.A’B’C’] sint tangente,
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54, S8 se arate ci raza sferei tnscrise fnte-un tetraedru se calculeazi cu formula
St il A AR :
S S S 8

unde Sy, S, Sy, S, sint ariile fetelor, iar ¥ volumul tetraedrului.

P
55. Se roteste un triunghi 4ABC in jurul tangentei in A la cercul circumscris. S# se
exprime aria suprafefei descrise de [BC] in functie de a = BC, b = CA,c = AB.
56. Un con circular drept cu generatoarea a, are trei generatoare perpendiculare
doud cite dousi. Si se afle:a) volumul conului, b) aria sferei inscrisd in acest con, ¢) raportul
ariilor calotelor determinate de cercul de tangenfd al sferei cu conul.

57, Doud sfere de centre O si O, si raze R si Ry (R; < R) sint tangente exterior. Sd
se afle aria laterald a trunchiului de con ce are ca baze cercurile de tangentdi cu cele doud
sfere ale conului circumseris sferelor,

58*. Patru sfere de aceeasi razi r, sint tangente doud cite doud. 84 se afle indliimeah
a conului de rotatie circumscris celor patru sfere.

59*. O mirgea se ohtine dintr-un corp sferic prin perforare cu un burghiu al carui ax
trece prin centrul sferei. Sa se afle volumul margelei, stiind c# gaura obfinutd are lun-
gimea h.



Indicatii si r&spunsuri

Capitolul |
§ 1.

2. (n—2)180° = n-135% n=8. 8. n-180° — (n — 2) - 180° — 360°. 4. 10. 5. 3.
§ 8.

2. Triunghiul dreptunghic. 4. a) o{AOD]+-6o[AOB]=o[ BOC]+o[AOB]. b) o[AOD] =
= MO h = o[BOC]=ON -k, unde % este iniltimea trapezului. 6. Paralela prin D la
laturile unghiului BAC taie AB in E si AC in F; MN va fi paraleld cu EF. 7. P este
centrul de greutate al triunghiului ABC. 8. Se considers punctele M, N < (A4B) astfel
¢ M <(AN). Paralelele prin M si IV la BC intersecteazii latura (AC) in M’ si V'
Se noteazé@ = AN y §1 se pune condifia ca cele doui paralele si

AB AB :
descompund  suprafata triunghiulari [ABC] in trei suprafele de arii egale; deci

ofAMM] _ 1
odABC] 3
{0}=AD N BC, D < (04), a=0D, b=04 si MM’, NN’ dreptele cerute. OM? —

=Sniin — J/LE si analog, y = —:— - 9. Fie trapezul ABCD, AB || DC,

% (2a® -+ b%), ON® :% (a® + 28%).

§ 4.

~_ 1

—~~ e— f % » o~ r2
6. Dacd C € AD, p(AC) = p(DB) = a §i 04 = r, atunci of EFDC] = = (m —

2 : 2 2
— 2o + sin 2a) — 3 R (2a" -+ sin 2a) = rE (% — Qa] = % p.(C/‘_\) = aria sectoru-
2 &

fui [OCD].

Exercitii recapitulative

2 21/ 92r% 5. o[ BCN] = o[DCM) + o{ABM]. 6. %.
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Capitolul 1l
5 1.
1. a) [10, 9m — arcsin L RSN o)) (5, m -+ arctg [L\” c){5, o s b) (2, Lz
5 3l (= 3

60 25) C)(_ 7 71/_3]‘

e) [1/5; 7 — arctg %) 1) (3, =), 2 a)(1,1/3), b) (ﬁ T

d) (=5, 0) 3.(2, arcsin%), (2, Tl arctg%}-
§ 2.

1. b) Membrul sting al egalitdtii se scrie sub forma % . (sin 2B + sin 2C), unde

. 2. a) Se exprimd cos B si cos C din teorema cosinusului. 4. Aplicind teorema

e
sin A
] % ’ —C B A—C B A—C B
sinusurilor se ajunge la cos .= (08 — <> imect e S R e ) SIS
2 g G, 2 2
2 g 2 2. 7 Sl 2
5-CtgA=c‘.)SA=b +c. A ik a)undemz_—a—.
sin 4 2be sin A 2abe sin A

§3,

1eia)l b=15,6'= arccosE,A = arccosgg; b)B =rn— arccusi, a="4 c=13:
b 65 13

5 63 3 ; — T
¢) A = m— arccos — , B = arccos — , C =arccos —; d) b =4+3|/3 A=—,
) 4 13’ 65 5 ) Bl 6
B=—:——}—arccos-:;—;e)alsViT,b1:2,cl:[/§+1;aZ:VQ—;DZ:mcz:{/?—-'i;
f) @ =5, by="7, ;=210 + &; ay =5, by =7, ¢; = 2)/10 — 4; g) Problema nu
are solutie. 2, a) C=n— A — B,a= - 2p‘slnA - ete. 4.,B=7—W,C=£.

sin A 4 sin B 4+ sin C 12 12

. P N ' e
5.DB=14,cosCDB=£, wADB) = =, AB = 14 (/3 — 1), e Mee gt 0
13 4 12 6
3
arccos — .
i 5
§ 4.

™

20

1.a)sinA=325 S— 204 b) S =1+1/8: ¢ S=6/6; d A= Se

observil ci sin24 = cos 34, de unde sin 4 = -L/-—-Sé—_i- S =3 (705 ) SR la =Ab)

by=14, c;=13; @y=15 by=2]/193, ¢, =13, B. cos B;C ‘=%([/s‘+ 1/ 2)
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de unde B —C = 7 » dec m(B) = 75° i m(é) = 45° Se gliseste S = % (3 +1/3).

4. 35 +49)/3. b. S5 = I R®)/3, S, =2R? S, — %Rﬂl/é, S = 2R/ 2, 8,0 = 3R,

s N
S1a = 10" R? sin = — gm(y § — 1) (vezi exercifiul 1.d). 6. Daci u(A0B) — 24, O fiind
centrul cercului circumseris poligonului, egalitatea datd se scrie = ] 30
sin 2o sin o
—— » care se transformd in sin 3« = sin 4a. Se obfine o = 5, iar aria ceruti
sin 3o 7 ;

este IS — = Rz sm&-r

2 7]

§ 5.

1. a) Dacd A’ e BC, B’ = AC, C’ € AR sint punctele de tangentd ale cercului inscris
respectiv cu laturile triunghiului si dacd = — AB’, y = BC’, z = CA’, atunci = 4
+y=c¢ yts=a z+ax=0 Seobfintz=p—a,y=p—b,z=p—c. Relatia
rezulta dm triunghiul dreptunghic AB’T unde I este centrul cercului inscris. c) Se caleu-
r

leazi cosflf coS Z cos% cu formulele (3), § 3si se {ine cont de (4). d) p —a = =
2 p “

4 te &=

b 2

conform cu a). e) Se utilizeazd relatia medianei 4mz — 2(0% 4 ¢®) — a® si teorema sinu-

surilor. 2, Se aplicd teorema sinusurilor in triunghiul AZB. 8. Se alege un reper’ ca in

figura IL4. Mediatoarele segmentelor [4B] si [AC] au ecuatiile 2z — e, 2y sin 4 4
+ 2z cos 4 = b. Seobtin coordenatelelui O prin rezolvarea sistemului i apoi B = OA.

Exercitil recapitulative

1. Dacia > b, din & — Sl > 1, rezullid sinA —sin B >0, sin 22 - 0,

b sin B )
A > B. 2. a) Se elimind a, b in membrul sting cu ajutorul teoremei sinusurilor §i se obfine
£ Z—A—iﬂz—-ﬁ’ -+ cos C = cos(A + B) + cos-C = 0. ¢) Se scrie memhrul sting sub

2 sin (4 — B)
forma e (‘os- -+ a cos [B == . ] ~+ b cos (A -+ ‘) 8. Se calculeazd BC cu ajufo-
4

rul teoremei cosinusului, apoi cos B si sin B. 4. Daci 4’e BC, B’e AC, C = AB
. e r¥sin A ar? § P 5 A ]
se calculeazd ofB'C'I] = —2»— = TR apoi ofA'B'I] si of[A'C’I]. b. sin . =
12k RIS 17 BN
- cos A Rl ( e)® <
2 { Lbe Lbe
sului se obtine & + ¢ = 41 si be = 420,

. 7.Dinbms = 2(b* + ¢?) — a? s teorema cosinu-
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Capitolul 1l

§ 1.

1. a) €(0, 1). b) Mulfimea punctelor situate in cadranul I1I si pe semiaxa negativit a
ordonatelor, {M(z, y) | = < 0, y < 0}. ¢) Mulfimea punctelor din interiorul unghiului for-
mat de semidreptele {P(x,y) | ¥ = |/ 3z, = < 0}si {P(z,y) |y = 0,2 > 0}. d) {P(z,y) |=*+
+ (y + 1)® < &}, discul cu centrul in punctul (0, —1) si de razi 2. 2.z = 5(cos 0 - sin 0),

S 2(1:05% 4+ sin%), Za =2 (cos% 4 isinszn-) o B :[/ﬁ(cos o+ i sin «), unde
‘ 1

(cosa-tisina), dacd a s [0, 5) sizg= [cos(a + =)+
. 2 |cosal

1
0s @

a=2n—arctg—2~,zs:
3
+ isin(e + n)], dacd e (%, 1:). 8 |z =1, Arg 2, = {—a + 2kn| ke Z}; |m| =1,

Arg z; = {%——a—’rQJmMEZ}.

§ 2.

L
1.s|/'i(cos-;3+isin7"]:3(1 4i). 20a) |z =48 argz=10; b) |z]=2%
A :

2 L
argz=£; 6)3|iEh =t argzzg;d) |z =212, argz=10; e)|z|=212|/2c.05122.

Lﬂ; a)]_

argz=m;f) || =1, arg z==.8.2%,b) —1;¢) 2n sinn % [nos ﬂﬂ%a) 4 isin

-4, Relatia dati se scrie z*—=2cosa‘z+1=0, de unde z = cosa+isina

i imie 1 AR 1 : M
75 = cos'w — isina = cos(—a) + 1 sin (—a), — = cose — isin @, — = cos @'+ 1 510 @,
2y 2y

1 1
o+ = 25+ — = 2 Cos na.
2y 22

§ 3.

I T R ui—gl—)tjt?sin (EWL", ke {0, 1,2 8 & 5h

2
= kr R [ kr (8 DA .
4 T8l L B geties LU 1 RS L et e oy ke 3. =
c)/ﬂ[ (24+2)+1sm 24+2]],d)2+2, Sy et €1
2 .
= cosz—ﬂ - isin 2T ey = cos Lbe 4 isin L e’{ . 6. Radicinile celor doud ecuatii
n n n n
/, Ka Al
sint: zp = cos s J-isin 2 s 4p = COS 2 - isin nin . Ritddcinile comune corespund
m m

i

: : IR 2 o | 2% k!
valorilor lui k si K/, care salisfac- egalitatea — = —,
3 m n

sau kn = K’'m. Deoarece

(m, n).-= 1 egalitatea are loc numai daca k& este un multiply al lui m, deci numai z, =
este riid#icind comuna.
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§ 4

Lo s St - 2aawm 0¥ 2aay Y-,

OF
20— z==—i+i|/§3 zp=— — 4 =i/ zy—=A, zE:—-%v+iQ, By =
Sl : |
T 9 2
8 5.

4. Daci M,, M, au afixele z, 2, atunci imaginile Mj, Mj au afixele z,, Z, si
MiMa= |5 — % | = |2 — & |=|2&— 5|= MM, 5. Avem arg z, = argz, +
.+ arg o — 2kn(k =0 sau k=1). a) (OM; = (OM, <+ arg z, = arg z, < arg o = 0;
b) (OM; opus lui (OM; < argz = argz, + =+ arg « = m. 6. Se considerd imaginile lui
3 — % 51 23 — z; §i se foloseste exerc. 5. 7. Fie z afixul lui M; atunci |z| # 1.
Luind modulele celor doi membri ai egalitifii indicate si {inind cont de |e* —e|=
= |1—e?=|1—¢|=|/3 seobtine: (a) |z—1 |+ |z—¢e|>|z—¢, (b) |2—1|—
—|z—e|<|z—¢€?| si (c) [z—e|—|2—1]|<|z—¢€?|, oegalitate putind s aiba
loc numai daci imaginile lui (z — 1)(e? —¢) si (z — ¢)(1 — e®) sint coliniare cu O.
Dar atunci amsavea in virtutea exerc. 5, (z — 1)(e? —¢) = a(z— €)1 —€?), cu a =R,
Cum 3 =1, e®= g, ar rezulta z(e —e¢ —a -+ ag) =¢ —e —ae + «, deci —z ar fi
citul a dou# numere complexe conjugate in contradicfie cu |z | # 1.

Exercitii recapitulative

2. b) 8 cos"—;- (cos % -+ isin %) 8. —1 —i. 4. Afixul 3 = « + iy al celui de-al
treilea virf satisface: [z —1|=|24+1 —1|=)/2,|z2— 2 —i|=|/2, adici (z —1)?+
4y?=2, (g —2)2+ (y—1)2=2. 5. Notind 2z, = r(costp + isinty), k=1, 2, 3 si
t; + t; + t, = t, din ipotez# rezultd sint; + rsin(t, + ;) = 0, adicd sint; 4 rsin(t — 4) =
= (1 — rcos t)sint; — rsintcost = 0 gi doud relalii analoage cu ty, &, in loc de ¢;. Aceste
relafii pot exista simultan numai daci1 — rcost = 0, rsint = 0, decisint = 0, cos ¢ = 1.
= s

Capitolul IV

N

§ 1.

1. Dacii d N « ar confine doud punc?te, atunci am avea d c « (teorema 2). 3, Exista
" puncte 4, B, C, D, nesituate intr-un acelasi plan. Arita{i prin reducere la absurd ed drep-
tele AB si €D nu au punct comun! Daed d = d’, concluzia este evidentd. Putem presu-
pune, deci, ci dreptele d, d’, d” sint distincte §i fied" Nd” = {4}, d Nd”" = {B},d Nd' =
+= {C}. Daci A  d, atunci cele trei drepte au in comun punctul 4. Daci 4 & d, atunci,
B # A, Cs# A ceea ce impreund cu d’ #d”= A, B, C sint trei puncte necoliniare
si din teorema 2 rezultd cd d, d’, d"c (4ABC). 6. b) Fie E e (DAB)‘ N (DBC) N
N (DCA); cum aceste plane sint distincte, ele se taie douil cite dou#t dupd = dreptele
DA, DB, DC. Rexultd E e DA, E e DB. Din E # D arrezulta A, B e ED in contradicfie
cu a). 7. Ardtati mai intii cd punctele E, F, G nu sinf coliniare gi apoi ¢4 punctele P, Q, R
apartin planelor (4 BC) si (EFG). 8. Cinci. 9. Alegefi o dreapti d” astfel cad gi " si nu fie
continute infr-un plan. Considerafi planele (d3) cu M e d’. '
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§ 2.

1. Construim in planul « mediatoarea segmentului [4 B], pe care o intersectim cu
planul 8. 8. Punctul M trebuie s fie situat tn planele «, (4d,), (Bd,). Problema revine-la
exerc. 2.

§ 8.

1. Fie 6 = (@4 = (B s5i M = (AB). Trebuie sd ardtim cd M = o, ceea ce revine
la/[AM]N o = 2. Presupunind contrariul, existi P = [AM]Ne. Dar atunci P e [4B],
deci P =[AB]Na, ceea ce nu este posibil. 4. Fie de exemplu ¢ un semispatin deschis,
B frontieraluicsid = « NB. Alegem punctele A, B & « — d de o partesi de alta a dreptei d.
Atunci [AB]NB # @, deci A si B sint de o parte si de alta a planului B, adici unul din
aceste puncte, s zicem &, se gaseste in 6. Se va demonstra cit « N o = (dA. In acest scop
se ia M € aNo si se deduce cd [AM]Nd = @, ceea ce implici M < (d4; se ia apoi
N & (dA ete. 6. Trei sau patru. 8. Se va proceda prin reducere la absurd. 9. d fiind muchia
unghiului diedru,. se vor distinge cazurile: d N« este punct, dNa= @ si dNo=d.
10. 1) Se aplici exerc. 4. 2) Folositi definitiile interioarelor unui unghi si unui unghi di-

edru. 11. Se va ardita cii (MP c Int. AMB, dm care se va deduce cd (4B) si (MP au un
punct comun.

§ 4.

8. Numai in cazul unghiului diedru nul sau plat. 4. b), d), e). 5. Se iau punctele
P, Q.€ MU o(P # Q) si se disting cazurile: 1) P,Q € U; 2) P = M, Q = o. 3) P, Qeo.
Veti ardta cil in fiecare caz (PQ)c W 9. Fie tetraedrul [ABCD] si' E mijiocul lui [CD].
Centrele de greutate G, G’ aie triunghiurilor ACD, BCD sint situate respectiv pe AE, BE.
Aré#tafi cd AG’, BG, EF sint concurente, unde I este mijlocul lui [4B]. 11. C si D se afli
de o parte si de alta a planului (ABM) (exerc. 11, § 3), deci acest plan intersecteazi

segmentul (CD) intr-un punct Q. Aritafi ci M = Int A/Q} ceea ce implica (QM N (AB) =

= {P}. 14. Fie U reuniunea consideratd si X, X’ = WM, adick X e [PQ], X’ e [P'Q],
unde P, P’ = WM, si Q, Q' = W,. Trebuie si ardtim ci (XX)c M. Se aplu i exere. 12
segmentelor [PP’] si [QQ'].

§ 5.

2. Ducefi printe-un punct al dreptei a paralela la dreapta d si arviitafi ci aceasta
coincide cu a. 8. Dacd d . d’, solutia este unicit: planul determinat de d si paralela la @,
dusi printr-un punct al lui d. Daci d || &/, existd o infinitate de solutii: orice plan ce trece
prin d, cu exceplia lui (dd’). 4. Un plan. 5.. Se duce prin dreapta intii un plan paralel cu
a treia (vezi exerc. 38), care se mterseoteaza cu dreapta a doua. 6. Se foloseste proprie-
tatea 1, apoi proprietatea 2. 9. Fie A4 punctul, d dreapta si « planul dat. Daci
d ¥\ «, solufia problemei este paralela prin 4 la dreapta (4d) N «. Dach d ||, problema are
o infinitate de solutii sau nici una. 11. Dreptele A4’ si BB’ fiind coplanare, doui cazuri sint
posibile: a) A4’ 5i BB’ au un punct comun §; b) 44’ || BB’. In cazul a) veti ariita ci
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§ & CC, iar in cazul b) exercitiul 6 implici 44’ || CC’. 14, In caz contrar, dreapta
datd ar fi inclusd in primul plan. 15. Presupunefi contrariul si folositi teorema 3. 17. in
cazul « . «’, ducem printr-un punct al dreptei « N ¢’ o paraleld cu d si ardtim ci aceasta
este inclusi atit in o, cit i in «’. 18. b) Doud solufii cu excepfia cazurilor @ = 0°sau a = 90°
cind solutia este unicd. 19. O clasd de echivalenfd este formatd dintr-un plan o si planele
paralele cu «. 20. nu. 21, Notind cu (4B) si (A’B’) cele doud segmente, din exercitiul 13
rezultd ¢ AA’ || BB, deci AA’B’B este un paralelogram. 22. Prin cite un punct al
fieciirei drepte duceti paralele la cealaltd dreaptd datd. 24. Un plan paralel cu planele
date. ‘

Exercitii recapitulative

6. a) EF || AC, HG || AC;b) o dreaptd paraleli cu d (respectiv un plan paralel cu o).
7. Ducetiprin A’ o dreaptd paraleld cu d. 8. Folosifi exerciliul precedent. Locul geometric
este un plan paralel cu d si d’. 11. a) o dreaptd care trece prin punctul d Ne, dacd acest
punct existd, respectiv o dreaptd paraleld cu d, daci d || . b) Un plan care trece prin « N §,
dacd «NB # @; un plan paralel cu o, dacd «|| B.

Capitolul ¥V

§ 1.

1. Prin A4 se duc planele «, o', perpendiculare respectiv ped, d’. Dacd « # o, problema
are o solufie unicd: dreapta « N o, Dacd e = o', orice dreaptd continutd in e si trecind prin
A reprezinti o solufie. 4, Folosind exercitiul 8, obtinem trei drepte coplanare cu un punct
comun, perpendiculare doud cite doud, ceea ce este in contradictie cu unicitatea in
plan a perpendicularei pe o dreaptd, printr-un punct dat. 6. Fie d, d" | o, A" = ald,
iar d” paralela prin A’ la d. Ariitaji ci ¢’ = d”. 10. Perpendiculara pe (4 BC) care trece
prin centrul cercului circumseris triunghiului ABC. 18. Se va arita cd piciorul per-
pendicularei din .P pe (ABC) aparfine fiecdreia din perpendicularele considerate.

14. 2a, —;— al/ 7. 16. Un cerc in planul « cu diametrul [4B], unde B’ este proieclia

Iui B pe o 16. Un cerc situat in planul prin 4 perpendicular pe a, de diametru [AA47],
unde A’ este piciorul perpendicularei in 4 pe a. 19. A fiind punctul'si d, &’ dreptele date,
notind cu « planul prin A perpendicular pe d’, dacd d N « este un punct B, dreapta AB
intersecteazii d si AB | d’. 22. Dupd cum distanta' de la A la planul &> sau
— ] sau < [, locul geometric este respectiv un cerc, un punct sau mulfimea vidd. 27. O
fiind piciorul perpendicularei din O pe (ABC), avem AOO’A = AOO’B = N\OO'C, deci
(0’4) = (0’B) = (0°C).

§ 2.

s P e 3
3. Luind un punct M astfel ca. 4 & (MM’), avem conform teoremel 1 B’AB<M’AB.

N
4. Proiectali un punct 4 = a pe planul fetei (b, ¢) in A’, deosebiti cazurile: 1) A’eInt be,

146

T



2) A’ e b/c\, 3) A’ & Int feute si folositi in fiecare caz exercitiul 3. 6. Duceti o semi-
dreapti [AB, perpendiculard pe o, de aceeasi parte fald de « ca si p’,

§ 3.

2. Se intersecteazil unghiul diedru of’.{;’ cu un plan perpendicular pe muchia lui ;’?Bﬂ
se construieste bisectoarea unghiului format ete. 4. fn planul B, ducem prin Q o perpendicu-
lard d’ pe dreapta « N B si demonstrdm cd d’ | «. Din unicitatea perpendicularei prin-
tr-un punct pe un plan va rezulta cit d = d’, deci dc B. 6. Fie a si b dreptele date si
o = (ab). Locul cerut se compune din dou# plane perpendiculare pe o care trec prin bisec-
toarele unghiurilor determinate de dreptele @ si b. 7. Duceti prin punctul de intersectie
al celor trei plane o dreapti perpendiculard pe o« si aritati cd aceasta este inclusi in cele-
lalte doudl plane. :

§ 4.

3. Fie A* = pr,d, O* = pr,0; se va arita ci OA | (00*B) si O*4* | (00*B).
4. Se va observa cd raportul, in care un punct imparte un segment, se pdstreazd prin pro-
iecfie. 7. Se va folosi exerc. 4. 9. Construiti o dreaptd d care intersecteazi cele trei drepte
date si luati un plan perpendicular pe d. 10. Existd un plan perpendicular pe a care
contine dreapta d. 11. Fie [0A4, [OB, [OC muchiile unghiului triedru si o, B, v cele trei
p!an.e proiectante, Putem admite cé A/(.)?i‘ sl A{)B nu sint unghiuri drepte. Perpendicu-
larele din .4 pe planele, v, B vor fi confinute in (OAB) respectiv (0.1C) si vor intersecta
OB, OC in cite un punct B’, C’. Folositi concurenfa indlfimilor in triunghiul 4B‘C’.
16. Dacd D = pr, 50, unghiul planelor (4 BC) si (04 B) are misura ¢ = m(O/D\C) sitgp=
e .C I/ a® + b®

0D ab

Exercitii recapitulative

1. a) Decarece AN este mediand in triunghiul isoscel ACD, AN | CD si analog
BN | CD. Rezultd ¢ CD | (ABN)siCD | MN,CD | AB. b) Din reciproca 1 a teo-
rémei celor trei perpendiculare deducem ¢ D’M | 4B, de unde rezultd ci D' e CM.
¢) Dreptele DD/, CC* 51 MN se intiinesc in ortocentrul triunghiului MCD. 2. Considerati
dreapta « N (AOB). 5. 1) i este un unghi aseutit; presupunind problema rezolvaty, fie
C' = pryy B si B = pr, B. Putem construi un triunghi dreptunghie congruent cu 4 BC (caci

N
cunoagtem misura lui CAB si AB) si apoi unul congruent cu BB’C. Trasdm in planul «
cercul @(B’, B'C) si construim tangentele la acest cerc care trec prin: punctul 4. 2) Daci ik

este obtuz, construim semidreapta opusi lui (AM. 3) Dacd ﬁ\k este un unghi drept, inter-
sectdm planul « eu planul perpendicular pe AB, dus prin 4. Problema are solufie
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daci m(@) < m(h/i:) < 180° — m(B’/A}). 8. Reuniunea a dou# drepte perpendiculare
ce trec prin mijlocul lui [AA4’], situate in planul mediator « al acestui segment (bisec-
toarele unghiurilor formate de proiectiile lui ¢ si @’ pe «). 9. Daci N = pryM,
A = prd,M, B = prd,M, din teorema celor trei perpendiculare rezulty ci OANB
este un dreptunghi. Se aplici teorema lui Pitagora. 10. Ardtafi cd triunghiul VBC
este isoscel si considerafi triunghiul VDE, unde D = prpoV si E = pr,oV. 13, Dacll

0 = prapeyD, (40) = (BO) = (CO), deci A0 = % . d4(D, (ABC)) = DO —

2cnsE
2
e * =
=atgﬁ/(2cos~§). 14, AE:vai-:lE, tgo — /T tgp. 16. tgp = 2 tg B/3.

sin® ¢ — sin? L —
16, 1 4 ’ 4 . ‘\/cnsEE — cos?«. 17. Cazul a). Dreptele BC,

& sin? = —sine B . cos g 3

. 2 2 2.

CA, AB taie planul « respectiv in L, M, N. Se duc prin L, M, N drepte paralele
cu EF, FD, DE, care determini un h‘iunghi A’B’C’. Dreptele AA’, BB’, CC’ fiind copla-
nare doudl cite doud, sint fie concurente intr-un punct P, fie paralele. fn primul caz
P este solufia problemei, in al doilea caz problema nu are solufie. Cazul b). Una din
dreptele BC, CA, AB este paraleld cu planul «; problema are solufie numai dacé dreapta
aceea este paraleld cu latura respectivd a triunghiului DEF, iar atunci existd o infinitate
de solutii. 18. Se intersecteazii BC, CA, AB, B'€’, C'A’, A’B’ cu planul « respectiv in L,
M, N, L', M’, N’. Laturile triunghiului DEF vor fi situate pe dreptele LL', MM', NN'.

Capitolul VI

ik s

1. Punctul M din spatiu si proiectiile sale pe muchii aparfin planului perpendicular
pe muchiile prismei, care trece prin M. 2. ABDE este un trapez, deci AD N BE # @. Se

e s = 21/°3 —
aplicd ex. 5, de la Cap. IV, § 1. 8,18/ 3(1/73 + 5). 4.a?(4 + |/ 3). 5. a; 4 '2/3 (1 + /13).
6. 72. 7. ab (1 -+ |/ 3). 8.240. 11. Fie[OM] diagonala prin O si N mijlocul segmentului[4 B];

2/ ol
AGON ~ AGMC, k = -;u 12. mbazei = g , Miat = d—lg—z , aria paralel. = d; (1+ 2/ 2)-

18. Fie cubul [ABCDA’B’C’D’]. Distanta dintre dreptele BD’ 5i B’C’ este distanfa dintre
dreapta B’C’ si planul (BA’D’). Perpendiculara din B’ pe planul (BA’D’) intersecteazd
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dreapla A’B i deci distanfa te la B’ la (BA’D’) este indljimea din B’ a triunghiului BB’4’

2l§2. 16.al/ 7, 2a)/ 2, arcsin 2‘{;7, 45, 16. [/F,F b® Fab,

IV a® + b® 4 3ab. 17. Se arati pe baza teoremei celor trei perpendiculare ci inilfimea

si este de 10/ 2. 14,

triunghiului de secf{iune corespunzitor unei laturi, este perper{diculara pe planul fetei
laterale care contine aceastd laturd. 18. AA’AB = AA’AD si deci indl{imea din A’
a triunghiului isoscel A’BD trece prin puncﬂul O de intersectie a diagonalelor cubului.
Deoarece BD | AC rezulti BD | (AA’C) ete. 19. Fie paralelipipedul [ABCDA’B'C’D’]
fn care planul (ACC’) este perpendicular pe planul bazelor. Se aratd cd BD este per-
pendiculard pe planul (ACC’) si deci gi pe dreapta ce uneste centrele romburilor de
la baze, de unde rezultd ci paralelogramul BB’D’D este dreptunghi. 20. Se exprim#
cosinusul unghiului in functie de lungimea muchiei bazei gi a diagonalei si in conti-
nuare diagonala in functie de muchia bazei i muchia laterald. 21. Fie M;, i =1, 2,...,/6,
‘cele sase puncte si G mijlocul lui [AC’]. Ardtati ci GM; | AC si AGM; M; =
= AGM;M;,. 22. a) Dacd se noteazd {E} = O’P N AC, rezulti ci E  (ABC) N (MO’P)
si {f}=EMN(AB) e (MO'P). G fiind intersectia dintre dreapta O'M si dreapta
ce trece prin mijloacele muchiilor [AD] gi [A’D’], rezultd c¢d G e (ADD’) N (MO'P) si
cid {N}= PGN(A'D’) si {Q} = O'NN(B'C’) apartin sectiunii care este: deci penta-
gonul MQNPF; FM | NQ si NP || MQ. b) [AP] liind linie mijlocie in OOE, [AF]
fiind linie mijlocie in OEM, avem AF:% (O centrul bazei ABCD); GM = a, ;
NH = % , AN =00 = % , unde H este mijlocul muchiei [A’D’]. Proieclia poligo-
nului FMQNP pe planul (ABC) este poligonul AFMTS, of{AFMTS] = o{ABC] —
5a?

— cr[FBN] = T Se determinid mésura unghiului planelor (MO’P) si (ABC). Fie R

piciorul perpendicularei din O pe FM. OR se determind scriind in doud moduri ofOFM]

TR N 3 21/14
HORT o g < WV B ST T gl o SV gy,
/13 /13 V14 16
b) = 213 . 24. z = (0, 2a), pentru ca sectiunea sd fie -diferiti de mulfimea vidd. 25. Se

noteazi cu M mijlocul lui [A’B’] si N mijlocul lui [BCT; é‘.ecbiunea este rombul ANC'M’

= 3 2N i = e
de laturd %5— si diagonala a[/a sall2: L2'/—§, 2a)/ 5. 26. "J{i.

§ 2.

1. a) da, b) da, ¢) nu, d) da, o) mu 5. %(ayba? R+ b a? k) .
6. Aplicind teorema Iui Pitagora generalizati in ‘triunghiurile SAC si SBD
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SA? 4 SC*— AC* o, SD! 4 SB* - BD?
sc¢ : SB

rezulti SA'=

si aplicind formula lungimii

medianei rezultd SA? + SC2 = SB? 4 SD2, deci g% = i—g . 8. Se aratd ¢a indljimea

piramidei trece prin mijlocul ipotenuzei bazei (vezi exerc. 2). 9. a) 48, b) cosa = 1£.3.

ol g = Lt R sinB, — — 2% . 10. Fie piramida

24
1/ 601 1/ 626 |/ 626 — 251/ 3 .
[VABC], M un punct al bazei, A°, B, C’ punctele in care perpendiculara prin M
pe (ABC) intersecteazii respectiv planele fetelor [VBC], [VAC], [VAB] si A",
B* C” proiectiile lui M respectiv pe BC, AcC, AB-ﬂ- = M = Al =
MA” MB” Mmc*
= Lol P e U tg « unde « este misura unghiului diedru format de o fafi
MA” + MB” + MC”
laterald cu planul bazei. Deoarece MA” + MB” + MC” este constanty, rezulti ci

MA’ + MB’ + MC’ este constanti. 18. a) 3|/ 219, b) sin a« = %, ¢) Fie M proiectia

lui B pe AV care coincide cu proiectia lui F' pe AV. Misura unghiului diedru al fetelor
ey
[VAB] si [VAF] este egald cu m(BMF); aplicind teorema cosinusului in triunghiul BMF-

] s 59 : : R
se obtine cos (BMF) = — i 14, Fie O centrul bazei. Misura unghiului diedru

dintre planele (VAB) si (VAC) este 60° si deci o[V AO) = o[V AB] cos 60° = % o VAC]=¢.

3a® — 2b?

15. Se aplicdi teorema cosinusului in triunghiurile VDE, VEF, VDF; % = W ¥
a? —

ad | de S = e[BCD]. 20, L. 21. arcsin LB, 22, s47 —

98 3 3

aﬂ + Cﬁ 2! b!
2

16. arccos_ 18. arctg

@+ b — ¢?
2

b4 ot—a?

, SB?= 80 = cu condifiile a? < b® 4 ¢?,

a|/3b% — a?
.

24, Distanta de la virful piramidei la planul de secfiune = |/ ¢ I, unde I este inilfimea

b2 < a® + c%, ¢ < a® + b2 deci ABC triunghi ascutitunghic. 23.

i 5 - .
piramidei. 26. 5’31{_2. 26. 17% 27. 27'4/6. 28, ﬂL/-z.

§ 8.

'8. 151/ 2, 30, 10)/5, 101/7 4-31ﬁ .3(a+b)v —[i;—b]z. 6.72)/3.
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§ 4.

5. Din exerc. & rezultd 3f < 2m, 3v << 2m; se fine cont de relatia lul Euler. 6.m > 2v,
daci am avea si 2m > 2f, din relatia lui Euler s-ar putea deduce o condifie. 7. Se pro-
iecteazdi poliedrul pe un plan.

§ 5.

1. a*|/ 3. 2. 4a®|/ 3. 8. Putem admite ci «N P = {4,}; atunci 4, = B,. Fie
P’ = [AB,B, ... ByA4,A; ... Ay], iar P” poliedrul congruent cu P’ care se obfine prin
deplasarea muchiilor lui P’ de-a lungul suporturilor lor astfel ca A; sd ajungd in A;. Re-
2ultd: o(P) =v(P'UP)—v(P")=u(P'UP— P") si P'U(P — P") este o prismi
dreaptd cu aria bazei S §i indltimea I. 4. Sectionafi paralelipipedul cu un plan per-

pendicular pe muchii si folositi exerc. 3. 5. o = 260, V = 400, dy = |/ 19 , d, = f—g 5
b2 bt vt 5

6. % a@®; a*(10 + 8)/3). 7. Prin € se duce o paraleli la AB pe care se ia

punctul 4’ in acelasi semispatiu cu 4 fatd de planul (BCD) astfel ca (AC)= (4B).
Analog, prin B se duce o paraleli la CD si se ia punctul D’ in acelagi semispafiu cu D
fatd de planul (A BC) astfel ca (BD’) = (CD). Distanfa dintre’plane]e (ABD’) si (A’CD)
este cea mal scurtd distan{d dintre muchiile [AB] si [CD] si este indlfimea prismei

[AED’A'CD]. Volumul acestei prisme este -; din volumu]-p:‘ismei patrulatere cu baza

paralelogram, pentru care [A’D] este diagonald §i [A’C], [CD], laturi. Pe de altd parte,
aceastd prismd se descompune in tetraedrele de volume egale: [ABCD], [ACDA"

si [DBAD']. 8. ¥V — 210:31:143 cm3 = 1,078 m® 9. 118: ~ 9,95. 10. a) Se considerd

piramidele cu bazele [HMV], [HAB] si virfurile N, C; comparind ariile bazelor si inil-
timile, se obfine: Y NHMV] = % b[CHAB] - % J[HABCD]; b) 30. 11. a) Fie H pro-

iecia lui 4" pe planul (ABC) si M proiectia lui A’ pe AB. AM = HM = cos z, A’M =
aS

121/ 2

. b) pE=Y3 . a_gp

/2’

= csin z; b) cosof:ﬂ. 12.a) ¥V =
A'M

Exercitii recapitulative

1. a) ab +% [a)/ 7 + h% 4 b/ @® + k2 + h(a 4+ b)]; b) trapez dreptunghic,
’lz

3 - I 7T op2 23
e oEER ) 5 k. oea) 5 tab+ M ; b) 45°: ) abt | 2(a® 4 2b?)312.

151



8. a) Se aratd ¢cd BC | (SAN); b) AD = ;—% — a|/ 2si BD = a, deci ABD dreptunghic

si isoscel; analog ACD, deci ABDC este pitrat; c) SN = & o 3 si se aratd cd tri-

h o =
unghiurile ABS si ACS sint dreptunghice; aria secfiunii este a? (l/a —H/E\‘]-

o
et i " E oo = .‘,L,L_ = . '_I [ R
5. Fie h=be[|/ b & V = abe A = dacd [0, h); V' = ﬂ—xac’ Vbt — a?,
2x(a® — z? 9 2 __ o2 TSl |
dacd z < (A, b;].&a\)I’=£—m—l;h)cosﬁlzlézl/—m——x,cnsoc:Ec e g
2a z? + a?®
7. l/;‘?. 9. Dreptele AN, BP, VO sint concurente doud cite dou#i, deci au un punct

comun S (Cap, IV, § 1, ex. 5) si la fel resultd ci Se MQ. b) AB || MQ || FC,
(MC) = (QF), ABMC = NAQF, (BM) = (AQ). ¢) M este dreapta de intersechie
a planelor (VBE) si (VAC), adic4 locul geometric este [FT], unde 7' este mijlocul
Ini [AC]. d) [@M] este linie mijlocie in triunghiul CVF, deci QM = o si ABMQ este
dreptunghi. Dacé se noteazi cu ky respectiv h, indlfimile lui ABMQ si QUNPE, atunci

oQMNE] = s E(i Sl o - il = S = L = CHu (VO este bisectoare

ofABMQ] 2 Mk a Ty SB VB a

‘{n triunghiul VBP). Notind {F} = ABNCD, avem CF = a; ducind prin C o

paraleli la MN, se observid cd S = 4, , deci JE = N — 4 si Eﬁ = 1.
VD 3 TR e A P

Rezultdt ca raportul cerut este egal cu %% [1 =+ i] = % . 10. b) 42a* + 4a® V3,

3
¢) arcetg 1/ 2 ; d) ﬂ_lg_ﬁ'
Capitolul VI
§ 1.

L. a{a w 2. 3. 8. 12m; 4}/ 2 = 4. a) 10; b) 28w B. 2ma?(1 + 2m); 2mad.

3.
6. 1501/3. 8. a'(1 +1/2)m “T“ 9. 10. 10. 160. 11, 120 = cm? 300 © cm?

12. V 2 43,96 dm?, m & 496,75 kg. 18. 384 kg.
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S1:2-

1. hl/212 o %l/?iu—i 8, VAB fiind sectiunea axiali si [VQ] indlfimea conului,

o~ : - ¢ -
m(AVB) = 90° 5i VO =04 =0B, deci I =R; G = 31/2, R=1I=3. 4 9%m
5. 1027 6. 1367; 320%. 7. Tetraedrul fiind [VABC], conul are ca bazd discul inseris

in triunghiul ABC si acelagi virf V; I/ﬁ 7. 8. =~ 62,80 m2 9. Ficind o secfiune
i

108
axiald in con care contine o diagonald a cubului, pentru muchia « a cubului se obtine:
/2 _h—z , de unde = = i U T LB obfine un corp
2R h . 2R RAD 3R+ k|3

format din dous conuri, care au aceeasi bazd; & 800m; 1320 m. 12. 657 cm?, 100w cm®,

§ 3.

.
R—r= £|/_2 : 75_1%3 n. 7. Raza discului de

RS — 8
(== o 1
3

4, 5847. 5. 1 500m. 6. R = 2r,
socfiune — 12, distanfa ceruti= 4. 8. 54,6m; 93,6m. 9. |/2 (R? — ri)m;

10. 48x; ﬁgim 11. 160%; 136

§ 4.

1. Fie M, N = [8(0, r)l; deoarece discul [8(0, r)]N (OMN) este o multime convexd,
rezultd i [MN] este inclus in acest disc, deci i in corpul sferic [8(0, r)]. 2. Simetricul A”
al unui punct A = 8(0, r) fatd de O satisface condifia r =04 = 0A’, 8. Fie d un
diametru al sferei, M < 8(0, r) si N simetricul lui M fafd de d; se va ariita ci ON = r.
4. Fie cele doud cercuri €(0y, ry, @) §i @Oy, ry «), avind punctele P, Q comune.
Atunci oy N, = PQ. Aritai ci perpendicularele ridicate in Oy si O, respectiv pe o
5i @y au un punct comun si acesta este egal depdrtat de punctele celor doud cercuri.
b. Fie A, B = 8(0, r) care nu sint coliniare cu O. Prin punctele 4, B, O trece un singur
(plan OAB), deci un cerc mare prin A, B coincide cu (ABC) N 8(0, r) si astfel el este-

|/5R 10, 236

81

15, 200 v omrt

determinat in mod unic. 6.3)/3. 7. 3; 8 238m; 782m.

1 2 3
1. “f R; 12. 1927; 768, 18.6767; = 2 902,7r. 14. —in, %

xh)/ 2RER — k) ; ¢) h=R(/5—1).

16. a) Z‘M_ﬂ;:ﬂ >
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Exercigll recapitulative

g ) . 3/ .
L2 20 % CRYT. 4 5‘? % 5. a) Notind cu 2p perimetrul sectiunii

axiale a conului C si exprimind aria acestei sectiuni in dou# moduri obfinem:
p'r = Gsine*G cos . Tinind cont de p = g(1 + sin«), se afli generatoarea

i 2| i 2
1. <+ sin S Dast iy o Si + sin «) :
sin « cos sin « cos? o

G=r b) Rezultd ecuatia trigonometrici

3 ; : ; 1
(1 + sin «)2 = 8cos®«, de unde sinae= —1, care nu corespunde, sau’ sina — o

.deci a = ? 6.162xl. 7. a) r fiind raza bazel mici a trunchiului de con 7, %ﬁ: = 7’; \
de unde r = R — E s o(l) = g (12R* — 6Rd + d*). b) Condi{ia este indepliniti daci

g= R | r (g este generatoarea trunchiului de—con): Dar g>=d? + (R — r)?* deci

dl/ 2 ;d=R (/5 — 1). 8. gyfcorp) = gy(cil) + 2a(tr. con) + 20y(con) = 67a?|/ 3;

3 2
gaa 161ﬂ; ZBZR 10. a) Notind cu &,

v(corp) = v(cil) + 2u(tr. con) — 2v(con) = Fr 9.

si h, distantele de la O la bazele [AB]si [DC], din AAOB ~ A COD avem % = %
. . 2
2
o Gt h= iy b by vesultd My R g W T b,
a+ b a-+b 3 ~

2
Va= E:— (a 4 2b) sicum @ >b rezulti V,> V, 11. Fie == d(0, «) > d(0, B).
Atunci d(0, B) este A — o sau = — k dupd cum O se afli intre planele «, B sau in

exteriorul lor; in primul caz hi—z < = adicd = > % , asadar, in orice caz z = [% L _RJ .

Din 2nRh = n(r} +r3), ri= R*— 2* si r3 = R® — (h — 2)* rezultd f(z) — 2% —

— 2hax {- h® 4 2Rh — 2R* = 0. Deoarece minimul lui f se obfine pentru =z = %

ot f(%] =% (k* + 4RK — 4RY), f(R) = k> 0, problema admite o solujie unica
daci f[%] < 0 sau A< 2R (/2— 1); dacd h> 2R ()/ 2— 1) problema nu are solutie.
Solutia unicd este @ =% (@ + VARE—GRR—W).12. R (V/5—2); 7 — 3/

18 8) 10 /24 /7 p) R WL2IEE) 9)

. 14, Notind cu z distanta de la virful conului
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la baza superioary a cilindrului € gi cu y raza cilindrului, putem scrie % = % , de unde
Yy = % =; indlfimea cilindrului este » — », deci o(C) = ?Z—;R (R — h)z® 4 2rRaz;

studiem aceastd funciie la intervalul (O, A).

Probleme recapitulative

8. Intersectia lui [ABCD] cu paralela la BD care trece prin mijlocul lui [AC]. 5. -15 y

: : G <

G.r:—;- Ll wsn ; 7.S=%§(3[/3—n). 8. a) Se observdi cit
sip e e Bl

cos A = —cos (B + C), se scrie membrul sting sub forma sin® B + sin®C si se aplicd

bz_arcz_a‘a

etc.; d) dacd punctul
2be '

teorema sinusurilor; b) sin 4 = 5%, cos A =
A’ e (BC) este unul din punctele de tangenti ale cercului inscris in- triunghi, atunci

BA’ = r- ctg 2;- 9. a) Membrul sting al egalitiifii se scrie succesiv: 2R (cos 4 +
4 ¢cos B + cos C) = 2R (1+4 sin% sing sin-g] = 2R [1 4 .R;) b) se aratd

ci sind 4 sinB 4+ sin C = 4 cos é cos — GOS si cos A + cos B fcosC =

| 2 2
=1+ 4sin§ sin% sin -;Z =1+ Ef . 10. Prin rezolviri de sisteme de ecuatii se

&y
ol

i
R

objin A4 (a, b), Bla+ 1, b+ 1) 5i Cla + 2, b+ 4); “deci triunghiul are laturile’ de lun-

gimi |/ 2, 2/ 5,/ 10. Se calculeazd apoi: A = arccos EL{T@ , B = m — arccos 2{ 2 ;

C = arccos B:% 11. a) Dacd B’ este piciorul inilfimii din B, din triunghiul ABE’,
se obtine AB’ = ccos A. Relatia rezultd din triunghinl AHB’ in care p(HAB') =

= .;_" —C. b) Membrul sting se scrie succesiv: 4 R*sin 4 cos 4 + sin B cos B-sin Ccos C)=

= 2R?(sin 24 + sin 2B + sin 2C) = 8R%in A4 sin B sin C. 12. Daci A1 N €(0, R) = {4, D}
§i0I N €(0, R) = {F, G}, atunci IG* IF = IA * ID si IG * IF=(R-+OI){R—0I)=R*—O0I*
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A+ B

’ ] » P N
Apoi se observd ci IAd = —— , u(DIB) = - = w(DBI), DI = BD =

BInE=
2

]

= 2R sin 142— (triunghiul OBI fiind isoscel). Asadar Id -+ ID = 2Rr. 18. Din r

= &R sin = sin a sin L , se ob{ine succesiv: r = 2R sini cos 2=y cos -l y
2 2 2. g 2 2 2
2R sin*% — 2R cos —— sin % “+r= 0. Rezultd ci 4 (R” P Pl g 2Rr] =0

14. 2 cos [n (% — a)]. 15. Se foloseste: (z— 1)(z? 4 271 4 ... + 1) = g+l — 1,

z+1

Pl
16. ¢ = = =1, z = —ictg AT , ke Z. 24. Fie abc unghiul triedru 4 € a
n

z;_
. W . . . . o N, AN
$1 O virful sdu. Se construiesc intr-un plan unghiurile adiacente a’b’, b%’, ¢’a” cu

; AR A
virful comun O’, congruente respectiv cu ab, be, ca i punctele 4’ ea/, A" € a”

pentru care (0A) = (0’A’) = (0’A”). 1) Daci m(:t?)) + m(@) + m(a\z) < 180°, se
consideri M’ e b’ N (A’A”), N’ ec¢’N(A’A”] si punclele cerute M, N se determini
astfel ca (OM) = (0'M’), (ON) = (O'N’). 2) Dack m(@) - m(be) + m(ra) > 180,
M = N = 0, 25. Cel mult 6. 80, “Fie AB muchia unghiului diedru, iar C, D celelalte
virfuri ale tetraedrului. Proiectaji € si D pe AB si pe semiplanul bisector.
33. Dreptele AM, BN descriu respectiv planele (4d;), (Bd,) a ciror intersectie este
locul cerut. Deoarece planul « taie (Ad,), (Bd,) dupd dreptele paralele dy, dp, se

deduce ci (Ad,) N (Bd,) este o dreaptd paraleld cu d, sau mulfimea vidi. 84. Se

proiecteazd A, B, C, D in A’, B’, C’, D’ pe « si se observd ci 4L = —AA_.
BL BB’

36. Se va ardta cii piciorul H al perpendicularei din D pe (ABC) este ortocentrul
triunghiului ABC. Notind cu C, punctul diametral opus lui € in cercul circumscris

lui ABC, se observd ci AHBC, este un paralelogram deci AH* | BC? = BC; 4 BC* =

—CCi. 89. (ABC) | OM. 40. %[ab 4 @b + (@ 4+ o) (b 4+ b)]. 48. Sfera este

tangentd bazelor in centrele lor de greutate; 18R® |[/3, 6R*[/ 3. 45. 1,026m m®.

(=), g &—i3);

46. a) % R?sin? % cos? «; b) 4R%sin 2a; ¢) 60. 47. %

, 3 ;
T (12 4-7/3) . 48. Sfera de diametru AB, fari A si B. 53. Perechile de cercuri
6
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circumserise triunghiurilor VAB, VA'B’; VBC, VB'C’; VCA, VC’A’ sint tan-

gente, Din exerc. 52 rezultd cidl cele doud sfere au acelagi plan tangent in O.
8. be (52 4 c%), unde S = o ABC]. 56. a) 27%51/“3; b) %-r:a“(fi— 2/6); o) 5— 21/ %
B7. 4nRR,. 58, Centrele sferelor sint virfurile unui tetraedru reguls'nt; h=r4
+ —:-r|/§'+ r|/3. 59. Sk se arate cil se aplicd formula (8) de la Cap. VII,

]
54;’%-
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