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@ Functia exponentiald si functia logaritmica

§ 1. Functia exponentiald
14. Puteri cu exponent ragional (recapitulare)

In clasa a IX-a s-a definit puterea cu exponent rational. S amintim aceastd
definitie. :
1. Puteri cu exponent rajional pozitiv. Dacé a > 0 este un numar real

2 s n 4 ; e ‘
nenegativ, iar — un numar rational pozitiv, atunci
o :

[

m
a’ = ¥ o™ (1)
9. Puteri cu exponent rajional negativ. Dacd a > 0 este un numér real,

I o i 5 :
pozitiv, iar — un numir rational negativ, atunci
n ‘ )

-
- — (2)
a n

m
m 5. o .
Deoarece numirul — — este pozitiv, @ " a fost definit la punctul 1.
3 ;

3. In sfirsit, dacd ¢ >0 iar — = 0, atunci
n

: 1
g : (3)
Relatiile (1), (2) si (3) definesc puterea unui numéar pozitiv @ > 0, pentru

orice exponent rational — . In clasa a 1X-a s-au studiat o serie de proprietitl
n .
ale puterilor cu exponent rational oarecare. In cele ce urmeazd vom folosi in special

proprietdtile date de urmitoarea teorema.

Teoremal.1. 1. 1° Dacia>1 este un numir real, atunci dintre doui puteri cu expo-
nent rational pozitiv ale acestul numir, este mai mare aceea al
cirei exponent este mai mare.
2°. Daci 0 < a <1 este un numir real, atunci dintre doud puteri
cu exponent ‘ra;ional pozitiv ale acestui numair, este mai mare
aceea al cirei exponent este mai mic.



; . m ;
Demonstrajié. 1°. Intr-adevir, fie — > P — .0 doud numere rafio-
n
Al B
nale pozitive. Avem a " g™ si a? =1/ aP. Aducem acesti radicali la radicali
de acelagi ordin:

pam =y am, W ="y

m o : o :

Cum — >£—, rezultd cé mg >np. Dar, cum @ ~ 1 rezultd a™ > a", de unde
n

”V—aﬁ >"{/ a™ sau

m P

a® Srad

9°. Demonstratia este analoagd cu cea de la punctul 1° si de aceea O omitem.

Exemple. 1) Avem 1,21 < 1,22. De aceea

L (i]mn o (_1_]1.22 .
a

&

%) Avem 0,3 < 0,4. De aceea

(/3% < (/35 ( %) > [7%]"-‘*.

| 2. Puterl cu exponent real oarecare

In acest paragraf vom defini puterea cu exponent real oarecare de bazd pozi-
tiva, astfel incit aceasta g coincidd pentru exponent rational cu cea introdusa
‘mai inainte.

Mai precis, dacé a >0 este un numir real pozitiv, iar z un numir real oare-
care, ne propunem sa dim sens expresiel a*.

Amintim, mai intii, citeva fapte privind aproximarile zecimale ale numerelor
reale.

Fie x un numir real oarecare reprezentat sub forma de fractie zecimald infinita,
adicd © = Tp» L1Tg%g.. Tpeee - Pentru numdérul z, aproximarile recimale cu O eroare
mai micd decit 107 sint:

i) prin lipsd: 2, = Tg) T1TaTs:Tno

ji) prin adaos: xp = o) L1%a%s: - Tn + 107",

Asadar pumirului z i-am asociat aproximadrile sale zecimale:

prin lipsd: o, By Dy Lgyeeecn

prin adaos: Zo, Ty T3 Te o
astfel incit:

xy € T < Loy

; ¢
1y € < Ty
Tg S T < Ty

e m & wileeie & w8 S0E

Observim ci aproximdrile zecimale prin lipsd si prin adaos ale unul NUMAEr
real z sint totdeauna numere rationale.
1. Puteri cu exponent real poziti¢

Pentru definirea puterii de bazd @ =0, cu exponent real, distingem doud
cazuri, dupd cum baza este supraunitard sau suburnitard:
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1° ¢ > 1. Fie z >0 un numir real si si considerdm aproximdrile zecimale
prin lipsd si prin adaos cu o eroare mai micd decit 10™. Atunci pentru orice n,
avem \

L e SRR

Dup# cum am observat numerele x,, x, sint rationale pozitive si deci
conform definitiei puterilor cu exponent rational, au sens puterile a®n §i a®n,
pentru orice n.

‘Mai mult, dupd punctul 1° al teoremei 1.4.1, rezultd ca a*n < a¥n.

Definitia 1.2:1. Fie a>1si x un numir real pozitiv. Se numeste puterea x a lui o
un numir real y, care pentru orice numir natural n satisface ine-
galitatgile:

a*n < Y < d*n-

Se poate demonstra cd un astfel de numar real y existd si, mai mulf, este
unic. Demonstratia riguroasad a acestui fapt depaseste programa clasei a X-a. Ea
necesitd notiunea de limitd si se va studia la Analizd matematicd in clasa a XlI-a.

Numéruly dat de definitia precedentd se noteazd a” si se citeste a la puterea x.

Ezemplu. 53 explicim ce trebuie infeles prin U Aproximirile zecimale ale
lui |/ 2 sint urmitoarele:
prin lipsd: 1; 1,4; 1,415 1,4147 ...,
prin adaos: 2; 1,3; 1,425 1,4155 .. 3
astfel incit:

fie =/ = g

' 1,4 < |/2<1,5
A =59 =142,
1,614 < |V 2 < 1,415,

Numiérul care ne intereseazd y = BVF?‘ indeplineste inegalitiitile:
p ¥

3% < y< 3
14 < oy < 315,
31,41 < Yy < 31,42,
31,414 < Yy < 31,415’

2° 0 < a < 1. Dacd £ >0 este un numar real, avem
R
Dupi punctul 2° al teoremei din paragraful precedent rezultd cd a®n < a®n.

Definigia 1. 2. 2. Fie0 <a<1si x un numdr real pozitiv. Se numeste puterea x @
lui @ un numir real y, care pentru orice numir natural n; satisface
inegalitagile:

a*n <y < a%n
Se poate demonstra cd un astfel de numdr real y existi si, mai mult, exte unir

b



Ezemplu. S explicim ce trebuie inteles prin [}_]V B
3

Avind in vedere-cele de mai inainte precum si tabelul aproximirilor zecimale ale lui /2

din exemplul precedent, numirul care ne intereseazfi y = (i]b’ % indeplineste inegahtitile:
3 .

By <r<[3).

I

Vom adiuga cd pentru orice numar real z,
L
e
in final trebuie mentionatd o proprietate importantd a puterilor cu exponent
pozitiv si anume:
Oricare ar fi a >0 st x >0 avem a* > 0.
intr-adevir, fie z, §i =, aproximdrile zecimale ale lui z prin lipsd, respec-
tiv prin adaos. Atunci, pentru orice , avem:
1° Dacd a > 1, atunci
L a*n € a* < ﬂ,:'_:n-
9° Daci- 0 < a < 1, atuncl
a*n < aF < d*n.
pozitive. De aceea a*n >0 si a*n >0,

Numerele x, si @, sint rationale gi
> () deoarece este cuprins intre doua,

pentru orice a > 0. Atunci, evident, a®
numere pozitive.

9. Puteri cu exponent real negativ

Dacd a >0 §i x este un numar real negativ, atunci prin definitie

Deoarece numirul —z este pozitiv, & a fost definit la punctul 1.

Mai mult, am demonstrat cd a™ # 0, pentru —z > 0.

VE=_H_:r:5_; (13]—3"5=[ 1];1—5'

Am demonstrat ¢d dacd z >0 atunci a®

De exemplu, 3

milﬁ

1 T
>0, Cum a* = — ,rezultd cd
ax

si pentru z <0, avem a* > 0. i
Amintim cd pentru a # 0, am convenit sd punem a’ = 1.
Astfel, am definit puterea unui numér pozitiv cu orice exponent real. Puterea

unui numar negativ cu exponent real, in general, nu esie definitd.
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3. Proprietdji ale puterilor ci exponent real
Fie a >0 si b >0 (numere reale pozitive). Atunci pentru z si y numere
reale, avem: j

A gEegd =Y, Qe s(ab)* =.a*b%, Bl )V — ot
2. ofid a==v 4, E)x ey
a¥ b b*

Pe baza definitiei puterii cu exponent real data mai inainte si folosind pro-
prietitile corespunzitoare ale puterii cu exponent rational, verificarea acestora se
face fard dificultate. Lisdm ca exercitiu demonstrarea lor.

]_ VT} — (2-—1]"‘ yi o QV-S 3

to | =

Exemple. 1) [

2) [[%)V_ﬂ] -V :.‘1]* Vet _ [%)_9 — (271 = (2)? = 2° = 512.

3 7‘? _ NV _ VRV _ )
7¥ 2

o

1.3. Funcfia exponentiald

Fie @ >0 un numdr real pozitiv. Am vézut in paragraful 1.2 (pet. 1 si 2)
ci oricare ar fi numdrul real z, avem a* >0. Agadar, putem defini functia
urmdétoare: ]

fiR— (0, o0), flz) = a*.

Observajie. Pentru a =1 se obyine o functie constantd f: R — (0, o0),
f(x) = 1 si de aceea aceest caz nu prezintd un interes special.

O functie f : B — (0, o0), f(z) = aF, unde @ >0 si ¢ # 1, se numegte funcje
exponenjiald (de bazd a).

Enuntém, in continuare, o serie de proprietdti importante ale functiei expo-
nentiale. _

1. Dacd a >1, atunci pentru = >0 avem a* >1, ar peniru z < 0 avem
a* < 1. Dacd a < 1, atunct peniru x >0 avem a* < 1, iar pentru x <0 avem
a’ =1
m

2

Demonistrajie. Fiea >1i z > 0. Dacd x este rational, adicd z =
n

m
atunci a* = a " = [/ a™. Cum a > 1 rezultd cd s a™ > 1, dar atunci gi Va™ >1.
Daci z este un numar real pozitiv oarecare, fie x si z;, pentru orice n, aproxi-
mirile zecimale prin lipsd si prin adaos ale lui z. Atunci
g & B Ty
Cum a > 1, rezultd ci pentru orice n avem
a*n < a* < an.

Dar z, este rational pozitiv gi dupd cum am observat mai inainte a*» > 1,
de unde a* > 1.
Dacd z < 0, atunci avem




Dar —z >0 si decli a™ > 1. Prin urmare ; r
1

a_ X

ar — =

Cazul in care 0 < a < 1 se trateazd analog; il lasdm ca exercitiu.

9. Dacd © = 0, atunci independent de a > 0 avem a* = 1. 4
Aceasta rezultd din definitia puteril nule.

3. Pentru a > 1, funcfia exponenjiald flz) = a* este strict crescdtoare, tar
pentru 0 < a < 1 este strict descrescdtoare. f

Demonstrajie. Fie a >1 §1 2, < s Si ardtam ca
a1 < a*s.

tntr-adevir, din @, < @, rezultd cd existd u >0 astfel fincit z, = 3 + u.
Atunel
g% — gos = g®1 — gfits = g@i(l —a¥).

Deoarece u >0, dupd proprietatea 1 a functiei exponentiale rezultd a* > 1.
Asadar, a1 >0 §i 1 —a* < 0, de unde a®1(1 — a*) <0. Inseamnd cd a*1 —
g <0, sau a®t < ag*. Deci din z; < %, rezulti @ < a2, adicd functia
f(z) = a* este, strict crescdtoare.

Analog, se demonstreazd cd pentru 0 < a < 1 functia f(z) = a* este strict
descrescatoare.

4. Funcjia exponenfiald f:R — (0, o0), f(x) =a" (a >0, a#1) este
bijectivd.

Demonstratie. S8 aritdm mai intil cd f este injectivd. Fie, pentru
aceasta, z,, z, € R astfel incit 2, # 3, Atunci avem z; < Ty SaU Iy = fg) DA
presupunem, de exemplu, ¢d z; < T Atunci dupi monotonia functiei exponentiale
(proprietatea 3) rezulté:

1. dacd a > 1,.atunci f(z;) < f(%s) si-deci f(z;) # f(22);

9 daci 0 < a < 1, atunci f(z,) > f(zs) si deci f(z,) # flzy).

Analog, rezultd pentru z, = Zs. Deci f este injectiva. Demonstratia faptului
ci functia exponentiald f este surjectivd depdseste programa clasei a X-a. Ea
necesitd notiunea de continuitate si se va face la Analizi matematica in clasa a XI-a.
Cu alte cuvinte, se poate demonstra of oricare ar fiy, > 0, un numar real pozitiv, |
existd un numir real z, astfel incit a™ =y, (Conform injectivitatil functiei f |
rezultd c# x, este unic.)

5. Funcjia exponenfiald f(x) = a* este inversabild. .
Aceastd proprietate este evidents, deoarece orice functie bijectivd este inversabild.

In §2 ne vom ocupa de studiul inversei functiei exponentiale.

|.4. Graficul functiel exponentiale
Pe aceeasi figurd vom reprezenta graficul functiilor flz) = 2* s g(z) =
X X
— 5% iar pe alta al functilor h(z) = —;-) si fk(z) = (%) . Trasarea ‘fiecarul

A

3 . . . " t g
grafic se face ,prin puncte. Asociem tabelele de valori urmatoare:

7 —oo —3 —2 —1 0 1 2 3 +oo0
1 1 1
— 9% = - el D 4 8
f(z) 3 M 5
hir) = (71 Y ] 4 2 1 i _1_ i
2 2 4 e




Observdm cd pentru z = -2, +3 si, in general, pentru z fintreg diferit
de + 1, valorile functiilor g(x) = 5* g1 k(z) = (E) sint ori foarte mari, ori

foarte mici, deci punctele corespunzitoare sint greu de figurat pe grafic. De
aceea, in acest caz, vom lua pentru  valori fractionare cuprinse intre —1¢1, de

1 1 0 1 gl

gxemplus z ="—1, — o i pmigsat S gty FE 1. Valorile functiilor
vor fi calculate aproximativ. Astfel:
50— 1
4 R
5 — 5= 1/5=1/22360= 1,5;
1
5% =/5~2,24;
3
5t =58 =(]/5)’ = 3,34;
Bl = 5;
1
G =iz—1—,’30,66; s.a.m.d.
1o ,
5¢ 5
z —00—1—34—{1—#1011314—00
4 2 4 4 2 4
2(z) = 5% 0,2 0,3 045 066 1 15 2,24 3,34 5
x
i) = (%) 5 334 224 15 1 066 045 03 0.2

Prezentdm intr-un sistem de axe z0y punctele ale céror coordonate sint
valorile din tabelele de mai sus. Punctele obtinute le unim printr-o linie continua.
In figura I. 1 sint reprezentate graficele functiilor f(z) = 2% gi g(z) = 5%,

x

jar in figura 1. 2 sint reprezentate graficele functiilor h(z) = (%)x st f(x) = (—5-) .

Fig. 1. 1 Fig. 1. 2



Analizind graficul functiei exponeniale pentru diverse haze, constatim c&
ol are urmitoarele proprietdti:

1) Trece prin punctul de coordonate (0, 1) de pe axa Oy. i

2) Graficul functiel exponentiale este constituit dintr-o singurd ramurd
care ,urcd“ penfru baza a > 1 gi ,coboard® pentru baza 0 < a < L.

3) Graficul functiei exponentiale este din ce in ce mai .apropiat® de axele
Oz i0y cucit aeste mai mare, dacd a > 1, sau cu cit a este maimic, dacd 0<a <1

Exercitii

1. Si se afle care numéir din perechile de numere urmitoare este mai mare:
5! ; @ &
gi 3% d) (0,5)'2 si 2% glia sl e

9. S se aducd la formd mai gimpl¥ expresiile:

Y3 .
4 13 — — YT —3V5
4T ()7 st
2 8
Vis 273 W
12 2 B o i T
)—ﬁ'—v—'ﬁ—l d)[(l/S) 3]26-
A 6 _
3, S4 se afle mulfimea valorilor lui z pentru care este adevirati ihegalitatea:
a) 5% >729; d) 3* < 3; ; i) (Sii)x 3ot
- 1 ‘ = 1
b} 2% < 0,25; e 9)*. 2> =3 h (——-..:‘] < —
) ) (1V72) : i -
c) 2% > 1—12—q £) (0,01)% (VV10)* < 13 iy 32 (¥ 2)* > 0,2.
4, 83ise compare m si n dacd este adeviratd inegalitatea:
a) (3m)m > (3m)™ o V3I—VIm=W/3-V 31
m n = — = —
b) (5—’5] <(5—“) ; d) (;/7-1/3)“‘4_0/7;1/3)".
16) 16
5. S4 se deduc# care din numerele armitoare este mai mare decit 1, si care mal mic
decit 1: ‘
3
" 1 B 3\ Lis -
a) [—;:]V ; e) (-;) ; o (V3-V2) *;
] o | ’
1 3 ' o
e - == -2
b) (/5)%: Q-1 % f) (“—t—-] P,
. Si se afle care numér din perechile de numere urmitoare este mai mare: :
3) n-Vz o (i)-}«’z; o (_2_ i+V® i [_2_]V2+V5;
kit \ ] 5

b (Z) 7 (5] Ca Ty Ve




7. S84 se afle z astfel incit o* > (1)’L , unde @ > 0 este un numdr real pozitiv.
a

8. 84 se spunii dacil sint echivalente incga'itidtile urmitoare:

: 1\ 1\x—1 |
a) a® > a* si z > &; c) [-5) >(—) si2e <ax—1;
3
b 6% « 6% 5l #? < z3 d) 8x' < & si 32 = 2.

9. 8% se traseze graficul functiilor f: R—R, unde:

a) flz) = 27 o) fla) = 2% e) fla) = 2% — 2;
B Flal =22 o a) fia) =2 %! f) flz) = 2% + 2.
10. 84 se traseze graficul functiilor f: R — R, unde:
4 yx—1 1 Yl=] . (1) .
a) f{I\:(Tl] ; c) f('w'"}=[—2'] i e) f(m)—(-g] —1;
bl flz) = [%]x“; ) E)' L 1) flz) = (%]’“ .

2.1. Definigla logaritmului unui numir pozitiv

Fie ¢ >0 un numir real pozitiv, @ # 1. Considerdm ecuatia exponentiald

(1).g*= N, N >0.

Din proprietatea 4 (§1), pet. 1.3) rezultd ca ecuatia (1) are o solutie care
aste unic determinatd. Aceastd solutie se noteaza

(2) = = logV
si se numeste logaritmul numdrului pozitiv N in baza a.

Din.(1) si (2) obfinem egalitatea

(3) a%8aN = N '
care ne arati cd logaritmul unui numdr real pozitiv este exponentul la care trebute
ridicati baza a (a >0, a # 1) pentru a objine numdrul dat.

Daci in (1) facem z = 1 obtinem a! = a si deci

(aiglog.c = 1.

Exemple. 1) 8a caleulim log, 32. Cum 95 — 39, atunci din delinitia logaritmului
avem log, 32 = 5. ;

2) 8 determinim logy L pig egalitalea 2~ = = oblinem log,,-i- = —4,
16 16 16
. 3 " : 1)=
3) 8i determindm log, 27. B4 considerdam ecuatia exponentiali [-5] = 27, Cum
)
B — 1 99, b — —3 i decilog, 27=—3
(3 73:— , oblinem z = —3 51 eclogl 7= —3.

3
4) Cum 4% = 256 atunci din definitia logaritmului obtinem log, 256 = 4.

Observajie. In toate exemplele pe care le-am dat am putut s4 calculim logaril-
mul numerelor date. in general, determinarca logaritmului unui numir oarecare nu se poate
face cu exactitate. Cind vom studia tabelele de logaritmi vom arita cii logaritmul unui-numir
se poate indica cu o anumitd aproximafie.
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2.2. Fruncgla logaritmici

Fie @ >0, a # 1 un numdr real. In paragraful precedent definind notiunea
de logaritm in baza @, fiecdrui numar pozitiv NV i s-a asociat un numér real bine
determinat. Acest lucru ne permite sé definim o functie

f:(0, +oo0) = R, f(x) =log.z

numitid funcfie logaritmicd.

Tatd citeva proprietdti ale functiei logaritmice:
| 1° £(1) = 0. .

" fntr-adevir, cum a® = 1, rezulti cd logg 1 = 0 si deci f(1) = 0.

2° Funcjia logaritmicd este monotond. Mai exact, dacd a > 1, atunct funcjia
logaritmicd este strict crescdtoare, iar dacii 0 < a < 1, funcjia logaritmicd este strict
descrescidtoare.

intr-adevir, si considerdm cazul @ >1 si fie z;, 7, € (0, -+oo) astfel
incit xy <z

Cum z, = a™8a® §i x, = a'°Ca®, rezultd cid al°8® < al%%a™.

_ Dar functia exponentiald fiind crescitoare (a se vedea § 1) obfinem ca
log, z; < log, x,, adicd flzy) < flxy).

Tn cazul 0 < a < 1, din inegalitatea a'°®a* < a'8s% gi din faptul cé functia
exponentiald cu baza un numdir real 0 < a < 1 este strict descrescétoare, rezulta
cd log, x; > log, s, adicd f(z,) > f(ay):

3° Funclia logaritmicd este bijectied. -

Tntr-adevir, dacd z;, , € (0, +oo) astfel incit f(zy) = f(z,), atunci
log, #,; = log, ;. Dar din egalitatea (3) (§ 2) obfinem z, = al%8e®s §i x, = a'%%™,
adicd z, = x, Deci f este o functie injectiva.

Fie y € R, un numir real oarecare. Notam z = a¥. Se vede cd x € (0, 4+0°9)
si loggr = logea” =y. Deci f(z) =y ceea ce ne aratd cd f este i surjectivd.
Asadar f este bijectiva. :

4°. Inversa funcjiei logaritmice este funcjia exponenjiald.

Functia logaritmica : ;

f: (0.1 + o0) — R, flz) = log,z
fiind bijectivi, rezultd din § 3.7, cap 11, Algebra clasa a IX-a cé ea este inversabila.
Inversa sa este functia’ exponentiald

g :R = (0, +o0), g(z) = a*. |

inte-adevir, dacd z € (0, +oo) avem (gof) (z) = g(f(z)) = g(log,z) =
— gt — z si dacd y € R, atunci (fog) (¥) = fley)) = f(a:) = }logaa“ =¥

Graficul funcjiei logaritmice f(z) = log,x pentru a = 275} E et

Considerdm tabelele de valori

x = d % & 1 2 4 8 16
16 8 4 9
logz | —4 =3 Eooats =i 0 1 2 3 4
logga] T 4 3 2 1 o =1 =2 -3 —4
2
x : 2 % 2 1 5 2% 125 625
625 125 % B
logs® = —3 T T 1 2 3 4
logi @ 4 3 2 4 b=t —2 —3 —4
B \
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Reprezentdm intr-un sistem de axe xOy punctele ale céror, coordonate sint

valorile din tabelele de mai sus. Punctele obtinute le unim printr-o linie continud.

In figura 1.3 sint reprezentate graficele functiilor f(z) = log,z si g(z) = log,z,

iar in figura 1.4 sint reprezentate graficele functiilor A(z) = logs z §1 k(z) = log =.
2

b
Deoarece functia logaritmicd este inversa functiei exponentiale, graficele
celor doud functii sint simetrice fatd de prima bisectoare.”In figura 1.5 am repre-
zentat grafic functiile f(z) =logsz si g(x) = 5%, iar in figura 1.6 am reprezentat
1\=

grafic functiile f(z) =log1 x si g(x) = (g .
5

Graficul functiei logaritmice are urmétoarele proprietéti:

1) Trece prin punctul de coordonate (1, 0) de pe axa Ox.

2) Graficul functiei logaritmice este constituit dintr-o singurd ramurd care
yurcd” dacd baza a > 1 si ,,coboard” dach baza 0 < a < 1.

Fig. I. 3 ~Flg. I. 4

Fig. 1. 5 Fig. I. 6
13



ce este din ce in ce mai _apropiat® de axele

3) Graficul functiei logaritmi
dacd a>1, sau cu cit a este mai mic, -dacé

Oz si Oy cu cit a este mai mare,
0<a-l ‘

4) Graficul functiel logaritmice este simetricul graficului functiei exponen-
tiale fatd de bisectoarea unghiului z0y.

2.3. Proprietitile logaritmilor

Folosind proprietatile puterilor cu exponenti reali obtinem urmétoarele
proprietdti pentru logaritmi:
1° Daci A si B sint doud numere pozitive, atunct

log,(4B) = log,4 + log, B

(logaritmul produsului a doud numere este egal cu suma logaritmilor celor doud

numere).
intr-adevir, dacé log,A =  §i log,B = y, atunci a* = 4 si ¥ = B. Cum
gtV = g* - a¥, obtinem a**' = A - B s deci loge(AB) =z +¥ = log,A + logsB.
Observalie. Proprietatea se poaté da pentru n numere pozitive
Ajy Ay An adicd

| loga(A,4s ... An) =logad; 4 10geds + - + logaAn

% Daci A si B sint doud numere pozilive, atunct

A
logaﬁ = log,A — logeB

(logaritmul citului a doud numere este egal cu diferenta dintre logaritmul numéra-

torului si al numitorului).

A
Intr-adevdr, tinind cont de proprietafea t°, avem log,A = log, (E . B):

‘ A
= log, % 4 log,B, de unde rezultd cd 10&15 = log,4 — logaB.

Observajie. Dacd punem A =1 s {inem cont ci logsd = 0,

obtinem egalitatea:
1
Pga = = —log,B

3° Daci A este un numdr pozitiy §L m un numdr real arbitrar,

atunct

i

’ log,A™ = m log. A

dusul dintre exponentul puterii

(logaritmul puterii unui numir este egal cu pro
si logaritmul numarului).
fntr-adevir, dach loged = =, abunel a* = A. Dar atunci A™ = (a*)™ = @™

si deci loggA™ = mx =M loggA. *

o "
1



4° Dacé A esie un numdr pozitiv §i n un numdr natural (n 2 2), atunct

— log, A
Topal/dl ==
n

(logaritmul unui radical dintr-un numar este egal cu citul dintre logaritmul numa-
rului si ordinul radicalului).
Intr-adevir, proprietatea 4° este un caz particular al proprietdtii 3°

in& i s= e
pun %

Exemple. 1) S caleuldm loga75.
Avem logi75 = logs(3 - 25) = logsd + log.25 = 1 + logs5® = 1 + 2 logs5.
2) 84 calculim loge 1 000 — log,125.
1 000
125

Avem log,1 000 — loga125 = logs = log,8 = logs2® = 3.

" 3) 84 caleudim log,0,18 — logy4180.

0,48  °
Avem log,; 0,18 — log,, 180 = log;y—— = lo = log; 107* = —3.
10 10 210 180 210 TG, 10
1 1

4) B3 calculiim logy — + logg— -

. 18 12

1 1 -

Avem “’gaﬁ A 10%::1—2 = —logy18 — logg12 = —(logg18 + logg12) = —log,(18 - 12) =

= —logy6* = —3.
" 5) 84 calculdm Tog, /8.
= i . & 3
Avem log, V 8 = —log,8 = — log,2° = log,2 =—~.
& f 4 4

5) 8% calculdm log, %/ 81.

— 4
Avein log, }/ 81 = = log,81 = -1: logs3! = e log,3.
9 5 g

2.4. Schimbarea bazei logaritmului aceluiagi numidr

Dacd @ si b sint doud numere pozitive diferite de 1, 1ar A un numdr pozitiv
oarecare, are loc egalitatea:

log,A = logyA - loggb

Intr-adevir, daci loged = z si logyd = y, atunci avem a* =4 si b =4
de undé obtinem a® = p¥. Dar atunci log.a* = log,b¥ sau z log.a =y loggb.
Cum log,a = 1, avem z = y logb, adicd log,4 = logs4 - loggb.
Observajie. Dacd in egalitatea de mai sus A = a, obtinem logga =
= logpa - logeh. Cum logea = 1, rezultd ca:

log,b =
logya

15



Exemple. 1) 84 se scrie log.x in functie de logsz.
Avem log.z = logsz * logsh = 2 logz.

2) Sise arate cil expresia E = logez 1y depinde de =

logsz
fntr-adevidr, E = logaz v logs5.

logaz + 1ogs2 log,2
3) 84 ce arate cA log.6 + loge2 > 2.
1 : :
Avem log:6 + loge2 = logeb + ——— . Deci trebuie si ardtidm cid log.6 + —1— =99,
log,6 log:6

sau (logs6)? — 2logs6 4 1 >0, sau incd (logs6 — 1)® > 0, inegalitate evidentd deoarece
10g26 ?é il

2.5. Operatla de logaritmare a unei expresii

De multe ori in practicd sintem pusi in situatia si determindm valoarea
aproximativil & unui numar dat printr-o expresie in care apar radicali de ordin
foarte mare. De exemplu, s& consideram numérul:

B 178 |/ 131 - /92
‘ B/ 37 98- 23

gi vrem sd defermindm o valoare aproximativé a numdrului z. Vom logaritma
expresia (1) intr-o anumitd bazi convenabild a. Folosind proprietdtile logaritmilor
obtinem: =

log,z.— log, (173 |/ 13T1/92) — log, /37 - 98- 23 = log,17% + log, |7 131 +

: __ log.(37-98-23
+10g,13V92— B 5 )

(1)

= 3 log,17 + %10gn131 + %loga92 —

1 1 1
110037 — Li10g,98 — = log,23.
e Pt B e

Deci am obtinut egalitatea: '
1 1 1 1 1
log.z = 3log,17 + -Zloga131 -+ 3 log,92 — = log,37 — glog698 =i logg23. (2)

Utilizind tabelele de logaritmi (a se vedea §3) din egalitatea (2) putem sd deter-
mindm o valoare aproximativd pentru z.

~ In general, dacd E este 0 expresie algebricd in care apar produse de puteri si
radicali, putem si-i asociem, exact ca in exemplu (1), o expresie, notatd log E, in
care apar sume (diferente) de logaritmi inmultite eventual cu anumite numere

rationale. Operatia prin care expresiei E 1 se asociazd expresia log E se numegte
_operatie de logaritmare®.

Exemple: 1) Fie E = a Y/ ab®.
Prin operatia de logaritmare obtinem:
— —_ 1 6
log E = loge (a2 Vab“) = logea® + loge 1/ ap® = 2 logea + -7- logee +-5- logeb.
ioes
9) Fie E = va-a . Prin operatia: de logaritmare obtinem expresia

b
e F_ 1,08 Lo o) = S logea — = logeb
logeE = loge \[ 75 =7 0Reig o 0Bet = gobt) = - 1ogee — < geb.

1R



b

Observajie. Adesea in calcule este nevoie si se faca si operalin
inversd, adici unei expresii in care intervin logaritmi sii-i asociem o expresie

fara logaritmi.
De exemplu, fie expresia

1
logez = 2 logea — 7 logeh — 3 loged

Folosind proprietitile logaritmilor avem:

logex = logea® — loge V5 — loge3® = logc—l’/—_g# =1log. i

4 o
o .

(7

27V

de unde obtinem ci x =

ol

1. 94 se determine valorile lui x pentru ca urmitorii logaritmi si aibd sens:

a) loga(l — z); b) logs(1 —a?); c) logq (1 + z*);
2
d) logy(a® + = — 2); e) logs(—a* + 5x — 6); f) logg (2* — z'+ 1);
g) log,(logsz); h) log (logsz); 1) logy (logy ).
3 : ) 2
2, Care din urmitoarele numere este mai mare?
¢ a) logs4 sau logs5; j b) 2 sau logsl0;

c) log‘—;- sau ]og,—i’;; . d) 3 sau logs7.

8. Pentru ce valori ale lui z au loc inegalitifile:
a) logse > logsh; b) log, (2x) = log, 5;

2 i

c) logya® = logs8; d) logg(a® — 1) < logglex + 4&).

4, Pornind de la graficul functiei logaritmice si se construiascd graficele urmitoarelor

functii: .

a) f:(—1, +o) =R, f(z) = loga(1 + 2);

b) f:(0, 4+o0) = R, f(x) = logea®;

o) f:[4, +c0) = B, f(z) = logs(z — 1):

d) 1:R\{0} >R, f(z) = logez™;

- e) (2, +o0) =R, flz) = logs(x — 2);

2

f) f: R\ {8} =R, flzx) = loge| = — 3.

b. 84 se calculeze:

4
a) logzd + log,g; b) logya2 -+ logya72:
c) loggl 000 — logg40: ‘ d) logg? — logsgg;
e) logg,50 — logg,0,5: f) logs6 + log,8 — logsd:
g) logy 3 — log; 12 + log, 2: h) 10ggn5 + 10Bga4 — 10gga2-
2 T iz

2 — Matematici — Algebra, cl. a X-a
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6. Stiind cd log,,7 &= 0,84510 si log'mfy- = 0,69897 si se calculeze:
a) log0,7; b) mgm%; “c) logy35; d) logy,175; e) logy,7 [/3

7. 94 se arate cd expresiile:
log,a?® logax -+ logoV/ = 9 T logxl/ 7

AN — ShiEE— :

= nu depind de =,
logsz® logsz + logs )/ & logs7 &

8. 84 se logaritmeze expresiile:
318 /41 - 332
17% §/ 237 - 29
6 _"_; 5 3 0 i
o 2= YETi0 o= (V] 0 2-20Tmm sl
b ‘/a]/b al/-l;

a) E= 4127/ 41 -37%; b) E = . o) E = a*Y/abfe; d) E = 23a® V5%

o
2

. 2a—b) \/aﬁ-b' perfl l/af’/fq/&.

i) E
3(a + b)

==Nh ! 3 —
a Ve
9. 54 se determine expresia lui z astfel incit s& avem:
a) loggz = loga3 + logat — loge5; b) logaz = 21log,7 + 3 logab — 4 loggd;

¢) logsz = 21ogea + 3 logs(a + b) — & logsla — b); d) logaz = —% logg(a 4+ b) +

L % [lngg{a —b) — % logila 4 b) + '-;— log,(26) — '2"10554(2“" ] :

3.1. Logaritmi zecimali §i proprietigile lor

Definitia 3.1.1. Daci g este un numir real, se numeste partea fntreagd d lui a,
cel mai mare numir intreg care este cel mult egal cu a.

Partea intreagd a lui a se noteazd cu [a]. Conform definitiei avem [a] € Z
silal < a;dacifa]l <n <an€l, atunci n = [a]. Altfel spus, partea intreagh
a lui @ este un numér intreg n, cu proprietatea n < @ << n -+ 1. Deoarece oricare

ar fi numarul real @, in intervalul (@ — 1, @] existd un numdr intreg si numai unul,
rezultd cd a — 1 < [a] € a. -

De exemplu: [3, 2] = 3; [0,245] = 0; [6] = 6; partea intreagd a numérului
—4,7 este —5, deoarece —b < —4,7 < —4. Analog se obtine: {—5,791] = —6;
[—0,231] = —1, [—n] =[-3,141..] = —4. |

Se observd cit dacd a este un numir real oarecare si n este intreg, atunci
[a + n] = la] + n.
Definitiz 3.1.2. Diferenta dintre numirul a §i partea sa intreagi [a] se numegte
partea fractionard a lui a §i se noteazd cu {a}. ;

Deci {a} = a — [a]. Deoarece [a] < a <[a] + 1, rezultd cd 0 < {a} < L.

De evemplu: {24} = 2,4 — 2 = 04; {0,261} = 0,261 — 0 = 0,261; {—6,81} =
= —6,81 — (—7) = 0,9; {—0,231} = —0,231 — (—1) = 0,769.

Orice numir real a este suma dintre partea sa intreagd si partea sa frac-
tionard: a =7a] 4+ {a}.
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Se observd cd dacd numirul real a are scrierea ca fractie zecimald a =
= @y, Uylylg.; CU Gy € Z g a, a, ag.., sint- numere naturale cuprinse"intre
0 gi 9 atunci

a, , dacd a > 0 sau a € Z,
[a]z{au—l, dack ¢ <0 si a & Z,
0,a,a,05 ..., dacd a > 0 sau a € 7,
1 — 0,a,0,a5 ..., dacd a <0 §1 a&Z.

jar {a} = {

‘Dack a <0, a@Z si |[a]l = by f{a} =0,bibshy..., atunci vom scrie
numérul ¢ in urmédtoarea forma: \

¢ a = by,bybybs .- -

De coamphi, — %8 = [—58]+ (=63} = —5+0,7= 57,

Tn practicd se folosesc logaritmii in bazd zece care se mai numesc si logaritmi
zécimali. Acestia se noteazd cu lg, in loc de log; de aceea nu mai este nevoie
s& se specifice baza. Astfel, vom scrie Ig 101 in loc de log, 101 si lg 5 in loc de
log,,5 s.a.m.d.

Logaritmii zecimali au toate proprietétile pé care le au logaritmii in bazd
supraunitard. Astfel, logaritmul zecimal al unui numé#r mai mare decit 1 este pozitiv,
iar logaritmul zecimal al unui numadr mai mic decit 1 este negativ. Dacd doua
numere pozitive sint intr-o anumitd ordine, atunci logaritmii lor zecimali sint
in aceeasi ordine. Dacd « este un numar real oarecare si a este pozitiv, atunci
lga* — olga. Dacd a si b sint pozitive, atunci lgab = lga + lgh. In particular
dacd a — 10™, atuncilg 10" =nsilg 10" b=n + Igh. .

E .
De ezemplu: 1g 10)/T0 = 1g10% = :;’l . 1g10000 = 1g10* = 4; 1g100 =1g10® = 2: |

lg 0,001 = lg 10~ = —3; lg 56,81 = lg 5681 - 107 = —2 + lg 5681.

Din aceste proprietdti generale, deducem urméitoarele proprieidjt ale loga-
ritmulut zecimal:
1° Logaritmul unui numar care scris in baza zece -este de forma 1 urmat de

n zerouri, este egal cu n; adicd, dacd a = 100 ... 0, atunci lg a = n.
[N i
n

2° Logaritmul unui numar subunitar care scris in baza zece are dupd virguld n

cifre de zero urmate de cifra 1, este egal cu —n — 1; adicd pentru a = 0,007 045
_.ﬁ
n

avem lg a = lg 10™1 = —n — 1.

30 Daci 10" < a < 10™*+, atunci lg 10® <lg a <lg 10™+! gi deci n <
<lga<n+41.

De exemplu: dacd a = 87,23, atunci 10 < 87,23 < 100 si deci1 <lg a < 2.

Deducem cé logaritmul oricdrui numdr care nu este egal ci 0 putere intreaga
a lui 10, este un numir zecimal (nu este numiér intreg).

Definitia 3.1.3. Daci g este un numir pozitlv vom numi caracteristica logaritmului
siu zecimal, numirul intreg [lg a]; vom numi mantisa logaritmului
lyi @ numirul {lg a}.

Prin urmare avem lg a = [lg a] + {lg a}. Caracteristica logaritmului lui a
este cel mai mare numér intreg n cu proprietatea cd 10" < a. Mai precis, caracte-
ristica lui lg a este un numér intreg n, cu proprietatea cd 10" < a < 1074,
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De exzemplu, caracteristica lui 1g 87,23 este 1; dacd @ = 4573, atunci 1 000 < a < 10 000,
3 < lg 4573 < &4, prin urmare caracteristica lui ‘lg 4573 este 3: dacd a = 0,0123, atunci
10~2 < a < 10~ si deci caracteristica Jogaritmului siu este —2.

Din cele de mai sus rezultd urmitoarele doud reguli de calculare a carac-
teristicii logaritmului zecimal al unui numér a:

i) Dacd un numdr supraunitar scris in formd zectmald are n cifre la stinga
virgulei (adicd la partea sa intreagd), atunci caracteristica logaritmului sdu este
n — 1. :

ii) Caracteristica unui numdr subunitar scris in formd zectmald se objine in
felul urmdtor: se ta numdrul de zerourt situate la stinga primet cifre diferite de zero
(inclusie zeroul din stinga virgulet), numdrul natural astfel obfinut fiind luat cu
semnul minus.

De ezemplu, daci a = 0,57, atunci [lg 0,57) = —1; dacii @ = 0,0012, [lga] = —3.

4° Dacd inmultim un numdr intreg @ cu o putere intreaga a lui 10, atunci
caracteristica logaritmului numé#rului astfel obtinut se obtine din caracteristica
logaritmului lui a, la care se adaugd exponentul lui 10. Intr-adevir, avem
[lg 10" a] = [n + lg a] = n + [lg a]. De exemplu, dacd inmultim pe a cu
10, 100, 1000 etec., 'atunci caracteristica numérului obtinut creste cu o unitate,
cu doud, cu trei ete.; dacd impértim pe a cu 10, 100, 1000 etc., caracteristica
scade cu 1, cu 2, cu 3 ete. _

5° Mantisa logaritmului unui numér @ nu se modifica, dacd inmultim pe a cu
o putere intreagd a lui 10. Intr-adevér, avem :

{lg 107} = 1g 10" - a —(Ig 10" al=n+1lga—[n+lga=
—n4lga—n—[lga=Iga—[lga={lga}

Cu ajutorul regulilor enumerate pina acum, deducem cé dificultatea aflarii
logaritmului unui numér constd in calcularea mantisei. Aceasta se afld cu ajutorul
tabelelor de logaritmi.

3.2. Tabele de logaritmi cu 5 zecimale

Cu ajutorul acestor tabele se pot afla mantisele logaritmilor numerelor de la
1 la 9999, cu o aproximatie de 0,00001. Aceastd aproximatie este in general suficient
de buné pentru calculele din practici. Pe prima pagind a tabelelor sint scrise
mantisele logaritmilor de la 1 pind la 100; in coloana cu indicatorul N sint scrise
numerele, iar in dreapta lor, in coloana lg, se afld mantisele respective.

Celelalte pagini sint aranjate in felul urmétor: in coloana intii cu indicativul V,
sint' scrise numerele de la 100 la 9999 si urmeazi apoi zece coloane cu indicativul
0,1, 2,3, 4,5,6,7, 8, 9 in care sint scrise mantisele logaritmilor numerelor cu
patru cifre. y _

Pentru a afla mantisa logaritmului numérului cu patru cifre n = a,a,030,,
se procedeazd astfel: se cautd in coloana N numarul a,a,a;, obtinut prin tdierea
cifrei unitdtilor in numérul n (dacd n are trei cifre, se cautd in coloana N chiar
numirul n), apoi fixdm coloana cu indicativul a,; ludm primele doud cifre ale
mantisei logaritmului lui a,a,a; din coloana 0, apoi la intersectia liniel orizontale
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a lui a,a,a4 cu coloana a, se giisesc restul de trei cifre ale mantisei (dacd n are
doar trei cifre vom cduta logaritmul sdu in coloana 0).

N 0 1 2 i s 5 6 7 8 9

300 | 47 712 727 741 756 700 784 799 813 828 842
301 857 871 88b 900 914 929 943 958 972 986
302 | 48001 01& 029 044 058 073 087 101 116 130
303 . 144 159 173 187 202 216 230 244 259 273
304 287 302 316 330 344 359 373 387 401 416

305 430 444 458 473 487 501 515 530 544 558
306 572 586 601 615 629 643 657 671 686 700
307 74 728 742 756 770 785 799 813 827 841
308 855 869 883 897 % MOk 926 940 954 968 982
309 996 *010 *024 *038 *0b52 *066 *080 *094 *108 *122

310 | 49136 150 164 178 192 206 220 234 248 262
311 276 290 304 318 . 332 346 360 374 388 402
312 415 429 443 457 471 485 499 5135 527 541
313 B54 568 583 596 610 624 638 651 665 679
34 693 707 721 734 748 762 766 790 803 = 817

315 831 845 859 872 886 900 914 927 941 955
316 969 982 996  *010  *024 *037 *061 *065 *079 *092
317 | 50106 120 133 147 161 ‘474 188 202 . 215 229
318 243 256 270 284 297 311 325 338 352 365
319 379 © 393 406 420 433 447 461 474 488 501

Exemple. 1) Daci vom c#uta in tabele lg 3153 proceddm in felul urmitor:
deoarece 3153 are 4 cifre, caracterisfica sa este 3 iar pentru a afla mantisa, cintim in
coloana N numirul 315. La intersectia liniei corespunzitoare acestui numdr cu coloana 3, vom

gisi numirul 49872, deci
lg 3153 == 3,49872.

2) 84 afldm logaritmul lui 1,25. Deoarece 1,25 are o singur# cifri nenuld la stinga virgulei,
caracteristica logaritmului s3u este 0 (conform unor proprietafi stabilite), Mantisa este aceeas
‘cu a numirului 125 din coloana NV a tabelelor; deci obtinem

1g 1,25 =2 0,09691.

3) Logaritmul numirylui 81,13 are caracteristica 1, iar mantisa acceagi cu a numirului

8113 pe care o gisim in tabele. Obtinem astfel
1g 81,13 ~ 1,90918.

4) Logaritmul numarului 0,0003145 are caracteristica —&, iar in tabele vom g#si manfisa

lui in dreptul numarului 314, in coloana 5. Obtinem astfel
' lg 0,0003145 = &,49762.

Logaritmul unui numdr cu cinct zecimale. S& aflim de exemplu lg 32437 cu
aproximatie cit mai bun&. Proceddm astfel: caracteristica este 4, iar mantisa este
aceeagi ca pentru lg 3243,7. Observdm cd 3243,7 este cuprins intre 3243 si 3244,
deci lg 3243,7 este cuprins intre lg 3243 si lg 3244. Si admitem cd pe porfiunea
dintre 3243 gi 3244 logaritmul este proporfional cu cregterea numerelor. Din tabele
obtinem: '

lg 3243 ~ 3,51095,
lg 3244 =~ 3,51108



si rezultd cd pentru o crestere a numarului cu 1, logaritmul se maregte cu
0,00013 = 13- 1075. Deci, daca numirul creste de la 3243 la 3243,7, adicd cu 0,7,
logaritmul sdu va cregte cu 13- 1075 x 0,7 = 9,1 - 1075 = 0,000091. Deoarece
Juerim numai cu b zecimale, rotunjim pe 0,000091 la 0,00009 gi vom avea

lg 3243,7 =~ 4,51095 + 0,00009 = 4,51104.
In practicd este comod s fie agezate caleilele de mai sus in felul urmétor:

lg 3243 = 3,51095
lg 3244 = 3,51108

13
I ey o 13
() A e et 13%0,7 =91 =9

lg 32437 = 4,51095 + 0,00009 = 4,51104.

. Operaia prin care am aflat logaritmul de mai sus se numegte interpolare. Ka
oferd posibilitatea unui caleul aproximativ, cu eroare destul de micd, pentru
aflarea mantisei logaritmului unui numar cu cinci sau mai multe cifre. In realitate
cresterile logaritmilor nu sint proportionale cu cresterile numerelor, deoarece, de
exemplu, lg 10 = 1; 1g 100 = 2 gi prin urmare logaritmul s-a mirit de 2 ori in
timp ce numérul s-a marit de 10 ori. Cind ins# cresterile sint mici, putem s& consi-
deram cregterea logaritmilor aproximativ proportionald cu cregterea numerelor.

Aflarea unui numdr ciruia i se cunoagte logaritmul.

Considersm de exemplu problema urmitoare: sd se afle numarul z gtiind
ci lg z = 3,49982. Sd cdutdm mai intii un numér a cirui mantisd a logaritmului
s# fie 0,49982. Pentru aceasta ciutdm in coloana 0 a tabelelor de logaritmi, primul
numir care incepe cu cifrele 49, apoi urmirim in jos pe aceasta coloand pind ajun-
gem la cel mai mare numar, mai mic decit 49982. Acesta este 49969. Urmdrim apoi .
pe linia corespunzitoare acestuia pind gisim numérul 49982 sau un numdr cit mai
apropiat de acesta. 1n cazul nostru gisim numérul 49982 in coloana 1, deci numarul
cdutat este un numir de forma a,@,a,44,, in care numirul @,a,a, este in coloana NV,
in aceeasi linie cu mantisa 49982, iar a, este indicativul coloanei in care se gaseste
49982, in cazul nostru a; = 1. Obtinem numaérul 3161. Deoarece numaérul lg = are
caracteristica 3, rezultd ci x are 4 cifre in stinga virgulei, deci z = 3161.

Procedeul descris ne ajutd la calcularea puterilor lui 10, deoarece egalitatea
lg = 1 este echivalentd cu z = 10. Prin urmare calculul lui z revine la aflarea
lui 10%, unde « este numarul dat. Ca si aflarea logaritmului cu ajutorul tabelelor,
acesta este un calcul aproxzimativ. Daci numérul dat lg z nu se afld in tabele,
se procedeazid la interpolare, ca in cazul operatiei inverse, de aflare a mantisel lui
lg z cind se cunoaste z.

3.3. Operatii cu logaritmi

Tabelele de logaritmi zecimali se pot intrebuinta la efectuarea mai rapidd
a unor caleule numerice complicate. Astfel proprietdtile urmétoare:

1°lg ey =lg 2 +1gy;
2° ]gizlg z—lg y;
3 lg i":nlg T
plibpe 't

: n

e o e
lg a
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ne permit ca in loc de o inmulfire si efectudm o adunare, in loc de o impdrtire sa
efectuim o diferentd, in loc de ridicare la putere sd efectudm o inmuliire, in loc
de extragere de radical s& efectudm o impértire. Proprietatea 5° reduce calcularea
logaritmilor intr-o bazd oarecare la calcularea unor logaritmi zecimali.
' Practic, trebuie si stim deci s# adundm, si scddem, si inmultim, sau s
impi#irtim numere scrise sub forma

n+te cunecls 0<e<l,

.unde 'n reprezintd caracteristica, iar ¢ mantisa unui anumit logaritm.

Adunarea. Pentru a efectua adunarea mai multor logaritmi proceddm la
fel ca la adunarea numerelor zecimale, tinind cont insd de unitéfile care pot apérea
la adunarea mantiselor; acestea se adaugd la caracteristicd.

Ezemple. 1) S efectufim adunarea:

1g 3652 + lg 253 + 1g 1,439.
fn tabele gisim:

lg 8452 == 3,53807:
1g 253 =~ 2,40312:
1g 1,439 =~ 0,15806.

Vom obtine:

3,53807 -+
2,40312
0,15806

6,09925
2) 84 efectudm adunarea
Ig 345 + 1g 0,98 + 1g 75,43 + lg 0,029.
CAutind in tabele, rezultd urmétoarea adunare:

9.53782 +
1,99123
1,87754
2,46240

2,86899

Sciderea. Scdderea se poate reduce la o adunare, tinind cont ca pentru
un numir scris sub forma n+¢ cu n € Zsi0 <e < 1, avem —(n +¢) =
=(—n—1) + (1 — =). f

4
Ezemplu. S aflim lg —ﬁ.
A 8933
4 ¢ = o
Avem lg -Sagﬂ-'-é%- = lg 345 — lg 5933 == 2,53782 — 3,77327 = 2,53782 + 4,22673 = 2,76455.

|

Inmuljirea cu un numdr intreg. Pentru a inmuli un logaritm cu un numar
intreg, inmultim separat mdntisa si separat caracteristica cu acel numar, addugind
la caracteristicd unititile pozitive ce rezultd de la inmultirea mantisei.

Ezemple. 1) 84 se calculeze lg {312,6)%.
Avem: lg (312,6)® = 8 1g 312,6 = 8+ 2,49499 = 19,95992.

2) 1g (0,0074)° = 61g 0,007 = 6 - 3,86923 = —18 + 6 0,86923 = 13,21538,
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Impdrtirea cu un numdr natural nenul. Aceastd operatie apare in calcularea
T E — lga ' . i
unor logaritmi de tipul: Ig Va= 22 vom da trei exemple din care vor rezulta
n
cazurile ce se pot ivi in astfel de situatii.

Ezemple: 1) 8% se calculeze 1g ¥/ 520.
lg 520 _ 2,71600
T

In dcest caz, caracteristica logaritmului lui 520 fiind pozitivd, nu am avut nici o
dificultate, impartirea efectuindu-se in mod obisnuit:
9) 84 se calculeze lg #/0,00786.

o YA o 9 o
'8 0'030786 ~ 3'8%5" L5 d! 3'8951‘ — 1 4 0,29847= 1,29847.

in acest caz caracteristica este negativi, dar ea imp#rtindu-se exact la imp4rtitorul dat 3.
am putut afla caracteristica citului si apoi mantisa lui, efectuind impé#rtirile separat.

3) S& se calculeze lg 8/0,0458.

~ 0,90533.

Obptinem Ig Y520 =

Avem lg V0,00?BB =

&  — e 9 ___i) LK v
Obtinem 1g §/T048 — Ig 0,:458 o 2.6(;087 L —2—3+4 5.3 + 0,66087 _
=4 :lg,ﬁ_ﬁ{)s_, = _—Ei +,:3'f5‘;ﬂ — —1 4 0,73217 = 1,73217.

Observim ci.am redus in acest caz problema la o situalie similard .cu cea din
exemplul 2). Pentru aceasta am scizut si am adunat 3, astfel incit caracteristica sa se
impartd exact la numitorul 3, mantisa obfinindu-se prin impdrtirea lui 3,66087 la 5. Deci in
cazul in care : caracteristica este negativd si nu este divizibila la impé#rfitor, se scade un
numir de unititi pind ce ea devine multiplu al imp#rtitorului si se efectueazi impirtirea

in cazul de mai sus ——55- = —1). in acelasi timp se adaugi acelasi numir de unitafi

mantisei, numirul astfel obfinut impirtindu-se separat la numitorul comun (in cazul nostru 5).
Din prima impdrtire rezultd caracteristica, iar din a dova, mantisa numdrulvi cerut.

Impérgirea logaritmilor. In cazul ecuatiilor de forma a* = b, a, b>0,a # 1,
apare problema impértiril a doi logaritmi, deoarece egalitatea a® = b este echiva-
lentd pe rind cu egalitatile:

lgla® =1g b, I

zlga=1lghb,
lgb
Ig a '

In astfel de situatii este preferabil sd se scrie atit lg a cit gi lg b sub forma
zecimald obisnuitd (deci cu semn in fatd) si sd se efectueze impértirea in mod
obignuit.

Ezemplu:
Ig 0,458 1,66087 _ —1 + 0,66087 033913 [ 40nq9
Iz65  1,81291 1,81291 = T 181204 © : %

Efectuarea unor calcule numerice complicate cu ajutorul logaritmilor. Folosind
proprietétile logaritmilor si utilizind tabelele de logaritmi, se pot inlocui calculele
lungi si-dificile, cu calcule simple de tipul sumei gi diferentel, sau de multiplicare gi
impéartire cu numere naturale.

924




Ezemple. 1) 8a se calculeze /125 - 4593. Vom procéda in acest caz, ca si in cele
ce urmeazd in felul urmdtor: notdm cu = numirul care trebuie aflat, calculdm intii lg z, cu
ajutorul tabelelor si calculelor invatate, apoi afldm din tabele' num#rul z al citrui logaritm il
cunoagtem. )

Astfel avem in exemplul de mai sus:

g lg 125 + lg 4593 ) 2,09691 -g 3,66210 _ 5,753‘301 = 1,9‘1.967.
3

Ciutim apoi in tabele numirul al cirui logaritm are manlisa 0,91967. Obfinem numirul din
patru cifre 8311 si tinind cont ci lg z are caracteristica 1, deducem cd z are dou# cifre la stinga
virgulei, deci: ;

z 2 83,11,

/
2) 84 se caleuleze z = VVB_S —¥/30.

: ; IR : lg 35
Vom calcula mai intii y; = 14/35 si yp = 1/30. Astlel obfinem lg y; = —g;—z

440 ; :
zMzU,BSGOQ. Ciutind in tabele numirul cu mantisa 0,38602, obtinem y, = 2,432.

4 \

: lg : 1,47712 . . :

Analog obtinem lg y, = g;ﬁ ~ ks ~~ 0,24619 si deci y, = 1,763. Prin urmare
6
4/35 — ¥/30 ~ 0,669.
In final avem ci
et by i) 1, — 0,82 — 4,8254 —
g~ g §/ 0650 — g05669%1,825543 = il +5.8 543 5+5, 043 — T,96509.

Cautind in tabele si {inind cont ci x are o singurd cifrd de zero in stinga virgulei (caracteris-
tica lui g @ tiind —1) rezultd cd o ~ 0,9228.

Logaritmi naturali

in matematica superioara, apar foarte des logaritmi care au ca bazi numdrul irafional,
notat cu e, e = 2,718281828... . Folosirea acestor logaritmi permite simplificarea multor formule
matematice. Logaritmiinbazae apar inrezolvarea unor probleme fizice si intrd in mod natural
in-descrierea matematic4 a unor procese chimice, biologice .a. Logaritmul natural al, numirului
a se nofeazi Ina. :

1. Sase caleuleze caracteristica logaritmilor zecimali ai numerelor: 2; 57,38 ; 632,7; 5237,81:0,024;
0,99: 0,0003; 54; 231,002. :
Stiind cd 1g 2 & 0,301 i lg 3 = 0,477, sd se calculeze:

[
.

Ig6; lg15: 1g 32; lg 30; lg;—‘).

3. Sise caleuleze cu ajutortﬂ tabelelor de logaritmi, logaritmii zecimali ai urmatoarelor numere:
37 *990: 235: 99: 301; 1457; 1,231; 54,36; 10325; 26739; 263;56; 35,074; 0,0028631;
28 + 534,215.

4. S# se efectueze operatiile:

a) 1,4792 + 2,4506 + 3,0025; b) 7,0032 + 3,8265 +- 3,8502: c) 0,9329 — 1,2543 — 5,06;
d) 2,k645 — &,3732 + 5,2104 — 8,3714.
5. 84 se efectueze urmiitoarele operalii, rotunjindu-se cu o eroare mai mic# decit 0,00001.

. = 1 9 i
a) T,21455 - 0.36: b) % - 51203+ 9,8; ) 1,02561 - (~ -g); d) 6,45437 - (—0,2).
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3. Folosind tabelele de logaritmi, si se calculeze:
a) rlg‘VQﬁEH; b) lg (53,24)%; ¢c) lg (21,4) ~§/6531; d) logs5; e) loge17; f) 10Zg.02slh 3121

7. 84 se calculeze x cunoscind logaritmul siu zecimal:

a) lg = — 0,36253; b) g a = 4,00021; c) lg = = —0,39285; d) lg = = 2,54401;
e) lgx = —1,02574
8. 94 se efectueze, cu a]utorul tabelelor de logaritmql urmﬁtoarv]e'calcu]e-
o 12,488 Y/5,76 b) 2,591 - F/o 0836 389)"@0 (3,89)%(—0,1536)
?/573 §-1,862 ' el JUGE 0,924° '

d).]/5 e+ Y3 —2Y5

exponentiale §i ecuatii logaritmice

1
4.]. Ecuatii exponentiale

Er'uapia exponeniiald este o ecuatie in care necunoscuta este exponent, sau 0
ecuatie in care este exponent 0 expresie care contine necunoscuta.

Astfel ecuatiile: 3% = 2%71; 56 — 1 =0 si Qa8 L 4+ — 320
sint ecuatii exp(mentlale

In practlca cind avem de rezolvat o ecuatie exponentiald, vom proceda
astfel: folosind diverse substitutii precum gl proprletatlle functiei exponentiale,
vom c#uta s-o reducem la rezolvarea unor ‘ecuatii simple, de reguld de gradul intii
sau gradul al doilea. :

Cele mai multe ecuatii e:a.ponentlalé gint reductibile la forma a*) = b, cu
a>0%>0,a#1.
Datoriti 1nJB(‘tIV1tat11 functiei logaritmice, aceastd ecuafie este echivalentd cu

lg b
lg a

fn aplicatiile practice, in aceste ecuatii b se poate de obicei exprima ca putere a
lui a,

P flz) = logeb =

hi—ras;

f(z) = a. ‘
Ezemplu. Sa se rezolve ecuatiile 98% — 64 3%° = 81; 5%'—x—2 = 625.
Vom avea 22 = 2° de unde rezultid 2z = 6, adicd x = 3.
Din ecuatia 32° = 81, 3** = 3%, deducem 2% — &, 3% = 92 si deci @ = 2.
Pentru ultima ecuatie obfinem 5**—x—2= 5%, deci 2 — a2 — 2 =4, de unde rezultd

de unde rezultd ecuatia

2t —x— 6=
Avem in final z; = 3 §i zz = —2.

Dacé intr o ecuatie de forma a* = b, b nu se poate exprima ca putere a
lui @, atunei ecuatia se rezolvd: folosind tabelele de logaritmi, tinind cont ca

=g, hi— ——
Iga
8% rezolvim, de exemplu, ecuatia 18% = 3,1.
Ea este echivalentd cu:
i L g3t 0, 49136
: Ig 18 1,25527

= 0,39.
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Unele ecuatii exponeniiale se aduc la forma mai generald aft®) = a?(%),
Din aceastd ecuatie tinind cont de injectivitatea functiei exponentiale, deducem:

f(x) = g(x), care apoi se rezolva.

Ezemple. 1) 84 se rezolve ecuatia gab — glo—ix,
Obtinem « — 6 = 15 — 2, deel 3z = 20, =7

1
2) 83 se rezolve ecuatia 49% = (i r -
7]

. —_—d .
Obtinem 7% = 777, deci
94 — —z°, de unde deducem z; = 0, 22 = —2,

Existd ecuatii exponentiale care nu se pot reduce la nici una din formele
discutate.
Ezemple. 1) 2% = 3%+,
Tinind cont de injectivitatea [unctiel logaritmice, obtinem prin logaritmare ecuatia echi-
valenti
rlg2 = (2z+1)1g3 s deci
z(21g3 —lg2) = —1g3,
—lg 3

21g3—lg2

aceastd ultim# expresie a lui « se calculeazii apoi cu aproximatie, din tabele.
yIBrE = 7%,
Logaritmind deducem 7%lg 5 = 5% lg 7; logaritmind din nou obtinem xlg7 4 lglgb =
= zlg5 + lglg 7 si deci
el lglg7 —lglgh
lg7 —lgs '
3) 3'.1:; e 7:&:—-1 % 4x+ﬂ_
Deducem o 2zlg3 + (22 —3Nlgs=(a—1]187 + (z + 3)1g &, prin urmare z(21g3 +
+92lghs —1g7 —1g4)=3lg5—Ig7 + 3lg4: in final avem

expresie care se calculeazd cu aproximatie din tabele.

e 125 - 64
3lgs —lg7+3lgt 7 3,05799 ;
= = = xR~ 3,367,
2lgs+21gs —1g7 —Igh ] 225 0,90502
28

\ 4) 84 considerdim in cele ce urmeazd ecuatia 4% 4 2% = 272.
Pentru a rezolva ecualii de acest tip vom observa mai fntii ci putem scrie 2°% 2% —
— 972 = 0 si deci facind substitutia 2% = y, obtinem:
y2 i Y= 272 = 0:
Y = 16, Ya= —17
Deoarece 2% > 0, rezulth ¢ —17 nu poate fi egal cu 2% si deci singura solufie se obfine din
9% — 16, 2% = 21, deci z = 4.
in unele situatii, substitutia efectuati la exercitiul precedent nu se poate face imediat in
forma initiald a exercitiului. S& ludm, de exemplu, ecuatia: 6% + 4% = 9%,
Vom impérti ambii termeni cu 9 §i oblinem

Y3y -
9 9
[3]x + (E]Qx =0
3 3
. L
Fiicind substitufia [E} = y, oblinem y® + y— 1 = 0 si deci

= 45
y;:z‘:——”——2 -



Deoarece Y 2 -, rezulti cii singura solutfie a ecuatiei o obtinem din:

2
| '/_ lgl/-gf'l
DANE —14+l/5 ; 2
(E) = ) s1 decl =z = 3
g —
3

4.2. Ecuatil logaritmice

Ecuaiile logaritmice sint ecuatii in care expresiile ce contin necunoscuta apar
ca bazd sau ca argument al unor logaritmi.

De exemplu:

logar(z + 2) = 1; lg(a® + = — 2) = 3t logx(52® + 3) = 1g(2x + 3) — 1,

Fologind injectivitatea functiel exponentiale avem cd, rezolvarea unei ecuatii de
tipul loggw f(z) = b este echivalentd cu rezolvarea ecuatiei f(z) = g(2)®. Vom
avea insa grija ca solutiile obtinute sa satisfacd f(z) >0, g(z) >0, g(z) # 1, pentru
care expresia l0ggu f(z) are sens. .

Loa fel ca la ecuatiile exponentiale, in practicd cind avem de rezolvat o ecuatie
logaritmicd, vom proceda astfel: folosind diverse substitutii precum i proprietatile
logaritmilor, vom ciiuta s-o reducem la rezolvarea unor ecuatii simple, de reguld, de
gradul intii sau gradul al doilea. '

Egemplu. Si se rezolve ecuatia:
logglz? — 3z + 9) = 2.

Obtinem «* — 3z + 9 = 2? si deci 3z =9, z= 3.
Deoarece pentru @ = 3 > 0, expresia a? — 3z 4 9 esle pozitivi, rezultd cd = = 3 este solufie
a ecuatiei.

Rezolvarea altor ecuatii se bazeazd pe injectivitatea functiei logaritmire,
gi anume din log, f(z) = log, g(z), deducem f(z) = g(z), insa avind griji sd punem
conditia f(z) > 0, g(z) = ()

Ezemple. 1) B4 se rezolve ecuatia:
lg(a® — 15) = lg(z — 3). ]

Deduncemn 2 — 15 — o — 8, deci &® — e —12.=10, adici z, = &, Tz = —3.
Deoarece pentru xz, = —3 obfinem z — 3 = _3_ 3= —§<0, rezulti cd z, = —3 nu este
solutie a ccuafiei. Deci numai 4 este solutie.

2) 84 se rezolve ecualia '

5 g —"] = % lg 2 — lg)/ %
tn aceastd ecuatie punem de la inceput conditiile
x— 1> 0, @ > 0, pentru a avea sens expresiile 1g(z — 1), 1g 2°, I/E, lg |/E-
FEcualia se mai scrie
2 lg(z — 1),= -%lg T — —g-lg z i deci

9 lg(z — 1) = 2 lg z. Prin urmare lg{z — 1) = lg =,

de unde obfinem z —1 =, —1 =20 egalitate ce nu are sens: rezultd ci ecuafia datd nu
are solutii.
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3) 84 se rezolve ecuatia
, Iglz + 7) + 1g(3z + 1) = 2.
Punem conditiile de existentd a logaritmilor:

i { 1
x+7>0$13:c—]—1>0,declx>——3- |

Obtinem lg(x + 7) (3z + 1) = 2 si deci
(z+7) Bz 4+ 1) = 10% = 100.
Rezultd ecuatia de gradul al doilea
' 322 L 222 — 93 = 0, de unde vom avea

31
Ty =3, Ba= — —

1 . . ¢ A
Deoarece — %1 <2 — = obtinem ci 3 este singura solutie a ecuatiei date.

Observajie. Beuatia precedentd nu este echivalentd cu ecuatia

1g(z + 7) (3z + 1) = 2,
care are doud solutii o; = 3, @ = —% , deoarece pentru amindou# aceste valori ale lui z,

lg(z + 7) (8z + 1) are sens.
4) 84 se rezolve ecuatia
log2z — 3logaa — 4 =0

Avem conditia z > 0 i ficind substitutia logs = y, obtinem y* — 3y — 4 = 0. Deci y;, = 4,
yo =\ —1. Din logs z = 4, obfinem z = 3%, z = 81, iar din logsz = —1, obfinem z = 3=,

1
T = =

a9

0

fn continuare vom rezolva citeva ecuafii care nu se pot incadra intr-un anumit tip.
Astfel, pot apdrea ecuatii cu logaritmi scrisi in diferite baze, ecuafii in care apar expresii conti-
nind necunoscute si la exponenti si la logaritmi etc.

5) S& se rezolve ecuatia i
logy z + logs z = 1.

Deducem, aplicind formula de schimbare a bazei,

Ig x +1gf_r i BTy lg2lg3 = lg2lg3 .
g2 lg 3 g2 +1g3 Ig 6
lg2lg3

Deci x =10 86
6) Si se rezolve ecuafia
logg x 4 logy 3 = 2.

Deoarece logyx 3 = , rexultd logs x -+ —
\

logs x logs x

Notipd logs z = y, oblinem y 4 Lo 9, adicd y® — 2y + 1 = 0; deci y = 1 adicd logga = 1.
v 3

Prin urmare, z = 3% « = 3.
7) S4 se rezolve ecuatia
z8*+% — 1 000.

Punem condifia de existentd a expresiilor, z > 0. Logaritmind, obtinem o ecuatie echivalenti
1g(z‘gx+2) = lg 1 000, care devine (g z + 2)lg 2= 3. Notind Igz =y, avem y* + 2y —3 =10
si deci y; = —3, y2 = 1.

Dinlg @ = —3, obtinem z = 10—, & = 0,001, jar dinlg z = 1, obtinem z = 10%, « = 10.

1
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4.3. Sisteme de ecuagii exponentgiale §i logaritmice

Tn astfel de sisteme se aplici metodele aritate anterior, la ecuatiile de tipul
respectiv.

Exemple. 1) S se rezolve sistemul:
27%-1 = 243 - 3%,
: { 3 34 = /317
Deoarece 27 = 3%, 81 = 34, 243 = 35, ob{inem:
goy—3 — gaa47,
Pt
Rezults sistemul echivalent:
6y — 3 = bz + 7,
{ z+y=4bs— 3
deci z = 2, y = 3 si solutia sistemului este perechea (2, 3). °
2) 84 se rezolve sistemul:

{ 2t + y? = 425,
7 Jexetlgy =2,
Obtinem pe rind sistemele echivalente
; (2 + vt =495, z? + y? = 425,
g zy = 2, ' zy = 100,
. oy > 08 z, ¥y > 0.

Acest sistem simetric il putem rezolva pe cdile cunoscute din clasa a IX-a: punem s = = + ¥,
p = oy $i vom avea

B =3 e [

s 2p—425#{s-625 ﬁ{a—i25
= 100 p =100 p = 100.

sh=128

i d# solutiile (5, 20) si (20, 5) care satisfac $i condiliile de existen{il
1= ‘

Sistemul {
g= —25

d# solutiile {—20, —5), (—5§, —20
p = 100 tiile { ) ( )

a sistemului initial z > 0, y > 0; sistemul {

care nu convin.

4.4. Inecuatii logaritmice §i exponentiale

Rezolvarea inecuatiilor exponentiale si logaritmice se bazeaza pe proprietatile
de monotonie ale functiilor exponentiale si logaritmice. Am vdzut cd atit functia
exponentiald cit si functia logaritmicd sint crescétoare dacd baza este supraunitard
si descrescitoare dacd baza este subunitard.

Exemple. 1) S4 se rezolve inecuatfia:
| 3 > 9.
Inecuatia se scrie 3 > 3% si deoarece funciia f :R — R, f(z) = 3% este crescitoare, rezulti
v = 2.

2) 84 se rezolve inecuatia:

Qut—dx > _1_ =
8

. 4 : d i :
Deoarece — — 2=* inecuatia se scrie 2x'—4x > 2% care este echivalentd cu ® — bz > —3.
8

Rezolvarea inecuatiei z* — 4z + 3 > 0 d4 pentru  valorile posibile z & (—o0, 1) N (2, +00).
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3) 84 se rezolve inecuafia: _
log, (22 — 1) > —3.
3

6l : § 1

Avem cd —3 =log, 27 si inecualia devine log, (2z — 1) > log, 27. Deoarece bhaza — a

3 5 3 : A

logaritmului este subunitard (funcfia g : R — R, glxz) = log,; x este descrescitoare), inecualia
5 :

devine 2z — 1 < 27, adici z < 14. In acelagi timp, din condifia de existent{d a logaritmului ini-

y q \ = 1
tial avem 2x — 1 > 0, adicd x > < . Deci, obtinem pentru z valorile posibile z & [-2— ' 14] !
. 9

S4 se rezolve ecuatiile (exercitiile 1—11):

1. a) 5% = 125; d) 25% = 0,2} g) 67% = 1296;
b) 4% = 1024; e) 2%43 = 32; h) 5% — /3.
1 -
g)gr ==y f) 8% = 16;
729
-
X [ -5 ¢ % x D ar L&
2. a) [—&-) :[i) 5 A4 [—2— (—?- =£; o) afe=t — g1 d) 9xt—6x—-256 = 16/ 2 ;
9 2 3 8 64

e) al®H (F3 =1 (a >0, a #1).

a) 5% 4 5TH = 8750; b) 7¥ — U1 = 6; ¢) 31 4 3R 4 379 — 13,
d) 7748 4 4751 = 347; e) 3% 4 5351 —7-3° 4+ 2 =0,

3

o me ‘ et <
4. a) aVFF — g ol =H by /B = YU o) mV (0,25) 4 = ol*¥L,

! 3 \x+1 3\1-=x
5. a) 5% — 5% — 600 = 0; £) {—) +(—) =1,2;
5 5
b) 9% — 3% — 6 = 0; g) 32V’°—4-3V“+3=u;
c) 4% + 2%+ — 80; \ h) 2-25% = 10% + 4%,
d) 3% + 9% — 810 = 0; i) 3 -4% 4 2-9%—5-6%;
9 3 . ———= T

e) 4"!-:}::—_1‘—;;_7; i) (I/3+2|/2) —*(V3—21/2) Sl

6.a)3-25=2-3% b)7-2¢=5-8% ¢) 11*¥=17% d)e* =% >0, b>0, a # b);
st pRoRt —R0BtE e gl

7.a)lgz=1g2;b) lgz = —lg2;c) loge(x — 1) = logy(z® — = — 16);

gl .
Ig(5z — 4) .
8. a) logx_q(2® — 5z + 7) = 1; b) loga2 — logs3 = 2; c) log(z + 8) = logx (z® +1)..
9. a) 1‘151%255 = 13’ —llgz; b) 31g8a?) —lgz —1=10; c) 21g¥a®) —3lgz — 1 =0;
+

d) 4logise — 7logst5z + 7 = 0.

10, 516 % _ glex—1 _ glextl _ glex=—i,

— X A= o
11. l/long/h + logxf/ 2z + .\/ logs M% + loga V—i— =



12.

13.

14,

15.

16.

5i se rezolve sistemele de ecuatii: i
) { 2zt ¥ = 641, b) 9%y — 729,
gz + 21g y = 2; ‘ 31 — q;
i — 180 e
ap Jer=u : : d) ¥ — y 0,
lgz 4 lgy=3; 2% — &Y = 0;
L : T
e) zY 40, f) xl’fz ya:‘
ZIB Y = 4 nyzmy‘

5S4 se rezolve inecuatiile:

a) lg(a® — 3) > lg(x +3); b) lgz —2lgx—8 < 0; c (0,25)*1 < [l

B se rezolve inecuatiile:
a) loga(9 — 2%) > 3 — a; b) lg2 + lg (4%% 4 9) < 1 4 Ig (252 4 1).
8i se rezolve inecuatia
3% 4 &% > 5%,
54 se rezolve $i sd se discute dupd valorile parametrului a, inecuatiile:

a) loga z — logg. o« + log,e z = %;

b) loga = 4 logalz + 5) + logqa 0,02 < 0.

x
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Il ) Inductie matematicd. Combinatorica
Inductia matf;m‘aticﬁ

1.1. Notiunile de deductie §i inductie

Propozijiile (in sensul logicii matematice) pot fi clasate in propozijii generale
si propozitii particulare. Astfel, propozitiile: ,In orice triunghi suma mdsurilor
unghiurilor sale este egali cu 180°, ,Orice numir a carui ultimd cifrd este 0 sau 5
este divizibil cu 5%, care au un caracter general, sint propozitii generale. Insd pro-
pozitiile: ,Suma misurilor unghiurilor triunghjului ABC este egald cu 180>,
. Numerele 1980 si 1985 sint divizibile cu 5 sint propozitii particulare, de fapt sint,
respectiv, cazuri particulare ale propozitiilor generale de mai inainte.

Procedeul prin care din propozitii generale se obtin propozitii particulare se
numeste deducfie.

' Una dintre trisiturile caracteristice matematicii gi altor gtiinte (de exemplu,
mecanicii teoretice, fizicii teoretice, lingvisticii matematice) este construcjia deductivd
a teoriei, prin care toate afirmatiile decurg, apelind la deductie, din citeva principii
de bazd numite axiome.

Dar deductia nu este singura metodd de rationament stiinfific. In acelasi
timp cu aceasta, in matematicd se trece adesea de la propozifii particulare la pro-
pozitii generale, adicd se fac rationamente inductive.

Prin inductie se intelege 0 metodd de rationament care conduce de la propo-
zitli particulare la o oarecare propozitie generald. ‘

Sa dam citeva exemple: ! '

1. Si calculdm sumele succesive de numere naturale impare: 1, 1 4 3,
14+3+5 14+3+5+7 14+3+5+7-+9. Obtinem, respectiv, numerele
1 =12 4 =22 9 =32 16 = 42, 25 = 52 Observdm ci in toate cazurile consi-
derate suma este egald cu patratul numérului termenilor sumei. In mod natural, se
poate presupune ca aceastd proprietate ar putea sd aibd loc pentru orice astfel de
sumd (avind oricit de multi termeni). Presupunerea (ipoteza) noastrd se poate
formula astfel: Pentru orice numér natural n > 1, are loc egalitatea:

i IS P | B R (1)

Astfel cele cinci cazuri particulare ne-au sugerat o ipotezd care, dupd cum
vom ardta In continuare la punctul 1.2, este adevarata.

2. Fie trinomul
flz) = 22 + = + 41.
,Inlocuind pe z cu numerele naturale n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, obtinem:
£10) = 41, f(1) — 43, £(2) = 47, f(3) = B3, f(4) = 61, f(5) = 7.
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Observdm cd toate valorile trinomului obtinute mai inainte sint numere
prime. Se poate emite ipoteza cd valoarea trinomului f(x) este numar prim péntru
orice numdr natural z. Totusi, aceastd ipotezil este falsd, deoarcce, de exemplu

F(40) = 40% 4 40 + 41 = 4O(40 -+ 1) 4 41 = 41(40 + 1) — 412,

eare nu este numdr prim. De fapt, z = 40 este prlmul numar natural pentru care
f(z) nu este prim.

3. Matematicianul francez Pierre Fermat (1601 —1665) considerind numerele:

Y 11=8 28 4+1=5 2% +1=17, 24 1=257, 2 1165537,

care sint numere prime; a tras concluzia c¢d pentru orice numér natural n numéirul

22" 11 este prim. El nu a reiu,;it sil verifice dacd pentru n = 5, pumirul 22 + 1 —
= 4 294 967 297 este sau nu este prim.

Insd, matematicianul si fizicianul elvetian T.eonard Euler (1707—1783) a
aratat cd acest numdér, nu este prim, mai precis: '

98 1 1 = 641 x 6700 417.

Ulterior s-au gasit gi alte valori ale lui n, n = 6, 7, 8, 9, 11, 12, 18, 23,
36, 38, 73, pentru care numarul 22" - 1 nu este prim.

4. Matematicianul polonez Waclaw Sierpinski (1882—1969) a emis ipoteza
cd numérul 991n* 4+ 1 nu déi pitrate perfecte [JPHL'II n natural. Aceasta s-a dovedit
a fi falsd, cel mai mic numdr natural n pentru care se obline pitrat perfect fnnd
un numdr format din 29 de cifre.

5. Din mica teoremd a lui Fermat (aplicatie, pet. 3.2, § 3 din acest capitol)
rezultdi cil dacil p > 3 este un numir prim, atunci 27t — 1 se divide cu p. Totusi
oricare ar fi numdrul prim p < 1000, 277 — 1 nu se divide cu p2 De aici ar pu’fea
urma cd, in general, pentru nici un numéir prim p, numérul 2271 — 1 nu se divide
cu pi 'I‘Otusi s-a arétat cd 2109371 __ 1 ge divide cu 10932,

Exemplele de mai sus arald cd aceeasi metodd de rationament conduce in
unele cazuri la propozitii adevirate, iar in altele la propozitii false. Deoarece prin
aceastd metodd concluzia se trage dupd considerarea citorva exemple, gi nu a
tuturor cazurilor posibile, aceastd metodd de rationament se numegte inducjie
incompletd. '

Inductia incompletid, dupd cum am vézut, nu conduce mereu la propozitii
adevérate, dar este folositdare, deoarece permite sd se formuleze 0 presupunere,
care dupa aceea poate fi confirmala sau infirmata. ‘

Citeodatd insé, o astfel de metoda de rationament poate si conducd, studiind
un numdér finit de cazuri, la epmzdrm tuturor posibilitatilor. Iata dous exemple
in acest sens:

1. Sd se demonstreze cd fiecare numir natural par n, unde 4 < n < 20,
se poate scrie ca suma a doud numere prime (care pot fi si egale).

Pentru demonstratie sid considerdm fiecare din numerele pare cuprinse
intre 4 st 20, Avem: 4 = 20 26 — 3 -1 308 — SRS ORE—"3 - 7. 12—"5 -7
=747 16=56 111, 18 =7 11, 20 = 7 4213

2. 5i se demonstreze cd pentru orice poliedru regulat este indeplinitd relatia
V — M + ¥ = 2, unde V este numdarul virturilor, M este numdirul muchiilor, 1ar F
este numdrul fetelor.

Pentru demonstratie, este suficienl sa consideram numai cinei  cazurl, si
anume: tetraedru, octoedru, cub, dodecaedru, icosaedru, deoarece nu existd alte
poliedre regulate. Pentru aceste cinci cazuri afirmatia se verificd direct, deoarece
pentru tetraedru: V =4, M =6, F = 4; pentru octoedru: V =6, M =12,
I = 8; pentru cub: V =8 M = 12, I = 6; pentru dodecaedru: V = 20, M = 30;
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F = 12; pentru icosaedru: V = 12, M = 30, F = 20. Intr-adeviir, pentru toate
cele cinci poliedre avem: V — M -+ F = 2.

O astfel de metod# de rationament, in care concluzia rezultd pe baza cer-
cetdrii tuturor cazurilor, se numegte inducjic compleld.

1.2. Metoda inducgiei matematice

Inductia completd are un domeniu restrins de aplicabilitate in matematicd.
De reguld, propozitiile matematice se referd la o multime infinitd de elemente
(de 'exemplu, multimea numerelor naturale, mulfimea numerelor prime, multimea
poliedrelor s.a.m.d.) si nu este posibil de considerat, pe rind, toate aceste elemente.
Existd insd o rpetodd de a rationa, care inlocuiegte analiza, de altfel imposibil de
realizat in practicd, a unei multimi infinite de cazuri cu demonstrarea faptului cé,
dacd o propozitie este adevdratd intr-un caz, atunci ea se dovedeste a fi adevératd
si in cazul care succede acestuia. O astfel de metodd de rationament se numesgte
inducile matemalicd.

Sd reluim presupunerea (ipoteza) fdcutd in paragraful precedent: Pentru
orice numdr natural n = 1 are loc egalitatea:

e T SRR ) A D L) (1)
S# notdm cu P(n) egalitatea (1), pentru numdrul natural n. Atuneci, faptul
cd P(1), P(2), P(3), P(4), P(5) sint adevdrate, inseamna cd egalitatea (1) are loc
respectiv pentrun =1, n = 2,n =3,n = 4,n =5, dupd cum s-a ardtat in para-
graful precedent.

Intrucit P(5) este adevirati: 1 4+ 3 45 + 7 -+ 9 = 5% avem

L8 s L7 = 5L D.5 4 1 = (b-fH)F = 6%

adicd este adevirata P(6).

Astfel, am demonstrat cd dacd P(5) este adevirata, rezultd cid este ade-
virata P(6).

S# demonstrdm, in acelasi mod, cd pentru un numdr natural oarecare f > it
avem P(k) = P(k + 1). :

Aceasta inseamnd cd din egalitatea

143454 .+ (2k—1)=k

sd rezulte egalitatea
1 R R (2 - ) = (% + 1)R

Intr-adevir,

1 493454 ...+ (2—0F 2 +1)=11+43 454 ..+ 2k—1)]+
4+ k1) =k + 2k +1.=(k+ 1)~

Astfel, egalitatea P(n) este adevdrata pentru n = 1, iar din faptul cd ea
este adeviratd pentrun = £, rezultd cil ea este adeviirata si pentrun = & + 1.

Atunci P(1) = P(2), deoarece 2 = 1 + 1; P(2) = P(3), deoarece 3 = 2 +- ;O

P(3) = P(4), deoarece 4 = 3 + 1; P(4) = P(5), deoarece 5 = 4 4 1 gia.m.d.

Pare natural ci in modul acesta se poate ajunge pind la orice numar n,
adicd P(n) este adevdratd pentru orice n > 1: deci rationamentul facut pare con-
vingitor. Acest rationament este riguros din punct de vedere matematic, deoarece
este un caz particular al unui principiu de baza al matematicii, numit principiul
inducfiei matematice (primul principiu de inducie).

Acesta se formuleazd astfel:
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Daci o propozijie P(n), n fiind un numdr natural, este adevdratd peniru n =.0,
§i, din aceea cd ca este adevdrati pentru n — k (unde k este un numdr natural oare-
care) rezultd cd ea este adevdratd si pentru numdrul natural n — k 4 1, atunci propo-
zifta P(n) este adevdratd pentru orice numdr nalural n.
! In aritmeticd se pune in evidentd cd principiul inductiei matematice consti-
tuie una din axiomele de bazi ale aritmeticii numerelor naturale, avind numeroase
aplicatii. Acest principiu ne dd metoda de demonstratie numitad metoda inducyier
matematice. ‘

Fie P(n) o propozitic care depinde de un numdr natural n > m, m fiind un
numdr natural fizat. :

Demonstratia prin metoda inductiei matematice a propozitiel P(n ), constd din
doud etape:

1°. Se verificd mai intii cd P(m) este adeviratd.

2° Se presupune cd P(k) este adevirald si se demonstreazd ci P(k + 1) este
adevdratd, k fuind un numdr natural > m (adicd P(k) = P(k + 1), k = m).

Dacd ambele etape ale demonstratiel sint verifieate, atunct propozifia P(n)
este adevdrald pentru orice numdr natural n > m.

Intuitiv, aceastd metodd de demonstratie se justificd astfel:

Din P(m) adeviratd si P(k) = P(k + 1), pentru orice %k > m, rezulti
P(m + 1) adeviratd (k = m); apoi luind k£ = m + 1 se obtine c& P(m -+ 2) este
adeviratd s.a.m.d. Rationind ,din aproape in aproape* deducem ca propozitia
P(n) este adevératd pentru orice numir natural n > m.

Metoda inductiei matematice aratd ci egalitatea (1) ete adevdratd pentru
orice numér natural n > 1, deoarece ea este adevirati pentru m = 1, si din P(k)

rezultd P(k - 1), pentru k > 1.

Observajii

1) Dacd se cere si demonstrim c# propozitia P(n) este adeviratd pentru
orice n = m, m fiind un numdir natura] fixat, prima etapd a demonstratiei prin
inductie matematicd constd in verificarea faptului cd P(n) este adeviratd pentru
n = m si nu pentru alt numér natural. Este posibil ca pentru numerele naturale
mal mici decit m propozitia si fie falsd, sau s nu aiba sens.

2) Cele doud etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sint
la fel de importante. In paragraful precedent, considerind exemplul f(z) = 22 4
+ @ + 41, ne-am convins cd o propozitie poate f1 adeviratd pentru un numar de
cazuri particulare, nefiind adevérata in general. Acest exemplu aratd cit de impor-
tanta esie etapa a doua a demonstratiei prin inductie matematica.

Nu inseamnd ca prima etapd este mai putin importanta decit a doua. latd un
exemplu care arati la ce concluzie absurdi se poate ajunge, dacd se omite prima
etapd a demonstratiel prin inductie matematica.

Sd consideram propozitia P(n):

Orice numar natural n este egal cu succesorul siu®.

Sd presupunem c# P(k) este adeviratd, k£ fiind un numér natural adicd
k=hk+4+1. Adunind 1 la fiecare membru al egalitdtii &k = k& 4~ 1, rezulta
k+1=+k+4 2, adicA P(k + 1) este adevarati. Etapa a doua a demonstratiei
a fost efectuatd, totusi propozitia nu este adevirati. Intr-adevdr, pentru n = 0,
P(n) nu este adeviratd, deoarece 0 # 1, si deci prima etapd a demonstratiei prin
inductie matematicd ne spune cid P(n) este falsa.

Metoda inductiei matematice are o largd utilizare in matematicd. Ea poate fi
folositd la calcularea de sume si produse, la demonstrarea unor egalitéti si inegalitati,
in probleme de divizibilitate a numerelor. Vom da citeva exemple in care utilizam
metoda inductiei matematice.
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Ezemple
1) S4 se calculeze suma <

e VI T
([P0 R S T A n(n + 1)
pentru orice numdar natural n > 1.
Solugie. Notdm aceastd sumi cu S,. Ca sd stabilim expresia sumei Sy, calculim suma fn
citeva cazuri particulare: Sy, Sa, Sa, Sj. ‘
Considerind aceste numere formuldm ipoteza $i dupid aceea pentru demonstrarea ei folo-
sim metoda inductiei matematice.

: 1 1
'51_.1.2_:;
1 1 1 1 2
Sy =—+—=5; + T T
*\ T L R R
1 1 1 1 g 1 3
Sn?':—‘l‘%'l‘ :S2.+'_:_+__—__;
i) 2058 3 v4 34 3 34 4
1 1 1 1 1 ) 1 4
S e e e - =,
1:-2 PG 34 45 4+ h 4 g8 5

Cercetind aceste sume observdm c# numéiritorul este indicele sumei ciutate, iar numito-
rul este succesorul siu. in acest mod, formulim urmitoarea ipotezii:
Pentru orice numir natural n > 1, are loc egalitatea:

1 1 ) R i n
=l e T e AT = . ‘ (2)
; 1L R O IR L nin 4 1) n-41
S48 notdm cu P(r) egalitatea (2), pentru numirul natural n. Demonstrim ¢ P(n) este
adevidratd prin metoda inductiei matemalice. :

1° P(1) este adeviratd, deoarece S; = 4 = .
P L e
2% Demonstrim cd Plk) = Pk + 1):
1 ool , 1 1
Sher = e ebie— b A £ =
J M T T e s gkt
o e 1 HnthicN 1 L LR e
TR T Akt 2) R+l (kt)(k+2)  (k+A)(k+2)
ka1, kAl

=TT T T

Ambele etape ale demonstraliei prin metoda inducfiel matematice sint verificate. Prin
urmare egalitatea (2) este demonstratd si deci

1 1 1 1 n
e el i T o
D S SRR n(n 4 1) n-+1

pentru orice numar natural n > 1. ]
2) S se demonstreze cd pentru orice n > 1, avem
1 1 ] 1 1 1 1 1
feaietd SER AT S I £ LR + qul (3)
2 3 4 2n — 1 2n n 41 n+ 2 2n

Demonstratie. Notim cu P(n) egalitatea (3), pentru numirul natural n.

c

3 1 ° :
1° Pentru n = 1, egalitatea (3) devine 1 — -; L si deci P(1) este adevirali.
2° Demonstrim cd P(k) = P(k + 1).
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Avem

1 1 1 1 1 1 1
Pll) s == e e e e = g’
(k) 2+3 A +2k7~1 2k I.--|-1+ +2k (®)

1 1 1 1 1
Pla4 g = ie S ] et S e
‘ 2 3 A 2k—1 2k 241 Uk+1)
1 1 !

+ ..o+ + 5 (3%)

9k 9k 11 | 2(k+1)
Scdzind membru cu membru, prima egalitate din a doua, objinem egalitatea
1 e b R 1 1
2%+ 2(k-+1)  ZR+4. - %k+? Rl
care este evident adeviraty.
Inseamni cd daci este adevirati egalitatea (3’) atunci este adevirata si egalitatea (3”). Conform

metodei inductiei matematice rezultd ci egalitatea (3) este indeplinitd pentru orice num#r natural
n 2z 1. -

3) Bi se demonstreze ci dacd x > —1 inegalitatea ‘
(1 + 2" > 1 + na (4)
este adeviiratd, oricare ar {i numirul natural n.*
Demonstratic. S& notim cu Pin) inegalitatea (4), pentru numarul natural n.

1° Pentru n = 0, avem (1 + @) =1 ++ 0 2 = 1, deci P(0) este adevirati.

2° S4 demonstrim R(k) = P(k -+ 1). T

Inmullim ambii membri ai inegalitilii 1+ zkt>14+kzcutl+ 2z Cum 14 x>0,
semnul inegalitdlii nu se schimhi, deci: :

(14 x)htl > (1 + ka)(L + a) =1 + ka 4+ = + ka*,
Deoarece kz* 2 0, cu atit mai mult avem:
(14 gttt >1 ke + 2 =1+ (k+1)z

_k—}—2

Deci
(14 2)h > 1 4 [k + 1)a.

Conform metodel inducliei matematice rezulti inegalitatea (4), pentru orice numir natural,
4) 54 se demonstreze cd n® — n se divide cu 8, pentru orice numir natural n,
Demonsirajie. Notim cu P(n) propozitia: d, = n® — n se divide cu 3.

Deoarece dy = 0 — 0 = 0, atunci pentru n = 0, d, se divide cu 3, adicd P(0) este ade-
virald. ‘

S demonstram P(k) = P(k + 1), adicd din: dy, se divide cu 3, sd rezulte ci dp4q s€ divide
cu 3. :

Intr-adevér,

dhpy = (k+1)° — (A 4+ 1) =+ 3+ 3k +1 — h—1 =8 — k+ 3R+ k) =

=dg + 3(k° 4 R).

Observiim ca dyy, este o sumil de doi termeni. Primul termen al acestei sume se divide
cu 3, iar al doilea termen este evident divizihil cu 3. PPrin urmare, fiecare termen al sumei dp4,
se divide cu 3, de unde si djyy se divide cu 2. Propozilia este demonstrati.

5) Sd se demonstreze ca numarul functiilor definite pe o multime cu n elemente intr-o
multime, cu m elemente esle mn.

Demonstratie. Iie A = {ay, as, ..., an} 51 B = {by, by, ..., by} doudt mulfimi, avind
n, respectiv m elemente. S aritdm cd numirul functiilor definite pe A, cu valori in B este m™.
Demonstram prin metoda inducliei matematice, dupd n. Fie P(n) afirmatia: Numdrul functiilor
delinite pe o mulfime cu n elemente intr-o multime cu m elemente este mn.

* Inegalitalea (4) se numesle. inegalitatea lui Bernoulli; laceb Bernoulli (1654—1705)
matematician elvelian.
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1° P(1) este adevidratd, deoarece evident de la o mulfime cu un element intr-o mul-
time cu m elemente sint m = m! funciii. Piecare astlel de functie duce unicul element al mul-
timii 4 intr-unul din cele m elemente ale multimii B.

2° 83 ariitaim cid P(k) = P(k + 1). Fie multimea 4 = {a;, ag, ..., ar+;} cu &k + 1 elemen-
te. S84 considerdam A’ = A — {apy,} = {a4, aa, ..., ar}. Cum P(k) este adevarati rezultd ci
numdrul functiilor definite pe 4’ cu valori in B este mh. Daci [:A"— B este o functie
oarecare, atunci definim fi: A — B, 1 <i<m, prin fi(aj) = [(aj) pentru 1 <j<k s
fi(ars) = b, unde 1 < @ < m. Asadar pentru orice functie de la A° la B se oblin m funcfii
de 1a A la B. Mai malt, toate functiile de la 4 la B sint de acest tip. Deci numdrul functiilor
de la A la B este m® « m = m#+'. Conform metodei inductiei matematice afirmafia este demon-
strati.

1.3. O varianti a metodei inductiei matematice

Fie A c N o submul{ime nevidd a mul{imii numerelor naturale. Spunem cé a
din A este un prim element (sau un cel mar mic element ) al mulfimii A, dacd ¢ < «
pentru orice z din A.

Dam in continuare o proprietate importantd a mulfimii numerelor naturale,
care se demonstreazd cu ajutorul inductiei matematice.

Teorema 1.3.1. (proprietatea de bun3 ordonare a multimii numerelor naturale).
Orice submultime nevidd a multimii numerelor naturale are un.
prim element.

Demonstratie. Fie A ¢ N o submultime nevidi. Daci 0 4, atunci 0 este
primul element al sin. Dacd 0 & A, fie M multimea numerelor naturale n, astfel incit n <
oricare ar [i ¢ € A. Evident, 0 € M sidaciz € A4, atunciaz - 1 & M. Deei M ==N. Vom arita
cd existd un numir naturale & M astlelincita + 1 @& M. Intr-adevir, presupunem prin absurd
¢d pentru oricare k= M avem k + 1 = M.

Fie propozitia P(n) : Dacéi n & N, atunci n & M.

Deoarece 0 = M, rezultd P(0) adevirati. ‘

Mai mult, P(k)= P(k -+ 1), deoarece dupa presupunerea prin ahsurd, daci ke M
atunci k41 M. ;

Conform metodei inductiei matematice, rezultd M = N, contradiclie. Deci ‘existit
a = M astfel incit ¢ 4 1 & M. Ardtim cd ¢ este numirul ciutat. fntr-adeviar a < x, pentru
orice z = A. Mai mult, « = 4; in caz contrar, @ < # pentru orice z € A si deci a 1 < a,
pentru orice z & A. Asadar a + 1 € M, contradiclie.

Proprietatea multimii numerelor naturale de a fi bine ordonatd sta la baza
celui de al doilea principiu de inducfie matematicd. Acest principiu este echivalent
cu primul principiu de inductie, insd, uneori este mai oportun pentru unele demo-
stratii.

El se formuleaza astfel:

Daci o propozitie P(n), n fiind un numdr natural, este adevdratd pentrun = 0 51,
din faptul cd ea este adevdratd pentru toate numerele n < k, rezulld cd ea este adepdratd
si pentru n = k, atunci P(n) este adevdrald pentru orice numdr natural n.

Demonstiratie. Fie M submultimea multimii N a numerelor naturale
pentru care P(n) este falsd. Dacd aceastd submultime este nevidd, atunci ea are
un prim element k. Acest numir nu poate s fie 0, deoarece P(0) este adevarata.
Deci & > 0. Cum k este cel mai mic numér pentr u care P(k) este falsd, atunci pentru

* Textele insemnate cu o bar# la marginea paginii sint facultative.
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orice n < k, P(n) este adevirata, si din ipotezd, rezultd cd P(n) este adeviratd Si
pentru n = k. Deci P(k) este in acelasi timp si falsi i adeviratd, contradictie,
Deci neapdrat multimea A este vidd. Asadar nu existd numere naturale pentru
care P(n) este falsd, adicad P(n) este adevirati pentru orice numir natural n.

Acest principiu std la baza unei variante @ metodei de demonstrajie prin inducfie
matematicd. !

Fie P(n) o propozijie care depinde de un numdr natural n > m, m fiind un

« numdr natural fixat.
: Demonstrajia prin aceasti variantd a metodei inductiei matematice a propozifiet
- P(n) constd din: ‘
' 1° Se verificd mai intiv cd P(m) este adeviratd.

2° Se presupune ci P(l) este adeodratd pentru orice I, unde m < 1 < k, §i se
demonstreazi cd P(k) este adevdrati.

Daci ambele etape ale demonstrafiei sint verificate, atunct propozifia P(n) este
. adevdratd pentru orice numdr natural n > m. ;

Ezemplu. S4se demonstreze ci orice numir natural n > 2, ori este numdr prin{,
ori se descompune in prodvsul unui numir finit de numere prime.
(Amintim cd numirul natural p > 2 se numeste prim daci nu are alti divizori in alarg
de 1 sip.) :
Demonstratie. Folosim metoda inducliei matematice (varianta a doua). Notim
cu P(r) propozitia: Numirul n > 2, ori este prim, ori este produs de numere prime.
1° P(2) este adeviiratd, deoarece n = 2 este numir prim. y
2° S& presupunem cX P(l) este adevdratd pentru orice I, 2 <1 < k, si s demonstrim
el P(k) este adeviratd. Intr-adevir, fie numdrul natural k. Daci k este numir prim rezulld ci
P(k) este adeviiratd. Dacl k nu este numir prim, atunci k — ab, unde 2 < a, b < k. Dupd presu-
punerea noastrd P(a) si P(b) cint adevidrate, adicd e si & ori sint prime, ori se descompun in
produse de numere prime. Atuncieste clar cisi & = ab se descompune in produs de numere prime,
adicd P(k) este adeviratd. Conform metodei inductiei matematice rezults ci P(n) este adevaraty
penfru orice numir natural n > 2.

Observafte. Am remarcat mai inainte cii la baza celui de-al doilea principiu de
inductie matematica, care de altfel este echivalent cu primul, std proprietatea multimii numerelor
nalurale de a fi bine ordonatd. Astfel, acest principiu poate {i extins sila alte mul{imi de numere
bine ordonate.

De exemplu:

1) O multime finitd este bine ordonati.

2) Dacéln este un numér intreg oarecare, mullimea numerelor intregi, -, = > m, este bine
ordonata. r

Dacd A este o mullime bine ordonat, putem aplica metoda inductiei matematice pentru
demonstrarea unei proprietifi Plz), z = A.

Exercitii

1. Folosind metoda inductiei matematice, s# se demonstreze ci pentru orice numir natural
n, sint adevirate egalitiifile: -
n{n 4 1)

_H)1+2+3+...+rr:HT—;

b 12 TR LS n(n + 11 (2n 4 1)
6
4n® — 1

e

c) 1% 4- 8% L 5% .. 4 (20 — 1)2 = o
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3

4

.

a) 9 4 6 4 o (an — gyt = R E D,

e) 13+23+33+....+ n“:[———m"n+”]2.
2 L
\

£) 1% 4 3 4 55 4 ... 4 (20 — 1)® = n¥(2n® — 1);

nin +1) (n+2)
3 ?

g)1:24+2:3+4+...4+nn+1) =

n(n+1) (n 4 2) (n+ 3),

h)14:2-342-3-4a4+...+nn+1)(n+2) = 7

) 1442743104 ... 4+ nld3n +1) =nln + 1)%

)12 — 28 4 38— At . 4 (—AInt = (— )n—’%.

S4 se demonstreze cii:

!

1 1 1
a) —+——F——+ .t ! -—
1:4 4-7  7:10 (3n —2) (3 +1) 8 41
1 1 1 1
g S B i -t
15 = &9 9-13 (4n'— 3) (4n + 1) dn 41
12 2 3® i -
2l £ 4 o n ok Vrz{n + 1) .
123 188" 57 (2n — 1) (2n+1) 2(2n 4 1)
1 2 ' n nin + 1),
d =— :
)1-3'5+3-5-7+ +(2n~1)(2n+1}(2n+3) 2(2n + 1) (2n + 3)
83 se demonstreze ci:
7 7 7 7 il
U e i + .k -+ = 1;
i-8 8-15 15-922 = 6) (G 1) " In 421
1 1 1 1 1 1
b) =+ —— + L +— -1
4:8 8-:12 1216 snf4n + &  A6{n +1) 16

S84 se demonstreze ca:

a) dacd n > 5, atunci 2% > n?;
b) dacid n > 10, atunci 2% > n".

S84 se demonstreze inegalitifile urmdloare:

1 1 1 13
a) —— -+ 4 ...+ —>—, pentru n > 2;
nea g an 2
b) : - o e > 1, pentru orice numir natural n > 1:
n 41 n -+ 2 In -1
) i " it U o —d < : , pentru orice n 21
2 4 2n I/:Zn—

d =14+ — +—Jr —<" n, penfru n = 2.
)l/n |/ V3 +|/?i Vi, g

. S4 se calculeze suma urmatoare si apoi si se demonstreze prin inductie matemalici formula

gisiti:
; Sp=1+114+2:-214+3:3l+..4+n-nl,

unde n!l=1:2:3-... ' n.
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7. 84 se demonstreze cif pentru n 2> 2 este adevirati inegalitatea:

lag + aa oo +anl < |ag) + |az | 4+ ... + |an).

8. Si se calculeze produsul urmitor si apoi sd se demonstreze prin inductie matematicd formula

pasits: k
Py = [1“})(1 _%)(1_'}] n> 2.

54 se demonstreze prin metoda inductiei matematice inegalitatea
(inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski -Sehwarz) :

(0 B SRR T T R T R OR E  §

unde aj ay, ..., tpy, by, by, ..., b, sint numere veale oarecare,

=

10. 54 se demonstreze i pentru orice numir natural n, avem:
a) n® 4 11n este divizibil cu 6:
h) 7" — 1 este divizibil cu 6;
e) 6°7=1 1 1 este divizibil cu 7;
d) 10" + 18n — 28 este divizibil cu 27;
e) 9+t — 8n — 9 este divizibil cu 16;
f) 7°n — 1 este divizibil cu 48.

§ 2. Elemente de combinatori

In practicd, adesea, se ajunge la problema de-a alege dintr-o multime oarecare
de obiecte submul{imi de elemente care posedd anumite proprietéiti, de a dispune
elementele uneia sau sle mai multor multimi intr-o anumitd ordine s.a.m.d. De
asemenea, poate apérea problema determinirii numérului tuturor submultimilor
unei multimi, constituite dupd anumite reguli.

Pentru cd in astfel de probleme este vorba de anumite combinatii de obiecte,
ele se numesc probleme combinatorii. Domeniul matematicii in care se studiazd
astfel de probleme se numeste combinatoricd. Combinatorica poate fi considerati
ca o parte a teoriel multimilor, orice problemé de combinatorica putind fi redusa la
o problemd despre mul{imi finite i aplicafii. . '

Aceastd ramurd a matematicii are mare importantd pentru teoria probabili-
talilor, ciberneticd, logica matemalicd, teoria numerelor, precum si pentru alte
ramuri ale gtiintei gi tehnicii. In continuare, vom face cunogtintd cu unele probleme
simple de combinatorici. ; : 3

In cuprinsul acestui capitol avem de-a facé numai cu multimi finite.

2.1. Mulgimi ordonate

Se considerd adesea multimi ale ciiror elemente sint aranjate intr-o ordine deter-
minatd. Dp exemplu, alfabetul este o mulfime ale ciirei elemente (litere) sint date
Intr-o anumita ordine. Astfel cele 27 de litere ale alfabetului roménesc sint aranjate,
de obicei, in urmatoarea ordine: @ este prima (nu urmeaza dupd altd literd), 4 este
a doua (urmeazd dupd prima), b este a treia (urmeazi dupd a doua) g.a.m.d. pind
la z care este ultima (dupd care nu mai urmeazd nici o literd). Elementele aceleiasi
multimi se pot da gi'intr-o altit ordine. De exemplu, este posibil ca literele alfabe-
tului sii fie aranjate intr-o ordine inversa celei dintii, astfel: prima literd si fie soco-
titd z, a doua sa fie z, s.a.m.d. pind la ultima, a 27-a literd, a. Sint, evident, si alte
moduri de aranjare 4 literelor alfabetului.
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Spunem cd o mullime impreund cu o ordine bine determinatd de dispunere a
elementelor sale este o mulfime ordonatd. Mai precis:

Fie A o multime (finita) care are n, elemente. Multimea A se numegte ordonata
dacd fiecdrui element al siu i se asociazd un anumit numar de la 1 la n, numit
rangul\elementulul, astfel incit la elemente diferite ale lui A corespund numere
diferite.

Aceastd asociere exprimé, mai exact, tocmai ordinea elementelor multimii A.
Astfel, ordinea este urmatoarea: elementul cidruia i se asociazd numérul 1, elementul
ciruia 1 se asociazd numdrul 2, ..., elementul cdruia i se asociazd numérul n.

Observdm cd orice multime finitd poate deveni o multime ordonata, adici
ge poate ordona. Aceastd ordine se poate da, pur si simplu, numerotind elementele
multimii. Multimea ordonatd obtinutd o notdm cu (a,, a, ..., a,), unde ordinea
elementelor este datd de indici.

O multime ordonatd este caracterizatd prin elementele din care este formatd §i.
prin ordinea in care sint considerate acestea

In consecintd, doud multimi ordonate sint diferite daca ele se deosebesc fie
prin elementele din care sint formate, fie prin ordinea lor.

In exemplul de mai sus am consulerat agadar, douii multimi ordonate diferite.

Un alt exemplu de multimi ordonate diferite este urmatorul : (1,2,3)si(2,1,3).
Multimile au aceleasi elemente, dar ordinea in care 'elementele sint dispuse este
diferitd in cele dousi muljimi. Astfel, in prima multime 1 este pe primul loe, 2 pe
locul al doilea, iar 3 pe locul al treilea, in timp ce, in a doua multime 2 este pe
primul loc, 1 pe al doilea, iar 3 pe al treilea. '

2.2. Permutiri

Fie A o multime «(finitd) cu n elemente. Aceastd mul{ime se poate ordopa
in mai multe moduri. Se ob{in, astfel, mul{imi ordonate diferite, care se deosebesc
intre ele numai prin ordinea elementelor. Fiecare din muljimile ordonate care se
formeazd cu cele n elemente ale muliimii A, se numeste permutare a acester mulfimi.

Se mai spune cé este o permutare a elementelor sale sau, incd, o permutare de
n elemente.

Numérul permutirilor de n elemente se noteazd cu P, si se citeste ,,permutéri
de n“. Avem: :

1. O multime cu un singur element poate fi ordonata intr-un singur mod,
deci P, = 1.

2. O multime cu doud elemente 4 = {a, b} poate i ordonatd in doud moduri.
Se obtin doud permutiri:

(a, b) 51 (b, a).

Deci P,=2=1:2, :

3. Fie 0 mul{ime cu trei elemente 4 = {a, b, ¢}. Permutarile acestel multimi
sint: (a, &, ¢), (a, ¢, b), (b, a, ¢), (b, ¢, a), (¢, a, b), (¢, b, a).

Rezultd Py =6 =1-2:3.

Ne propunem, in continuare, s gésim numdrul permutérilor unei multimi
date, adicd numérul modurilor in care poate gi fie ordonatd o multime datd.

Pentru produsul primelor n numere naturale nenule se foloseste, de obicei,
notatia n! care se citeste ,n factorial®:

1:2+3¢...-n=nl

In ceea ce priveste numirul permutdrilor, avem:

Teorema2.2.1. Oricare ar fi n = 1, numir natural, P, = nl (‘i)
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Demonsirajie. Vom demonstra teorema prin metoda inductiei mate-

matice. Si notdm cu P(n) egalitatea (1).

1° P(1) este adeviratd, deoarece am observat mai inainte cd P, =1 =1L

2° S& ardtdm cd P(k) = P(k 4+ 1).
Sa ordondm in toate modurile posibile o multime cu k£ 4 1 elemente. Oricare din
cele % + 1 elemente ale multimii poate ocupa ultimul loe, al (£ - 1)-lea. Se obtin
astfel & 4 1 moduri diferite de a ocupa ultimul loc. S& considerdm unul din ele, in
care un element ales al multimii va avea rangul & + 1. Elethentele rdmase, care
sint in numdr de %, trebuie sa ocupe primele % locuri, iar aceasta se poate face in P,
moduri diferite. Se obtin, agadar, (k + 1)P;, moduri de a ordona o mult{ime care are
k + 1 elemente. Deci P, ; = (k 4+ 1)P}. Dar cum P(k) este adeviratd, avem P, = k!
e unde P = (k o= DAL= (k' 1)l Conlopm inetadel induciicl mabemmiion
teorema este demonstratd

Convenim sd considerdm c& multimea vidad poate fi ordonatd intr-un singur

mod adicd P, = 1. Deci, definim 0] = 1.
Ezemple

1) 83 dim in tabelul urmitor valorile luinl, pentru 1 < n < 10
n n! n n!
1 1 6 720
2 2 7/ 5 040
3 6 8 40 320
4 24 9 362 880
5 120 10 3 628 800

2) Cite numere diferite se pot forma din.cifrele:
0, 132, Sy 4; 556, 78,0

astfel ca orice numdir si con{ini toate cifrele si doar o singuri dali fiecare cifri?

Solutie: Din numirul mullimilor ordonate care au ca elemente cele 10 cifre trebuie si
sciidem pe cele care au pe primul loc cifra 0.
Deci oblinem :
1101 — 9" ==gFQ I RO g 5t A NG E = 8296510 9()
numere. i

3) fn cite moduri poate fi ordonati multimea {1, 2, 3,..., 2} asttel incit fiecare numar
par s# aib# rang par?

Solutte. Fiind n locuri de rang par, rezulld cd numerele pare de la 1 la 2n, care sint
Lot in numir de n.se pob aseza pe locuri de rang par in n! moduri. Fiecirui astfel de mod de
aranjare a numerelor pare ii corespund n! moduri de aranjare a numerelor impare pe locuri de
rang impar. De aceea numirul total al permutdrilor de tipul cerut este egal cu n!-n!l = (nl)%

2.3. Aranjamente

1. Fie datd o multime A cu n elemente. Daci m < n, atunci se pot forma
diferite mul{imi ordonate cu cite m elemente fiecare, in care intrd numai elemente
ale mul{imii A. De exemplu, din elementele multlmn {a, b, ¢, d} se pot constitui
12 multimi ordonate, avind cite dou# elemente fiecare:

(@ 8), (4 ¢) * (8, d),
(5, @)y w (b )y o (Byed),

)
‘C, a), (¢, b), (¢, d),
a), (d,b), (d, o).
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Multimile ordonate care se formeazi cu elementele unei submul{imi oarecare
a unei multimi finite 4, se numesc submuljimi ordonate ale lui A, sau aranjamente.
Mai precis:

Dacid A esteo multime cu n elemente, atunct submul{imile ordonate ale lut A,
avind, fiecare cite k elemente, unde 0 < k < n, se numesc aranjamente de n elemente
luate ecite k.

Observim ci doud aranjamente de n elemente luate cite  se deosebesc prin natura
elementelor ori prin ordinea lor. Numérul aranjamentelor de n elemente luate cite &
se noteazdl Al si se citeste ,aranjamente de n luate cite k"

 Din exemplul de mai inainte rezulta:

A2 =12,

Ne propunem, in continuare, si gésim o formuld pentru calculul numarului AL,

Observdm cd Al = n.

Intr-adevir, un element din cele n elemente poate fi ales in n moduri, iar cu
acest element ales se formeazi o singurd mul{ime ordonata.

Formula care exprimé Al in functie de 7 si k, este datd de urmétoarea teoremd.

Teorema 2.3. 1. Daci k §i n sint numere naturale astfel incit 0 < k < n, atunci:

At =n(h— 1) —2) ... (n —k+1). &)

Demonstratie. S& considerim mai intii 0 < k < n sisd ardtim AyFt =

— (n — k)AL, Intr-adevir ca si repartiziim oricare k -4 1 elemente, luate din n
I

-elemente date, pe & - 1 locuri, se pot lua mai intii oricare % elemente si aranja pe

primele & locuri. Aceasta se poate face in A% moduri. In fiecare din aceste cazuri
rémin (n — k) elemente. Oricare din aceste elemente se poate pune pe al (£ + 1)-lea
loc. Astfel, in fiecare din cele A¥ moduri de aranjare a elementelor pe primele k&
locuri, obtinem (n — k) posibilitati prin care al (k + 1)-lea loc este ocupat de unul
din cele (n — k) elemente rdmase. Prin urmare, avem Ajt! = (n — k)ALX.
Avind in vedere cd Al = n, deducem succesiv:
Ag‘1 = n‘(n L l}}a AfL 3 n(n E= 1)(?1 e 2)1

Ai=nn—On—2)...(n —k+1).

S& diam o altd formi formulei (1). Produsul n(n — 1) ... (n — k 4 1) se poate
scrie sub forma:

nn—1)..n—k+1)n—k..2:1

(n— k) a2
: .n! -
adicd sub forma ——— . Deci
(n —k)! .
|
W (2)
: ' - (n—k)!
Pentru & = 0 formula (2) d&
A —

Acest lucru este adevirat, deoarece orice mulfime contine mulfimea vidd, despre
care am convenit s-o consideram ordonatd intr-un singur mod.

Pentru k& = n formula (2) da _
A" =5l = P,

Asadar formulele (1) si (2) sint adevirate pentru orice £, astfel incit 0 < k < n.
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Lzemple
1) In cite moduri pot [i asezali & elevi pe 25 de locur1?
Solutie. Numirul cidutat este egal cu
Ay — 9594 . 93 . 99 — 303 600.

2) Cite numere naturale nenule diferite se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3, 4, dacd in fie-
care astfel de numir, orice cilrd intrd cel mult o dati. b

L i Sy v b . VRt A
Solupie. Cu 5 cifre se pot forma Ap = 5! aranjamente diferite. Dar aranjamentele care

3 2 g 4 o :
incep cu 0, in numdr de Ay, dau numere de 4 cilre. Asadar sint
5 4 : e
As — Ay =5"4:-3:2:1—4+:3-2-1=2096
numere cu § cifre. Numdrul numerelor cu 4 cifre care se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3, 4, este
e - 5 : =
egal cu As, din care scidem numirul aranjamentelor care incep cu 0, care esle egal cu
Aj- Deci numere cu 4 citre sint in numir de
4 4 ¢
Ap — A =5 aleg -2 — 43 2= 96,
in mod analog, numiirul numerelor dilerite de 3 cifre, 2 cilre gi o cifrit va [i respectiv:
a 9 2 s
Ag, B ;"\5; = ’18, Ajp = Ai = 16 51 b,

Deci se pot [orma 260 numere.

2. Aplicatie la numdrul functitlor injective st bijective

Sa. notam Ny, = {1, 2o M.

Sd presupunem cd 3 este o mul{ime cu n elemente (m < n). Atunci fiecdrel
functii injective f : N, — B ii corespunde o submultime ordonatd a lui B, care
este formata din elementele b, = f(1), by =7£(2), ..., b,, = f(m) (toate aceste elemente
sint diferite intre ele, dupa injectivitatea functiei f). Invers, fiecare submultime
ordonatd, avind m elemente, a lui B, defineste o functie injectiva f de la Ny, la B,
prin care f(k) = by,. ,

Este clar cé in loc de IV, se poate lua orice multime 4 cu m elemente.

Astlel, numdrul funcfiilor injective definite pe o mullime A cu m clemente cu
palori intr-o multime B cu n elemente (m < n), este egal cu numdrul submulfimilor
ordonate, avind cile m elemente, ale lut B, adicd cu A}

Dacd m = n, adicd A st B au acelast numdr n de elemente, atunet orice fung-
fie f + A— B care este injeclivd, este neapdrat bijectivd.

Rémine de aritat cil f este surjectivd. S presupunem prin-absurd cd f nu este
surjectivi. Deoarece f este injectivd, adict la elemente diferite din mulfimea A
corespund prin f elemente diferite din multimea B rezultd cd multimea f(4) =
— {f(2)l @ € A} are n elemente. Deoarece f nu este surjectivd, existd un element
b € B astfel incit f(a) # b pentru orice a. & A. Deci b & f(A) si astfel f(A4) are mai
putin de n elemente; contradictie. Aceastd contradictie aratd cd f este neapdrat
surjectivd. Deci f este injectivi si surjectivd, adicd bijectiva.

Avind in vedere cele de mai inainte, rezultd cd numdrul funcjiilor bijective
definite pe o muljime A cu n clemente cu valori intr-o mulfime B tot cu n clemente
este egal cu Aj = Py, adicd nl. ‘

In particular, daci 4 = 7 rezulld cd numirul functiilor bijective definite pe
‘o multime cu n elemente cu valori in ea insasi este egal cu numdérul permutérilor
multimii A4, adica P, = nl.

Din acest moliv, de ohicei, o functie bijectivd definitd pe o multime cu valori
in ea insisi se numeste permutare a acestei mulfimi.
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2.4. Combindri

1. Fiemultimea A = {a, b, ¢} si sd considerdm toate submultimile sale. Acestea
sint: :

1) mul{imea vida: @;

2) submultimi avind fiecare cite un element: {a}, {b}, {c};
3) submul{imi avind fiecare cite doud elemente: }a, b}, {a, c}, {b, c};

4) multimea totala: {a, b, c}.

Asadar mulfimea A = {a, b, ¢} are opt submultimi, dintre care: trei sub-
multimi cu cite un element, trei submultimi cu cite doud elemerte, o submultime
cu trei elemente gi multimea vida.

In continuare vom rezolva urmitoarea problema: |

Fiind datd o multime finitd cu n elemente] sd se calculeze! numérul submul-
timilor sale avind fiecare cite % elemente.

Daci A este o mulfime cu n elemente, atunct submulfimile lui A avind fiecare
cite kt elemente, unde 0 €< k < n, se numesc combindri de n elemente luate cite k.
Numarul combingrilor de n elemente luate cite k se noteaza Ck si se citegte

,combindri de n luate cite k“*,
Din exemplul de mai inainte rezulta:

e el 3 Gl —a =1

iar C} 4+ C! + C} 4+ C} =8 = 23 (acesta este numdirul tuturor submultimilor
multimii {a b, ¢}).

Ne propunem in continuare s gisim o formuld pentru caleulul numarului Cj.

Observdm cd C) = 1 deoarece fiecare multime A are numai o submu]hme
f5rd nici un element gi anume multimea vida. Ap01 CL = n deoarece o mult,une
cu n elemente A = {al, o it au} are exact n submul{imi cu un singur element,
adicd submultimile de forma {a,}, {as}, ..., {@n}. Formula care exprimi C,’, in functie
de n si k, este data de urméatoarea teoremi.

Teorema?2. 4.1. Daci k si nsint numere naturale, astfel fncit 0 < k < n, atunci
iy n! nn—1) ...(n—k-+1) 4
h = 5 = : (J-)
kl(n — k)! k!

‘Demonstratie. Fie A o mul{ime cu n elemente. Sd considerdm toate
submultimile multimii A care au % elemente. Ordondm fiecare dintre aceste submul-
timi in toate modurile posibile. Obtinem astfel, toate submul{imile ordonate ale
lui 4, «care au cite k elemente. Numdrul lor; dupd cum stim, este A%, Dar cum
numarul tuturor submultimilor lui A avind A elemente este E‘(’dl cu Cf, iar fiecare
din acestea se pot ordona in P,, moduri, rezultd cid A} = C + Pp. Din aceastd
egalitate rezultd cé

\h
Ci =
k
n!
Inlocuind in aceastd formuld expresiile A = ——— P, = k!, obtinem
n—#k)!
nl

Ck —
" kln — k)!

ceea ce se mai poate scrie:

ck.— n{ln — Ay (e — K- 1)

k!

# Numarul CX se mai noteaza ().
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De exemplu,

A 20 993D :
Oy = 222072023 _ 95.93.99 = 12650,
ab O R
Ezemple
1) in cite moduri se poate alcdtui din 9 persoane o comisie formatd din 5 membri?
Solutie. Pentru a avea toate cazurile posibile trebuie sd considerim toate submulfimile
Formqto din cite 5 elemente, ale unei multimi formafte dm 9 elemente. Numirul ciiutat este
ot Auhadnb a8l ok
2-3-4-5
2) La un turneu de sah au participat n sahisti, si liecare 2 sahisti s-au intilnit o datd.
Cite partide s-au jucat in turneu?
- Solutie. Numiirul partidelor este egal cu numérnl submul{imilor formate din cite doud
elemente ale unei multimi cu n elemente, adici 7

> =]
Cz B nin '
e 2

3) 84 se giiseascd numarul diagonalelor unui poligon convex cu n laturi.

Solutie. Virfurile polizonului formeazi o multime de n puncte in plan, necoliniare cite 3.
Numirul diagonalelor si allaturilor poligonului este egal cu numirul submulfimilor lormate din
cite doud elemente ale unei multimi ¢u n elemente, adicé

9 n{n — 1)
s e e
2
Sciizind cele n laturi din acest numir, obfinem:

nilnt = 13 n{n — 3)
——— —n = —,

2 2

care reprezintd numirul diagenalelor unui poligon conex cu n laturi.

4) In cite puncte se intersecteazii diagonalele unui pohﬂon convex cu n laturi, dacd oricare
trei dintre ele nu sint concurente?

Solutie. Tiecirui punct de interseclie a douid diagonale ii corespund & virfuri ale poligo-
nului, iar la oricare & virfuri ale poligonului le corespunde un punct de interseclie (punctul de
intersectie al diagonalelor patrulateruluicu virfurile in cele 4 puncte). De aceea numérul tuturor
punclelor de interseclie este egal cu numiral posibilititilor de a alege 4 virluri din cele n virfuri,
adici: ) ‘

¢t _ nfn —1)(n—2)(n—=38) nln—=1)(n—2)(r — 3)
n = 7 — i
i [t o 24

2. Citeva proprietdfi ale numerelor Cj, ,

Numerele C}; au o serie de proprietdli importante. Ele exprimé diferite relatii
intre Submultlmlle unei multimi. Aceste pmpmm‘atl se pot demonstra direct din
formula pentru C%. Mai instructive sint insi demonstratiile bazate pe rafionamente
cu multimi. :

1° Formula combindrilor complementare. Dacd 0 < k < n, atunci este adevd-
ratd egalitatea:

Ck = Qnh, ' (1)

Demonstrajie. Cu a]utorul formulei pentru Ck avem

-k n! i n! — (" h
kln—k)! (n—k)l[n—(@n—k

Yy ==
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Sensul acestei afirmatii este urmatorul. Fie A o mul{ime cu n elemente.
Fiecirei submultimi X cu % elemente a lui A ii asociem o submultime bine deter-
minati, cu (n — k) elemente, a multimii A, si anume CX (complementara lui X).
Prin aceastd asociere, unei submultimi cu (n — k) elemente ii corespunde 0 singurd
submultime cu & elemente. Asadar, numérul submultimilor cu & elemente ale lui A
este egal cu numirul submultimilor sale cu (n — k) elemente. Aceastd afirmatie
se exprimi, de altfel, prin egalitatea (1).

9° Pentru orice numdr natural n > 0 este adevdratd egalitatea

Ch+Ch+Ch 4. +Co=2" (2)

Demonsirajie. Suma din membrul sting al egalit&tii reprezinté tocmai
numirul tuturor submultimilor unei multimi cu n elemente. Egalitatea (2) rezultd
din teorema urmitoare: '

Teoréma 2.4 2. Numirul tuturor submultimilor unei multimi formate din n ele-
mente este egal cu 2", .

Demonstraiie. Vom aplica metoda inductiei matematice. S& notdm cu
P(n) afirmatia teoremei.

1) Afirmatia P(n) este adeviratd pentru n =0, deoarece multimea vida
are 0 singurd submultime gi anume ea insdsi.

2) S& demonstram cd P(k) = P(k + 1), adicd din aceea cd o multime formata
din % elemente are 2% submultimi rezultd cd o multime formatd din & + 1 elemente
are 2" submultimi.

Fie o multime B formatd din % + 1 elemente:

b= {bh bgy ey by, bh+1}
si fie urmétoarea submulime a' lui B:
B' — {bl'l bg, iy bk}‘

Cum P(k) este adeviratd, rezultd cd B’ are 2% gubmultimi. Din fiecare submul-
time a lui B’ se obtine 0 noud submultime a lui B prin adiugarea elementului by,
deci se obtin astfel, incd 2* submultimi ale lui B. In total sint deci gRi Q= PR FL
submultimi ale multimii B. Conform metodei induectiei matematice teorema este
demonstrata. _

3°. Formula de recurenjd pentru calculul numdrului de combindri. Pentru orice k
st n astfel incit 0 < k < n, este adevdratd egalitatea:

Ck=r 4+ Cith (3)
Demonstrajte. Cu ajutorul formulei pentru Ck, avem
Ch, — (n —1)! :(n— N(n — k)
klin — k—1)! Elln — k)!
o =11  _ (n—=Dk

T k=Dl — k! kl(n— K
Tnlocuind aceste valori in partea din dreapta a formulei (3), obtinem
(n—N1l(n—k) ar (n— 1)k X (n—1)! (n — k+ k)
kl(n — k)| Tlim — ) El(n — &)
n!
~ kln — k)!

Egalitatea (3) este demonstrata.

5 Cﬁ—l i Cf,‘;ii ==

— (L
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S& ddm o altd demonstrafie formulei (3) ficind un rationament cu multimi. 84 conside-
rim un element oarecare ¢ al unei mulfimi 4, format4 din n elemente si toate submultimile mul-

timii 4, formate din cite & elemente. Numirul asestor submultimi este egal cu Cﬁ. Submultimile '

cu k elemente ale lui 4 le impartim in doud clase (disjuncte): submul{imi care con}in pe a si
submullimi care nu confin pe a. Numirul submultimilor din prima clasd este egal cu Cﬁ:},
deoarece fiecare astfel de submultime se obine prin addugarea elementului a la o submultime oare-
care cu (k — 1) elemente, a multimii 4. Num#rul submultimilor din a doua clasi este egal cu

Cﬁ_l, deoarece fiecare astfel de submultime este o submultime cu % elemente, a multimii

A — {a}. Deci: .
o= Ca=t 4+ Gty
4 Triunghiul lui Pascal*. Formula (3) a punctului precedent permite si
caleuldm Cf, stiind C%_, si Ck=1. Cu ajutorul ei se pot calcula succesiv numerele Ck,
mai intii pentru n = 0, ‘apoi pentru n = 1, pentru n = 2 g.a.m.d. Valorile nume-

relor C¥ le scriem sub forma unui tabel triunghiular care se numeste triunghiul

lut Pascal:

1 8 080
oy el LG Adie
o e O F TR B

Inlinia a(n + 1)-a a tabelului sint agezate in ordine numerele C2, CL, C2, ..., Cn.
Avem C) = C7 = 1, iar numerele rdmase se calculeazi cu ajutorul formulei de
recurenta.

Intrucit numerele CX=% si C%_, sint dispuse in acest tabel in linia precedent
celei in-care se giiseste Cy, la stinga i la dreapta acestuia, atunci pentru a obtine Ck
adunam numerele din linia precedentd care se gisesc la stinga si la dreapta sa. De
exemplu, numdrul 10 din linia a sasea se obtine adunind numerele 4 §1 6 - din linia
precedenta. ;

b A i T R T
R
TN RO

8. O interpretare geometricd pentru numerele Cﬁ v
Fie numerele naturale k i n astfel incit 0 < & < n. In continare se va.da o interpretare
geometricd interesantd a num&rulni (‘J,g ;
Fie planul 20y si punctul M(k, n — k). Notdm cu M’ si M”, punclele de coordonate
(k, 0), respectiv (0, n — k). Realizim refeaua din ligura 11.1, cu pétrate de laturd 1 (adici, un
caroiaj aldreptunghiului OM’MM” cu pitrate dé laturd 1). Acestea sint in numair de k- (n — k).
Virfurile celor k- (n — k) p#trate se numesc
nodurile refelei. Numim drum pe refea o linie
[rintd care uneste doud noduri oarecare ale re-
Mk | teleigieste formatd din laturi succesive ale pi-
tratelor refelei. :
¢ Se pune problema determindrii numi-
I | rului drumurilor pe retea minimale (cele mai
seurte) care unesc punctul 0(0, 0) cu punctul
| M(k, n — k). ;
j T Se observé cd un drum pe retea minimal,
; | care uneste O cu M, esle format din k + (n —
| ' ! ! -— k) = n segmente (de lungime 1), dintre care
'  —— k segmente orizontale si (n — k) segmente ver-
, . ticale. Drumurile diferd intre ele doar prin or-
Fig. 11.1 dinea de succesiune a' segmentelor orizontale

* Blaise Pascal (1623—1662), matemalician francez.
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si verticale. De aceea numirul tuturor acestor drumuri
este egal cu numirui tuturor posibilititilor prin care M
din n segmente se pol alege k segmente orizontale, ) g :
adicd Ch- l

Remarcim cit n este suma coordonatelor punc-
tului M. {

S-ar putea considera numirul posibilitililor de : ‘
alegere a (n — k) segmente verticale din cele n segmen- . ‘

te si atunci obfinefn numdérul e, . 7 ‘
" Astfel, am stabilit geometric formula combind- 0

rilor complementare: eh — gt

'S4 demonstrim in acelasi fel formula de recurenti Fig. 1.2
pentru calculul numirului de combindri.

S84 considerim reteaua din fizura I[1.2, pe care figurdm punctele Mk —1, n — k)
: si Myik, n — k—1). :
‘ Rezulti ¢d numirul tuturor drumurilor minimale "care unese O(0, 0), cu Mk, n — k)
este CK. Toate aceste drumuri le impirlim in dou#t clase (disjuncte): drumuri care trec prin *
punctul M, si deamuri care trec prin punctul M,. Cum suma coordonatelor fieciiruia din punc-
tele M, si M, este n — 1 rezultd cit numirul drumurilor care trec prin M, este (J;Ll, iar numa-
rul drumurilor care trec prin A, este C:‘;Zi, de unde rezultd

|
|
| § k Ie l—1
| - Cn = Cnul = Crl—l'

Permutiri

1. Din elementele multimii 4 i se formeze toate permutirile posibile, daci:

a) A = {2} c) 4= {2 B ¥}
h) 4 = {43 5}1 d) A = {U., b, , ﬂ!}
2. 84 se simplilice expresiile:
; ! , — 3)1 ol 1
BB s b )0t Wt S g TRETERI I i LR PSR
210! (n—2)! in— 5)! n!  (n+ 2)!
3. S4 se rezolve ecuatiile: .
2)1 | | : - 3
a) (n+2]-:72_’ b) n! i 12n! P o 1 i% n :
nl (n—4&)!l (n—2)! n! (n+1)! (rd2)!

4, S# se rezolve inecuatiile:

(Ll DL b) Lol G 0y g,
(n-—3)! (n +1) (n + 2)

5. in cite modurise pot aseza pe un raft patru eirfi?

a)

6. Un tren de persoane are zece vagoane. fn cite moduri pot [i asezale vagoanele pentru for-
marea trenului?
7. In cite moduri poate Ii ordonati multimea {1, 2, ..., n}, astlel ca numerele 1, 2, 3 si slea
| "] la rind si in ordine cresciitoare? y
8. Fie dald o mulfime 4 cu m elemente si o multime B cun elemente. S84 se plseascil numdirul,
de permutdri al mulfimii 4 U B, astfel incit primul element al unei astfel de permuldri sa
fie din A, iar ultimul s4 fie din B. AN B = @.
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16.

17,

18

19.

20,

)
1

1 1-]
&

26,

27.

52

. Clte elemente frebuie sit continii o multime, astfel incit numarul permutarilor acestei mul =

fimi s [ie enprmq intre 500 si 1 0007

. Din cifrele 0, 1, 2, 3, &, 5 se formeazii toate numerele cu sase cifre astfel incit in fiecare

i, .
numir si nu fie cifre identice. Cite numere se pot obtine?
in cite moduri pot fi asezate n persoane la o masi circulard?

Aranjamente

. Sid se scrie toale aranjamentele de cite 4 elemente ale mulfimii {u, &, ¢, d, e}.

Cite numere naturale nenule diferite se pot forma cu cilrele 0, 1, 2, 3, dacd in fiecare astfel
de numdr, orice cilrd intrd cel mult o dati.

. O grupd de studen}i trebuie si programeze patru examene in timp de opt zile. In cite

moduri se poate face aceasta? Dar dacd ultimul examen’se va da in mod obligatoriu in ziua
a opta? : ‘

- Cel treizeci elevi ai unei clase an schimbat fotografii intre ei. Cite fotografii au fost nece-

sare?
S se calculeze: ] :
5 ; 7 k2
) An AL ) AR Al o 2+ 1)1 455
a4 AR — e Sk e e
84 se afle n, dacd:
5 4 A= In + 2)1
a) Ay = 184h75; ¢ Iy et e Gl e = 180,
A _ An{n — k)1

ptiind el numirul aranjamentelor de n elemente Tuate cite & este egal cu de p ori numirul
drdnmmentplm de n elemente luate cite & — 2, sd se g.lseascé n.

Combiniiri
S se scrie toate submulfimile mul{imii A si si se gdseascil numirul lor, daci:
A =8 L : b) 4 = {=, B, ¥, 8}.

in cite moduri, din 30 elevi, poate fi ales un comitet format din 3 elevi?

- Iiind date n puncte, astfel incit oricare trei dintre ele nu sint coliniare, si se giseasca

numirul dreptelor care se pot duce unind punctele doud cite dou.

. Cite numere de cite patru cilre se pot forma astlel incit in fiecare numar o cifri si fie mai

myare decit precedenta? Dar daci liecare cifrd este mai mic4 decit precedenta?

. Inplansintdate n puncte, din care in alard de k puncte caresintsituate pe aceeasidreapti,

oricare trei puncte nu sint coliniare. Se cere si se afle:
a) Prin cite drepte se pot uni aceste puncte?
L) Cite trinnghiuri diferite, cu virturile in aceste puncle, exista?

..In cite moduri se pol forma echipe din cite & elevi si un profesor, daci sint 20 de elevi si

3 profesori?

5. La 9 clase trebuie repartizali 3 profesori de matematicd fiecdruia repartizindu-i-se cite 3

clase, 1n cile moduri se poate face repartizarea?

B4 se calculeze:

alluh il Ch s : e) c’;:;,
13 98 % . 2 9 .
b) Cig; d) Coo -+ Cio3 £) Clo + Chos
S4 se afle n, daci: ’
4 Sn(n —3) 4ntl) . .8 .
a) Cn= o ¢) Cinto' = 5Aan+7)
b) Cn + Ch = nln—2); d) Chtd = 54544



98, Sa a4 o maltime A care are n elemente. Impartim toate submultimile lui 4 in clase (dis-
juncte), punind in aceeasi clasd toate submultimile lui 4 care au acelagi numir de ele-
mente. Care din aceste clase este cea mai numeroasd?

29, S4 se rezolve inecuatiile:

a) ‘€8 =t ¢) Cht < Co;
B ChiiCh; d) Cis? > Cio.
80. Si se rezolve sistemele de ecualii:
e— n—1 k
5 o 2Cn3 + ¥ =
{Ai?A%I by i n=l
a : ¢ .
6CY = 5C¥T} g Byl |
zCp—y — — y=

= n—1
81. Si se deducd egalititile: .
Al TeEoRL aCit Uit
bj = iy 4uekich aeh g 4 el
e e o R

2. Din 11 persoahe, dintre care 7 birbali si 4 femei, se formeazd o delegatie alcituitd din 5 per-
soane dintre care cel pulin dou# femei. fn cite moduri se poate forma aceastd delegatie?

3.1. Binomul lui Newton

Dacii a si b sint numere, sint bine cunoscute formulele:
(@+b)!=a+b
(@ + b)2 = a® + 2ab 4 b3,
(a 1+ b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b3

De asemenea, se calculeazi fird dificultate
(@ + b)* = (a + b)Xa + b)? si (a+ b)° = (2+ b)?*a+b)°
gi se obtine . :
(a + b)* = at + 4a®b + 6a%?® - 4ab® + b4,
(@ + b)® = a® + Hatb + 10a%? + 10a%® + 5ad* 4 bs.

Observiim c#, coeficientii din membrii din dreapta ai acestor formule sint
egali cu numerele din linia corespunzitoare a triunghiului lui Pascal (vezi § 2,

pet. 2.4). _
“] Vom arédta cii pentru orice numér natural n este adevarata formula

(a+ b = Cla® 4 Cha™b + oo + CRA™ ™" ..+ CB% (1)

care se numeste formula lut Newton*. Membrul drept al egalitdtii (1) se numegte

dezvoltarea binomulut la putere.
Vom demonstra formula (1) prin metoda inductiei matematice.

Notdm cu P(n) egalitatea (1), pentru un n dat.

* Isaac Newton, matematician si fizician englez a triit intre anii 1643—1727.
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1) P(1) este adeviiratd, deoarece
(2 + b= a+'b= Cla 4 Clb.
2) Rdmine si ardtdm cd pentru orice numér natural &k > 1, avem P(k) =

= Pk + 1).
Fie deci adevaratd P(k), adicd

(a + b)k = Cla* + Cia*1p 4 ... 4 CPaP™p™ 4 ... + Chpr.
Si ariitdm cd este adevirati Pk + 1). Intr—adévér, avem
(a + B+ = (@ + b)Ha + b) = (Cla* + Cha*™ + ... + Cpab™b™ +
4 ... 4 CEB®) (@ + b) = Cla**! 4 Clakd + ... + Ctigh-mpm+r 4 4
‘4 Chab® 4 Clakb + ... 4 Cpak~mpm+l | | 4 Cr-lgbh + CkptHl =
= CRa**1 + (C} 4 CRlaPd + ... + (CP 4 CPth)abmpmtt 4 . 4
+ (CE™ + Cl)ad* + Clo**1.
Deoarece )
p=1=0Cly; G+ Cf =Clyy, ..., Cp 4 CpM = CH, ...
vy G+ G = Gy, C = 1= Cht,
obfinem:
(@ 4= B)FH = Gl 0™ L Clisalh 4= ... - Citilgh-mpmtl |
o Gy pab® 4 CLTIbRL,

Folosind metoda inductiei matematice, urmeazd cii P(n) ete adevdratd pentru
orice numdar natural n > 1. Formula lui Newton este astfel demonstrata.

Ezemplu. (a + b)® = Cla® + Cla®h & C2a%?® + C3a%® + Cha®* + Chab® + CSpe.

Avem: .
(o R . P A MRS . S UL )
1 50 1-2:3
Célz C§ = 15 (fiind combiniri complementare). '
Cg = Cg = 6 (fiind combiniri complementare).
Deci:
(@ + b)® = a® 4 6a°b + 15a'b® + 20a°b® 4 15a%b® + 6ab® + B°.
Coeficientii C), Ci, C2, ..., C7 din formula lui Newton se numesc coeficienji

binomiali. Acestia sint, evident, in numir de n 4 1.

Asupra formulei lui Newton facem citeva observatii de baza.

1. In dezvoltarea (a + b)", dupd formula lui Newton, sint n 4 1 termeni
(numdérul termenilor fiind egal cu numérul coeficientilor binomiali C$, CY, C3,..., Cq).

2. In formula lui Newton exponentii puterilor lui a descresc de la n la 0, iar
exponentii puterilor lui b cresc de la 0 la n. Suma exponentilor puterilor lui @ si b
in orice termen al dezvoltdrii este egald cu n, adicd este egald cu exponentul puterii
binomului. :

3. Coeficientii binomiali din dezvoltare egal depértati de termenii extremi ai
dezvoltarii, sint egali intre ei, deoarece Cj'=Ci~™ (fiind combindri complementare).

4. Dacéd n este un numir par (adicd n = 2k), atunci coeficientul binomial
al termenului din mijloc al dezvoltirii (adicd CL) este cel mai mare. Dacd n este
impar (adicd n = 2k - 1), atunci coeficientii binomiali ai celor doi termeni de la
mijjloc sint egali intre ei (adicd Cf = Ck*1) si sint cei mai mari.
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5. Termenul Cle™"pk adica al (k 4 1)-lea termen din egalitatea (1), se
numeste termenul de rang & + 1 si se noteazd cu T, Asadar :

Prn = Copt-5k T —i0, 1.9, .on.

Termenul T,,; se mai numeste termenul general al dezeoltarit, deoarece
dind lui % valori de la 0 la n, gisim toti termenii dezvoltérii. ;

De exempiu, T; = Cla™° = C%a™ este primul termen, T, = Cja™'h este
al doilea termen, T, = CZa™2h? este al treilea termen etc.

Se' poate stabili gi o relatie de recurentd Intre’termenii succesivi -ai, dezvol-
térii (1).

Avind in vedere cd

C.le+1 — n—k k
n k +1 n
rezultd ca
Tois = Ch+ign-h-1phtt — n—k Chan-tpr ’L = l___k_ b il
k=4 a- o ki e
Deci
n—Fk b

:———.f-Tl :
h+2 ]C—'—i g h+1

O bseroapic. Si se faci distinctie intre coeficientul unui termen al dezvol-
téirii dupd formula lui Newton si cocficientul binomial al acelutagi termen. De exemplu,
in dezvoltarea

(@ + 2b)* = a* + 8a3h + 24a*h? + 32ab® + 164
coeficientul celui de-al patrulea termen al dezvoltdrii este 32, iar coeficientul sdu
binomial este C} = 4. '
84 dim in gontinﬁare citeva exemple si aplicafii.
1) S4 se giseascd termenul al cincilea al dezyoltirii
' Wz + V2"
Solutie. Termenul ciutat il gisim folosind formula (2)

T, = Ch(/ 2047 22)* = 2102° /22
T

2) 81 se gdseascd rangul termenului care contine pe - 2’ din dezvollarea
S e A )
(=+5 =)
2
Solufre. Scriem termenul general al dezvoltirii

e Lo 4 PGV
Thir = sz(ylg)la R (j VT) .

2

Punem condifia ca in Tpe, s apari 27, adicd (?/?)‘2—’*(/1)“ =

2(12—-h) k
: o i 2 2 et k % v -
Decia 3 2% =4, de unde 22K +-L, =7, care dit k = 6.
. 1 S > :
3) 84 se determine al 12-lea termen al dezvoltirii [a‘ — Y, ?.J , dacd coe'icientul bino-
ox .

mial al celui de-al treilea termen este egal cu 105.
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Solugie. Coeficientul binomial al termenului al treilea este C2. Avem C2=105, adicd
nln — ) )

= 105, de unde ny; = 15 si ns = —14. Cum n este pozitiv, rezulti c n = 15. Deci
14 1 E ; ;
Toam i (A e L At 1,
/' 5z 5242 ARy 58 d

4) Sd se gdseascil rangul celui mai mare termen in dezvoltarea (1 4 0,1)te0,
Trea 100 — & 0,1 100 — k
Thiy k+1 1 10k 4 1)

Sulu!ie. Dupd formula (3) rezultd

100 — : :
Avem ci *k> 1 dacd si numai dacd k < B-g .
101k + 1) 11

This

; Thyo ; b

> 1, iar pentru k> 9 rezultf —*2 -4, Asadar termenii
Thtq Ty

dezvoltdrii cresc pind la Ty, si dupd aceea descrese, adicd Ty, este cel mai mare termen al dezvol-

tarii.

Deci pentru & < 8 rezulti

3.2. Aplicagii. Identitsgi in calculul cu combiniri

= k . i, . G & .
Numerele €, au o serie de proprietifi interesante. Indiedim mai jos citeva dintre acestea
si stabilim o serie de identititi pe care le verifici coeficientii binomiali.
Amintim mai intii urmétoarele formule:

-:Frft = ﬁik, 0 "1)
('£+1 = a0 (2)
Cn + Ch+ .o - Ch = 99, (3)

care au fost stabilite in paragraful 2.4 din acest capitol.
Observidm ci egalitatea (3) se obtine evident si din formula binomului lui ’\ewton,
(a + b)® = Cha® 4 Cham1p 4 C2am2% & ... 4 CTom,
penttuia’=— b =4,
Dacd in formula binomului lui Newton se pune a = 1, b = —1, se obtine egalitatea:
Ch—GF G2 — o [—1)HEnEERy) ()
Pe baza egalitililor (3) si (4) rezultd
5 ]
ChtChdCnt..=CatChtCht.. =2 (5)

Deci, suma coeficienfilor binomiali ai termenilor de rang impar este egald eu suma coeficien-
Filnr bonomiali ¢i termentlor de rang par.

Vom stabili in continuare alte citeva formule combinatorii impoertante. Uneori, pentru
demonstralia anumitor egalititi este util sd se aibd in vedere interpretarea gesmetrici a numé-

rului Ci‘;, care a fost datd in paragralul 2.4 din acest capitol.
1. B4 se demonstreze ci
i JJe— Sl k= .
Cn= CnZi+ CaZi + ... + CAZL. (6)
Demonstratie. Folosind egalitatea (2), scriem sirul urmitor de egalititi

(n = Cn 1 AP C‘:rrzilu

Cn—l — Cn—z =I5 Cn:21

K k| k-1
Ch41=0Cp +Cry
e



Adunind membru cu membru aceste egalititi, dupd reducerea termenilor asemenea, oblinem
egalitatea (6).
2. 54 se demonstreze ci
/
=0k 1 ~k—1 k 0 k ,
(Jncm + CiCm ™ + ... + CaCr = Cagom- (7)
Demanstratia 1. Toate submultimile cu k elemente ale mul{imii
4 = {all ceey Ony Gntqy ...,ﬂm},

al ciror numir este leers le imp#rtim in &+1 clase Ty, Ta, ..., Thy, astiel: T este formatil din
toate submultimile lui 4 cu k elemente, in componenta ciirora intrd exact i elemente cu indici
< n. Fiecare submultime din clasa T'; se poate obtine, reunind o submulfime oarecare cu i .ele-
mente a mulfimii {a,, ..., @} cu o submultime oarecare cu (k — i) elemente a mulfimii

{@nt1, .or @rgm}. Deci, Ti este formatd din CLCK ™ submultimi. Cum T, T,..., The, sint
disjuncte dou# cite doud, iar reuniunea tuturor este totalitatea submultimilor, cu & elemente,
ale multimii 4, rezulta

- Crr§+m B hE C;Cf‘:in .
Y L=l L
Demonstratia 2. S& considerim éga]itatea
(1 + a™(1 4 @™ = (1 + a)nm.
Folosind formula binomului lui Newton, deducem coeficientul lui zk din membrul deepl,
al acestei egalitiiti cafiind Cf:wn, iar coeficientul lui 2% din membrul sting al egalititii este
GHCRS G0 L s b RO

Dup# cum se va argumenta in Capitolul IV al manualului, coelicientii lui a* din cei doi membri
sint egali, de unde rezulti egalitatea (7).
Dacd in (7), k = n = m §i {inem seama de formula (1), rezulti

(Co PRl e e (O = o (8)
3. 84 se demonstreze ci 3 '
CngCiJrCﬁ—i—...:%[Qﬂ—;—2005%]_. (9)

Demonstratie. Fie

. /'_ <
—1 4+ 3 2 wd b 2
et 270 7 Lk = €08 ; -+ 1 sin T;r

o riddcind cubicd complexi a unitifii. Avem deci e® =1 sie* | e 4 1 = 0.
Punind in formula binomului lui Newton @ = 1, b = 1, apoi « = 1, b = = si, in slirsit,
a=1, b = €% obtinem:
9" = Cp + Cn + G + Ch + Ch + ...,
(1 4 ej'= C} + eCp + €%Ch -+ Ch +2Ch + . .
[ et =G L F Ol o LD ot Cad ..
Adunind, termen cu termen, aceste trei egalitiiti si impéar{ind la 3, obtinem in membrul drept

%+ ¢+ ¢l 4 ....iar tn membrul sting
1
S+ e)" + (1 + ef)n).
Tinind seama de faptul ci

V3 _

'I+s:% +iT (_-,os%—i—isin%c si

1 /3 b £ b
N D 2 ; e N
‘1—5—&—2 ) cos( 3]+1qm[ 3)
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obtinem . .
_.fzn (1 + )" + (4 +52)7"]=—;-[2" +zcos’%).

de unde rezultd egalitatea (9).
Liisdim ca exercifiu demonstrarea urméitoarelor doui egalititi:

(LRI ol (R 00 8 %[2‘” r 2cosii";—2)“]. (9)
c?,+c,5,+(32+...=%[2n+2cos(”—;!‘)—“]. - 197)

4. Aplicafie. ( Mica teoremd a lui Fermat). Dacd p este un numar natural prim, iar n un
numér natural oarecare, atunci n? — r se divide cu p. )
Demonstratie. Intr-adevir, pentru n = 0, alirmatia este adevirati. SX presu-
punem kP — k divizibil cu p §i si demonstriim ci numdrul (K + 1)2 — (k + 1) este divizibil cu p.
Pentru acesta, considerim diferenta
Tk +1)2 — (k+ 1) — (kP — k).
Dezvoltind dup4 formula lui Newton (k + '1)1’, avem:
(k+1)P — (k4+1) — (kP — k)= (k+1)P — kP — 1 =
= Gkt S QRAr oy o B (1)

jnaa pentru 1 <J < p avem:
ra e —A) il — gl .
Lh Qe

fntrucit numirul p este prim, el nu se divide cu nici unul din numerele 1, 2,..., j de la
numitor. De aceea ('p se divide cu p pentru 1 < j < p. Dar atunci to{i termenii din membrul
drept al egalitalii (1) se divid cu p si deci membrul sting se divide cu p. Dar cum am presupus
cd kP — kse divide cu p, atunci si (k + 1)? — (k + 1) se divide cu p.

Conform metodei inducfiei matematice rezult ¢ n? — n se divide cu p, pentru orice numéar
natural n.

Observatie. Dacil p este un numdr natural prim, iar n un numir natural care nu

este multiplu de p, atunci nP~! — 1 se divide cu p. Acest enunt este o variant3 sub care se intil-
neste adesea teorema de mai inainte.

Fremple

~ 1) Deoarece 17 este numir prim, atunci 19797 — 1979 se divide cu 17.

2) Deoarece 97 este num4r prim, iar 721 nu este multiplu de 97, atunci 721%° — 1 se divide
cu 97.

3.3. Suma puterilor asemenea ale primelor n numere naturale

Fie & 2 1 un numir natural si s# notim cu
sp=1k 4 2k L 3k 4 nhk,

In cele ce urmeazd ne propunem si evaluim aceastd suma. Mai intii vom calcula citeva
sume particulare, cum sint .§;, S, S3, care ne oferd o idee de calcul pentru cazul general.

1. Se verilicd usor prin inductie matematici urmitoarea formuld care dd suma pmmelor n
numere naturale

' 1
&=1+2+3+m+n=iﬁfi. (1)
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2, 84 calculim acum
Ay = EEEO LIS E R ST

adici suma pédtratelor primelor » numere naturale.
84 considerim formula

(@ +1)® = a® + 8a® + 3a + 1
Facind, succesiv, peaegalcu 1, 2, 3, ..., n — 1, n, obtinem
98— T3 0 g B gt
2% 4+ 3.2% 4 3.2 1,
4% — 3% 1 3. 3% 3 a9 1 4,

................. %

b
I

=
I

f=m—1)°+3n—1)°+3n—1)+1,
(ne 1)3 = n® 4 3n® + 3n + 1.
Adunind aceste relatii membru cu membru, dupd reducerea termenilor asemenea, se obline
(p+ 4P =1 4313 F 22+ 384 ~Lnd) 8 -L92-L. 3L 4 p)-+ned,
sau Y )
; n 4+ 1) =14 385, + 38, + n,
de unde
38y = (n 4 1) — 38, — (n + 1).
Aceastd formuld ne d& pe S; in functie de .5;. Dar daci inlocuim §; dat de formula (1),
dupd efectuarea calculelor, se obfine
n(n 4+ 1) (2n + 1) i)
6

S2=

3. Pentru a afla pe 3,
A L S (R
(suma cuburilor primelor » numere naturale) considerim [ormula
(@ +1)* = a* + 4a® | 6a® + 4a 4 1.
Ficind, succesiv, pe e egal cu 1, 2, 3,...,n — 1, n obtinem
28 — 14 L 13 612 G Yy
30 =920 + 4P 4+ 622+ 4-2+1,
B — 30 4 538 L 6324 &8 41,

nt=(n— 1" + &ln — 10" + 6(n — 1)% + &ln — 1) + 1,
(n + 1) = n! + &n® & 6r* 4 4n -+ 1. ‘
Adunind aceste relafii membru cu membru, dupd reducerea termenilor asemenea, se obline
(- A =4 o 488y 4 655 + &8, -+ n,

‘de unde ‘ ‘ ;
48, = (n + 1) — 68, — 4S; — (n + 1).

~ Aceastd formuld ne di pe Sy in functie de §; si S,. inlocuind §,; si S, date de formulele
(1) si (2), se obline dupd electuarea calculelor

s [mlnck 0t , &
2

Observim cd S3 = 512.
4. Calea prin care am gisit pe S, si S, a fost aceeasi. Ea poate [i urmati penlru gisirealui
Sp. in general.
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Folosim formula

(@ + )3+ = gkl | Chpyak 4 CRpqah™ 4 ...+ Chyge + LT
1
Fdcind, succesiv, pe a egalcu 1, 2, 3,..., n — 1, n obtinem

2+l — 4R+1 4 Chpgth 4+ Ryt .. o+ Chyat + Chfl,

BRHL = 9+ - Cya 2% + CRea2h ..+ Chia2 + ChTH,
1 , = 5 :
Gt — gl 4 Chyg 3% + CRy3% ! .+ Chpad + ChTL,

Pt = (n — )R 4 Clya(n — )+ CRialn — 1R 4 L+ Chpq(n — 1) + CHL,

(n 4 )+ = it Chynk 3 GRgnb=t 4 Chgn + CEL
Adunfn_d aceste relatii membru cu membru, dupi reducerea termenilor asemenea, se
obtine ;
(n + )2+ =1 + Chy1Sk + Che1Shor+ ... + ChysS, + n. (4)
Aceasta este o formuly de recurenti, care di pe Sk in functie de toate sumele precedente

S‘l: SZ’ LEEES Sk—‘,[-
84 determindm, de exemplu, pe S Pentru & = 4, gisim:

sk )=t e Che, aeiCEs, - GRS, ANche .
Dacd inlocuim pe Sy, S3, Sa, date de formulele (1), (2), (3), obtinem dupi efectuarea calcu-
lelor:
(n 4+ 1)(2n 4 1)(3n® + 3n — 1)
30 '

S = = (H)

1. Si se dezvolte dupd [ormula lui Newton binoamele la putere:
a) (z* — a); o) Va—1'8)% e) (V3z +1/9)";
b) (a — )% d) (& + 2% 1) (3¥z — 21/ =)

. S4 se determine:

[5-]

- a1
a) termenul al optulea al dezvoltirii [,:r' 5 ——] ;
x

b) termenul al cincilea al dezvoltirii (/22 — |/ ab);
¢) termenul din mijloc al dezvoltarii (V= — |/ )%
d) cei doi termeni din mijloc ai dezvoltarii ‘(!/&_— [‘V—E)g-
8. 84 se delermine:

a) termenul din dezvoltarea (L/;-k y)g care il contine pe a®;

. ey, 28 ; : .
b) termenul din dezvoltarea | — + — care, il conline pe af;

3 ¥V a
= 1 )2t

¢) termenul in care nu apare z din dezvoltarea (’E/x + —_) §

&L

4

gl =Nl
Sd se determine rangul termenului din dezvoltarea (v% 4= '\/?/_) , incare z §1 Y
i Y =

au puteri egale.
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5. 54 se determine n, dacd in dezvoltarea (1 + z)™ coelicientii lui z° si 22 sint egali.
6. Ci}i termeni rafionali contfine dezvoltarea (/2  §/ 3)1%0?

i il i S . i
7. In dezvoltarea (a ¥ a -+ l7:«) , suma coelicien{ilor binomiali de rang par este egali cu
a

128. S se giseascd termenul care contine pe a”.

n
8. 54 se determine m, n, p astlel incit in dezvoltarea (.7,"“ + l) , termenii de rang 12 si
zP :

24 si contind pe x, respectiv z® si, mai mult, aceastd dezvoltare si aib% termen liber.
9. Si se gliseascd suma coclicientilor dezvoltdrii (72® — 6y°)".
10. S& se giseasci rangul celui mai mare termen din dezvoltarea:

e L
2 2 & 4

11. 5S4 se demonstreze egalitdlile:

1 1 e |
a) Cn + — Ca + ... + U= :
2 n-+1 n+1
FQ Amﬁ grRen (k)M — 1
k e T A
b). o 3-+ +n+1 n+1 :

c) Cn 1o G + ... + nCh = nan-1;
wc—ﬁ+m (—1)"1nC? = 0:

o %
e) 1 JrCn cosa—}—Cn coSs 2o 4 .. +(‘,,Losnac—"”cos“-;cos%, /

n«
(,.sm o C sin 2¢ + ... 4+ Chsin no = 2% cos™ —z—sm—
2

§ 4. Progresii aritmetice §i progresii. geometrice

4.1. Siruri
1. Nojiunea de gir. Amintim c¢d am notat prin N mul{imea numerelor naturale:
Ol Rl e (1)
iar prin N* multimea numerelor naturale nenule:
1 DN S e, o = (2)

In mod obignuit se spune cd (1) si (2) reprezintd sirul numerelor naturale,

respectiv sirul numerelor naturale nenule.
S& scriem in ordine descrescitoare fractiile al cdror numérétor este egal eu s

1 1 1 1 il

=y ). =] == T

DT
Am scris numai primele cinei fractii. Este evident cd pe locul al gaselea se

3 =) A SR g
gasegte fractia —, pe al zecelea se gaseste fraclia 10" pe al cincizecilea st 5
: 5
1 : 0 . :
pe al o sutdnoudlea std 106 In general, pentru orice numir de -ordine n, se

poate indica fractia cu numdrétorul egal cu 1, corespunzitoare acestuia.
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Astfel, intre multimea numerelor naturale nenule si multimea fractiilor cu
numa:atorul egal cu 1, se stabileste o corespondentd. Sd notdm ‘aceastd corespon-
dentd cu litera f. Obt,mem astfel o functie f definitd pe multimea N* a numerelor
naturale nenule cu valori in mul{imea fractiillor care au numérédtorul egal cu 1.
Mai mult, avem:

1 ]

1 1
f(ﬂ):T, f(z)—*—‘a-, f(3)=§ w4 Og)ﬁm

Definitia 4. 1.1. O functle definiti pe multimea N* a numerelor naturale nenule
cu valori intr-o mulgime E se numegte sir de elemente ale mulgi-
mil E.

Fie f: N* — E un sir de elemente ale multimii E. Valorile funcjiei f, care
corespund valorilor argumentulut, egale cu 1,2, 3 s.a.m.d. se numesc, de obicet, termenit
strulut de rang, respectiv, egal cu 1, 2, 3 g.a.m.d. Scriem termenii girului in ordmea
crescitoare a rangurilor:

f(), £(2), £3), -y flR),
Notdm primul termen al girului cu a,, al doilea cu a,, al treilea cu a,, ..., al
n-lea cu a, s.a.m.d. §i atunci sirul se scrie:

(e 0T ey 00 o

. Inaceastd notatie f(n) = a,. Sirul se va nota cu (a,,). Putem nota sirul folosind

orice altd literd in locul literei a. De exemplu (b ), (cn) §.a..m.d.

Remarciim ci intr-un sir acelagi numér poate apdrea cu ranguri diferite,
De exemplu

B 2, Ry s

este un sir.

intre multimea N* a numerelor naturale nenule si multimea N a numerelor
naturale existd o funcfie bijectiva, datd prin

1998 (v W aen

bl !
QR A2 s n =1

De aceea numerotarea termenilor unui gir se mai poate face incepind cu zero:
Aot iy oy B iehe
Remarcdm cé pentru fiecare numaér real
(= o B S B
se pun in evidentd urmétoarele giruri:
S siralls an Gy Gy Any) s
2) girul aproximarilor Lemmale prin lipsa:

gy Qgy Ay gy Aylly «oo Qgy Qg ooe Ay oo
3) sirul aproximdrilor zecimale prin adaos:

1 1
ap + 15 ag, a3 + 10 i Gy dylg ‘Bm joed Ggy Qylgees Op + ——

In continuare vom considera numai siruri de numere reale; acestea vor fi
numite, mai simplu, giruri.

ma 1 e a
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2. Moduri de definire a unuv gir
Sirul este un caz particular de functie, de aceea modurile de definire a unei
functii se aplicd si pentru definirea unui sir.
1° Siruri definite descriptiv (prin descriere)
De exemplu, sirul (d,) definit prin:
di = 1. dy =000 o — 1y Boids —dd a0l

it
n ori

Acest sir se poate descrie astfel: fiecare termen al sidu se scrie cu ajutorul
cifrei 1 gi numdrul cifrelor este egal cu ran gul termenului giralui.

2° Sirurt definite cu ajutorul unet formule care permite sd se gaseasca orice
termen al siu

Fie, de exemplu, sirul (b,) astfel ¢4 pentru fiecare n, b, este dat de formula:
bp=nt—n + 1.

Punind in formuld in loc de n, succesiv, valorile: 1, 2, 3, 4, ..., obtinem: b, =1,
hs—3, b7 00, =13 gamal

Formula care exprimé fiecare termen al girului cu ajutorul rangului siu n
se numeste formula termenului al n-lea (sau termenul general) al sirului.

3° Modul recurent de definire a unui yir

Sa considerdm girul (b,) astfel cad b, =1, b, = 2, by = by -+ bnyy, pentru
7 e

Cunoscind primii doi termeni b, si b, ai girului si formula b, = by + buy1s
putem sd gdsim orice termen al acestul sir:

i bl E PR T = DA LB = e ) samd

O formuld care exprimd orice ter men al sirului, de la un rang oarecare, prm
precedentii (unul sau mai mul{i) se numeste recurentd.

Printr-un mod recurent de definire al unui gir indicdm de obicei:

1. primul termen al girului (sau citiva din primii termeni);

2. formula care permite sd se defineascd orice termen al girului cu ajutorul
termenilor precedenti cunoscuti.

Ezemplu. Fie sirul (an) astfel incit a; = 10 gl any; = an — 5, n > 1.
Atunci
as = ay, —.5 = 5,
ag = ay — 5 =0,
¢y = a3 — 5H = —5H s.a.md.

4.2. Progresii aritmetice

1. Definifia progresiei aritmelice
Fie girul (a,), adica
i e i s Pl e
astfel inecit a; = 3 8i ayy;, = a, + 2, pentrun > 1. Deci g, =3,42, =3 + 2=5
gg=5-F+2=7 a=7+2= 9 ete.

Se observa cé fiecare termen al acestul sir, 1ncep1nd cu.al doilea, se obtine
prin addugarea la termenul precedent a unui a(,elm,_\:;l numir gi anume 2.
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Definigtla4.2.1. Un sir de numere in care fiecare termen, incepind cu al doilea,
se obtine din cel precedent prin adiugarea aceluiagi numar, se
numeste progresie aritmeticd.

Cu alte cuvinte, un gir de numere
s gy gy sty v
este o progresie aritmeticd, dacd pentru orice k > 1, avem
Qpi1 = ap + T4
unde r este un numdr constant pentru surul dat.

Din definitie rezuitd cd intr-o progresie aritmeticd diferenta dintre orice
termen si predecesorul sdu este egald cu acelagi numdr r.’

Numairul 7 se numeste rafia progresiei aritmetice.

Progresia aritmeticd (a,) este complet determinatd, dacd se cunosc primul
termen a, si ratia r.

Se spune cd numerele a;, @y, g -, @y SINL in progresie aritmeticd, dacd ele
sint termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.

Observafie. Pentru a pune in evidentd faptul ¢ siral ag, as, @3, ..., dn, ... lormeazd
o progresie aritmeticd se ufilizeazd, adesea, scrierea
- Gy, g, Ag,...;dn, ... .
Egemple 1) Dacd a; = 0, r = 1, atunci avem progresia
T i N T
adic# sirul numerelor naturale.
2) Dacd @y = —2' §i r = —4, atunci obfinem progresia
—9 6, —10; —144%, ..
3) Dacid a, = 1, r = 2, atunci obtinem progresia
{22y o Tt ¢ .
adicd sirul numerelor naturale impare.
O progresie aritmeticd are urméitoarea ,proprietate importanta:
Teorema4.2.2. Orice termen al unei progresii aritmetice
Aye Qgv vor Qyge Gno Gppgoees

incepind cu al doilea, este media aritmeticd a termenilor vecini
lui.

Cu alte cuvinte, pentru orice n = 2.

LIS Ap— + Apyy 2 (,1)
2

n

Demonstragie. Intr-adevir, pentru n > 2
Gy = Qi + T,
Ay, = Opyq — T

Adunind aceste doud egalitd{i, deducem

2an = @n-y + gy
de unde rezultd egalitatea (1).
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Este adeviiratd si afirmatia reciprocd a acesteia, adica:

Dacd un sir de numere are proprietatea ci fiecare termen al sdu, incepind cu
al doilea, este media aritmeticd a termentlor vecini lul, atunci acest gir este o
progresie aritmeticd.

Intr-adevdr, s presupunem cd pentru orice trei termeni consecutivi ai unui
gir oarecare (ay) are loc relatia:

a, = Ay + a‘n+1 %
2
Atunci
20, = An—y + Gnyyy
de unde
ap + @Gp = Gp-y 1+ Onyyy
sau

ap — Op— = Qpygq — Qp-

Aceasta inseamnd ci diferenta dintre orice termen al girului (a,) si predecesorul
siu este egald cu acelasi numdr, si deci (a,) este o progresie aritmetica.

Observajie. Proprietatea semnalati mai finainte justilica denumirea de pro-
gresie aritmetici. :

2. Formula termenulut general al unei progresii ariimetice

Cunoscind primul termen si ratia unei progresii ‘aritmetice (a,) se poate
da o formul# care permite si se giseascd orice termen al progresiel
Fie a, primul termen al progresiei aritmetice i r ratia sa..
Atunci, din definitia progresiei aritmetice
aE = al + r,
ag=ay+r=(a,+71)+1=0 + 2,
a, = a3 +r = (a; + 2r) + r = a; + 3r g.a.m.d.

In general, avem
Teorema 4.2.3. Termenul general al unei progresii aritmetice este dat de formula:

an = a, + (n — 1. (1)

Demonstrajie. Vom demonstra formula prin metoda inducfiei ma-
tematice. Notdm cu P(n) egalitatea (1), pentru un n dat.
1° Pentru n = 1, egalitatea (1) este evident adevarata.
9° Rémine si ardtdm cd pentru orice numdr natural k, avem P(k) = P(k + 1),
Fie deci adevaratd P(k), adicd

a'h — al + (k'_ 1)?.
S% ardtim cd este adeviratd P(k + 1). Intr-adevér, avem
Gper1 = +r=0a;+ (k—1)r +r=a + kr

Deci ambele etape ale metodei inductiei matematice sint verificate. Inseamni
cd P(n) este adeviratd pentru orice numir natural n. Formula (1) este astfel de-
monstrata.

it
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De exemplu, pentru progresia aritmeiicd

AR B RO D

avem
a4, = —10; r =5,
De aceea
as = @y + 12r = —10 4 60 = 30,
gy = @y + B4r = —10 4 270 = 260
s.am.d.

8. Formula sumei primilor n termeni ai unei progresi aritmetice
Ne propunem sé gésim suma numerelor naturale de la 1 la 100, adicd

1 4+ 2434 ... + 100 .

Evident se poate efectua aceastd sumd adunind termen cu termen numerele de
la 1 la 100. Aceasti solutie este destul de anevoioasd. S& procedam de aceea in
modul urmétor:

Scriem suma numerelor naturale de la 1 la 100, de doud ori. In primul rind
scriem termenii sumei in ordine crescitoare, iar in al doilea rind in ordine des-
crescitoare. Astfel:

14 24 34 .. +98+ 994 100,

100 499 + 98 4 ... + 34 24 1L
Se observd ci suma numerelor agezate unul sub altul este aceeasgi:
1 +100:2+99:3+98:...:984—3:994—2—_—1004—1.

Cum fiecare astfel de pereche de numere are suma egald cu 101 ¢i cum nu-
mérul perechilor este 100, se obtine

101 -
i o i el +98+99+100:_ﬁ£éﬂ=101-50:5050.

Se poate proceda analog, pentru deducerea formulei care dd suma primilor
n termeni ai oricdrei progresii aritmetice.* -
~ Fie (ay) o progresie aritmeticd de ratie r i fie §, suma primilor n termeni
ai s#i, adicd -
Sp = a; + @y + g + ... + py + G
Numerele a;, @z, @3, -y Gny, ¢n Sint In progresie aritmeticd.
Dam mai intli urmitoarea proprietate importantda a lor.

Teorema 4.2 4. ;:e numerele a;, 0y, Gy, ..., Opq: Gy 1N progresie aritmetica.
tunci |

gy, + Gppyy = 9 + On-

Cu alte cuvinte, suma oriciror doud numere egal depdrtate de numerele extre-
me este egald cu suma numerelor exireme.

* 4e spune c¢i Karl Friedrich Gauss (1777—1853), matematician: german, unul dintre
cei mai mari matematicieni ai tuturor timpurilor, pe vremea cind era elev la scoala primard l-a
uimit pe profesorul siu, deoarece a caleulat mintal suma unui numir par de numere, pe care
profesorul o considera o problemi anevoioasd. De fapt, elevul ohservase cit numerele din sumi
au proprietatea cii suma fermenilor egal depdrtati de extremi este aceeasi si a Inmullit aceasta
cu jumitate din numarul termenilor.
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Demonstrajie. Dacé r este ratia, atunci
ay =a; +.(k— Ur si an—ry1 = a; + (n — K)r,
de unde: ay + @ppyy =[a; + (k — 1)r] ~|~ [a; 4+ (n — k)r] = 2a, + (n — L)r.
Dar a, + a, = a, + [a; + (n — 1)r] = 2a, + (n — 1)r. ‘
Deci @y + Gnpyy = 8 + 9, = 20, + (n — 1)r.

Folosind aceastd teoremd este ugor de caleulat formula generald pentru
guma S,. Avem

Spn=0a, + ay + a3 + ... + Gpp + Gy + Ay
Sp = n + ny + @y + . + 3 - 5 + a5
Adunind aceste doud egalitdti se obtine:
28, = (ay 4 ap) + (ag + @n—y) + (25 + Gng) + ... 4 (G0 + a5) +
+ (@n-y + @) + (an + ay).

Dar, conform teoremei precedente, avem

@+ p =8y + Apy =03 + Uy = ... .

De aceea
2Sﬂ = n(al + a"rll)1
de unde
B w. (1)

Deci: suma primilor n termeni ai unel progresii arilmetice este egald cu produsul
dintre semisuma termenilor exiremi (ar sumer) si numdrul termenilor sume.

In particular, '

(1 4 100)100

1424 3 4+ 100/= = 5 050.

(2, + ax)n

Observajie. Inlocuim in formula §, = termenul @, al progresiei

prin a; + (n — 1)r. Atunci

s =a1+a1—|—(n—1)r- & 2a; + (n — Dr

2 & 2 )
Agadar
e L ‘2” S, (2)

Am obtinut astfel o formulé in care suma primilor n termeni ai unei progre-
sii aritmetice se exprimd in functie de primul termen, ratie gi numdrul termenilor.

Ezemplu. 88 determinim suma primilor 10 termeni ai progresiei aritmetice (ay):

1: 41 7: '1(}!-'-?

Primul termen al progresiei este 1, iar ratia este 3. Atunci al 10-lea termen al progresiei
este:
@ =1+(10—1):-3=1+9 3= 28,
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Neci

1 4 28)10

1
Sy =N =29 § = 145,

9

Putem aplica si formula (2) pentru calculul sumei S5,

. 4.3. Progresii geometrice

1. Definifia progresier geomeirice
Fie girul (b,), adicd

bla b'z.u baa Ot bﬂ.y G l °

astfel fncit b, = 2 si byyy = 3.5, pentru n 2 1, Atunci by = 2;b, =3b; = 6;
By —d b, = 18; by =3 - b3_54 g.am.d,
Fiecare termen al acestui gir, mcepind cu al doﬂea se obtine prin inmultirea
termenului precedent cu un acelaw numér §i anume cu 3,

Definitia 4 3.1. Un sir de numere al cirui prim termen este nenul, iar fietare
termen al siu, incepind cu al doilea, se obfine din cel precedent
prin inmultirea cu un acelagi numér nenul. se nume;te progresie
geometrica.

Cu alte cuvinte, un ._s\ir de numere
B B B B o (B R ()
este o progresie geomelricd dacd pentru ortee k=1, avem
brir = br - ¢,

unde # 0 este un numdr constant, pentru girul dat.

Dm definitie rezultd cd intr-o progresie geom gtricd ciful dintre orice termen
si predecesorul sdu este egal cu acelagl numdr ¢,

Numdérul ¢ se numeste rajia progresiei geometrice.

Progresia geor_netrma (b,) este complet determinatd, dacd se cunose primul I
termen b, si ra‘gia q. ;

Se spune cd numerele by, by, by, ..., by sint in progresie geometricd daca ele sint |
lermenii consecutivl ai unel progresi geometrwe ‘

Observatie. Pentru a pune in evidentd faptul cd sirul by, by, b3, ..., ba, ... formeazd
o progresic geometricd se utilizeazd, adesea, scrierea

- bl: bﬂ; b:h 1ery bn, EER
Ezemple

1) Dacd b, = 5, ¢ = % , atunci avem progresia

5 5 5
g . 27
9) Daci b, = 3, ¢ — —2, atunei avem progresia

g g 49, =97

Dacé ratia ¢ a unei progresii geometrme este pozitivd, adicd ¢ >0, atuncl
toti termenii progresiei au acelagi semn §i anume:

1° Dacd b, >0, atunci totl termenii sint pozitivi.

2° Dacd b, < 0, atunci to‘gl termenii sint negativi.
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In cazul in care ¢ < 0, termenii de rang impar ai progresiei au acelagi semn
ca si primul termen, iar termenii de raflg par ai progresiei au semn contrar semnu-
lui prlmulm termen al progreswl Deci, in acest caz, semnele termenilor progresiei
alterneazd.

O progresie geometricd cu termeni pozitivi are urmatoarea propmetata
importantd care, in particular, justificd denumlraa de ,progresie geometricd

Teorema 4. 3.2, Orice termen al unei progresii geo’metrice cu termeni pozitivl

wibry B Doy el O i B Do
incepind cu al doilea, este media geometricd a termenilor vecini
lui.

Cu alte cuvinte, pentru orice n > 2,

n =V bnsbnis. , (1)
Demonstrajie. Intr-adevir, pentru n > 2
% ! ; bn == b'ﬂ--lQ":

by :Eﬂﬁ,
q

Inmﬁlt;ind aceste doud egalitdti, deducem
: bi === bn_lbﬂ+11
de unde rezultd egalitatea (1).

Este adeviratd si afirmatia reciprocid a acesteia:

Dacd un sir de numere cu terment pozitivl are proprietatea cd fiecare termen
al sdu, incepind cu al dotlea, este media geometricd a termenilor vecini lui, atunci
acest sir este o progresie geometricd. .

Intr-adevér, si presupunem c# pentru orice trei termeni consecutivi ai unui
gir oarecare (b,) cu termeni pozitivi, are loc relatia:

= l/bn~1bn+1-
Atuneci
bn | b —lbn+11
de unde
bnbn i b’n—ibﬂ+11
sau

By Bt = by by ;

Asadar, citul dintre orice termen al girului (b,) si predecesorul sdu este egal cu
acelagi numdr. Deci (b,) este o progresie geometrica.

2. Formula termenului general al unei progresit geometrice -

Cunoscind primul termen si ratia unei progresii geometrice (b,) se poate
da o formuld care permite sd se géseascd orice termen al progresiei.
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Fie b, primul termen al progresiei geometrice si ¢ ratia sa. Atunci, din defi-
nitia progresiei geometrice, deducem: ‘ -

bz':bl'%
by="by q=(by-9) :q=by ¢,
by=1by q=(by: g% g=0by ¢ gamd.

In general, avem

Teorema 4. 3.3. Termenul general al unei progresii geometrice este dat de for-
mula:

' bp = by - "7 (1)

Demonstrafie. Yom demonstra formula prin metoda inductiei ma-
tematice. Notam cu P(n) egalitatea (1), pentru un n dat. ) :
1, Pentru n = 1, egalitatea este evident adevarata.
2. Fie acum P(k) adevératd, adica
. b= byt

Atunci bpyq = bpg = (b,¢" g = b,g*, deci P(k + 1) este adevirata.
Asadar” P(k) = P(k + 1). Metoda inductiei matematice ne asigurd cd for-

mula (1) este adeviratd pentru orice numar natural n.

Ezemplu. Pentru progresia geometrica

LRI S 2
Alig

1
avem by = 12, ¢ = — T De aceea
110 : :
bmzblqu’l?(ﬁ-} Lol s O
9 —2y 198
100 < sl 3
bygg = big™ = 12 | — —2 Cis 2_55

l s.a.m.d.
3. Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice.
Fie (by) 0 progresie geometricd, de ratie ¢ 8 fie
Sp=0by +by+ by + ... +bny+ by (1)

suma primilor n termeni ai sii.

Numerele by, by, by, -y IVJ,H, b, sint In progresie geometricd. Ca g1 pentru
numere in progresie aritmetica, pentru numerele by, by, b, ..., bu-y, bn, care sint
in progresie geometricd, are loc o relatie analoagd,

bpbneps1 = 01bn

adicd produsul oricdror doud numere egal depdrtate de numerele extreme este egal

cu produsul numerelor cxireme.
L

Pentru calculul sumei S, distingem doud cazuri:

1. Daci ratia ¢ a progresiei este egald cu 1, atunci Sy, = nb.

2. Dacil ratia ¢ a progresiel este diferitd de 1, atunci proceddm in modul
urmator: !
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Inmultim ambii membri ai egalitdtii (1) cu ¢:

gSn = b1q + bog + byq.+ - - - + burq + bng.
Insd blq = bz: bzq == b31 bﬂq = bq.a reey b‘n—lg = b'm de daceea,
gSn = by + bs + by + e+ bu + bag. (2)

Scézind, membru cu membru, egalitatea (1) din egalitatea (2) obtinem:

\

an = Lqﬂ_ = bnq == bl’
' Salq — 1) = bpg — by.
Deoarece g # 1,
b.g — 1
o :_ng__J_l. (3)
qg—1

‘ b —
Observajie. Dacd in formula §, = M, unde ¢ # 1, inlocuim pe b, cu

byg"t, atunci OBt,inem o altd formuld a sumei primilor n termeni ai progresiei
geometrice:
Bl —1)
Sa =1L —"2 (g % 1). (4)
g—1

Exemplu. 53 gisim suma primilor 10 termeni ai progresiel geometrice (by)
e SR
Avem b, = 1 si ¢ = 2. Atunei, dupd formula (4}, oblinem

| g Ry

AR =9 1 =102 —1=1023.
2 —1

Pulem aplica $i formula (3) pentru caleulul sumei Sy, caleulindu-1 maiintii pe by,.

Strurd
J
4. 84 se scrie primii cinci termeni ai girului, cu termenul al n-lea dat de formula:
3n — 2
8) an = 270 d)en=0"2, g) dn = (1)
24+ n
14 (=1
b) an = 5 + 4n; e) op =—mm——; h) an = tg s fno= 1)
n ) n 9 H n o 9 { }
; : 8 oty florm ' ; 1
¢) bp = 10 — n¥; . f) zp = sin ;-n; i) bp=(—1)":7 +—o
v n
2. Si se gliseascd formula termenului al n-lea (n 2 1) pentru fliecare din sirurile:
2 3
a) 4y 3 57, 9 e) i. e i. -E,...;
2 3 4 H 6
B2, &;6,8, 40, et f) tg4&5°, g 22°807, tg 11°55, ... ;
1 5 1 1
T T R TR ) 4, — = = = —p =y !
J ¥ l:) ) 2 4 : 4 L] 16 ]
1
PRt & N VAR h) 1, 9, 25, 49, 81,....
3 9 27 81
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3. Sirul (zn), n > 1, are termenul general dat'de formula zn = 6 — 4n. Este termén al acestui
sir numérul: ! 3
a) —102; bh) —132; c) 100; d) 1507
in cazul in care rﬁspunéul este afirmativ si se indice num#rul de ordine al acestui fermen.
4. Este termen al sirului (an), n > 1, unde an = »* — 17p, numirul;
a) —a0; RS2 ¢) —100; d) —200?

1n caz afirmativ si se indice numérul de ordine al apestui termen.
5. Si se scrie primii 6 termeni ai sirului (a), n > 1, daci:

4
a) ay =13 apyy = an — 1; d) ¢y =8, aptr= —3;
: an
b).al =1, any; = an + 2; ._e) a; = —1, az =1, Aqpbp = On + angqs
c) a; = —2, dnty = 2an; ) a3 =38, gz = 1, antas = n — On4-

6. Un sir este definit prin formula de recurentd
(n -+ 2)(n + 1) anps — n“qn =.0 )
si prin a; = 0, a; = 1. 54 se deducd termenul general,
Progresii aritmetice

7. Si se scrie primii patru termeni ai progresiei arifmetice (an), daci:

El) 4 =7,r=212 c) ay = 1,1, ag = 0,3;
2 1
b)u,:-3,f'=5;. d)“li*;. G2=E

8. S4 se gdseascd primii doi termeni ai progresiei aritmetice (bn) datii astfel:
all by e, M5y 200 2 L =)=

9. Daci se cunose doi termeni ai unei progresii aritmetice (cq):
a) cg = 7 si ¢; = 13, 54 se giseascd ey, ¢z, Cy5;

b) ¢g = &0 §i cyy = —20, sil se géseascll ¢;q, €7 04
10. intr-o progresie aritmetici (an) se cunoaste a, i r. Bi se giseascd ap, dacs:
alia; — —20r — 05, in—"12} c) gy = —2,5 r=—2, n=50;
i
b) @ = 3, r= —1,5; n = 19; ’ d)ﬂq:%, r¢—3—,n=25.

11. B4 se g#seasc primul termen a, al unei progresii aritmetice, dacg:

al Na A i — 2 o) Gag =0 r= —39;
b) age = —125, r= —5; : d) ‘dgd= 1819, = 0.,

12. S4 se giiseascd primul termen gi ratia unei progresii aritmetice, daci:
a) ¢5 = 27, ez = 60; d) ay + 4y = 42, a0 — ay = 21;
b) cpp = T4, ey = 473 e) ay + ag = 16, aa; = 28;
¢) ez =0, cop = —92; : 1), Syp = By, Se= =8,

18. Sirul (yn) este dat prin formula termenului al n-lea:

o

a) yn = 2n — 5; b) yp =10 = Tn.
84 se demonstreze ci sirul (yn) este o progresie aritmetici. S4 se gliseasc primul termen al
siu si ratia.
14. 84 se giiseascd suma primilor 100 termeni ai unei progresii aritmefice (an), daci:
a) a; = 10, aye = 150, gy =20 F—="—90
b) a; = 5,98, Gy = 7,9, d) ¢ = —1, r=1.
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15. Cunoscind suma Sy A primilor n termeni ai unel progresii aritmetice (an), si se gﬁseascii:

2
‘n
a) primii cinei termenii ai progresiei, daci Sp =— — n:

4
h) primul termen §i tatia progresiei, daci Sp, = 2n® + ?n
16. it se rezolve ecudflile: i
A 147 413 4 42— 28
b) (z 4+ 1)+ (z + &) + [+ 7) + ..+ (& + 28) = 155.
17. 5a se giseascd sumd primilor dondzeci de termeni ai unei progresii aritmetice, daci:
ay -+ ap + a2+ ag5 = 20.

18. Este progresie aritmelicd un sir, penbri care suma primilor » termeni ai sii este dati de for-
mula:
a) Sp = n® — 2n; - ¢) Sn=7n—1;
b) Sp = —&n® + 11} d) Su = n* — n | 37

19. Intr-o progresie aritmetics avem S8y, =.100, S, = 900. Si se giseascd Sg,.
20. Suma primilor o termeni ai unui 3l oarecare (by) este datd de formula Sp = n® — 21 L 5,
S se gliseascl primii patru termeni ai acestui sir. Este acest sir o progresie aritmetici?
21. Sa se demonstreze ¢l numerele urméloare sint in progresie aritmeticy:
3) i, .-r.-i—ct—1, a:"——lfa—1($#_1,m?é0);
z+1 pi z(w 4 1)
b) (a® — 2ab — &Y% [k - 528 (@*<F dub — B2)°.
22. 91 se demonstreze cil dack numﬂrele a; b, e sinl in progresie aritmelicy, atunn si numerele
urmitoare sint in progresie arilimeliv .?i

i) a® — be, b® — ca, ' — ab;
ii) B2 4+ be 4 % ¢ 4 ca 4 &F, af - ab + bR
5d se arate cd dach a + b + ¢ 7& 0, atunci este adev’il‘atﬁ si reciproca.
23. S4 se demonstreze cll dacd a®, b*, c? sint in progresie aritmeticd, atunci si numerele urmé-
toare sint in progrésle aritmedtici: ;

5 1 4 1
1) s ! 5 £
b+ ¢ ¢+ a a -+ b
a b c

i) ; i .
bl e ¢+ a-+b
S84 se studieze reciproca.
24, Si se determine x asbfel incit urmitoarele numere si fie, separat, in progresie aritmeticy:
i) 1+ 2% {a+ 2)% (@ + )%
il) a® + «,.ab + @, b + x;
iii) a®(b + x), b%(a + x), 2?la + b).
25. Fie z;, 73,..., Zn,..., un §ir de numere reale, 84 se arate c# acesl' si reste o progresie aritmeticd
daci si numai dacd pentru orice n avem relatia:
i 2 1 —)—...+—1 _:nfi_

122 TaTy Tn—1Zn . Xy¥n

Progresii geometrice

26. 84 se scrie primii cliel termeni ai progresiei geometrice (bn) daci:
a) by = 6,9 — 23 ¢) by = —24, ¢q= —0,5
1 . 2
b) bz=—10!q:3; dj by = 0,5, q=)/3.
27, B4 se giseascd primii doi termetii al progresiei geometrice (yn), datd astrel:

a) ¥y, Y2, 24, 36, b4 ... R T DL e TR L ([
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28. Daci se cunosc doi termeni ai unei progresii geometrice (bn):
a) by = 6, by = 24, si se giiseascd by, by, big},

b) bs =10, by = —10, si se giseascd bg, by, bs.
29. Este progresie aritmetici sau progresie geometricdl girul (an), dacd:
a) a; = 5 §i anyy = 2an; c) a = —8 s an+1=%+ an;
. . . ll
b) a; = 5 sl any; = 2 + an; * d) a, = —8 8§l an+1:‘-3"ah?

in caz afirmativ s se indice ralia.
80. S& se serie formula termenului al n-lea al progresiei geometrice date prin:

a) by = 2, by = 3bn; . c) by =9, bpyy = 20n;

W By B Brnyms =B d) by = 10, gy = %‘bn-

81, S4 se giseascd primul termen si ratia unei progresii geometrice, dac:

7
: ay + a4 =1—6.
g = =l
ﬂ:l {a; all 1, b)
g — Q1= ﬂ, )
ay — @+ @y = —;
8
c) ag = 25, ag = 93 d) ay = —12, a.,=23—7-. ®
! 16
82. S# se calculeze sumele:
a) 1424284 ...+ 2% R (e RTEy L U SRR L :
£ : e 1 ; 2 ‘ 100.
b)g—;-l—;; e el I' 4ot -+ ... 2o,
C]—1-+i+l+..‘+l; ), z =2+ 2® — ...+ =
. 3 32 3° 3id /

83. 84 se rezolve ecualiile:
A1tz +a+... +a®=0;
pi14+zst+2+a*+.,. +2%=0
34, Fie (yn) o progresie geometrici, astfel incit suma primilor n termeni ai sii este Sn=2(57—1).
84 se determine Sy, Yy, Yo
85. Este progresie geometric# un gir, pentru care suma primilor n termeni ai s#i este ‘datd de for-
mula:
a) Sp = n® —1; b) Sp =20 — 1; ¢ Sp = 30 417
36. intr-o progresie geometricd avem Sy = 40, S; = 60. B se giseasci Sy,
87. Si se determine z astfel incit numerele a + @, b + @, ¢ + = s# fie in progresie geometrici.
88. Se dau dou# numere a $i b. Si se determine numlerele z, ¥, & astfel incit si fie satisfdcute
simultan condiliile: ;
i) . y, zsd fie in progresie aeometried;
iy @, y + @, zsi fie in progresie aritmetic#;
ili) @ ¥ + a, z+ b si [ie in progresie geometricd.
Car particular: ¢ = &, b = 32.
g4 se cerceteze daci existd numere in progresie geometricd by, by, ..., bn, unde by este un numir
dat astfel incit trei termeni consecutivi verificd, oricare ar {i k, relatia by — 5bp—y -+ 6bp—2=0
84 se generalizeze consilderind relatia abp -+ Bbpy + Ybr—2 = 0.
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74



Ne reamintim din materia_parcursd in clasele anterioare ci oricare ar fi
doud numere naturale « gi b, cu b diferit de zero, existit alte doud numere naturale
¢ §i r unice, cu proprietatea ¢i a = bg + r si 0 < r < b, Teorema care agigurd
existenta gi unicilatea numerelor ¢ i r se numeste teorema tmpdr{irii cu rest in
mullimea numerelor naturale.

Aceastd teoremd se extinde la multimea numerelor intregi in felul urmdator:
Teorema 1.1 Fie a §i b doud numere intregi, cu b diferit de zero. Atunci existi

doud numere intregi q si r unice cu proprietigile
e=0bg+rsi0<r<|b]. - (1)

Egalitatea (1) se numeste formula impdririi cu rest pentru  numere intregi
jar numerele ¢ si r se numese citul si respectiv restul impartirii lui a la b.

Nu vom da demonstratia acestei teoreme, in schimb vom arita cum se pro-
cedeazd practic atungi cind avem de impértit doud numere intregi @ 5i b, cu b # 0.

Evident cd dacd a = 0, atunci citul si restul impartirii lui ¢ prin b sint
g =r = 0. Deci putem presupune cd a # 0. Definim
41, dacd a >0

. sgn () :{ —1, dacd a <0

]
Numirul sgn (a) se numeste semnul lut a.
Cu aceste notatii avem clar ca | a | = a sgn (a).
Vom efectua acum impdarpirea numerelor naturale |a | si | b | cu algoritmul
de caleul cunoscut din clasele anterioare:

la| = |blg’ +7r' cug, ¥ EN, 0<r <|b. i (2)
Din (2) obtigem .
. @ sgn(a) = b sgn(b)g’ -+ r’
care inmultita cu sgn(a), si tinind conl cil sgn(a) - sgn(a) = 1, ne da
a=>bq" +r" (3
unde ¢” = sgn(a) sgn(b)g’ si r" = r' sgu(a). ,

Dacd r* 2 0 atunci citul si restul impértirii lui @ prin & sint q", respectiv
r’. Dacd r" < 0, atunci (3) se scrie, astfel: :

@ =bg" +r"=bg" — |b| + |b —7" = bg" — bsgn(d) + (1b] — r") = b(g" —
= sgn(d)) + (|b] — ") =bg+r, unde am notat g = ¢" — sgn(b) sir=|b| —r".
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Cum 7" < O sir’ = 0, atunci sgn(a) = —1 si deci r” = —r'. Pe de altd parte,
cum 0 < ' < |b|, rezultd clar ¢d 0 < r < |b]. Deci citul si restul impartiri
lui @ prin b sint ¢ = ¢" — sgn(b) respectiv r = |b] —r".

Ezemple. 3

1) §i se efectueze impirfirea cu rest a lui —50 1a 6.

Solufie. Vom efectua impirtirea cu rest a lni | —50] = 601a | 6! = 6. Vom avea 50 =
=68+ 2. inmulginrl cu (—1) avem —50 = 6-(—8) 4 (—2)=6-(—8) — 646+ (=2} =
= 6-(—9) + 4
Deci citul impértirii lui —50 1a 6 este ¢ = —9 iar restul r = &.

2) 54 se efectueze impiirtirea cu rest a lui —721 la —50.

Solutie. Avem | —721] = 721, [ —50 | = 50 si 721 = 50 - 14 4 21. )
Rezultd ci —721 = (—50) - 14 4 (—21) = (—50) - 14 — §0 + 50 + (—21) = (=50) - 15 + 29.
Deci citul impiargirii lni —721 la —50 este ¢ =15 iar restul r = 29.

Observajie. Formula impértirii cu rest pentru numere intregi se poate pune
sub urmitoarea formi: dacd a, b € Z, cu b # 0, existd ¢, ro € Z astfel incit

X b
@ = by + 1o i 170l < 2 )

Inte-adevir, din (1), existd ¢, r € Z astfel incit a =bg +r 510 <1 < | b|. Daci
i |&] 5 R s = s, . 1B :
< i atunci punem ¢, = g §i r, =r. Dacd = <r <|b| atunci avem

a=bg+r=>bg+|b|l+r—|b =bg+sgnbd)+ (r— | ). Dacé notdm g, =
— g+ sgnbsiro=r — | b|, atunci | ro| < o gia = bq, + 7o Sa observdm cd in
relatia (1'), g, 87, nu sint unice. De exemplu7 = 2-3 4+ 1517 =24 4 (—1).

Formula (1) este foarte utild in multe aplicatii. De exemplu sd ardtdm ca
dacd n € Z, atunci restul impdrtirii lui n? la 7 este 0, 1, 2 sau 4. Intr-adevar,
folosind egalitatea (1'), n poate avea una din urmaitoarele forme:

Tk, Th4+1, Th+2, Tk+3, k€L

Dacd n — 7k, atunci n? = 49k* = 7(7k?) si deci restul impartirii lui n? la
7 este 0.

Dacin = 7k + 1, atuncin? = (7k £ 1)? = 49k* 4 14k + 1 = T7(7k* + 2k) +
+ 1 i deci in acest caz restul impdrgirii lui n? la 7 este 1.

Dacin — Tk + 2, atuncin? = (Tk & 2)2 = 49k* + 28k + 4 = 7(Tk* + 4k) +
+ 4 gi deci restul impdrtirii este 4. :

. Dacin = Tk - 3, atuncin = (7k £ 3)* = 49k + A2 + 9 = A9K? 4 42k +

47 4+ 2= UTk? & 6k + 1) + 2 si deci restul impértirii lui n? la 7 este in acest
caz egal cu 2.

1. 94 se efectueze fmpirtirile cu rest ale urmatoarelor perechi de numere intregi:
a) —5 437 la 225
b) 8 745 la —319
¢} —2 438 la —18
d) —84 312 la —36, 2
2. {4 se gdseascd doud numere naturale a céror suma s4 fie 6 612 si citul impirtirii celui mai
, mare prin cel mai mic s fie 75. Este solutia unici?
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8. Care este ultima cifrit a numerelor 2 1564, 42521, 251149, 5 9341%° 1645 | 45318, 1780 4 19907
4. Fien,a,bgic numere naturale nenule. S8 se arate ¢ pentru a gisi citul impirtirii lui n la

 a-b-cse poate proceda in felul urmitor: se imparte n la a, apoi citul obtinut se imparte

_la b i noul cit se imparte la ¢; citul obiinut la aceastd ultima tmpirtire este cel ciutat,

~ p. Fie © 51 y dou# numere reale, cu y # 0. B4 se arate ci existd doud numere reale g sircu

proprietitile:

z=yg | rmgeZsiosr<|yl

fn plus, ¢ si r sint unice cu propristiifile de mai sus.

8. Fie a, b, ¢ numere intregi, ¢ # 0 gi ry §i ry, resturile imparticii lui  §i b 1a ¢. Atunci restul
' tmpartirii lui @ + b 14 ¢ este acelagi cut restul impartirii i 7, 4 rjla ¢, iar restul imp#rtirii lui
. a-blaceste egal cll restul tmpdrfirt lui ry - rp la c.

7. 84 se giseascd cel mai mic numir natural care imp#rfit la —7 sd dea restul 3 si impArfit la 14

sd dea rvestul 2. ‘ ;

8. Dacit n este un numdr intreg, atuncl »* este de forma &4k sau 8k 4 1, k = Z.
b_'. 84 se determine restul impdr{irii lui 1% 4 27 L 47 ]la 3 {n = N),

-

‘Definitia 2.1. Fie a i b douk numere intregi. Spunem ci b divide pe a (sau a
B ' este divizibil prin b, sau b este un divizor al lui g, sau g este un
multiplu al lui b) daci existd un numir intreg c, astfel incit a = bc.

Pentru a scrie c b il divide pe @, vom folosi notatia b| a*.

Ezemple
1) Fieee Z; cuma = 1-a = (—1) : (—ea), rezulti cf 41, Ja sint divizori ai lui a.
2) Dacia = 60, divizorii lui 60 8tnt: 41, 42, 43, 45, 46, + 10, 12, +15, -+ 20,
B 50, -+ 60.
. . Observajie. Dach a € 7, a # 0, atunci numérul divizorilor lui @ sint-in numir
nfinit.
£ Intr-adevir, daci d este tn divizor al lui @, existd b € Z, astfel inclt @ =
—=d-b. Rezulti cii |a| = |d|-|b|. Cum b # 0, atunci |6 2 1gideci0 < |d] €
< a. Prin urmare divizorii lui a sint printre numerele 41, + 2, ..., 4 a gi sint in
numir finit (cel mult 2. | a). _
_ Divizibilitatea numerelor intregi are urmitoarele propriet#ji:
. 1° este reflexivd, adicd a|a, oricare ar fi intregul a.
'+ Intr-adevidr, avem a = a- 1.
2° este tranzitivd, adici a|b si b|c implicd aec. 5
Intr-adevir, din @|b §i b| ¢ rezultd existenta unor numere intregi k,, ky ou
oprietatea

b = ﬂkl, c = bkﬂ,
unde obtinem ¢ = (ak;)k; = a(kk,) si notind

i k= Ik, € &, avem ¢ = ak, adicd al
 3° Dacd a i b sint numere intregi cu proprietatea' a| b i b| a, atuncia = 4= b
icd |a| = |b|).

_Intr-adevir, fie ¢;, ¢, numere intregi astfel incit b = ac, §i @ = be,. Atunci
= beycy §i deci b(1 — cycy) = 0. Rezultd cé, fie b =0, fie ¢;cy = 1. In primul

i I_n Junele manuale si culegeri de probleme se foloseste s1 notatia a ¥ B, pentru a scrie ci a
divizibil prin 2.
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caz, din b)a deducem a = 0 = b, iar in al doilea caz, deoarece ¢;, ¢ € Z, vom
avea ¢; = ¢g = + 1, prin urmare @ = S g &
4° Dac a,, dg, ..., ay sint numere intregi §i d este un numar intreg care divide
pe fiecare a;, 1 = 1, 2, ..., n, atunci d divide orice combinatie liniard de @, a, ..., @n,
n

adici d[Zl,— a;, oricare ar fi [, ls ..., o numere intregi.

ca=1
‘ Intr-adevilr, existd ky, /by ..., hn Mumere intregi cu proprietatea a; = dk;,
i =1, 2, ..., n, de unde rezultd:

Sl = 3> dliki. Notind & = ki € Ty
2=1 1

= i=1

C n n
obtinem E l;a; = dk, adicd d| Zli a;.
’ J 1=1

=1

11

1. Fie a, b, c = Z astfel incit a + b=c. S4se arate ¢if dacid e/ divide doud dintre numerele
date, atunci el il divide gi pe al treilea.

2. Si se giseascd toate numerele intregi a &%, care au exact 2-|a| divizori.

3. Daci a, b = Z si 3 nu divide nici pe a nici pe b, atunci 3 divide pe a — b sau 3 divide pe a + b.

4. 54 se arate ci 1 000k — 1 este divizibil cu 87, oricare ar fi ke N. ‘

5. Si se arate ci daci peN, p > 3, are proprietatea ci p §i2p + 1 nu sint divizibile cu 3,
atunci 4p + 1 este divizibil cu 3.

6. 84 se arate ci numirul 9% — 7% este divizibil cu 10.

7. a) Si'se arate c# oricum ar [i date trei numere intregi, existd dou# cu suma divizibild cu 2.

'b) S se arate cil oricum ar fi date 5 numere intregi, existd 3 cu suma divizibild cu 3.
¢) 94 se arate ci oricum ar fi date 9 numere intregi, existd 5 cu suma divizibild cu 5.

8, 9 se arate ci daci n e N, atunci n?|(n 4 1)% — 1.
9. 84 se gliseascd toate numerele intregi n cu proprietatea n -4 1 | n? 1.
10. 94 se giseascd toate numerele intregin cu proprietatea n — 3 [ n® — 3.

11. Fie ay, as, ..., ¢y & Z. S¥ se arate cd existd printre aceste numere intregi citeva cu suma
divizibil4d cu 10. :
12. S% se arate ci numdirul §2° — 5% este divizihil cu 11.

| mal mar

Definigia 3.1. Se numeste divizor comun al numerelor intregi a si b un numar
intreg ¢ cu proprietatea: .

cla sl c|b.

Vom numi un cel mai mare divizor comun (pe scurt ¢.m.m.d.c.)
al numerelor intregi a si b, un numir intreg d care verificd ur-
mitoarele condiii: y
i) d este un divizor comun al lui g §i b (adicd d| asi d|b)
i1) orice alt divizor comun d’ al lui a §i b divide neapirat §i pe d
(adici d’| o si d'|b implicd d’|d).

Teorema 3.2 Flie a §i b doui numere intregi. Aturci existi un c.m.m.d.
al lui a s b.
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) Demonstrajie. Tn cazul in care a = b =0, c.m.m.d.c. este 0. Deci
putem presupune, de exemplu, b # 0. Aplicind teorema impértirii cu rest a nu-
merelor intregi  gi b, rezultd existenta a doud numere intregi ¢, gi r; cu proprie-
tatea ca

a=b¢q +ry, 0<r, <|bl (1)

‘Dacd ry = 0 atunci b| ¢ si e.m.m.d.c. al numerelor a $i b este b. Intr-adevir,
blb si b|a, iar daci d’ este divizor comun al lui a si b, in particular, satisface gi
@'| b. Deci b este un c.m.m.d.c. al lui a si b. .

Dacd ry # 0, aplicim teorema imp#rtirii cu rest numerelor b giry si obfinem
numerele intregi g,, r, satisficind

b=rq;+ry cul <r,<r,. (2)

Repetind acest procedeu. obtinem numerele IRSEEEY Guitay Gy o5 BL gy sevy: i gone
astfel finecit

Fi.="Tofy + 73, 0u 0 < ry < ry,

.................................... (3)
Tms = Imadm + Tm, cu 0: < 7, < Ty,
Tm-1 = Tm@ms1 + Tmy1, cu 0 < P'm4y <Tm.

Deoarece ry >r, > ... > Iy ..., existd un numdér natural n astfel incit Fn 20

B Ty 0
Vom ardta cd r, este un c.m.m.d.c. al lui ¢ si b.

Intrucit r, , = TaGny1y ezultd o ry|r. ;.

Din egalitatea r, , = r, ,q, + r, rezulld ci Tal Tn_o. In continuare, din egali-
tatea ry,_g =rn oy y + ro_y si tinind cont ci r, divide P8 r'n_y §i pe rp_,, rezultd
cé ry divide pe r, 5. In felul acesta, din aproape in aproape, tinind cont de egali-
tatile (3), obfinem cd r, divide pe Tn_gs Fnogy --s 'y, T1. Apoi din egalitatea (2) rezults
cd ry divide pe b si deoarece 7, divide gi per,, obtinem datoriti relatiei (1) cd r,
divide pe @. Prin urmare rn este divizor comun al lui g sib.

Fie acum 4’ un numdr intreg cu proprietatea ci d’ [asid'|b. Din egalitatea
(1) vom avea

ry=a — bg, si deci d’[r,.

Apoi din egalitatea (2) obtinem

ry =b —ryq, si deoarece d'| b, d'|r,, obtinem c& d’|r,.

Folosind egalitdtile (3) obtinem, din aproape in aproape, cid d’ divide fiecare
din numerele intregi rg, r4, ..., Fo_y, o Agadar, in cazul in care b nu-l divide pe
@ avem ca ry, ultimul rest nenul din sirul de egalitati (1), (2), (3), este un cel maj
mare divizor comun al numerelor a si b. ' ‘

Demonstratia acestei teoreme pune in eviden{d urmitoarea reguld de obh-
finere a c.m.m.d.c. a doud numere, care se numesgte algoritmul lur Euclid:

Pentru a objine c.m.m.d.c. a doud numere intregi a st by cu b # 0, impdrfim
pealab; dacd restul Impdriirii ry este zero, atunci b este c.m.m.d.c.; dacd nu, impdr-
jim pe b la restul impdrtirii anterioare, Ty §L objinem restul ry; apoi impdirjim pe r,
la ry gi obtinem un nou rest r, s.a.m.d. Ultimul rest nenul este c.m.m.d.c. al celor
doud numere.

Observajii. 1) Dacd d este un e.m.m.d.c. al numerelor intregi @ si b, atunci
§1 —d este un c.m.m.d.c. al lui a si b. Daci d’ ar fi tot un can.m.d.c. al lui a s1b,
atunci vom avea d | d’ si d'| d, prin urmare d’ = 4-d. Rezultd deci cd existi intot.
deauna doda gi numai doui numere inlregl cu proprietatea celui mai mare divizor
comun al numerelor @ si b. Aceste doud numere sint egale in modul gi de semn
contrar. Acela dintre ele care este pozitiv il vom nota cu (a, b). Se observi ca
prin algoritmul lui Euclid se'obine tocmai (a, b). -

]
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2) Din definitia c.m.m.d.c. rezultd c&
(a, b) = (b, @) = (—a, b) = (a, —b) = (—a, —b) = (| e, | b]).
Observatia 2) ne permite ca pentru calcularea celui mai mare divizor comun a
dou#i numere intregi si ne marginim la cazul numerelor naturale.

Ezemplu. S4 se giseascd cel mai mare divizor comun al numerelor —810 si 315.
Solugie. Avem (—810, 315) = (810, 315). '

Vom aplica acum algoritmul lui Euclid:

1) 810 = 315-2 4 180 . .

2) 315 = 180 - 4 -+ 135

3) 180 = 135+ 1 + 45

4) 135 =45-3 4+ 0

fn acest sir de impdartiri succesive ultimul rest nenul este 45, deci (—810, 315) = 45.

Din faptul c# c.m.m.d.c. a doud numere este unic, abstractie ficind de semn,
si folosind egalitatile (1), (2) si (3), avem: :

Teorema 3.3. Daci a si b sint doud numere intregi §i d este un cel mai mare
divizor comun al lor, atunci existi doui numere intregi, k §i [,
astfel incit d = ka -+ Ib.

Definigia 3.4. Doui numere intregi nenule a si b se numesc prime intre ele daci
1 este c.m.m.d.c. al lor.

Obgervédm cd g si b sint prime intre ele dacd si numai dacid 41 sint
singurii lor divizori eomuni.

Ezemplu. Numerele 57 si 25 sint prime intre ele. intr-adeviir, folosind algoritmul
lui Buclid, obtinem:
57— 25 - 2le

2bi—"7 s =4
7=4%4-1+43
AR
gi—= 1 ag i)

si deci (57, 25) = 1.

Observajii. 1) Fie a, b € Z §i d = (a, b) astfel incit d >0. Fie a = da’ gl
b = db’'. Atunci a’ gi b’ sint prime intre ele.
Intr-adevir, fie d' un divizor comun al numerelor. a’ gi-b’. Atunci dd’ este
un divizor comun al lui @ si b. Deci dd’ il divide pe d, adicd existd un d" € Z
astfel inecit d = dd'd". Deci d’'d” = 1 si prin urmare d' = +1, ceea ce inseamnd ci
a' gi b’ sint prime intre ele. ‘
" 2) Din teorema 3.3. obtinem cd a este prim cu b dacéd §i numai dacs existd
k,l € 7 astfel incit 1 = ka -+ Ib. Intr-adevir, dacd a este prim cu b, atunci (e, b) =1
si conform teoremei 3.3. obtinem k, | € Z astfel incit 1 = ka + Ib. Reciproc, dacd
I = ka + b si d| e, d| b, atunci d| 1 si deci d = 41, adica singurii divizori comuni
ai lui @ gi b sint 1.
Definitia 3.5  Fieasi b doud numere intregi. Un numir intreg m se numeste -
un cel mai mic multiplu comun (pe scurt c.m.m.m.c.) al numerelor
a si b, daci verifici urmitoarele condigii:
i) m este un multiplu comun al lui a §i b (adici a| m i b | m),
ii) orice alt multiplu comun al lui ¢ §i b este multiplu al lui m
(adicd daci a|m' §i b| m’, atunci m| m’).
Teorema care urmeazd ne asigurd existenta celul mai mic multiplu comun gi
ne dé in acelagi timp si un procedeu de calcul.
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Teorema 3.6. Fie a si b doud numere intregi nenule. Dacd d este un c.m.m.d.c.

uliCor : a-b .
al lui @ si b, atunci m = T este un ¢.m.m.m.c. al lui asib.

Ezemplu. 83 se calculeze c.m.m.m.c. al numerelor 4 020, — 210.

Solujie. Pentru a calcula .c.m.m.m.c al numerelor & 020 si —210 este suficient,
conform teoremei 3.6, sd calculim c.m.m.d.c. al numerelor 4 020 si | —240 | cu algoritmul lui
Euclid : .

4020 = 210 x 19 4 30
20=30x 74+ 0
4 020 210

Deci un e.m.m.m.c. al lui 4 020 si —210 este —_'JU— = 7 % 4020 = 28 140.

1. Bi se gHseascd prin algoritmul lui Eunclid cel mai mare divizor comun al numerelor:

a) —180; 756; b) —375; 360; —900;
¢) 0; 779; —399; 5 700; d) —372; 18468;
e) —540; 588; —576; f) 875; 645; —600; —1 515.

‘9, 84 se gdseasc cel mai mic multiplu comun al numerelor urméitoare:
a) —960; 1 200; b) 30295; 36 354; c) 12 345; 4 565; —960.
8. 54 se afle toate numerele prime cu 100 si mai mici in modul decit 50.
" 4. Se dau doud numere intregi a si b nenule care au ¢c.m.m.d.c. pe 5, iar citurile impértirilor
succesive din algoritmul lui Euclid sint —1, 3, 2. S se afle a si b.
| 5. 84 se giseascd doud numere intregi a gi b agtfel inctt (o, b) = 3 §i [a, b] = 72. (C.m.m.m.c. al
lui @ si & se noteazd cu [a, b))
Este solufia unici? .
84 se arate ci numerele 2k -+ 1 si 9k - & sint prime infre ele, oricare ar fi k = Z.
94 ge giseascd c.m.m.d.c. al numerelor 2k — 1 si 9k + & in functie de numdrul intreg k.
SA se arate cd daci a si b sint numere intregi, d un c.m.m.d.c. al lor, iar k, l = Z, cu proprie-
tatea cil, dacd- :

SR

® o+ Ib =d, atunci (k, 1) =1.
: 9, S84 se arate cd (21n + 4, 14n + 8) =1, neski.
10. 84 se arate ci numerele de forma Fj = 92k 4 4(k = 0,1,2, ...) sint prime dou# cite doui.
11. 83 se arate ci pentru orice n = N* avem (n! +1, (n+ 1)l 4+ 1) =2. L

Definigtia 4.1.  Un numir natural p >2 se numeste prim daci singurii s3i divizori
sint + 1 si 4 p.
Exemple
Numerele 2, 3, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 238 sint numere prime. Verificarea acestui fapt se
2 poate face efectuind impdriirea fiecdruia dintre numerele date la numerele naturale mai mici

decit el. -
Numirul 2 este singurul num#r prim par.

In cele ce urmeazi vom da (fard demonstratie) doud teoreme foarte importante
in aritmetica.

Teorema 4.2. Un num3r natural p >2 este prim dacd i numai daci oricare ar fi
a si b numere intregi astfel incit p divide pe ab, si rezulte ci
p divide pe a sau p divide pe b,

$1

‘A AReatormedin®d — Alcahrd o]l a4 Y=q



Teorema 4. 3. (Teorema fundamentald a aritmeticii) Oricare ar fi numirul in-
treg n.cu [n| >2, existd o descompunere a sa in produs de nu-
mere prime, adici existdi un numir finif de numere prime
Py Parvooi Py DU neapidrat distincte, astfel fncit

N=pipPs. P =
in plus, aceasti descompunere este unici, in sensul ci oricare
altd descompunere in produs de factori primi diferi de ea doar
prin ordinea factorilor. .

Observafie. In teorema 4.3, in reprezentarea numéarului n ca produs de factori
primi py, ps, ..., pm, este posibil ca unii dintre factori si fie egali intre ei: p, poate
8 apard de ay orl, cu oy > 1, p, de «, ori, cu ay > 1, si in general p, de «, ori, cu
#, = 1. Dacd numdrul factorilor primi distineti este 1, atunci vom avea:

W =:tn: by ‘...p?",‘ unde putem presupune p; < p, < ... < p;. (1)

Scrierea lui n in forma (1) se numeste descompunerea lui n in factor: primt. Teorema
fundamentald a aritmeticii se mai numeste tecorema de descompunere in factor: primi.

Ezemplu. Numirul intreg —5 600 se poate scrie ca pl‘OdLlS‘ de factori primiin
felul urmitor: —5600 = —2.2.2.2.2.5.5.7 = —25.52.79, .
Aplicajie. 84 se arate cd girul numerelor prime este infinit.

" Solufie. 54 presupunem prin reducere la absurd e¢i ar exista numai un numir
finit de numere prime p,, py, ..., pn. Fie p = pyps ... pn + 1. Dar p admite conform teoremei 4.3
un divizor prim, fie acesta pp. Pe de altd parte impérfirea lui p'la’py, di restul 1 deoarece

p=prr7+1, geN.
Am ajuns decila o contradiclie. Presupunerea cd muljimea numerelor prime este finit4 este falsa,
deci existd o infinitale de numere prime.

Cu ajutorul teoremei fundamentale a aritmeticii putem da un alt procedeu de
caleul al c.m.m.d.c. a doud sau mai multor numere intregi.

Se scriu descompunerile acestor numere in produse de factori primi i c.m.m.d.c.
al lor va fi produsul factorilor primi comunt acestor numere, fiecare ridicat la puterea
cea mar mied la care apare in descompunerile respective. , :

Pentru a demonstra acest lucru este suficient sd consideram cazul in care avem
doud numere intregi a si b. Fie d numéarul obtinut prin procedeul descris. Atunci,
din constructia lui d, rezulta evident cd d| a-gid| b. Daci d’| asid’ | b scriem descom-
punerea lui @' in factori primi, Folosind teorema 4.3 (partea de unicitate) rezultd
imediat ca d’ divide pe d. Deci d = (a, b).

Hremple

1) Fie a = 360 $i b = 240. Avem 360 = 22 - 3% 5 5i 240 = 2. 3. 5 si deci (360, 240) —
= Pttt ) . : i

2) Fie a = 72, b = 120 $i ¢ = 300. Avem 72 = 2°-3% 120 = 9%. 3.5 si 300 — 2% 3 - 5¢
g1 denis {72, 12055300) = 9253 =19

Tot din teorema fundameniald a aritmeticii rezultd si un mod de calcul al celui mai mic
multiplu comun a doud sau a mai multor numere.

Se seriu descompunerile acestor numere in produse de factori primi si c.m.m.m.c. al lor va fi
produsul factorilor primi care apar cel pufin intr-una din descompuneri, luat fiecare la puterea
cea mai mare la care apare in descompunerile respective. .

De exemplu, fie numerele a = 72, b = 120 $i ¢ = 300. Deoarece 72 = 2%- 3%, 120 —
=2%.3-5 si 300 = 2% -3 - 5% atunci [72, 120, 300] = 2°. 3%. 52 — {1 80O,

In continuare vom face citeva observatii asupra girului numerelor prime.

Daca n €N, n > 2 gi nu este prim, atunci el admite un divizor prim p < V/ n.
Intr-adevar, cum n nu este prim, avem n = a -+ b cu a, b >1. Evident, putem
presupune ci a < b. Atunci a? € ab = n, de unde a < |/ n. Dar din teorema funda-
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mentald a aritmeticii « are un divizor prim p, care este la rindul sdu divizoe al lui
n i, mai muit, p < a < I/ n. \

In concluzie, pentru a dovedi i un numdr natural n_> 2 este prim este suficient
sd verificdm cd cl nu are divizori primi_mai mici deetl 1/ n.

De exemplu, fien = 97. Cum /97 < 10, avem de considerat numerele prime
< 10, adicd 2, 3, 5, 7. Se vede imediat ¢é nici unul dintre aceste numere nu divide
pe 97. ;
Ciurul lui Eratostene. Vom da in cele ce urmeazi o metodd de obtinere a
numerelor prime mai mici decit un numér dat n>2. Aceasta metoda este eunos-
cutd iricd din antichitate sub numele de ciurul lui Eratostene, dupd numele mate-
maticianului grec care a dat-o. Considerdm mai intii girul tuturor numerelor natu-
rale de la 2 1a n. Apoi, deoarece 2 este primul numdr primg,, vom inlatura din gir
toate numerele mai mari decit py, si divizibile cu p, = 2. Primul dintre numerele
rémase este 3 = p,. Acum vom inldtura din gir toate numerele mai mari decit p,
si divizibile cu p,. Primul numdr ramas este 5 = py. Sil presupunem cd dupa pasul &
am aflat numérul prim py (al k-lea ca mérime intre numerele prime). Vom inldtura
din gir toate numerele prime mai mari decit py §i prime cu pj. Primul numér care
nu a fost inlaturat va fi p,, al (k + 1)-lea numér prim. :

Acest procedeu se termind la pasul m, unde p,, este cel mai mare numdr

prim < I/ﬁ

itii
1. Care dintre urmitoarele numere intregi sint prime: 3477, 2003, 1213, 2 099, 3 649, 847,
1493, 2 027, 2 261,-6 959, 9 689, 10 627.

9. Tolosind teorema fundamentald a aritmeticii, sid se giseasd cel mai mare divizor comun gi
cel mai mic multiplu comun al urmitoarelor numere:
a) 319 si 407; b) 333 si 504; ¢) 27, 24 51 15; d) 24, 48, 64, 192; e) 325, 526,169 51 1 014.

3. S se determine cel mai mic numir natural care are exact 20 de divizori intregi i cel mai

mic numir natural care are exact 72 divizori intregi.
4. 84 se gAseascd un numir natural care sd aibd exact 15 divizori naturali si singurii sdi di-
vizori primi si fie 7 si 11. - ; g J
5. Fie a si b numere intregi prime infre ele. S se arale ¢ a+ b sia— b sint prime cu ab.
84 se arate cd, in plus, dacd a gi b au paritili diferite, atunci @ + b este prim cu a — b
cu a* — b .
6. Daci a si b sint numere naturale nenule si suma lor este un numar prim, atunci a este prim
cu b.
7. S se arate cd daci a, b,ceZ sia e ble (a, b) = 1, atunciab | c.
8. 9% se arate cd dach a, b, ceZ au proprietatea cii a este prim cu b si cu ¢, atunci ¢ este prim
cu be. 1 .
9. S4 se arate ci dacd b | ac atunci b | (a, b) (e, b). .
10. S4 se arate ci dacd.d este un c.m.m.d.c. al numerelor a si b, atunci d* este un c.m.m.d.c.
al lui ® si b®. Reciproca. este adeyaratd?
11. Fie re@ cu proprietatea cd s este un numdr intreg, meN*. 84 se arate cd r este intreg.
12. Fie a, b, me N cu proprietatea cit (a,-b) = 1 si JYabe N. Si se arafe ci Ya,Yb eN.
18. Si se arate ci numerele de forma 8% + 1 nu sint prime (n & N*).
14. Si se arate ci existd o infinitate de numere naturale n, cu proprietatea ci (n, 20 — 1) > 1.
84 se giseascil cel mai mic dintre ele. ) )
15. Si se arate cii nu existd numere naturale prime n astfel incit n [ 27 — 1.
16. S4.se arate ci existi numere intregi de forma 3“., care scrise in bazd zecimald au ulti-
mele cifre 00001, ‘
17. Si se arate ci existd numere intregi care au ultimele cifre 1978 §i care sd fie divizibile cu
1979.

*
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1.1. Definirea pblinoéme[or

Fie C® multimea sirurilor (infinite) de numere complexe

f= (am Qy, Uy, ..., Apy o)

care au numai un numdr finit de termeni a;, nenuli, adici existi un numir
natural m, astfel incit a; = 0 pentru orice { > m. - i

De exemple, sirurile f= (0, —1, 2, 0, 0 u)a g (. 20y e
h=(142i,7, —100, 2, 0,0, ...) sint siruri infinite care au un num#r finit de termenti
nenuli. Intr-adevir, sirul = (0, —1, 2, 0, 0, ...) are numai 2 termeni nenuli; girul
g=(—1,120,0,..) are 3 termeni nenuli, iar girul A = (1 4 21, 7, —100, 2,0, 0, ...)
are 4 termeni nenuli. Deci aceste girufi sint elemente din multimea GV,

Definim pe mulfimea €™ doud operatii algebrice: adunarea s1 inmuljirea.

Fie f = (ag, a5, ay, ...), g = (by, by, by, ...) doud elemente din multimea 0O ;
atunci definim ‘

F+g=A(ag+ by ay+ by, ay+ by, ...) 5i | ; (1)
18 = (o 15 €3y -..), : : ) (2)
unde '
Co, = Gyby,
€ = ayby + ayby,

Ca = aoby + a,b; + agh,, \

......................

i N
Cir="A g} al.b,._l + agbrp + ... + @b, = 2 G by i — Hg:f a;b;.

S& observdm ci f + g i fg apartin multimii CM9, :
Intr-adevir, cum & €™ existd un numir natural m, astfel incit a;==0 pentru orice
1 >m. Cum g& O™, existd un numdr natural n, astfel incit b; =0 pentru orice
J >n. In acest caz avem @, =0 si b, = 0 pentru orice k > max (m, n) si deei
@, + by = 0" pentru orice &k > max (m, n). Deci [+ g este un element din C™,
: Fie r >m + n; atunci r — M >n. In acest caz T R
v T Cmbrm A Gy b g L by Cum r — m > n, atunci b, &y 2 byl
sint toti nuli. Pe de altd parte si numerele Ami1y Bmyg, -y G, sint nule gi deci ¢,=0.
In concluzie, pentru orice r > m -+ n avem ¢, = 0 si deci fg este de asemenea un
element din €W, /
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Elementul f + g = (ag + by, @ + b1, a5 + by, -.o) 50 numegte suma dintre
f si g, iar operatia prin care oriciror elemente f gi g din multimea O™ se asociazd
suma lor, se numeste adunare.

Elementul fg = (cg, 1, Ca -..) Se numeste produsul dintre f si g, iar operatia
prin care elementelor f si ¢ din multimea C™ se asociazd produsul lor, se numesgte
inmulfire. :

Egemplu. Dacd = (—1, 2,3, —=5,0,0,..) si g=(1,0, —1, 0, ..), atunci
suma lor este f 4+ g = (0, 2, 2, —5, 0,.0, ...}, iar produsul lor este fg = (—1:1, —1-0+ 201,
(—1) - (—1) +2:043:1, —1:042(—1)+3-0+ (=5} 1, _h G 2 0 g —A)
+ (—5):0 + 01, (—1):0+2-0+3-0 4 (—5)-(—1), 0, 0, .) =(—1, 2, & —7, — QR 0L

Definitie. Fiecare element al multimii C®™), pe care sint definite cele doud ope-

ratii precedente (1) si (2), se numeste polinom. Dacd =Gy @iv Ggiios)
este un polinom, numerele gy, g;, dy, ... se numesc coeficientii lui f.

Vom nota cu €' submultimea lui €™ formatd din toate girurile de forma
(@, 0, 0, 0, ...) unde a € C.
Functia ¢: € — €' definitd prin egalitatea
o(a) = (a, 0, 0, 0, ...)
este o functie Bijectivé. Mai mult, operatiile de adunare (1) si inmultire (2) a poli-
noamelor ce apartin multimii €' se transcriu astfel:
(@, 0, 0, .n)i-£ (B, 0, 0,10, ..) = (a + 5,0, 0055 & (3)
(@, 0,0, .. = (B, 0,10, 0,..) = (ab, 0, 0, 0; &)

Relatiile (3) ne aratd cd adunarea si inmultirea pe (' se fac dupd aceleagi
-reguli ca adunarea si inmultirea numerelor complexe. Din acest motiv rezultd ca
¢’ are aceleasi proprietiti aritmetice ca mulfimea € a numerelor complexe. Acest
fapt ne permite sd identificim polinomul (a, 0, 0, ...) cu numdrul complex a. Asadar
punem (a, 0, 0, ...) = a. Datorita adcestei identificari avem € c CM. Polinoamele
de forma (@, 0, 0, ...) = a se numesc polinoame constante.

Obsercajie. Definirea polinoamelor precum i operafia de identificare a poli-
noamelor de forma (a, 0, 0, ...) cu numirul ¢, ne reamintesc de modul cum am definit mul{imea -
numerelor complexe precum si de operatia de identificare a numerelor complexe de forma (a, 0)
¢u numirul real e (a se vedea manualul de Algebri clasa a 1X-a).

1.2. Proprietitile adunirii polinoamelor

1° Adunarea este comutativi, adicd oricare ar fi f s g din O™, avem
fi b8 = gl
tntr-adevir, dack f—= (do, @1, @z, -)s & = (bos bas ba, ...}, Avem {4 g = (@ + bo, a1 + by,

az + ba, ...) 81 g+ f= (bo + @, by + ag,...). Gum adunarea numerelor complexe este comu-
tativi avem a; 4 b; = b; + a4 pentrn orice i = 0. Deci f + g =g + i

9° Adunarea este asociativd, adicd oricare ar fi f, g si h din €™, avem

f+e+h=f+(E+h
tntr-adevir, dacd = (aq, ay, @z, ), &= (bo, by, bay )y h = (G0, €1y €2 --) ¢ Atunci
f+ (T (a‘ﬂ 3t bD! ay + bl! a3 - baa "') $1 deci (f+ g) 'P h = ((au A bl}) + Co» (al < bl] + e
(as + by) + ca, ...). Analog, obfinem cid f+ (g + h) = lag+(Botco), ayt(byter), aat(betcal, o).
Cum operatia de adunare a numerelor complexe este asociativd, avem (ai+b,-)+ci=ai+{bi+ci),
pentru orice ¢ > 0. Deci (f+g) +h =7+ (g + h).
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3% Element neutru. Polinomul constant () = (0, 0, 0, ...) este element neutru
pentru adunarea polinoamelor, in sensul ¢& oricare ar fi fe C®  ayem.

FHO0=04f=r.

Intr-adevir, daca = (ap, a5, as, ..;), atunci I 0 ="y, ity gy ) (0,050} S
= (a0 + 0 @y + 0, ax -0, ...} = (ag, ¢, ag, ) = f. Dupii proprietatea 1° avem $i0+ f=7F

4 Orice polinom are un opus, adici orvicare ar i [ € U™ existd un polinom,
notat cu —f, astfel incit
f4+ (=) = (=) +f=0.
fnlr'—:ldwfu', daci [ = (a,, ay, g, ..}, atunci —f = [—ag, —ay, ...), deoarece f+i(—f)=

= Gy 0y, ttg; o) - (—ag, —ay, —ag, )= (ag+(- ay), ay+(—ay), ay--(—ay), w)=10,0,0,..)=0.
Conform proprietilii 1° avem i (=f) -+ f= 0.

De exemplu, dacd [ = (—1,0,2,2,0,0,..) este un polinom, atunci opusul siu este
=l e D Sells ‘ 3 .

Observatie. Dacd f si g sint doud polinoame, suma f -+ (—&) se noteazd, simplu,
prin [ — g 5i se numesle diferenta dintre f i g. Operatia prin care oricdror doud polinoame fsig li
se asociazi dilerenta lor se numeste seddere.
Daca 1= lag, ay, as, ...) 8i g = (by, by, bs, ...), atunei
f"‘ =z (Uﬂ W b[h ay — bl! g, b2, °:|

De exemplu, daci f = (2, —3, —1, 0, 0,..)sig=(—1, -1, —1, 9, 0, ..), atunci f — g =
= (3, —2, 0, —2,0, 0, v

1.3. Proprietitile nmulgirii polinoamelor

1° Inmuliirea este comutativd, adici oricare ar fi f sl g din C™  avem
15 =¢f
Intr-adevir, dacs = (#o, @y, ag, ...) si g=(b,, by, by, ...), atunci notind fe = ley, ¢i, ca, ...)
i gf = (dy, dy, dy,...) avem Cr=agbp+a;bp_y+aabp_y + ... + arby §i dp=bgar+biar_y + ... + bya,.

Cum adunarea si inmultirea numerelor complexe sint comutative si asociative, avem Cp = dp
pentru orice » = 0 si deci fg = gf.

2° Inmulfirea este asociativd, adicd oricare ar fi f, g si & din C™, avem

(fg)h = f(gh).

Intr-adevir, fie f = (a,, a,, as, )y & = (bo, by, b, o) $i k= (5, ¢, oy ...). SE motdm
fg = (do, dy, dy, ...) i (fe)h = (eo, &, €2, .5). Atunci dp — E aibj pentru orice r = 0 si
i+i=r

(= Y. dpep. Deci By == ( ~aibj| ep = ﬂ!chk'
rth=mn TtR=1n litj=r i+j+h=n

Daci notidm gh = ( dp, diy dap, we) Si flgh) = (egy ei, ey «-+)y in mod analog se obtine

’ ~ : ; ’ e o0 ; )
dg ST bjen pentru orice s > 0 gi o, = E aids . Deci, e, = i ( ff.’iﬂ‘k) =
s

i-Fs=n i-Fs=n Jth=s

- 5_“ aibjer. Comparind, oblinem i e, = e g1 deci f(gh) = (fg)h.

L

3° Element neutru. Polinomul 1 = (1, 0, 0, ...) este element neutru pentru
inmultire, adicé oricare ar fi f € (™, avem

FA=tf=r
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fntr-adevér, dacd f = (ap, @, @s, ..), atunci f-1 = (ag, a3, s, ...) [l ) =
= (ag" 1, -0+ a1, a0+ a0+ ay-1,..) = (ag, a4, Gy, ...) = [
Dupd proprietatea 1° avem de asemenea 1:f=f.

4° Inmulnrea este distributivd fafd de adunare, sdica oricare ar fi polinoamele
£ g h € O™, au loc relatiile:

Flg 4+ B) = fzg + fh s | |
(f + &)h = th + gh.

fntr-adevidr, fie f= (ag, ay, Gu. ..), 8 = (ba, by, by, ...) $i k= (e ¢y, €z, ..). Abunci
fle + h) = (as, @y, as,"...) (g +-€or b+ €1, by + ey o) = (@b, + ), @ofby + @) +
7 . r
+ay(bo -+ ¢), ,E ai(byp_itcpi), .o) = ((aobo + o), {(@aby + aybg) + (@gey + ayy), o 2 aibpi+
1=0 » i=0
» ”
+2‘1iﬂr—ia ---}=(ﬂubm by +Ulbn= ---;2“1’”:‘—:‘, ---)‘J‘(ﬂo"a: gty + 40, » 5\ AiCp—is + s)=fe+-fh
i=0 i i=0

1=0

5° Dacd f g1 g sint polinoame nenule, atunct produsul lor este un polinom nenul

(f#0 si g# 0=fg #0).

Intr-adevir, tie f= (ag, a1, s, ...) $i g = (bo, by, by, ...). Cum f5 0 existd un termen
a; # 0. Fie m cel mai mare numér natural astfel incil ag # 0. Rezultd cd e¢; = 0 pentru orice
i > m. Analog pentru g # 0,-fie n cel mai mare numir natural astfel incit by, # 0. Rezultd
cd bj = 0 oricare ar fi j > n. S& presupunem ca jg = (¢, ¢y, €3, o). Abunci emyn = Bobmyn +
+ Gibminy + - + ambn + Gmpsbng.+ . + aminbo. CuM bmyn = bmgng = . = bpsy = 0 §i
Gmir = Gmeg = - = Gmen=0, AtUNCI emin=ambn. Cum ay, # 0 §i by # 0, atunci empn=ambn # 0
si deci fg s 0. 5 : 3

5° Simplificarea cu un factor nerwl Daci /‘, g, h, sint polinoame astfel incit
fe=fhsif# 0, atuncig =h. -

Intre- adevar', cum fg = fh, obtinem fg — fh =0 si deci f(g — k) = 0. Cum
f # 0, din proprietatea 5° trebuie ca g — i = 0, adicd g = h.

§ 2. Forma
Notatia f = (a,, @y, @y, ...) introdusd pentru polinoame nu este prea comoda
in operatn]e cu polinoame. De aceea vom folosi alta scriere pentru polinoame.
Convemm sd notam polinomul (0, 1, 0, 0, ...) prin , X* g1 citim ,nedeierminata X*.

Inmultirea polinoamelor ne di
X = X X =, 4505 o (0540, 0,00) = (050
B =X X=10,4,0,"910,0, 1,0, .2} = (0,0, 11, U, )

.‘3

XV = X0 XL (0, 4,070, 0, 600, 1 0, 1ne) == (0,05 .. 0, 1; 0, .)

n—1 ori n ori

Folosmd acum adunarea si inmultirea definite pe O™ pentru f=(a,, ay, @y, ++)
putem scrie /
F= gy 3y @y ) =(gy Oy 1) (0, 3, 0, -)(0, 0, g, 0, o) -(0, 0, oy 0, 4, 0, )+
+ (am 1 ) (als i ) (01 11 Or ) e (étaﬁ U1 ) ) (01 01 1! 05 ) + +
-+ (a,-, Oy roc) (05 00005 150, iaop). == g ok G X @ X2 v F@e Xt 4

n ori

(unde existd doar un numar finit de termeni nenuli).
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Deci

f=a,+a,X+aX+ ... +a;X+ .. = g)aiXi. (1)

Cum f= (ay, ay, @y, ...) este un element din €™, existd un dumér natural m
astfel incit a; = 0 pentru orice i >m. In acest caz (1) se scrie sub forma

f-: ag + X + a, X% + ... + dp X™ = 2 a; XY, (1)
=0

unde ag, @y, @y, ..., &, sint coeficientil polinomulul f.

Polinoamele de forma ¢ X" unde a & C si n este un numér natural se numése
monoame. Din (1') rezultd cd orice polinom nenul este o sumd finiid de monoame
nenule. :

Datoritd scrierii (1) sau (1') pentru polinoame, se adoptd pentru mulfimen
C™ notatia C[ X). In particular, avem incluziunea CCC[X]. Datoritd scrierii (1) sau
(1') elementele din €[ X] se mai numege polinoame intr-o singurd nedeterminata cu
coeficienti complecsi. De asemenea, dacd f & C[ X] este un polinom, de multe ori
este util sd scriem [ = f(X).

In multimea C[X] distingem urmitoarele submul{imi importante:

R[X] = multimea polinoamelor cu coeficienti reali,

Q[ X] = multimea polinoamelor cu coeficienti rationali,

Z[ X] = mul{imea polinoamelor cu coeficienti intregi.

Este clar ¢ avem incluziunile

ZIX]cQX]c R[X]c C[X].
Ezemple. 1) Polinomul f= |/ 2 — 7X* 4 X*® este un polinom cu coeficienti reali.
2) Polinomul g = 13 — Sl % X* este un polinom cu coeficienti rdtionali.
3) Polinomul h = 7 + X* — 8.X® este un polinom cu coeficienti intregi.

Observayit 1) Folosind scrierea (1) a polinoamelor, OpCI‘at:i'I]E de adunare si
inmultire se transcriu astfel:

daci f=as+ aX + aX® + ... + ap X" + o8l g =8y + b,.X + ... + b X7 + ...,
atunci ‘ . .
f+&=ay+ 05+ (a; + 5, )X + (as + b) X% + ... 4 (ar + b7) X7 4 ..., (2)
fg = agbo + (aghy + asbo)X + (Gobs 4 by + @gbe)X? + ... (3)

By 1 TRy SIS AR O oIS SR
De eéemplu, dacid f= —1 + 2X + X? s5i g =1 — X, atunci
fHe=(—1+2X+ X)L (1 —X) =X+ X
== eh s T Sl e Bl Al e e e

2) Se observid din relatiile (2) si (3) cit dacd f, g sint pbliuoame cu coeficienti reali (res-
pectiv rationali, intregi), atunci suma si produsul lor este un polinom cu coeficieni reali (respectiv
rationali, intregi). : 7 :

3) In practicd, ori de cite ori avem de inmuliit doud polinoame este foarte comod sd
folosim proprietatea inmultirii de a fi distributivi (atd de adunare. De exemplu, tie polinoamele
f=1+ X+ X?sig=1— X. Produsul lor se calculeazi astfel:

=1 4 X4+ X0) (= H) =4 X e XE ¥R XS,
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Am vizut in paragraful precedent cd orice polinom f& ([ X] PStB o sumd finitd
de monoame, adicit

f=a,+ aX + aX?+ ... + a, X"

Se numegte gradul lut f, notat prin grad f, cel mai mare numdr natural n asifel

* ineit a, # 0. Jn acest caz a, se numeste coeficientul dominant al polmomnlmf

Numérul @, se numeste termenul liber al polinomului f. De multe ori este foarte
utild gi scrierea lui / sub forma = @ X" 4 ap X" 4+ .. 4+ a1 X + @, lucru
intotdeauna posibil {inind seama cil adunarea pohnoamelnr este comutativa.

Eazemple
1) Polinomyl f =1 — X are gradul 1, adicd grad /= 1.
2) Polinomyl /= X | X* — X* are gradu! 5, adicd grad f=
3) Polinomul constant f = @ unde @ = C, a 3 0 are gradul 0, den grad f— 0.

Pentru polinomul nul, 0, gradul sdu se considerd ca fiind egal cu —oo (se citegte
minus infinit).

‘Referitor la gradul sumei si produsuluil a doud polinoame f si g au loc urma-
toarele relatii:

n* grad (f 4 ¢) < max (grad f, grad g);

A

ii) daca / gi g sint polinoame nenule, atunci

grad (fg) = grad f + grad g.

Intr-adevar, sd presupunem ci grad f = m si grad g = n. Atunci f 51 g sint
de forma f = ay, + a, X + oo + @y X™gig = by + 0, X + ... 4+ b, X" Dacd m > n,
atunci gradul sumei f | g este m, deoarece termenul de grad maxim din f+ g
este @, X™.

Pacd m = n, termenul de grad maxim din f -+ g este (@, + b,)X™ in cazul
eind @, + by, # 0 sau mai mic in cazul cind ap, + b = 0 Taars

Ag;adar grad (f 4 g) < max (grad f, grad g).

In produspl fg, termenul de grad maxim este monomul (@,X™) (0o X") = .
= b, X™™ (a se vedea proprietatea 5° din § 1). Cum f i g sint polinoame nenule,
atunci a, ¥ 0 si b, # 0. Deci a,b, # 0 s in concluzie grad (fg) =m + n =
= grad f + grad g.

o Biof = a - a.lig 4+ ... + @, X™ un polinom arbitrar gi « un numir complex
arbitrar. Atunci numérul

fle) = a, + a4 ay0? .. + apa”

se numeste valoarea polinomulut f in . i
. Exemple
1) Fie polinomul f = 2X® — 5X% + X — 7. Valoarea lui f in 1 este f(1)=2-1°— 5-1° 4
R el :
Valoarea lui fin —1 este f(—1) = 2(—1)® — 5(—1)2 + (—1) — 7 = —15.
2) Fie bpt)linomn] g=X*—iX 4+ 1. Valoarea lui g in i este g(i)= i —je it =
=141+1=3

De asemenea V&IOEUE'I. lui g m 141 este

(1+1}:{1—|—1)441( +1]+1——4—i+1—‘|—1=—2;i.

* Pentru ca i) s4 rdmind adeviratd si in cazul cind lucrdm cu polinomul nul, convenim
s¥ punem —o00 < @, —co + @ = —o0 §i (—o) 4 (—o0) = —oco pentru orice numidr natural a.
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Observatie. Daca f este un polinom en coeficientii reali (respectiv rationali,
intregi) si @ este un numér real (respectiv ralional, intreg), atunci valoarea polinomului f in e,
fla) este un numdir real (réspectiv rational, intreg).

Vom enunta acum proprietatile cele mai 1mportantp ale valorii unui polinom:
])aca [ st g sint doud pohmoanu st @ un numdr arbilrar atunct

f + g) (a) = f(a) + gla);

) (fg)la) —/‘ a)g(a);

_111) Dam. [ este un polinom: cu cocficienft reali si z un numdr complex, atunci
f(z) = f(2),
unde z desemneazd conjugatul lui z, iar ]Tﬂ ‘rohjugaml lut f(z);
1v) Dacd f este un polinom cu coeficienti rafionali si-a, b EQ astfel incit 1/ b nu
-este rafional, atunci f(a + ]/ ) este. de forma A 4 B]/b, unde A, B € Q. Mai

mult, daci f(a +/ b) este numirul A 4 B]/b, atunct f aﬁ]/b) este numdrul

A—BV'b si reciproc.
Primele doud proprieféti rezultd direct dm defmma sumei gi produsului a
‘doud polinoame.
, S# demonstram proprietatea |11) Vom folosi proprietatile conjugatului unui
numér complex, adica:

2y 2y = 2y + Zy,

2%y = 21%y.

Fie acum polinomul f = a, + ¢, X + ... + a, X", unde Gy, @y, g, .y Gy S0
numere reale. Atunci f(z) = ¢y + 8,z + ... + @,z", de unde f(z) =d,+ a;z+... +
+ @y = G, + 4,7 |- (A SR A 111 o O I ) o sint numere rea‘le
adica @, = = ay, Gy = @y, ..., Gy = @y, atunci f(z) = @, + alz + azz2 SR B L
= @y + @12 + ay(2)® + ... + a,(2)", ceea ce ne aratd caf 7) = f(2).

Demonstram propme[atea iv). Fie f=a, + a;X + ... + @, X® un polinom
cu dag, dy, ..., 4, numere rationale; Avem:

fla 4+ l/_b) =dag-ta e £ Vb ooV BEL . aa (a1 B)"
Utilizind binomul lui Newton si tinind cont cd pentru orice numéir natural m, avem
- (V" =tmeQ 5 (£ VD™ = L)/,
atunci rezultd cd f(a+ |/b) este de forma A 4 B |/'b). In plus, daci
fla+ V) =4+ BB, rezulté cé fla — /D) =4 — BV b
Ezemple o ;

1) Fie polinomul f= X* 4 X* | 1.
Avem f(1+i)k( -|-i)"-4 (4+i)“ | L= ﬁ4+21+1 —3+2i. Cum f este un

2) Fie poimomul = X" + 2X% —

Avem g(1+/2) = (14 1/ 2)* +2(1 +V2P—6=17+ 12|/2+2(3+ 21/3) — 6=
=17 + 16}/ 2. Deoarece g este un polinom cu coeficien{i rationali, atunci conform proprie-
tabii iv) rezults cd g(1 —)/2) =17 —16)/2). - ,

Definitie.  Fie A B doui submulgimi ale lui €. O funcgle f:A— B se numeste
polinomiald daci existi un polinom P & C[ X astfel ineit

f(a) = P(a), oricare ar fi a & A.
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Exemple 1) Functia de gradul intii
f:R—R, f[:r! =ax + bla # 0)

este o funclie polinomiald, deoarece existdi polinomul P = aX + b astfel incit avem [(a) = P(«),
oricare ar {i o = R.
2) Functia de gradul al doilea

fiR-R, flzg)=az*+bx+ec;a, b, eesR sia#l

este o funclie polinomiald, deoarece existd polinomul de gradul doi P = aX* | 4X ¢ pentru
care avem f(a) = Pla), oricare ar {i o e R.

8) Funclia putere

: f R—=R, f(z) =z

este o functie polinomiald, deoarece existd polinomul de gradul n, P = X7 penirn care avem
fla) = P(«), oricare ar fi « = R.

Fiind dat un polinom arbitrar f& C[ X] putem sa definim functia f: € — C
prin egalitatea f(a) = f(«), oricare ar fi « & C.
Functia f este polinomiald gi se numeste funcfia polinomiald asociatd poli-

nomului. f.

1. 8a se calculeze [+ g, daci:
a) f=1+ X4+ X'sig=1+ X*— X° — X%,
b f=2 4+ —p2X4 25— XV sl g=1/ 2 4V 2X 4 X4 2X% _ XY
e)f=1—-—X+X*— X4+ X' — X% s5i g= 1+ X — X*4 X% X X%
d) f=(1+1)+(1 —)X4iX®—iX®si g= —i+i¥ 4+ (1 — )A® 4+ (1 + 1)X°
2. Si se calculeze produsul fg daci:
a) f=(1+i)+ X sig=(1—1i)—X;
b) f=1—-X 4+ X - X'sig=1+X;
c) f=1—X+ X - X*4 X'sig=1-+ X;
df=4+ X+ X" ..+ X" i g =1—X;
e £ (i) F - X T R e g e e
) f=1—VZ+@—VI)X+X i g=1+12+(@2 +1/2)X.
8. Fie f=ay + @, X + a,X* 4 ... + apX® un polinom cu coeficienti complecsi. Notim cu [
polinomul 7 = @ + @, X + @X® + ... + G, X", 84 se arate cil polinoamele [+ F: si ff sint
cu coeficienti reali. :

=~

1n polinom f & C[X]se zice inversabil daci si numai daci existd g & C[X] astlel incit fz = 1.
84 se arate ci f este inversabil < fe= C 5i f# 0.
. 94 se calculeze grad (f - g) daci:
alf=14+X+ X s5ig=1—X— X%
b) f=d — X84 7XP gig =1+ X 4 X* — 7X5;
e) f= (14141 —1)X 4 iX* si g=1i4 iX*—ix% 7
6. fn raport cu parametrul complex m < € si se determine gradul urmitoarelor polinoame:
a) f=(m?— 8m + 2)X° + (m® — bm + 3)X* + (m® — 1)X + 7,
b) f= (m®+ 1) X"+ (m® — 1) X* 20X + 1.
7. 84 se arate c#i pentru orice polinom fde gradul n = 0 gi un numir natural 0 < & < n existi
un polinom g astfel incit grad (f < g) = k.
8. Fie polinomul f=1 — 2X 4 3X® — 4X" Si se calculeze f(1); f(—1); £(2); f(—2); F(i);
fl=i) FIU+0; F i) £ +12); f1 —1/72)

=13
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9. B4 se determine polinoamele de gradul al dluilea f=ay + a; X + a: X, astfel incit
(1) =—2; f(2) = —1 5i f(3) = 4
10. Fie functia polinomiald
f:00, 11 =10, 11, f(z) = 2* + az + b,
unde a, b R. S4 se arate cd in mod necesar a < 0 si b = 0.
11. 4 se gdseascd polinoamele f & R[X] de gradul al doilea care satisfac conditia:
f(e®) = (f(a))?, oricare ar {i ¢ = R.
12, B& se arate prin inductie (Iilpﬁ n ci a;'e loc egalitatea:
(X +2X° + 3X° .. + nX") (1 — X)® = nX: — (o' + 1) X7+ + X,

5.1. Teorema impirgirii cu rest

Teorema 51.1. Fiind date doui polinoame oarecare cu coeficienti complecsi
f5igecug+#0, atunci existi doud polinoame cu coeficienti
complecsi g si r astfel incit

f=gq +r unde grad r < grad g. (1

In plus, polinoamele q si r sint unice satisfacind proprietatea (1).

In egalitatea (1) polinomul / se numeste deimpdriit, g impdriitor,q cit iar . rest.

Demonstrajie. Vom demonstra intii partea de existentd a formulei (1).)
Fie n = grad f'si m = grad g. Daci n < m atunci ludm ¢ = 0 si r = /. Presupunem
cd n >m si cd f si g sint de forma

f=a+a,X + .. + a X" g=0b, + 0 X + oo 4 bp X™,
unde ap # 0 si by # 0. Putem considera polinomul
| =f— 2 xnem | 2)
h=F b g (

In egalitatea (2) termenul de grad maxim a, X* al lui / se va reduce si deci
grad f; < grad /. ;

S& notdm n, = grad f,. Atunci polinomul £, are forma
f=a X" L ap 1 XM-L L 4o,

Dacd n; < m, atunci punind ¢ = In xn-m $i r =/}, din (2) obtinem
m ) [

[ = gg + r unde gréd r —=n; < mi= grad g.

Dacéd n, > m, repetdm din nou procedeul~de coborire a gradului, printr-o
noud scddere:

a;?t n—m i V
fz:fl—b—x‘ g (3)
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+ Daca grad [, = n,, atunci evident n, <n, < m. Repetind procedeul de
coborire a gradelor se obfine un gir de polinoame fy, fy, ...y fo, fo41, .- 8stfel incit

fi=f= X",

b
";, (4)
fo=fi — == Xmm
b
(p)
a o
fosr = fo— —L X"p ™™g,
b

unde grad f >grad f; >grad f; > .. >grad f, >grad fp,4 > .., adicd
N >Ny >Ny =i >Ry > Mpgy = s

Cum m este numér natural, existd p numdr natural astfel incit npi, < m.
Vom nota 7 = fp,y. Adunind toate egalitiitile (4) objinem

a am) :
fTJ+1 :f | xnm + 1 Xm—m =p Xnrp— ™ g {5)
.bm b m
Dac# notém polinomul din parantezé cu g:
al®
g=BXm Shgmemp L TR gy,
bi’l‘l bm m
egalitatea (5) se scrie
= gg 47 unde grad r = npyy; < m = grad g. (8)

Sé trecem acum la demonstrarea pirtii de unicitate din teoremd. Presupunem
cd mail existd doud polinoame ¢, si r, astfel inecit

/[ =gq, +r, cu grad r; < grad g.
Atunei '

- f=8+r=g4+r, (7)

de_ unde
glg—q)=r,—r (7

Dacd ¢ — g, # 0, atunci grad g(q¢ — ¢,) > grad g. Pe de altd parte, cum
grad: (ry — 1) < max (ga ad ry, grad r) < grad g, obtinem o contradictie. Deci
trebuie ca ¢ — ¢; = 0, adicd ¢ = ¢;. Din egalitatea (7) obtinem in acest caz c&
Ty — 7 =0 shdqei ry = F;

Observa)it 1) Impirfirea cu rest necesitd efectuarea celor patru eperafii aritme-
tice: adunarea, sciiderea, inmulfirea si impérfirea asupra coeficienfilor polinoamelor f si g.
Din aceste motive, dacd polinoamele f si g au coeficienfit numere reale (respectiv rajionale),
atunci eltul q si restul r sint polinoame cu- coefictenft reali (respeetiv rajionali). Din egalitatea (6)
se vede ci dacd polincamele f si g au coeficienti numere intregi coeficientul termenului de
grad maxim al lui g este -1, atunci citul gi restul sint polinoame cu coeflicien}i intregi.
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2) Kgalitdlile (2), {8}, (4), (5) si (6) se pot expune in Labelul aldtural :
[ g : i

-_— ‘_:‘l —~ — e (
A X? - @ X% 4 L ag b X™ - by XM 4 L 4B, |
|
T nbin—y xXn=l _ . _, dnby yn—m ’ ‘ |
bm b ﬂgxn—m+aﬂlxnl~m+ + E
’ ’ el ’ :
i = a”JX”‘ |- G ,A”’ + o @y bn . m *.i
3 P
’ ’ ll
St (i by S Pkr s IR ”"nbﬁ xm—m Sy pX"IJ = ; f
¥ b : — — ‘
2)xns | gl®  ym— 1 2 g -'
,{'2 — S")xl! i EL,)—H\'”) i ”E}) q ' !;
........ A R s T e e R s e |
A I, SRR )
fp = aDX" 4 . + af
u“))b
() ymy ".H Xp—m
—(t”I_ Bl A s b
m

fovs = AT X |

Acesl Label ne redd tocmai regula de impirtive a polinoamelor cunoscutd incd din algebra
elementard §i pe care o vom aplica in practicd pentru obtinerea citului si restului impar{,n'u

Exernplu. Fie pulmtmmPlP = 2X% 4 X% — 5X% x4 g g— XJ —Srg e
determinam citul si restul impartirii lui / la g.

’
R i S A X2 —3
—GNEL L hx 2X' 4 X*+ X +3
ayAe BURSE S8 A 7
=yt gupk
DD G T IR
— i + 3X
3X% — AX 1
0 + 9
— 5X + 10 ‘
S— 3
i
Deci citul este ¢ = 24" + X* + X 4 3 iar restul r = —5X + 10, Formula impdr{irii
cu rest se serie in acest caz astfel: |
9IxXP L X XS el 4 = LXT — 8)(F 4L R e sy e e )]
5.2. impargirea prin X —a. Schema lui Horner

Un caz foarte important in aplicatii este impd#rgirea unui’ polinom f # 0
prin binomul X — @. Vom demonstra urméatoarea teoremd:

Teorema 5 2.1 Restul impérgirii unui polinom f # 0 prin binomul X — a este
egal cu valoarea f(a) a polinomului f in a. -

Demonsiratie. Aphcind formula impértirii cu rest pentru polinoamele
/' # g= X — a oblinem egalitatea:

f—= (X — a)g 4 r, unide grad r < grad (X — a) = 1. (1)
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Deci grad r < 0, adicdl restul impartirii este un numéar complex.
Dacd in egalitatea (1) facem X = a, ob{inem egalitatea

f(a) = (a — a)g(a) + r(a),
de unde f(a) = r(a). Cum r este un polinom constant atunci r(a) = r gi deci
r = f(a).

Aceastd teoremd ne ajutd sd gasim restul tmpdarfirit unui polinom oarecare
prin polinomul X — a fird a mai face impdriirea.

Laemple
1) -84 se giseascl restul tmpirtirii polinomului [ = X% — 2X* + X + 1 prin binomul
X —4 : i
Conform teoremei de mai sus, restul impdrfivii este r = f(2) = 28 — 2.2% 4 2 | 1 = 3.

2) 84 se ghseascd restul impartirii polinomului f= X% — 2i¥%  4X 41 4 20 prin
binomul X + i.
Conform teoremei de mai sus, restul este

r=f{—i) = (—1)F — 20[—1)® L 4(—i) + 4 F+21=1 F 2 — 441 |} 2 =4—2
Teorema de mai sus are dezavantajul cd nu ne spune nimic asupra citelui impar-
tirit polinomulur f prin binomul X — a.
Vom indica acum un procedeu de aflare a citului impértirii polinomului f
prin binomul X — a.
S& presupunem cd /' este un polinom de forma
fim ity X% 405, XL o 4 Gy

Dacé scriem formula impartirii cu rest pentru polinoamele f si X — a objinem®
egalitatea
f=(X—agq+r. (2)

_Cum grad f = n, atunci trebuie ca grad ¢ = n — 1. Deci ¢ este un polinom

de forma .
g =bpy X" 4 by 3 X" 4 . + by

Egalitatea (2) devine in acest caz ’ :
By Xl iy XV L L = (X — ) [l X A B g X AT 4 ) A

Efectuind inmulfirea in partea dreaptd obtinem

(X — )b XL - g K72 e )= b g XM by g XV A
b X e abply XY — by g X2 — i —abg = bp g X™ + (buiy — @bp) X*T A

+ (bns — tbu_g) X"% + .o 4 (b — ab)) X — aby. - !

~Inlocuind in (2) obtinem egalitatea

G X® 4+ ap (X% 4 gy = by g X b (bhg — by ) X"
+ (bns — @bu_g) X2 + ... + (b — ab)) X + (r — aby).
Din egalitatea célor doud polinoame obtinem ca
ay = by
Ap_y = by_p — by

y_g = by_g— aba_, (3)

@y = by = aby,
Nao— 7 e
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Din egalitétile (3) wbtinem succesiv

b‘n_l = a'n-:
bpno = an_y + aby_;,

(4).
by = ay + ab,,
r = a, + ab,.
Egalitdtile (4) se trec in tabelul urmitor
x* | xm ] (O X1 PO
Ay ap_y (Tpna il e 0 Pl s v ay a,
a an aﬂ.—l + abn_l an_z + abn_,z ........ al + abi ao _I" abD
b'n—.l bn_'z, bn_g ........ b[) -| P

In rindul de sus al tabelului se scriu coeficientii polinomului £, iar in rindul
de jos coeficientii b, ;, by_g, ..., by ai citului si restul r.

Tabelul (5) poartd denumirea de schema lui Hormer. Din schema lui Horner
coeficientii citului se determind astfel: mai intii coeficientul termenului de grad
maxim n — 1, b, , care este egal cu a,, apoi coeficientul termenului de grad n — 2,
bn_p care este egal cu @, ; + ab, ;, apoi coeficientul termenului de grad n — 3,
bn_s care este egal cu an_p + aby_, s.a.m.d.

Ezemple: 1) Utilizind schema lui Horner si se determine citul si restul .
impértirii polinomului
f=2X*— 5X* — 8X - 1 prin binomul X — 2.

Facem schema lui Horner

x| xe X X x°
TN (" 0 g 1

2|2 | —5+22=—1]|0+2-1)=—2|—8t2(—2)=—12] 1+3(—12)— —28][8
bs | ba B : b, r

Deci citul si restul impartirii sint:
g g=2XEE XV _Sgx 40 sipl g,

2) Utilizind schema lni Horner, sd se determine citul gi restul imparfirii polinom_uluﬁ'
f=X%— X5+ X% 92X — X® — 3 prin binomul X 4 1.

“ Facem schema lui Horner
Xl x5 i X3 x* X x|
1] —1 1 2 —1 0 —af
=1 [ 4| =14 (—1)1=—2 | 1+ (—1)(—2)=38| 2 + (—1): | =1+ (—1) | 0+0=0]| -8
=1 | ([=1)=0
bs| by by b by : bo & |

Deeci citul si restul impértirii sint:
g= X" —2X°% 1 3X°* — X®sir=—3.

Observafie. Schema lui Horner ne oferd nu numai un procedeu de obfinere a
citului impértirii polinomului f prin binomul X — a, dar si un procedeu de determinare a restului.
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1. 84 se determine citul si restul imparfirii polinomului f prin binomul g dac#:
a) f:X“-JX5—X‘+X3-2XE+5X~4, g=X*—2X + 8;
b) f= X" —6X°—8X*+1, g=X"— X +1;
o) f= X' —2X" 1 2; g=X' 92X | 2;
d) f=X° — 2X* 4+ 8X® —4X* - 5X — 6, g= X°— X* 4 2X — 3;
e) f= X" —3X"+ 2X° 4 2% — 2X% — 2X* 4 3X — 1, g=X*— 2X | 1;
fll f= X% — XV L X0 L X° L 9Xx2 1 2 g=X"{| X |1,
2. 8% se afle un polinom de gradul trei astfel incif impiirtit la X? — 3.X di restul 6X — 15 gi
impirtit la X* — 5X + 8 d4 restul 2X — 7.
8. 84 se arate cii dacd f(si g dau prin tmpédrfirea lor la % resturile r,, qucct:v re, dbunci
pentru orice «, B & C, polinomul of + Pg d& prin im piirfire la & restul ary + fra.
4. Ce conditii trebuie si indeplineasci numerele m, p, ¢ ca restul impdirtirii polinomului
X* 4 pX? + g la polinomul X* 4 mX + 1 si fie zero?
b. Aphcind schema lui Horner si se determine citul si restul lmp’lr{uu pelinomului [/ prin g
dacé:
a) f= X' —3X°— 2% 66X +1, g=X—1;
b) f=X°— X4 3X% _6X 42, g=X+1;
) f=X X"+ X* X2, g=2X—2;
diff— ¢ —9x*— X* L 2x* 9 b=X|2;

SN = X°— X e -1, g=X+%;

f) f=2X°+8X* —4X 42, g=2X41;
g) f=83X" 4+ 2X° —4X* 4+ 6X + 6, g =3X — 1.
6. Si se afle un polinom de grad cit mai mic astfel incit impartit la X + 1 si dea restul —1 si
tmpértit la X — 1 si dea restul 1.
7. S se determine parametrul m astfel incit polinomul
f=2X"— mX® 4 X* — 7 impirtit la X 4 2 si dea restul 4.
8. S84 se determine parametrul m astfel incit. polinomul
f=X" —mX'+ (m* — 2)X° 4+ mX* — 1 impirtit la ¥ — 1 sd dea restul 7.
94 se determine parametrii ¢ si b astfel incit polinomul = X?  aX® 4 bX 4 1 impdrlit
la X — 1 si dea restul 1 si impé#rtit la X 4 1 si dea restul —5.

9

. 10. S84 se determine un polinom f= X* 4 aX® 4+ bX* + cX +d astlel incit :mp:irl,lt la

X% — 3X + 1 si dea restul 2X 4 1 si impartit la X? — 1 sit dea restul — 2.X - 2

rl
6.1. Definigia relatiei de divizibilitate. Proprietagi

Defini 1; ia 6.1. 1. Fie f i g doud polinoame. Spunem cd polinomul g divide polino-
mul f (sau f este divizibil prin g, sau g este un divizor al lui f, sau
incd f este un multiplu al lui g) dacd existi un polinom h astfel

fncit
f=zh.
Cind polinomul g divide polinomul f notém simbolic g | /.
Exemply. 84 considerim polinoamele f=X"—27 si g=X — 3. Cum A% — 27 =
= (X — 3) (X* + 3X + 9), rezulta cd g|f. |

Citeva proprictifi ale relajiei de divizibilitate a polinoamelor :

1° Din teorema impdrjirti cu rest rezultd cd g divide pe [ dacd st numat dacd
restul impdrfiric lui f la g este zero:

2° Dacd g | fsif # O atunci grad g < grad f.
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Intr-adevir, cum g|f existd un polinom A astfel incit f= gh. Deoarece
f # 0, atunci.grad f = grad g 4 grad h. Dar grad & > 0 si deci grad g < grad f.

3° Polinoamele de grad 0, adicd constantele nenule, divid orice polinom.

intr-adevir, daci a € C, @ # 0 si f este un polinom oarecare putem scrie

f:(? —E)f;a(%f] si deoi af.

4° Daci f este un polinomgst a € €, a # 0 atunci of | f.

Intr-adevér, f= (% a) = %(af) gl deci af|f.

_ Daci f este un polinom, divizorii de forma a si af unde @ € C, a#0 se numeso
divizori improprii al polinomului f. Divizorii care nu sint improprii se numess
divizori proprii. '

5° Relaia de divizibilitate: /

i) este veflexivd, adicd f|f oricare ar fi polinomul f.

Intr-adevidr, f=f- 1.

i) este tranzitivd, adicd dacd h|g si g|f, atunci i

Intr-adevér, cum £ | g, atunci existd un polinom £, astfel incit g = hhy. Cum
g | f, existd un polinom g, astfel incit f = gg,. Inlocuind in aceastd egalitate pe
g = hhy, obtinem cd f = (hh,)g, = h(hyg;) si deci I | [.

ili) Dacd g | fy §i g fa i8r Ry, hy sint doud polinoame arbitrare, atunci

g | ufy + hf

intr-adeviir, cum g| f,, existd polinomul g; astfel incit f; = gg;; cum g | fa
existd polinomul g, astfel incit f, = gg,. Dar atunci avem

hafy + Rafz = ha(g81) + a(g82) = &(agy +hagy) si deci g | hyfy + Rofy
iv) Daci g|f si /| g atunci existd a € C, a # 0 astfel incit

E—as.
intr-adevir, cum g | f, existd polinomul A, astfel incit

F=gh L
Cum f| g, existd polinomul A, astfei incit

g="rhe (2)

Dacé g = 0, atunci din egalitatea (1) obtinem ci f = 0. In acest caz putem
alege a = 1.

Analog, dacd f = 0 din (2) rezultd cd g = 0.

Putem presupune acum [ # 0 i g # 0. Din (1) gi (2) ob{inem

g = fhy = (ghohy = &(hihy)-

Cum g+ 0 atunci iyh, = 1 §i deci grad (hyh,) = 0, adicd grad h; + grad hy = 0.
Cum grad h, > 0 gi grad hy >0, rezultd cd grad h; = grad by = 0. Deci
h,=a & Ccua#0. In acest caz egalitatea (1) devine

f=agcuacC a#0.

Dou polinoame f §i g pentru care /| g §i g | /' se numesc asociate in divizibilitate
(sau, pe scurt, asociate). :

Cind polinoamele / si g sint asociate notim simbolic F 5z i

Rezulté din proprietdtile 5° iv) si 4° cd, £~ g dacd gi numai dacd existd
a €0, a+# 0, astfel incit f = ag.
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Exemple. 1) Polinoamele f = X2 - 1 gipgi— A X2 4 & sint asociate in divizi-
3 3

pilitate deoarece f=3.g . |
2) Polinoamele f= X* — X 2 si g=2X%— 2X + 4 sint asociate in divizibilitate

1
deoarece [ = s g

6.2. Cel mai mare divizor comun al polinoamelor

Definigia 6.2.1. Fie fsi g doui polinoame. Un polinom d se numeste un cel mai
mare divizor comun (pe scurt, un c.m.m.d.c.) al polinoamelor
f si g, dacd verificd urmitoarele conditii:
i) d este un divizor comun al lui f si g adicd d|f si d]|g:
i) orice alt divizor comun d’ al lui { si g divide neapirat §i poli-
nomul d (adici dacd d’|f §i d'|g atunci d'|d).

Teorema 6.2.2. Dacd fs5i g sint doud polinoame, atunci existi un c.m.m.d.c.
al lui fsig.

Demonstrajie. In cazul f = g = 0, conform definitiei 6.2.1, polinomul
nul este un c.m.m.d.c. al lor. Asadar putem presupune cd / # 0. Dacd g = 0, atunci
f este un divizor comun al lui /' si g deoarece /' = f+ 1 §i g = f- 0. Dacd d’ este un
divizor comun al lui f si g, atunci d’ este in particular un divizor al lui f. Deeci
f este un c.m.m.d.c. al lul f'si g. ‘

S& considerdm cazul cind g # 0. Aplicind teorema impdértirii cu rest poli-
noamelor f g g, gasim doud polinoame ¢, r;, astfel incit

=84 +ry, cu grad r; < grad g. (1)

- Dacir; # 0, aplicim teorema impértirii cu rest polinoamelor g si r; si obtinem
polinoamele g,, r, astfel incit

= rlg.2 + ry, cu grad ry, << grad ry. (2)

Repetind acest procedeu, obtinem polinoamele gg, 4y vy @ny oo §1 gy Tay con Ty vovy
astfel incit

ry =Tryf3 + rs, cu grad ry << grad ry,

........................................ 3)

T'n_g = Tn_1n —+ Fny cu grad ry, << grad r,_y,
Tn1 = Tugnti + Tnep, €U grad rpp; << grad rg.

Cum grad r, >grad r, > ... > grad r, > grad r,,; > ..., existd un numir
natural n astfel incit r, # 0 si r,., = 0.

Vom ardta ca r, este un c.m.m.d.c. al lui / ¢i g.

Cum r, ; = rygnyq, rezultd cid ry.| 7,_;. Acum, deoarece ry_s = I'n_1Gn+ 'n,
rezultd ca r,|r,,. In continuare folosind egalitatea r, 3 = rn_ofny -+ Tn.1 sl
yinind cont ¢ r, |7,y §i 7| 7n_g rezultd cd r,|r,_s. Din aproape in aproape,
tinind cont de egalitatile (3), rezultd cd r, divide polinoamele 7,4, rp_s, ..y Ty, Ty
Din egalitatea (2, rezultd ci r, | g, iar din egalitatea (1) obtinem r, | . Deci r,, este
un divizor comun al polinoamelor / si g. Fie acum d un divizor comun al polinoame-
lor /81 g. Din (1) obtinem r, = f — gg,. Folosind proprietatea 5° iii) obtinem d | r,.
Din egalitatea (2) obtinem r, = g — r,¢,. Cum d|r, si d|g, atunci d|r, Acum
folosind egalitatile (3), din aproape in aproape, obtinem ca d divide polinoamele
Tay Ty ooy Tuyy P

Agadar r, (ultimul rest nenul) este un c.m.m.d.c. al polinoamelor £ si g.
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Rezumind cele demonstrate in aceasti teorem& putem enunta urméitoarea
reguld de obtinere a c.m.m.d.c. a douil polinoame care poarti numele de algoritmul
Iui Euclid: Pentru a obfine c.m.m.d.c. a doud polinoame nenule f i g impdriim pe
fla g (mai exact impdrfim polinomul de grad mai mare la cel de grad mai mic). Dacd
restul impdr{irii este zero atunct g este c.m.m.d.c.; dacd nu, impdrjum pe g la restul
impdrtirii, pe urmd impdrfitorul celei de-a doua impdr{irt la noul rest s.a.m.d. Ultimul
rest nenul este c.m.m.d.c. al celor doud polinoame. :

Trebuie si facem observatia cd dacd polinoamele f si g sint cu coeficienti
numere reale (respectiv, rafionale), prin algoritmul lui Euclid objinem un c.m.m.d.c.
al lui f si g care este un polinom, cu coeficienfi numere reale (respectiv rationale).

Teorema 6.2.2. ne arati ci fiind date doui polinoame /i g existd un c.m.m.d.e,
al lor. Mai mult, ne indicé si un procedeu de obtinere a acestui ¢.m.m.d.c.

Se pune intrebarea daci c.m.m.d.c. este unic determinat.

Acest lucru este ldamurit de urméitoarea teorema:

Teorema 6.2.3. Fief, g doui polinoame §i d un c.m.m.d.c. al lui f §i g. Atunci:
1} Daci a & C, a# 0, atunci ad este un c.m.m.d.c. al polinoame-
lor f si g.
2° Invers, daci d’ este un c.m.m.d.c. al fui f §i g existd un
ac €, a # 0, astfel incit d" = ad.

Demonstrafie 1° Cum d | f i ad | d (vezi proprietatea 4°), atunci din
proprietatea de tranzitivitate a divizibilitatii obtinem ad | /. Analog, obtinem ad | g.
Fie d’ un divizor comun al lui f si g. Atunci d'|d (vezi definitia 6.2.1). Cam
d| ad, atunci din tranzitivitatea divizibilitdtii obtinem d’| ad. Deci ad este un
c.m.ad.c. al lui fsi g
2° Presupunem ci gi d’ este un c.m.m.d.c. al lui f gi g. Cum d este un c.m.m.d.e,
al lui / si g, din definitia 6.2.1 obginem @' | d. Schimbind rolurile lui d gi d, tot din
definitia 6.2.1 avem gi d | d'.
Din proprietatea 5° gi iv) deducem ci existd a€ C, a # 0, astfel incit d' = ad.

Obseryagic 1) Teorema 6.2.3 ne spune ci c.m.m.d.c. a doud polinoame [ si g
este unic, abstracjie fédcind de un factor consiant nenul.

9) Teorema 6.2.3 ne ajutd ca in caleulele ce le facem pentru oblinerea c.m.m.d.c. a doud
polinoame cu coeficienti intregi prin algoritmul lui Euclid, si evitam coeficientii [raclionari.
Mai precis, daci la una din impér{iri primul termen al vievnti deimparlit parfial nu este divizibil
‘prin primul termen al imp#rtitorului, se pot inmulli toti coeficientii deimpértituli:i cu un numdr
ales convenabil. De asemenea, daci toti-coeficientii vreunui deimpiirtit sau impéritor sint divi-
zibili cu acelasi numiir, ii putem impir{i cu acel numér.

Exemple. 1) Si se giiseascd cel mai mare divizor comun al polinoamelor
f=X4 L X*— 92X —4X + % §i g=X"4+ X4+ X — 3.
Vom aplica algoritmul lui Euclid. Impar{im pe fla g

XU X —9X: X L XA i g
— 1 X X g %
—3X*— X+ 4

Pentru a evita boeficientii fractionari, vom inmulti in prealabil pe g cu 3 §i restul impdr-
tirii cu —41. fmpartim acum impirtitorul la rest

3X2 L 3X* 4 axX —9 xRl &
—3X°— X4 3X SCaE S 5
2X: 47X — 9

Acum, pentru a evita din nou coeficientii fractionari vom inmuli 3X% 4+ X — 4 cu 2 gi
continudm operatia
6X24 2X— 8 | 2X* 47X —9
—6X% — X + 27 g

—19X 419
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Am obtinut restul —19X 4 19. Pentru a evita din nou coeficien{ii fraclionari impirtim
e —19X + 19 cu —19 si impir{im impértitorul la rest
2X% 47X —9 X —1

i L0 29X +9 ¢
9X — 9
—9X + 9

Ultimul rest nenul este polinomul X — 1 si deci X — 1 este c.m.m.d.c. al polinoamelor

2) 84 se afle emm.d.c. al polinoamelor
f— XS L 9X¥L GX 5 g O
Prima impériire din algoritmul lui Euclid:

X*—2X* f-6X — 5 X2 —1
= + X X ol
—2X*+7X—5
2X4 — 2 ;
77X —7 !
doua tmparfire (impirtim 7X — 7 cu 7): '
X — 1 X —1
;FiL X+
X —1
—X F 1

i‘mul rest nenul este X — 1. Deci X — 1 este c.m.m.d.c. al polinoamelor date.
3) 84 se afle c.m.m.d.c. al polinoamelor: '
f=X° 49X _4%% _3X* 1 8X —5 5i g= X0 X¥_ X {4
Prima impdrtire din algoritmul lui Euclid: . :
X% 2¥* _X® - 3X* 48X —5 [EXE X
— X =1 XEL eyl X
9X* —5X —2X2 4+ 97X —5
A doua impértire (inmulfim X® 4 X% — X 41 cu 2):
PESEiobral—toiy oo O B p GRS B R ) (R
_9X5 4L 5X% 4 29X — 7X® 4 5X "
5X% 4 2X° — 5X° 4 3X + 2 -2

—5X% %X“+5xﬂ—%x+ %

B Byl
2 2
A treia impartire [impﬁrtim ultimul rest cu %]

29X — 5X% _2X* 4+ 7X — 5 X' — X 1

=L + 2X° — 2X 9Y _ 5
—5X° + 5X —5
5X% L s¥i s

Ultimul rest nenul este X®*— X+1. Deci X*— X 41 este c.m.m.d.c. al polinoamelor dale.

rema 6.2.4. Fie f §i g doui polinoame. Daci d este un c.m.m.d.c. al lui
\ fsi g, atunci existd polinoamele u si v astfel incit

d = uf + vg.

\
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Demonstrafie. Am vizut in demonstratia teoremei 6.2.2 c4 ultimul rest nenul
din algoritmul lui Euclid este c.m.m.d.c. al polinoamelor 7 si g. Deci daci

(1) f = ggl + ?‘I:
(2) & = riga + Ty,
g (8) ry = Isqy -+ s,

g = Tpagn T+ T
- ) (n+1) . Tn— = Mndnt1,

este sirul de egalitdti din algoritmul lui Euclid unde ultimul rest nenul este rn, atunci ry este
cmm.d.c. al lui fsi g.

Din (1) obfinem ci r, = u,f+ vg, unde u, = 1 51 ¥, = —gq,.

Din (2) obtinem cAry = g — ryqa = g8 — (uaf + v18)¢z = — (1 ge)f - (1 — 12)8 = uaf+ a8,
unde wupg = —uyqs §i va =1 — vz

Continuind procedeul putem si presupunem cd peniru orice 7 (1<i<n—1) am
determinat polinoamele wu;, v;, astfel fncit

ri = wif -+ vig.

Din egalitatea (n) avem c¥ rp=rnp — rp_ygn. Cum ru_p = up_of + Un_sg $i
Fn—y = Un—f + Un8, atunci  rp = wup—of + Un—s8 — (unf + Upn8)dn = (Un—s — un—ﬂn]f 4
+ (Vn—g — Vn—1qn)g = Unf + vpg, unde am notat wuy = up_y — Upygn $1 ¥n = Un-2 — Un—1fn-

Acum, daci d este un c.m.m.d.c. al polinoamelor f si g, din teorema 6.2.3 rezultd ci
existi un e =(, a0 astfel incit d =arp. Deci d = aunf + avng = uf + vg, unde
u=aup $i v= avp. S

Definigia 6.2.5. Fie fsi g doui polinoame. Spunem ci f si g sint prime intre ele
daci 1 este c.m.m.d.c. al lui { §i g.

Din teorema 6.2.3 rezult ci polinoamele f si g sint prime intre ele dacd sin-
gurii divizori comuni ai lui /' §i g sint polinoamele constante nenule.

Ezemple. 1) Polinoamele f= X%+ 1 i g= X*—1 sint prime intre ele.
fntr-adevir, si caleculim c¢.m.m.d.c. al lui f si g folosind algoritmul lui Euclid:

Prima impirfire: X4 X —1
—X+X
Sy
A doua fimpértire: X2 —1 X4+1
X - X Ty
i b ol X2—X+1
—X2 -1 :
Y ARICEY
. X -1
—X -1
=g

Ultimul rest nenul este —2 si deci 41 este un c.m.m.d.c. al lui f si g.
2) Polinoamele f—= X* 4+ X + 1 si g = X* — X -+ 1 sint prime intre ele.
intr-adevir, s calculim c.m.m.d.c. al lui f si g

X2+ X 4+ 1 XP— X +1

L b R i
2X
2.X% — 2X + 2 2X
—2X X
92X |2
2X

2

Ultimul rest nenul fiind 2, atunci c.m.m.d.c. al lui f s g este polinomul 1.

102




Observafii. 1) Fie f si g doud polinoame nenule gi d un c.m.m.d.c. al lor. Atunci
putem scrie f = df’si g = dg’. Polinoamele f’ si g’ sint prime inire ele.

fntr-alevir, dacit d’ este un c.m.m.d.c. al lni 7 si g/, atunci dd’ este wn divizor comun
al polinoamelor fsi g. Cum d este c.m.m.d.c. al lui fsi g, atunci obtinem ci dd’|d. Deci exista
polinomul &” astfel incit d = dd’d”. Prin urmare, d’d” = 1 si deci d’ este un polinom constant
- ceea ce ne arati cd f* si g’ sint prime intre ele.

2) Asa cum am definit cel mai mare divizor comun a doud polinoame (a se vedea
definifia 6.2.1) putem defini ¢.m.m.d.c. a unui numir finit de polinoame. Mai precis, daci
fi> [2, +-s fn 8int n polinoame, atunci un polinom ¢ se numegte un c.m.m.d.c. al polinoamelor
fis [2> -+, fn dacl verificd urmdtoarele condifii:

i) dfy, dlds, ....d] fa; :

ii) daca d’ este un polinom astfel incit d’ | f;, d* | fa, ..., 4" | fn atunci @’ | d.

Fiind date polinoamele f,, fs, ..., fn un c.m.m.d.c. al lor se calculeazi astfel: se deter-
mind d, un c.m.m.d.c. al polinoamelor f; si fs, apoi se determind d, un ¢.m.m.d.c. al polinoa-
melor d, sifa, apoi se determind dy un c.m.m.d.c. al polinoamelor d; si f4, ..., apoi se determini
dp— un c.m.n.d.c. al polinoamelo'r dp—g §i fn. Polinomul d = d,—; este un c.m.m.d.c. al poli-
noamelor fy, fa, ..., n-

6.3. Cel mai mic multiplu comun al polinoamelor

Definitia 6 3.1 Fiefsig doui polinoame. Un polinom m se numeste un cel mai
mic multiplu comun (pe scurt, un c.m.m.m.c.) al polinoamelor f
si g dacd verificd urmitoarele conditii:

i) m este un multiplu al lui f si g, adica-f|m si g| m,
ii) orice alt multiplu comun m’ al lui f §i g este §i multiplu al lui
m (adici dacd f|m’ §i g|m’ atunci m|m’). i

Urmditoarea teoremd ne d& un procedeu de obfinere a unui c.m.m.m.c. a doud
polinoame.

Teorema 6.3.2. Fie[sig doud polinoame dintre care cel putin unul este nenul.

fg

Daci d este un c.m.m.d.c. al lui { i g, atunci polinomul m = o

fg

este un c.m.m.m.c. al lui { si g(aici 5 fnseamnd citul Tmpar-

tirii polinomului fg prin d).

Demonstrafie. Cum d | f si/d | g, existd polinoamele f* si g’ astfel incit f= df’
si g = dg’. In plus, polinoamele f7 si g’ sint prime intre ele. Deci m = f’g = fg’, ceea ce aratd
ci m este un multiplu comun allui fsi g.

Fie m’ un polinom astfel incit f | m si g| m’. Deci existd polinoamele f; si g, astfel incit
m’ = ffysim’ = gg;. Avem m’ = df’f; si m’ = dg’g,, de unde obfinem ci df’f; = dg’g;. Cum
d # 0, atunci f’f, = g’g;. Polinoamele [’ $il g’ fiind prime intre ele, existd polinoamele u si v
astfel incit 1 = wf’+ vg’. Inmuliind aceasti egalitate cu g, (de exemplu), oblinem c&
81 = ugif’ + vg'gy = ugif’ + vf'fy = ['(ug, 4 vfy), ceea ce arati ci f’|g. Deci existdi un
polinom g,, astfel incit g, = f'gs. Cum m’ = gg’ atunci m’ = gf’g, = mgy si deci m|m’. Deci
polinomul m :j_f este u» c.m.m.m.c. al lui £ si g.
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Ezxemplu. Si se determine ¢.m.m.m.c. al polinoamelor
f=2X"—3X*—BX" 4+ X2 L 6X + 3 sig=X*— X°— X241,

Aflim mai intii c.m.m.d.c. al celor douii polinoame folosind algoritmul lui Ruclid.
Prima impériire:

9XP'— 3XL— XYL XP L BN -9 DG N, I

I

—2X° 42X 4- 2X° — 2X 9IX 1
—X1—3X3+X2+!;X+3
KL opa s ) 1
— 4X° + 44X + 4

Restul —4X® + 4X + 41l impirtim cu —4 si obfinem X* — X — 1.
A doua impdriire:

Aiind =) XX 1
Cxi oy Y1
— X'+ X +1
X —-xX —1,

Ultimul rest nenul este X — X — 1. Deci polinomuld = X¥* — ¥ — 1 este un c.m.m.d.c.

al polinoamelor fsi g. Cum g = (X* — X — 1)(X — 1), atunci polinomul -
"= %:f%:p(xg1)= (A0 — )P =S ovd = 5 ekt et L —

=2X% —5X* — 2X*' + 6X* 4 5X*— 3X — 3

este un c.m.m.m.c. al polinoamelor f si g.

Observatie. Asa cum am definit c.m.m.m.c. a douil polinoame (a se vedea defi-
nitia 6.3.1) putem defini c.m.m.m.c. al unui numér finit de polinoame. Mai precis, daci
fis f2s «es fn Sint o polinoame, atunci un polinom m se numeste un c.m.m.m.c. al polinoamelor
fi fz, .-, fn, dacil verilicA urmitoarele conditii:

i) fil m, falm, ..., fa | m,

ii) dacid m’ este un polinom astfel incit f;| m’, fa| m’, ..., fu | m” atunci m | m’.

Teorema 6.3.2 nu se poate extinde la cazul ¢ind avem n polinoame fi, fa, ..., fn cu n = 3.
in acest caz ¢.m.m.m.c. al polinoamelor. f;, fz,...,fn se calculeazii astfel: se determind un
ec.m.m.m.c. m, al polinoamelor f,, f.; apoi se determini un c.m.m.m.c. m, al polinoamelor
m; §i fu, .., in final, se determind un c.m.m.m.c. my_, al polinoamelor mn_ §i fn. Polinomul
m = mn— este un c.m.m.m.c. al polinoamelor fy, fs, ..., fn.

"

54 se arate cil polinomul

X — 3X° + 2X* — 6X 4.6 se divide la X — 1; se cere citul tmpirlirii.

2. 84 se arate cd polinomul
X7 — 3X° 4 2X° 42X — 2X° — 2X® - 3X — 1 se divide la X* — 2X 4 1; se cere citul
impdartirii.

8. Si se determine parametrul m, astfel incit polinomul X* — 3X% 4 64 — m si se 'dividd la
X 2 . ’

4. Si se determine a, b, e, astfel incit polinomul X¥°—2X*  18X° | aX? + bX + e¢si sc divida
la X* — 3X* 4 10X — 9.

5. Si se determine relatiile intre numerele m, p, ¢, astlel incit polinemul X? 4 pX + ¢ si [ie
divizibil cu polinomul X* + mX + 1.

6. 8d se delermine a i b astfel incit polinomul aX® + BX® — 3 84 fie divizibil cu (X — 1)%
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7. Dacd un pnlinom f nu divide nici pe g i nici pe gz, rezultdi de aici' ¢d f nu divide
produsul g,g,?
8. Fie f, gy, gz trei polinoame astfel incit f| g;g2. Dacd f$l g, sint prime intre ele si se arate
cll f] g
9. Daci feste prim cu g si cu h, si se arate ci f este prim cu produsul gh.
10. Folosind algorilmul lui Tuclid, sd se determine c.m.m.d.c. al polinoamelor [ si g dacd
A f= X% TR RN Ty o7 e =g xS — Rt g g :
b) f=X°— X° — X% | 8X° _5X2 _2X | 10, g= X — 6X° | 5% L 2% *2;
c) f=X“+).Y"—’-Y3—3Y'+BA-5, g= X%+ A° — X* L X;
d) f= X°+ 3X° — 12%" — 52X° — 52X* — 12X, g = X% 4 3X° — 6X% — 22X — 12;
B)af= XD & XL Xt _ g, gF A g Xb_ g4 ws L xE L9 4.
] f—=X°— 40X | X, p— XV — 4/ IX° + 6X5 L 4y 20X -1
g f— X" — &X' 14 e — x4 oyl __gx: |y L
h)f=X° — 6% L 8% 2¥8. L X 1, gfxﬂgzxwrs){ﬁ 2;
i) f=X%—2X° 4 3X%% — 6X*— 5X*2 +X4 6, g—-l4+2X3+‘%X“46X—8
11. Dacd d este un c.m.m.d.c. al polinoamelor fsi g si k este un polinom nenul, sii se arate cil dh
este un c.m.m.d.c. al polinoamelor [k si gh.
12. Si se determine A si B asllel incit polinomul A X"+ BX™ 4 2 s fie divizibil cu (X — 1)
13. Sidse arate cil polinoamele fsi g sint prime intre ele, unde:
d) f=3X%— 2@V 4 X 4.2 p=— X3P Lot L Ox 1,
B f =" — 8= AR G S e et LR 1L 1
Jof = X° XS 208 a0 g XY B B X LY

7.1. Radicinile polinoamelor. Teorema lui Bézout

Fie f un polinom nenul cu coeficientii bomplecm Un numér complex, a € €
se numeste rdddcindg o polinomulut’ f dacd fla) = 0.

Ezemple. 1) 54 considerdm polinomul de gradul intfi

f=0eX + b (a 750) Se vede (1f[ﬁf — (#ﬁ) b=10
5i deci — — este ridddcind a polinomului aX | b. ' "‘.
a . : ‘
2) 54 considerdm polinomul g = X* + 1. Cum g(i) = i* + 'l = 1400 I;‘;l gl—i) =

= (—1)® 4+ 1 = 0, rezultid cil i 5i —1isint rdddcini ale polinomului X* 4 1.

Teorema lui Bézout. Fie [ # 0 un polinom nenul. Numirul a=C este ri3dicini
a polinomului { dacd si numai dacd X —a divide f.

Demonsu‘ra;rﬁe. Dacd g este raddcind a lui £ adicd f(a) =0, atunci
din teorema 5.2.1 rezultda ca restul impartirii lui £ prin X — a este zero si deci
X —a divide pe f.

Invers, dacd X — a divide pe f, atunci existd un pDhnom g astfel ineit =
= (X — a)g. Dar atunci f(a) = (¢« — a) g(a) = 0-g(a) = 0.51 deci,a este rddacina
a lui £ : ) = 2 .

Aplicafte i et Lty TNNE " Bzl

Si se gdseasci condilia ca pnlmoamele i

f=aX' +bX +c§igemaXP 4B X pel. Tsetent
sil aibil o rdddcind comund. -
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Fie o o rdd#cind comund a celor dou# polinoame. Atunci « este rdddcind si a polinomulyj
a'f —ag =a'(aX?®+ bX 4 ¢) —a(a’X® 4 b'X & ¢') = (a'b — ab’) X + (a’c — ac’).
Deci (a’b — ab’)a -+ (a’c — ac’) = 0. Dacil a’b — ab’ # 0 obtinem cif

a=22"2%° Cum fl«) =0, atunci
a'b — ab’
s e 25 ’ a ’ — ’
[ac ac] p 3¢ ac+c:0
a’h — ab’ a’b — ab’
si ficind calculele obtinem:
(ac” — a’c)* — (ab’ — a’b)(be’ — b’c) = 0

Dacd a’b — ab’ = 0 atunci a’c — ac’ = 0 si relatia obtinutd este verificatd si in acest caz.
L]
\ [}
7.2, Ecuagii algebrice. Teorema lui "D'Alembert-Gauss i teorema |u
Abel-Ruffini ; ,

Se numeste ecuafie algebricd cu o singurd necunoscutd o ecuatie de forma

f(z) =0 )
unde /' este un polinom nenul.
Dacd f este polinomul f=a,+ a;X ... + a,X™a, # 0) atunci ecuafia
algebricd (1) se scrie: i g

ana™ + apy2™ 1+ ... 4+ oy + a, = 0. ; " (1)

Gradul polinomului /' se numeste gradul ecuajiei algebrice (1) sau (1') iar
numerele complexe ag, @y, ..., @, se numesc coeficienfit ecuajier algebrice (1) sau (1),

Dacé coeficientii ecuatiei algebrice sint numere reale (respectiv, rationale),.
atunei se zice cd ecuatia algebricid (1) sau (1’) este cu coeficientii reali (respectiv,
rationali). O ecuatie care nu poate fi redusd la o ecuatie algebricd folosind opera-
tiile: adunare, inmultire, ridicare la putere etc. se numeste transcendentd.

Ezemple. 1) Ecuatia 2® — 3z + 7 = 0 este o ecuafie algebricd de gradul 3 cu
coeficienti rafionali.
2) Ecuatia v 3z 4+ 22+ 72.— 1 =0 este o ecualie algebrici de gradul & cu
coeficienti reali. A .
3) Ecuafiile sinz — 72 +1=0; logez =3 — 2z; sinz —logaz 4+ 1 =0 sint frans-
. cendente. J '

S#é considerdm din nou ecuatfia algebricd
f(z) = 0. (1)
Numérul complex a se numeste solujia sau rdddcine ecuajiei (1) dacd are loe
egalitatea f(a) = 0. Se vede cd a este raddcind a ecuajiei (1) dacd g numai dacd @
este rdddcind a polinomului [. ]
Determinarea régécinilor ecuatiei algebrice (1) este una dintre cele mal
importante probleme ale matematicii gi multd vreme a constituit obiectul prin-
cipal al algebrei. g
Incd din antichitate, matematicienii gtiau s determine riiddtinile ecuatiilor
algebrice de gradul I gi gradul 11, In secaTul al XVI-lea, In perioada Renagberil
italiene, matematicienii italieni: Seipione del Ferro gi Niccola Tartaglia au deters
minat formula de rezolvare pentru eccuatia de grac?ul 111, iar Ludovico Ferrari
a determinat formula de rezolvare pentru ecuatia de gradul IV, Acestea au fost
publicate de Gerolamo Cardano in Ars Magna (1545). ‘
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Tncercirile ulterioare ale matematicienilor de a gisi formule de rezolvare
pentru ecuatiile algebrice de grad mai mare decit patru au fost zadarnice. Pro-
blema a fost rezolvatd (in sens negativ) de matematicianul norvegian H. Abel
sl matematicianul italian A. Ruffini la inceputul secolului al XIX-lea. Mai exact,
ei au demonstrat:

Teorema Abel-Ruffini. Ecuatia algebrici generald* de grad mai mare decit
patru nu poate fi rezolvati prin radicali (cu alte cuvinte, nu existd
nici o formuli (expresie) cu radicali, formatd cu coeficientii
ecuatiei, care si fie o ridicini a ecuatiei). .

\

Vom vedea cd existd totugi ecuatii particulare de grad >4 pentru care
putem g8 dam formule de determinare a rddacinilor lor (a se vedea § 8).
Teorema urméitoare are o mare importantd pentru algebra:

Teorema fundamentald a algebrei. Orice ecuatie algebricd
=1 =
dpxtieleig el g —0

de grad mai mare sau egal cu 1 §i cu coeficientil complecsi are
cel putin o ridicind complexa.

Aceastd teoremd mai poartd numele de teorema lui D’Alembert-Gauss.

Nu vom da demonstratiile teoremei fundamentale a algebrei si a teoremei
Abel-Ruffini deoarece depisese cadrul manualului.

Trebuie sd observim cd teorema fundamentald a algebrei are caracter exis-
tential; nici o demonstratie a acestei teoreme nu ne indicd vreun procedeu de
obtinere a rddacinilor ecuatiilor algebrice. Acest lucru ne aratd cd nu existd nici
o contradictie intre cele doud teoreme enuntate mai inainte. In schimb teorema
lui Abel-Ruffini ne spune cit pentru ecuatiile de grad >4 nu se poate da un pro-
cedeu (formuld) de determinare a rdddcinilor sale (pentru ecuatiile algebrice de
grad < 4, existd formule de determinare a rdddcinilor lor).

.

B Observajie. Din clasele precedente am viizut o lirgirea nofiunii de numir a fost
~“impusd printre altele de rezolvarea anumitor ecuatii. De exemplu, introducerea numerelor intregi
a fost impusa de faptul cd nu orice ecuatie cu coeficienti numere naturale are o rédacind numér
natural, De exemplu, ecuatia £ 4 1 = 0 nu are nici o riddcind numdr natural.

in continuare introlucerea numerelor rationale a fost impusd, de asemenea, de faptul ci
nu orice ecuatie cu coelicienti intregi are o ridiécind nimir intreg. De exemplu, ecuafia
22 +1 = 0 nu are nici o rdddcind numar intreg.

_Introducerea numerelor reale a fost impusi printre altele de faptul ci nu orice ecuatie
eu coslicientii rationali are o rdddcini rajionald. Nu avem de considerat decit ecualia z* — 2 = 0
care nu are nici o rdddcini rationald.

Am vizut in manualul de clasa a [X-a cd introducerea numerelor complexe, in algebrd, a
fost impusi de faptul’cd nu orice ecuafie cu coelicientii reali are o rdd4cind reald. De ezemplu,
ecuafia 2® 4 1 = 0 nu are nici o radicind reald.

Teorema lui d’Alembert-Gauss ne arati cil procesul de lirgire pe aceasti cale a noliunii de
numir se opreste la numerele complexe.

7.3, Rid¥cinl multiple

Am viizub cil teorema lui Bézout spune cd dac « este o rilddcini a polino-
mului /' # 0 atunci X — a divide pe /. Acest lucru ne permite s definim nofiunea
de pldacind multipld & unui polinony,

% Prin‘ecuatle algebrick generalf de gradul n tnfelegem o ecuafle de forma (1/) In care
ooellelentll ag, ag, .., an sint varelabile®,
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Definitia 7.3.1. Fief# 0un polinom nenul i a & C o ridicini a lui f. Numirul |
natural m > 1 cu proprietitile c¢d (X —a)™ divide pe f i
(X—a)™+1 nu divide pe f se numeste ordinul de multiplicitate al. |
rdddcinii a. Dacd m =1, atunci g se numeste rdddcind simpld, i
daci m > 2, atuncl g se numeste rdddcind multipld de ordinul m, !
dacd m = 2,3, ..., atunci a se numeste ridicind dubld, tripld, .... |

Exemple. 1) Polinomul f = X% — 2.X | 1 are riidicinaa = 1 deoarece f(1) = 0.

Cum { = [X — 1)* atunci se vede c¢ii @ = 1 este rddicind dubld pentru polinomul f.
2) Polinomul f = X' — 5X% are ridicina a = 0. Cum X*| f si X* nu divide pe f, atunci
a = 0 este o ritddcind tripli. De asemenea f are si ridécina simpld @ = 5.

Teorema 7.3.2. Fie f# 0 un polinom nenul. Daci a;, g,, ..., g, sint radicini
ale lui f avind ordinele de multiplicitate k;, respectiv k,,
respectiv k,, atunci polinomul (X —ay )b (X—ay)fs ... (X —a,)kr
divide pe f.

Demonstrajie. Vom face demonstratia prin inductie dupd r. Dacd r =1,
atunei faptul cd (X — a;)M divide pe f, rezultd din definitia 7.3.1. Presupunem afirmatia ade-
virald penlru r ‘;‘i o vom demonstra pentru r 4 1.

Din ipoleza de induclie rezultd cid polinomul (X — 2} (X az}h’ v (X — a,«)h'“ divide

pe [, adici existid polinomul g astiel incit f= (X — al]k’[X — az)h’ e (X — ar)h*‘ g. Deoarcce '
arsy este riiddcind multipld de ordinul fp4y, atunci (X — a,+l)kr+1 divide pe’ f adicdl existd un

polinom £ astrel incit f= (¥ — a,.ﬂ)hrﬂ h. Rezultd atunci ci
(X el = (X = a6 ag el (X~ )M (1)

Numerele @,, da, ..., ar, ap4q Sint distinete intre ele doud cite doud, deoarece in caz con-

trar, dacd am avea a; — aj(i # j), atunci @ ar-avea ordinul de multiplicitate mai mare sau ;

egal cu ki + Aj.
fn egalitatea (1) Ineem X = apt; i atunci

{@rty — @)™ (arsy — g’ ... (arey — )" glarsy) = 0,

de unde rezultii e glayy,) = 0. Din teorema lui Bézout obtinem c¢i X — ar4, divide pe g, adicd |

existd polinomul g; astiel incil g = (X — arsq) 81 fnlocuind in egalitatea (1) obtinem:

(X — arp)"riih = (X — a)* o (X — @) (X — i) 1
de unde rezulld e

(X — ap) i = (X — 0" (X — @) (X — ) g, 2)

Dacit kpgq — 1 > 0, in egalitatea (2) facem din nou X = ap4,. Exact ca mai sus obtinem
cit gy(ars;) = 0 si deci aplicind din nou teorema lui Bézout obfinem cd: g = (X — arey) 8o

Dar atunei g = (X — apsy)* go. Inlocuind in (1) obtinem:

(X, b P =X =y £X — a0 — o )P,
rezulli ed:
(X — an)frti 2 b= (X — ay)™ . (X — @) o

Dacdt kryy — 2 > 0 conlinuim procedeul ca mai sus. Dupi lpyy — 2 pasi gdisim un poli-
nom gy . astlel incit g = (¥ — P L Bhpyq

Cumn f= [X — @)t ar)fr g oblinem:
' £ X =0 (X ] P N — ) T [ si deci
(X — a)a (X — a)® ... (X — ap4y)"rt1 divide pe f.

Consecinta 7.3.3. Orice polinom fde grad n > 1are n radicini (nu neapdrat distincte;
o ridicini se repetd de un numar de ori egal cu ordinul siu de
multiplicitate).
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Demonstra{ie. Din teorema fundamentald a algebrei, polinomul f are cel putin
o riildcind. Fie ay, as, ...; ap Loale ridicinile Jui £ {lufim in considerare o ridiecini de atitea ori
cit este ordinulsdu). Din teorema 7.3.2, existd un polinem g # 0 astfel incit f = (X — a;) (X —
— ay) ... (X — ap) g. Dacéi grad g = 1 atunci aplicind din nou teorema fundamentali a algebrei
obtinem ci g are o rdddcind ap4, care esle evident rddidcind si a lui f. Deci f ar avea p'4- 1
rdddcini, contradiclie. Deci trebuie ca grad g'= Ogidecig = a = 0. Atuncif = a(X - a;) (X —
— az) ... (X — @p). CGum gradul polinomului a(X — a;) (X — as) ... (X — ap) este r, atunei
trebuie ca » = n §i deci £ are n rddicini. ' d

Consecinta 7.34. Fie f=a, + g, X 4 a,X% + ... + a,X* un polinom cu a, # 0,
n =1 Dacd X, X, ..., X, sint ridicinile lui f, atunci
f: G-ﬂ.(X—.xl) (X—Xz) (X_X'ﬂ.)' (1)

In plus, descompunerea (1) a lui f in factori liniari este unici.

Demonstrafie. Din demonstratia consecinfei 7.3.3. fse scrie:
f=alX — 2) (X — az) ... (X — 2p) unde e = €, a # 0.
Cum coeficientul termenului de grad maxim al polinomului
a(X — @) (X — @) ... (X — xy) “este aX? atunci trebuie ca
a = ay si deci [ = ap(X — o) (X — x2) .. (X — ).
B4 demonstram’ unicitatea descompunerii (1). Presupunem cii f mai admite si descompunerea
F=0X — ) (X —y:) .. (X — ym), unde b, ¥y, ¥, ..., ¥m sint numere complexe si & # 0.
Cum gradu! polinomului &(X — y,) (X — %) ... (X — ym) este m trebuie ca m = n.
Termenul de grad maxim al polinomului &(X — yy) (X — ya) ... (X — yp) este bX" si deci
b=ty Deci ap(X — @) (X = &) [X = wn) = anlX — ) (X = 7). [X —=5n) sau (2)
(X — @) (X — @) (X — 2p) = (X — yy) (X — 2) o (X — yn).
Din egalitatea (2) prin inlocuirea lui X cu ay, obfinem:
(mr — )@y — ) oo (@1 — ym) = 0,
Deci trebuie ca unul din factori , — ¥y, 2y — ¥y ..., ¥ — Yn i fie zero. Putem presupune ci
@ — yi = 0 si deci @; = y;. Inlocuind in egalitatea (2) obfinem:
[ = 2 6T ) b (X Sl X ) . [ — )
Simplilicind cu X — z; oblinem egalifatea
(& — @) o (X — @) = (X — ya) .. (X — ).
fnlocuim acum pe X cu . Exact ca mai sus giisim cd ap = ya. Continuind procedeul gisim
¢l z3 = Yy, -y Tn = Y- .
Observatie. Gonsecinta 7.3.4 este foarte utild in multe aplicalii in care se cere afla-
rea c.m.m.d.c. a doui polinoame f si g care pot fi descompuse in factori liniari.
In acest caz c.m.m.d.c. al celor doud polinoame este produsul factorilor comuni la pulerea

cea mat micd.
De exemplu, fie polinoamele:

f=(X =10 (X +2)° (X —3) (X —4) sl g=[X — 1 (X +2) (X +6).
Un c.m.m.d.c. al polinoamelor [ si g esle polinomul d = (X — 1)* (X } 2).

Consecinga 7.3.5. Daci un polinom  de gradul n se anuleazi pentru n + 1 valori
distincte, atunci = 0.

Demonstrafie. Presupunem cii f 7= 0. Dacd n = grad f= 0 atunci f = e = C si
a # 0. In acest caz { nu se anuleazd pentru nici o valoare. Dacii n = grad f> 1, atunci { are

n ridicini. Dar din ipotezd [ are cel putin n + 1 rdddcini, contradictie. Deci trebuie ca f = 0.
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7.4. Relatii intre ridicini si coeficienti (formulele lui Viéte)

Teorema 7.41. Fie f=q,+0a X+ ... +a,X" un polinom de grad n (a, # 0),

Dacd «;, @0p, ..., «,, sint radacinile lui f, atunci;
( ' Opy. ¢
&y 1ty ek oy == =S
an
' _ One
o0t + aqotg 4 oo o *10n + o ooy, = s
n
(n—g
oty + Oygly + o - Mp gty Uy = — ——
an

00y vee R = GOy vor OR_jOhyy F oo - Gp—hpi®%n—hyg -

g = (—)r 2

an
a
Wy tp oo Oy = (—1)" =2
\ n , :
Invers, daci’ numerele complexe «;, oy, ..., a, satisfac relagiile (1),
atunci oy, oy, ..., &, sint rddicinile polinomului f.
(Numdérul de termeni din sumele (1) este egal cu CL, C%, ..., Ck, ..., CD).

Demonstrajle. Am vizut in consecinta 7.3.4 cd f poate fi scris
sub forma ‘ '
(2) f=an(X — oy) (X — ag) .. (X — ).

. 3) f=ay+ o, X+ ..+ a, X"

Efectuind calculele in (2) si egalind coeficientii lui X*0 < & < n) din (2) cu coe-

ficientii lui X* din (3) obtinem formulele (1). De e‘(emplu coeficientul Tui X" din

(2) este —an(a; + o + ... -+ ). Deci trebuie ca ay; = —au(og + oy + ... 4 o)y

de unde obyinem a; + o + ..o 4 oty = — vl In continuare coeficientul lui

” (279 1

X™2 din (2) este @n(ayay + @y + ..o 4 oqon + .o + apqa,) care trebuie si fie
egal cu coeficientul lui X™ 2 din (3) care este ;.

Deci @, = ap(ay0ty + oyt3 + ... + anay,), de unde obtinem

Dar

a-n_.'_z

ayoty + gy + et dpgon =
n

In acelagi mod se obfin si celelalte egahtat,l din (1). 1
Invers, presupunem el oy, og, ..., &, satisfac relatiile (1). Considerdm poli-
nomul g = (X — o) (X — ag) oo (X — &,). Fécind inmultlrlle obtinem

S Xﬂ“‘(%‘l‘“z‘F Aay) XM 1+(°‘1°‘z+°‘1°‘3+ o 19‘71))(ﬂ (= 918 Ayl +ee ‘l’"n:1

Tinind cont de relatiile (1) deducem cé: 0

D D P G R

{ Qp an a,
1 : 1
= "l XL g XS e R,
ay, . a,
oL g : 1 G b : i A
Din egalitatea g = — f rezultd cd e, oy, ..., o, sint rdddcini i pentru i

an
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Relatiile (1) se numesc relajiile intre raddcinile gi coeficienfii polinomului f
au relagiile lui Viete.
: Dacé considerdm ecuatia asociatd

T anm ‘I‘ + ©mx + %y = O (4)
tuncl relatiile (1) se numesc si relatitle intre rdddcinile §'L coeficientii ecuafier (4).
Sa scriem relatiile lui Vidte pentru cazul cind polinomul f are gradul 2 sau

3. Sé presupunem cd f este de gradul 2 adici f este de forma f = q, } alX + a, X%
‘ In acest caz velatiile (1) se scriu astfel

— a4 |

B (5)

°‘1+°‘az

a4y
Uylly = — =
Qg

Dacd f este de gradul 3, adica f = a, + a; X + a,X? 4 a, X

nei relatiile 1) se scriu astlel: i

4

: %
oy + oy + 03 = )
sz
+ ay
d < ooty oty ey = ——
as
< — 7
0ty Olplly = 0
)

atiile lui Vigte sint foarte utile in numeroase aplicatii cind se cere sé se deter-
e raddcinile unui polinom (sau ecualii) gi cind se cunoaste o relatie suplimen-
d intre raddcini.
Exemple
1) Fie polinomul f—= X¥*— 10X* 4 29.X — 20.
' 84 se determine radicinile wx;, as, 23 ale lui f stiind cd z; + 22 = x4
Scriem relatiile lui Viéte

xy + 3o + 23 = 10, .
217 + T8 + 223 = 29, (6)
Ty = 20. ;

. @y + @ = x5 atunci din prima relatie din (6) avem cd

2zy = 10 gi deci

.’JC:1=5

i @ews = 20, obtinem xyzp = 4. Formim sistemul

{E1+Ig=5,

Ty@e = 4,
a¥ radicinile: ]aa . | si ]$2= 41
2) 84 se gﬁseaséé relajia intre @, b, ¢ stiind ¢ rid¥cinile polinomului f = X® + aX* +

X -+ e sint in progresie geometricd.
@, @z, a3 sint radicinile lui f atunci avem relatiile:

o+ s+ X = —a,
xy w2 + aya8 + weas = b, . (7)
\ T1Lalyg = —C.

@y, %2, @3 sint in progresie geometricii atunci ri = 4 g
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Din relatia a 3-a din (7) obtinem:
oy = —e.

Cum f(xy) = 0, atunci .-rg -+ a;;;ﬁ + bay - e = 0 de unde rezulti ci rmg + bay = 0. Deci

h b » L :
xp = 0 sau g = — — . Dacd ay = — — din zj = —c obfinem
(13 a
ac — b= 0 (8)
Dacid oz = 0, atunci a3 = 0 i din relatia a doua din (7) obtinem 5 = 0. Cum xg = —¢, atunci

¢ = 0. Dar se ohservil cil relalia (8) este indepliniti pentru & = ¢ = 0.
3) Fie polinomul f = X® 4+ aX? + bX - ¢ avind riiddcinile z;, @, s Notdm Sn = af' +
+ ay + ay (n > 1). Si se determine in functie de a, b, ¢, expresia Sp pentru n =1, 2, 3, &
Pentru n = 1 avem §; = 23 + ap + a3 = —a.
Pentru n = 2, avem S, = a:ﬁ -+ rg -+ xg = (3 + @ + x3)? — 2(ayxs + 2133 + 20w3) = a® — 2b,
Presupunem cii n > 3. Cum ,, xz, a3 sint radécinile lui f avem egalitifile:
ay + azt + bay +e= 0,
ah + axy + bag + ¢ = 0,
:a:g+am§+bma+c: 0.
3

n—=a

fnmultim prima egalitate cu «}~*, a doua cu z3~ T

si a treia cu

alf el 4 b:lr?_2 +ex} 3 =0,

ay -+ a:r;_i + ba 2 c::a:‘g_3 =
, —1 — —

al + axh 4+ bal % el = 0,

care adunate dau:

Sn -F aSn—y + bSp_p 4+ eSp3 = 0 (9)

Dacd in aceasld egalitate n = 3, oblinem:
Sy + aSs + bS; + ¢S, = 0.
Cum S, = a:? -} a:g -+ T‘; = 3 oblinem
Sy = —aSy — bS; — 3¢ = —a(a® — 2B) + ab — 3¢ = —a® + 3ab — 3c.
in egalitatea (9) facem n — 4. Oblinem

Sy aly + b5y 4 ¢8; = 0, de unde rezultd cd Sy = —aS; — bS; —eS; = —a(—a® 4 3ab —
— 3¢) — b(a® — 2b) 4 ac = a' — La®b + 2b® + hac.

Relatiile lui Viéte sint folosite in numeroase probleme in care se cere sa se deter-
mine ecuatia, cunoscindu-se relatiile intre radacinile oy, «y, ..., @, adicd cunoscin-
du-se numerele sy, s, ..., 5, date de relatiile:

§; = + ag 4 oo A oy
Sp = %0y | %0y = o - Uy Uy, (10)

S5 — 0 s Ol

I1i acest caz ecuatia care are ca riddcini pe a;, oy, ..., «, este urmdtoarea:

(11)

g™ — 50" 5" e (=), =0

Intr-adeviir, este clar cd polinomul g = (X — o) (X — ap) ... (X — ) are ca
radacini pe oy, oy, .y pe

]

112




Efectuind calculele gi tinind cont de relatiile (10) ob{inem
g= X" — 5 XM 4 5, X2 L oo A (—1)" sy
ceea ce aratd ci ecuatia (11) are rdddcinile ay, og ...y %n.
Egzemple. 1) Fie ecualia z® — 5z +- 1 = 0. 84 se determine ecuafia care are ca

riad#cini dublul rédicinilor ecuatiei date. .

S4 notim cu z;, s, 25 ridicinile ecualiei z* — 5z 4 1 = Ogicu ¥y, ¥a, ¥s ridicinile ecuatiei
pe care vrem si o determindm. :
Avem ¥y, = 2z, Y = 2xs, Ys = 2aa. Atunci y, + ya + ¥3 = 23y + 22 + 2xy =
= 2z, + 78 + 73) = 0, Ya¥a + Yi¥s + Ya¥s = (221) (222) + (221) (223) + (22a) (225) = b(zy2a +
+ 2,28+ @2ws) = 4(—5) = —20, yYays = 8, T;Tex3 = —8.
Aplicind formula (11) ecuafia care are ca radicini pe yy, Ya, ya este

a2 — 20z + 8 = 0.

2) Fie ecuatia z° — #* L 7z 4+ 1 = 0. 54 se determine ecualia care are ca rid#cini inver-

sele radicinilor ecuajiei date. ‘
S notim cu wy, za, xs Tédicinile ecualiei z® — «? + 7z + 1 si cu ¥, ys, ys ridicinile
ecuatiei pe care vrem si o defermindm.

Avem
1 1 1
iy == s =i ~Ya s s
&y Ty T3
Atunci
1 1 1 2Ty + T T Tax:
R
ol Ty X3 Ty Taly
1 1 1 x; + ®2 1
Yz + Yi¥s + YaYs = =z s == 2 3= 1, yyyays = ———=—1
XI1Ty ZTyT3 Xy X1T2T3 ¥ 123

Ecuatia de gradul 3 care are ca riidacini pe 11, Ya, Us €ste urmitoarea:
x3+7m2~i+1i0.

Observatii. 1) Presupunem ci avem f(x) = 0, o ecualie algebrici de gradul n §i
vrem si deducem o altd ecualie algebricd de gradul n, g(y) = 0, ale cirei riddcini ¥ sint legate de
radicinile z ale ecuafiei f(z) = 0 printr-o relatie datd y = g(z).
in cazul acesta se poate proceda astlel.
Din relatiile { fieles Y

y = o(x)
se elimind z si ecuatia care se obfine in y este ecuatia ciutatd. Ca exemplificare s considerdm
din nou exemplul 2). Ecualia este 2* — z* + 7o + 1 =0, iar relatia datd este
1

y=—
€T

P =2t Tzt 1=0,

Din relatiile: 1
y=—0: -

x

eliminim pe z. Avem z = - , care inlocuit in prima relatie di:
f

1 1 7

— =+ = 41=0,

Y y Y
de unde obfinem ecualia y* + 7y* —y + 1= 0. g

2) Procedeul expus mai sus este recomandabil ori de cite ori‘este posibild eliminarea lui z
din relatiile:
{ flz) = 0,
y = 9la). ,

fn caz ci aceastd eliminare este dificild se vor utiliza relaliile lui Viéte.
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1. Aplicind teorema lui Bézout si se determine parametriia si b astfel ineit polinomul
X4 — 4X° 4 4X* + aX 4 b s¥ se dividd cu X2 — 4X + 3. S4 se determine apoi citul
fmpérfirii. .

2. Sd se determine rid#cinile polinomului X* — 3X2 4 2.X 4- 6 stiind cX are ridicina @ = —1.

3. 54 se determine parametrul m si apoi si se afle radicinile polinomului X* — 6X2 4-
+ 8X + m stiind ci are rid¥cina o = 2. -

4. S se determine parametrii a si b stiind ci polinomul X* — 5x° + 8X% + aX 4+ b are
rdddcina dubld o« = 1. N :

6. Si se determine ecuatia de gradul cel mai mic care are ca ridicini numerele 1, 2, —2.

6. Si se determine ecuafia de gradul cel mai mic care are ridicina tripld 1 si raddcinile simple

2 si —3.
7. 5d se giiseascd c.m.m.d.c. al polinoamelor f si g:
) f= (X < 4)° (X L APX —8 (X —a), (  g= (X — 1] (X + 4 (X = 4%
b) f= (X' —1)"(X* —1) (X — 32), 8T X = H X
6)°f = (Xt —1) (X* —a) (X L 38, 8= X% 1P (X 4 (X —2),

8..84 se arate cd doud polinoame nenule /i g din C[X] sint prime intre ele dac# si numai dacy
nu au nici o rdddcind comund.
9. Dacd f, g = C[X] au acelasi grad, atunci f si g au aceleasi rddicini daci gi numai daci poli-

_ noamele fsi g au coeficientii proporfionali.

10. Aplicind teorema lui d/Alembert-Giauss si se arate ci daci f=C[X] este un polinom de
grad > 2, atunci func{ia polinomului asociaty

[:€C=C, fla) = f(a)

nu este injectivi, dar este surjectiva.

11. Fie f 51 g doud polinoame din C[X]. Si se arate ci functiile po]inomiale?: C— Csi E: C—-C
sint egale daci si numai dacd polinoamele f si g sint egale. s

12. Dacd f(X) este un polinom arbitrar si se arate ci f(f(X)) — f(X) este divizibil prin
f(x) — Xx.

18. Folosind teorema lui Bézout si teorema 7.3.2. s¥ se arate ci:
a) Polinomul (X + 1)én+1 4 X6n+2 ge divide la X* - X 4 1;
b) Polinomul (X — 1)n+2 — ¥2(n-1) se divide la X2 — X 4 1;
c) Polinomul (X + 1)3n+2 4 ¥ 4 2 se divide la X* 4 3X + 3:
d) Polinomul (X* 4 1)6n+2 4 ¥4 1 1 se divide la X2 | ¥ 4+ i
e) Polinomul X6n+b 4 ¥3ntd 4 q se divide la X* + X 1
f) Polinomul (X 4 1)12n+1 4 Y3n+2 ge divide la X* + X + 1.

14. Fie ecualia z*® 4 az® + bz + ¢ = 0 avind ridicinile xy, Tz, xy. S8 se determine ecuatia
care are ridddcinile y;, y., ¥y daci
a) ¥ = 3z + @3 + 13, Yo = 3y + -+ x3, Yo = 3a3 + 2y + w35

1 ! ‘ 1

ol A
b) ¥, = E-Tl; U= “2"1621' s — ‘E-‘Ba;

) 1= —z 4+ aa+ o3, Ya= —as + z, + 3, Yai= 5 BT @y -t ey
d) vy, = 1'?» Hai— :rg, Yy = xﬁ
) Y=z, + @a%s, Yo = Ta + m1%3, Y3 = 73 + 1Ty, .
16. S#se determine parametrul m astfel ca o riidécini a ecuatiei z* — 282 + m = 034 fie dublul
altei radicini, ‘
16. S& se determine A astfel incit suma a doud ridicini ale ecuatiei 22° — 42® — 72 +A=0
sd fie egald cu 1.
17. 84 se determine relatia fintre p si ¢ astfel incit rddicinile xy, 2, xz ale ecualiei
1

Xy

z® 4 px + g = 0 84 se giseasci in relafia 2% = 2 + —.Dacig=p si peR — {0}, s
&Ly

se arate cd condilia din enun} nu poate fi indeplinit.

114



18. 84 se rezolve ecuaiile algebrice
a) 2t — ba® + 52 — 22 — 6 = 0.
b) z* + 22 + 22% 4+ 102 4+ 25 = 0,
c) &zt + 22® + 32® 4+ 22 — 3 = 0,
stiind c# suma a doud riid#cini este egald cu suma celorlalte doui rid#cini.
19. 54 se rezolve ecuatiile algebrice
he® — 1222 + 11z —3 =0, 2° + 32> — 2 — 3 = 0,
stiind c# rdd#cinile sale sint in progresie aritmetici.
20. Dacd x;, x2, x3 sint ridicinile polinomului
X4 ay XP o+ anX + ay,
14 @+ @y sioaf + 2h 4 oy
21. Fie ecuafia z® 4+ 3z 4+ 1 = 0. S& se determine ecualia de gradul al treilea care are rddécinile
Yis Yz, Ys daci:

s{ se calculeze x

B = BED g mtm ,_mtm, !
Ty Za I3

Iy 3
b) yp= 2B 4 g,y = BT gy, = T gy

Ty X &y

1 1 1
c)y1=1+—2—,yg=‘l+-—z—,y3:1+e;.
Ty Ty &3

22. Sk se arate cd 1 este o ridicind dubld pentru polinomul
Xin — pXn+2 | p X0l — 1,
23. 84 se determine ordinul de multiplicitate al radiicinii 2 pentru polinomul
X® — 6X5 4 12X% — 9X® | 6X° 4+ 12X 4 8.
24. S4 se determine ordinul de multiplicitate al réiddcinii —1 pentru polindmu] X5 4 6X% +

4 16X* 4+ 16X® 449X + 2 si apoi si se afle rddécinile polinomului dat.
25. 84 se determine ordinul de multiplicitate al rddécinilor 1 si —1 pentru polinomul

b gt IS IR 7 R o G B

Sint bine cunoscute formulele de determinare a ridécinilor pentru ecuatiile
de gradul I si gradul II. De asemenea se cunosc formule de rezolvare pentru ecua-
tia de gradul III (numite formulele lui Cardano) precum si pentru ecuatia de gradul
IV. Inconvenientul acestor formule (pentru ecuatiile de gradele III gi IV) constd
in aceea cd sint foarte complicate si nu au nici o utilizare practicd.' Am vézut prin
teorema lui Abel-Ruffini c¢d pentru ecuatia generald de grad > 5 nu se pot da
formule de determinare a rddécinilor prin radicali.

Ceea ce ne propunem in acest paragraf este de a ardta cd existd ecuatii de
grad > 3 pentru care se pot da formule de determinare a rddécinilor lor.

Ecuajit binome. Forma ecuatiilor binome este
(1) 2 —a=0 (a €Cn>1).

Rezolvarea acestor ecuatii este ficutd in manualul de Geometrie. Se procedeazd
astfel: se scrie numérul ¢ sub form# trigonometricd, a = r(cos ¢ + isin ¢). Atunci
solutiile ecuatiei (1) sint date de formula

- 0 2
n on
unde 0 < k < n — 1.
Trebuie sd observéim ci rezolvarea ecuatiilor de gradele I gi II se reduce la rezol-
varea unor ecuatii binome. ;
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Ideea de rezolvare a ecuatiilor de grad > 3 este de @ o reduce la rezolvarea suc-
cesivd a unui numdr de ecuafii simple (de reguld ecuafii binome).
Ecuafii bipdtrate. Forma generald a ecuatiilor bipitrate este:

(2)

unde

ax® + bx: L ¢ =0,
a, b, c e Csia#.

Rezolvarea ecuatiei (2) se face astfel. :
Se face substitufia 22 = y si obtinem ecuatia de gradul doi

(3)

ay® + by + ¢ =0.

Ecuatia (3) se numeste rezolvanta ecuatiei (2) gi réddcinile ei sint:

—b + |/ — 4ac i —b — |/ — 4ac

Yi— 2% $1 Yo = %a

Din egalitatea z? =y obtinem ecuatiile

Ecuatia z2 = are radacinile:
1

V—b+|/b2—2£ V—b-;-Vbz—lm
Ty = y Tg = — .

? =y, §i ¥ =y,

2a . 2a

Ecuatia z? =y, are rddécinile

—b — |/b% —dac —b — |/ — 4ac
.Ta — 2a y CE4 =Sl .

2a

Numerele x,, z;, 23, z, sint rddécinile ecuatiei (2).
Rédacinile ecuatiei (2) pot fi cuprinse in formula g

(4)

2a

x_iv_bi |/ b* — 4ac

numitd formula de rezolvare a ecuatiei bipitrate.

Observafie. In formula de rezolvare a ecuafiei bipétrate apar radicali de forma

VA + |/ 'B. Acesti radicali pot fi adusi la o sum4 sau diferentd de radicali mai simpli utilizind

formula

(5) VAiV_B:\/Mﬂi\/A—VAﬂ-B

2 2

(A* = B, B > 0) (aceastd formuli se verifici direct prin ridicare la pétrat).

Egzemple. 1), 84 rezolviim ecuatia bipitrats
x' 4+ 52 — 6 =0,

Facem substitutia z* = y si obfinem ecyatia rezolvent#

¥+ 5y —6=0

care are rddécinile y; = —6 si y, = 1.
Rid#cinile ecuatiei bipitrate sint:

Ty = ]VEr T = ﬂll/—és X3 = 1, T = —1.

2) 84 rezolvam ecuafia bipitrata

z! — 8z 4 9 = 0.

Ficind substitutia 2* = y obfinem ecuatia rezolventa

y"S’J+9=0,

care are radicinile y, =4+ 75l yo=4— ) 7.
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RidAcinile ecuatiei b‘ipétr'ate sint: ‘ 3

}"1=V4+|/?2-”€a=-—]/‘!+'|/7; mn=l/4—V7;zg=—V&-—-|/?-
Dar, folosind formulele (5) de transformare a radicalilor dubli obtinem: :
AT 7=\/9+_V19—_7 i—_l/_1§;2=\/1 \/1=V_‘7;_1_

Ve +Vv - + - =i = 75

S e s v/ 16 —7 tb—y/16—7_Vi—1
b— 7 = . = = .
il a—v '\/ : - s
' 5. : VAL TR e A
Deci xl=—|/—7-é-—!—, o = — i/7i 2 , xg = I/j_ 1 : x‘=_.L/._7___,
V2 Ve V2 V2
Ecuapii reciproce. O ecuatie de forma
Apx® + Gy 2 A+ . 492 - T A Gy = 0, (a, # 0),
avind proprietatea a, ; = ¢; oricare ar fi i (0<i<n), se numegte 'ecuatie rectprocd
de gradul n (altfel spus, o ecuatie este reciprocd dacd coeficientii termenilor egal
departati de extremi sint egali). :

Observagie. Pe noi ne intereseazi numai rezolvarea ecuatiilor reciproce de' grad = 3.
Daci n.— 3 objinem forma generald a ecualiei reciproce de gradul 3:
az® 4 ba? + bz +a =0 (a #0).
Daci n = &, obfinem forma generald a ecualiei reciproce de gradul 4&:
az® 4 bz® + ex® + b+ a =0 (a # 0).
Dach n = 5, ob{inem forma generald a ecualiei de gradul 5:
ax® +_bx‘ +ez® + ca + bz +a=0 (aF#0).

S& dim citeva proprietili generale pentru ecuatiile reciproce de gradul n:

1° Dacd ecuafia reciprocd are rdddcine «, atunct ea are gi rdddcina —-
) o
_ Intr-adevdr, dacd f(z) = @,z" + @y 2™ + ... + a3z + @y = 0 este o ecuajie
‘reciprocd avind rdddcina o, atunci e -+ Upq0™ + ... 4 age® + gy + ag = 0.
Cum « # O (in caz contrar, ar rezulta a, = 0 g1 decl @, = 0) putem sé impériim
cu o §i obtinem relatia

1 1 \n2 1t i
a, + @Gy — + oo Gy ) + a, —) +ao{—\ = 0.
o o a Lol

Tinind cont de faptul ¢i a; = a,_; oricare ar fi i (0 < i < n) obtinem

4 \n 1 \»1 : 1
a’n(_) +an—1(_) +---+a1_+au=0 )
o o o
! e Tl
gi deci si — este de asemenea rdddacina.
[
2° Orice ecuajie reciprocd de grad impar are rdddcina x = —1.

Intr-adevir fie
f(2) = Ggp 18P+ + a5p7* + o + 8p 2P + @pa® A o + T+ Q= 0,

o ecuatie reciprocd de grad impar n = 2p + 1.
fnlocuind z = —1, obtinem in membrul sting numérul

f(—1) = a2p+1(_{1)2p+1 i azp(_i)m + .t ‘ﬁtr+1(‘_1)p+1 + ap(—1)? + ...
o ay(—1) + ag = —@ypq + ap + -0 + ap+1(—1)p+1 + ap(—1)? 4 ...
. (—ay) 4+ aq
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Cum @, = @gp 1y, @) = dgp, Ay = gp-1 +y p = Upyy, atunei grupind termenii egal
depirtati de extremi obtinem

f(—1) = (ay — @pyy) + (@ep — @) + (a3 — Agpy) + .. + (—1)P(ap — ap4,) =0.
Rerultd: ¢l z = —1 este réddcind pentru ecuatia reciprocé de.grad impar.
3° Orice ecuajie reciprocd de grad inipar
[(2) = @gp 1 22P £ agp2®® + ... a2+ a,=0, *
se reduce la rezolvarea ecuajiet x + 1 = 0 g§i a unei ecuafiv reciproce de grad par,
H(m) = bszﬂp + bzp_lmap—l + wee “I— blx —I— bﬂ = 0.

Intr-adevir, din 2° ecuafia f(z) = O are rédécina z = —1. Conform teore-
mei lui Bézout putem scrie

(2) = (= + 1)g(2).
Presupunem cd g(z) = bgpz®® + byp_1 2% + .., + bz + by Deci
Aop g TP T 4 g2 + . 4 4T + @y =
= (2 4+ 1)« (bp2™ + bap12**7" + ... + biz + bo),
de unde obtinem
Uypr1 = bapy @ = by,
gp = bgp + bap-1, @ = by + by,

Ayp—y = bgp_y + bgp-gy Ay = by + by,

Cum @; = ayp,,, oricare ar fi (0 < i < 2p + 1) objinem din primele egalititi
by = bzp Cum byp + bgp—y = by 4+ by ob}mem by = bzp,_l Din urmétoarele egalitdti
obtmem cd by =1l o

Procedind la fel, din egalitétile urmétoare deducem in final cd by = byp_; oricare
ar fi 0 < i< 2p

Deci ecuatia b,,z%" + byp_12?P ! + ... + bz + by = 0 este reciprocd.

Rezolvarea écua;iei reciproce de gradul 111
Am vazut cd forma generald a ecuatiei reciproce de gradul III este:

(1) : ax® + bx? + bx +a=0 (a #£ 0).
Aceasté ecuatie are réddcina z = —1. Atunci putem sé scriem
" (z + 1)[az? + (b — @)z + a] = 0.
Ecuatia (1) admite rédécinile
2y = —1 gi xy, 2y date de ecuapa az® + (b — a)z +a =0,

Exemplu. 84 rezolvdm ecuafla 22" + a* + 2 4 2 = 0. Aceaam ecuajie este o
ecualie reciprocit de gradul I1I. Ea se scrie

(@4 1)(2e° —a + 2) =0

care are ridiicinile @, = —1 §i @y, @q care sint raddcinile ecuablel 22° — & 4 2 = 0, adied

T T RS T2 iy
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Rezolvarea ecuajiei reciproce de gradul IV

Am vidzut cé forma generald a ecuatiei reciproce de gradul IV este:

(1) az? + bad® + cx? + bx +a =0, (a # 0).

Cum a # 0, ecuatia (1) nu admite ca réddcind pe z = 0. In (1) impértim cu z?
i obtinem ecuatia i

G ol DT
T e
sau grupind termenii in mod convenabil avem:
a(:c2~|— i)—}—b(w—l—i) +c¢=0.
z® T
b 1 1 : .

Facem substitutia y = z + — . Cum 2? 4 = y? — 2 obtinem ecuafia in ¥

z x

a(‘?la“2)+by—|—c=0 sau (2) ay? 4+ by +¢c—2a =0

Ecuatia (2) se numeste rezolvante ecuajier (1).
Dacd Y1y Yo 8int rdd&cinile ecuatiei (2) atunci obtinem doud ecuatii:

1 _ 1
gt =h Rrt =
& Z

sau 3) 22 —y,z+1=0
;gi (4) 22 —y,z + 1 = 0.
Dacé x;, z, sint rdddcinile ecuatiei (3) si x5, z, sint réddécinile ecuatiei (4) atunei

Ty, Tgy Tgy T4 8int rédécinile ecuatiei (1). '

Ezemplu. 84 se rezolve ecuafia
6z? 4 52° — 882 + 5z -+ 6 = 0.

Aceastd ecuatie este o ecualie reciproci de gradul IV, fmpér{im cu 2* si obtinem:

fa® B e 2a B g
x foad

-

Notdm y =z + i . Cum g? —2 = y® — 2 obtinem ecuatia
: z i :

Sau

6(y? —2) + 5y — 38 =0

sau
6y" 4- by — 60 = 0,
care are réddcinile y, = — — si Ya = i,
p 9
Avem ecuatlile:
1 10 1 b
—I"—'EM*—-'*.'i =|':-ﬁ"—;n
£ a ] ! @ P
Prima ecuatle are riddcinile
: " 1
=3, -
@y = aig 9
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Ecuafia a doua are ridicinile z3 = 2, z, = =

Deci '31 = _-—3, Ty = —

o | =

, Xz =2, 34 =% sint rddicinile ecuatiei date.

Rezolvarea ecuapiei reciproce de gradul V
Forma generald a ecuatiei de gradul V este

ax® + bxt + cxd + cx? + bz 4 a =0.

Deoarece aceastd ecuatie este de grad impar, din proprietatea 3° rezolvarea acestei
ecuatll se reduce la rezolvarea ecuatiei z + 1 = 0 gi a unei ecuatii reciproce de
gradul IV. gy e

Egxemplu. 83 se rezolve ecuatia
62° + 2 — 432° — 432° + 2 + 6 = 0.

Aceastd ecuatie este o ecuatie reciprocy de gradul V.
Deoarece este de grad impar aceasti ecuatie admite solutia z = —1.
Putem scrie:

62° + ' — 432 — 432% - = 6 = (z + 1) (62 — 54° — 382® — 5z + 6).
Deci obfinem ecuatia reciproci de gradul IV: '

bz — 52° — 382% — 5+ 6 = 0.
{mp¥riind cu #* obfinem:
Bt — b 0pie & 88 g,
x Ea

Facem substitutia y = ¢ + 4 . Obtinem ecuatia de gradul II

xr 1
3 ) 5 10 ‘
6y* — 5y — 50 = 0 care are solutiile y, = — ek Y= =
T : 1 “5 o 1
Din ecuatia £ + — = — —2- obfinem zy = —2, 23 = — =
x

o, c 1 ¢ 1
Din ecuatia & + — = a obfinem z; = 3, z; = E B
£

Deci ecuatia daty are riidicinile

il
T = —1, ;= —2, 3:3:—?, g =3, ;= —.

Observajii. 1) Am vizut cX ecuaia reciproci de gradul IV se reduce la rezol-
varea unor ecuatii de gradul II, ficind substitufia m + s y- Se poate arita (exercitiul 10),
folosind binomul lui Newton, ci orice ecualie reciproci da; gradul n = 2p se i'educe, folosind
aceeasi substitufie = + 4 =y, la rezolvarea umei ecuafii de gradul p §i a:p ecuatii
de gradul II. i

2) In unele munuale mai vechi sint numite ec@;ii reciproce. gi ecuafiile de forma
1) anz® + apy2® 4 L ax F a, =0
avind proprietatea urmdtoare:
ai = —ap—i oricare ar fi i, 0 < i < n.

Se observd imediat ¢ dacd n = 2p (numir par) atunci din ap = —ayp_p obfinemap = —ap §i

deci ap = 0.
[ |
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Orice ecuatie reciproci de tipul (1) are ca radéicind pe = = 1. Afunci, conform teoremei lui
Bézout putem scrie:

anz" + apat? ot Gzt g0 = [z — 1) (bp—y ™ + breaa™® + ..+ byz + bo) sau.
Anz® + an 2" + .+ ay7 + G = bpga® + (bna — bn)2® " + (bn-s — bu-a)a™® + ...

de unde oblinem egalitiile:

e bl — B)m— By

an = bp—y, @9 = —by, .
ap—y = bna — bny, @, = bo — by,
An—g = bn_.-a = bn_.g, Qg = b1 = bg.

Din prima egalitate, cum @, = —ay, obfinem by = bp_,.

Din a doua egalitate, cum ¢; = —an—,;, obfinem b, = bys.

Din a treia egalitate, cum a3 = —a,—3, obtinem by = by_s. _

Continuind astfel ob{inem c4 bi = bp_1)_i oricare ar fi i, 0 < i< n — 1, ceea ce ne arati
cd ecuatia '

este o ecuatie reciproci.

In concluzie orice ecuatie ¢

avind propristates ¢d ai = —an-i(0 < i < n), se reduce la rezolvarea unei ecuafii reciproce de
gradul n — 1.
1. 34 se rezolve ecuafiile bip#trate :

4.

5.

bp_qa™! -|- bp—az®? 4+ ...+ bz +bo=0

@z + anqa" ' 4 ..+ +ag =10

a) z' — 102" + 9 =0; b) 2 — 172" 4 16 = 0;

o o'~ (1 + VI o +/3=0;

d) 2 — 4a? + 1 =0;

e) o' — 622 - 6 = 0; f) 62 — 52> + 1 = 0;
g) 8228 — 122 +1=0; h) «* —1=0.

84 se rezolve ecuafiile:

a) z' + (-1;2]'= 40; b) V/22® +

Ta? — 5 = 2* + x;

¢) V2P + 8 =4 — 257 d) x’—(ﬁ)a= 5.

r

S4 se determine ecuatia de gradul IV, avind ca rédé#cini:

‘a) gy = —b, ;a=4&, xa= —3, ;=13

1 ;
_b) £y =——, xa=;,$a='—‘—"$4=——:

2

=

c) &y = —3i, xa =31, a3 = —2i, x4 = 2i;
d) &y = —2, za = 2, z3 = —5, x4 = 5.

S# se determine natura rid#cinilor ecuatiilor:

a) z' — 2(m — 2)a® — m® = 0;
¢) ma* + ha® 4+ 1 = 0;
e) 3z — Sma® — 2m? = 0;

S# se rezolve ecuatia

b) 4a® 4+ ma® + 9 = 0;
d) miz® — 2(2m? + 8)a® + 1 = 0;
f) a*(22® + 5) — m(a® + 3) = 8.

ax®n 4 bat 4 e= 0

gi upoi s¥ se aplice formula pentru cazurile particulare

a) z* + 152® — 16 = 0;
c) 28— 7a® + 6 = 0;

b) z® 4+ 22 — 3= 0;
d) 2® + 124* — 13 = 0.
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6. 84 se rezolve ecuatiile de gradul I11:

< Ul

a) 5z + 812" 4 3z + 5 = 0; b}2:c3+3m’—!-'3a:+2=0;
¢) 5a® — 31a® + 31z — 5 = 0; d) 22— 2* + z—2=0;

e) a® + 4z® + bz + 1 = 0; f) 3z® + 22° + 22 4+ 8 = 0
gl a® + 2 x +1 = 0; h) 22 4 5a* + 52 + 2 = 0.

S# se determine relatia intre a 5i & astfel incit ecualia reciprocd de gradul 11
az® +bz*4-bxr+a=0(a =R, beR)si aibi:

i) doud ridicini egale,

ii) toate réddcinile reale,

iil) doud rdddcini complexe.

7

8. Si se rezolve ecuatiile reciproce de gradul IV:
“a) 2;“ + 72° + 92 + 72 + 2 = 0;
b) #* + 2® — 1822 4+ z + 1 = 0;
c) &z — 2? —|—5x —x+ & = 0;
d)m -|-2:.t: — 2+ 22 +1=0;
e) o'+ 22° — 62% + 2+ 1 = 0
f) 2% 4 84® — 222+ 82+ 1 = 0;
g) '+ 82 — 162 F 82 + 1= 0.

84 se determine numirul real ¢ astfel incit ecuatia:

a4 22° 4 ax® + 22+ 1 =0,
s4 aibi toate radicinile reale.

9

10. 84 se arate cd orice ecuatie reciprocit de gradul n = 2p se reduce la rezolvarea unei ecuatii
de gradul p si a p ecuatii de gradul doi.

11. 84 se rezolve ecuatfiile reciproce de gradul V:
a) 20z° — 81a* + 624° 4 624 — 81z + 20 = 0;
b))+ttt a4 1=0;

c) 52° — 4z | 5a® 4 52 — 4z 4+ 5 = 0.

] &K

&

Teorema 9.1. Fie f un polinom nenul cu coeficienti reali. Daci « =a + ib, (b # 0)

este o radicind complexi a lui f, atunci:

1° @ =a—ib este de asemenea o ridicini a lui f, -

2° o §i @ au acelagi ordin de multiplicitate.
| Demonstra;;e 1° Am vizut in § 4 (proprietatea iii)) ¢4 f(«) = f(«). Cum f(«) = 0,
atunci f(«) = 0 si deci @ este o radicini a lui f. ' :

2° Presupunem ci m este ordinul de multiplicitate a lui «. Rezult c# existd un polinom g
astfel incit f= (X — «)mg si g(a) # 0. Cum b % 0, atunci.« # & Cum f(a)= 0, atunci
(@ — «)™g(«) = 0 de unde ob{inem c# g(a) = 0. Din teorema lui Bézout obfinem cA existd un
polinom g, astfel incit
g=(X — g Deci f= (X — o) = (X — o)X — G)g, = (X — (X — @)X — o)™y =
=[X* — (o + @)X + a@)(X — &)™ g;. Cum o« + & = 2a §i «x = a® + b® atunci
f=(X*— 2aX + a® + b°)(X — a)™'g,. Cum polinomul X? — 2aX + a® + b are coeficienti
reali deducem cd polinomul f; = (X — a)™ g, are coeficient,i reali. Putem s scriem
f=(X*— 20X + a* + bY)f,.

Dacd m > 1 continuim procedeul cu polinomul f,. Cum f; are ridicina « atunci exact ca mai
sus existd un polinom gg astfel incit f; = (X* — 20X + a® + b*)(X — a)"*g,.
Deci f = (X* — 2aX + o + b)(X — a)m2g, si polinomul f; = (X — «)m—2g, are coeficienyi reali.
Daci m > 2 atunci « este ridicind pentru f; i continudm procedeul cu fj.
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fn felul acesta dupd m pasi obfinem un pelinom h cu coeficienti reali astfel incit
f=(X"—2aX+a®+b")"h = (X — w)™(X — a)™h.

Din aceastd egalitate rezultd cil (X — &)™/ f. De asemenea (X — @)m+! nu divide pe f, deoarece
in caz contrar am avea ci k(@) = 0. Cum % are coeficienfi reali atunci o = @ este de asemenea
| o raddcind alui h gi deci X — a | k. Dar atunci (X — &)™+ | f ceea ce contrazice faptul cd « are
| ordinul de multiplicitate m. )

. 1n concluzie « este o rid4cind cu ordinul de multiplicitate m. Aceastd teoremi este
foarte utild in multe aplicatii cind se cere determinarea r#d#cinilor unui polinom (ecuatii
algebrice) si cind se cunoaste o radicina complexi a sa.

Ezemple
1) 54 se determine ridécinile polinomului
f=X*— 3X® — X*{ 9X — 18, stiind cd admite rddicina a, =1+ i/ 2. i

Conform teorameiIQ.‘l polinomul va avea ca rddicind 5i pe e =1— i|/§, deci se
va divide cu e

(x -1 —=if/)X—=1+i)2)=X"—2X 13
Efectuind impiriirea lui f prin X? — 2X + 3 se obline descompunerea
f=(X*— 2X +3)(X*>— X — 6).
Polinoml;l g= X*— X — 6 are rddécinile o5 = —2, &y = 3.

9) 84 se arate cd polinomul f= (1 + X)*—(1+ X)%* — 1 este divizibil cu
X'+ X + 1.

Riddcinile lui X* + X + 1 sint « = %1_1/_3_ gip= :1—2& . Pentru a ardta

cd f se divide cu X* + A+ 1 = (X — a) (X — B) trebuie si ardtim cd fla) = f(B) = 0. Dar
cum @ = % este suficient s& dovedim ci f(a) = 0. Intr-adevir :

fla) = (1 + &)= (1 + P 1.

Dar o+ «+1 = 0 si deci * 4+ @ = —a’. Obfinem atunci f(«) = (—o2)BRtt —
— (__aﬂ} Ek—{-ﬂﬂ_ 1 - _a12h+2_ m12k+4__ ,l =7 _(ma)‘”t . U.s = {msl‘ih b ﬂ.‘ A 41
Cum o«*=1 avem of flo)= —a?— o —1=—d —a & —1= -’ —a—-1= —(a? +
o+ 1) =0. -

Deci f(a) = 0, ceea ce trebuia dovedit.

3) Fie polinomul f= X°4 X®+4 3X° 4 2X°  3X% + mX + 1. 84 se determine
m stiind ¢ admite ca réd#icind pe i si apoi sil se giseascd celelalte ridacini.

Cum i estesradiicin trebuie si avem cd f(i) = 0. Deci 1® + i* + 3i® 4 2i* + 8i* + mi +
4+ 1 =0 de unde obfinem ci —1 + i+ 3 — 21 —3 4 mi 4 1 =0 sau (m — 1)i =0 si deci
m = 1. Cum f are ca rid#cina pe i rezultd c# are ca raddcind si pe —i. Deci [ se divide cu pro-
dusul (X — i)(X + i) = X® 4+ 1. Deci f= (X* + 1)(X* + X + 2X* + X + 1).

Ecuafia 2% + z* 4+ 22® 4+ « + 1 = 0 este o ecualie reciprocd de gradul IV. Imparfim cu
- 2® i obfinem :
m“—‘r.'.r:-{-‘?—{—j—«}-ia:[).

A

Notim y = z -+ & ; objinem ecuatia de gradul Il in y:
-

i o !
; i
care are ridicinile ¥, = 0,51 ya = —1.
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Ecuatia = 4 A 0 are rddicinile o3 = i, 2, = —1i.

X
7 (o gl AL —1 — i3 ATy
Ecuatia z + %= —1 are r#d4cinile z; = ——+21£—- , L= oot e | 61 21[/3 « Deci polinomul
are ca rddicini: ; S
. " j 1 1 s —3 Mot o
T =1 33 = —1, 23 =1, 153 = —1, %:_—;_l_/_,%z_z_lﬁ.

Ri#d#cinile i si —i sint duble.

In continuare vom da citeva consecinte ale teoremei 9.1.

- Consecinga 92. Orice polinom cu coeficienti reali are un numir par de ridicini
complexe (care nu sint numere reale).

Din aceastd consecin{d rezulti imediat:

Consecinga 9.3. Orice polinom cu coeficienti reali de grad impar aré cel pugin o
' rédicind reala. i

Teorema 9.4. Orice polinom f=a, +a,X + ... 4 d, X de grad >1 cu coeficienti

reali este un produs de polinoame de gradul | sau gradul Il «cu
v coeficienti reali, adici poate fi scris sub forma ; : j

(1) = ap(X—a; ... (X—ap)tp (X2 by X4 ¢, ). (X2 by X+ ;)T

unde ay, dy, ..., 0 € B §i b] —4c; <0, ... b2 —4c, < 0. & i

Demonstragie. Conform consecintei 7.3.4 f are descompunerea (2)

f=ap(X — a)'s(X — ap)ts... (X — ) unde oy, @y ..., &, sint riddcinile lui /-
Presupunem cd o), ay, ..., ap sint toate ridicinile reale ale lui /. Rédagcinile
p41y - Oy Sint complexe. Ludm rédécina a,,, care are ordinul de multiplicitate
kpyy. Cum @y, este o rddécind a lui £, existd o rddicing o, 4ilt =-2) astfel incit
Apyj = dpyy. Dupd teorema 9.1 avem kp,, = k... / : /
In descompunerea (2) grupim factorul (X — tpiq)tort cu factorul

(X — U‘Il+i)h7’+‘ = (X — E:o+1)hp+1-

Notdm ry = kpyyy by = —(etpyy + Opyr) i ¢ = Epgr * Opiy

. Atunci in descompunerea (2) apare factorul : P
(X — apyy)'p(X — apyg)Pprr = (X2 4 b, X + ¢,)", unde b;, ¢, R. Daci in con-
tinuare proceddm la fel cu toate ridicinile complexe ale lui / descompunerea (2)
a lui f se scrie sub forma (1). I ' i

1. Sise arate ci daci a # b, polinomul f = ¢ X* + X2 4+ bX - 1 nu are ridicinile +4i.
2. S se determine a si b i apoi s4 se rezolve ecualia
' — 72+ 2a® Fax+b=0,a,beR,
stiind cd 1 + 2i este ridicind a ecuatfiei.
8. Fie ecuatia
'+ (2a +1)a® + 2(a + 122 + ba +c=0,a, b, ceR cu a = 0. S4 se arate ci aceastd
ecuatie admite cel mult doui ridicini reale.
4, 84 se determine radicinile polinomului
f=X®4+ X% 4 3X% 4 20%  3X% | X + 1
stiind cd admite ridicina i,
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6.

7

8

10.
11.
12

18

14.

16.

18.

S# se rezolve echatia :
: 2t — 3z + 52 — bz +2=10
gtiind c#t admite rédécina 1 + i
S# se rezolve ecuatia
2t — 4o’ + 62 — bz + 5=10
stiind c# admite ridécina 2 — i.
Fie ecuafia -
s —or—ar+1=0cuacsRsi|a] <1.
S# se arate c toate réddcinile sint-de modul 1.
84 se determirie m si n si apoi si se rezolve ecuafia
=t met+22+n=0
gtiind c# admite rid#cina 1 4 i.
Stiind ‘c# polinomul f= 3X* — 5X°® + 3X® + 4X — 2 are riddcina 1 + i, sd se glisdasci
celelalte ridicini si s se descompuni polinomul f in produs de polinoame de gradul I si II
cu coeficienti reali. )
Si se descompun# polinomul f = X* 4 X* 4 1 in factori cu coeficienti reali.
S# se descompuni in factori cu coeficienti reali polinomul X* +- 1. '
Fie f si g dou¥ polinoame nenule cu coeficienti reali. Dacd polinomul f(X®) + Xg(X?) este
divizibil cu X® 4+ X 4+ 1, atunci f 5i g au rddécina 1.
Fie f si g doul polinoame nenule cu coeficienfi reali. Daci polinomul f{X®) + Xng(X?),
este divizibil cu X? 4+ X 4+ 1, unde n este un num#r natural care nueste divizibil cu 3, atunci
{f si g au ridécina 1. y
84 se determine polinoamele cu coeficienfi reali de gradul cel mai mic care au ca rid¥cini:
a) rid#cina dubli 2 si riddcina simpld 4 + i, .
b) ridﬁcina dubly i si rdd#cina dubli 2 — i,
c) riad¥cina tripld —1 — i §i rid#cinile simple 1 §i —1.
84 se rezolve ecuatia : 1
(z+ i)+ (—ijr =0
si 54 se arate cd are toate ri#dicinile reale.
84 se arate ci polinomul

xio 4 xibH | plote | yldds
a, b, ¢, d fiind numere naturale, este divizibil prin X® 4 X* 4 X 4 1.

Teorema 10.1. Fie f un polinom nenul cu coeficienti ragionali §i a +1/b

(cua,bc Q. b>03 |/ be& Q) o ridicini a lui f.
Atunci:
1° a— /b este de asemenea o ridicini a lui f;

2° a+ /D §i a— |/ b au acelasi ordin de multiplicitate.

Demonstrajie. 1° Conform proprietdtii iv) din § 4, avem fla £ V%) =

— A+ BYT. lnsé fla+ |/T) = 0, deci 4 + B /D = 0. Daci B#0 atunci /s = —% Q.
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Dar |/ & @;-deci trebuie ca B = 0. Cum 4 + BJ/5 = 0 objinem ci A = 0. In acest caz
fla—V/8)=A— BYE=0,sideci a — /T este de asemenea o radicini a lui f.
~ 2° Presupunem ci @ + /b este o ridicing a lui f avind ordinul de multiplicitate m. Deci

f=[x—(a+1V0)]" 5i gla +1/7) #0.
Cum a — /b este o 'riddcing a lui f avem f (¢ — |/F) = 0 si deci

e —Vo—(a +VB)"gle—1/F) =0

sau
(—21/8)"g(a — 1V7) = 0.

Cum b =£ 0, atunci trebuie ca g(a — y/3) = 0.
Din teorema lui Bézout putem scrie g = [X — (a — 1/3)]5:1, gi deci f=[X — (a4 B)]"[x —
—(a — /E)]gl = [X® — 22X + a* — b] i — (@ + ;/_b)]m'_lgl.
Cum X° — 2aX + a®— b este un polinom cu coeficien}i rationali, rezulti ci polinomul
f1=[X — (a + /" B)]™ g, are coeficienti rationali. In continuare se procedeazi exact ca in
teorema 9.1. i
Se obfine ci a — Vb este o ridécin¥ avind ordinul de multiplicitate m.

Observatii. 1)+ Teorema 10.1 se aplici numai atunci cind polinomul cu coeficienti

rafionali are o rdddcind pdtraticd, adick un numir real de forma a4+ P unde b> 0 si

VT nu este un numir rational. :
2) Teorema 10.4 nu mai este adeviratd cind polinomul f nu are coeficienti rafionali.
De exemplu, polinomul f= X* — (/2 + v/ 3) X+ (V6 + V3 — /2 — 1) are coeficienti
nu tofi numere rationale. Ridicinile lui f sint 1 + /2 si V'3 — 1. Se observi ci f nu are
si riddcina 1 — /2.

Ezemple. 1) 84 se giseascd ridicinile polinomului

f=X'— 86X X® | 6X.4 2 stiind cd admite ridicina 1 — 2. Din teorema 10.1 rezultd
c4 [ are si radicina 1 4+ /2. Deci f se divide cu produsul [X — (1 — /)X — (1 + V2)] =
= X* — 2X — 4. Efectuind impérfirea lui f cu X® — 2X — 1, f se scrie

f= (X% —2X —A)(X*—2X — 2).
Rédécinile Tui g = X® — 2X — 2 sint 1 — /3 5i 1 + /3. Deci f are radicinile 1 — /7 ;
1+/21 —/3 1 4+/73
2) 84 se determine un polinom f cu coelicienti rationali de gradul cel mai mic care admite

. ca riddcini pe 3 + i si 1 — /2. Intr-adevir, acest polinom trebuie s4 aibi si rdd#cinile 3 — i
si1 +v/2. Atunci [ se divide cu produsul

(X —@+iX—B—i[x—(1—-v2x—01 +V2)]=
=(X®— 6X } 10)(X* — 2X — 1) = X°* — 8X% 4 21 X® — 14X — 10.

Deoarece ultimul polinom are coeficienti rationali, rezultd cd f = X% — 8.X% 4+ 21X% — 14X — 10.

~

Teorema 10.2, Fle f=aq 4+ 0, X + ... 4+ 3,X™ un polinom de gradul n-(n;1)

cu coeficiengl fntregi. Daci aﬁﬂ(p. q numere prime fntre

ele) este o raddcind ragionald a lui { atunci:
1° p divide termenul liber gg;
2° q divide coeficientul termenului de grad maxim a,,..
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Demonstragie. Cum f (i) =0, avem
q

; 2 n
M . etel s az(ﬂ)_ bty (3) =0.
7 q g .

fnmultind (1) cu ¢", obtinem - ‘
0" + 0,pg" ™t + @p*("E 4o+ G 1P + anp” = 0,

de unde obtinem
(2 aog" = p(—arg"t — a5pg™* — ... — @p™Y)
1 : ' :
(3) t,p" = g(—ag"t — &pg"? — . — Gpap" )
Din (2) rezultd c# p| a,g™ Cum p g ¢ sint prime intre ele, atunci p gi ¢" sint prime
intre ele gi deci trebule ca p sa dividd pe a,.

~ Analog din (3) rezultd ci ¢| a,p™. Cum p i ¢ sint prime intre ele objinem
cd ¢ divide pe a,. ;
Consecinga103. Fie f=ag 4+ X+ ... + a,X™, un polinom cu coeficienti in=

tregi. Daci o = p este o ridicini intreagd a lui f atunci p este un
divizor al termenului liber a,.

Demonsirajie. Cum o = p = % atunci aplicind teorema 10.2 se

obtine cd p| a,.
Ezemple. 1) 84 se determine rid#cinile polinomului
f=X'—2X°— 5X° 4 8X + 4.
Mai intii incercéim si vedem dac f are riddcini intregi. Acestea, daci existd, se giésesc printre

divizorii lui & care sint +1, +2, 4-4.
Se vede cd f(1) = 6 si f(—1)= —6;

f(2) =10 si f(=2)=0;
fl4) = 8% si f(—4) = 276. '
Deci 2si —2 sint ridicini pentru f. inseamni c¥ fse divid e cu (X — 2)(X + 2) = x4,

Polinomul f se scrie
i 3 f=(X®— &)(X2 —2X —1).

Rid¥cinile lui X* —2X—1 sint 1 — V2 si 4+ |/2. Deci polinomul f are rad.icinile:
—2.9,1 =2, 1+ V2
2) 54 se determine ridacinile polinonaulni
f=6X'—17X* — X* + 8X — 2.

Divizoril lui 2 sint 2-1, -2, iar divizorii lui 6 sint 1, £2, +3 i £6.
Conform teoremei 10.2 f poate avea riddcinile fracjionare:

1 1
PR SR S S 2
2 3 6 3

Avem
fl1) = —6; f(—1) = 12; f(2) = —80; f(—2) = 210;

()= A=) =2 () (=3 )

(-4)- - 2i)- -3 -3
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Rezultd ci f are radXcinile %gi % Deci 7 se divide cu produsul (2X — 1)(3X — 1).

Efectuind impirfirea obtinem cd f= (2X — 113X — 1){X* — 2X — 2).
Ridicinile polinomului X? — 2X — 2 sint 1 — }/3 si 1 + /3. Deci [ are ridicinile:
T VT 1+VE

2

1. S4 se rezolve ecuafia 2z° — 52% — 22° + 62° — 1 = 0, stiind ci admite rddicina 1 4 |/ 2.
2. S¥ se rezolve ecuatia #* — 22° — 2* — 22 — 2 = 0 stiind ¢ admite ridicina1 — |/3.
8. Sd se determine ridicinile polinomului
f=X%— 3X% — 19X® 4 91X? — 80X — 50 stiind ci una din rddicinile lui este 3 4 i iar
alta este 1 — I/i'
4. Si se determine rdd#cinile polinomului
}= X' — 5X° + X? + 6 stiind cd admite riiddcina 3 + /3.
5. S se determine rid#cinile polinomului
f=X°+3X + X°— 5X* — 6X — 2 stiind c4 admite radcina /2.
8. S# se afle rddédcinile rafionale ale urmatoarelor polinoame:
a) X° 4 38X — 14,
b) X* — X® —12X® + 6X 4 36:
c) X® 4 7X% 4 18X° | 22X° - 13X | 3;
d) X5+ 6X% 4+ 13X° 4 14X? + 12X + 8;
e) X% 4 8X' 4 5X° — 50X — 36X + 72;
f) 6X'— 43X° + 107.X2 — 108X + 36.
7. Fie f un polinom nenul cu coeficienti intregi. Daci « = £~ este o [raclie rajionald ireducti-

bild, rid¥cind a lui f, atunci p — ¢ divide pe f(1).




Capitolul |

§ 1.
i

1 B b Vo o [5J a) egale; e) egale; f) 2-V3; ¢) 5V7 . h)\/ =
: _Vs
2. a) 2_14(3; b) (3-22“)V3;c) 5 d) 2 A . 8.a)z2>26; b)a<g—2; ¢) o>—7;
1 ¥
d) z<1;'e) z > —8; 1) x.<8;g)z<—8*;h]x<-"10;1] x> —21. 4. a) m> n; b) m>n;
V2

c) m<n;d) m>n. 5. mai mari decit 1; b) d); e); mai mici decit 1: a); c); f) 6. a )[ ]
T

9 1+V_6 — e
1)2; c) [é] s d) (74 S)V"_Q. 7. dacd 0 << a < 1, atunci z < 0; dacd e > 1, atunci

6
0. 8. a) pentru @ > 1, da; pentru 0 < @ < 1, nu; b) da; ¢) da; d) nu.
§ 2.

l.a) 2 <1;b) ~1<z<1l;¢) zeR; dze(—w, —2)U(1, +x); &)z (2, 3);
f)zeR; g) 2>1; h) 2 >1;1) 0< < 1. 2 a) logs5; b) loga10; c) logs1/2; d) 3. 8. a)
x> 4 h)0<zs§; c) ze(—00, —2/2]U[21/2, +0); d) == (1, 5]. 6. a) 2; b) 2;
¢) 2;d) 2; e) —2;1) 25 g) 1; h) —1. 6. a) —0,15490; b) 0,28170; c) 1,54407; d) 2,24304;
e) 1,49458. 7. a) E = log,8; b) E = log3; c) -1— 8. a) logaE=210ga4‘l —|—f—{loga41 R

+ 5102g37); b) log,E = 3log 31 + {loga!A + 4 loga33) — 2 logal'? — — (21oga23 + logg29);

12 7263 {a+b)“
c) lo — 9 logaa —loa 3logyb + logue). 9. 2= —; b = ic :
) logeE o +5(2a¢+ Sub + loguc). " ) = 54 [a—b]“
2} g (a — b)¥Bb*
V{a +6)% 2a(a + b)? .
§ 8.
1 A BRI s e O ) 0,778;1,476; 1,505; 1,477; 2,921,
§ 4.
1 4 5
1. a) 3; b) 5; ¢) —3; d) _E; e)Q;f)—, g) —b; hl )E b) 3; ¢) -—; d iz =

=7 wa= —1; 6) a7— 2, an=3. 8. a) 4; b) 17¢) Q) 1;e] 2. 4. a) 35; b) 1—3;0)24.5.3)
2; b) 1;¢) 3; d) 4&; e) x1:10g53,x2=10g5%;f) 0;8) @s = 0; @2 = 1 h) 0; i) x1=0‘;w2:

=4. 8. a) 1; b) log

L]
325 c) 0;d) 0 ) & T a) 2; b) —; o) 5; d) & 8. a) ks b)\ /2 .
79 2 3"
1 e
¢) 2. 9. 8) 2y =10; 22— 10~ b}z, = P10; a0 = ;/-11:0:wgc) 2y =10", 23 =10 °; )z =
i 1!
1 ) T A
=T.£2=g‘510.100 ]1-"1.‘1:2 e 72 ]u-a).‘.1:1:5,3]1:253.11.1‘3:2,?}2-_—5;
o
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b) (2,1); ¢) (100, 10)3 d) (&, 2);€) ;=14 h= 10 sau s = 10, yo = 43 f) (1, 1). 18. a) z&
e (—3,—2) U3, + oo); b) 0, 04 & < 10000} ) z < 414, 8) < z<3; bl 225k
o fhaEs L : 3\% L%
15, impirlind cu 5% obtinem inecuaiaa:[j) +[?] = 1: [unclia fl{z) = (—r—] + [E]
. Q ) ] o
este strict descrescitoare si f(2) = 1 deci flz) > 1 pentru x < 2. 16. a) pentru 0 < a <1,
0 < x<<a; pentru a > 1, x> a; b) pentru 0 < a < 1, £ > 5; pentru'a > 1, 0 <& < 8.

Capitolul Il

§ 1.
8. 8, =1-11=1, Si=1-114+2-21=5, Sy—4 Al 2:2] 4 3381 =28, 8=
it ol A g gl o b Bl = 119. Txaminind aceste rezultale, se ohservii ¢ avem:
Sl — 1, 8 =13l Sy=&1 =1, § =5l —1. Formulim urmitoarea ipotezi: Penlru

orice n>1, are loc Sp = [r + 1)l — 1. Aceasta se demonstreazd prin inductie matematicd.

g i i i
AT e N P3=(1,i{1———nJ=-%, P;:(i'—l Lot [1fi =
A b 5 9 3 1 S 9 16

5 2 1 341 b + 1
— 2 Dbservdm cid Py = i ,Pa:——l—*, Py = e
8 : 2t ) 24

. Atunci, in general, formulim

urmitoarea ipotezd: Pentru orice n 2= 2, avem P, = Aceasta se demonstreazd prin

induclie matematica.
: § 2. ;

l—‘ EJ (2) b) (’5’ 5)’ (51 [‘)‘ U} (U'! B’ YL (D‘., Yﬂ B)! [B\ oy ;{)! (B: T! Ol], (T' L3 B)’ (Y} B} '1]‘
9. a) 5760; b) 322560 d) n(n — 1); ) (n — 3lln — &); it in L gea) n=7; b) n=bs

: (n+ 2)!
clin=2

4. a) ne {3, 4 5, 6, 7, 8, 9}: b) ne (1,2, 3, &, 5, 6}. b 4l = 24.

6. 10! — 3628800. 8. Daci lixdm un element din A (pe primul loc) si un element din B
(pe ultimul loc) obtinem (m + n — 2)! posibilitali de a ordona celelalte elemente. Dar cum
A are m elemente, iar B are n elemente rezultii cit sinl mn posibilitdli de asezare a unui ele-
ment din 4 pe primul loc si a unui element din B pe ultimul loc. Deci numérul permutérilor
este mn(m + n —2)L. 9 Dac# n este numirul de elemente al multimii, atunei 500 < n! <
< 1000, de unde n — 6. 10: 61 — 5! =600, 11, {n — 1)1 13, 48. 14, 4% — 1680 moduri; dacd

unul din examene trebuie dat in zina a 8-a, atunci avem &'~A$ — 840 moduri. 15. A§0 = 30-

.29 — 870. 16. a) (n — &)%; b) n(n — 1); ¢} nAmii1.

17. a) n = {9, 10}; b) 195 ¢) n = 10, 18. Trebuie sd avem Ak = pAﬁd.RezulLéi cil pro-
blema este posibild dacd numdrul p este produsul a doud numere naturale consecutive, adici
p = mlm -+ 1). Apoi, se deduce ¢& n = k+m—1.19. a) @, {3}, {4}, {3 4} 20. Clo= 4 080

2 ’
o1, 3 = Mn - . 99, €3 — 126; Clo = 210. 8B. a) Ch— 2 4 1; b) €3 — Ch.24. CoCh=
— 14 535.
o6, GE. 3. C8 = 4 680. 26. &) 45; b) 560; o) Chth =" RN Tl T ) INERREY R 11
(Lo s
R el W bR '
i T e L k—1) .. (n—2k) . gq 97, a) 6; b) 5; c) 4; d) 17. 28 O clasd

2.kt 1)
oarecare contine (‘.5; submuljimi. Asadar se cere sd determinam care din numerele (ot (1 e G
n—k-+1

—k+1 k- il :
este cel mai mare. Deoarece Ch = L—I—Jr—é ct=1 ayem CK' < &, dac—ggh__rI__ =1,
¢ ¢
1 0 2 — k41 ! 1 :
deunde k < R y, lar (.ﬁ 1> Cif., dacd Lotk < 1, de unde k> b Daci n = 2m
2 ' 9 a

: - ; ; i “ ¢ ;

este numair par, afunci Ch este cel mai mare dintre aumerele Cam. Dacd n = 2m + 1 este un
G ; gl : ; i

numir impar, Ciit— (,31,,?4_1 este cel mai mare. 29. a) n > 11, b) 7 < n <128 c)l< ks 104

a) k> 9. 82. c3ci + ciel + {hce.
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§ 8.

1, a) 2" — 6az' + 15a%2® + 20a°2" + 15a'c* — 6a°2® + a® b) a® — 5a'h + 10a%2 —
— 100%® - 5ab* — b%; ¢) ‘a® — 4al/ab + 6ab — 4b|/ab -+ b d) a? 4 14z 4 84z +
4 280z" 4 560a® + 672z® 4 448z + 128. 2. a) —330z; b) 701/2 ™’ Va; ¢) —20zy |/ zy;
d) 126a% [/ a /b, —126 a%b® ¥ -

28

8. a) k= 3; b)——sa", G) thi="6.

4, k'=9. 8. n= 1’7 6. 26. 7. 70a®. 8. Din dezvoltare, avem nm — (m -+ p)k = ﬁ,
nm — 11(m 4 p) = 1, nm — 23(m + p) = 5. Scdzind prima ecualie din celelalte dou# si fAcind

—11 : 8 ;
citul se nbtme s = —, de unde k= 8. Apoi, m + p = — i , n = — — si denarece n
— 23 5 3 3m
este mtreg pozmv avem n = 81, cu ! intreg pozitiv s.a.m.d.
9. Punem z* = y*= 1. Atunci dezvoltind dupii formula binomului lui 1'\Pwton si inlo-

cuind z® si y* prin 1, obtinem suma cdutatd a coeficientilor. Astiel suma coeficientilor este egalii
cu (7 — 6)° =1. 10. aj5ds b 26!

1 I
11. a) Deoarece Ll ck = Cﬁii atunci €% -+ —C,, At ch = !
n-41 n -+ 1
<1 2 n-+1 1 ; Sh 1 1
(Cat+1 + Cagts + ... + Cn+1) = o (2n+ — 1) b) in dezvoltarea (1 + )™ =1 + Cppaz 4
n :
. 1 nHl _ ¢ s B S
+ Cas12® + .+ Chél a™*1 care se poate scrie: ( -MT— = Gz - % x4 —3—’x"+--»+
n

n
1—C-'1-- a™*!, pentru z = 1 se obfine a) si pentru z = k se obfine b); c) Se foloseste egali-
+ n
tatea: IrCﬁ= n(l'::i; d) Se foloseste aceeasi egalitate ca la punctul ¢); e) Dacd S, este
prima sumd, iar S; cea de-a doua se calculeazi §; 4 iS,.

§4
8. a) Numirul —102 este al 27-lea termen al sirului; b) nu este; ¢) nu este; d) nu este.
58! A i 4 . & i
4, b) in gir termenul al 8-lea gi termenul al 9-lea sint egali cu —72: ¢) nu esLe &. d) 3, e
1 1 2+4 2k — 2
8, —» 8, —;e) —1,1,0,1, %, 2; £)38,1,2, —1,3, —4 6. asny = 0, asp = LG e
d 3 3+ 7..‘[2#—‘1]
q
5 (k> 1).
1y
8. ak by —8,by =9, b)b; = —23, b ——16. 9 a) ey = 25, ca = L, o= 485 b) ejp =0,
g 3
¢; = 45, ;g = —15. 10. a) a5, = 3,5; b) ayp = —24; ¢) agy =.—100,5; d) ag; = 8 —7- .11.a)23;
b) 130. 12..a) ¢; =21, r=1,5; b) ¢, =120, r = —1; ¢c) ¢, = 38, r= —2; e) sau a, = 2,
r=3,8aua =14 r= —3. 13. a) ;= —3, r= 2. 14. a) 8000; bh) 650; ¢) —24550;
d) 4250, 1haypee Nt 1 3 1L 16 a) 55: b) 1. 17, 100; 19. 2 500. 21. a) Daca
4 & 4 4 4
a,{, v sint trei numere, atunci ele sint in progresie aritmeticidaciie + y = 26. Avem . -+
z+ 1
2 S Al e LAY Sy . :
Feyt =2-= =l t b) vezi indicalia de la a), 22. vezi indicalia de la problema
lwi=-1) 2

precedentd. 28. vezi indicafia de la problema 21; i) este adevdrald si reciproca; ii) dacid
a + b + 5~ 0 este adeviratd si reciproca.
25, Se face induclie matematicd dupd n. 28. b; = 96, b, = 384, by, = 768 sau b. = 96

by = 384, byy = — 7685 b) by = —10, bjp = —10, by = 10. 81. a) a, =1, ¢ = —3; b) rll»"z,
1 5? L i —q
§g=——;0¢) By = = O0,6saua; = — —, g, = —06.32. d) 2731; e) ~——— dacd « =~ 1;
2 3° 3 ’ % x— 1
5 A 101 .
101, dacii @ = 1.83, a) Ecualia devine o ® cu ==~ 1; b) Ecuatia devinge ———— =
i : =

=0cuzs£1. 84 y, =8, ys = 40, Sy = 1 248,
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b* — ac

86. a) nu este; b) este; ¢! nu este. 3%. z = T T dacd a + ¢ — 2b=£0.
a-|ec—
88. Numerele &, v, z rezultd din sistemul: zz = ¥*, = + S =2y +a),z(z+b) = (¥ + a)?.
Capitolul [l
§1.

1. a) citul —25, restul 188; b) —27, 132; c) 136, 10; d) —2 342, 0.

9, 87 si 6 525; solujia este unicd. 8. 6, 5, 1, &, 13, 7. 6. Se tine cont de unicitalea impdr-
tirii cu rest. 7. 24. 8. Dacd n este par atunci n? este de forma &4k; dacd n este impar atunci n®
este de forma 8% + 1 (in particular [iind side forma &k’ < 1,cu k' = 2k); nu existd numere pitrate
perfecte care si dea restul 2 sau 3 prin impariirea la 4.

§ 2.

9, 14, +92. 8 Rezultd e =3k4+ 1, b= 3k’ + 1 sise analizeazii loate carurile. 4.
1000=999 +1=27:37+1=37p+ 1. Din formula binomului lui Newton rezulta 1 000k —
—1=(37p+1)k—1=237,leN. b, p=3k— 1 6. 920 — 720 ape yltima cilrd 0. 8. Avem
(n 4 1) = n 4 Can®t + ..+ 2ttt 1=n*k+1,keN 9 Din (n+ 1)
(n + 1)® rezultd ca (n + 1)|n® + 2n +1 — n® —1 deci (n+1)|2n. Darj (r -+ 1)|2(rn + 1),
deci (n -+ 1)|2n + 2 — 2n. Prin urmare (n + 1)| 2, adici n = {—3, —2, 0, 1}. 10. n' —
—n = (n— 3)(r* 4 3n + 9) + 24; deci n — 3 este divizor al lui 2&, adicd n — 3 € {1, £2,
43, +4, +6, 48, 412, £24}.

§ 8. ‘

1. a) 4; b) 15; c) 19; d) 76; e) 12; f) 15. 4. a = —25, b= 35. b, a = 24, b =9 sau
@ =72 b—3 6 Dachd|2k+1gid|9k+ & atuncid|9(2k + 1) — 2(9k + 4) deci d| 1.7. Pen-
tru k = 170 + 9, c.m.m.d.c. este 17, In rest numerele sint prime intre ele. 8. Dacd (k, W=l
atunci d’d| ke si d’d| lb, deci d’d| d, adicd d" = £1.

§ 4.

8. 48 si respectiv 1 260. 4. 7' -11% 5. Fie p un numir prim. cu p|ab. Atunci p|a sau
plb; daci pla sipla+b atunci p| b, absurd. Celelalte situalii se trateazd analog. Dacd a si b
au parititi diferite atuncie + b si @ — bsint impare si dacd p|o 4 b,atuncipla + b +a — b,
deci p| 2a, adicd pla. Prin urmare p|e -+ b — a, absurd.

6. Dacd d|a si d|b, atunci d|a + b, deci d = £1.

7. Avem/[a,b] = (a ‘b\ — a - b. Deci gb| ¢, deoarece ¢ este multiplu comun pentru a si b.
a:b) ]
8. Daci p| a si p| be, cu p prim, atunci p| b sau p| ¢, absurd.

-

- ¢, dar e este prim cu 2. deci
(a, b) (a, b) (a, b) (a, b)
: C

{a, b) + ——. Dar este prim cu
» ©) (&, ¢) (, ¢ (b, ),

(a,b),adicéb{ (a, b) (b, ¢). 10. Rezultd din descompunerea in [factori primi

9. Avem —— | -2, deci ——
(a, b)| (a, b) (a, b)

Prin urmare, &| (a, b)e. Rezultd ca

deci

(b, €
a lui a si b. ;

11. Din teorema de descompunere in factori primi. 12. Din teorema de descompunere in
factori primi aplicatd lui a si b.

18, §7 4+ 1 = (2M3 4+ 1 = (2" + 1){2%% — 27 + 1). :

14. Dacd n = p(p — 1) cu p prim, p==2, atunci 9p(P—1) — 1 = (2P~1 — 1)k, sl din
teoremp lui Fermat avem p|2P~'—1. De exemplu (6, 2° — 1) = (6,63) = 3. 16. Trebuie
i avem 3" — 105k 4+ 1. Pentru fiecare n € N considerdm restul tmpirtirii lui 37 la 10°%
Putem obtine doar 10° resturi distincte, deci existd n; = nq, astfel incit 10°] (3™ — 3™) deci
108 | 3™ (3™ ™ — 1) si deoarece (107, 3™) — 1, rezultd 10°| 3™~ "2 — 1, adicd ghi=ta 4 — 40k
17. Deoarece 10° si 1 979 sint prime intre ele rezultd cil existd k, I € N# astfel incit:

10% - b — 19791 = 1, deci
105 - k 1978 = 1978 + 19790 + 1, deci
105 1+ 1978 = 1979(1 4 1).
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Capitolul IV
§l— 44

8. f + [ = (ag + dg) + (ay + @)X + .. + lap + Gy ) X", numerele ag + d,, a; + 44, ...,
., an + Gn sint reale; ff = agdy + (@@, + 0,8 X + (ayds + 0,8; + @285} X% + ... 4+ apan X",
numerele ayd,, a,@; + @18, + ag@a + a4, + aody, ..., andy sint reale. :
4. grad (fg) = 0=>grad f +grad g=0=grad f =0=f (.
6. a) m=1=gradf=0;, m=2=gradf =2, m=x12=gradf=3; b)m= +i=>
=>gradf =1, ms=+i=gradf = 4; 7. Daci f = a, + 1 X + ... + apXk+ ... 4 apnX™; dacd

ap 5= 0 ludm g = —apy, XEH — . — @, X7; dacit ap = 0 luim g= Xk — qp, X0 — . g X7,
9. f —1— 5X + 9X% 10, £{0) > 0= b > 05 fl4) < 1= a< 1; 1. f(X) — X°. :
§ 5.

l.a)jg=X*" | X° —2X* - 6X —8;,r=7X }20;b)g=X —6;r=—7X>— 7X 4
+7c)a=X+2X;r=—4X4+2;d)g=X*—X,r=X*1L2X—6;e) g=X> — X4 —

— XL X4 X —1; r=0: () g=X%— XW 4 X7 _ XW¥_ X6 ox¥ _ y1_ yu
+2XM — XY — X4 3X% —2X" — X° 4+ 3X° —2X* 4+ 2X'—2X 42, r=0.
2. Se scrie f = (X* — 5X + 8)¢g + 2X — 7. Cum f(0) = —15 si f(3) = 3 se obtine

i = X" — 6X% 4+ 15X — 15. 8. Se aplicd unicitatea formulei imp#rtirii cu rest. 4. m = 0, ¢ =
=p—1.h.a)g=X"—2X2 —4X —10;r=—9;b)g=X"—2X* L ox? L X? _ X —5;
r=7 ¢ ¢g=X'+ X"+ X+1; r=0; d) ¢g=X'—4X> 4+ 7X% — 12X 4 24; r = —50;

" ¢ 1
T LT L T R e G e

2 2 8 16 32 64 2 4

4 3 9 27 27
6. f=X. 7.m:73§.8.m::|:3.9.a=3,b:2.10. Xt — 92Xt — X* 4 2.
8
§ 6.

8. m=84a=—-382,b=101,c=—99. 6. p=1—¢*, m= —g. 6.a= —9, b = 12.

7. In general, nu. 8 si 9. se aplicd teorema 6.2.4. 10. a) XP4+1;b) X2 —2X 1 2;¢) X?—
— X +1;d) X +3;e) X4+ X +1;[) X*— /T X —1;g) 1; h) 1; i) 1. 11. Se aplicd

teorema 6.2.4. 12, A = n, B = —2 — n, 13, Se aratd ci c.m.m.d.c. este 1.
g7,
1. Se serie X2 — 4X + 8= (X —4)(X —8); a'= —4, b=3. 8 —1, 2 + i|/3.
3. m=0;0,2 4 4 a=—5,b=1.8. 2> — a® — 4z +4=0. 6. 2* — 22" — 627 +

+ 202 — 192 + 6 = 0. 7. a) [X—ﬂ) (X + 13X — 5); b) (X — 1)3[X — 2J5¢) FX* + 1) X —
— 1)(X + 3)%

8. Se [oloseste teorema 6.2.4 si teorema D’Alembert-Gauss. 9. Se aplicd consecinta 7.3.4.
11. A se vedea exercitiul 9. 12, Dacii f = ao + ;X + ... + ap X® atunci f(f(X)) — f(X) = (anfr—
— an X" 4 (anf " — an X + .+ aq(f — X). Se tine cont cd f — Xk se divide cuf —
— X oricare ar fi 1 < k< n. 18. a) Dacil o este o rdddcind a lui X* + X + 1 avem «® = 1 si
o' + o+ 1=0. Dar [(a- 1)0n+ | g8nt2 = [_g2)ntl | (¢f)n 42 = g2 | o2 — 0, In conti-
nuare se aplic# teorema 7.2.3. b), d), e) si 1) se 1ac ca exercitiul a). c) (X + 1)+ L X
F+ 2= (X 4+ (X +1)PP+ XL 2=(X+2X L )[X(X2+3X+3)+ 1" + X + 2 =
=[{X*+3X 4+ 3) — X — 2][X/X* 43X +3) +1]" + X + 2. Se dezvoltd apoi paranteza
[X(X* 4 3X + 3) + 11" dupd binomul lui Newton.

8 — At
14, a) Facem schimbarea de variabild z = 3 2 in ecuatia datd. Obfinem (y 5 a] -+
e Lo '
+a[y “J +b[y “)+c=0.
2 2
b) Tn ecuatia dati se face schimbarea de vanabl]ﬁ &L= 2_} Fcuatia ciutatd este 8y® +

+ 4ay® + 2by + ¢ = 0; c¢). Din egalitifile y = ? si z® + az® + bz + ¢ = 0 eliminim pe z.
~Obtinem y(y + b)* — (ay + ¢)* = 0.
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16. m = 148, 16. A= 6. 17. ¢° + pg + ¢ = 0. 18. a) 1 & V3, 14 i1/2; b) 1 +2i
” 14 V5 -1+ 1 g
=) ) 5 . 19, -|——?:—,1,T§1—1,1, o ; i
24, :r:% + :r% e x% = af — 2ap; z% -+ x% 4 rc% = af‘ — l.tﬂ%llg + 203 — ha,as.
28, 3. 24. —1, —1, —1, —1, —2. 25, 1 are ordinul de multiplicitate 2; —1 are ordinul de
multiplicitate 3.

]

§ 8.
e §+V/T _Vi

1. ) £3, £1;, b) kb, 15 o) £ £ VT ) AT U B

e V3 +VE V35 1) i‘Q? i'%i;g)iiﬂ'; st 2[;2_;11) iy B4
' e /13 it
5. a) 46 £ h) £1/5 £1; o) £ & £ i d) 225 £V
8. a) ot — 254" + 14k — 0; b) o’ — B oa LG oyt R el 367 0 6 Jat =
: 18 154 : ’

— 992% 4 100 = 0.

4. a) se discutii ridacinile ecualiei rezolvente y* — 2(m — 4)y — m* = 0. Fcualia datd
are 2 rid#cini reale si 2 complexe; b) Daca _19 < m < oo ecualia are 4 rddécini complexe;
dacd m < —12 ecuatia are 4.radacini reale: c¢) dacid m > 0 ecualia are 4 ridicini complexe;
daci m < 0 ecuatia are 2 rdd&cini reale si 2 complxe; d) ecuafia are 4 rdddcini reale oricare ar {i
m = R; e) are 2 rdddcini reale §i 2 complexe; f) Réd#cinile ecuafiei rezolvente sint

.m+1

—3si . Dacd m < —1 ecuatia are & riddcini complexe; dacd m > —1 ecuatia are 2 ré-

dicini reale si 2 complexe.

k. Se face substitulia a" = y. 6. a) —1, -85, — %; b) —1; —=
s = 1 . ? = . _—
STy gt W, S, = £ /7

L] ]

d) 1,_::j;£%_§£21_; e) —1 - )
7.1) b=3a sau b= —a; ii) (b—3a)(azb)>0; i) (b— 3a) (a +b) < 0. B. a) —2,
=l AR weile 9 Pt S /FE SVeY
ol Sl V3 .,y gy iyE 222 AR ey = e 1A L
2 f? 2 mit 16 2

Dl 1+i/3, ., 1+il/3 =0 - e =

9. Ecualia rezolventd este y® + 2y + a — 2 = 0. Se pune condifia ca aceastd ecuatie si
aibi ambele rddacini apartinind intervalului (— oo, —9)U[2, +o0). 10. Fie ecualia reciprocd

e) —1, —1,

24 . » " ﬂ}
aopxP + a.gp_,:c“f"/L 4. L ax+ a;=0. O impdrtim cu #P si obtinem (1) agpaP + =+
P ;

ay iy y

5 ; e 1
+ asp_ 2Pt + - -+ S + app_ga? ™ + e + ... = 0. Facem substitufia = + : =
1
= y. Dupid binomul lui Newton avem yk = zh 4 g —+ C}t (xk*‘ + —1—) -+ C;g (xf"‘z =5
T

xh—l

1
e T

; Mk : 1 .
Dind valori lui k =1, 2, ..., p se determind zk + == in raport cu yk, yk~', YRR .. Ecuafia
X
B
{1) se transformi -ntr-o ecuatie de gradul p In nedeterminata y. 11. a) —1, =) —%.
& b

3+[/§; :a—[/g,m o 14iY3, —1 +i)/3 e 1413 94 i/ 21
] 2 ' ! 2 9 : 5 6

§ 9.
' 5L il/39 '

——80, L133 — 9 s ‘T34 — '1 _—_}: 2].

1. f{+i) = & (b —a)i. 2. a =57, b
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8. Reducere la absurd. Rezultd ci toate ridécinile smt reale. Dar (z; 4 z3 + x5 + 24) =

w'zy 4+ 28+ 25+ 23 2 E i ;o (20 + 1) = EI; (2a + 2)%, absurd. 4. f = (X%

4 ) (X1 - xe +2X* 4 X + 1] — (X2 + 1)3(X? L X + '1 i si —i rddicini duble si x,,, =

=iﬁi§lﬁl Bof=(X*—2X + 2)(X* + X 4+ 1) deci 1L i si 1*2‘1/3. 6. = (x*

— 4X 4 5)(X® 4 1), deci 2 4+ 1 i +i. 7. Se demonstr‘eazé ci existd a, b e R astlel incit f =
= (X? — 2cosaX + 1){X? — 2¢cosb X + 1), cos a si cos b sint rddicinile ecuatiei 22® — ax —
e 72
— 1 =0 adicd —= & [ka 8 si Yinind cont G’l | «] << 1 avem l/:r. + 8 < 3. Ridicinile lui
sintcos.a + isina sicosb 4+ isinb, 8 f= X3[X* — 2X + 2) + X(X? — 2X + 9) + mX® + n,
m=n=20; 141, 0 si —4. 8 f=(X* — 2X | 2JBX*+ X — 1) = J(X° — 2X + 2)
[X+1;6V13][X_1%513]_ 15y s :El/u _
10, f= X' 2X% 14 — X*= (X*— X - 1) - (X*+ X +1). 11. f= X* | 2% |
+1— (V:TX)“ = ((X* —)/2X + 1) (X* /2K +1).
. Dacd « este o ridicind a polinomului X? 4 X - 1, atunci cum X2 + X 4 1] f(X®) +
% Xg(x‘) avem f(1) + =gl1) = 0 =>f(1) = gl1) = 0.
, 18. Sefacelafelca12. 14, a) f= (X — 21%(X* — 2X 4+ 2); b) f = (X° + 1)%(X* — 4X +

n Foa
F5)% o) f= (X2 2X + 29XE — 1). 15.[ o R e T g e B
- &= o —
2k + 1w 2k 4+ 1
i -',~('05|"”r E A -+ sin - i
B L DL R PO L e L i A TR L LR
n n —1 (2K 4+ e . . (2k + 1)n
1 — cos —isin "
E 1A 1
SUERRET Y L ks i 4 S
2n

16, X* + X* + X + 1 = (X + 1)(X + i)(X — i) si se aplicid teorema lui Bézout.
§ 10.
ey AL Y lz R L A e A =)/ AT s g A, =5

4.3—)/3.3 4 1/3, LL%’_‘{-?_ 5. 4 /2, =1 de 8ori. 6. a) 2: b) —2, 3; ¢) —3, —1 de

9

A 3 2 .
4 ori; d) —2 de 3 ori; e) 1,_2,2_;"3,#6;!') 208 ~—2—. — . 9. Se scrie f( ]

ralt Rl 3

(1 S p—]=>p f«r!rf*‘fﬂ) = p— fr\.“'lJ

q"
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§ 1. Sisteme de calcul

fn acest paragraf vom prezenta pe scurt notiunea de sistem de calcul. Mai
precis, ne vom limita doar la acele elemente necesare intelegerii functiondrii unui
astfel de sistem in vederea formirii la elevi a deprinderii de a concepe algoritmi
si de a-i reprezenta sub formd de programe ce pot fi executate de cétre sistemul
de calcul. :

Reamintim c& prin executarea algoritmilor, anumite valori, numite date de
intrare, sint transformate in date de iesire. De asemenea executarea unui algoritm,
dupi ce a fost elaborat, este o activitate de rutini, fard caracter creator. In dorinta
sa de a se elibera de efortul activititilor de rutind, in folosul activitdtii creatoare,
omul a inventat sistemele de calcul, care sint destinate prelucrdrii automate a
datelor. '

Un sistem de calcul este un ansamblu alcétuit dintr-un calculator electronic
si dintr-o colecjie de programe. De obicei, prin abuz de limbaj, in loc! de termenul
sistem de calcul se foloseste termenul mai scurt ,,calculator®.

Preocupéri de automatizare a calcululul au existat chiar cu multe secole
in urma. Semnaldm de exemplu masina mecanicd de calculat construitd de mate-
maticianul gi umanistul francez Blaise Pascal (sec. XVII) la virsta de numai 18 ani.
Primul calculator cu adevérat performant a fost insd construit in anii 1943 —1944.
In tara noastrd, primul calculator a fost realizat in 1957. Evolutia tehnicd a cal-
culatoarelor a fost deosebit de spectaculoasd: astdzi existd o mare varietate de
sisteme de calcul, cunoscute sub numele de calculatoare universale, minicalcula-
toare gi microcalculatoare.

De un interes larg se bucurd asa numitele microcalculatoare personale care,
datoritd gabaritului mic, pretului accesibil si simplitdtii in exploatare au devenit
echipamente de calcul utilizate in domenii foarte diverse: invétdmint, medicing,
productie etc. In principiu, un microcalculator personal are structura din figura AVl

Memoria internd este un bloc de circuite electronice, destinat péstrarii in-
formatiilor (programe, date de intrare si de iegire etc.). Conceptual, ne putem re-
prezenta memoria internd ca un ansamblu de celule numerotate cu 0, 1, 2,...

Jnitate centra

i

m——
-
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Numérul de ordine al unei celule de memorie se numeste adresd. Fiecirei variabile
prezente intr-un program i se rezervd una sau mai multe celule in care este pistrata
valoarea curentd a variabilei; prin adresa unei eariabile intelegem adresa primei
celule de memorie rezervate ei.

Adresele sint reprezentate prin numere scrise in baza 2, de lungime fixi.
Astfel, pentru calculatoarele HC-85 si TIM-S adresele din memoria internd sint
reprezentate prin 16 cifre binare; de exemplu adresa 14 este reprezentatd prin
numdrul binar 00 ... 01110. Evident, cea mal mare adresid este o succesiune de
16 cifre egale cu 1, adicd numaérul 216 — 1, Prin urmare, memoria internd a acestor
calculatoare are cel mult 216 celule.

Pentru numarul 21° = 1 024 se utilizeazi exprimarea Kilo (notatd K adica:
1024 =1 K). Deci calculatoarele amintite au o memorie internd conjinind cel
mult 64 K celule. Calculatoarele mai puternice au dimensiunea memoriei expri-
matd in Megacelule (1 M = 1 024 K).

Unittatea centrald efectueazd operatii de prelucrare si controleazd activitatea
celorlalte componente ale sistemului de calcul. Functionarea sa se bazeazd pe o
combinatie miniaturizatd de circuite electronice, numitd microprocesor.

Unitatea centrala este alcdtuitd din unitatea aritmeticd s logicd si unitatea
de comendd. Unitatea aritmeticd si logicd realizeazd operatiile elementare ale
procesului de calcul: adundri, scdderi, inmultiri, impdrtiri, comparéri de numere etc.
Unitatea de comandd pregdteste unitatea aritmeticd si logicd pentru efectuarea
operatiilor elementare; de exemplu in cazul operatiilor aritmetice, unitatea de co-
mandd comunicd unitdtii aritmetice gi logice adresele operanzilor, tipul operatiei
si adresa unde frebule memorat rezultatul. De asemenea, unitatea de comandi
asigurd efectuarea operatiilor de citire si scriere, precum gi executarea instructiu-
nilor in ordinea cerutd prin program.

Prin echipamentele periferice se realizeazd legétura dintre om §i calculator.
Astlel prin tastaturd (un echipament asem#nédtor unei magini de scris) se introduc
in calculator algoritmi sub form& de programe, precum si date de intrare. Cel
mai uzual mod prin care microcalculatorul ne prezintd rezultatele prelucrarii
(datele de iegire) este afigarea lor pe un ecran de televizor; ele pot fi de asemenea
scrise g1 pe hirtie, dacd dispunem de un dispozitiv numit imprimantd. Caseta mag-
neticd este folositd pentru a memora programe si date, in vederea utilizérii lor
ulterioare.

Dupa capacitatea memoriei, puterea de calcul a microprocesorului si dupd
clasa de aplicatii pentru care sint destinate, distingem urmétoarele tipuri de micro-
calculatoare:

1) personale, cu memorie intre 16 K si 64 K (Sinclair-Spectrum, Commodore-
64, si calculatoarele roménegti HC-85, TIM-S, COBRA etc.);

2) semiprofesionale, cu memorie de aproximativ 128 K (Apple-2);

3) profesionale, cu memorie pind la 1 M sau chiar mai mult (IBM-PC).

Doud microcalculatoare de tipuri diferite, care au proprietatea cd pro-
gramele concepule pentru a fi executate de unul dintre ele pot fi executate
si de celilalt, obtinindu-se aceleagi- rezultate, se numesc compatibile intre ele; de
exemnplu calculatoarele roménesti HC-85 si TIM-S sint compatibile cu calcula-
torul Sinclair-Spectrum.

Cealaltd componentd a unui sistem de calcul — colecfia de programe — este
indispensabild pentru functionarea sistemului. Aceasta contine o serie de pro-
grame specializate ce alcituiesc aga numitul sistem de operare, care ajutd pe utili-
zator la punerea la punct a propriilor sale programe si supravegheazd executarea
acestora de citre calculator, simplificindu-se astfel activitatea de programare.
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Un rol important il au programele numite compilatoare i cele numite inierpretoare,
care controleazi corectitudinea programelor prezentate pentru executie si le trans-
pun intr-o formd acceptatd de unitatea centrald. : '

In afard de sistemul de operare, colectia mentionatd mai contine programe
pentru rezolvarea unor probleme frecvent intilnite cum ar fi: caloulul valorilor
unor functii, rezolvarea unor ecuatii si sisteme de ecuatii etc. Acestea pot i astfel
folosite direct, scurtindu-se in consecinta efortul si timpul de programare.

o

§ 2. Elemente de programare in limbajul BASIC
2.1. Reprezentarea algoritmilor (recapitulare)

In clasa a IX-a algoritmii au fost prezentati sub formd de scheme logice si
sub formé de programe intr-un limbaj algoritmic. :

Ne vom mérgini in acest paragraf la a reaminti forma instructiunilor si la
prezentarea unui nou exemplu. i

Instructiunile ce pot apare intr-o schemd logica sint cele din figura V.2.

3

i

i R
Fig. V.2
Instructiunile limbajului algoritmic au urméitoarea forma:
1) citegte ai, eatan 2) serie al, ..., an
3) ve—e 4) stop
5) —daed p atunci S, 6) —daci p atunci S
altfel S,

= =]

7) —eit timp p 8)—pentru v =a, b, r
W S
= i ; : [

Ezemplu, S se scrie un a}gorim’l care pentru orice z > 0 calculeazd valoaréa n = [V=l.
Stim cd n = [ #] dacd si numai daci n < Vz <n +1, ceea ce este echivalent cu
n® < x < (n + 1)% In concluzie n este cel mai mic numar natural cu proprietatea z < {n+ 1)%
Algoritmul pe care il prezentam calculeazi succesiv pétratele numerelor naturale si se opresie
cind se depaseste valoarea z.
Vom folosi trei variabile si anume n2, impar $i n, unde valoarea lui n2 va fi n? iar valoarea
lui impar va fi 2n + 1. Deci tripletul (n2, impar, n) va lua succesiv valorile:
(0, 1, 0), (1, 3, 1),(4, 5, 2), .-
Trecerea de la un triplet la altul se face conform instrucfiunilor:
n2 «=— n2 - impar /* deoarece (n - 1) = n®+ 2n + 1 */
impar <— impar + 2 .
n<—n-+1

138



Putem acum renrezenta algoritmul in cele doud modalitifi cunoscute:

eitegle =

n2 <— 0; impar <— 1; n <— 0

{* s-a inifializat tripletul */

[* (n2, impar, n) */

—eit timp n2 < 2

n2 <— n2 + impar

umpar <— impar + 2;n <— -1

—[
n<—n—A4; scrie n
stop
!
Fig. V. 3
Remarcim ci prin acest algoritm se caléuleazﬁ valoarea [V z] utilizind
compardri.

Pentru z = 23,1 valorile succesive ale variabilelor sint:

'

z | nt | impar | n

3,1 0 2 L

23,1 Uil 1

23,1 % % 2

23,1 9 7 B

23,1 16 9 4

Cooma | o | |13
23,1

I

: 2.2. Limbajul BASIC: expresii; structura unui program

doar aduniri

In prezent existd un mare numir de limbaje de programare. Printre cele mai
rdspindite se numard urmitoarele: PASCAL, FORTRAN, COBOL, BASIC etc.
Limbajul BASIC este un limbaj de programare usor de invitat si care poate
fi folosit pe majoritatea tipurilor de calculatoare, indeosebi pe microcalculatoarele
personale. Pind in prezent s-au realizat mai multe variante ale acestui limbaj (prima

in anii 1964—1965).

Vom prezenta in continuare, in formdsimplificatd, acele elemente| ale limbajului
BASIC suficiente pentru reprezentarea algoritmilor din acest manual.
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Tn limbajul BASIC, datele cu care se lucreazd se impart in date numerice
(reale) si date de tip sir de caractere.

Constantele numerice au una dintre formele:

1) numir natural in scrierea obignuitd, ca de exemplu: 43 0 5l

2) numir intreg, care este fie un numér natural, fie un numdr natural precedat
de unul dintre semnele " +' sau "—', ca de-exemplu: —1 42 203

'3) numir real, care este format dintr-un numdr intreg urmat de "." s apoi
de un numdr natural; punctul corespunde virgulei din scrierea matematica (zeci-

mald).

Ezemple: — 43.51 + 2.76

4) numir real cu exponent, care este format dintr-un numdr intreg sau
real (numit mantisd), urmat de litera E' si apoi de un numdr intreg (numit
exponent ). Valoarea numdrului este:

_ mantisd X 1Qexponent,
De exemplu urmétoarele constante:
42.576 0.42576E 42 42576E — 3
desemneaza aceeasi valoare si anume 42,576.

Convenim ca toate literele care apar intr-un program BASIC si fie litere mari.

Constantele de tip sir de caractere constau dintr-o secventd de caractere
(litere, cifre, operatori etc.) cuprinsa intre ghilimele, ca de exemplu INFORMA-
TICA".

Ca si in limbajul algoritmic, variabilele sint reprezentate prin succesiuni de
litere si cifre ce incep cu o liter &.

Ezemple: N2, IMPAR, N, X1, X2.

Daci dorim ca o variabild s ia valori siruri de caractere, atunci numele ei
{(format dintr-o singurd literd!) apare in program urmat de caracterul "$". In acest
‘caz spunem cé variabila respectivi este de tip sir de caractere. Exemple: A§, T§.

Operatorii aritmetici sint urmétoril :

— *®
o / T
corespunzitori in ordine adundrii, scdderii, inmultirii, imparirii si ridicdrii
la putere.

Folosind variabile, constante numerice, operatori aritmetici si paranteze
rotunde, se pot forma expresii aritmetice, ca si in scrierea matematica uzuald. Eva-
luarea lor se face, de asemenea, in modul obisnuit, adicd se fac intil ridicarile la
putere, apoi inmultirile s1 impartirile, iar la urma adundrile g1 scéderile; bineinteles,
parantezele pot modifica aceastd ordine.

Ezemple. Urmitoarele expresii aritmetice in scrierea obignuita:

a a
b ¢ b ¢

(a +b):e ab® (3z — 4)¥(x — 4y) ar®

pot fi scrise in limbajul BASIC astfel:
(4 + B)/C A1 (B1C) A/B|C  A(BxC) (3+X — 4) 1 8% (X — 4xY) At (—X)

Se ohservd cdl, spre deosebire de notatia matematic, numaritorul §i numi-
torul unei fractii, precum si baza si exponentul unei puteri se scriu pe acelasi rind.

Plecind de la variabile si constante de tip sir de caractere putem, de asemenea,
forma ezpresii de tip sir de caractere, folosind operatorul " 4", al cérul efect este
alaturarea celor doud siruri. De exemplu expresia "AR" 4 "C" are valoarea WRC,
iar expresia ‘C' 4+ 'AR" are valoarea "CAR" (se remarcd faptul cd pentru giruri
operatorul '+' nu mai este comutativ).
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Plecind de la doud expresii aritmetice, se poate obtine o expresie logicd simpld
prin compararea lor. Aceasta se realizeaza folosind urmétorii operatori relationali:

= O = = (= y=
corespunzatori urmétoarelor relatii matematice
= # - > < >

Este subinteles faptul ¢ intii se evalueaza expresiile aritmetice giapoise face compa-
rarea lor. Rezultatul compardrii este 1 (corespunzitor adevirului) sau 0 (corespun-
zator falsului).

Egemple. Daci variabilele X, ¥, Z au respectiv valorile 1, 2, 3, atunci valorile expresiilor
logice simple :

O X*Y1Z() T A=A = peiap
sint respectiv 0, 1, 1.

Trebuie remarcat cd putem forma expresii logice simple si prin compararea
girurilor de caractere. Specificdim doar cd pentru doud siruri de litere z si y,
gpunem cd x<y dacd z ar apare in dictionar inaintea lul y.

Egzemple. Expresiile "AB" <. 'ABC", 'MAC" < 'MAL, "MAMA' (= "MAR" si
"MA" ="MA" au valoarea 1 (adevidrat), pe cind exrresile X" (= 4", X" = '"X4"
au valoarea 0 (fals).

Pornind de la expresii logice simple putem forma expresii logice folosind
operatorii logiei:
AND OR NOTY

corespunzétorl in ordine conjunctiel (A ), disjunctiei (V) si negatiei (7 ) din
logica matematicé.

Asgtfel (X < 1) AND (A + B { ) 3) este o expresie logicd formatd prin folo-
sirea conjunctiel intre expresiile logice simple X << 1gi A + B () 3; de asemenea,
NOT(A { = X) este o expresie logicd. Din expresiile logice anterioare putem forma
alte expresii logice, ca de exemplu (X< 1)AND(A+ B{) 3))OR(NOT(A { = X)
ete.

Ca g1 in cazul expresiilor aritmetice, se pune problema prioritaii de executie
a operatiilor.

Operatorii logici au cea'mai micd prioritate, adic# intra in actiune la evalua-
" rea unei expresii logice numai dupa ce au fost evaluate expresiile logice simple din
componenta ei. Operatorul NOT are cea mai mare prioritate si este urmat in ordi-
nea descrescatoare a prioritatilor de AND i OR. Cu alte cuvinte, intii se efectueaza
negatiile, apoi conjunctiile si apoi disjunctiile; la fel ca in cazul expresiilor aritmetice,
utilizarea parantezelor rotunde permite modificarea acestei ordini.,

Egemplu. Fie expresia logica:

A=B AND B=COR X=Y AND Y == Z.
Dupé calculul valorilor expresiilor logice simple A = B, B=C, X =Y, Y = Z, se executd cele
doud conjunctii si apoi disjunctia lor. Este util, mai ales la inceput, st inlocuim expresia logicd
de mai sus cu urmitoarea:
(A= B AND B=C)OR (X=Y AND Y =7).

utilizarea parantezelor (desi inutild din punctul de vedere al limbajului BASIC) adueind vn
plus de claritate.

Un program BASIC este o secventd de linii de program. O linie de program
se poate scrie pe una sau mai multe linii ale ecranului; sfirgitul ei se realizeazd
printr-o comanda speciald. O linie de program este formatd dintr-o etichetd (care

'AND = si; OR = sau; NOT = nu
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este un numdér natural) urmatd de una sau mai multe insiruciiuni separate intre
ele prin """, Etichetele liniilor de program trebuie sd apard in ordine crescatoare.
Ordinea normald de executare a instructiunilor este cea secventiald; exceptiile de
la aceastd regula vor fi precizate la descrierea instructiunilor ce o incalca.

Anumite succesiuni de litere ce apar intr-un program BASIC se numesc
cuvinte chete. Am intilnit deja 3 cuvinte cheie si anume NOT, AND, OR, care iden- -
tificd operatorii logici.

t

2.3, Citeva instructiuni- ale limbajului BASIC. Functii BASIC

Instructiunile limbajului BASIC sint identificate prin cuvinte cheie ce apar in
componenta lor. Cuvintele cheie sint cuvinte in limba englezd; semnificatia (tradu-
cerea) lor va fi prezentatd la prima lor aparitie. :

Insirucfiunea de scriere are una din formele:

1) PRINT listal)
2) PRINT lista;
3) PRINT, lista,

unde lista este formatd din expresii aritmetice, logice sau de tip gir de caractere,
despdrtite intre'ele prin punct si virguld, virguld sau apostrof.

Valoarea unei expresii este scrisd astfel:

a) in continuarea valorii expresiei anterioare, dacd a fost despdrfitd de
aceasta prin punct si virguld; ‘

b) la mijlocul liniei curente (dacd acesta n-a fost depdsit) sau de la inceputul
liniei urmétoare (in caz contrar), dacd a fost despértitd prin virguld;

¢) la inceputul liniei urmitoare, daca a fost despartitd prin apostrof.

Prima expresie dintr-o listd se scrie ca in cazul a) dacd ultima instrucfiune
de scriere executatd a avut forma 2), ca in cuzul b) dacd aceasta a avut forma 3)°
si ca in cazul ¢) dacd aceasta a avat forma 1). .

Reamintim cd valoarea unei expresii logice este 0 sau 1; deci cind o exprestie
logicd apare intr-o instructiune PRINT, va fi scrisd una dintre aceste valori.

Ezemplu. Prin executarea urmitorului program BASIC:

10 PRINT "INCE"; "PUT"

20 PRINT "A"<"B", "A"< = "AB"
30 PRINT 1=2—1, 3<4

40 PRINT "SFIRSIT";

50 PRINT “UL PROGRAMULUI
[;e ecran va apare: -
INCEPUT . \
1 1
gt !

SFIRSITUL PROGRAMULUI

Instrucfiunea de citire are forma:
INPUT lista®

unde lista este formatd din variabile despértite intre ele prin virguld. Aceste variabile
vor primi pe rind valorile constantelor numerice sau de tip sir de caractere pe care
le introducem prin intermediul tastaturii, in timpul executie programului.

DPRINT = tipireste
2 INPUT = intrare
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" Instrucjiunea STOP are forma:
STOP
§i determind oprirea execufiei programului. ,

Ezemplu. Considerdm urmitorul program BASIC:

10 INPUT X,Y’ :
20 PRINT "X="; X, "Y="; Y’ "SUMA=": X4Y
30 STOP

Daci prin tastaturd introducem valorile 3 si 7, atunci pe ecran vor apare scrise urméitoarele
doud linii:

" X=3 Y=7

SUMA=10
Instrucfiunea de atrtbuire are una dintre formele:

LET variabila = expresie-aritmetica!)
LET variabild = expresie-de-tip-sir-de-caractere
Executia ei constd, la fel ca in cazul schemelor logice si a limbajulul algorit-

mic, in evaluarea expresiei din dreapta semnului ,,=* si atribuirea acestei valori
variabilei ce apare in stinga.

Ezemple. Instructiunea LET X=X-+1 este analoagi instrucfiunii X + X +1 din
limbajul ‘algoritmic, iar dup# executarea instructiunii

LET S$ = "AFARA PLOUA":LET S$§ =S§ + "1"

variabila Sﬁ va avea valoarea "AFARA PLOUA?"

Instructiunea comentariu are forma:
REM sir-de-caractere?

si este ignoratd la executie, ea avind doar rolul de a introduce un comentariu
prin care sint explicate prelucrarlle efectuate prin program. 3

Limbajul BASIC pune la dispozitia utilizatorului un numér de funcjii BASIC,
dintre care ne vor interesa cele ce corespund unor funciii matematice des utilizate
in practica.

Ne vom limita la functii avind un singur argument. Numele £ al unei functii
BASIC, urmat de o expresie aritmeticd e cuprinsd intre paranteze, poate apare
intr-o alta expresie aritmetica E, in locul unei variabile. Mai intii se evalueaza expre-
sia e, apoi se calculeazd valoarea f(e) iar rezultatul se utilizeazd in evaluarea expre-

siel F. S
Prezentdm in continuare lista unor functii BASIC si semnificatia lor:
ABS(x) = | 2|} INTGO = [2]; SQR(x) = |/ =; EXP(x) = e*

LN(x) = In z; SIN(x) =sinz; COS(x) =cosz; TAN(X)=tgz’
ASN(x) = aresin z; ACS(x) = arccos £;,  ATN(x) = arctg x

cu urnidtoarele observatii:
— pentru functiile trigonometrice arcele se dau gi se obtin in radiani;

— dacé se incearcd aplicarea unei functii pentru o valoare ce nu face parte
din domeniul sdu de definitie, va fi semnalata eroarea respectiva.

1) LET = fie;
%) REM = prescurtarea de Ja REMARK (observatie)
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Putem acum sd exprimdm in BASIC expresii aritmetice mai complexe. Astfel,

expresiile cos 2+ |/ 7z si In In z se reprezinti in limbajul BASIC prin
COS (X 1T 2)4-SQR(X), respectiv LN(LN(X)).

Egzemplul 1. Pentru calculul valoriin = []f;], unde x> 0, se poate scrie urmitorul
program BASIC ce foloseste functiile INT si SQR:

10 INPUT X

20 LET N=SQR(X): LET .N=INT(N)
30 PRINT "N ="; N

40 STOP

Ezemplul 2. Fiind date lungimile laturilor unui triunghi 4BC, s4 se calculeze misura

P
unghiului BAC (in grade), lungimea medianei ce pleacd din virful 4, aria triunghiului si raza

cercului circumseris.
Vom folosi urmitoarele formule cunoscute:

3 9. o 2 2 3

COSA:b-f—c a; m31=2!b + c%) a;
2be 4

abe

S=Vplp—alp—b)p —); Lt

10 REM AB,AC,BC SINT LUNGIMILE LATURILOR
20 INPUT AB,AC,BC

30 REM A ESTE UNGHIUL BAC

40 LET X =(AC12+AB{2—BC 1 2)/(2¢ACxAB)

50 LET A=ACS(X)

60 REM SE EXPRIMA A IN GRADE

70 LET A = A/3.141594180

80 PRINT "UNGHIUL A ESTE:"; A

90 REM MA ESTE LUNGIMEA MEDIANEI DIN VIRFUL A
100 LET MA = (2%(AB 1 24+-AC 1 2)—BC 1 2)/4

110 LET MA=SQR (MA)

120 PRINT “MEDIANA DIN-VIRFUL A ARE LUNGIMEA=":MA
130 REM S ESTE ARIA TRIUNGHIULUI

140 LET P=(AB+AC--BC)2

150 LET S=Px(P—AB)«(P—AC)+(P—BC)

160 LET S=SQR(S)

170 PRINT "ARIA=":S

180 REM R ESTE RAZA CERCULUI CIRCUMSCRIS
190 LET R — AB*AC*BC/4/S

200 PRINT "R=";R

210 STOP

2,4, Instructiunile de decizie §i transfer necondiionat

Instrucfiunea de transfer are forma:
GO TO et

unde e este eticheta unei linii de program. Executarea instructiunii determini un
transfer necondiionat la prima instructiune de pe linia cu eticheta respectiva,
aceasta fiind instructiunea cu care continud executarea programului.

1) GO T0O =: treci la
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Instructivnea de dectzie are forma:
IF expresie logici THEN instructiune®)

Efectul ei este urmitorul : daci valoarea expresiei logice este 1, se executd instruc-
tiunea ce urmeazd lui THEN, apoi (exceptind cazul cind aceasta este o instruc-
tiune de transfer) instructiunea urmétoare; dacd valoarea expresiei logice este 0, se
trece direct la executarea instructiunii urmétoare.

Prezentim in continuare modul in care vom transcrie in limbajul BASIC
instructiunea de ramificare din limbajul algoritmic (a, b, ¢, d vor desemna etichete).

l—dacﬁ, p atunei S, a IF NOT p THEN GO TO ¢
altfel S, e '

I b GO TOd )

= [sl ¢ REM CONDITIA P NU ESTE INDEPLINITA
S :

d REM S-A INCHEIAT INSTRUCTIUNEA IF

—dacid p atunei S a IF NOT p THEN GO TO b
S

=~ b REM S-A INCHEIAT INSTRUCTIUNEA IF

in cazul al doilea, dacd S este o instructiune de atribuire, o instructiune de
intrare sau iesire, o instructiune STOP sau o instructiune de transfer, atunci cores-
pondentul din limbajul BASIC este instructiunea: IF p THEN S. ;

Trecem acum la transpunerea instructiunii repetitive a limbajului algoritmic
intr-o secventd de instructiuni BASIC:

—eit timp p a IF NOT p THEN GO TO b
S &
cGOTOa ;
-0 b REM SFIRSIT CIT TIMP

Ezemplul 1. Programul BASIC care urmeazd caleuleazi numirul de aparitii ale literei "4 "
intr-o succesiune de caractere introduse cite unul prin tastaturd; succesiunea se consideri
incheiati prin caracterul ".".

10 LET NR=0

20 INPUT L$

30 IF L§ ="." THEN GO TO 70

40 IF L$="A" THEN LET NR=NR-1
60960 TO 20

70 PRINT NR

80 STOP

Egemplul 2. Fiind dat un num#r natural p > 1, si se determine dac# el este prim.

Stim c# un numar natural p > 2 este prim dacd singurii sdi divizori naturali sint 1 si p.
S observim cd p are un divizor diferit de 1 si p dacd si numai dacd are un divizor d cu 2 <
< d <[/ p]. Va fi deci suficient ca variabila d si ia valoarea 2 si apoi valorile impare 3, 5,
7, ..., fard a-1 depdsi pe [|/—p] Tinind cont cid pentru doud numere naturale a, b, cub 7# 0

avem: blasa = [—‘;—] -b, putem scrie acum programul in limbajul algoritmic si corespon-

dentul siu in BASIC.

1) |IF = dac#; THEN = atunci
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citegte p i 10 INPUT P

—dacd p = 2 atunei serie ‘DA’ 20 IF P>2 THEN GO TO 40
stop 30 PRINT "DA": STOP
Lo ‘ *. 40 LET M=INT (P/2)
“r g 50 IF P{ »2«M THEN GO TO 70
mits [7] 60 PRINT "NU":; STOP
—daed p = 2m atunel serie 'NU’ 70 LET R=SQR(P): LET R=INT (R)
stop 80 LET D=3
90 IF D>R THEN GO TO 150
=1 100 LET M=INT(P/D) '
r<[/pl; d«3 - 110 IF P(YM«D THEN GO TO 130
—eit timp d < r 120 PRINT. "NU": STOP
m*—[ﬁ] ‘ 130, LEBT B=D-2 .
df = 140 GO TO 90
—dacii p = m - d atunci serie ‘N U’ 150 PRINT "DA": STOP
stop
1
d+—d+ 2
—0

scrie "DA’; stop

2.5. Vectori. Alte instructiuni BASIC

Toate variabilele cu care am lucrat pind acum se' numese variabile simple.
Introducem in acest paragraf un tip mai complex de variabile numite eectort.

Fie E o multime gi n > 0 un numér natural. Vom intelege prin vector de lun-
gime n cu ealory in mulfimea E o succesiune de n elemente ale hui £ intr-o ordine bine

stabilitd. Notind cu a,, a,, ..., a, respectiv primul, al doilea, ..., al n-lea element al
succesiunii in ordinea consideratd, vom folosi scrierea g — (ay, @y, ..., a,) pentru un ;
vector de lungime n.

Ezemple.

1) Dacd E = {0,1}, vectorii de lungime 2 cu valori in E sint urmitorii: (0, 0), (0, 1), (1, 0),

(1, 1).
2) Un numdér complex = - yi poate i privit ca un vector (a,, a.) de lungime 2 cu valori

reale, unde a, = z, @y = y. , =

3) Ecuatia a,2® 4 ayx -+ a, = 0 este bine determinati de vectorul (21, @3, ag).

Nofiunea de vector in plan, in fizica revine la un vector (ay, a;) unde a; > 0
este marimea (modulul) vectorului, iar @ &[0, 2r) este unghiul ce sintetizeazi
directia gi sensul.

S& remarcdm deosebirea dintre vectori gi multimi. In primul rind ordinea in
care apar elementele intr-un vector este esentiald, in schimb ea nu este relevanti
atunci cind specificim elementele unei multimi. In al doilea rind elementele unui
vector nu sint neapdrat distincte, pe cind intr-o mulfime fiecare element este spe-
cificat o singurd datd; astfel vectorul (0, 0, 0) are lungimea 3, in timp ce multimea
{0} U {0} U {0} = {0} are un singur element. ‘

Mentiondm cd uneori numerotarea elementelor unui vector incepe cu 0;
@ = (g, @y, ..., @) este un vector cu n + 1 elemente. Referirea la un element al
unui vector se face cu ajutorul unui indice care desemneazi numédrul siu de ordine
in cadrul vectorului; indicele este o expresie algebrici a cirei valoare trebuie si fie
unul dintre numerele 1, 2, ..., n (respectiv unul dintre numerele 0, 1, 2, ..., n daci
numerotarea incepe cu 0). .

Atit in schemele logice cit si in limbajul algoritmic, un vector este interpretat
ca 0 succesiune de variabile simple, numite variabile indexzate deoarece ele se iden-
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tificd prin numele vectorului si printr-un indice; o variabild indexatd poate apare
in locul unei variabile simple. Se admite ca in instructiunile de citire gi scriere sd
apard numele unui vector fard indici, semnificind citirea, respectiv scrierea tuturor
elementelor vectorului.

Ezemplu. Fiind dat un vector @ = (ay, as, ..., @,), atunci:

_ dac# valorile curente ale variabilelor x si y sint 3 si 5, atunci variabila indexatd axiy
desemneazd al 8-lea element al vectorului; semnificatia instructivnii ¢4y < 22 — yeste vrma-
toarea: valoarea curentd a celui de al 8-lea element al vectorului devine 1; it

— efectul instructiunii: serie a constd in scrierea tuturor celor 9 componente (elemente)
ale vactorului.

1n limbajul BASIC, lucrul cu vectori este supus unor reguli mai stricte prezen-
tate in continuare, . °

Instrucjiunea de dimensionare. Vom da pentru aceastd instructiune o forma
particulard, menitd doar de a permite lucrul cu vectori in limbajul BASIC. Aceasti
forma este:

I

DIM v(e)

unde ¢ este numele (format dintr-o singurd literd) a unui vector a carui lungime
este egald cu valoarea n a expresiei numerice ¢; aceastd valoare trebuie sd fie un
numér natural strict pozitiv. In urma executdrii acestei instructiuni se rezerva in

‘memoria internd n locatii suecesive de memorie pentru cele n componente ale vecto-

rului (numerotarea elementelor se face incepind cu 1).

Ezemplu. Considerim urmiitoarele doud instruciiuni BASIC:

L ANPUT N: DIM A(N--1)

Daci in urma citirii variabila Nia valoarea 5, atunci prin instrucfiunea de dimensionare ia nagtere
un vector cu 6 elemente.

Trebuie prevézut prin program ca orice instructiune de dimensionare DIM
V(N), referitoare la un vector V si fie executatd inainte de orice altd instructiune
in care apare numele vectorului. Acest nume nu poate apdrea in program decit
insotit de un indice ¢, sub formaV(z), unde i este o expresie numericd a cérel valoare
poate fi unul dintre numerele 1, 2, ..., N. In expresii, in instructiunile de atribuire si
in cele de intrare sau de iegire, in locul variabilelor simple se pot folosi variabile
indexate.

Pentru executarea repetatd a unei secvenie de instructiuni, limbajul BASIC
pune la dispozitie gi instrucjiunile FOR gi NEXT , care au formele:

FOR v=a TO b STEP rl

NEXT v2

unde ¢ este o variabild numericé al cirui nume este format dintr-o singurd literd,
iar a, b, r sint expresii numerice. Aceste instructiuni se folosesc pentru executarea
repetatd a unei secvente S de linii program in contextul urmator:

FOR v=a TOQ b STEP r
S
NEXT v

Pentru simplificare, impunem ca in S s& nu fie modificatd valoarea lui ». Atunci
efectul instructiunilor de mai sus este acelasi cu al urmétoarei instrucfiuni din limba-
jul algoritmic: '
—pentru v =a, b, r .

S : : .

=f]

) FOR = p;antru; STEP = pas;
2)'NEXT = urméitorul
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Observatie. In limbajul algoritmic nu apare explicit restrictia ca in § 83 nu
se modifice valoarea variabilei ¢, deoarece a, b si r sint caloulate doar o singuri
datd si anume la inceput. ; |

Daca in secventa de linii de program & apare o instructiune FOR, atunci
instructiunea corespunzitoare NEXT trebuie s apard de asemenea in S.

Pentru instructiunea FOR se admite si varianta:

FOR v=a TO b, echivalentd cu:
FOR v=a TO b STEP 1

Exemplul 1. Programul urmitor calculeazi mediile a 10 elevi. Pentru fiecare elev sint citite
pe rind numele s&u si notele la 5 malerii, dupi care este afisat numele elevului urmat de medie.

10 FOR E=1 TO 10
20 INPUT N$

30 LET SUMA=0
40 FOR M=1 TO 5

50 INPUT NOTA: LET SUMA=SUMA-+NOTA
60 NEXT M

70 PRINT "MEDIA LUl "; N§;" ESTE ";"SUMA/5
80 NEXT E

90 STOP

Egemplul 2. Fiind date doud mulfimi finite, s¥ se calculeze reuniunea lor.

Incepem prin a destrie doui modalitdli de reprezentare a mulf{imilor finite.

O primd modalitate de reprezentare a mullimii 4 = {24, ..., an} constd in a utiliza un
vector @ = (ay, as, ..., an) ale ciirei componente sint exact elementele multimii. O a doua modali-
tate esie aplicabily situatiei (des intilnite) in care toate multimile cu care se lucreazd sint submul
timi ale nnei mulm@imi totale T = {1, ..., tn}. Atunci o submulfime A4 C T este bine determinati de
vectoru} a de lungime n delinit prin:

ai${1 , dacd tie A
0 , dacd tig A
i numit vectorul caracteristic al submultimii A.

Revenind la exemplul considerat, vom presupune ¢i mulfimile A si B sint suhmul{imi
ale mulfimii totale 7' = {4, ..., £,,} si sint date prin vectorii caracteristici @ si b. Atuncielementele
reuniunii lor 4 U B se calculeazs astfel;

A == A e

citegte a, b, 1 10 INPUT N
—pentru i =1, n, 1 20 DIM A(N): DIM B(N): DIM T(N)
i 30 FOR I=1 TO N
US| 40 INPUT A (1)
= = 50 NEXT |
stop 60 FOR |=1 TO N
. 70 INPUT B()
80 NEXT |

' 90 FOR I=1 TO N
100 INPUT T(l)

110 NEXT |
120 FOR |=1 TO N i
130 IF A()4B (I) ¢> 0 THEN PRINT (1) .

140 NEXT I: STOP '
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Exemple
1) Caleulul valorii Py [referitor la cap II, § 2).
Valoarea P, = n! va fi calculatd in variabila pn.

citeste n . 10 INPUT N

pn+—1 20 LET PN=1

—pentru t =1, n, 1 30 FOR I=1 TO N
pn 4= pni 40 LET PN=PN*!|

L 50 NEXT |

serie pn 60 PRINT PN

stop 70 STOP

2) Caleulul valorii Aﬁ (referitor la cap. 11, § 2).
Pentru n, k naturale cu n > ksi n 22 1, vom calcula valoarea Ai fn variabila ark.
10 INPUT N, K

20 LET ANK=1
30 FOR |=N TO N—K+1 STEP —1

citegte n, k
ank <« 1
—pentru i =n, n— k1, —1

ank « ank - i 40 LET ANK=ANK:|
s 50 NEXT |
serie ank 60 PRINT ANK
stop 70 STOP

3) Calculul valorii C% (rcferitor la cap. II, § 2).
Pentru n, k naturale cu n 22 ksin > 1, vom calcula valoarea C':; in variabila enk. Vom

tine cont de formula Ci = Cz"k [nare ne asigurd ci putem ajunge totdeauna in situatia k <

n : : R_ nn— 1 n—k+41
< -5) , precum §i de formula €, = S = .
citeste n, k 10 INPUT N,K
enk e 1 20 LET CNK=1
e B . "30 IF K>INT(N/2) THEN LET K=N—K
‘ dacid k > [;] atunci k< n — k 40 FOR 1=1 TO K
L. 50 LET CNK=CNKs(N—I-1)/l
—pentru t = 1, k, 1 60 NEXT |
enk - (n—t 4+ 1) 70 PRINT CNK
ake e 80 STOP
—0
serie cnk
stop

4) Generarea primilor n termeni ai unei progresit arilmelice (referitor la cap. 11, § 4&).
Fiind date a, r & R si n & N\ {0}, vom scrie primii n termeni ai progresiei aritmetice

avind ca prim termen pe a, iar ca ratie pe r.

citegte a, r, n 10

serie a

L dnten s = 2o 20
30

a4+ u -+ r; serie a

L0 40
stop 50
60

INPUT A,R,N
PRINT A
FORVI=2"® N

LET A=A+R: PRINT A
NEXT |
STOR
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B) Generarea primilor n termeni ai unel progresit geometrice (referitor la cap. II, § &).
Fie a, q & R, respectiv primul termen si ratia unel progresii geometrice. Dacd ¢ = 0
sau ¢ = 0, atunci vom scrie un mesaj de eroare (intr-o progresie geometrici primul termen si

ratia trebuie si fie nenule); in caz contrar vor fi scrisi primii » termeni ai progresiei.

citeste a, ¢, n 10 INPUT A.Q.N
—dacd ag=10 20 IF AxQ ¢ >0 THEN GO TO 40
atunci serie ‘nu’; stop " 30 PRINT "NU"; STOP
altfel serie a 40 PRINT A
—pentru i = 2, n, 1 . 50 FOR 1=2 TO N
a4 a-q; scrie a 60 LET A=AxQ: PRINT A
Ly 70 NEXT |
Lo 80 STOP
stop

6) Caleulul celui mai mare divizor comun pozilip a doud numere intregi conform algorit-
mulut lui Euclid (referitor la cap. 111, § 2). :

Pentru a scrie algoritmul ce calculéeazid un cel mai mare divizor comun al numerelor intregi
@ $i b, vom nota cu = i v valorile curente ale detmpdrlitului i imp&rfitorului din impéririle
succesive ce se efectueazi. In acest mod realizim economie de memorie, nemaifiind necesari vecto- -
ril 7 = (ry, rey-..) $i ¢ = (a4, g2, ...) a céiror lungime nu este de altfel cunoscutd de la inceput.

Dacd z = y = 0, atunci cel mai mare divizor comun va {i 0. fn caz contrar, vom initializa
pe zsiycu|e| silbl,deoarece se cere cel mai mare divizor comun pozitiv. Se ohservi ci perechea
de variabile (#, y) ia succesiv valorile:

(] a ly I b nv (I b |: "'I]l (I‘l, rﬂ)) skby (rﬂ"*l! r’"-)! ["Tir r’ﬂ‘-"l,a

unde rp 7= 0, rpyq = 0. Cit timp v = 0 vom trece la o noud pereche (z;, %,) unde z, va primi
valoarea lul y, iar y; vor fi regtul impériirii lui = 1a y (bineinleles, valorile lni z; $i y; vor [i
memorate tot in z si y). Cind y = 0, se observd cd ultimul rest diferit de 0 este memorat in
z; in consecintd va fi scrisd yaloarea lui z. ~ {

in variabilele ¢ si r vom calcula citul si restul impirtirii curente.

citeste a, b 10 INPUT AB
ze|al; y«|bl 20 LET X=ABS(A) 3 -4
_daci (z=0) A (y = 0) 30 LET Y=ABS(B)

atunei serie ‘0; stop 40 IF(X{ D 0) OR(Y()O) THEN GO TO 60
O - 50 PRINT "0": STO
— e s 60 IF Y=0 THEN GO TO. 110

: i 70 LET C=INT (X/Y)

,C e [;], Pt pe— A E 80 LET R:X___,Y*C

g s 90 . LET X=Y: LET Y=R

Y 100 GO TO 60

=Ll 110 PRINT X: STOP
#Crie
stop

.

7) Descompunerea unui numir natural in factori primi (referitor la cap. I1I, § 4).
Prezentim in continuare un algoritm care determini descompunerea unui num#r natural
: h . f

n > 2 in produs de numere prime: n = pf‘ pg s P unde py, pa, ..., pm Sint numere prime
distincte, adici se furnizeazd la iesire perechile (py, k), (py, ka), -or) (pm, km).

O primi idee ar consta in a determina numerele. prime p;, p, ..., pm care il divid pe n si
de a stabili pentru fiecare p; cel mai mare numir natural &; cu p?‘ll n. O metodd mai
simpl¥ este descrisd in continuare. '
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fncepem prin a inifializa cu n o variabild suplimentard ». O alti variabild p ia mai intfi
valoarea 2, apoi succesiv numerele impare 3, 5, ... in ordine crescdtoare; distingem cazurile:

— dacé p| «, atunci determinfim cel mai mare numir natural k cu pk| =, inlocuim pe
x cu z|pk si scriem perechea de numere (p, k); se trece apoi la urmitorul p; 5

— dacd pXw, se trece direct la urmitorul p.

in acest mod sintem siguri ¢ in momentul in care p| =, p este prim.

Algoritmul se opreste cind valoarea lui o devine egald cu i.

citeste n; x < n; p+« 2
—cfit.timp = > 1

](‘.'(" 0 0
—eit timp p| =

k+— k4 1; 24—[5]
P
—[

| —daedl & > 0 atunei serie p,'k

—0O

—daciki p = 2 atunci p «+ 3

altlel p < p + 2

—[E]
—[J
stop ]
Propunem ca exerciliu scrierea programului BASIC corespunzitor.

B) Calewlul palorii unui polinom intr-un punet dat (veferitor la cap. IV, § 5).
Fief = gnX™ |- ap X7 L . 4 0, X + ay. ‘
Vom calcula, conform schemei lui Horner, restul » al imp#riirii polinomului f prin binomul
X — c. Polinomul f poate fireprezentat printr-un vector cu n 1 componente continind coeli-
cientii an, ap—y, ..., ¢4, @y, Deoarece in limbajul BASIC numerotarea componentelor incepecu 1,
vom nota in cele ce urmeazid coéficientii lui f prin anyq, an, ..., a;. Analog, coeficientii citului g
se vor nota cu by, ..., b;- Prin urmare, formulele (4) din § 5, capitolul IV devin:

by = an+y
bpy = an + ¢ by
l bl = élg + c"* bz
r=a;+c by
Prezentim in continuare programul in ]imbajulf algoritmic gi programul corespunziitor

in BASIC, Variabila b valua pe rind valorile by, bn—y, ..., b1, by = r, deciin final ea va avea valoarea
r ciutatd. .

oiteste n, a, ¢ 10 INPUT N
b anyy 20 DIM A(N+1)
rRienten o gl et 30 FOR |=N+1 TO 1 STEP —1
be=ai+c-b
B / 40 INPUT A(l)
B2 , _ 50 NEXT |

70 LET B=A(N-+1)
80 FOR 1=N TO 1 STEP —1
90 LET B= A(H—C*B
100 NEXT |
\ 110 PRINT B
- 120 STOP
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Exercigli

54 se scrie un program in limbajul algoritmic $i programul BASIC corespunzitor pentru
urmiitoarele probleme: ,

1. Determinarea sumei elementelor unui vector.

2, Calculul celui mai mic element al unui vector.

8. Ordonarea cresciitoare a valorilor elementelor unui vector, fird a utiliza un vector supli-

mentar. ‘

4, Tie datd ecuatia 2® — sz + p = 0. Notdm Sp = x‘j -1 mf;. 54 se arate cd Sp = sSp—y —
— pSh_p peniru k> 2 si si se calouleze Sy pentru s, p, k date.

&. Fiind date numerele naturale n >m > 1, si se determine daci fractia = este periodicd si
n

in caz afirmativ s se determine perioada sa.
6. Si se simplifice fracf,iaﬂ, unde e, r sint numere naturale pozitive. - 5
n
7. Fiind datd o funclie f : {a,, as, ..., am} = {bs, ba, ..., by} 84 se determine daci ea este: a) in-
jectivd; b) surjectivd; c¢) bijectivi. .
8. Fiind dat un vector a = (a,, @, ..., a,) 54 se inlocuiascd fiecare element al siu cu media arit-
meticd a celorlalte = — 1 elemente.
9. Fiind date numerele reale a;, a,, ..., a,, 58 se verifice daci ele sint: a) in progresie aritmeticd;
b) in progresie geometricd (referiter la cap. I, § 4):
10. Fiind date numerele ndturale a, b, s se determine (a, b) fird a folosi tnmulfiri si impértiri
(referitor lacap. 11, § 3). Indicafie; se poate utiliza de exemplu egalitatea (a,b) = (@ — b,b).
11. 54 se caleuleze citul impartirii unui polinem fla X — ¢ (referitor 1a cap. IV, § 5).
12. Fiind dat un polinom f si o riddcind ¢ a sa, si se determine ordinul.ei de multiplicitate
(referitor la cap. IV, § 7).
13. Si se calculeze suma a doud polinoame (referitor la cap. IV, § 1).

14. Si se verilice dacd o ecuafie polinomiali este reciprocd (referitor la cap. IV, § 9).

Solutii

1. Fie A = (a;, a3, ..., ap). Vom calcula in variabila § suma a; + ... + a,. Variabila §
va lua succesiv valorile:

0, ay, a3 + ag, a; 4+ dg + agy ..y @ + ap +.00 + an.

citegto a 10 INPUT N

S0 ' 20 DIM A(N)

__pexttru i=1,n,1 ' 30 LET S=0

S+ 8+ aq

o 40 FOR I=1 TO N

7 et - 50 INPUT A(l)

Wb 60 LET S=S+A(l)
70 NEXT |
80 PRINT "S=":S
90 STOP

9, Fiind dat vectorul a = (ay, ag, ..., an), vom calcula in variabila min cea mai micd
dintre valerile ey, @y, ..., ;. Ne bazdm pe egalitatea:

min{as, .., a5} = min{minfay, .., ainy), i)
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fn consecintd initializim variabila min cu a; si apoi pentru o variabily ¢ luind succesiv
valorile 2, 3,..,n comparim pe a; cu min i dacd e; < min, atunci variabila min primeste

valoarea a;.

ocitegte a

min + @y

—pentru ¢ = 2, n, 1

—dacd a; < min atunei min + g;

serie min
stop

8. Fie A = (ay, ..,

S $1a LS g VJE{L!.—|—‘1

10 INPUT N

20 DIM A(N)

30 FOR l=1 TO N

40 INPUT A(l)

50 NEXT |

60 LET MIN=A(1)

70 FOR 1=2 TO N

80 IF A(l)<MIN THEN LET MIN=A())
90 NEXT |

100 PRINT MIN
110 STOP

an) vectorul dat. Prezentim in continuare una dintre numeroasele
metode de rezolvare ale acestei probleme.

S4 presupunem cd pentru un anumit i € {1, 2, ...,
.,n}. Atunci determiniim valorile z, k cu & = ap = min{ai, ...

n — 1} sintem in situatia a¢; < a5 < ...

5 an} 51 apoi mtersch1mhim valorile lui ;i s$i ap, ajungind astfel in situafia:

G S S .S @i $l S th,VJ' = {L +1,..,n}

Evident vom efectua caleulele de mai sus pentr{l i luind succesiv valorile 1, 2, ..., n— 1.

citegte a

—pentru t =1, n — 1, 1
T+ aiy k1t

—penirn j =1+ 1, n, 1
_anii aj <z
“atunci z « aj; k< j
—~[

—0

ap + ai; ai <

]
serie a
gtop

(

10 INPUT N
20 DIM A(N)

30 FOR |=1 TO N

40  INPUT A(l)

50 NEXT |

60 FOR 1=1 TO N—1

70 LET X=A(l): LET K=l

80 FOR J=I+1TON

90 IF A (J)>=X THEN GO TO 110
100 LET X=A()): LET K=J

110  NEXT J

120 LET A(K)=A(l): LET A()=X

130 NEXT |

140 FOR I=1 TO N

150 PRINT A(l)

160 NEXT |

170 STOP

4, Deoarece z; si =z, sint ridicinile ecuatiei z* — sz + p = 0, avem:

@ — sty +p=0;

tnmulfind prima egalitate cu zy

%, jar adouacu Ty

mg-«s:f:z—l—p:D.

R—2 i adunind cele dou# relatii obii-

nute, ajungem la Sp — sSk_l + pSk—p = 0, adicd Sp = sSp—; — pSkh—z, Yk > 2. Observim- ci

8y = 2, iar 5y = s.

Vom folosi doud variabile suplimentare a si b, astiel incit perechea (a, b) ia succesiv valorile:
(05 1) (S1, Sa)y ey (She1, Sk)-
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Trecerea de la o pereche (a, b) la succesoarea ei se realizeazdi astfel:
c+s:b—pra;eeb; b+ e

citeste 5, p, k . 10 INPUT S,P,K

a+—2; bes 20 LET A=2: LET B=S

dac k= 0 z 30 IF K>=0O THEN GO TO 50
ratunel sorle a; stop 40 PRINT A: STOP
N 50 FOR I=2 TO K
—pentru i = 2, k, 1 i 60 LET C=S«B—PxA

& S fiilolm Bis il : 70 . LET A=B: LET B=C

< a+—b,b+c 80 NEXT |
L 3 90 PRINT B _
coile b 100 STOP
stop :

o

b, Vom urma algoritmul de reprezentare a numerelor rationale sub formi de fractii zeci-

5 ; : : : . m
male prezentat fn clasa a [X. Cifrele zecimale vor fi notate in ordine cu a,, ay, ... [decl =
n

=0, g0, ] , iar resturile obtinute prin imp#rjirile succesive la n vor fi notate prin ry, r3, ... cu

r=m. R
La fiecare pas vom impdrfi pe 10-ri la n, oblinind o nou# cifrd zecimald a; §i un

nou rest rigy. )
Algoritmul se opreste in unul dintre urmétoarele doud cazuri:

s s § 1 = m
— se obtine un rest rig, nul; atunci fractia nu este periodici (— = 0,aydy ai] .
n 1)
— se obtine un rest ri cu ri=rg, ke {1,...,i — 1}; atunci fracfia este periodici si

putem scrie - — 0, a; ...ap—(an .. dieg)-
n i
Degarece toate resturile sint mai mici decit n, algoritmul se opreste dupi cel mult

n + 1 pasi.

citegte m, n | 10 INPUT M,N
L1 re—m . 20 DIM A(N--1): DIM R(N+1)
—eit timp ri # 0 , . 30 LET I=1: LET R(1)=M
__pentru k=1, :—1, 1 40 IF R(l)=0 THEN GO TO 160
—dacik ri = r, 50 FOR K=1 TO I—1"
atunci serie ‘perioada este’ 60 IF R(l) ¢> R(K) THEN GO TO 120
—pentru j =k, i — 1, 1 70 PRINT "PERIOADA ESTE:"
scrie a; 80 FOR J=K TO =1
| 90 PRINT A()):
stop 100 NEXT J
o 110 STOP
1 H 120  NEXT K !
= 130 LET X=10%R(l): LET A(l)=INT (X/N)
x40 rij ai+ [_] 140  LET I=I!41: LET R(l)=X—A(l—1)xN
e e, o AR ) 150 GO TO 40 :
R S 160 PRINT "FRACTIE NEPERIODICA"
=] o 170 STOP
serie ‘fraciie neperiodicd )
. stop

6. Hste suficient sd determindm conform algoritmului lui Euclid valoarea d = (m, n) si

. a . . m . | n
apoi s# inlocuim pe m $i n cu i respectiv cu -
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7. Functia f este bine determinatd de vectorii a = (ay, as, ..., am), b = (by, by, ..., by) si
e= (€1, Cay -ee» €m) CU ¢i = flaz), Vi =1, ..., m. BEvident {cy, ..., em} © {by, ..., bn}.

a) Daci m > n, atunci este evident cd f nu poate fi injectivd. Ne situdm de aceea in con-
tinuare in cazul m < n, in care f este injectivé dac# si numai dacé elementele vectorului ¢ sint
diferite dou# cite dou#, adicd dac# ci & {cy, ..., ci—;} pentru orice 1 = 2, ..., m.

citeste m, n, ¢ 10 INPUT M,N
—daci m > n 200 BYIMSE() S :
atunci serie ‘nu’; stop 30 IF M{ =N THEN GO TO 50
(] 40  PRINT "NU": STOP
—pentru t— 2,om, 1 50 FOR |I=1 TG M
B T, S, 60 INPUT C()
—dacd ci = ¢j 70 NEXT |
-’ atunei serie ‘nu’; stop gg FOFROIRZJZ -EOTI\O,] "
I A [ —
e 100 IF C(l) ¢> C(J)) THEN GO TO 120
e 1:120 'FFRJINT "NU": STOP
it 120 NEX '
. 130 NEXT |
» 140 PRINT "DA”
150 STOP
b) Dacd m < n, atunci f nu poate fi surjectivd. De aceea ne situim in continuare in
cazul m > n, cind feste surjectivd dacd {b, ..., bn} < {e1, ..., em}, adic#l pentru oricet {1, ..., n}
existd j € {1, ..., m} cu bi = ¢j.
citeste m, n, ¢, b 10 INPUT M,N
—dacik m < n 20 DIM C(M): DIM B(N)
atunei serie 'nu’; stop | 30 IF M>=N THEN GO TO 50
) 40 PRINT® *NUM:STHOP
_pentru =1, n, 1 50 FOR |=1 TO M
¥ inde—0; je1 60  INPUT C(l)
—cit timp (ind = 0) A [j < m) 70 NEXT | _
—dacd ¢; = b, atunci ind « 1 80 FOR 1=1 TO N
alitel j« j + 1 1gg NE”>\J<1P"UIT B(1)
‘D‘D 110 FOR |=1 TO N
‘—daeé il 120 LET IND=Q: LET J=1
[ ST B G 130 IF(IND=1) OR(J>M) THEN GO TO 190
“D“ Stk 140 IF C(1) ¢ > B(J) THEN GO TO 170
v 150 LET IND=1
=Ll 160 GO TO 180°
Slém ‘da 170 B =51
UL 180 GO TO 130 :
190 IF IND=1 THEN GO TO 216
200 PRINT "NU": STOP
210 NEXT |

220 PRINT *DA": STOP

¢) Dacd m # n, atunci f nu poate fi bijectivii. Dacd m = n, putem utiliza de exemplu
faptul cd f este bijectivdl dacd i numai dacd este injectivi.

8. Bste suficient s& calculdm intr-o variahild § valoarea sumei a, + as + ... + an $iapoj
.

pentru fiecare { = 1, 2, ..., n si inlocuim pe a; prin ;
. s
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9. Fie dat vectorul a = (a,, aa, ..., an)
a) Numerele a,, @, ..., an sint in progresie amtmetlcﬁ dac# si numai dacd pentru orice i =

= 3, ..., n avem a; — @j—; = ay — a,.
oltesta a 10 INPUT N
re gy — ay 20 DIM A(N)
_pentru t = 3, n, 1 30 FOR |=1 TO N

—dacd ai — ai Fr . 40  INPUT A(l)

atunci serie ‘nu’; stop 50 NEXT |

Lo ‘ 55 LET R=A(2)—A(1)
' o 60 FOR |1=3 TO N
sile “ila? . 70 IF A()—A(l—1)=R THEN GO TO %0
< 80 PRINT "NU": STOP
BLOP 90 NEXT |

100 PRINT "DA": STOP

b) Dacd @, = 0 sau a; = 0, atunci numerele nu sint in progresie geometrici. in caz con-

trar, a,, as, ..., ap sint in progresie geometrici dacd si numai daci pentru orice ¢ = 3, ..., n avem
@i g ' .
——emi——iis

iy ay

10. Vom calcula d = (a, b). Daci a = 0 sau b = 0, atunci d =a +b. In caz contrar
cit timp a % b efectuim urmitoarele calcule:

]

— dacd @ > b, atunci a + a — b, corespunzitor egalitilii (a, b) = (¢ — b, b);
—.dacd a < b, atunci b « b — a, corespunzitor egalititii (a, b) = (a, b — a).
fn momentul in care w = b, avem evident d = a = &.
_ citegte a, b 10 INPUT A,B
—dacd (e = 0) V (b =0 20 IF (A{>0) AND(BC »0) THEN GO TO 40
atunci serie g + b; stop 30 PRINT A-+B: STOP
i 40 IF A=B THEN GO TO 100
—cit timp o 5 b 50 IF A<B THEN GO TO 80
—dacd a > b atunci a —a — b 60 LET A=A—B
altfel b+ b —a 70 GO TO 90
80 LET B=B—A
—U 90 GO TO 40
o 100 PRINT A
serie a 110 STOP
stop .
11. Fie f= a; + @ X + ... + ayy, X" Citul va avea forma:
by + b3 X 4 ... + by X771, dar restul va avea valoarea b, unde:
bpty = an4y
bp = an + cbpty
by = as - cbs
by = ay + cby
citeste n, a, ¢ ) 10 INPUT N,C
bnyq  Aniy 20 DIM A (N--1): DIM B(N+1)
—pentru i =n, 1, —1 30 FOR =1 TO N-41
byia=iay -t ety 40 INPUT A(l)
L] 50 NEXT |
serie b 60 LET B(N+1)=A(N-+1): PRINT B(N-1)
atop ; 70 FOR |=N TO 1 STEP —1
80 [HETTE B(I) A(I)—l—C* B(I41)
90 PRINT B
100 NEXT |
110 STOP
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12, Fie f = a; + a2 X + ... + appy X" cu n > 1 §iaqyq # 0. Fie ¢ = R. Se cere s se deter-
mine cel mai mare numar natural k cu (X — ¢)k| f. Vom trata cazul mai general in care nu stim
de la inceput daci c este rddicinid a polinomului f.

Expunem in continuare ideea algoritmului. Se pleacd cu k = 0. Se calculeazi citul f; si
restul r, ale impdrtirii lui fla X — ¢. Dacd ry = 0, atunci mérim pe k cu o unitate sireludm calcu-
lele pentru f,; in caz contrar se opresc calculele.

Vom caleula coeficienfii citului f; in variabilele ap4y, ..., a5, iar restul r; in variabila
a,. Mai general, coeficient{ii citului fi vor fi calculati in variabilele anyy, an, ..., @iy, iar restul rj
va fi caleulat in a;, deci f; = ap, X" 14 an X070 4 L e
citeste n, a, ¢ } 10 INPUT N,C
k<0, 20 DIM A(N--1)
—pentru j =1, n, 1 ‘25 FOR |=1 TO N1
—pentru ¢ = n, j, —1 ~ 26 INPUT A(l)
' Gt gt - Croahy 27 NEXT |
| .30 LET K=0
dich as =0 40 FOR |=1 TO N
e Fc 50 FOR I=N TO ) STEP —1
altfel serie k; stop ' 60 LET A(l) A()+CxA (141)
] 70  NEXT
5 80 IF A())¢ >0 THEN GO TO 110
i k 90 LET K=K--1
ok 100 GO TO 120
e 101 PRINT K: STOP
120 NEXT )

130 PRINT K: STOP

18. Fie f=a; + aaX + ... + amp X™ 5i g = by + b X + ... + by X™ doud polinoame
cu coeficienti reali. Suma lor va fi polinomul:
h=c¢ + X + ... + cpy, XP unde p — max{m, n}, iar ¢i = ai -|- bi pentru orice i = {1, ..., p}
(cu conventia cdl ai = 0 pentru ¢ > m -+ 1 i b = 0 peniru j > n 4+ 1).

Algoritmul constd in urmitoarele:

— se initializeazd variabilele e, e, ..., cpsy; CU Z€ro;

— pentru £ =1, 2, ..., m 4+ 1, la valoarea lui ¢; se adaugd ai;

— pentrut =1, 2, ..., n + 1, la valoarea lui ¢; se adaugd bi.

14, Fie ecualia a; + asz + ... + app 2™ = 0. Ea este reciprocd dacé si numai dacd pentru

ornice = AN [n _‘2_ 1:| avem ai = dnpte—i. f
citeste n, a 10 INPUT N
L P 20 DIM A (N1
Ao - e [ 9 ]" 30 FOR |=(1 TO) N1
—daed ai # antei ? 40 INPUT A {|)
atunci serie ‘nu’; stop 50 NEXT |
= . 60 LET K = INT ((N+1)/2)
70 FOR |=1 TO K
-0 80 IF A(l)=A(N+2—I) THEN GO TO 100
HOglg= e 90 PRINT "NU": STOP .
o 100 NEXT|

110 PRINT "DA": STOP
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