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Scurt istoric

Bazele teoriei probabilititilor au fost puse in secolul XV1I de matematicienii B. Pascal
(1623 —1062) si P. Fermat (1601—16653). Un pasionat jucitor de zaruri, cavalerul de
Méré, sustinea in discutiile sale cu Pascal cd jocurile de noroc uneori conduc la rezultate

“care contrazic matematica. Astlel, afirma el, a arunca un zar de 4 ori pentru a obtfine

o data fata sase, cste acelasi Incru cu a arunca de 24 ori cite doudl zaruri pentru a
obtine o dubld de sase. Dacd aruncim un zar avem 6 rezultate posibile (letele :
: : s 4 2 . .
1, 2, ..., 6) si facem 4 incercdri. Avem raportnl — = — . Dacid arnncim doufl zaruri
3
avem 30 cazuri posibile (perechile de fete: (1, 1), (L, 2), ..., (0, 6) si 24 de incerciri,
24 2 % )
Deci acelasi raport — = — . Cu toate acestea, cavalerul de Méré a observat ci jucind
36 3

in modul al deilea (cu doud zaruri aruncate de 24 ori), pierde fati de adversarul siu,
dacd acesta alege primul mod (aruncarea unui singur zar de 6 ori), ceea ce credea el,
contrazice regulile matematice. Pascal si Fermat aun arfitat insi ci probabilitatea de
cistig la jocul cu un singur zar este 0,318, iar la jocul cu doud zaruri 0,492, Desi diferenta
dintre cele doud probabilititi este micd, totusi, la un numir mare de partide, jucitorul
cu probabilitatea de cistig 0,5 18 cistigi in {ata jucdtorului cu probabilitatea de cistig 0,492.
Dect practica jocului’ confirmi justetea rationamentului matematic, contrar credintei
fui de Méré. ]

O altda problemi, deveniti de asemenea celebrdi prin faptul cid a condus la nasterea
uiei noi discipline matematice, a constat in impértirea mizei la un joc, care este intre-
rupt inainte de a i desemnat un cistigitor. La un joc, la care participi doi parteneri
in conditii egale, este invingitor cel care cistigh trei partide. Dupid trei partide jucate,
jocul se intrerupe, primul jucitor avind dound partide cistigate, iar al doilea numai una.
Cum trebuie si se impartd miza ? Cavalerul de Méré sustinea ci trebuie si se imparti
proportional cu numirul partidelor cistigate de fiecare jucator, adicd cu numerele 2 si 1.
Pascal, Fermat si C. Huygens (1629—1695), care a contribuit si el al aparitia teoriei
probabilititilor, au demonstrat pe cidi diferite cid miza trebuie impéartiti proportional
cu numerele 3 si | Pare curios cd niste savanti, cdrora stiinta le datoreazi descoperiri
fundamentale, se ocupau de rezolvarca unor probleme neinsemnate puse de practica
jocurilor de noroc, dar ei erau convinsi de importanta descoperirii lor din punct de ve-
dere filozolic, In scrisoarea in limba latind adresati Academiei de Stiinfe a Frantei prin
care Pascal anunta rezultatul cercetdrilor sale, el arati ci a reusit si concilieze incerti-
tudinile hazardului cn demonstratiile matematice.

Mai tirziu in opera postumd ,,Ars conjectandi” (1713) a unui alt mare matematician
J. Bernoulli (1654—1703) se stabileste pentru primna oari ci noua teorie matematici
este fundamentald pentru studiul fenomenelor de masi. Printr-o teoremi celebrii, in-
titnlati de el ,teorema numerelor mari“, J. Bernoulli stabileste relatia matematici.
dintre [recventd si probabilitate dupd un numir mare de probe. Aceastii teoremi com-
stituie fundamentul statisticii matematice si justifici aplicarea teoriei probabilititilor
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in alte domenii. N. Bernoulli (1687 — 1759), editorul o.pFrCi j,fn‘s conjecta?dii‘, D

) = ilitatilor in stiinfele moral politice si in demografie, iar D. Ber-
cu su‘cc.es teoria le"obzﬂ;;st primul care a aplicat-o la studiul teoriei cinetice a gazelor
n-oul'l;h(lilﬁf;:o"’;iei]_l: premergitoare teoriei deciziei de astizi. N. Bernoulli si D. Ber-
sias t

noulli au fost nepotii lui J. Bernoulli.

CIN . e a 1 5 1li+5 43 -
Un alt matematician, care a adus contributii importante in teoria pr oba.blhtah]o:,f

a fost A. de Moivre (1667—1754). El a giisit normali legea de probabilititi, atribuita
mai tirzin pe nedrept altor oameni de gtiinti.

Dar cel care pe drept cuvint trebuie si fie considerat ca fondator al teoriei moderne
a probabilititilor este P. S. Laplace (1749 — 1827). In tratatul siu »Teoria analitica a
probabilititilor” (1813), el expune in mod riguros propozifiile de bazi ‘ale teoriei pro-
babilitdtilor, enuntd si rezolvd in anumite cazuri teorema limiti centrald, fundamen-
tald in teoria erorilor, si aplicd in mod stiintific calculul probabilititilor in demografie,
astronomie si in alte domenii.

Printre marii matematicieni, care au adus contributii in teoria probabilititilor in
secolul XIX, citim pe K. F. Gauss (1777— 1855), J. Bertrand (1822— 1900), H. Poin-
caré (1854— 1912). Trebuie semnalat, de asemenea, si aportul scolii ruse de probabili-
tati, intemeiatd de P. S. Cebisev (1821—1894), awvind ca reprezentanti stréluciti pe
A. M. Liapunov (1857—1918) si A. Markov (1856— 1922), autorul unor procese sto-
chastice de mare importantd in stiinta de astizi.

In secolul nostru s-a realizat axiomatizarea teoriei probabilititilor. Au adus con-
tributii in aceastd directie, in ordinea vechimii: . Borel, I, P. Cantelli, R, Mises, A. N,
Kolmogorov, O, Omnicescu, Bruno de Finetti, V. Glivenko, A. Renyi si alti matemati-
cieni de seams.

Epoca noastri cuncaste o dezvoltare considerabili a acestei teorii, care este apli-
catd, aproape fird exceptie, in toate domeniile de activitate (fizicd, chimie, biologie,
tehnicd, astronomie, medicin, economie, sociologie, istorie, arheologie, psihologie,
lingvisticd s.a.).

Dealtminteri, aplicatiile teoriei probabilitdtilor au mers mind in mini cu dezvoltarea
ei teoreticd. Inci la slirsitul secolului XVII au apirut primele calcule de asigurari, iar
astronomul E. Halley (1656 — 1742) a construit prima tabeld de mortalitate a unei popu-
latii wmane. Statistica a cipitat o mare dezvoltare, teoreticd si practici. Intemeietorii
statisticii ca stiintd trebuie si fie considerati F. Galton (1822—1911), K. Pearson (1857—
1936), R. TFisher (1890 — 1962).

Din teoria probabilititilor s-au desprins, in ultimele decenii, noi discipline stiintifice,
importante prin aplicatiile lor : teoria informatiei, teoria fiabilitdtii, programarea ma-
tematica, teoria deciziei etc.

in tara noastri existi o insemnati scoald de teoria probabilititilor, care printre alte
realizdri, a introdus in stiint}i teoria proceselor cu legituri complete, aplicate in psiholo-

gie si economie.

Cimp de probabilitate finit

§ 1. Evenimente. Operatii cu evenimente

1. Evenimente

Sa considerdm experienta aruncirii unui zar. Este, evident, veorba
de o experientd aleatoare¥, adicd de o experientd al C::lf(,‘i 1‘ezultaf: a
poate fi anticipat cu certitudine, el depinzind de o serie de factori in-
| timplatori. ] . .

Aceasta experientd se poate repeta de un numir oarecare de ori.
Fiecare repetare a experientei se numeste probd.

Experienta considerati are o multime E de cazuri sau rezultate
posibile :

E=ql,2 34, 576}

Legate de aceastd experientd, putem considera diverse evemimente :
A : ,aparitia unui numir par®,

B : ,aparitia unui numir impar®,

C : ,aparitia unui numir <3¢

D : ,aparitia numirului 5 etc,

Fiecare proba atrage dupi sine fie realizarea, fie nerealizarea oricéu‘u%
eveniment. Astfel, daci la o aruncare a zarului apare fata 4, atunci
evenimentul 4 s-a realizat, iar evenimentele B, C, D nu s-au realizat.

; ~ i y A
* Cuvintul ,aleator” are sens de intimplitor si provine de la latinescul ,alea (zar).
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Este clar ca ficcarui eveniment ii corespunde o multime de cazurs

favorabile, care este o submultime a lui . Aceasta este multimea de
cazuri, care realizeaza evenimentul considerat.

Astfel : evenimentului A i corespunde submultimea {2, 4, 6! a lui E ;
evenimentului B {i corespunde submultimea {1, 3, 5} a lui E ;
evenimentului C 1ii corespunde submultimea {1, 2, 3} ;
evenimentului D i corespunde submultimea {5}.

Se observd cd un eveniment oarecare si submultimea lui £, asociati
evenimentului, se determini reciproc si de aceea nu wvom face distinctie
intre ele.

Vom considera deci, fiecare eveniment legat de experienta conside-
rata ca fiind o submultime a lui . Astfel, vom scrie

A=12, 4, 6}: 'B={1,35: C={1,273;: D={5

Evenimentele care au un singur caz favorabil sc numesc evenimente
elementare. Prin abuz de limbaj, vom numi la fel si elementele multimii £,

Multimea evenimentelor legate de o experientd cu wn mwmdr finit de
cazuri posibile se identifica, deci, cu familia P(E) a tuturor submulti-
milor multimii F, a tuturor cazurilor posibile ale experientei.

2. Eveniment sigur. Eveniment imposibil

Retinem, deci, ca orice eveniment este o submultime a lui £ si, reci-
proc, orice submultime a lui E este un eveniment.

Dar printre submultimile Iui £ se gisesc multimea vidi @ si intreaga
multime E (multimea totala). Acestea corespund evenimentului impo-
stbil si, respectiv, evenimentului sigur.

Evenimentul sigur este acela care se realizeaza, cu certitudine, la orice
proba. -

Astfel, la aruncarea unui zar, evenimentul sigur este ,aparitia uneia
din fetele 1, 2, 3, 4, 5, 6 Toate cazurile posibile ale experientei sint
cazuri favorabile acestui eveniment,

Evenvmentul imposibil nu se poate realiza in nici o efectuare a expe-
rientei. El nu are nici un caz favorabil (spunem ca multimea cazurilor
sale favorabile este vidi).
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3. Eveniment implicat de alt eveniment

Spunem ¢ evenimentul A4 implicd evenimentul B, dacd realizarea
Iui A atrage dupi sine realizarca lui B.

Aceasta inseamni ci orice caz care realizeazd pe A4, realizeazd si pe B,
adici multimea cazurilor favorabile lui A este inclusda in mulfimea
cazurilor favorabile lui B.

La aruncarea unui zar, daci 4 = {l, 2, 3}, B = {1, 2, 3, 4} se vede
ci A implici B, iar ca relatie intre multimi 4 C B.

Se wverifici usor ci 4 C 4, 4 C E. Evenimentul imposibil implica
orice eveniment (@ C A).

4. Operatii cu evenimente

3 4 / [
Fiind date doui evenimente 4, B, legate de o experientd, ,4 sau B
este evenimentul a cirui realizare inseamna realizarea a cel pufin unuia

din ele. , )
La aruncarca unul zar, daca 4 = {I, 2, 3}, B=1{2, 3, 4} atunci

A sau B“={l, 2, 3, 4 =4 UB.

Retinem : in loc de ,4 sau B scriem A |J B.
i t e - " o .
Se poate vorbi de ,,4 sau B sau c* ,,A sau B sau C sau D“ etc., res

pectiv, de 4 | B J @, A | B YG D) Diete:

oA si B“ este evenimentul a ciirui realizare inseamna realizarea am-
belor evenimente A, B.

La aruncarea zarului, daci A4 = {1, 2, 3}, B = {2, 3, 4}, atunci am-
bele evenimente se realizeazi dacd apare una din fetele 2 sau 3, adica :

A si B<={2, 3 =AM B.

Retinem : in loc de ,,4 si B vom scrie 4 (M B, inloc de 4 5i B SO
vom scrie A (M) BN C etc. _

A = non A“ este evenimentul a carui realizare constd in nereali-
zarea evenimentului 4. Multimea cazurilor favorabile lui ,mon A este
formati din toate cazurile nefavorabile lui A.



i B

E ¥ : Cu notatiile din teoria multimilor putem scrie
La aruncarea unui zar, daca 4 = {l, 2, 3}, atunci ’ ; p

A = non A*=1{4, 5, 6} = CA. ANB={23; BNC={4}; AN B=g.

Se poate vorbi despre incompatibilitatea (sau compatibilitatea) unui

Repinemn : in loc de ,non A“ sau ,A nu se realizeazi® vom scrie CA. s :
numar oarecare de evenimente.

Se verificd usor relatiile : A=d;, E=9: @ =E

; il 6. Dudlitate de limbaij
5. Evenimente incompatibile. Evenimente compatibile

Din cele spuse mai inainte reiese ci orice eveniment legat de o expe-
rientd, cu un numir finit de cazuri posibile, poate fi interpretat ca o
submulfime a unei multimi E (multimea cazurilor posibile ale expe-

Evenimentele A, B sint incompatibile dacd nu se pot realiza impreund
in mici o efectuare a experientei. Aceasta Inscamnd cd realizarea unuia

din cele doui evenimente atrage dupi sine nerealizarea celuilalt, adica A rientei).
i s . . 2= A .. o . o 0
implicd ,non B“ si B implicd ,non 4% De aici a decurs urmitoarea dualitate de limbaj :

Conform celor spuse mai sus, vom scrie A C (B, B CA. ) . . '

Se observid ci A, B sint incompatibile, atunci c¢ind nu au nici un Limbajul evenimenteloy Limbajul madtimilor
caz favorabil comun. Eveniment, Submultime a Iui E

L A

De asemenea, este clar ci A, B sint evenimente incompatibile daca Eveniment sigur. Multimea (totald) E.
si numai dacd realizarea lui ,4 si B“ este imposibild (,4 si B“ = im- Eveniment imposibil. . Multimea vidd @.
posibil se scrie, conform celor spuse mai inainte, 4 (N B = @). A implici B. A CE

Se verifica usor, folosind limbajul evenimentelor sau al mulfmilor, A sau B. AU B.
echivalenta relatiilor : gt B, Ay B,

non A (eveniment contrar lui A). CA.
ANB=g AC B, BC t4, 5 e 4
i A, B incompatibile. AFE B =
Evenimentele A, B sint compatibile dacd se pol realiza impreund in Eveniment elementar. {¢} sau ¢ cu e E.
" hrobd ' dacd au buli ¢ avorabil comun. Pe scurt ; " ! ] . i

aceeast ]5191’5"; dCGz. Fliléwﬂ ﬂ?f cel [i”,‘h#’ un caz fi') ! = @ Aplicatie O wnd confine bile albe 5t bile negre. Se extrag succesiv din wurnd
AJ_ B sint Compatlbllﬁ‘ daci nu sint mcompatlblle. La aruncarea zarului, dowd bile. Cu ajutorul evenimentelor :
daca ; = prima bild extrasi ecste albi,

" = a doua bild extrasi este albi,
So=qil, 230 B =2 8, rai 0 =11, o}

se scrie evenimentele :

. = prima bild este neagré,
atunci :

— A, B sint compatibile. Ele se¢ realizeazi impreuna daca apare
una din fetele 2 sau 3. = o0 bild si numai una este albi.
— B, C sint compatibile. Rezolvare. Evenimentul ,prima bildi este neagri este contrariul evenimentului

3 W / & + . »prima bila este alba“.
— A, C sint incompatibile. Oricare ar.fi rezultatul experientei, ele E

= cel putin o bild este alba,
= ambele bile sint negre,

LB [ o e T T ol

; e C=7_4
nu se realizeaza simultan.
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scel putin o bili este albd® inseamnd , prima bili este albd™ saw

— Evenimentul
,a doua bild este albd™:

DA B
— Evenimentul ,ambele bile sint negre” se poate exprima astfel : ,prima bild

este neagri’ si ,a doua bild este neagrd”.

Deci : e = B (V6B
Se observa, de asemenea, cd I7 este contrariul lui D :
F = (¢4 U B)-

=

— Tvenimentul ,o bild si numai una este alba” se poate scrie: (,prima bild este
; ' bild aori’ i ila G agri” si ,,a doua bild
alba” s ,a doua bild este neagrid' squ ,prima bild este neagra” se @

g

este albd").
G =(4 NcB)yN(Cc4 U B).
Mentionfim ci pentru oricare dous evenimente A, B, A (\ CB se noteazi A4 = B,
jar (A4 — B) U (B — A4) se notcaza A /A B si se numeste diferenta simetricd a Iui A
si B. Cu aceste observatii putem serie

G =ANE. .

§ 2. Probabilitate

1. Frecventa

Fie A un evemiment asociat unei experiente. Dacd inty-o serie de n probe,
cvenimentul A s-a vealizat de n 4 ort, atunci numim frecventa relativa

Ll . - Ny ot = f
a evenimentului A numarul f(4) =—=. (Acest numir depinde de #

si ar fi trebuit notat fa(4), dar vom folosi si forma f(A))
Se verifici usor unele proprietati ale frecventei relative :
1° 0 € f(4) < 1 pentru orice eveniment 4,
2° f(E) = 1 (E = evenimentul sigur), R
3° f(4 U B) =f(4) + f(B) daca evenimentele 4, B sint incompa-

4 f(A — B) = f(4) — f(B) dacd B implica 4,
Ji ) = f(d) —f{4. N B)

6 f(4 U B) = f(4) + f(B) —f(4 N B).

7° f(cd) = 1 —f(4).

S verificim, spre exemplu, relatiile 5° si 6°.

5 =

Daci in cele n probe, 4 s-a realizat de n, ori s1 4 (M B de :'?'1,_,;53 ‘ori,
: o ; NNy - A : . 3 7
atunci f(4) = —; f(4 N B) = —— - Deciteoris-arealizat (4 — B) =
n

=AM (B, inseamni de cite orl s-a realizat evenimentul constind in
realizarea lui 4 s nerealizarca Iui B. Pentru a gisi acest numir, trebuie
sa scidem din numarul probelor care au realizat 4(= n,) pe ce al pro-
belor care au realizat si pe B(= #.qz).

Rezultd n,_ 5 =n4—ii4yp si deci:

fld—B)="t—"a2 24 248 _ gy (AN B).

g n i 7

Daca A, B sint incompatibile, atunci #4 + 7, este numarul de probe
care realizeaza A |J B (rezultid 3°). Dacd cele doud evenimente sint
compatibile, atunci din 74 | np trebule si scadem 4,5 (probele care
au realizat si pe 4 si pe B au fost numirate de doud ori in suma 74 + 7y :
o datd printre cele care au realizat pe 4 si o datd printre cele care au
realizat pe B). Deci 94,5 = 014 4 9y - napyp SaU

f(4 U B) = f(4) + f(B) —f(A N B).

Multe experiente prezintd fenomenul de regularitate statisticd, adica
dacd m si » sint numere mari $i 4 este un eveniment legat de o astfel
de experientd, atunci f,(4) si f.(4) nu difera mult intre ele si aceasta
diferentad este cu atit mai micid cu cit cele doud numere m, # sint mai
mari. Aceasta ne sugereaza cd frecventele oscileazd in jurul unei anumite
valori si cd apropierea de aceastd valoare este cu atit mai mare cu cit
numirul 2 este mai mare. In general, nu putem cunoaste aceasti va-
loare, deoarcce nu putem repeta decit de un numdir finit de ori expe-
rienta.

Exemplu. S-a efectuat urmitoarea experientd : s-aw intvodus intr-o urnd doud bile
— una albd si una neagrd — s-au fdcul extvageri succesive, punindu-se dupd [iecare ex-
tragere bila inapci in wrnd. Dupd 2 000 de extrageri, bila albd a apdarul de 994 ori : con-
tinuindu-se experienta, dupd 4 000 extrageri bila albd a apdrui de 2 008 ori. Deci f, g0 =
= 0,497 ; fion = 0,502. Dacd am continua expevienta, am gdsi peniru frecvenld valori
care sinl foarte apropiate de 0,5

Notiunea de frecventd relativa este suportul empiric al notfiunii de
probabilitate.
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2. Probabilitate

A defini o probabilitate in raport cu o experientd, avind un numdr
finit de cazuri posibile, revine la a asocia fiecirui eveniment A, legat
de respectiva experientd, un numar P(A) numit probabilitatea eveni-
mentului 4. In plus, este natural si cerem ca P si aiba proprietitile
frecventei relative, printre care sint si proprietdtile 1°—7°.

Se constati ci proprietatile 1°—3° sint suficiente, din ele deducindu-se
toate celelalte. Cum orice eveniment poate fi considerat ca o submul-
time a unei multimi E, o probabilitate P face si corespundd fiecdrel
éubinnltimi o lui E un numir real, aceastd corespondentd satisficind
proprietitile 1°, 2°, 3%

Definitic. Aplicatia P: P(E) — R este o probabilitate daci

4) 0 Pid) = 1,

b) P(E) = 1,

¢) P(A U B) = P(4) + P(B) dacd AN\ B = @.

Proprietatea ¢) sc extinde imediat

P, U AU ... Uda) = P(A) + P(As) + ... + Plda)
daci 4,, ..., 4, sint disjuncte doui cite doud.

Daci P este o probabilitate pe P (E), atunci

i) P(A — B) = P(4) — P(B) daca Bi@ 4,

¢) P(A~— B) = P(4)— P{d ) ),

) P(4UB) —P(4) + P(B) —P(4N B).

g) P(C4) =1—P(4); P(g) =1 — P(E) = 0.

Demonstratie. d) Daca B C A, atunci se arata usor (folosind limbajul
evenimentelor sau al multimilor) ca :

A=B\U(4d—B)
si de aici ’
P(4) = P(B) + P(4 — B) (decarcce B §i 4 — B sint disjuncte), -
e) Avem: A —B=4—(4N B) (exercitiu!) si 4 N\ B C 4. Con-
form cu 4),

P(A - B) = P(4) — P{4 | B),
f) AUB=A4U(B—A4) (exercitiu)
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si de aici
P(4 \J B) = P(4) + P(B— 4) = P(d) + P(B)— P(4 (" B),
g) A (4 =E = P(4) + P(C4) = L
Observagie importantd
Dacd cunoastem probabilitatea evewimenteloy elementare, cunoasiem
probabilitatea ovicdrui eveniment.

Intr-adevir, datd B =={ei, €5 won tap 81 A = {eg, 6y o
atunci,

U] ‘gik}n

A={e} Ul U ... U e}
si dupd axioma b): P(4) = Ple;) + Ples) + ... + Pley),

in particular

P(E) = P(ex) + Ples) + ... + Ples) = L.

3. Cazul evenimentelor elementare echiprobabile

Daci E = {e;, &5, ..., €s}, 2 Vazut ca
P(e,) + Ples) + ... + Pley) = L.
Daci {¢,}, {es), ..., {¢s} au aceeasi probabilitate (sint echiprobabile)
Pley) = Pley) = ..o = Pleg)
1
atunci P(e;) = ;(z' N[ BT
Daci A = {e;, €4, «.., es,y atunci

P(4) = Pe,) + Plec) + ... + Ples,) = —

n

Rezulti ci, in acest caz, probabilitatea unui eveniment A este egald cu
raportul dintre numdrul cazuvilor favorabile lui A i wumdrul total al cazu-
rilor posibile ale experienier.

In multe din aplicatii se considerd satisficutd condifia de echipro-
babilitate a cazurilor posibile ale experientei. Astfel:

— Aruncarea unui zar ,,perfect*‘este o experientd cu 6 cazuri posibile
echiprobabile.
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— Extragerea unei bile dintr-o urnd continind » bile este o expe-
rienti cu m cazuri posibile echiprobabile.

— Aruncarea a doud zaruri este o experientd cu 36 de cazuri po-
sibile echiprobabile. )

— Aruncarea de # ori a unei monede este o experienta cu 2" cazuri
posibile echiprobabile.

@ Aplicatie O wrnd confine 3 bile albe 5i 4 bile negre, iar o alld wrnd confine
4 bile albe §i 3 bile negre. Din fiecave urnd se extrage cite o bild. Se considerd cvenimentele 2

A = bila extrasi din prima urnd este albd,

B = bila extrasi din a doua urni este albd.

Si se caleuleze P(4 () B), P(4 \U B), P(4 — B), P(C4).

3 4

Rezolvare. Evident P(4) = ;—; P(B) = T)
Experienta constind in extragerca celor doud bile are 7+9 = 63 cazuri (egal) posibile.
Evenimentul 4 (0} B (prima bild este albi si a doua bild este albi) are 34 = 12 cazuri
favorabile. Deci

.

P(4 M B) =E:—ii
63, 21
Pentru a_ calcula P(4 |J B), folosim formula :
P4 B) = P(4) + P(B) — P(4) M B)

si rezulti

PAU B =2y 222
7 9 21 63
De asemenea,
P(A — B) = P(d) — P(4) ﬂB)=i——-=i.
7 i |
Plcd) = 1 = P(4) =—i—.

4, Cimp finit de probabilitate

Fitnd datd o multime fimitd E si o aplicatie P(E) — R, satisfdcind axio-
mele a), b), ¢), spunem cd s-a dat un cimp finit de probabilitate.

in unele cazuri, cind multimea E nu este {initd, din motive pe care nu le vom expune
aici, multimea evenimentelor nu se considerd familia tuturor pirtilor lui E, ¢l mumai
o subfamilie & a acesteia. Dar P fiind o functie care face ca fieciirui eveniment (element

14
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al lni &) sd-1 corespundd un numir (probabilitatea sa), pentru a putea scrie formulele
P(A ) B) = P(4) - P(B) — P(A N\ B); P(CA) =1— P(A) etc. trebuie si ne asi-
gurim ci daci 4, Bed, atunci A\ JB, 4 N Be, 4eX. Deoarece & este do-
meniul de definitie al functiel P, expresiile P(4), P(B), P(C4), P4 |J B), P(4 M B),
P(E) ete. au sens numai dacd 4, B, C4, 41 B, 4 (M B, E etc. apartin lui 3

Probleme . 3

S4 se demonstreze ;

L 4 UB) =4 NCE

2. Cl4 N B) =cdAL) CB- _

Sa se generalizeze cele doud relatii:

3. Un zar are fetele 1, 2 vopsite rosu, fetele 3, 4 vopsite galben, fetele 5, 6 vopsite
albastru. Se aruncd acest zar si se noteaza :

A4 : evenimentul obtinerii unei fete rogii;

B : evenimentul obtinerii unei fete galbene ;

C : evenimentul obtinerii unei fete albastre;

D : evenimentul obtinerii nnui numdir par ;

17 ¢ evenimentul obtinerii unui numdir impar.

{k} — evenimentul obtinerii fetei cu & puncte (k¢ = 1, 2, 3, 4, 3, 6). Si se arate ci
w) AR L Y B G A =R )

b) D =F;

) AP D =021 ¢ B =4 0 ] D= {6}
AMIE = %5 B 2 =03} CAE =5}

&) (AUB)ND = NDUEND =2} U {4

4, O tintd este formatd din 10 cercuri concentrice de raze 7, (k= 1, 2, ..., 10)
v, < 1y << ... <y Evenimentul 4, consti in nimerirea cercului de razi r,. Si se
spund ce inseamnd evenimentele :

a) A =4 — A ;

h) B =A,~— A

¢ Ci= ./I—,‘

Si se arate cd :

dl Az C dpy k=1, 2, .. ... 9

5. O persoani urmeazi si dea patru telefoane la patru numere diferite. Fiecare nu-
mar este format o singurd datd. Notdm cu A, evenimentul ci la chemarea ¢ nu primeste
eispuns. Cum se scriu evenimentele :

a.} primeste rdspuns”la toate chemirile ;

b) la cel mult o chemare nu primeste rispuns ;

¢) la cel putin o chemare nu primeste rdspuns ;

d) la o singurd chemare nu primeste riaspuns;
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¢) nu primeste rispuns la prima chemare si la incd una din celelalte trei chemari,
iar la celelalte doud chemiri primeste rispuns.
6. O urni contine 2 bile numerotate cu 1, 2,
ca la o extragere si obtinem o bili numerotati cu un multiplu de k. Sa se arate ci :
a) {(M21} = {M3} N\ {MT}; )
b) {M 10} M {M 6} = {M 30} ;
¢) daci {Ma} C {Mb}, atunci b este un divizor al lui a si reciproc;
d) {Ma} (") {Mb} = {M[a, 8]},
unde [a, b] este cel mai mic multiplu comun al numerelor @ si b.
.., 1. Din aceasti urni sc extrage o bila.

.., 7. Notdm cu {Mk} evenimentnl}

7. O urni contine n bile numerotate 1, 2,
E7enimentele :

A : bila extrasi di un pitrat perfect,

B bila extrasi di un numér care mirit cu 1 este multiplu de 3,
sint compatibile ? Sd se calculeze P(4 | B).

8. O urnii contine 10 bile albe si 6 bile negre. Din aceastda urnd se extrag 2 bile, ne-
punindu-se inapoi prima bild extrasi.

Se cere

a) probabilitatea ca cele 2 bile si fie albe ;

b) probabilitateca ca cele 2 bile sd fie negre; .

¢) probabilitatea ca prima bild s fie alba si a dova neagrd ;

d) probabilitatea ca prima bild si fie neagrd si a doua albd ;

¢) probabilitatea ca bilele si fie de aceeasi culoare ;

f) probabilitatea ca bilele si fie de culori diferite.

9. intr-un fisier sint 10 000 de fise. Care este probabilitatea ca numirul primei fise
extrase si contind cifra 57 ‘

10. Din 100 mere, 10 sint stricate. Care este probabilitatea ca luind 5 mere la intim-
plare si luiim si mere stricate ?

11. Din multimea numerelor de 7 cifre diferite ce se pot forma cu cifrele e,
5,6, 7, se ia la intimplare un numir. Care este probabilitatea ca numdirul ales s continii
pe 1 si 2 ca cifre consccutive in ordine crescitoare ?

12. Se arunci 6 zaruri. Care este probabilitatea obtinerii tuturor numerelor de la
1 la 6 ? Dar probabilitatea si apard cel putin o dati fata 5°?

13. Se aruncid o monedd pind cind obfinem deasupra fata cu stema. Care este pro-
babilitatea si facem cel mult 3 aruncdri?

14. O urni contine o« bile albe §i B bile negre. Din aceastd urni este extrasia o bild
de culoare necunoscutd. Care este probabilitatea ca la o noudl extragers sd obtinem o

" bil4 albi ? ' -

15. O urni contine 2 bile albe si 3 negre, iar o altd urnd contine 3 bile albe si 4 negre.
Dar fiecare urni este extrasi cite o bild.

a) Care este probabilitatea obtinerii a 2 bile albe ?

b) Care este probabilitatea obtinerii a 2 bile negre ?

¢) Care este probabilitatea obtinerii a ‘cel putin unei bile albe ?

d) Care este probabilitatea obtinerii a 2 bile de aceeasi culoare ?

16

16. Piastrind conditiile si notatiile problemei 6, si se arate ci

]

7

a) P{(Ma)}=

unde prin [¢] notim partea intreagi a numirului ¢ ;

b) dacd n este multiplu de @, atunci probabilitatea obtinerii unui numér care nu se

e e et

a

et . ! .., 10. Care este pro-
babilitatea ca prima carte din pachet sd fie [? &) Dar probabilitatea ca primele doui
cérti sd fie 1 si 2 in aceasti ordine ?

17. Se amestecd un pachet de 10 cidrti de joc numerotate 1, 2

18. Sid se demonstreze formula :
PlA )4, U ... Ud,)) =ZPd) —Z P4, U4y + ...

e Laah o 2 I WY 7 O ROy (B (LT D I o W B

19. O urna contine % bile numerotate 1,2, ..., #. Se extrag, una cite una, toate cele n

. . o [ ; -
bile din urnd. Spunem ci avem o concordantd la extragerea k, daci la aceasti extragere
am obtinut bila cu numirul k. Care este probabilitatea obtinerii a cel putin unei con-

cordante ?

20. Pastrind conditiile si notatiile problemei 6 si se arate ci :

a) P({M3}\J {MT7}) = P({M3}) + P({MT}) — P({M21});

b) P({M6} | {M10}) = P({M6)} + P{M10}) — P({M30}) :

c) P({Ma}| ) {Mb}) = P({Ma}) + P({Mb}) — P({M[a, bl}).

21. Cu notafiile problemei 6 si se arate ci :

a) P({M2} U {M3} | {M5}) = P({M2}) + P({M3}) + P{M5}) — P({M6}) —
— P({MI10}) — P({M13}) + P({M30});

b) P({MG6} ) {M10}(J {D115}) = P({MG}) + P({M10}) + P({M13}) — 2P({M30});

¢) P({M30} | {M42} ) {M70} ) {M105}) = P({M30}) + P({M42 P{M70
Rruanio o ) + PUM42}) + PUMTO)) +

d) P({Ma} U {Mb} U {Me}) = P({Ma}) + PUMb}) + P{Mc}) — P({M[a, b]}) —
— P({Mla, c]}) — PUM[d, cl}) + P({M[a, &, c]}).

Si se generalizeze ultima relatie.

22. Cu notatiile din problema 6 si se arate cii dacd a, b, ¢ sint numere naturale prime
intre ele doui cite doud atunci

a) P({Ma}\J {Mb} U {Mc}) — P({Ma}) + P({MB}) + P({Mc}) — P({Mab}) —
— P({{Mac}) — P({Mbc}) -+ P{{Mabc}).

Sa se generalizeze.
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Probabilitéti condifionate.
H Independenta '

i : intr- i finit de
in cele ce urmeazd ne vom situa permanent intr-un cimp

probabilitate.

§ 1. Probabilitate conditionatd

1. Definitia si semnificatia notiunii
de probabilitate conditionata

: ; inind ile albe si
$a presupunem ci avem doud urme: U, con’gml%q 5 bi - aces,te
i i 1 na din
& bile neere si U, continind 6 bile albe si 7 bile negre. Ui 1]13 e
st ’ ili. Care este probabilit
g i i se extrage o bild.
urne (nu stim din care) . ‘ Tl
bila sa fic albi ? Nu putem raspunde dintr-o datd la.acgasta [1}1 ihied
‘Dar dacd cipitim informatia : extragerea s-a facut din urna Uy,

5 :
ili ila sa fi aeste—. Sd retinem
putem spune ci probabilitatea ca bila sd fie alba este

deci ca Znu este probabilitatea ca bila sd fie alba, ci probabilitatea

ca bila sa fie albi, stiind cd extragerea s-a ficut din urna U,.
Daci notim evenimentele :
A : bila extrasi este albd,
B : extragerea se face din U,,
C : extragerea se face din U,
wom scrie :

5
PB(A) = -1_'1'

18

-

6
Pl ——.
oid) =
Spunem cd probabilitatea evenimentului A conditionatd de evenimen-

La fell:

5
tul B este egali cur-

Sa considerdam experienta aruncirii unui zar. Acedsta are 6 cazuri
i o ; 1
posibile. Daci A = {1, 2, 3}; B = {2, 3, 4, 5, 6}; atunci P(4) =—
5
PBE— e
)

Sd presupunem acum ci acopetim fetele 2, 3, 4, 5, 6 cu un strat
subtire de vopsea rosie. Daci in urma aruncirii zarului s-a obtinut
o fata rosie, atunci stim ci s-a realizat B, dar nu stim ce fata a apirut.
Ne putem intreba care este probabilitatea ca A si se realizeze dupa
ce am cdpatat informatia : B este realizat,

In acest moment nu mai avem 6 cazuri posibile, ¢i numai 5 (cazurile
favorabile lui B au devenit cazuri posibile). Din aceste 5 cazuri posi-

bile 2 sint favorabile Jui 4. Rezultd Py(d) =2

Sd repetam acest rationament pentru o experienta avind » cazuri

posibile echiprobabile. Daci B este un eveniment cu m cazuri favora.
) : m o : . ;
bile, atunci P(B) = —. Daci dintre cele m cazuri favorabile lui B,
it

# sint favorabile unui eveniment A, atunci P(4 A B) — s
7

In momentul cind stim ci B s-a realizat, mai avem s cazuri posi~
bile. Dintre acestea $ sint favorabile lui 4 :

: &
s B m P
pb(A)_ m om P(B)

i

Rationamentul se poate face si pentru frecvente relative. Si presu-
punem cd A si B sint evenimente legate de o experienta & si ci se
face de n ori experienta. Si presupunem ci evenimentul B s-a realizat
de ny ori, iar ambele evenimente s-au produs de 7,445 ori.

Aceasta inseamni ci

HBY= 2 A T E) = =22,

= ’
n
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In plus, putem considera ca frecvenfa (absoluti) a realizarilor lui 4,
printre cazurile cind s-a realizat B, este #aps iar frecventa relativa
a lui A conditionatd de B, este:

alp
. _ manm i
fB(A)— g i g Jf(B)

Aceste observatii, ca si altele, pe care nu le prezentim aici, ne conduc
la alegerea egalitatii:
: __PANB)
Pold)= "5

ca definitie a probabilitatii conditionate (si in cazul in care 4 §i B nu
sint legate de o experientd cu un numdr finit de cazuri echiprobabile).

(P(B) # 0)

2. Probabilitatea intersectiei de n evenimente

S4 scriem din nou relatia de definitie a probabilitatii evenimentului 4,

conditionati de evenimentul A, (P(4,) # 0) :

P4, N 4s)
PAl(A?_) = T

care Se. mai poate inscrie:
P(4,: N 4p) = P(4,) 'PA](A‘Z)'

Aceasti relatie se poate generaliza :

P, N A3 () -~ (A = P(A)Pude)-Pagafda) - Papaf -

v gy (4n)- .
Aceastd relatie rezulti inmulfind membru cu membru relatiile :
P(4,) = P(4,)
P4, (M 4.)

Pafdel =500
Pld, M A. M)
g AL P,

. e

P{AlmAﬂm --‘mAn)
P«‘hﬂ

Ay ve e nxi.n_l(A'll) = BlAamde ) s () 1 .
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Formula demonstrati este utila la calcularea probabilitatii unei
intersectii de evenimente, atunci cind probabilititile condifionate care
apar se calculeazi cu ugurinta fira a folosi definifia. lata citeva exemple :

1) Se aruncid doud zaruri, unul alb si altul rosu. Este o experientd cu 36 cazuri po-
sibile.

Fie 4 si B evenimentele :

A : la primul zar apare fata 35;

B : numirul total de puncte obfinute la cele dond zaruri este >9.

1

Avem : P(4) = —1; P(B) =—.
6 6

Intr-adevir cazurile posibile ale experienfei sint perechi de numere (primul numir

scris este cel apirut la zarul alb, iar cel de-al doilea numirul apdrut la zarul rosu) :

LIy @3 1.3 (549 (15 (1, 6)
)

T
21 @2 3 29 2,5 06
B 1) 33 6.3 6.4 6.3 (3.9
4 1) 420 &3 @49 &I |@9

G (5.2 5,3 (654 |69 [0 0)

6 1) (6,2) (6 3) |6, 4)] |6, 3] |6, 6)]

Cazurile favorabile lui A sint cele sabliniate, iar cele fawvorabile lui B sint incadrate.
Se observid ci doud cazuri sint subliniate si incadrate, adicd sint doud cazuri favorabile,
1
18

Daci ne intereseazii P4(B), adicd probabilitatea ca suma celor dou& numere obtinute
si fie >9 stiind cd primul zar a dat 5, dupd definifie :

atit lui 4, cit si lui B (deci Ini 4 () B). Acestea sint (3, 5), (5, 6): P(4 M B)=

1
) e 8 T
P(A) 15 8
G
La fel
pyay = TEAOE 2

P(4) 3

Dar aceste probabilititi conditionate se pot calcula mai rapid, printr-un rationa
ment mai direct, fird folosirea definitiei probabilititii conditionate.

Tn momentul cind s-a spus ci A s-a realizat, mai avem la dispozitie 6 cazuri posibile
(cele care pot realiza pe A) : (5, 1); (5, 2); (5, 3); (3, 4); (3, §); (5, 6). Dintre acestea,
2 sint favorabile lui B : (5, 5); (5, 6). Deci

20
BlI= s =
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2) Avem 3 wrne ! U, (3 bile albe, 4 bile negre), U, (4 bile albe, 5 bile negre), U, (5 bile
.

albe, 6 bile negre). Din una din aceste urne se extrage o bild.
S.“

i considerim evenimentele :
A : bhila extrasi este albd,

A, : extragerea se face din U,,

A, extragerea se lace din Il

A, : extragerea se face din U,.

Ne dim seama imediat, fard a folosi definitia, ci

5

4 =
‘” = E; I‘.jn(;:{J —

72 :
11

(
Agl-

3
bl =t
v
3) O wrnd confine a bile albe si b bile negre. Se extrag succesiv doud Gile (fard intoar-
cerea bilei extrase in urna).

Si considerdm evenimentele :

A ¢ prima bila extrasi este alba,

B: a doua bild extrasd este alba.

Eets clay cd P 4(B) = AN il el L (cind s-a afirmat cd A s-a realizat, deci ¢d prima
a4 b—1
bili a fost albit, in urnd au rimas @ + b — 1 bile, dintre care @ — I albe).
Daci se extrag 3 bile si
A : prima bild ecste albd,
B: a dona bili este alba,
C: a treia bild este neagri,
B e B e ) -
a+b—1 a-+-b—2

4) O urnd conjine 6 bile albe 58 5 bile negre. Se extrag succestv 3 bile ([ard intoarcerea.
Care este probabilitatea ca prima bild sd fie albd, iar celelalte doud negre 2>

bilei extrase).
a doua bild este neagrii; A,: a treia Lils

Rezolvare. A, : prima bila este alba ; A,
este neagri

PlA; N 4. M 4,) = P(d,) Pay(d) P naglda) =

6 5 4
11 10 9

3. Evenimente independente

S4 reludm experienta aruncirii unui zar. Multimea cazurilor posibile
este £ = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Daci 4 = i, 2,3%s-B="1{2; 3,4, 6},

5 1 1 2
Stma P = P = = Pledy=Cy BB S Fald)ss

2 ;
Bila{Ay=1 BAE) =t PC4B) =1 etc.
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Ce rezulta din aceste egalititi ? Probabilitatea lui A este 2i In mo-
mentul cind cipitim informatia ci s-a realizat B, probabilitatea lui A4

e : ZE i : !
se modificid, devenind — ., lar daci B nu s-a realizat, devine 1.

o >y 90, 2
La fel, probabilitatea lui B este o lar daci A s-arealizat devine %etc.

At

Concluzie : fiecare din evenimentele A, B isi modifica probabilitatea
in functie de realizarea sau nerealizarea celuilalt. Este natural sa spu-
nem ci A si B sint evenimente dependente. Sa consideram acum un nou
eveniment. D = {2, 8, 4, 5}. Avem:

gyl 1 - 4 2
Pod)=2 =1 Pyla)=7; PD) ==
2 2
P b)) = i PeuD) = 5 ete

Concluzie : evenimentele A, D sint astfel ci niciunul din ele nu-si
modifici probabilitatea de a se realiza sau de a nu se realiza, in functie
de realizarea sau nerealizarea celuilalt. Este natural si numim eveni-
mentele A, D independente. S-ar pirea ci pentru a fi asiguratd inde-
pendenta a doud evenimente este nevoie si fie satisfacute multe relatii.
In realitate, pentru ca doua evenimente A, B si fie independente este
necesar si sulicient ca

P(4 N B) = P(4)-P(B). (1)

Intreadevir, si vedem ce inseamni ci probabilitatea P(4) a eveni-
mentului 4, rimine neschimbati, dacd facem ipoteza cad B s-a realizat :

P(A) =Py(A) < P(4) = 2408 o p4  B) = P(4)-P(B)

P(B)
La fel :
P(B) = P4(B) < P(A N B) = P(4)-P(B), P(4) # 0)*
% lRelatia, P(4 M B) = P(4)-P(B) ecste mai generald ca P} = M sau
: P(B)

P(A B
P(B) = (—P(QA—)' pentru ci nu mai necesiti conditia P(B) = 0, respectiv P(4) # 0.
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adici relatia (1) ne asigurd ci nici probabilitatea P(B) nu se 5fhimbf1
cind facem ipoteza ci s-a realizat A4. : :

in plus, o relatie de tipul (1) ramine valabild daca unul din eveni-
mentele A, B (sau ambele) se inlocuieste cu C4, respectiv (B. Intr-
adevir si presupunem satisfacutd relatia (1). Avem:

| _mwwm:MA_mﬁﬂm_mAmm:ﬂm;mm@@=
— P(4)-(1 — P(B)).
P(4 (N CB) = P(4)-P(CB).

Prin definitie, evenimentele 4,, 4,, ..., 4, sint independente, da.ca
si numai daca probabilitatea oricirei intersectii de evenimente diferite
din cele n este egali cu produsul probabilitatilor evenimentelor inter-

sectate. Astfel, 4, B, C sint independente dacd .
P(4 (\ B) = P(4)-P(B); P(ANC)=P4)PC); PBNC) =
= P{Bj-P(E)

P(4 N B N C) = P(A)-P(B)-P(C).

In multe din problemele pe care le avem de rezolvat, ne dim ugor
seama ci uncle evenimente care apar sint independente, in sensul ci
realizarea unuia (sau unora) dintre ele nu modificd probabilitatea .d.e
realizare a celorlalte. In aceasta sitnatie vom putea scrie cd probabili-
tatea intersectiei acelor evenimente este egald cu produsul probabili-
tatilor lor. Astfel, dacd o experientd (&) constd in efectuare:‘l a duouz“l.
experiente (&) si (&), care nu-si influenteazd rezultatele, gl'daca A
si B sint evenimentele legate respectiv de &, si de &, atunci aceste
evenimente (ca evenimente ale lui &) sint independente. i

— Aruncarea a doud zaruri este o experienta (&) care constd 1
aruncarea primului zar (&) si aruncarea celui de-al doilea zZat (&,).
Este clar ci cunoasterea rezultatului obtinut la (&) nu modifica pro-
babilitatea nici unui eveniment legat de (&). :

— Extragerea unei bile din fiecare din urnele U, U, Uav, conti-
nind bile albe, negre si rosii este o experientd (&) care consta. in ex-
tragerea unei bile din Uy(<,), extragerea unei bile din U, (&) §i extra-
gerea unei bile din Ua(&s)-

24

In acest caz evenimentele :

A : bila extrasi din U, este albi,

B : bila extrasi din U, este neagra,
C : bila extrasa din U, este alba,

sint independente, ca oricare alte 3 evenimente legate respectiv de

(’jlﬁ 621 63-

e Aplicatie Se aruncd o monedd de 3 ori. Care este probabilitatea sd obtinem
de fiecare datd |, stema’ ?

Ay ,la prima aruncare se obtine stema",
A, la a doua aruncare se obtine stema’,

A,z ,la a treia aruncare se obtine stema“.

P(4, (M A, N 4y) = P(A,)-P(4,) P(4,) = ;I 2i =

Probleme

1. O urnd contine 3 bile albe si 4 bile negre. Din aceasti urni se extrage o bild., ',
locul ei se introduce o bild de cealaltd culoare si se face o noud extragere.

a) Care este probabilitatea ca a doua Dbili extrasi si fie neagrd, stiind cid prima a
fost albd ? Dar stiind ci prima a fost neagra, ? Sa se observe cd daci

A : ,prima Dbild extrasi este alba”,

B ,prima Dbild extrasi este neagri”,

C: ,a doua bili extrasi este alba",

D ,a doua bild extrasi este neagri®.
atunci cele doud intrebiri se pot scrie: Py(D) = ?; Pg(D) = ?.

b) Care este probabilitatea ca a doua hild si fie ncagra ?

Indicafie. Se observd ci evenimentul F — ,,a doua bild cste neagrd” inseamnd «,,prima
este albd s a doua este ncagri” sau ,prima este neagri si a doua neagri”? sau cu no-
tatiile de la punctul «)

F={AND)U(BND
si deci |
P(F) = P(4 N\ D) + P(B M D).

¢) Care este probabilitatea si obtinem bile de culori dilerite in cele doud extrageri ?
Indicafie. Se cere probabilitatea evenimentului ¥ «,prima este albi si a doua neagri®
a1 ,prima este neagri si a doua alba™“®, adicd

F=(ANDU(BNC).
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i i altd nrni i he si egre.-
2. O urni contine 3 bile albe si 4 bile negre, iar o alti urnd contine 4 albe si 3 neg

a s i e in ce — i care se face @
Se extrage o bild din prima urna § se introduce in cea de-a doua, dupi

extragere din a doua urni.
Daca
A : ,prima este albd”,
B : ,a doua este alba'. = - ‘
‘ B : P5(B); = A = [B).
a) si se calculeze: PLB)y PxlB) ; P(4B); PA('B), (:»J?_ cAs B CB)
b) Care este probabilitatea ca a doua bild si fie ?L]:I}cl.. )
¢) Care este probabilitatea ca ambele bile extrase si fie albe ! it bl /
d) Care este probabilitatea ca bilele apirute in cele doud extrageri sa hie € aceeas

culoare ? . : . .
i > ageri suce in urnd..

3. O urnid contine 5 bile albe si 4 bile negre. Se fac 3 extrageri succesive d ;
far4 intoarcerea in wrnd a bilei extrase. )
a) Care este probabilitatea ca cele 3 bile extrase sa 1 e -
albe si una sé lie neagra !

precedent folosind probabifitati con-

e de aceeasi culoare ?

b) Care este probabilitatea ca douid bile sa [lie
4. Si se rezolve prablema 14) de la capitolul
ditionate. i L
I5 Gi se arate ca daci P este o probabilitate de p(E) adici functia P! 45P(E);B€€
5 Sa @ ;i : e ] F-
are proprietitile 1° P(4) = 0 vd ep(E); 2°P(E) = 1; 3 J?[A k}j B) 53( ; —; o
daca 4 N B.= (@), atunci a) Py este 0 probabilitate pe P(E£), (1 (B) # 0); b) Py
o probabilitate pe (B)*.
Indicafie. a) Se aratd ci Pp: PIE)
BB =l \ .
6. Se dau doud urne identice in exterior : :
ile albe si 5 bile negre. Din una din aceste ur

—» R are proprietitile 1° 2° 3°; b) Se observi ca

{7, — continind 3 bile albe si 4 bile negre

ne se ia o bild. Care
si U, — continind 4D

este probabilitatea ca bila extrasi si fie albid ?
Indicatie. A — ,Dbila extrasd este alba'l, Ay —

,,extrager't“a se face din U,". A obtine o bila albi (r

si (M) obfinem o bila alba (4) sau (L)) extragem U 5(

adica :

extragerea se face din (S L
4) inseamni ca extragem din U,(4,)
4;) si (M) obtinem o bild alba (A).

]

A=A, NAU (A, M A).
+ P(d, N A), (41, A2 sint incompatibile) sau P(d) =

Rezultd : P(A) = P(4, N 4)
= P(dy) P y(d) + Pl42)-Pald).

1
Se considerd P(d,) = Pld.)= =
entei 6 de la sfirsitul capitolului precedent. Sa se arate

7. Sintem in conditiile probl : . i
b sint prime intre ele, atunci evenimentele

ci dacit n este multiplu de a §i de b, iar a 51
{Ma} si {Mb} sint independente.
= ;
111tz ‘ D
* Restrictia functiei Py : P(E)— R la P(B) este o probabilitate pe ((B). 1 J (5],
complementarca se ia in raport cu B.
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8. Urna U, confine 8 bile numerotate 1, 2, ., 8, 1ar urna U, contine 7 bile nume-
rotate 1, 2, ..., 7. Se efectueazd experienta ¢ constind dintr-o extragere din urna U
{experienta ¢,) si o extragere din urna U, (experienta ¢,).

«) Cite cazuri (egal) posibile are experienta ¢ ?

1

Notdm cu A evenimentul legat de &, ,,numirul extras din U, este par” si tot cu 4 eve-

nimentul legat de ¢ ,numarul extras din {7, este par”, La fel B este evenimentul legat
ra v - I
e €, sau €, numiral extras (din U,) este par”.

b) Cite cazuri favorabile are evenimentul 4, ca cveniment legat de ¢, ? Dar ca eve-
niment legat de ¢ ? Cite cazuri lavorabile are evenimentul B ca eveniment legat de &, ?
Dar ca eveniment legat de & ? :

¢) Comparati probabilitatea lui 4 ca eveniment legat de ¢, si apoi ca eveniment le-
gat de €. La fel pentru evenimentul B. Pare natural rezultatul obtinut ?

d) Si se caleuleze P(4 (M) B), (4, B evenimentele legate de ¢ ). Si se arate ci P(4 M
M B) = P(4)-P(B).

e) Si se generalizeze pentru cazul cind urnele U, si U, contin #1, $i respectiv u, bile,
iar A si B sint doud evenimente legate respectiv de &, si &,.

9. Doi trigitori trag cite un foc asupra unei tinte. Primul nimereste tinta cu pro-

o A Ll
babilitatea —, iar al doilea cu probabilitatea —. Care este probabilitatea ca tinta si

9
fie atinsf ?
10. 5 trigdtori {rag cite un foc asupra unei tinte. Primul nimereste tinta cu proba-

o 3 . e 5L ; 35
bilitatea —, al doilea cu probabililatea — , iar al treilea cu probabilitatea
4 5
probabilitatea ca tinta si fie atinsd ?

=y 1 n

11. Se aruncd de 3 ori o pereche de zaruri. Care este probabilitatea si obrinem un
total de 6 puncte la prima aruncare. 7 puncte la a doua aruncare si 8§ puncte la a treia
aruncare ! Dar probabilitatea s obtinem 6 puncte la o aruncare, 7 puncte la o alti arun-
«care si 8 puncte la altd aruncare ?

12. Urna U, contine 3 bile albe si 4 bile negre, U, — 4 albe si 5 negre, U, — 35 albe
5i 6 negre. Din ficcare urnd se ia cite o bild. a) Care este probabilitatea ca hilele extrase
si fie de aceeasi culoare ? b) care este probabilitatea ca o bila sd fie albd si doud si fie
negre ?

13. -Doui persoanc joacd un joc. Partida este cistigati de cel care obtine primul al
treilea punct. Dacd scorul este 2— | in favoarea unuia din jucitori, care este probabili-
tatea ca el si cistige partida ? Se admite ca jucitorii sint de forte egale, adicid orice punct
pus in joc este adjudecat de unul din cei doi parteneri cu probabilitatea 1/2.

Care este




Scheme de probabilitate

1. Schema binomialé generalizata (Poisson)

Dacd Ay, As ..., A, sint evenimente independente, atunci Efg?obﬂbil?ﬁ-
tatea sd se realizeze k din cele n evemimente (si sié nu se realizeze n— k)
este coeficientul lui x* din polinomul : (g‘)lx + @) (parx + Ga) + .o (Pa¥ £ Gu)s
unde probabilitatea P(Ay) =pi; ¢ =1—p; (i=1, 2, ..., n).

Cum scriem evenimentul 4, a cirui realizare Inseamnid realizarea
a £ din cele # evenimente ? Pentru a se realiza A4, trebuie si se reali-

zeze k din evenimentele A, (fie A;, A4y ..., 4i) aceste evenimente)
si s34 nu se realizeze celelalte n —%: 4y, , ,» A, adica trebuie sa
se realizeze unul din evenimentele de forma : 4, m Ag Y saifdag 0

m A%Ic-u m m A
Rezulta ca 4 estc reuniunea evenimentelor incompatibile de aceasta
forma :

A A e T 0 A (A T )

unde {iy, %y, ..., 3} parcurge familia submultimilor de % elemente ale

multimii de indici {1, 2, ..., n}. Rezultd

P(A) = Zibil.jb'ig P ?ik. .qi.’i+l e qin'
Se observia ci suma din membrul drept al acestei egalititi este egald
cu coeficientul lui x* din polinomul (p1% + ¢1) (P2 + @2) - -« (Pu% + 4a)-

@ Aplicatie. Sedaw 3 urne: prima contine 2 bile albe si 3 bile negre, a dowa con-
fine 4 bile albe 57 0 bild neagrd, iar a treia confine 3 Lile albe si 2 bile negre. Din fiecare
wrnd se extrage cite o bild. Care este probabilitatea ca 2 bile sd fie albe si una neagrd ?
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Rezolvare. Considerim evenimentele independente:

A, = bila extrasi din prima urnd este albi ;

A, = bila extrasi din a doua urni este albi ;

Ay = bila extrasi din a treia urni este albi.

Problema cere probabilitatea realizirii a 2 din cele 3 evenimente. Sintem in cazul
schemei lui Poisson cu '

2 4
n=23;k=2; p =P, =?5 Pr = P(4,) :‘_5‘.'
3
Py = P(-"ln) = '5‘

Probabilitatea ciutati este coelicientul lui x? din polinomul

o3 H+3)

adica

2. Schema hinomialé (Bernoulli)*

Dacd evemimentele A, A, , An au acecasi probabilitate, b, = P ;
Gi=gqg=1—p, (t=1,2, ..., n), atunci probabilitatea sd se realizeze
din cele n evenimente este coeficientul lui x* din polinomul (px 4 q)", adicd
este egald cu Crprgn~F,

Aruncarea unei monede de # ori este o experientd £ care consti in
prima aruncare (&), a doua aruncare (&) etc.

Dacda A,: ,apare stema la prinia aruncare®

A, ,apare stema la a doua aruncarc“ etc.
atunci 4, A, , A, sint respectiv legate de &,, &, ..., &, deci

s . 1 1
sint independente sip = P(4,) = P(4,) = ... =P(4,)= Y (g = 3) .
In acest caz, probabilitatea ca in cele # arunciri si obtinem de %
! : 1\% 1 .
ori stema este C¥ [E] {?]n .
In general, dacd A este un eveniment legat de o experienti siP(A) = ¢
si dacd repetim de n ori experienta, atunci probabilitatea ca A4 si se

* J. Bernoulli (1654— 1705) a studiat cel dintii aceasti schemi, care constituie mo-
delul matematic al multor fenomene intilnite in naturdl si in socictate.
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realizeze de % ori (prin abuz de limbaj, am spus 4 inloc de 4,, 4., FRRY Ay)
este Clp*g~%, (g = L —p). ; v

Modelul matematic al schemei lui Bernoulli poate fi dat de o urna
in care avem a bile albe si b bile rosii si efectudm din urni # extrageri,
punind dupa fiecare extragere bila extrasi fnapoi in urni. Probabili-
tatea ca la o extragerc sid obtinem o bila albi este :

a
Conform celor ardtate mai sus, probabilitatea ca din # extractii si
obtinem % bile albe este

a -+ b

k sk n—k

Crptg"F.
® Aplicatie Se aruncd dowd zaruri de 10 ori. Cave este probabilitatea sd apard
de 4 ori suma 7 ? B
: e ol 3 .
Rezolvare. La o electuare o experientei evenimentul ,aparitia sumei 7 are _probabi

litatea 41- (6 cazuri favorabile din 36 posibile). Deci :
[

b 6

: 2 = 10; %k = 4. Rispuns: C? il‘i y

=g g ——a g = 10 =4 £ 0| -
(6] 4]

3. Schema hipergeometricd

Dintr-o urnd, in care sint a bile albe si b bile I‘F}S}ii (z + b= N), se
exirag n bile, » < N, fard ca si se puna du}?a ﬁecare. extragere 'bzla
extrasi fnapoi in urni. Insemnim prin o ngnmrul de bile albgj ob’gmu\t
in » extrageri. Evident, « < # si o < a. Prin urmare : o < min (a, a-z,.
La fel, numarul de bile rosii, obtinut in # extrageri, egal cu n — o, tre-
buie sa indeplineasca conditia :

‘ 'ﬁ——agbsaumzﬂ‘b.

Cum « > 0, rezulti cid o > max (0, n — D).
Deci :
max [0, #— b| € « < min [a, #n].
Probabilitatea ca din » extrageri, efectuate in modul pe care l-am
aratat, si obtinem « bile albe este
. 0L s M—
P (o) = Calh ™

Cy
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Intr-adevir numirul cazurilor posibile este dat de numirul de com-
bindri ficute cu numirul N de bile din urnd, luat in raport cu numi-
rul # de bile extrase. Si calculim acum numirul cazurilor favorabile_
adicd numirul grupurilor de o bile albe $i (n — a) bile rosii.

Avem C¥ grupuri de « bile albe pe care le putem forma cu cele # bile
albe din urna si Cp— grupari de (7 — a) bile rosii, pe care le putem
forma cu cele b bile rogii existente in urni. Avem deci :

CaCi™™
cazuri favorabile. Rezulti formula de maj sus-si egalitatea

min. (a, n)

(6% i

c=max (0, n—¢)

care propunem si fie demonstrati si direct, folosind teoria combindrilor.

Numele de schemi hipergeometrici provine de la faptul ci valo-
rile P,(e) intervin in seria hipergeometrici a lui Gauss (1777—1855)
unul din marii matematicieni aj lumii, care a publicat lucri
$1 in teoria probabilititilor.

™

Il importante

Probleme

1. Intr-o cutie sint 4 pachete a cite 20 de tigiri. Tn
in al doilea sint 2 tigiri rupte, in al treilea 3 tigari rupte, iar in al patrulea 4. Din {ie-
care pachet se ia cite o tigard. a) Care este probabilitatea si jasi 3 tigdri nerupte si una.
ruptd ? &) Dar probabilitatea si jasi cel putin 3 ti

2. Se aruncd 2 zaruri de 10 ori. C
de trei ori?

primul pachet este o tigard ruptd,

gari nerupte ?

are este probabilitatea si obtinem suma 7 exact:
3. Se aruncit o monedi de 8 ori, Care este probabilitatea si obtinem de 4 ori stema
si de 4 ori banul ? Dar probabilitatea si obtinem de cel putin 4 ori stemag ?

4. Se aruncd un zar de 10 ori. Care este probabilitatea obtinerii de 4 ori a unei fete
Cu un numar niai mare de 4 puncte.

5. Se dau 4 urne : U, contine 3 hile allie si 4 negre, U, contine
U, contine 6 bile albe si 2 negre, U, contine 4 bile alhe 51
se fac 3 extrageri, punindn-se de fiecare (
se face cite o extragere.

2 bile albe si 3 negre,,
3 bile negre. Din prima urna
atd bila inapoi in urnd, iar din celelalte 3 urne

Care este probabilitatea obtinerii sau a 2 bile albe s una neagra din prima nrud, sau

a 2 bile albe si una neagrd din urmitoarele 3 urne ?
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6. Si considerdm urncle U,, U,, U, avind compozitiile U/, — 5 bile albe si 3 negre s
U, — 4 bile albe si 6 negre ; U, — 4 bile albe si 3 negre. Din fiecare urna se extrag cite
J bile, punindu-se bila extrasi fnapoi in urni. Care este probabilitatea ca din 2 urne si
obtinem 2 bile albe si 3 bile negre, iar din a treia urni si obtinem alti combinatie ?
7. Si considerim urnele din problema precedenti. Din ficcare urni se extrage cite
o bild, bila extrasi punindu-se inapoi. Daci se efectueazi de 5 ori experienta, care este
probabilitatea ca de 3 ori si obtinem o bild albid si de 2 ori o bild neagri ?
8. Un fumitor cumpérd doud cutii de chibrituri. Apoi, de fiecare dati cind are ne-

voie, scoate la intimplare una sau alta din cutii. @) Care este probabilitatea ca in mo-

mentul in care constatd cid una din cutii este goald, cealalti cutie si mai contini & bete,
dacd initial fiecare cutie a continut cite 2 bete ? (Problema Ini Baunach). 8) Utilizind re-
zultatul obtinut, si se arate ci:

CRA-2CE, | + 2:C% o + ..

L 2RCR __ Dan
2n—1 'I“Cnfz'

9. Dintr-o
6 numere. Care este probabilitatea ca si iasi trei din numerele :

urnd in care sint asezate toate numerele intregi de la 1 la 90 se extrag

5, 72y 2 8, 16, 527

10. Un profesor pregiteste pentru examenul oral al elevilor sii 20 de bilete, dintre
care 10 sint de algebrd, 5 de geometrie si 3 de aritmetici. Un elev trage succesiv trei
bilete, {fird a punc inapoi biletul pe care l-a tras. Si se determine probabilitatea ca :

a) cele trei bilete si fie de algebrd;

b) un singur bilet si fie de geometric;

¢) cel putin un bilet si fie de geometric.

Variabile aleatoare.
Valori medii

v

§ 1. Definitia variabilei aleatoare. Exemple

In viata de toate zilele intilnim la tot pasul mirimi care iau valori
ce se schimbd sub influenta unor factori intimplitori. Asa sint, de
exemplu, numarul de zile dintr-un an in care cade ploaia peste o anu-
mitd regiune, numarul biietilor din 100 nou-niscuti, numirul de puncte
care apar la aruncarea unui zar, numirul de bile albe care apar in #
extrageri dintr-o urni care contine bile de diferite culori, printre care
si bile albe, masa unui bob de mazire luat dintr-o anumiti recolti,
rezultatul obtinut in urma masurdrii unei mirimi fizice, viteza unei
molecule de gaz etc. In capitolul de fatia ne intereseaza dintre aceste
marimi numai acelea care fau un numir finit de valori. Fiecare din
marimile de mai sus poate lua diferite valori in diversele efectuiri ale
experientei, chiar dacid toate condifiile rAmin neschimbate la fiecare
efectuare a experientei. Modificarea valorilor are la bazi factori in-
timplatori. De aceea vom numi aceste mirimi variabile aleatoare (in-
timpldatoare).

Pentru cunoasterea unei variabile aleatoare trebuie si cunoastem,
in primul rind, valorile pe care le poate lua. Dar cunoasterea acestor
valori este departe de a fi suficientd. Dupi cum am vizut, fiecare valoare
este luata sub influenta unor factori intimplatori. Deci, unele valori
pot aparea mult mai des decit celelalte. Variabila alecatoare va fi mult
mai bine precizatd dacd vom cunoaste si probabilitatea cu care este
luatd fiecare valoare.
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putem scrie
B 0 A T i o B - Xby itz A U
]")11‘1 j)ll?. Gy e Pif-’i o6 ?blrlltr

Cind scriem tabloul de distributie al unei variabile aleatoare este
bine si avem in vedere ca valorile din primul rind sa fie diferite doua

X+Y|Z(

cite doua.

e Aplicatie Probabilitatca extragerii unci bile albe dinir-o wind este P, Din
aceastd wrnd se fac 7 extrageri, punindu-se inagoi bila dupd prima extragere. Se coniderd
variabilde X, si X,, prima reprezentind numdrul de Lile albe iesite la prima extragere s1a
dowa numdrul de Lile albe desite la a dena extragere. Sd se scrie distribufia sumei celer doud
variabile aleatoare.

Evident, cele deui variabile au distributiile :

X, [1 n]; Xﬂ(] :‘;],
P q r g

unde g = 1 — 4. Ccnform definitiel sumet rariabilelor aleatoare putem scrie :

X, + X, (1-|‘1 T i = 0-;-0]_
p* Pq qp g*

Iy
X, + X, ( L 0.].
Pt 2Pq @

Variabila sumi reprezinti numirul de bile albe iesite in 2 extrageri din urni.

Vom scrie

3. Produsul variabilelor alecioare
Fiind date doui variabile aleatoare X si Y, vom numi produsul lor
variabila XY, care ia valoarea «,y;, atunci cind X ia valoarea x; §i ¥

ia valoarea v;.
Daci X si Y au distributiile

Xy Kg e X
X 1 2 m),
(f?l Po s Pm
proe e ),
Gi Gz «vv Gn
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XY are distributia
Y1 X)a XY el X))
1,Y ( 1 i, ] B, n)
]5]1 f)l:l s e ]b'éf & 4 pmn

unde p;; este probabilitatea realizéirii simultane a egalititilor.

e = X; Y = Vi

Fiind date mail multe variabile alecatoare X, Y, ., ¥V, vom numi
produsul lor variabila, XY ...V, care ia valoarea x;y; ...
X, Y, ..., V iau respectiv valorile x;, ¥; ..., ¥

Uz, daca

De exemplu, fiind date 3 variabile aleatoare

o Py s S L
A_ 1 2 m
[7'71 ?52 }‘)m)'

Y (“\!1 Yo ooun _,\n)
i Q2 oor Gu)

(z, P zq

Vo T vr ¥

putem scrie

Petg  Pris oo Piik! sns Pwaw |

unde $,;; este probabilitatea realizdrii simultane a relatiilor

)(YZ (’\:Iylzl %}'12-’2 g ji}'jzk soace r“:m_,\'nzs‘

X =ux;, Y=y, Z =gz
@ Aplicatie. Sd se sorie distributia produsului X | X,, unde X, X, sint variabilele

de la aplicatia din pavagraful precedent.
Folosind direct definifia produsului variabilelor aleatoare putem scrie

o R 5 -
A.f\z( 2 1.0 01 U,.U)-
P pg aqp ¢

Vom scrie deci

XX, [ 1 0
»* 2pq+q*}
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conventionald valorile obtinute, putem spune cd aceste valori sint:

Ky Hry o X Ny Koy o Xy ey Xy Ay o Xy
—— — — — —_— .
"y 5 5

Media aritmetici a acestor numere este

Xy - Naxs + oL 1,3, n 2 Ty

n
:kl)\‘1+77;\-2’«-"+ Xop —
n n n i1
::flxl "1— _fz-rz ’!\' T 'E' fmxm.-

unde f; este frecventa relativid corespunzitoare valorii x; (1=1, 2, ..., m).

Aceastd observatie ne conduce in mod natural la urmatoarea

Definitie. TFiind datd o variabild aleatoare

Mo Mo e g
)
pl pz CR jb??
vom numi valoarea medie a acestel variabile numarul
n
M(X) = py%;, + povg + .. + Puxy = Y, Do
=

Exemple

tributiile

| ( 1 O]
‘ ' j) J
au valoarea medic

1+p + 0.q = p.

A, + A, avind distributia

2 1 0

are valoarea medie
2p% + 1:2pg + 0-¢* =2p(p + q) =2p.
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Variabilele X, si X, din aplicatia de la punctul 2 din § 2, avind dis-

Daci luim ca variabild X numirul de puncte iesite la aruncarca
unui zar, distributia variabilei X este

123456

iar valoarea medie a acestel variabile este
1 1 1 1 1 1 7
M(X)—1-(—_‘71-2-—6——1—3-7)—0—4-? —-E—f)—ﬁ——l— 6-() =5

S4 scoatem in evidentd citeva proprietdti ale valorii medii.
1) Valoarea medie a unei constante este egald cu constanta.
Distributia unei variabile aleatoare care ia o singura valoarc este

; a\ . . : ; "
de forma (1) si deci valoarea medie va fi egald cu a-1 = a.

2) Dacd X este o variabild aleatoare §i a o constantd, alunci sint ade-
vdrate velatiile !

a) M(a+ X) = a + M(X),

b) M(aX) = aM(X).
Intr-adevir, fie

T X %
X 1 SO n,)
(J’l bo wo Pn
distributia variabilei X. Distributia variabilei a 4 X este

it X (a—}—x] a - xy ... aJr;\:,z)

Bla. B e b
si media
M(a+ X) = (@ +x)ps+ (@ + w)pa b ...+ (@ + x)pa =
— a(py + Pat o+ Ba) + (Bis + Pt o Para) = @+ M(X),

Distributia variabilei aX este

ax; adxs ... 4ax
ﬂ:X 1 2 ?l) .
(7’31 Do e Pa
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(X=1x) =X =2) N (Y =) ULX =x) N W =
=y)] U ... UIX =2) N (Y =24
pi = P(X =) = P[(X = x,) U (Y =y)] +
+ PX =x) N (Y =p)] + ... + P(IX =%) N (Y =]
sau
pi=put+ Pt ...+ Lu
Rationind la fel, se poate ardta ca
g =pu+ b+ oo T P
Putem deci scrie

M(X+Y) =Y xps + ¥ yigs = M(X) + M(Y).-

i=1 i=1

Valoarea medie a unei sume de doud variabile alealoare este egald cu
suma valovilor medii ale celor doud variabile.

Proprictatea este adeviarati pentru suma unui numir finit oarecare
de variabile aleatoare. Demonstratia acestei afirmatii se face prin recu-
renti. Pentru aceasta este suficient si observam cid putem scrie

X4+ Y+Z=(X+Y)+Z
Din accasti relatic rezulti proprietatea pentru trei variabile alea-
toare '

MX+Y+2)=MX+Y)+ MZ) =MX) + M(Y) + M(2).
fn general, daci stim ca
MX; + X, 4+ ... 4+ X)) = M(Xy) + M(X) + .- - M(X,)
din relatia
X+ Xo4 ...+ X+ X=X+ X+ ...
rezulta
MIZe L Xt oo 280 X)) = WX+ Xyt oo o Xa)
+ M(Xpp) = M(X) + M(X,) + ..o + M(X,) + M(Xo0).

+ ‘X-M) _l" XH.+11
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@ Aplicatia 1. Sd considevam variabilele Xy st X, de la aplicafia de la punciul 2
din § 2. Am vdzut cd

M(X,;) = P M(X,) = b.

Rezultd cd
M(X, + X,) + M(X,) + M(X,) = 2p.
Acest rezultat l-am gisit si pe altda cale (la inceputul acestui paragraf).

@ Aplicatia 2. Se aruncd 4 zaruri. Sd se calculeze valoavea medie a numdrului
de puncle obtinute.

Si netam cu X,, X,, X,, X, respectiv numérul de puncte cbfinute la primul, la al
dcilea, la al treilea si la al patrulea caz. Distributia fiecireia din aceste variabile alea-

tcare este

12 =38 R 5 G

Daci notim cu X suma numerelor de puncte iesite pe fiecare din cele 4 zaruri pentru
a calcula valoarea medie a variabilei X este suficient si observam ci 3
X — g o G L
De aici rezulta
M{X) = M(X,) + M(X,) + M(X,) + M(X,) = 14
5) Valoarea medie a wnui produs finit de variabile aleatoare.
Fiind date doua wvariabile aleatoare

X (5‘;1 Xg o« xm)' 0% (j'l Mo o .)’n)'
D1 P oo Pm g1 G2 -+ Gn

valoarea medie a variabilei

Y1 %1Ye oo A oo Xl
XF | ]
(Jbll pm e ]bij * %y Pmn

este
M(XY) = puxiys + Pro¥1¥s + - oo+ Pra¥idn +

+ Puix¥i + PaaXeVe + o0 T+ PonXeda +

“k ﬁmlx'myl + _’lﬁmz—’\:myz + LR + jbmnxm,ﬁ‘,u-




O variabila aleatoare care ia numai valori pozitive are momente de
orice ordin.

Fiind date o variabila aleatoare X si o constantd «, vom numz aba-
terea de la constanta o a variabiler X, variabila X — . Momentul de or-
dinul k vaportat la constanta o a vaviabiler X, se defineste ca valoarea medie
a variabiler (X — a)*. Pentru « = 0, obtinem momentul initial de or-
dinul %, sau, pe scurt, momentul de ordinul % al variabilei X pe care l-am
definit la inceputul acestui paragraf. Pentiu « = M(X) = m, obtinem
momentul centrat de ordinul % al variabilei X. Variabila X — M(X)
se numeste abaterea de la medie a variabilei X sau, pe scurt, abaterea
variabilei X.

Valoarea medie a abaterii oricdrel variabile aleatoare este nula.
intr-adevir, ;

M(X —M(X)) = M(X) —M(X) =0.

De multe ori, la o variabild aleatoare ne intereseazi cit de mult se abat
valorile variabilei de la valoarea medie. Trebuie si stabilim un indicator
numeric al Impristierii valorilor variabilei aleatoare in jurul valorii
medii. Valoarea medie a abaterii de la medie nu poate caracteriza aceasta
imprastiere, deoarece este nuld pentru orice variabild aleatoare. Aba-
terile diferitelor valori, avind semne diferite, se compenseazi reciproc.
Este foarte firesc si caracterizim impristierea variabilei X, prin valoa-
reca medie a abaterii absolute | X — M(X)|, pe care o vom numi abatere
medie. Daci X are distributia

¥ (xl I ;\'R)
£, ]
p1ba oeo Pa

atunci distributia abaterii absolute este

(];\:l — | |xp— ]| ... |x)— m|)

Pl lbz CH) jbu
unde m = M(X), iar abaterea medie este
Paly —m| + polvy, —m| + ...+ Pa

Se observa ca semnul expresiilor x; — m nu influenteazd valoarea aba-
terii medii.

Xy — M.
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Putem lua ca indicator al imprastierii variabilei X si M[(X — m)?]
sau M[(X —m)*] etc. Folosirea abaterii medii este foarte incomoda
in calcule. Foarte comoda este in schimb folosirea expresiei

M(X — m)?.

2. Dispersia
Vom numi dispersie a unel variabile aleatoare X momentul centrat
de ordinul al doilea al acestel variabile. Vom scrie
o® = D¥X) = M[(X —m)*,

unde m = M{X).
Dacid X are distributia

(om0

atunci :
DXX) = prlws —m)® + po(xa—m)* + ... + pulan —m)* =
= py(a] — Zmxy + m%) + po(x3 — 2mx, + m?) + ...
st Paliy — 2mxy + m?) = (p1af + parat oo + Par)—
— 2m(pyxy & Pove + oo . b Puda)
- m2(py & Pa At eer b pu) = M(X?) — 2m® + m? = M(X?) —[M(X)]"

Sa scoatem in evidenta citeva proprietiti mai insemnate ale dispersiei.
a)  Dispersia unei conslante este nuld

D¥a) = 0,

Este adevdrata si reciproca acestel afirmatii.

b) Doud wvariabile care diferd printr-o constantd aw dispersic egale.

Sa consideram variabila

G
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3. In conditiile problemelor | si 2 s4 se facd tabloul pentru S + 1 §i pentru 2N.

4, Se da wvariabila aleatoare

Si se facd tabloul pentru X" (neN).

5. Se dau variabilele

X —1 0 1 ’ v [—! 1_ ,
0,3 0,3 0,4 0,5 0,5
Si se facd tabloul de distributie pentru A" si Y (ne N).
5. Distributia wvariabilei X este
i 2 3 4 *
b 7 » 1 1
47 3 6 |

Care cste probabilitatea ca X sid ia o valcare <3 ?

7. Sa se scrie tabloul de distributie al sumei variabilelor aleatoare independente

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4.5 6
A R

6 6 6 6 6 6 ) 6 6 6 6 6 6
8. Daci variabilele de la problema J sint independente, ce distributie are suma pé-
tratelor lor ?

9. Ce distributie are suma variabilelor aleatoare independente

—1 0 1 —1 0 EaS
= PE = P ,L . £ q!. q _1_ _1_
3 3 5 6 30

Dar produsul lor ?
10. Se dau variabilelor aleatcare independente
—1 0 1 " a 0 1
X L o (o 2005 @ £ 1)
P t
Si se scrie distributia variabilei X 4 Y. Pentru ce valoare a lui @ avem

2
X 4+ Y=0) > =2
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11. Variabila X are distributia

—1 0 !
X il
3t 5 3

Si se scrie repartitiile variabilelor X + X2 si X 4 X"

12. Si se calculeze valoarea medie a variabilelor care apar in problemele 1, 2, 3, 4,
9, 6, 7, 85 9.

13. Variabila X are distributia

X(l 2 34
0,3 0,4 02 0,1

Sa se calculeze [M(X)]2, M(X?), M(X — 1), M(X* — 2X).

14. Si se calculeze valoarea medie a numarnlui de puncte ce se obtin la aruncarea
a 2 zaruri. Si se rezolve problema folosind si rezultatul problemei 1.

15. S4 se calculeze valoarea medie a numdirului total de puncte care apar la arun-

carea a 0 zaruri.
16. S3i se calculeze valoarea medie a variabilelor :

8 2 3 4 7
Xlogd0 T i

2n-1 2 4 8 21

1 1

1223 afn 4 1)
'1/

10 1

Vi3 n i n

17. Si se calculeze dispersiile variabilelor care apar la problemele 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

18. Fie X o variabili aleatoare cu media m si dispersia g2 S4 se calculeze valoarea
medie i dispersia variabilei

X —m
Y= ——m!
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19. Si se calculeze dispersia numdirului tctal de puncte care apar la aruncarea a sase
zaruri.

20. Se considerd variabila

i 2 3 4
X111 11
2 4 6 12
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Exemple

@) Dacd ne intereseaza rezultatele obtinute, la teza la matematici,
de elevii din clasa a XII-a a unui liceu, atunci :

— multimea tuturor elevilor din clasa a XIl-a a acelui liceu formeazi
populatia statistica ;

__ ficcare elev din clasa a XII-a a acestui liceu este o unitate statis-
licd ;

_ nota la tezi la matematicd este caracteristica studiata.

b) Dach ne intereseazd numirul locuitorilor din fiecare oras al tarii
la 0 anumita datd, atunci: !

— multimea tuturor oraselor {arii la data respectiva formeazi popu-
latia statistica ;

__ fiecare orag constituie o unitate statisticd ;

— numarul de locuitori la data respectivi este caracteristica stu-
diata.

¢) Daca ne intereseazd diametrul unor piese de acelasi fel fabricate
intr-o intreprindere datd, atunci:

— multimea piesclor fabricate de intreprindere este populatia sta-
tistica ;

— o piesi constituie o unitate statistica ;

— diametrul piesei este caracteristica studiata.

d) Daci ne intereseaza distributia unui grup de copii dupa culoarea
ochilor si culoarea parului, atunci: _

— multimea copiilor grupului considerat formeazd populatia sta-
tistica ;

__ fiecare copil in parte din grupul respectiv este o unitate sta-
tistica ;

__ culoarea ochilor si culoarea pirului sint caracteristicile care ne
intereseaza.

Se pot da nenumirate alte exemple de multimi care pot constitui
obicctul unei analize statistice : distributia unui grup de persoane dupa
talie, virsti si distributia oragelor dupa numirul de oameni ai muncii,
distributia cardiacilor printre fumatori etc.

Din iusesi exemplele date rezultd existenfa a doua feluri de carac-

teristici.

T

O caracteristicd se numeste cantifativd daci se poate masura. In caz
contrar, caracteristica se numeste calitaiivd.

Nota la tezd, numarul de locuitori, diametrul piesei, virsta, talia,
retributia lunari etc. sint exemple de caracteristici cantitative. Intre
aceste caracteristici distingem unele care pot lua numai valori intregi
(numiarul de locuitori ai unui oras, numérul de copii dintr-o familie,
numirul cistigitorilor la loto intr-un oras etc.). Aceste caracteristici
se numesc discrele sau discontinue.

O caracteristici care poate lua orice valoarc, dintr-un interval finit
sau infinit se numeste confinud. Este cazul taliei, greutatii, lungimii
firului de par la oi etc.

Culoarea parului, culoarea ochilor, sexul, profesia etc. sint exemple
de caracteristici calitative.

2. Gruparea datelor

Si presupunem ci s-a misurat indltimea unui grup de 120 de per-
soane. Rezultatele obtinute (inaltimea in centimetri) sint date in ta-
bela 1, in ordinea in care ele au aparut.

Tabela 1
176 173 161 171 174 168 178 166 169 172
181 172 163 174 173 169 172 175 158 182
186 190 173 173 169 171 176 172 188 175
162 170 176 177 171 164 162 175 176 176
170 176 178 164 174 177 180 175 175 180
174 171 175 170 179 186 177 178 169 180
188 173 172 174 183 1 176 174 181 159
183 174 179 167 165 182 176 178 17 169
168 179 177 177 181 178 184 177 173 177
162 177 173 170 176 179 170 168 174 175
173 178 185 185 171 165 167 174 175 172
179 168 171 175 165 178 172 175 166 171

Este clar ci sub aceasti formi, tabela nu ne permite si tragem prea
multe concluzii cu caracter mai general. De aceea, este necesar si facem
o grupare a acestor date. O prima posibilitate de grupare este aceea
din tabela 2.
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In cazul seriilor statistice cu o singurd caracteristicd, pentru obtine-
rea cu usurinti a unor concluzii generale asupra fenomenului studiat,
tabelele cu douid coloane, asa cum au fost ele prezentate mai sus, sint
suficiente, daci numéirul valorilor pe care le ia caracteristica este in
jur de 20.

Cind acest numir este depisit, citirea tabelei devine greoaie, fiind
prea voluminoasd. Este cazul tabelei L. In aceasti situatie se impune
o nouid grupare a datelor. Revenind la tabela 1, fmpérfim multimea
valorilor caracteristicii in clase, dupa cum reiese din tabela 6.

La aceste tabele facem con-
ventia ca extremitatea dreapta
a fiecirei clase (cu exceptia,
eventual a ultimei clase) sa nu
apartind clasei. Astfel, clasa
165—170 cuprinde valorile x ale

Tabela 6

Clase de valori

in centimetri Nr. persoane

160 2 LR
I(E_ 65 7 caracteristicii, pentru care 165 <
165— 170 16 < % < 170,
170— 175 3 7
175— 180 10 In cazul pe care l-am pre-
180— 185 11 zentat, intervalele reprezentind
185— 190 7 . .

20 clascle de valori cu aceeasi lun-

gime. De la aceasti reguld putem
excepta, eventual, clasele ex-
treme (prima si ultima). Lungimea acestor intervale nu este impusa
de vreo reguld fixd, ea fiind la indemina statisticianului, care cauti ca
impirtirea in intervale s fie cit mai judicioasd. Acest mod de realizare

a tabelelor (cu clase de valori de

Tabela 7 e aobs :
amplitudini egale sau nu) se im-

Talia . pune totdeauna in cazul carac-

in centimetri Nr. elevi e :

teristicilor continue. In tabela 7
150 154 18 este datd repartitia elevilor unei
e i scoli dupd Indltime.
%gé— }gg ﬁgl Aici lungimea intervalelor alese
peste 170 L (amplitudinea claselor) este de

640
4 cm.
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3. Frecventa absolutd. Frecventa relativa.
Frecvente cumulate

Numérul tuturor elementelor unei populatii statistice se numeste
efectivul total al acelei populatii.

Astfel, in tabela 7, populatia este multimea elevilor unei scoli si are
un efectiv total de 640 de elevi.

Se nmumeste frecventd absolutd, a unet valori x a caracleristicts, numdrul
de wumitdli ale populatier covespunzdioare acelei valori. De exemplu, in
tabela 2, valoarea 179 ¢m a caracteristicii are frecventa absolutad egald
cu 3, iar in tabela 3, nota 5 are frecventa absolutd egala cu 4.

Este clar, ci suma frecventelor absolute ale tuturor valorilor carac-
teristice este egald cu efectivul total al populatiei.

Se nmumeste frecventd relativd (saw pe scurt, frecventd) a uner valori x
a caractevisticti, vaportul dintre frecventa absolutd a valovii x si efectivul
total al populatier. Vom scrie :

Ny
flx) = —,
unde f(x) este frecventa relativd a valoerii, x, n, este frecventa absoluti
a acestei valori, iar n efectivul total al populatiei.
Deseori, frecventa relativad este data in procente.

s e - 5 1 2
In tabela 2, frecventa relativa a valorii 179 este-}-zT) = valorii 175,
10 1 e e 4
e ete., iar in tabela 3, frecventa valorii 5 este i 109, etc.
In tabelele statistice cu doui co-
loane putem finlocui in coloana a Tabela &
doua frecventele absolute prin frec-
ventele relative. Astfel, tabela 3, Nota Freeventa
care infitiseazd rezultatele la teza
de matematici, de catre o clasa comi- 2 0,025
o A . oo o 3 0,025
pusi din 40 de elevi, poate fi scrisa 4 0,050
5 5 0,100
ca in tabela 8. 5 0175
Deci, in cazul -caracteristicilor 7 0,375
i ) 8 0,150
cantitative, aceste tabele scot in e- 9 0,075
e s . 10 0,025
videntd o corespondenta intre doui
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Notiunile introduse in raport cu valorile individuale ale variabilei
pot fi extinse si in cazul tabelelor cu clase de valori. Astfel, frecventa
absolutd a unel clase este numarul de unitati corespunzatoare valorilor
variabilei care apartin clasei respective, iar frecventa relativi (frec-
venta) unei clase este raportul dintre frecventa sa absolutd si efectivul
total al populatiei. Astfel, din tabela 6 rezulti ca frecventa absoluta

; = : e 7
a clasel 160—165 este 7, iar frecventa sa relativd este =

Se numeste frecvenid absolutd cumulatd crescdtoare ‘a unei clase suma
[recvengelor absolute ale tutuvor claselor care apar pind la clasa considevatd
1nelusto.

Se numeste frecventd absolutd cumulald descrescdtoare a unet clase suma
[recventelor absolutea tuturor claselor care apar de la clasa consideratd
inclusto.

Completind cu aceste frecvente tabela 6, obtinem tabela 11.

Frecventa relativi cumulati crescitoare (frecvenfa cumulati) a
unei clase este suma frecventelor claselor care apar pind la clasa consi-
derati, snclusiv sau, ceea ce este totuna, raportul dintre frecventa ab-
solutd cumulati crescitoare si efectivul total al populatiei. In mod ana-

log se defineste frecventa relativi cumulati crescitoare a unei clase. .

Din tabela 11 rezulti ci frecventa cumulatd a clasei 175—180 este
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T 0,85 = 85%. Vom spune ci 839, din persoanele masurate au

iniltimea sub 180 cm. Frecventa cumulatid descrescitoare a clasei
165—170 este 0,925, deci 92,59%, din persoanele considerate au inalfi-
mea de cel putin 165 cm.

4. Serii croneologice

Tot in cadrul seriilor statistice sint incluse si asa-numitele serii cro-
nologice care prezinti evolutia in timp a unor mirimi.

In cazul unei tabele corespunzi-

Tabela 12

Tabela 11
: . Freeventa Freevenla absoluila Freeventa absolati
Clasa de valori absoluta cumulata cumulati
cresciatoare descrescitoare

<160 2 2 120
160— 165 7 9 118
165— 170 16 25 111
170— 175 37 62 95
175— 180 40 102 58
180— 185 11 113 18
185—190 7 120 7

Cum se face cititea unei astfel de tabele ?

Frecventa absolutd cumulatd crescitoarc a unei clase ne da numdrul
de unititi corespunzitoare valorilor mai mici (strict) decit limita su-
perioard a intervalului, iar frecventa absolutd cumulati descrescitoare
ne di numirul unititilor corespunzitoare valorilor mai mari (sau egale)
cu limita inferioari a intervalului. Astfel din tabela 11 rezultd cd dintre
persoanele masurate 62 au indltimi sub 175 cm ; 95 persoane au cel
putin 170 cm Indlfime etc.
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toare unei serii cronologice, in prima
coloana sint trecute anumite mo- Data L
mente sau intervale de timp, iar
in coloana a doua wvalorile cores- 15 dulie 1960 20
et ’ 15 iulie 1961 22
punzitoare ale méirimii considerate. 15 iulie 1962 19
- L - Y 15 iulie 1963 18
Astfel sd presupunem ca se masoarad 15 iulie 1964 20
. N A 15 iulie 1965 20
temperatura apei unui lac intr-un 15 inlie 1966 21
anumit punct, in fiecare an, la 15 inlie 1967 20

15 iulic ora 12, iar rezultatele obti- Tabela 13

NUMARUL ABSOLVENTILOR
UNEI SCOLI

nute sint trecute in tabela 12.

In coleana stingd avem trecute

1950—1954 1000
1955—1959 997
1960—1964 1002
1964—1968 1018

momente precise de timp, spre deo-
sebire de tabela 13, unde, in co-

loana stingd, avem trecute intervale

de timp.
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§ 2. Reprezentarea graficd a seriilor statistice

In acest paragraf ne vom oeupa de reprezentarea graficd a seriilor
statistice cu o singurd caracteristici. Reprezentarea grafici a unei
serii este uncori foarte sugestivd, ea contribuind la o primi interpre-

tare intuitiva, pe cale vizuala, a datelor. Deseori reprezentarea grafici .

sugereazd insdsi legea pe care o urmeazd fenomenul studiat.

1. Reprezentarea grafica a seriilor
cu caracteristicd califativa

Reprezentarea acestor distribufii constituie un capitol - deosebit de
important al reprezentirii grafice, dat fiind ci ilustreazi, prin desene,
anumite rapoarte numerice. Graficul corespunzitor poarti numele de
diagramd.

53 consideram de exemplu distributia investitiilor pe ramuri ale
economiei nationale in anii 1975—1979 (tab. 14).

Tabela 14
fatalRinTestirrs B R N e B IR 100 o,
I T S B 39,69,
sl e e it e o 11,29
Transporturi si telecomunicatii . . . . . . . . . . . . . L3538,
Gospodérie comunald si locuinfe . . . . ., . . . . . . . . R A
Invitimint culturd si sinidtate . . , ., . . . . . . . . . 305
Galelalte-tamnnrie s 0 S0 o o fa o B e 4,29,

Datele pot fi reprezentate prin dreptunghiuri de baze egale si cu inil-
timi proportionale cu procentele sau prin sectoare de cerc, cu unghiurile
proportionale cu aceleasi numere (fig. 1).

”
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e

896% 112% 113% 7% 30% 42%
Fig. 1
2. Reprezeniarea seriilor cu caracteristicd cantitativa

Seriile cu caracteristici cantitativi se reprezintd grafic in raport cu
un sistem de axe rectangulare. Alegerea unitatii pe fiecare dintre axe
este la indemina statisticianului, care are griji ca alegerea sda usureze

obtinerea concluziilor dorite, cit si ca desenul si rimind in cadrul hirtiel.

a) Reprezentavea in batoame. Aceasti reprezentare se foloseste mai
ales pentru seriile in care variabila ia un numir mai mic de valori,

Sa consideram datele din tabela 15.

Obtinem reprezentarea in batoane din figura 2.

Tabela 15
DISTRIBUTIA FAMILIILOR DINTR-UN N
BLOC DUPA NUMARUL COPITLOR 3 254
Nr. Freeventa & 201
de copii ahsoluta L
P ]
0 6
1 18 104
2 23 ,
3 20 5 !
. i 4 T T ( T i ! !
2 : £ 25 3 4 B8 78
¢ < Mr. copy
: ! Fig. 2




D.ecil, pe axa orizontald sint trecute punctele reprezentind valorile
variabilel $i din aceste puncte se ridici segmente verticale de lungime
egald cu frecventa absoluta sau relativd a valorii respective. Segmentele
ridicate sint mdsurate cu unitatea de pe Oy.

b) Histogramd. Tiind dati o

rabela 16 S€Tie cu clase de valori de am-

DISTRIBUTTIA UNOR PIESE DUPA HEGEHBE ecle ab iinem Thisto:
DIAMETRUL LOR
axa orizontali o succesiune de

Marimea

Mivimea Frasueit BeETenE L ' 5
diametrului b Eomven o segmente egale reprezentind am-

_ plitudinea claselor, si ridicind,
?{gigg ig j12 pe fiecare din aceste segmente
3010 2 37 considerate ca baze, dreptun-
40—50 15 52 eRbes e = z

ur

(i . > ghiuri de indltimi proportionale

cu frecventele (relative sau ab-
; solute) ale claselor respective.
Histograma corespunzitoare din tabela 16 este dati in figura 3.
Histograma corespunzitoare tabelei 11 este datd in figura 4.
c¢) Dacd din mijlocul fiecirui segment de pe axa orizontali ridicim
segmente proportionale cu frecventele claselor corespunzitoare fiecirui
segment §i unim printr-o linie poligonalid extre-
mititile superioare ale acestor segmente obtinem

2 poligonul frecventelor. Astfel, poligonul frecven-
o telor corespunzatoare tabelei 16 este dat in
figura 5.
0 0 @ 0 & 5 ' ‘
d) Dacd aceleasi puncte de la alineatul prece-
Fig. 3 dent le unim, nu printr-o linie poligonald, ci
404 ‘ 204
_' I
20 , - M
IR A
| | ;| I
I e e
ob =1L ABSISE KRR Y5
155 160 165 170 175 180 185 190 0 20 30 40 50 60
Fig, 24 Fig. 5
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printr-o curbd, obtinem curba de
distributie a seriei respective.
Poligonul frecventelor cumulate (cres-
citoare) se obtine unind printr-o linie
poligonald punctele (¥, y), unde x este

120
100+
80
60

grama acestei serii, luind pe-

extremitatea dreapti a intervalului )|
unei clase, iar y frecventa cumulata
a clasei respective, la care maiadaugam
punctul (a, 0), unde @ este limita infe-

20

b7
55 168 #5 170 175 180 35 190

ricard a primei clase. Fig. 6

Astfel, poligonul frecventelor cu-
mulate corespunzitor tabelei 11 este dat in figura .

In mod analog se defineste curba frecventelor cumulate descres-
citoare. Daci punctele din figurd le unim, nu printr-o linie poligonald,
c¢i printr-o curbd, obtinem curba cumulativa a seriei considerate.

3. Reprezentarea seriilor cronologice

Si presupunem ci intr-un internat se dau zilnic note fiecarui
dormitor pentru intretinerea curiiteniei. Rezultatele obtinute de un
anumit dormitor intr-o siptimind sint date in tabela 17.

Diagrama corespunzitoare acestei tabele este datd in figura 7.

In acelasi mod se fac graficele realizarilor zilnice (siptiminale, lu-
nare) -— individuale sau colective — intr-o intreprindere. Abscisele
punctelor care se unesc prin linia poligonala sint mijloacele segmentelor

Tabela 17 \
L 10 I W
i M 9 6
M 9 6
7 10 4
v 8 2|
S 10 Gl ot ot
D 9 L'MM IV S D
Fig. 7

(=]
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reprezentind intervale de timp (sau punctele reprezentind momentele),
iar ordonatele, valorile mirimii considerate, in intervalul de timp co-

respunzator.

§ 3. Elemente caracteristice ale unei serii statistice

in cele ce urmeazi vom numi valoarea centrald @ wnei clase de variatie,
media avitmeticd a extremitdlilor acesler clase. Astfel, valoarea centrald
a clasei 165170 din tabela 11 este 167,5.

1. Modul

Modul sau dominanta unei serii stalistice sc numeste valoarea carac-
teristicii corespunzitoare celei mai mari frecvente, in cazul cind valorile
caracteristicii sint date individual, si valoarea centrald a clasei cores-
punzitoare celei mai mari frecvente, in cazul variabilelor continue, cind
se dau clase de variatic. Aceastd notiune prezinta interes mai ales in
cazurile cind avem o singurd dominantd.

in cazul prezentat in tabela 3, dominanta este 7, iar in cazul tabe-

lei 11 este 177,5.

2. Mediana

Mediana unei serii este un numir x astfel cd exista tot atitea unitati
statistice corespunzitoare valorilor <w, ca §i cele corespunzatoare

valorilor > «.
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Daci o caracteristica ia valorile

L3, 3, 3, 4, 5,0, 6/ 7 8,9

atunci 5 este mediana, deoarcce existi 3 wvalori <5 si 5 valori > 5.
Dacid avem wvalorile

Iedeid, 3.4, 556 3707, 9

atunci vom lua ca mediana media aritmetici a numerelor situate la
mijloc (daci ele au fost in ordinea marimii). In acest caz, mediana este 4,35.
Uneori se consideri ca mediana oricare din cele doud numere.

Cum se calculeazi mediana in cazul unei variabile continue, vom
arita pe un exemplu. Si considerim pentru aceasta tabela 16.

Daca piesele ar {i aranjate in ordinea diametrelor lor, nol vrem si
calculim diametrul celei de-a 30-a. Diametrul acestei piese este cu-
prins intre 30 si 40 mm. Clasa 30—40 are frecventa absolutd 12. Vom
presupune ci diametrul celor 12 piese corespunzitoare creste uniform

de la 30 la 40. Deci cresterca diametrului de la o piesd la urmdtoarea
40 — 30 . v

este ——Iz—’ Pe de alta parte, a 30-a piesd a populatiei estea 30 — 25=

= a 5-a piesd a clasei (deoarece existd 25 de piese cu diametrul <30).

Deci, diametrul celei de-a 30-a piesd este de:

iy 40 — 30
30 4 (30 — 23) x e = 34,17 mm.
3. Media aritmetica
Valoarea ' Freevenla
Daca %y, %, ., %, sint # wvalori, se
stie ca media lov aritmeticd este % Vi
A Ey .. Lo, Fz Yz
n I ; . :
Fiind data distributia unei variabile « . e
valoarea medie a variabilei respective

este

— Xi¥1+ Fa+ o0+ XYy (1)
Ve V=l v == Wy
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Daci N = y; -+ vy + ... + y, este efectivul total al populatiei, atunci

g j/] _’}’2 y”
T=y, 5 + x, e 4. x‘”‘l\—}

o = W, W s :
sau dacd notam cu f;= Ti frecventa relativia valoriix; (4 =1, 2, ..., n),
o

= —‘51_[1 T x-zf-z SE wae AR xnfn-

Expresia (1) are intr-adevdr semnificatia unei medii aritmetice.
Variabila x ia, dupa cum reiese din tabeld, de ¥, ori valoarea x,, de y,
ori valoarea x, s.a.m.d. Deci, pentru a calcula valoarea medie a varia-
bilei, calculim media aritmetici a numerelor

Xiyy Xy 5wy X1, : Koy Xy o0 vy Xy, toe ey Xy Xy o Xy
— e e
My oorl Yy O11 Vu Or1

si obtinem chiar expresia din membrul drept al relatiei (1). Accasti
expresie se¢ mai numeste media aritmeticd ponderati a numerelor
X1, Xay ..., Xy, numerele vy, Vs, ..., ¥, fiind ponderile respective ale
acestor valori.

Dacid vom considera datele tabelei 3, rezulti cd media pe intreaga
clasd la notele la matematici este

100 149%348x6+- 7% 1546 x T4+ xd434x2+3x1L2%1

40

Cazul seriilor cu variatie continud il reducem la cazul precedent,
substituind fiecare clasi cu valoarea sa centrala.

Astfel in exemplul prezentat in tabela 16 se obtin datele din tabela 18,

= 6,025.

Tabela 18
e I'recvenia Valparca

dl‘la‘ A absoluta centrala Xy
iamelrului v, = 1

l
10—20 v ~FO 15 130
20—30 15 24 375
30—40 12 35 420
40— 50 15 R 675
50—060 8 55 440
60 2 060

= 2 060
B — 34,3
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Dacd vrem si lucrim cu numere mai mici decit cele ce ne sint date

in tabele, facem urmatoarele observatii. Avem, pentru orice 7 :
Xy = Xy (5*'1 e xo);
%Y = XY+ (% — %) ¥s

Dind lui 4 valorile 1, 2, ..., n, obtinem # relatii care adunate, ter-

men cu termen, ne dau
= %(y1 + 2 +

Ty T XeVa - oo % L

+ (% —w) s + (s —x)ye + oo + (% — X0)Vn

Z = x, ‘Jr _(41"1 — X)y1 + (IJ-; Xa)¥e + ... F (o — Zo)¥a -

Aceasta relatic mai poate fi scrisi :

X =% - x — x,.

In exemplul precedent, luind x, = 35, avem calculele prezentate in
tabela 19.

Tabela 19

Freeventa - e
@lase :ll:é&;]utﬁ Val. ('51}11“1“ x — @ (@, — )y,

10—20 10 15 —20 —200
20—30 15 25 — 10 — 150
30—40 : 12 35 0 0
40— 50 15 45 10 150
50—60 8 35 20 160

60 . — 40

= 4
£ =35 347
60
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4. Dispersia

Fiind date » valori %,, %, ..., %, a cidror medic este x, sc numeste
dispersia acestor valori, marimea
(=@t = %)+ o+ — %)

n

Fiind data seria statistici: |

mde N=3y, +y,+ ... +y,sl

: Freevenia absolulé ;
alostic, ’ — Ly e Y
iy U, 5 — XYy T ¥e¥e + F Xaln Slllt, ron
N
Xy M1
7 o pectiv, efectivul total al popu-
latiei si valoarea medie. Dispersia
a'-,i 33,, corespunzatoare este
2 (%, — ;)2}'1 + (%, — ?‘7)23’2 4 oo (v — xu)a)’n'
o= N
Mirimea

se numeste abaterea medie pitraticd. Ea se exprimd in aceleagi unitati
ca si caracteristica seriel. . '
in cazul caracteristicilor continue se substituic fiecare interval de
variatie prin valoareca sa centrald. -
Si dam si o alti formi dispersici. Vom dezvolta expresia
?

S — B = G — Bt o+ B — D))
si obfinem

! : 2 el i ]
o? =—[ady; + 25y + o0+ XVn — 2%(% 1 + Xy .-

N
Ey et At oo b w
T S e Sl N B N
BTN TC L T L T @)

N
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Deci ;

GE = Iz —= (:\:)2.

Dacé am fi inlocuit mirimile x, prin x; — x, unde #, este o constanti,
am fi obtinut
2 (¥1 — %)%y + {2 — %)% + + (0 — %)

k. A —(F—x)?  (2)

unde prin x* am notat media aritmetici a marimilor T AR
ponderile y;, y,, ..., ¥,. Am regisit o proprietate a dispersiei unei va-
riabile aleatoare.

Dispersia, sau mai bine zis, abaterca medie patratici indici gradut
de impréstiere a valorilor in jurul valorii medii. O valoare mica a aba-
teril indicd o pronuntfati grupare a valorilor in jurul mediei aritmetice.

Sd completim tabela 19 cu datele necesare calculului dispersiei o2
Vom calcula o* atit direct cit si folosind formula (2').

Ludm %, = 35 i stim ci x = 34,3. Se obtin datele din tabela 20.

Tabela 20

et | ik
Clase ;,'u "'Eﬂt"- L (r, —2)* [ (&, —2)* [y (v —a)¥ iz, —a)
; x, i &
i L
10—20 10 15 —20 | — l‘.),.‘)l 400 372,49 4 000 3 724,90
20—30 15 25 —10 | — 9,3 100 86,49 1500 1297,35
30—40 12 35 0 0,7 0 0,49 0 5,88
40— 50 15 45 10 10,7 100 114,49 1500 LitTSo
30—60 -8 55 20 20,7 400 428,49 3200 3427,92
60 10 200 102173 4
Deci :
10 173,4
Bh e :
gite=— = B0
60 %

sau folosind (2')

1 -

Se observd ci, alegind convenabil valoarea lui x,, calculele se simpli-

fica.
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§ 4. Sondaje
1. Generalitati

Am vizut ca in statistica intilnim diverse populatii, alcituite dintr-un
numir mare de unitifi, care pot fi persoane, obiecte, informatii etc.
Studiul direct al populatiilor statistice este de multe ori greu de realizat
din cauza numirului mare de uniti{i. Un asemenea studiu poate fi prea
costisitor si si pretindi prea mult timp execufia lui. Alteori, daca nu-
mirul unititilor nu este determinat, ca de exemplu numairul pieselor pe
care le poate face o masini, populatia totald nu poate fi evaluata. In
toate aceste cazuri, pentru a culege informatii privitoare la populatia
considerati, efectuim o statistici numai pentru o fractiune din populatia
totald si rezultatul obtinut il extindem pentru toati populatia. Spunem
ci am executat un somdaj, iar fractiunea din populatia totald pentru
care am ficut statistica poartd numele de ssantion.

De exemply, la o policlinici s-au prezentat intr-o lund 23 000 de per-
soane. Vi intereseaza distributia pe virste a acestor bolnavi. Pentru
aceasta, din fisele intocmite pentru fiecare bolnav in parte, se aleg la
intimplare 1000 de fise. Efectuim statistica pe virste pentru bolnavii
corespunzitori acestor 1 000 de fise. Am facut astfel de sondaj in baza
unui esantion de 1 000 de unitati, dintr-o populatie totald de 23 000 de
unititi. Deoarece fisele au fost scoase la intimplare, putem presupune ca
modelul matematic pentru operatia pe care am facut-o este dat de o
urni in care se gisesc 23 000 de bile si extragem la intimplare 1 000 de
bile, adica un esantion de 1 000 de bile. Cunoscind statistica referitoare
la ecsantion, ne propunem si cipatim informatii privind populatia
totald. Evident, informatiile le putem cipéta cu o anumitd probabilitate.

Sondajele sint mult folosite in practica statisticii. Unecle dintre ele,
numite sondaje de opinie, sint facute cu scopul de a afla pirerea unor
oameni in vederea alcituirii unui program, unei lucrari etc. De exemplu,
in vederea imbunititirii programelor de radio, se poate cere pirerea
abonatilor pe baza unui sondaj de opinie, trimifindu-le un chestionar
pentru completare.

Avem doui cazuri, dupi cum aplicim schema lui Bernoulli sau schema
hipergeometrica.
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2. Schema lui Bernoulli

S3 considerim mai intfi urna Iui Bernoulli, pentru care probabilitatea
de a scoate o bild alba este p. Efectuim # extractii succesive din urni,

punind de fiecare datd bila extrasi inapoi in urni. Fie

24

f'n e

7

frecventa numirului de bile albe obtinute in # extractii. Ne interescazi
probabilitatea dublei inegalitati

. np — h\/azjbq < o< np A ;’c\/ﬁpg, g=1—p
sau

unde & este un numar real.
Aceasta probabilitate este

TR ME a=[np + i Vrpg]

2 f.ne( SR e ,%Vﬂ]: 0L 0L o0

|:‘ }'5 n p " n z C"' q d
oa=[np—Fk Vlﬁl
unde [a] este cel mai mare numar intreg cuprins in a.

Probabilitatea de mai sus a fost calculati pentru diferitele valori date
lui p, &, n, s-au intocmit tabele numerice in acest scop si s-a constatat
ca dacd este indeplinitd conditia

%npg > 9

se obtin urmaitoarele rezultate numerice :

P[f,, E[gb—l,%]/%; £l 1,96]/1511“ — 0,050 ;

(i

3) P{fﬂ e[yb—Z,S‘S £, p 42,58 V/’__?H = 0,990 ;

i i

P[fn e[p—s 2L, fieln Vﬁiﬂ =0,997.

7
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Se observil ci probabilititile din membrul al doilea sint foarte mari.
Deci, in afari de rare exceptii, frecventa f, este cuprinsd in intervalul

[P g lrse p_|_]3Vﬂ}, k> 1,96.
%o i3

Vom da citeva aplicatii ale formulelor (3).

Aplicatia 1. La o masind, din 1 000 de piese 25 sint rebut. Sd se
determine cu probabilitatea egald cu 0,95 un interval in care se gdseste
numdrul de piese bune din 5 000 de piese fabricate.

Sintem in cazul schemei lui Bernoulli.
Aplicind prima formuld din (3) avem

P{fa 9006(0,975 —1,96 VM
5000

0,975 + 1,96 I/M)] = 0,95,
5000

deoarece p = 0,975, g = 0,025, n = 5000.

Efectuind calculele obtinem :
P[fs 000 € (0,9707 ; 0,9793)] = 0,95.

Numirul pieselor bune se obtine inmultind frecventa cu 5000 $i ob-
tinem : ;
P[5 000f5 ons € (4 853 ; 4897)] = 0,95.

Cu o probabilitate egald cu 0,95 vom gisi un numar de piese bune cu-
prins intre 4 853 si 4 897.

Aplicatia 2. 51% dintre copiii nou-néscufs sint biieft §1 499, fete.
Sd se determane, cit 0 jJiOb&Eb%l?ﬁCLlfB egald cu 0,99, tnire ce linite variazd
numdrul bdietilor la 10 000 copu NASCUET.

Sintem in cazul urnei lui Bernoulli cu # = 10 000, p = 0,51, ¢ = 0,49.
Conditia npg > 9 este indeplinitd.
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Deci :

P [fm b 6(0,51 #Az,ssvw, O,SH—Z,SSVM” - 0,99 :
10 000 10 000

Plfi0000 € (0,4971 ; 0,5229]) = 0,99.

Deci cu o pro-babilitate egald cu 0,99, la 10 000 copii nou-niscufi nu-
mirul biietilor va fi cuprins intre 4 971 si 5 229. Dacd o statisticd efec-
tuati intr-o anumiti regiune desminte acest fapt, inseamnd ci in acea
regiune nu putem admite cid probabilitatea ca un nou-nascut sa fie
baiat este egald cu 0,51

Aplicatia 3. S-a aruncat un zar de 600 de ori i s-a obtinut faia 1
de 70 de ori. Se poate adwmite cd zarul a fost just, adicd probabilitatea de a

obline o fapd datd este 1]6 7
1 5
Sintem in cazul urnei lui Bernoulli cu p = 8 =i n==0600.

Construim un interval cu probabilitatea 0,95.

P lfm el[__—— 106/ L. L.5 L4196 V_l .L.;LJ — 0,95,
6 600 6 6 (6] ) i

.P[fi;oo s [011368 ; 0,1965J = 0,95.

b by 70 5 . ; :
Numirul =00 S€ giseste In afara intervalului (0,137 ; 0,197). Proba-
bilitatea ca si obtinem un numar in afara intervalului este 0,03. Accasta
izt o v o ; & LI 1
probabilitate fiind mici, conchidem ci nu putem admite ipoteza p ==,

adicd zarul nu e just. In aplicatiile teoriei probabilititilor se admite
ci trebuie si considerim ca anormale evenimentele care se produc
rar, cu o probabilitate micd.

3. Schema hipergecmelricd. Se pot stabili intervale care cuprind cu
mare probabilitate si frecventa corespunzitoare schemei hipergeome-

trice. S considerim astfel o urnd, in care avem a bile albe si 0 bile negre

it




b
(a—l— b=N, p= _I\F’ g—ﬁ—]. Extragem din urni » < N, bile fard

ca si punem bila extrasi inapoi in urnd. Fie

fo=—,

frecventa numirului -de bile albe obtinute in #» extractii.

Avem !
Calculindu-se membrul al doilea al acestei egalitati pentrn diverse

valori ale lui p, », &, s-a constatat cid pentru
npg > 9

avem formulele :

P|:f:u 6{]‘3—1,96]/1"1 N p 1,96 V.if’i W_EH — 0,950
n N-—1 n N-—1

4) P[f,, e[pez,ssvf’q Bom. 5D 58 Vﬁ_q uﬂ — 0,990 :
1 N — n N-—1

Pl £ elp -ty [P0 Nt 3Vﬁ_i\f_—1ﬁ“_o,997.
[f |:P Vr: N—1 40 n N—1

in intervalele de forma

[p»—kv g = p{—kl/ﬂ'_ N_"ﬂ} k= 1,96, npg > 9,
n N-—1 n N—1

frecventa f, este cuprinsi cu probabilitafi foarte mari, conform for-
mulelor (4). Pentru alte valori decit & = 1,96, k=258, k=23, au
fost intocmite tabele numerice, pe care noi insa nu le folosim, pentru
exemplele din aceastd carte, fiind suficiente aceste trei valori date Iui %.

Aplicatie. Intr-un oras cu 1756 000 de locuitors sint 157 320
mai virstnici de 65 ani. Citi locuitori depdsesc virsta de 65 de ant intr-un
sector al orasului cu 420 000 de locuitors ?

Locuitorii din sector reprezinta un esantion din numdrul total al
Sintem in cazul schemei hipergeometrice cu

locuitorilor din oras.

157 320

— . —0,0896, ¢ = 0,9104.
1 756 000

N = 1756 000, % = 420000, p» =
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Vom aplica formulele (4) cu o probabilitate egalid cu 0,99 :

0,0896
P[fm . 6[0,0896 2,58V 0898 % 47104
420 000

1756 000 — 420 000
1756000 — 1 °

0,0896 x 0,9104
420 000

1756 000 —420 000

1756000 — 1 0,85:

0,896 - Z,SSV

P[fuz0 om0 € [0,088598 ; 0,090582]] = 0,99.

-~

Prin urmare, cu probabilitatea 0,99 frecventa f,4 000 S€ giseste cuprinsi
in intervalul [0,088598 ; 0,090582). Pentru a gisi limitele in care
variazd numarul locuitorilor mai virstnici de 65 de ani in sectorul con-
siderat trebuie si inmultim rezultatele obtinute cu 420 000. Notind
cu M acest numar gisim

37211 << M < 38 044.

Cu o probabilitate egald cu 0,99, M se giseste cuprins intre 37 211
si 38 044.

4. Intervale de incredere pentru determinavea probabilitdtvi in cazul
sondajelor de wolum mare.

Inegalititile de care ne-am ocupat pini acum sint de forma :

n]b—fc-\/w% < o< np -+ k\/%_jné

Notind pentru simplificare

inegalititile, de mai sus pot fi scrise succesiv :

p—11 < /22,
VI

ip—f 1< B
n

k?
(1+ 2 )p—2(r+5-)p + 7 <0,
P <P <Py
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> Py s int radacinile ecuatiei :
unde p, si p, sint ridicinile ecuatiel

Hk_z_kl/ﬁf_—ﬁg;

7 7 4n2
Py = =
fer
7n

2 1— k2

f -+ .i_ 4k Vf_(_ﬂ+ EEls

]5 12 7 4n2
3= B
P —

7

Cum & < 3, pentru esantioanele mari, adici pentru valori ale lui #»

suficient de mari, putem luna

M flil=)
lb‘Nf_kV n ‘

=)
P ® f+ kVT'

Avem deci pentru esantioanele mari

Formulele pot fi scrise sub forma:

| e Tioh
Ptp e {fg 1,961/@”—)(’, £ 1,96 Vﬂ(”ﬂﬂ — 0,950 ;

, i = ., fl'l.f)ﬂ = _
(3) Pbﬁ elf— z,ssVT, #1258 VT — 0,990 :

F0=1) , f(1~f)” ]
P[pe[f:s]/T,f+3l/ 21 40,997,

pentru & = 1,96 2,58 3.
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Intervalul

[fm_k]/_f(lf) Fuis Vm_nJ

poartd numele de interval de incredere. Ele variaza dupd hazard, dar
acoperd cu o probabilitate mare, cunoscuta, probabilitatea teoretica .
La fel, pentru esantioane mari, formulele (4), referitoare la schema
hipergeometrica sint echivalente cu

l =g N , fll—f) N —mn i )
y2 [ﬁe[f— 1,96V St f+ 1,96 V—ﬁ” = H =0,950;

1— — — N —n 1
(4) P[pe}'fZ,ESVﬂ L) o B gy ]/f—“ Ay ”_0,990;
fd B . N—1 = ' 7 N—1

7

Jja—f) N—mn Jll=—y) Mot
P[j) ELf3‘/T o i "SVT ¥ i ”—0,997.
Aplicatia-L Intr-un oras au fost sanctionati in timpul unui an
15 300 de conducdtori de automobile pentru abateri de la legile civeulaties.
Ffectuindu-se un sondaj, s-a constatat ci din 2 000 de conducdlori sanc-
tionati, 590 au fost femes.

Sd se evalueze numdrud total de femei sanmclionate.

Modelul matematic pentru aceastd problemd este dat de o urna in
care avem bile de douil culori. Numirul total al bilelor este de 15 300,
Efectuindu-se din aceasti urna, 2 000 extractii, fard ca sa se puna bila
extrasi fnapoi in urnd, s-a gisit frecventa

£ 590
Juooo =5 00

Sondajul s-a ficut in modul urmdtor : s-au ales la intimplare 2 000
de conducitori sanctionati din totalul de 15300, avind griji ca nici
unul dintre ei si nu fie ales de doud ori. Este acelasi lucru, ca si cum
intr-o urni am asezat 1[5 300 biletele, in care sint trecute numele con-
ducitorilor sanctionati, si am scoate 2 000 dintre ele. Biletelele sint de
doui feluri: unele contin numele conducitorilor femei si dltele condu-
citorilor barbati. Deci sintem tocmai in cazul schemei hipergeometrice.
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Aplicind formulele (4) obtinem, tinind seama ca
590
2 000

0,295 x 0,705 15 300—2000 :
P|pel0,205 —1,96 .

N = 15300, % = 2000, f, o0 = =0,295;

2000 15300 — 1

i — 2000
. 15 300 ]] = 0,95;
15300 — 1

. 0,295 % 0,705 13300
P | pe|(0,295 —2,58 2000 15299

0,295 x 0,705 13 300
el S = 0,99 :
U e 2’58]/ 2 000 15299

| iy 0,205 % 0,705 13300 _
P pi5)| 0,235 3 2000 15299 °

0,95 % 0,705 13 300
i ! : i =0,997.
0,295 + 3]/ 2000 15299 )] !

| . /0,295 % 0,703
0,295 + 1,9 s

Efectuind calculele gisim :

Pl0,276 < $ < 0,314] =0,93
P[0,270 < p < 0,320] = 0,99 ;
P[0,266 < p < 0,324] = 0,997.

Prima cgalitate ne aratd cd probabilitatea, pe care n-o cunoastem
ca un contravenient luat la intimplare si fie femeie, este cuprinsd in
intervalul (0,276 ; 0,314). Acest fapt se produce cu probabilitatea 095
Intervalul (0,276 ; 0,314) este un interval de incredere cu probabili-
tatea 0,935. -\

Daci intervalul de incredere creste este evident ci $i probabilitatea
corespunzitoare creste. Astfel, probabilitatea evenimentului $ e‘(0,266 ;
0,324) este 0,997. Sintem aproape siguri in afard de 3% cazuri de ex-
cepiie, ca probabilitatea necunoscutd p ca un contravenient sa fie femeile
este cuprinsa in intervalul (0,266 ; 0,324). . )

Am aritat ci, notind prin p, probabilitatea de a scoate o bild alba
la schema hipergeometricd, valoarca medie a numirului de bile. albe
obtinute in N probe este N,. Prin urmare, pentru a determina inter-
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valul in care se¢ giseste numdrul de femei contraveniente trebuie si

inmultim rezultatele gisite pentru $, cu N = 15 300.

| " ; £ 5 . £ .

! Gasim astfel, dacd notdm prin 4 numirul total de femei contrave-
niente :

_ P[4228 < A <4799 = 0,95,
| Pl4138 << A < 4889] = 0,99,
P[4077 < A < 4950] = 0,997.
Cu o sigurantd desmintitd in 39, din cazuri, putem afirma ci nu-
‘ madrul de femei dintre cei 15 300 conducitori sanctionati este cuprins
in intervalul (4 077, 4 950).
| Aplicatia II. O masind automatd a fabricat 5 000 de piese, dintre

care 243 nu sint acceptabile. Care este probabilitatea ca masina sd fabrice
o piesd rebut ?

Admitem ca probabilitatea ca masina si fabrice o piesi care si nu
poatd fi acceptatd ramine aceeasi in timpul fabricatiei. Fie p aceasta |
probabilitate. Fiecdrei piese i se ataseazi o variabili aleatoare, care cu |

' probabilitatea p poate si ia valoarea 1, adici piesa este inacceptabila, !
si cu probabilitatea ¢ = 1 — p, poate lua valoarea 0, adici piesa este ‘
acceptabild. Obtinem astfel, fabricind un numar » de piese, un sir de |‘
| variabile aleatoare, care presupunem cid sint independente fintre ele. "
Se vede ca, schematic, ne situim in cazul unei urne, fn care avem bile
de doud culori, si efectuim extrageri succesive, punind de fiecare data
bila extrasi fnapoi in urni. Modelul matematic al aplicatiei de mai sus
este dat deci de schema lui Bernoulli, in care probabilitatea de realizare
a evenimentului in fiecare proba este p. Putem deci aplica formulele (3').
243
5000

' 243 243 243 i
P[ﬁe( —2,58]/ it ] s
5000 5000 1 5000 5 000
243 1/ 243 F i
so00 T 28 ]/ 5000 [1~5000 ] 5000 ” =0,99;

. |
P[Jbe[ 20 ‘ __2_&)]:()’99_
i 5000 5000

Avem : % = 5000 S5 000 =

Cu o probabilitate egald cu 0,99, probabilitatea teoreticd de a avea un
rebut se gdseste cuprinsd in intervalul (0,041 ; 0,056).



Probleme

1. S4 se dea exemple de populatii statistice si caracteristici.

2. Stabiliti repartitia elevilor clasei din care facefi parte, in raport cu numirul fratilor.

3. Stabiliti repartitia elevilor clasei din care facefi parte dupit media la matematica
in clasa a XI-a.

4, Aruncati un zar de 120 de ori. Tntocmiti tabela rezultatelor obtinute. Comparati
frecventele absalute ale fiecdrei fete cu numirul 20.

4. Taceti tabela distributiei clevilor clasei dupa media la matematicd si media la
fizicA obtinuta in clasa a XI-a (tabela cu dubld intrare).

6. Completati tabelele corespunzitoare problemelor 2, 3, 4 cu frecventele relative
si cu frecventele cumulate. In cazul problemei 4 si se spund : la cite arunciri s-a obfinut
o fatd cu un numir <3 puncte ? La cite aruncéri s-a obtinut o fatd cu un numir =3
puncte ?

7. Tn tabela 25 sint trecute rezultatele obtinute intr-o cursd de 100 m de cittre 40 de

participanti.
Tabela 25

Timp Nr. de Timp Nr. de

s u]el;gﬁtul‘i (s) alergitori
10,5— 10,7 1 Tig =117 7
10,7— 10,9 1 11,7—11,9 )
10,9—11,1 2 11,9—12,1 5
11,1—11,3 D 12,1—12,3 4
11,3—11,5 74 12,3— 12,5 2

Si se completeze tabela cu valorile centrale ale claselor; cu [recventele relative si cw
frecventele cumulate. Si se citeascd pe tabela obfinutd citi alergdtori an realizat tim-
puri mai bune de 11,7 s. Care este procentul de alergiitori care au realizat timpuri mai
bune de 11,5 s?

8. Si se reprezinte grafic, in batoane, seriile de la punctele 2084

9. Si se construiasci histograma, poligonul frecventelor i peligonul frecvenfelor
cumulate crescitoare pentru seria din preblema 7.

10. S se calculeze dominanta, mediana si valoarea medie (media aritmetici) pentru
seriile de la problemele 2, 3, 4.

11. Si se stabileascd timpul mediu realizat pe 100 m de ciitre 40 alergiitori, ale ciror
rezultate sint trecute in tabela 25.

12. In tabela 26 este prezentatd distributia eleviler dintr-o sccald generald dupd talie
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Si se completeze tabela. Si se construiascd histograma corespunziteare. Si se cal-
“culeze si si se interpreteze dominanta si mediana. Sd se calculeze inaltimea medie a
clevilor scolii.

Tabela 26

Numiir elevi

Talia (cm)

150— 154 38
154— 158 63
158— 162 175
162 — 166 189
166— 170 11
170— 174 62
640

13. Si sc calculeze dispersiile seriilor de la problemele 2, 3, 4, 7, 12.

14. S-a aruncat o monedd de 1000 de ori si s-a obfinut o fati de 576 de ori. Se poate
admite ci moneda a fost justi, in sensul ci probabilitatea obfinerii uneia din fete este 1/2 ?

15. O masind produce 6%, rebuturi. fntr-un lot de 1000 de piese fabricate sint 85
piese rebutate. Functioneazd magina normal ?

16. La o bibliotecd sint, dupid numirul formularelor completate la inscriere, 9 700 de
cititori, dintre care 2 020 sint mai tineri de 20 de ani. Luindu-se la intimplare 500 for-
mulare, intre ce limite variazi, cu probabilitatea 0,990, numirul cititorilor mai tineri
de 20 de ani cupringi in formulare ?

17. intr-o localitate sint 125 372 locuinte. Dintr-un sondaj de 1200 locuinte s-a con-
statat ci 571 dintre ele posedd spatin excedentar. Si s¢ evalueze numirul total al locu-
intelor avind spafiu excedentar.

18. in biblicteca unei intreprinderi au fost cliberate intr-un an fise de imprumut
de cirti. Luindu-se la intimplare 3000 de fige s-a intocmit urmitoarea situatie :

Barbati Femei Total

Lucritori 1960 1211 31710
‘Functionari 1010 819 1829
Total 2970 2030 5000

Se cere si se evalueze pentru intreaga colectivitate :

1. Numéirul cititcarelor.
2, Numdirnl lucritorilor, care au imprumutat cérti.




Capatolul I

6!
12, — =
6%

13.

Indicatii si rdspunsuri
\
P(4 | B).

15.

ca prima fisd extrasi

[n 14 ]
P(B) 3 ([#] = partea intrcagd a Iui #).
1
5

1
d) —y ef—i fl—
dradar
egal cu numirul sistemelor de

3 1 o
8 a)—; b) —; ¢)—;
8 3 4
9. Calculim mai intii probabilitatea evenimentului contrar:
si nu contind cifra 5. Numdirul cazurilor favorabile este
4 cifre ce se pot forma cu
0, L2, 8 4,8 F 8O
g 901 — 0,6561. Probabilitatea din
10 000

ati cu 0035.

adici 91=06 561 si probabilitatea ciutatd este
¢ ¢ numirul Hecdrei fise este format din 4 cifre. Astfel fisa.

5

Cnu

5
clﬂﬂ

enunt este 1 — 0,6561 = 0,3439.
cu numirul 1 poartd scris numdrul 0001, iar cea cu numiirul 35 este not

Observatie. Am considera

in loc de numirul 0000 considerim numirul 10 0000,

10. Indicaie. Se calculeazi mai intii probabilitatea evenimentului contrar.
Rispuns : 1—
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11. Cele 7 cifre pot fi scrise in 7 | moduri. Dac cifrele 1 si 2 au locurile stabilite, atunci
5l6 1
=

celelalte cifre se pot scrie in 5 | moduri

in ordinea 1, 2 in 6 moduri.

0,015; 1— —
68

14. Tie 4 evenimentul ca prima bili extrasi si fie albid si a doua bili extrasi si fie

tot albd, iar D evenimentul ca prima si fie neagrd, iar a doua albi. Avem de calculat
g o

Riéspuns : 2

o+ B

Dar cifrele 1 si 2 pot ocupa locuri consecutive
]

Raspuns

Rdspuns : —
8

6
0,663.

5 M.
|

1

6 12 23 1
af—- b) —5 c)— ) —i
33 5 35 35
16. a) Fie & numirul multiplilor de a, care se gisesc prinire numerele 1, 2, 3,
Acesti multipli sint : @, 2a, 3a, ..., ka. Rezultd ci n = ka - #, unde 0 << v <~ a. Putem |
. E - [ |
scrie — = %k -- — si deci [——}: k. Pentru extragerea unui multiplu de @, avem % cazuri 1
@ a a |
[ n ]
favorabile din n posibile. Probabilitatea ciutati este +
n n
b) Calculim mai intii probabilitatea p a E)btinerii unui multiplu de a. Deoarece 1 =
=ka, pentru p= 9 = —I- .
ka a
1 1
17. a) — ; b)—.
10 90
18. Se scrie PlA;\U 4: U 4,) = P((4: L) 4 U Ag) = P(A, ) 4.) + P(4,) —
— P((4, ) 4,) M 4,) ete.
La fel pentru P(d, ) A, A, 4,). :
1 1 1
19, 1— —+ — —— | .. — 1)ra
T T AT e
20. Se [oloseste formula: P(4 | ) B) = P(4) + P(B) — P(4 (| B) si gencralizarea
sa din problema 18.
31
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Capitolul 11
) 3 27
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Catitolul 11T

1. I'ndicafie. a) Sintem in cazul schemei binomiale generalizate. Se ¢
cientul Iui #* din polinomul .

19 1 18 2 17 3 16 4
— ¥+ —— L — Wb —— )
20 20 ( 20 20 M 29 20 }( 20 20

b) Este suma coeficientilor puterilor a 3-a st a 4-a ale lui ¥ din polinomul de maj sus-

alculeazi coefi-

— o ’ ; 1
2. Indicatie. Probabilitatea ca la o aruncare a zarurilor sd obfinem 7 este —.

[
; : ) ¢ m — numdirnl 1
r . cerientei € este o pereche de numere (m, n) e Tl . i e w _ . it T
8. a) Un rezultat d!l‘ﬂ.kffllc.ll,f'l numirul obtinut din U,. Deci € are 7:8 = 36 re- Sintem in cazul schemei lui Bernoulli, cu 10; p 7 k= 8.
obtinut la extragerea din U, §1 % — 1111e > " .
zultate (egal) posibile : Réspuns: C? i
o P 10 g0
1) (1,2 (L3 (LY (LS (L6 (L7
’ o 1 5 1 il
(2, 1) (2, 2 (2, 8) (2 4) (2 5) (2, q) (2; 7] 3 C%—: 3 : (-§_+C§_ —'r----f—Cg‘L:ﬁ-
i3 = 28 128 28 28 28 256
. . 3,04 (3.3 (3,6 (3,7 |
(3, 1y (3,2) (3 3) G4 | W | 4. Imdicatie. Probabilitatea abtinerii unei fete cu mai mult de 4 puncte la o aruncare ‘
) 42 43 (449 (435 (46 47 : 1 ) e i . : i
(4, 1) (4, 2) ! a zarurilor este — . Sintem in cazul schemei Inj Bernoulli, cu n= 10, % = 4, p=—
5 45 (5.5) G657 3 : 3
1) (52 5.3 B4 0.0 Bt i 1 20
! - Rdspuns : Ci,— —.
& 1) (6,2 (6,3 (6, 4 (6, 3) (6, 6) (6, 7) P U >
Gty 32y 4 (7 S) (@8l (@ 7) 5. Imdicafic. Daci A este evenimentul obtinerii a 2 ‘Lilc albe si una neagrd din prima
] ! ) urnd, iar B evenimentul obfinerii a 2 bile albe si und neaeri din urmitoarcle 3 urne
% 4) (8, 5) (8 6) (8 7) J ? ? = s
(8, 1) (82 (83 (& At ¥

aplicim formula P(4 | J B) = P(4) - P(B) — P(4 M B), tinind cont ci 4 si B sint
. T - “a eveni t le- veni D] : .
b) Ca eveniment legat de €,, A are 4 cazuri favorabile : 2, 4, 6, 8. Ca evenimen evenimente independente. P(A)

E - se calculeazd pe baza sc hemei lui B oull iar J( 1;)
a (53 A ¢ T =2 A O bi cele s 1blinia i ablou l 2} ) er

re 4 8 cazuri favorab le { nou P(E
g t d te bloul de mat sus

pe baza schemei binomiale generalizate.

. 108 146 108- 146
95 Rispuns = s
G : 343 343 3432
> 6. Indicafie. Fie p, (i = 1, 2, 3) probabilitatea obtinerii a 2 bile albe si 3 negre in cele
10. ilg 3 extrageri din urna U,. Probabilitatea cerntd se calculeazi pe baza schemiei lui Poisson
120 cu i =3, k =2 si cu probabilititile Py Pa ps- Probabilititile p; se calculeazd ficcare
5 6 5 25 g 25 s 25 ] pe baza schemei lui Bernoulli.
11 E a6 ) E = 9 gaE 77176 1296 7. Indicafie. Pe baza schemei lui Poisson se calculeazi probabilitatea p; ca ficind
s 5 6 4 4 6 cite o extragere din ficcare urni si obtinem o hild albj si 2 negre. Probabilitatea ceruti
S _5__ | i i i — iﬂ— T b) L i 5 —1T se calculeazi din schema lui Bernoulli, cu parametrii $, # = 5, k = 3.
24/ 7 -E it T 9 b 73 fe s il 7 8. a) S& numim cele doud cutii @ si &. Pentru a ajunge in sitnatia dati fumitorul
5 5 376 a scosde 2n — % -+ 1 ori o cutie din huzunar (de » ori o cutie pentru a se coli, de n — &
= —r— = i ori cealalth — pentru a-i mai rimine £ bete — si din nou prima cutie — pentru a constata
7 9 U 633 cd este goald). Deci, ,,in 2n — % cazuri apare de n ori cutia @ si de n — k ori cutia b, in
2] al 2n — k + I-lea caz apare cutia @ ,sau” in 2n — k-cazuri apare de n ori cutia b sj
13: —
<4
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n n
M0 — 5wt = achitet =
=0 k=0

n
M(X2) =3 kChplgn=t = n2p® + npg.

=

DAX) = M(X?) — (M(X))* = npg.

Meioda 2. Dack X, este numirul de Dbile albe obtinut la extragerea %, atunci Ay are

distributia [0 1] si deci M(Xy) = p, DX ,) = Pg; fn acest caz numirul total de
q 2P
bile albe obtinut este
= e S,
si deci

M(X) = M(X,) + M(X,s) + ... + M(X,) =np
DYX) = DHX,) + DX, + ... + DUX,) = npg;
(Xoy Ky eovvey Aoy independente).

24. Se rationeazi ca in problema precedentit.

1
Media — 10- — = 5; Dispersia = 10- =
2

Nit_n

Rt il
S
Capitolul V

11. 11,62 s; 12. Dominanta = 164 cm. Mediana = 162,88, Mediana = 162,85.

13. 0,1796 ; 26,76.
14. Se aplicd formula (3) cu probabilitatea 0,99. Se obtine

1o € (0,439 0,541).
Frecventa 0,376 iese din acest inter7al. Conchidem cu probabilitatea 0,99, ca moneda

nu e justd.

15. Aplicind formulele (3), rezultd cu probabilitatea 0,99 :

Frow €[0,041; 0,079].

a fi o0 = 0,085 iese din interval. Deci masina nu functicneazd normal.

Frecvent
16. Se aplicd formulele (4) pentru
2 020
= ¢ , N = 9760, n = 300.
9 760

571
17. Se aplica formulele (4°), avind f = i

1200
pentrun N = 96 350, n-= 5 000. Frecventele corespun-

N = 125372, n = 1200.

18. Se aplici formulele (1)
zitoare se iau din tabloul statistic.
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