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Capitolul I

RECAPITULAREA SI COMPLETAREA CUNOSTINTELOR
DIN CLASA A ll-a

A. SCURTE OBSERVATII ASUPRA CONTINUTULUI

1. OBIECTIVELE PREVAZUTE DE PROGRAMA SCOLARA

1. Notiuni despre mulfimi.
2 P11nc1p1u1 numirii §i scrierii numerelor mai mari ca 10, a celor mai

mari ca 100. _
3. Adunarea si sciiderea numerelor naturale pind la 100, fard si cu trecere

peste ordin.,
4. Adunarea si sciderea numerelor naturale pind la 1000, fdrd trecere

peste ordin.

5. Inmultirea si impirtirea numerelor naturale pind la 100, insistin-
du-se asupra ‘sensului dat cu ajutorul multimilor si a cunoasterii tablel inmul-
tirii si impdrtirii.

¢

2. CUNOSTINTE §I DEPRINDERI CU CARE TREBUIE
SA RAMINA ELEVII

. Nofiunile de mulfime si element, improspiatate pe bazi de exemple.
Apmtenenm si nmﬁm!enemcﬁ unui element la o multime.

Diagrama unei mulfimi. Reprezentarea multimil printr-o linie inchisd
sia elementelor acesteia prin puncte figurate in interiorul ei. Notafea simbo-
licd in diagramd a multimii pnntr-o literd mare scrisd lingd linia Inchisa si
a elementelor ei prin litere mici scrise lingd punctele ce reprezinta acele ele-
mente.

3°. Scrierea mulfimii folosind simbolurile, sub forma
A—=1hlcnd, L bl
Apartenenta! sau neapartenenta unui element la o multime se scrie:

be 4 (b apartine lui 4)
tg A (¢ nu apartine lui A4)

1 Textul scris cu ,petit contine infoimatii pentru invititor, continutul respectiv nu se
‘transmite elevilor.




Observarea faptului ci pentru cunoasterea multimii, ordinea in care se
iau elementele nu are importantd, iar indicarea aceluiasi element de mai
multe ori nu are rost. In.consecints, in scrierea simbolici a multimii, ordinea

scrierii simbolurilor elementelor va putea fi oricare dorim, jar repetarea unui
simbol va fi inutili.

4°. Se va reaminti ¢ o mulfime poate Ji datd indicindu-se toate elementele ei
(prin lista elementelor), sau poate fi dati indicindu-se o proprietate caracte-
risticd elementeloy sale, adicd o proprietate pe care o are orice element al mul-

timii, $i numai ele. Se vor da exemple de multimi prin fiecare din aceste pro-
cedee.

5°. Situatia in care se poate afla o multime A fati de o multime B: firi

elemente comune, sau disjuncte; cu unele elemente comune (fiecare avind
si elemente necomune cu cealalts); una inclusi in cealaltd, numindu-se si

submultime sau parte a acesteia : egale (formate exact din aceleasi elemente)

Daci fiecare element al lui 4 apartine si lui B, zicem ci A este inclusi in B si notim
A C B. Daci B este inclusi in 4 se noteazi B C 4, sau 4 ) B (4 include B). Dack A

este egald cu B se noteazi 4 = B. Daci 4 nu coincide cu B se noteazii 4 # B (A dife-
ritd de B).

Se va reaminti executarca diagramei multimilor 4 si B daci ele se afli
in oricare din situatiile mentionate mai sus, folosind figura 1. Pentru diagrama

a doud multimi disjuncte se va folosi si figura 2, iar pentru o multime inclusi
Intr-o multime se va folosi si figura 3.

6°. Utilizind elementele a doud multimi date A $1 B se va cunoaste for-
marea unor multimi noi, numite:

Intersectia multimii A cu mulfimea B, formati din toate elementele ce
apartin atit lui 4 cit si lui B, (5i numai din acestea)

Se noteazd; 4 M) B.

Diferenta dintre mulpimea A §i multimea B, formati din toate elementele
ce apartin lui 4 si nu apartin lui B (si numai din acestea).

S¢ notcaci: 4 — B

Diferenta dintre mulfimea B si multimea A, formati din toate elementele
ce apartin lui B si nu apartin lui 4 (si numai din acestea).

Se noteazd: B — A,

Reuniunea mulfimic A cu mudiimea B, formatd din toate elementele ce
apartin cel putin la una din multimile 4 §i B (5i numai din acestea).

b w01 8

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Fig. 6

Se noteazd: 4 | B.

Intersectia, diferentele si reuniunea dintre multimea A si multimea B
vor fi formate atunci cind se cunosc elementele multimilor 4 st B, si vor fi
recunoscute in cazul in care multimile 4 si B sint date prin diagramele lor
[figutile 4, 5,6 st 7).

7°. Se va reaminti cd putem vorbi de multimea pereche (cu doud elemente),
multimena cu un singur element si mulfimea vidd (fird nici un element).
Multimea vidd se noteazi cu @, scriind: @ = {}.
Se observd cd A si B {fiind mulfimi disjuncte, putem scrie 4 () B= @ (saud M B ={})

8°. Pe bazd de exemple va fi pusi in evidenti proprietatea de comuta-
tvitate a intersectiei si reuniunii multimilor si necomulativilatea diferentei
multimilor.

Se noteazi: -
ANB=BN4;
A—B#B— A4

AUB=BU 4

Tot pe bazd de exemple se va observa proprietatea de asociativitate a
reuniunii mai multor multimi.

Se notcazi:

AUBUCGO=A4UBUC

ceea ce justificd scricrea:
AUBUCO=(AUBUC=4BUC

9°. Se va reaminti ci, dacd intre multimile A si B existd o astfel de legi-
turd incit fiecdrui element din 4 ii corespunde un singur element din B si
fiecare element din B corespunde la un singur element din A, atunci intre
A si B spunem ci avem. o corespondentd element cu element saw ,,unu la wnuy®
(fig. 8). 2

In cazul in care fntre v vltimile 4 si B se poate stabili o corespondenti
unu la unu zicem ci ele au fof alitea elemente, sau ci au acelast numdr de
elemente.




Fig. 8 Fig. 9 Fig. 10

Se noteazi:
A~ B (4 si B sint echipotente).

Dacd intre mulfimile 4 si B nu se poate stabili o corespondenti unu la
una (fig..9) zicem cd ele nu au tot atitea elemente, sau ci nu au acelasi numdr
de elemente.

Se mnoteazir A ~ B (4 neechipotentd cu B).

10° Dacd, incercind si stabilim o corespondenti element cu element
intre o multime 4 si o multime B, rimin in 4 elemente firi corespondent
in B, zicem cd mulfimea A are mai mulle elemente decit multimea B, sau cd
mulfimea B are mai pufine elemente decit mulfimea A.

Se noteazd:

A>B (numirul elementelor multimii 4 este mai mare decit num%rul elementelor mul-
timii B), LR

sau:
B<qA (numdrulelementelor multimii B este maimic dseit numirul elementslor maltimii A).

Dacd avem A~ B atunci putem scric 4= B.

11°. Numdrul de elemente al unei multimi cu un singur element il numim
yJunu® si 11 notam 1 (fig. 10).

Reunind o multime cu un element, cu o multime cu un element disjunctd
de prima, obtinem o multime al cirei numiar de elemente diferi de unu.
Numim ,,doi” numdrul elementelor mulfimii obfinute §i il notim 2 (fig. 11).
Avem (fig. 12):

1S 2

Reunind o multime eu doud elemente cu o multime cu un element dis-
junctd de prima, obtinem o multime al cdrel numir de elemente diferd de
doi. Numim ,trei" numirul elementelor multimii obtinute si fl notim 3
(fig. 13). Avem (fig. 14):

; 152203,
Continuind astfel putem. obtine multimea numerelor naturale nenule:

N* = {12 3: 4.0

Fig. 11 Fig. 12 Fig. 13 Fig. 14

12°. Numim zero si notim 0 numirul elementelor multimii vide. Intrucit
orice multime nevidd are elemente ce nu au corespondent in multimea vida,
decurge cid este firesc pe zero sd-l considerim mai mic decit orice numéir
natural.

Putem scrie acum mulfimea numervelor natuvale

No= 1031223 55

Se vede cd in aceastd multime nu existd un numdr mai mare decit toate
celelalte, deoarece oricit de mare ar fi numérul de elemente al unei multimi,
reunind aceastd multime cu o multime cu un element, disjuncta de prima,
obtinem o multime al cdrei numir de elemente este mai mare decit cel al
multimii considerate anterior. ;

13°. Pentru numirea fiecirui numdr natural de la zero la noud s-a folosit
cite o denumire speciald, iar pentru scrierea lui cite un semn special, numit
cifrd. Elevii trebuie si sesizeze ¢d cifra nu este acelasi lucru cu numdrul pe
care aceasta 1l veprezinid, tot asa cum numele unei persoane, scris pe o foaie de
hirtie, nu este acelasi lucru cu persoana insisi. Cifra nu este decit un simbol
grafic ce reprezintd numéirul. Numdrul ramine distinct de simbolul sdu.

Totugi, in situatiile in care anumite semne sint folosite exclusiv pentru
scrierca numerelor, aceste semne isi pierd orice alti importantd. Privind
de exemplu semnul 3, noi nu ne gindim la nimic in legdturd cu acest semn
(nici la mirime, nici la formi etc.), ci doar la numirul pe care il reprezinti.
De accea, in mod obisnuit, semnele cu care sint scrise numerele nu sint privite
ca fiind distincte de numerele insesi. Spunem, de exemplu, cd 3 este un numir
$i nu 3 reprezintd un numir (desi sensul corect este acesta din urmi).

14°. Acordarea de nume si semne noi pentru fiecare numir natural,

asa cum s-a ficut pind la noud, ar fi un lucru posibil dar foarte nepractic, -

chiar daca ne-am limita la numere relativ mici.

Pentru numerele pind la 100 000, insulicicnte pentru nevoile practice elementare, am
avea nevoie de 100 000 denumiii si de tot atitea semne. Aceasta ne-ar supune memoria la
eforturi chinunitoare, facind inaccesikili cunoasterca numerelor naturale pentru imensa majo-
ritate a oamenilor, fird a mai vorki de dificultatea gisirii unui numir atit de mare de cuvinte

51 semne distincte, cite unul pentru fiecare numir natural.




Pentru a solutiona rezonabil problema s-au cdutat procedee de reducere
]Ja minimum a numdrului de cuvinte si semne folosite pentru numirea si scrie-
rea numerelor naturale. Asa a apirut ideea de organizare a multimit cu struc-
turd numericd si, pe baza el, tdeea de sistem de numeragie,

In prezent s-a extins organmizarea mulfimii cu structurd numevics zectmald
si de aici utilizarea sistomului zecimal de numeratie.

: ox 25 ; et W 5
15°. Elevii vor trebui si-si reaminteasci, minuind nemijlocit multimi de
obiccte, organizarea unei multimi cu structuri numerici zecimali:

@) Se separd din multimea datd, ale cirei elemente le numim si unitati
simple sau unitdti de ordinul intfi, submultimi de cite zece elemente, disjuncte
doua cite doud, atit cit este posibil. Fiecare submultime de zece unitdti simple
0 numim ,zece” sau wumitate de ordinul doi.

b) Formim multimea avind ca elemente toate unitatile de ordinul doi,
si multimea avind ca elemente toate unititile de ordinul fntfi cu care nu s-a
mai putut completa o unitate de ordinul doi (numdrul acestora este cel mult
egal cu 9).

Dacd avem cel mult 9 unititi de ordinul doi, organizarea multimii cu
structurd numericd zecimali este terminati. Presupunind, de exemplu, ci
s-au obtinut 3 unitati de ordinul doi si au rimas 4 unitdti de ordinul intii,
putem reprezenta structura numerici zecimali a multimii cu ajutorul figurii
numerice aliturate (fig. 15), pe care elevii vor trebui si o realizeze si cu piesele
din trusa pentru studiul numerelor naturale,

- T i B s

16°. Structura numericd zecimald a muliimin st figura numericd care o repre-
znLa sugereazd nwumivea si scrievea numerelor intr-un sistem nwumit sistem zeci-
mal de numeragie:

a) Denumivea numdrului de elemente al mulfimii se obtine spunind cite
unitdti de fiecare ordin se gisesc in structura numericd zecimald, in ordine
~ descrescdtoare, spunind si numele ordinului respectiv, in afard de unititile
simple la care se spune cite sint, dar nu se spune numele ordinului,

In exemplul de mai sus: treizeci si patru.

b) Scrierea numdrului este sugerati de figura 16. Se scriu cifrele ce repre-
zintd cite unititi de fiecare ordin sint in structura numerici zecimali a mul-
timii, In ordinea descrescitoare a unitdtilor. Se obtine o scriere pozitionald,
in care cifrele reprezintid unititi de un anumit o din, conform locului pe

care il ocupd in scrierea numirului, numerotarea ordinelor ficindu-se de
la dreapta la stinga.

.

(aAA[oese) CAABAEGMB_@:

4

In exemplul nostru: 34

Fig. 15 - Fig. 16

3 4
Fig. 17 Fig. 18

Gé AAAI.G.@ 0? AAA.

17°. Dacd la formarea unitédtilor de ordinul doi se obfin mai mult de noui
unitifi de acest fel, atunci mulfimea unitatilor de ordinul doi este impartita
la rindul ei in submulfimi de cite zece unititi de ordinul doi, disjuncte intre ele,
atit cit este posibil. Fiecare submultime de zece zeci se numeste sutd sau
unitate de ordinul trei,

Se formeazd: mulfimea unititilor de ordinul trei; multimea unititilor
de ordinul doi, cu care nu s-a mai putut forma o unitate de ordinul trei;
multimea unititilor de ordinul intfi cu care nu s-a mai putut forma o unitate
de ordinul doi.

Dacd s-au obtinut astfel 2 unitdti de ordinul trei, 3 unititi de ordinul
doi si 4 unitdti de ordinul intii, structura numerici zecimald a multimii este
reprezentatd de figura numericd aliturati (fig. 17), care completati asa
cum arata figura 18 sugereaza pentru numir denumirea ,doui sute treizeci
sl patru“ si scrierea 234.

Dacd nu avem in structura numericd zecimald unititi de un anumit ordin,
numarul lor il notdm cu 0. Astfel, pentru structurile numerice reprezen-
tate in figurile 19 si 20, numerele de elemente le vom nota 201, respectiv 340.

Se va reaminti elevilor wtilizarea trusei peniry studiul numereloy naturale
in scopul reprezentdriv structurit numerice zecimale a mulfimilor cu mai pufin
decit o mie de elemente. Elevii vor fi pusi in situatia de a minui singuri piesele
trusei pentru: realizarea reprezentirii structurii zecimale a unei multimi;
numirea si scrierea numarului de elemente al unei multimi a cirei structura
numericd zecimald este realizatd de invitdtor cu ajutorul pieselor din trusi.

18°. Pentru a aduna doud numere naturale a si b:

@) se ia o multime 4 cu a elemente si o multime B cu b elemente, astfel
incit multimile 4 si B si fic disjuncte;

Prescurtat: Z:a; E =b; ANB =@

b) se formeazd reuniunea multimilor 4 si B;

¢) se numard cite elemente are reuniunea lui 4 cu B. Daci ¢ este numiirul
elementelor acestei reuniuni, scriem (fig. 21): a +b6 =¢

san (fig. 21%):

Rl
+
ol
Il

N
ty

0
(o8] o) @@IAAAAT &
%, e 3 4 g

Fig. 19 Fig. 20
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Fig. 21

Fig. 21%

Numerele @ si b se numesc fermenit adundrii, ¢ sc numeste sumd sau fotal.
Multimile 4 si B pe care le-am folosit le numim sulfimi nodel pentru lernenti
Reuniunea lor constituie mulftmea model pentru sumd.

adundrii.
numidarul natural b:

Pentru a scddea din numdrul natural a,
a) se ia o multime 4 cu a elemente. Din B separim o submulfime B

cu b elemente;

Piescurtat: B— b S ENE A

b) se formeazi multimea diferentd dintre multimile 4 si B;

¢) se numird cite elemente are multimea diferentd astfel formatd. Dacd ¢
este numirul ei de elemente, scriem (fig. 22):

;ia,'

a—b=c
sau (fig. 22%):

A— B

—B=

..LH

Numerele a si b se numesc termeniv scaderii, a se numeste descizut, b sca-
zitor lar ¢ diferenfd sau rest.

Multimile 4 si B pe care le-am folosit se numesc multimi model pentru
descizut, respectiv pentru scidzitor. Multimea diferenta
A si B pe care am obtinut-o se numeste multime model pentru diferenfa.
sau restul dintre numerele naturale @ si &.

20° Observim cd drept multimi model pentru a face adunarea sau sca-
derea numerelor naturale putem folosi orice multimi care indeplinesc conditiile:
cerute de regulile de adunare sau scadere.

Este avantajos pentru gisirea unor reguli comode de efectuare a operajrilor
cu numerele naturale sd folostm structurile nwwmerice ale muliimilor model, re~

S a b
& A
(25
B
A
Fig. 22 Fig. 22*
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intre mulfimile -

e

prezentate prin figuri numerice, materiali-

zate cu piesele din trusa pentru studiul

operatiilor cu numere naturale.
Folosind figuri ca 23 se va reaminti

e

cd avem simultan: 17
a—+b=c <= 3 S a
b+a=c c— b= ' Fig- 213

ceea ce conduce la proba adundrii prin adunare st prin scddere 51 proba scaderit
prin scddere §t prin adunare

adunare: b4+a=c

a—f—b:cprobaplin{ ey takal o
' ‘scidere: { : A

c —b = a

scadere: @ —c=20b

a —b=c proba prin{ S

¢
adunare: { '
a5

c=a

. Cu ocazia deducerii pmbeloz mentionate se va pune in evidenti ci

‘ gﬁutcm azflcz un termen al operafiei de -adunare saw scadere, cind se cunoaste

rezultatul g1 celdlalt termen.
In cazul adunirii, sefizind din sumi unul din termeni se obtine celilalt

termen:
a-tx=c
Aok {

scizind din descdzut diferenta, obtinem scizitorul:

a—x=c¢ 2
X=a—=¢

sl adunind la diferentd scizitorul, obtinem descizutul

x—b=c
{ ¥ =c-b

3°. Pentru efectuarea adunirilor si “sciderilor, in multimea numerelor
naturale mai mici decit 1000, se va reaminti deducerca regulilor de calcul
in cazurile fard saw cu trecere peste ordin, cu ajutorul trusei pentru Studiu]
numerelor naturale, Prin mijlocirea trusei se va deduce modul in care se
gindeste efectuarea operatiei, care va fi ilustrat apoi in scris prin folosirea
parantezelor. Asupra acestui mod de scrieve nu se va insista decit in mdsura
in care favorizeazd insusivea unor deprinderi de calcul oral.

x +th=¢
X —c b

In cazul sciderii,

. Tot prin intermediul trusei se vor deduce regulile de calcul tn - scris,
fologgnd asezarea wumereloy unele sub altele.
Aceastd tehnici de lucru trebuie foarte bine reamintitd, reactualizind

i# ..\$i intdrind deprinderile de calcul la elevi.

11




Cu ocazia minuirii trusei se va folosi cu grijd limbajul mulfimilor U defini-
tiile cu mulfimi @ operatiilor de adunare si scidere, ceea ce va mdry capacitatea
elemlor de a recunoaste situatiile care cer operatia de adunare saw scddere a unor
numere naturale date in probleme, sporind apreciabil capacitatea elevilor
de rezolvare a problemelor.

25°. Alegind ca multimi model, multimi de litere, se vor reaminti notiu-
nile de cuplu sau pereche ordonatd si multimea produs (cartezian) a doud mul-
timi date.

Dacd luim multimile

A= dosdt; B = lm, bt}
produsul lor cartezian este multimea formati din toate cuplurile ce pot fi
formate astfel incit primul element al cuplului si fie din A si al doilea din B:
AX B = {(c, m), (c, p), (c, t) (4, m), (d, p), (4, £)}.

Multimea 4 X B va fi scrisd si sub forma din figura 24, care prezinta
avantajul de a pregiti utilizarea trusei petru studiul numerelor naturale in
scopul efectudrii inmultirii numerelor naturale, pe baza multimii produs.

26°. Pentru a inmulli doud numere naturale a i b:

@) se ia o multime oarecare 4 cu a elemente si o multime oarecare B
cu b elemente;

b) se formeazd multimea produs A x B;

¢) se numird elementele (cuplurile) multimii produs. Daci se gisesc ¢
cupluri, scriem:

axb=csaua.b=c

sau

Abmgs B ipagh b= Haup s

Numerele a si b se numesc factorii inmulfirii, iar rezultatul ¢ se numeste
predus.

27°. Multimile model A4 si B folosite pentru factori pot fi carecare, numai
sd respecte conditiile cerute in definitie. Din exemple se va observa ci modi-
Sicarea mullimilor A si B alese ca modele pentru factori duce la modificarea

B
a ® Q 3
pe te
(c, m}. {c.ple (c,t)e & 5
(d,m)e (d,ple (dHe *
AxB 2 2x3:6

Fig. 24 Fig. 25
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o(m,d) o(mc)

(Clm). (C,P). (C,:). o(p,d) o(p.c)

(d,m)e  (d,p)e  (d,t)e
; (t,d) o(t,c)
W o

2 L 2x3 ; # KS‘XZ

(c,m)e ge{m,N\o(m,c} h
(dm)e ~>e(p,d) e(p,c)
["e(t,d) o(t,c)
2x3 ~
3x2
Fig. 26

mulfimii produs care se obfine, aceasta inlocuindu-se cu alta ce are acelasi
numdr de elemente cu ea. Asadar, prin aceastd modificare, numdrul produs al
numerclor @ si b ydmine meschimbat,

Observatiile anterioare ilustreazd cd produsul numerelor naturale & si b,
efectuat dupd regula de mai sus, depinde numai de numerele factori @ si b
st nu depinde de natura elementelor multimilor model pentru factori, nici
a elementelor multimii produs.

28°, Se va efectua inmultirea numerelor naturale folosind figuri ca 25,
care 1l ustreazi cd 2X3 = 6.

29°. Se va reaminti comutativitalea inmultirii, din observarea unor figuri
ca 26, care nc da:

233 — 55,

In cazul in care un factor este 0, comutativitatea se constati calculind
produsele 0xp si px0 si gisind 0xp = px0.

30°. Separind in multimea produs submultimi disjuncte intre ele, asa cum
arata figura 27, deducem posibilitatea de scrieve si efectuare a tnmulfiric nume-
velor naturale cu ajulorul adundrii vepetate

R~ 0 9 40 )
primul factor spuwind de cite ori trebuie scris al
doilea ca termen al adundyii.

Observdm ca dacd primul factor este 0 sau 1
inmultirea nu poate fi scrisi cu ajutorul adunirii
repetate dupd procedeul de mai sus.

In adevir, cum am putea scrie folosind adu-
Narea repetati a lui 8, inmultirile 0 x § = 4 4Xx2=2+24242
sau 18— P Fig. 27
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Pentru numerele naturale a gi b inmultirea poare fi definitd cu ajutorul adunirii repetate

axXb=5b +b 4 .45
e
de a ori

fird a mai folosi mul{imi model pentru factori, si multimea produs. O astfel de definitie
lasd insi fird sens accle inmulfiri de numere naturale la care a = 0 sau a = 1, inmultiri
la care produsul rezulti fird dificultate folosind definifia inmultirii cu ajutorul multimilor
model pentru factori, si a multimii produs. Ultima definitie apare astfel mai generala.

31°. Separind in multimea produs submultimi disjuncte, asa cum arata
figura 28, se vede ci:

4x2. =4 4

Tinind cont si de scrierea anterioari:
i e D )

rezultd urmdtoarea reguld (pentru cazurile cind inmultirea poate fi scrisd ca
adunare repetatd):

Pentru efectuarea tnmulfivii a doud nwmere naturale scriem pe unul din
factori ca termen al adundrii, de cite ovi aratd celdlalt factor.

Intrucit vom folosi obisnuit scrierea inmultirii .ca adunare repetatd,
asa cum s-a aratat la (30°), situatiile redate in figurile 29 si 30 conduc la
scrierile:

2x4=4+4; 4x2=2+424+2+42.

32°. Tabla inmultirii va fi recapitulati cu ribdare, pini la formarea
unor automatisme trainice in enuntarea rezultatelor.

33°. Pentru a separa o mulfime A in submultimi disjuncte doud cite doud,
fiecare avind b elemente, se iau pe rind din A cite b elemente, pind epuizim
cele @ elemente ale multimii 4. Procedeu/ folosit se numeste prin ,cu-
prindere“. In final, fie c¢i nu rimin elemente in afara submultimilor
formate, fie cd ramin prea putine pentru a mai forma o noud submultime
(fig. 31 si 32). _

Se vor face exercitii de aplicare a acestui procedeu folosind piesele din
trusa pentru studiul numerelor naturale.

@ e) (&
e e |o o o e
® e||@ 3 )
e (<] e a -]
5 [ ©
4 L2 =th+ b
Fig. 28 Fig. 29
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34°, Inlocuind multimea 4 cu alta,
avind acelasi numir de elemente g
si pastrind acelasi numar & de elemente
in fiecare submultime formati, se

w w . . @ L] ®
constatd cd se obtin acelasi numir de 2
submultimi si acelasi numar de elemen- @
te In afara acestor submultimi la apli- e e

S

carea procedeului prin ,cuprindere®,
Asadar, numdrul submulfimilor obiinule
depinde numai de numdarul ,a” al
elementelor multimiz A si de numdrul ,b% al elementelor fieciver submulfimai,

st nu depinde de natuva elementeloy multimir A.

Fig. 31

Fig. 32

35°. Pentru a face impartirea (exactd) a nuwmdrului natural a la numdrul
natural b:

a) se ia o mulfime oarecare 4 cu a elemente;

b) se separd A in submultimi disjuncte doud cite doud, avind fiecare
cite b elemeénte, atit cit este posibil;

¢) dacd nu rimin elemente in afara acestor submulfimi, se numaird cite
submultimi s-au obtinut. Daci s-au obtinut ¢ submulfimi, se scrie:

a:b=c.

Dacd au rimas elemente cu care nu s-a mai putut forma o noud submul-
time, se zice cid impdrfivea (exacld ) a lui a la b esle imposibild.

Numadrul natural @ se numeste deimpdrtit, & se numeste impdarfitor si ¢
se numeste ¢it. a si b impreund se numesc termenii impdriirie.

Impirtirea efectuatd prin procedeul de mai sus zicem cid a fost facuti
prin cuprindere, :

36°. Observind aspectul obtinut pe panoul trusei la efectuarea impartirii
a:b=c, se constatd cd avem ¢ X b = a, adicd Twmulfind citul cu tmpdrti-
torul obfinem deimpdrfitul. In acest mod putem face proba impdrtirii prin’
dwmulgive. In figura 31 avem: 12:3 =4 si 4.3 = 12.

37°. Pentru a separa o mulfvme A in b submulivmi disjuncle doud cite doua,
Jiecare avind acelasi numdr de elemente, se iau pe rind elementele lui 4 si se
distribuie cite unul in fiecare din cele & submultimi, apoi se mai distribuie
cite un element din 4 in cele & submultimi, si tot asa pini se epuizeazi ele-
mentele lui 4, sau pind nu mai rdmin
suficiente pentru a se mai distribui cite
unul in fiecare din cele & submultimi.
(fig. 33 si 34).

Se vor face exercitii de aplicare a

= acestul procedew zis prin , pdrti egale®
A folosind piesele din trusa pentru studiul
Fig. 34 numerelor naturale,
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38°. Inlocuind multimea 4 cu alta avind acelagi numir de elemente a,
si pastrind acelasi numir b de submultimi, se constati cii se obtine acelasi
numidr de elemente intr-o submultime si rdmine acelasi numar de elemente
in afara acestor submultimi. Asadar, numdrul elementelor dintr-o submuliime
depinde numai de numdrul elementelor mulfimic A si de numdrul de submulivmi
disjuncte ce trebuie formate $i nu depinde de natura elementeloy multimii A.

89°. Se observi ci la aplicarea procedeului prin ,pirti egale“, din mul-
timea A se iau b elemente, care sint distribuite cite unul in fiecare din cele b
submultimi disjuncte, apoi se iau din 4 iarisi b clemente care se distribuie
cite unul in fiecare din cele b submultimi disjuncte etc. Asadar, se vor obfine
tn fiecare submultime afitea elemente, de cile ovi se pot lua din A cile
b elemente.

Conchidem ci numdrul de elemente care vevin tntr-o submulfime la aplicarea
procedeului prin ,pirti egale” coincide cu numdrul de submulfimi ce se obfine
la aplicarea procedewlui prin ,cuprindere” (a se compara figurile 31 si 33).
Aceasta permite efectuarea impdrtirii numéirului natural @ la numérul natu-
ral b, prin procedeul zis prin ,pirti egale®.

40°. Pentru a face tmpdrfirea (exactd) a nwmdrului natural a la numdril
natural b:

a) se ia o multime oarecare A cu a elemente;

b) se distribuie din A cite un element in fiecare din cele & submultimi
disjuncte cite doud, apoi se mai distribuie din 4 cite un element in fiecare
din cele b submultimi disjuncte cite dou#, si asa mai departe pind se epui-
zeazi elementele lui A, sau pini nu mai rimin suficiente pentru a se mai
distribui cite un element in fiecare din cele & submultimi ce trebuie formate;

¢) daci nu au mai rimas elemente in A cu care si nu putem completa
inci cite un element in fiecare din cele & submultimi disjuncte, numirdm cite
elemente s-au obtinut intr-o submultime.

Gisind ¢ elemente, scriem:

a:b=c.

(Daci ar fi rdmas elemente necuprinse in cele & submultimi, impartirea
era imposibild). ]

Din cele aritate la punctul (39) se vede cd la fmpdriivea numerelor natu-
vale se obline acelasi cit indiferent dacd se foloseste procedeul prin scuprindere®
saw cel prin ,pavii egale”.

41°. Observind aspectul obtinut pe panoul trusei la efectuarea impirtirii
a:b = ¢, folosind procedeul prin ,pirti egale®, se constatd cd avem

bxec=a
adicd tnmultind impdrtitorul cu citul obfinem deimpdriiiul. In acest mod sintem

condusi la proba tmpdriirii prin tnmulfire.
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42°, Elevii vor trebui si observe ci din figura 31 putem deduce
1255 =—

efectuati prin cuprindere si in acelasi timp

1254—:3
efectuatd prin pirti egale. De aici se va deduce proba impdriirii prin Tmpdr-
five: impartind deimpértitul la cit se obfine impdrtitorul.

43°. Sintetizind rezultatele de mai sus, se va constata cid wrmdloarele
scrieri sint toate deodatd adevarate:

S o s aia = S S i AR S

Pe aceasti bazd se va aminti cum pulem scrie vezultatul umor impdriri,
folosindu-ne de cunoasterea rezultatulus unoy twmulfiri, su cum poate Ji intocmitd
tabla impdrisrii, cunoscind tabla inmultivie,

Se va acorda toatd atentia improspitirii, pind la automatisme, a tablei
impartirii.

B. INDICATII METODICE PENTRU PREDAREA TEMELOR
DIN CAPITOLUL I

(Numir de ore, orientativ = 15)

1°, Cunostintele mentionate mai sus sint in marea lor majoritate cunoscute
de elevi din clasa I sau a II-a. Ele vor fi improspétate cu ocazia discufiilor
purtate in legiturd cu rezolvarea exercitiilor si problemelor propuse in ma-
nual la acest capitol, si cu altele asemdnitoare pe care le va propune
invatitorul.

Se va insista pentru intelegerea cunostintelor pe bazd de exemple, mani-
festindu-se insi griji si pentru exprimarea corectd a ideilor de citre elevi
(fird a cddea in verbalism, neacoperit notional).

Pentru a se evita exageririle si utilizarea mecanicd a unor simboluri s-a preferat si nu
se foloscasci inci unele notatfii consacrate, cum ar fi:

ped;p¢ Ad; AUB; ANB; A — B; A~ B; 4; etc.

Lipsa lor ingreuneazi insi exprimarea, miai ales in scris. Ba, uneori, favorizeazd aparitia
unor confuzii tocmai din cauza dificultitilor de exprimare, care indeamni la ,inventarea“ unor
formuliri proprii ce se dovedesc nereusite.

Tncercirile facute de a introduce la elevi wun minimum de notagii de felul celor de mai sus nu
at pus tn evidentd dificultdti tn utilizavea lor, elevii resimjind cu satisfactie usurarea vealizatd in
E€xprimare, pe aceastd cale.

Asadar, evitarea unor notatii trebuie priviti doar ca o misurd de prudentd si nu ca o
nterdictie.
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O atentie deosebitd trebuie acordatd distincfier dintre mullfime si nu-
mdrul et de elemente. Si ludm de exemplu problema (fig. 35):
»Reuniunea C a multimilor disjuncte 4 si B are 9 elemente, Daci mul-
timea 4 are 4 elemente, cite elemente are multimea B?*

Greseste, sau nu, cineva care ar interpreta astfel problema: , Cunoastem
reuniunea C a lui 4 cu B, si multimea A, si trebuie si aflim multimea B*?

Desigur ci greseste, In primul rind, nu se cunoaste nici multimea C nici
mulfimea A4, intrucit elementele lor ne sint necunoscute (si nici nu pot fi aflate
folosind textul problemei). Ceea ce cunoastem este numirul elementelor lui C,
care este 9, si numdrul elementelor lui A, care este 4.

In al doilea rind, nu ni se cere si aflim multimea B, ceea ce nici nu ar -

fi fost posibil a afla din datele problemei, ci doar numdirul elementelor mul-
timii B, notat in figurd cu . ,

Ficind operatia 9 —4 = 5 nu aflim multimea B, aceasti mulfime nu
este B = {5} (caz in care B ar avea un singur element, pe 5). Ficind operatia
9 —4 =5 aflim numéirul x al elementelor Iui B, x = 5. Dar fiecare din
cele 5 elemente ale lui B ne rimine cu desdvirsire necunoscut, deci si mul-
timea B ramine necunoscuti.

Simbolic, problema s-ar scrie prescurtat:

AriB=8; T JB—9 L 45 B=p

iar solutia ei:

B—AL)B =4, adics B=9—4y B=5

cistigind si in conciziune si in rigoare.

Sd ne mai ocupim de o problema:
»Mulfimea 4 are 3 elemente necomune cu multimea B, multimea B

are 5 elemente necomune cu multimea A4, iar intersectia lui 4 cu B are 2 ele-
mente. Cite elemente are fiecare din multimile 4 si B? Dar reuniunea lor?*

In clasa a II-a, pentru rezolvarea problemei, s-au folosit figuri ca 36.
Uitindu-se uneori faptul ci in diagrama unei mul{imi elementele sint repre-
zentate prin puncte si nu prin litere sau cifre, numerele 3, 2 si 5 din figura
au putut fi luate ca fiind elemente ale multimilor si nu ca reprezentind nu-
merele elementelor unor multimi.

; e LRA B
Fig. 35 Fig. 36

— - I~

§n adevir, existi riscul ca din figura 36 si se deducd:
4 —B= {3}, ANVB = B= 4= 3}

nu

A—B-—'—S,AQB::Z,B—-A=5
cum s-a dorit atunci cind s-a ficut figura respectivi.

in aceasts interpretare, multimea A ar avea 2 elemente (pe 3 si 2), mul-
timea B ar avea 2 elemente (pe 2 si 5) iar reuniunca lor ar avea 3 elemente
(pe 3, 2 si 5), alternativd care nu s-a avut in vedere in textul problemei.

in conformltate cu textul problemei A are 3 -2 elemente, B are 2 45
elemente iar reuniunea lor are 3 + 2 - 5 elemente.

Figura 36, in cazul problemei noastre, putea fi inlocuitd cu alta in care
sd fie veprezentate prin puncte loate elementele mulfimilor care wntervin. Dacid
in locul numerelor 3, 2 si 5 am fi avut, respectiv, 254, 69 si 328 atunci era
nepractic a figura un numdr atit de mare de puncte si utilizarea unei figuri ca
36 prezintd avantaje evidente.

Cu acelasi sens ca figura 36 ar putea fi f01051te figuri ca 37, daci se con-

siderid mai mic riscul de confuzii.

. Trebuie atrasi atentia elevilor cd, daci numdirul elementelor mul-
tunu A este 9 si numirul elementelor multimii B este 5, putem scrie 9 > 5,
dar notatia A >"B este fard sens, fiard sens [fiind §i expresia ,muliimea A este
mai mare (saw mai wicd) decit mulfimea B“. Putem spune insd cd: ,numdrul
elementelor multimii A este mai mare (sau mai mic) decit numdrul elementelor
multimii B,

Ultima afirmatie se scrie:
:‘T > B, respectiv 4 < B.
5°, Adunarea numerelor naturale 9 si 5 se scrie 9 4+ 5 =, in scopul efec-
tuirii fiind necesard alegerea multimilor disjuncte 4 si B, respectiv cu 9 s1 5
elemente, formarea reuniunii lui 4 cu B si numdrarea el.
Scrievea A -+ B este fdrd sens, semnul + avind sens doar intre numere si nu intre mulfimi
(semnul reuniunii mulfimilor este J).

Sciderea numerelor naturale 9 si 5 se scrie 9 —35 =, in scopul efec-
tudrii fiind necesard alegerea unei multimi 4 cu 9 elemente §i separaréa in
ea a unei submultimi B cu 5 elemente, urmind a
numira elementele multimii diferentd obfinuta. 3 2 5

Scrierea A — B reprezintd wmulfimea diferentd dintre mulfi-
miea A si mulfimea B (indiferent daci B este, sau nu, inclusd
in A), si nw diferenfa numdrului lor de elemente. Confuzia
dintre multimea diferenti 4 — B, i numirul diferentd dintre

numirul elementelor lni 4 si numirul elementelor lui B este A B
favorizaid attt de coincindenta folasirii termznului wAiferentd,, cit si
a semnului ,,—", i ambele cazuri (desi sensul este diferit). Fig. 37
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Multimea diferentd a multimilor 4 si B se noteazi 4 — B, iar numirul diferentd din-

tre A, numirul elementelor lui 4 si B, numirul elementelor lui B, avind B (C A, sec ' scrie

T

7° Figurile numerice (vezi fig. 15) sint o reprezentave simbolicd a mulfi-
milor orgamizate cu structuri numeyice. Ele nu trebuie confundate cu multimea
insidsi (chiar daci au fost realizate obiectual pe panourile trusei pentru stu-
diul numerelor naturale). Aceste figuri numerice pot fi insi utilizate in
locul multimilor pe care le reprezintd in orice situatie in care prezenta efec-
tivd a insesi elementelor multimii nu este obligatorie (asa cum in multe si-
tuatil nu este necesard prezenta unui anumit oblect ci este suficientd semna-
lizarea sa prin simbolul siu).

In contextul utilizirii figurilor numerice realizate cu piesele trusei,
triemgﬁinl albastru va fi privit ca o umitate de ordinul al doilea, veprezentind
zece unitdfy simple (sau zece clemente ale multimii) ; pdtratul rosu va fi privit
ca o unitale de ordinul al treilea, veprezentind zece unitdli de ordinul al doilea

" (se poate deci inlocui cu zece triunghiuri albastre) saw o sutd de unitdti de

ordinul intii (adici o suti de elemente ale multimii).

Utihvzarea figuvilor numerice se justificd prin aceea cd evidentiind struc-
tura numericd a mulfimii, oferd posibilitatea folosirii comode, intuitive, a acestes
structurt, n scopul denwmivii si scvievii numerelor, a compardrii lov, a deducerii
unor reguli practice de calcul. Mai ales In cazul adunirii si sciderii cu trecere
peste ordin figurile numerice concretizeazd procesele de gindire care au loc,
in mod foarte sugestiv.

Ulilizarea figurilor numerice la deducerea vegulilor de adunare si scddere
a numereloy naturale a dus la realizarea unor diagrame explicative care aproape
nwit aw nevote de explicatii in cuvinte, reprezentind adevirate grafuri logice
ale desfasurdrii proceselov de gindive in situatiile vespective.

Cu descifrarea acestor grafuri elevii se obisnuiesc repede, putindu-le
.Citi“ aproape independent, chiar in cazul prezentirii unor situatii noi, necu-
noscute inca.

10°. Improspdtarea cunostintelor si deprinderilor elevilor referitoare la
structurile numerice zecimale ale multimilor si reprezentarea lor prin figuri
numerice, cit si la deducerea cu ajutorul lor a regulilor de adunare si scadere,
este mecesard tn scopul credrii bazei pe care se vor introduce numerele mai mari
ca 1000 si operatitle cu ele.

11°. Cu ocazia calculdrii unui termen al operatiei, cind se cunoaste rexultatul

si celalalt termen, se va face o bund fixare a probelor operatitlor si, notind

numdrul necunoscut cu o literd, se vor vezolva ecuafii simple, pregatindu-se
terenul pentru introducerea viitoare a algebrei.

12°, Exercifisle si problemele cu inegalitati vor fi vexolvate exclusiv prin
incercdri, reducind pe cit posibil numirul incercirilor prin observarea si
valorificarea datelor problemei. Rdspunsurile se vor formula, de reguli,
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folosind mulfimile, aceasta oferind un mijloc concis si elegant de prezentare
a solutiei.

13°. In toate situatiile in care este posibil si firesc, se va cere exprimarea
n limbajul mulfimilor. Aceasta nu pentru a fi ,,la modd”, ci pentru cd majori-
tatea problemelor, la acest nivel de tnvdtdmint, decurg din situatic  practice
de viagd. In asifel de situafii se minuiesc obiecte concrete, deci se Jac in esenpd
diverse operafii cu mulfimi de obiecte. Rezolvarea numerici a problemei revine,
in fond, la a gisi operatiile cu numere care corespund operatiilor cu mul-
timi descrise in textul problemei. Deprindereca de a gdsi operapiile cu na-
mere care duc la rezolvarea problemei se Jormeazd in condifis evident superioare
dacd elevul este obisnuit sd desprindd esenta operatiilor cu numere, din notiunile
corespunzdloare privind mulfimile. Aceasta revine, in fond, la a merge de 1a
concret la abstract.

Trebuie, desigur, avutd in vedere si importanta pe care o au anumite
notiuni noi referitoare la multimi si corespondente, pentru prezentarea ulte-
rioard a unor cunostinte matematice. Toate acestea pledeazd in Sfavoarea acor-
ddrii unei deosebite atentii din partea invitdtorului, aprofunddirii cunostingelor
pe baza notiunilor noi previzute de programd.

14°. Atragem atentia asupra grijii cu care trebuie recapitulati definifia
tnmullirti, pe baza multimii produs (cartevian) si a tlustriric posibilitdtii de
gasire a produsului prin adunarea vepetatd a celui de al doilea factor, de cite
ori ne aratd primul factor. (Aceasti posibilitate se deduce din prima defi-
nitie, dar poate fi luatd si ca definitie independenti a fnmultirii numerelor
naturale).

15°. Se va acorda toatd atentia rezolvirii problemelor de separare a unei
muiimt in submultimi disjuncte doud cite doud, Jiecare avind acelasi numdr de
elemente, cind cunoastem : nwumdrul de elemente dintr-o submultime (pxocedeul
prin cuprindere) ; numdrul de submulfimi (procedeul prin parti egale).

Abia dupd ce rezolvarea va fi bine insusiti, pe bazi de utilizare a unui
material concret, aceste probleme vor fi folosite la sntroducerea si efectuarea
mpdrtivic exacte, atit prin cuprindere cit si prin pdrfi egale.

Cunostintele de mai sus, referitoare la inmultire si impirtire, trebuie si
formeze suportul din care si derive apoi tehnica de calcul, folosind automa-
tismele in cunoasterea tablei inmultirii si impartirii.

Indicatii privind rezolvarea unora
din problemele propuse la tema 1

NOTIUNI DESPRE MULTIMI

Problema 2

a) A ={a,7,c,tc¢e}; b).B=1{a,rc}; c) m.

Problema 3

a) {a,7,c} =B; b) {a,7,c,t,e} =A4; c) {t,¢}; d) Fike
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Problema 4
@) 12 b9 8 15 (1T ) (g 1)
= T AT
o
B) R A 36 S OB S)
— 36 + (9 + 11)
=
— 56
) 12 o gt s T se i g (10 008 L 15k Al B
— (44 +36) +3
d) 12 +15 436 43 = (12 +15) +36 +3
| (B 3 36
— 30 436
— 66
£) -9 8= 72,

Problema 5
a) Falsi, deoarece a si b apartin lui 4 dar nu apartin lui B;
b) adevirati, fiecare element al lui B apartinind si lui 4;
¢) falsi, deoarece 4 si B nu sint formate exact din aceleasi elemente.
Problema 6
a) {a,m, n, 7,0} =A; b) {a,b}; ¢c){}; d) {mmnr}=B
Problema 7
a) Falsi, C ayind elemente ca 12 §i 15 care nu apartin lui _D ;
b) falsi, D avind elemente ca 36 si 3 care nu aparfin lul C; i
¢) falsi, multimile C si D nefiind formare exact din aceleasi elemente.
Observim ci din cele trei afirmatii nu este obligatoriu ca cel putin una
s fie adevarati.
Problema 8 n
AV A3 0552580 0 9 )5 B) {70 By 28 =B 0 020 80 1 O3 5
c) {3;5}; d) {7;9}; ¢) {2: 8} f) {2 8} -
Problema 9
a) Figura 38 aratd ci se poate stabili o corespondenti unu la unu fintre

 multimile 4 si B. (Observim ci elementul 2 din multimea 4 a fost pus in

corespondent3 cu elementul 2 din mulfimea B. Pentru 8 avem aceeasi situafie.)
Deci afirmatia este adevdrati;

b) falsd, intrucit se poare realiza, dupid cum s-a vizut, o corespondentd
unu la unu intre 4 si B.

Observim cd din cele doud afirmatii una este sigur adevdrat, .iar cea-
Taltd este sigur falsd.
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Fig. 38

Froblema 10 :

a) Falsd, figura 39 aritind cd rdmin elemente in 4 (Mirela si Laura
de exemplu), fara corespendent in B; &) adevdrati, din motivul pentru
care prima afirmatie a fcst falsi,

Problema 11

Inlocuind punctele cu expresia ,egal cu“ se obtine o propozitie adevirati.
Rdspunsul se obtine fird numadrare dacd se stabileste o corespondentd unu
la unu intre multimile 4 si B, de exemplu asa cum arati figura 38.

Problema 12

Inlocuind punctele cu expresia ,mai mare decit* se obtine o propozitie
adevidratd. Fard numdrare, raspunsul rezultd dintr-o figurd ca 39 care aratd
ca in A rimin elemente fird corespondent in B.

Problema 13

Din figura 40 se vede usor:

29+ 20— 405 207 =L 41 — 61."Deci- 4 ard 49 i B are 6] de elemente.

Problema 14

Din figura 41 se vede cid: a) 28 +34 —62; 34 +36 = 70; b) 28
+ 34 436 = 98 sau 62 --36 = 98 sau 28 - 70 = 98.

Problema 15

A—udp dyes lin Bi="ls 3 It oiv);

@) 4:8) 6 e)dp, a gL s, i, 07} este reuniunea lui 4 cu B, care are
9 elemente; d) {/} este intersectia lui A cu B care are 1 element;

e) {p, a.,g} este diferenta dintre 4 si B, care are 3 elcmente; f) {s, 4,7, 0, 7}
este diferenta dintre B si 4, care are 5 elemente.

29 20 M

28 3 36
Ll
by l
Fig. 40 Fig. 41
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leas)

Fig. 44

Fig. 42

Problema 16

Fie A ={c,d} si B = {p,, ¢t].

a) Figura 42 ilustreazi ci elementele ce apartin reuniunii lui 4 cu B,
dar nu apartin lui 4, sint tocmai elementele multimii B.

b) Figura 43 ilustreazi ci elementele ce apartin reuniunii lui 4 cu B,
dar nu apartin multimii B, sint tocmai elementele multimii A.

¢) Oricare din figurile 42 si 43 arati cd reuniunile lui A4 cu B are 5 elemente.
A si B fiind disjuncte, figurile 42 si 43 pot fi inlocuite cu figura 44. Din fi-
gura 44 rezultd 5 —2 = 3,

d) Tot din figura 44 rezulti 5 —3 = 2,

Indicatii privind rezolvarea unora din problemele
propuse la fema a 2-a

ADUNAREA S| SCADEREA NUMERELOR NATURALE FiNA LA 100
FARA S| CU TRECERE PESTE ORDIN

Exercitiul 1

Figura 45 si altele aseminitoare.

4=1{bc}; B={df gk} Reuniunea lui 4 cu B este {b¢,d.f gk}
si are 6 elemente. Deci 2 + 4 = 6.

Celelalte se rezolvd asemainitor,

Exercitiul 3.
Adeviratd, dacd multimile 4 si B sint disjuncte si falsi, daci 4 si B au
elemente comune, ceea ce rezt_lltz“l din figurile 46, 47, 48, si 49.

2 4
e o
e e
Y
2+4=6
Fig. 45
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Fig. 48 Fig. 49 Fig. 50

fn figura 46 avem: AN B=©, 4 =3, B =4, A\UB=17. Se vede c& 7 = 3 + 4,
deci 4\ B=4 4 B. ‘
In figura 47 avem: A (VB =1, 4 =3, B = 4, Al )B=06. Se vede ci 6 < 3 + 4,

deci 4 B < 4 + B. Situatii aseminitoare sint in figurile 48 si 49.

Exercitiul 4

Figura 50 si altele aseminitoare.

Exercitiul 5

A={becdfgh}; B={cef g Diferenta dintre A si B este mul-
timea {b, A} care are 2 elemente. Leci 6 —4 = 2.

Celelalte se rezolvd asemdnitor,

Exercitiul 6

Adeviratd, daci multimea B este inclusi in multimea A si falsd, daci
existd elemente ale multimii B care nu apartin si multimii 4, ceea ce rezulti
din figurile 51, 52, 53, 54, 55 si 56.

Fig. 56
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In figura 51 avem: B (C 4; B
A7 Bl 4 B,

S

— B =2, Se vede ¢4 2 =7 — 5, deci

in figura 52 avem: B 4; A —7; B—5: A myy e Se vede ci 3 # 7 — 5, deci

;fﬁ#jki.ﬁmﬁmmﬁﬂ%wﬂﬁhﬂ@ﬂcﬁj&ﬁgwﬂ

Exercitiul 7 :

Adunarea este totdeauna posibili, putind face intotdeauna reuniunea a
doua multimi disjuncte. ,

Scidderea nu este totdeauna pcsibili, intrucit daci scizitorul este mai
mare decit descdzutul, la aplicarea regulii de scidere nu vom putea alege

mulfimea model pentru scizitor, ca o submultime a multimii model pentru
descdzut.

Exercitiul 9

@) 44+34+9=(4+3) +9 sau44+34+9 — 4+(3 +9)
- =T +9 4 A2
2% 16

l

Il

S-a folpsit asociativitatea adunirii numercler naturale. Celelalte aduniri :

se fac in mod aseminitor.
Exercitiul 13

Se vor efectua mai intii oral, apoi in scris, cu asezarea numerelor unele
sub altele.

Problema 14

Problema va fi gindit, succesiv, asa cum sugereazi scrierile:
@) (29 +46) +7=; b) 29 +(46 +7) =; ¢) 29 446 + 7 =.
Problema 15 : ; \

Va fi ginditd, succesiv, asa cum sugereazi scrierile:

a) 99 — (36 4 34) =; b) (99 —36) —34 =

Exercitiul 17

Fiecare sciadere se va efectua mai intii oral, apoi in scris. Proba se va face
in scris, numai dupd ce s-a ficut calculul in scris al diferentei respective..

Problema 19

Rezolvari model:

42 —x — 12

2‘1-—}-?1:46 m — 30 = 46
7= 46 — 24 m = 46 -4 30 x =42 — 12
0= 22 m = 76 x = 30

Termenul necunoscut rezultd, in fiecare caz, din regulile de aflare a unub
termen al adunirii sau sciderii, cind se cunosc rezultatul si celdlalt termen..
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Problema 20 y
Prin incercdri, inlocuind pe rind # cu unul din numerele naturale cuprinse
intre 35 si 45, se va gisi:
a) A —136:37:38; 39! : b) B ={87;388; 543,44} ) 137380801k
E G {30, 3T, 4D Al e) D'="140; %1 42" 43; 44} ; 7) (40 4TE
Se observi cd la (¢) avem ca solutie 4 M B, iar la (f) avem C (M D!
Problema 23
Rezolvarea poate fi scrisi:
@) 34 + 18 = 52 baloane rosii;
52 +- 34 = 86 baloane galbene si rosii;
90 — 86 = 4 baloane sint albastre:
h) 34 4- 18 — 52 baloane rosii;
90 — 34 = 56 baloane rosil si albastre;
56 —52 = 4 1t?adoane sint albastre:
£) 90 — 34 — (34 4 18) = 90 — 34 —52
— 56 — 52
= ' 4 baloane albastre.
Problema 24 ]
De exemplu: Ana a avut pe carnetul CEC economisiti 80 lei. Daci a
scos intii 28 lei, apoi incd 36 lei, citi lei mai are pe acel carnet CEC?

Indicatii privind rezolvarea unora din problemele
propuse la tema a 3-a

ADUNAREA S SCADEREA NUMERELOR NATURALE PINA LA 1000
FARA TRECERE PESTE ORDIN

Problema 2

a) 0;5;:8; 50:-55; 58; 80;85;88; 500:.505: 508; 550;555; 558 ; 580
585; 588 ; 800; 805; 808; 850; 855; 858; 880; 885; 888.
b) Se rezolvi asemindtor,

Problema 3

830: 308.
Problema. 7
Rezolvari model ;
a) x + 523 = 786 786 — b)) x —213 = 342 R34
%= 786 -= 523 593 ¥ =342 5213 213
¥ — 263 263 ¥ =55 555.
) 794 —x — 420 794 —
%= 794 —420 © 420
¥ = 374 374
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Problema 11

@) (189 —243) —325,— 546 —325 =221 4) 789— 546
R 325
Sd6- .0 271
b) 789 — (243 + 325) = 789 — 568 = 221  b), 243+ 789 —
325 568
568 . 2720 -

Problema 13
. x poate fi unul din elementele multimii:
@t 1o 2 s T Sy b0, s o) 4071 2557,
Problema 14
(324 4 110) + (324 + 110) =, sau (324 + 324) + (110 +110) =,
ceea ce revine la a face o adunare cu patru termeni:
324 4324 4+ 1104 110 =

Problema 15

a) Pentru ca rezolvarea si se scrie 890 — (320 + 310) =
astfel: aflim, mai intii, cite kilograme de fier vechi au colectat fmpreund
primele doud detagamente; scizind aceasti cantitate din cea totali rezultd
cite kilograme de fier vechi a colectat al treilea detasament.

b) Pentru ca rezolvarea si se scrie (890 —320) —310 =
astfel: scizind din cantitatea totald, cit a colectat primul detasament, obfi-
nem cit au colectat impreuni al doilea si al treilea detagament; scizind din
aceasti cantitate de fier vechi, cit a colectat al doilea detagsament, aflim
cit a colectat al treilea detagament.

Preblema 16
Pentru prima scriere, calculim diferenta din prima parte a egalitatii:

086 — 542 = 444

, gindim

, gindim

si apoi diferenta din partea a doua a egalitatii:
867 — 420 = 447

Cum 444 = 447, rezultd ci scrierea dati este falsi.

Procedind analog, cea de a doua scriere se giseste ci este adevdratd.

Exercitiul 19
Pentru rindul al doilea:
697 — (302 4253) = .

Pentru rindul al treilea: .
997 — (201 + 370) =

28

Indicatii privind rezolvarea unora din problemele
propuse la tema a 4-a

INMULTIREA SI iMPARTIREA NUMERELOR NATURALE

Problema 1

b) Fig. 57; ¢) multimea produs; B X F; fig. 58 ; multimi factori; d) 3 x 2.
Prin numarare gasim: 3 X 2 = 6.

Problema 2

a) Fig. 59 aratd rdspunsurile posibile: zarziri verde; zarziri galbeni;
zarzdrd rogie; pruna verde; prund galbend; pruni rosie.

b) F X C={(z72),(z2), (%), (5, 0), (b, 8): (£, ")}
¢) multimea produs a multimii F prin multimca C; F x C; fig. 60.
d) 2 x 3 in fig. 60.

(bluzd albd , fustd albd) ®

( bluzd albd, fustd neagra) e

J By
Bluzd albd e— %o Fustd albd
=0 Fustd neagrd

Bluzd albastra e

Bluzd rogie e

Fig. 57

A= galbend
] e

—@ rosie

Fig. 59

Problema 3
Fig. 61.

Problema 5

Figurile 62, 63, 64, 65, 66 si 67.

Problema 8

( bluzd albastrd,fusta alba) e
( bluzd albastra, fusta neagra) e
( bluzd rosie, fustd alba) ®

( bluza rosie, fustd neagrda) e

BxF
Fig. 58
C
C Ve ge rD—»S
[ze (zyv)e (2.9)e (Z)e
F X
Pe (p,vie (p.9)e PiMNe
S FxC A
2 2%3
Fig. 60

6 46 +6=23x6;3x 6= 18, dupd cum rezulti din fig. 68. Produsul 18
se gdaseste prin numdrare, dupd reprezentarea elementelor multimii produs
prin puncte .

Celelalte operatii se efectueazi analog.
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'C:} wela
=12 1
i off o5

= =1
3xl=12 ; 1x1=1 1x1
Fig. 61 Fig. 62 Fig. 63
0
REOD= - (T o o o=t
R O e
: 0x0=0
g 0x1=0 0 1 1%L =4,
Fig. 64 Fig. 65 Fig. 66

RO

o @ @ 9 @ O
0 e o009 o0 e [>18
® 0 © @ 0 @
‘ ! %6218
X 6=
0 2]
Fig. 67 Fig. 68

Problema 9 :

TN E—T LT LT LT LT LT, 5% 9=949-19+9+9;

233 X 2 = 233 +233; Aisa 210 — 211 +2117|—211+211

Se efectueazi apoi adundrile repetate obtinute, scriind la nevoie numerele
unele sub altele,

Problema 10

Exemplu: ;

9 %4 =4141L414444+4+4+41+444
0x 4=9-1-9 190 49

Se efectueazi fiecare din aceste aduniri.

Problema 11

este primul mod ;
este al doilea mod.

Se pot folosi ca model multimi de puncte si procedeul din figura‘ﬁl‘.
Rezultatele se afli numiiind punctele ce reprezintd elementele multimif
produs.

Problema 13 F o
5% 2=, etc. Rezultatele se scriu folesind tabla inmulfirii.

Problema 14 .
a) 4 +4+4+44+4=20;0) 5x4=20 (rezuliatul pe baza tablei
inmultirii)
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Problema 20
@)= 06— 30y

Problema 21
Penultimul rind:

c) 8 x9=72

¢ =95 —(8 x 5)
=95— 40
= 55

Pentru ultimul rind, acelasi
procedeu. '

Problema 23
(6 X 6) —(2 X 6)= 36 —12 = 24,
Problema 24

Se lucreazd practic, descriind ceea ce se face: se iau 3 betisoare din cele
21, apoi alte 3 din cele rimase s.a.m.d. Procedeul prin ,cuprindere”.

Rispuns: 24 de ani.

Problema z5

Se lucreazd practic, descriind ceea ce se face: din cele 21 betisoare se
distribuie cite 1 in fiecare din cele 3 grimezi, apoi inci cite 1 s.a.m.d. Pro-
cedeul prin ,pirti egale”.

Problema 26

Se iau, de exemplu, 21 de boabe de fasole (sau 21 de discuri din trusa
pentru studiul numerelor naturale).

@) Se separd in submultimi disjuncte a cite 3 elemente fiecare, prin
procedeul numit prin ,cuprindere”. Numirind cite submultimi s-au obtinut,
sasime 7, Seriem Z1: 3= 7.

b) Se separd multimea celor 21 boabe de fasole in 3 submultimi disjuncte
doud cite doud, astfel incit fiecare submultime i aib# acelasi numir de
elemente, folosind procedeul prin ,pirti egale“. Se numiri cite elemente are
o submultime. Gisind 7 elemente, scriem 21:3 — 7.

Exercitiul 27.

Nu sint posibile acele fmpartiri la care, pind la urm3, rimin elemente
in afara submultimilor disjuncte care se formeazi,

Exercitiul 28

24 : 6= 4 efectuatd prin cuprindere;

24 : 4= 6 efectuati prin pirti egale;

4 % 6 =24 rezultatul aflindu-se prin numdirarea elementelor mul-
fimii produs, sau prin adunarea repetati a lui 6;

6 x 4=24 rezultat dedus din cel anterior, prin comutativitate.

Problema 30
a) 14:2=7;0) 14:7=2;¢) TX2=14; 2 x 7= 14.
Exercitiul 31

Exemple:

24 —6 =18  S-au putut face 4 scdderi si ultimul rest este 0, deci:
8 —6 =12 24: 6 =4

12 —6= 6

6 —6= 0
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37 —8 =29 S-au putut face 4 scdderi si a rdmas ultimul rest 5.
29 —8 =21 Deci: 37: 8 = este Impirtire imposibild.
21 —8 =13
13 —8=35
5 — 8 = imposibil
Exercitiul 32
E xemplu: 10 Si=

Figurile 69 si 70 indicd, respectiv, impdrtirea prin cuprindere si prin
parti egale, Al treilea mod este sciderea repetatd:

10 —5=35 S-au putut face doud scideri si ultimul rest este 0.
5 —5=10 Deci cftul este 2.
1055— 2
Exercitiul 33
405 — 8% 8> 4058 8 — A0, = Eentiri 3>< Or— D7 amemi Ul di—
= e 27.9;3 st 2753 =10,
Exercitiul 34

Pentru 42: 7 — aflim prin cuprindere, prin piri egale (folosind mul{imi
model), prin scddere repetata, sau prin tabla impartirii:

42— 6 R Enohe s 4786 — 7 5 6l— 26 e T — 4D

Pentru 5 x 9= aflim, folosind multimi model si multimea produs,
adunarea repetatid sau tabla Inmultirii: 5 X 9 = 45. Probe: 9 x 5 = 43;
45:9 =5 45:5=9.

Exercitiul 35

Pentru: 15:3 =, observam ci 3 X 5 = 15. Deci 15:3 = 5 etc.

Problema 36

18:3 = 6. Este o impértire prin parti egale.

Problema 37

18:3 = 6. Este o 1mpart1re prin cuprindere.

Problema 38

15: 5 = 3. Este o impdrtire prin parti egale.

Problema 39

15:3 = 5. Este o impsrfire prin cuprindere.

Problema 40

Structura fiecdrei probleme este de impdrtire prin parti egale, ceea ce
impune impdrtirea fiecirui numdr la 4. Efectuarea impartirii obtinute se va
face insi folosind tabla impdrtirii.

00006 -

Fig. 69 Fig. 70

ED

Nod -7

2

Exercitiul 42

La inmultire si impdrtire, se vor folosi regulile de calcul ale unui numir,
stiind rezultatul §i celdlalt numdr.

Exercitiul 43

a) 9x2:3=18:3=6 etc.

Problema 45

4% 5=20 Merele au costat 20 lei.
2x8=16 Piersicile au costat 16 lei.

20 4+ 16 = 36 Pe mere si piersici a platit 36 lei.
50 —36 = 14 Pentru struguri i-au ramas 14 lei.

142 — Kilogramul de struguri a costat 7 lei.

Exercifiul 47

a) Notind, respectiv, cu # si p numerele reprezentate de cele doud pirti
ale egalititii, avem:

n=(8 X 9) —36 D=4 x (72:8)
n= 72 —36 p=4x9

Calculul fiecirei pirti a egalititii ne-a dat » = p. Asadar, prima scriere
este adevirati. Pentru a doua scriere:

n =32 +(56:7) p=(6x9) —24
=232 48 P =54 —24
n = 40 p =30

Se vede ci # # p. Deci scrierea este falsa.

b) Se calculeazd numirul reprezentat de partea a doua a egalititil. Se
giseste 89, deci prima scriere este justd. La scrierea a doua calculul did pentru
prima parte a egalitdtii numarul 31. Cum avem 31 # 32, scrierea este falsd.

Problema 48

(54:6) 4 (42:6) =9 + 7 = 16 Au folosit 16 lidite.
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capitolul Il

ADUNAREA S| SCADEREA NUMERELOR NATURALE
PINA LA 1000, CY TRECEREA PESTE ORDIN

A. SCURTE OBSERVATII ASUPRA CONTINUTULUI

1. OBIECTIVELE PREVAZUTE DE PROGRAMA SCOLARA

1. Folosind notiunile despre mulfimi deja studiate, principiul numirii
si scrierii numerelor mai mari ca 100, legitura dintre adunare si scidere de-
dusa din definitiile acestora prin intermediul multimilor precum si multimi
cu elementele sute, zeci si unitdti, in mod potrivit alese, dupi caz, se vor
face aduniri si scideri grupate pe tipuri, dupd accesibilitate si algoritmul
de caleul.

Pentru ilustrarea unor tehnici de calcul se vor folosi parantezele. Toate
exercitiile de un anumit tip vor finaliza cu prezentarea efectudrii calculelor
in scris (scriind numerele unele sub altele).

Se vor face aduniri si cu mai mult de doud numere naturale.

2. Exercitii si probleme (nu prea complicate, cu cel mult doud operlajtii);

Exercitii de tipul: x 4 624 = 700; 945 —x = 732, cu scrierea solutiilor:
el T00) 624 % — 9457 =732,

Exercitii de tipul: x 4628 < 631; x 4628 < 631; 902 — x> 897-;
902 —x > 897;: x —721 <6; x —721l £ 6, x calculindu-se prin incercari.
La unele din adunirile si sciderile ficute in acest capitol se vor face si

probele. Sk ;
Probleme cu date din economie, cu elemente de constituire a unul plan

scris de rezolvare (foarte concis).

2. CUNOSTINTE §I DEPRINDERI CU CARE TREBUIE
‘ sA RAMINA ELEVII

Si inteleagd deducerea regulilor de calcnl in toate situatiile ce 'gm de con-
tinutul programel expuse mai sus, sd cunoascd aplicarea acestor ?’egulz de calcul
oral si in scris, formindu-si deprinderi de lucru, pind la automatisme. ]

Pentru deducerea diverselor tehnici de calcul cu numere naturale elevil
vor fi condusi si inlocuiascid problema formulatd cu numere, printr-o pro-
blemi continind operatii cu multimi, folosind multimi model Pentru nume-
rele respective, de regula realizate cu piesele trusei pentru studiul numerelor

naturale.
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Alegind pentru termenii operajier mulfimile model cu structurd numericd
zecimald, se va cduta obtinerea multimit model pentru numdrul rezultat al ope-
yaties tot cu structurd numericd zecimald, Cu acest prilej se vor face cit mai putine )
modificari in structura nwmericd zecimald a mulfimilor model pentru terment.
fn acest mod elevii vor fi condusi pe o cale fireascd, usor de urmdrit, citre -
regulile practice de efectuare a operatiilor care ne intereseazd. Constientizind
aceste reguli, elevil vor intelege motivatia continutului lor (fird a fi neapirat
necesar si exprime in cuvinte toate proccesele de gindire care au loc). Aceasta
va contribui la aplicarea lor corectd, la dobindirea in timp scurt a unor de-
prinderi de lucru si la formarea de automatisme.

Utilizarea multimilor model pentru deducerea diverselor reguli de calcul
si exprimarea in limbajul multimilor va ilustra extinderea ideilor fundamentale
intilnite la studiul adundvii si scdderii wumerelor naturale mas mici decit 100,
in cazul adundrii si scdderii numereloy naturale mai maci decit 7 000. Desigur,
vor trebui cunoscute si insusite tehnicile si procedeele de lucru specifice adu-
nirii §i sciderii numerelor din aceastd multime numericd. Nu se va insista
prea mult asupra calculului oral cu trecerve peste ordin, in cazurile mati greoaie, fo-
losind timpul pentru insusirea temeinicd a calculului in scris in astfel de cazuri.

Trebuie avut griji ca printre exemplele si exercitiile aplicative si fie
selectionate toate situatiile care pot fi intilnite.

Scrierea planului de rezolvare la unele probleme nu trebuie si se trans-
forme intr-un scop in sine, ci si asigure o mai bund intelegere a modului in
care se gindeste rezolvarea. De aceea reédactarea trebuie sd fie cit mai concisa
si sugestivd, fird a necesita scrieri laborioase.

Trebuie observat clar ci aflarea rezultatuliui oricdrvei adundri saw scddevi de numere naturale
este posibild folosind definitiile cu multimi ale acestor operatii 5i numdrarea (se aleg mul{imi model
pentru termeni, care si satisfaci cerintele definitiilor respective, se formeazi multimea reu-
niune sau diferenti §i se numird elementele acestora din urmdi). Principiul este simplu, dar
fn practicd se complicd mai ales din cauza numdrdrilor necesare.

in esentd, orice reguld de calcul pe care o stabilim aici nu face altceva decft & indice o cale
de evilare a acestor numdrdri. Solufia o oferd folosivea idedi de structuyd numericd zecimald amudfimis
si reprezentarea prin figuri numerice, {ie ci sint desenate, fie ci sint realizate ,oliectual” pe
panourile trusei pentru studiul numerelor naturale.

Pornind de la definitiile cu multimi a operatiilor de adunare si sciidere a numerelor
naturale si reprezentind structurile numerice zecimale ale multimilor model pentru termeni
cu ajuterul figurilor numerice, se cautd modul cel mai simplu de a gasi structura numericd
zecimald a multimii model pentru rezultatul operatiei. In acest scop vom opera cit mai putine
modificiri in structurile numerice zecimale ale termenilor. Modul in care se poate realiza acest
lucru duce la regula de calcul in situatia respectivi.

Asadar, regulile de calcul intr-o situatie datd se deduc folosind definitiile operatiilor dar
nu trebuie confundate cu fnsesi aceste definitii.

In scopul deducerii regulilor de caloul, pentru a putea vealiza o devulaye logicd a confinutulus
de idei, motivind fiecare pas nou, este necesard delimitarea corectd a acestor pasi (ca unitati
ce grupeazi toate cazurile aseménitoare, la care se aplicd aceeasi tehnicd de calcul), s§i gdsirea
unes ordini de prezentare a cunostintelor care £d permitd aceastd derulave. Asa se explicd esalo-
narea in noul manual a cunostintelor uneori intr-o altd ordine decit aceea din manualele
anterioare.
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in aceasti ordine de idei subliniem faptul ci adunirica 7 + 3=, sau 8 + 4=, sint cu
trecere peste ordinul unitdfilor, deoarece cu ocazia efectudrii lor se completeazh o unitate de
ordin superior unititilor simple (o zece). De asemenca, 70 + 30 =, san 454 61=, sint
aduniri cu trecere peste ordinul zecilor, deoarece cu ocazia efectulrii lor se completeazi o uni®
tate de ordin superior zecilor (o sutd).

Expresia ,trecerea peste ordin® este mai potrivitd decit treceve peste zece sau ,lrecere pesi@
sutd”, acestea din urmi retinind ca esential in situatia respectivd obtinerea unui rezultat mai
mare ca 10.sau 100, si nu procedeul prin care se giseste rezultatul (cum ar trebui). Cu acest
sens, 8 -~ 3 = este o adunare cu trecere peste zece, dar 7 + 3 = nu este adupare cu trecere
peste zece, desi este clar cd cele doud alundri se efectueazd cu aceeasi tehnicd de calcul (comple-
tarea, zecit), deci sint de acelagt tip. La fel, 45 + 61 = este o adunare cu trecere peste sutid, dar
70 + 30 = nu este o adunare cu trecere peste sutd, desi amindoud se efectueazd prin acelasi
proceden (completarea sutei) fiind de acelasi tip.

Observatiile de mai sus conduc la esalonarea adunirii numerelor naturale intii in multimea .
numerelor naturale de la 0 la 9, apoi in multimea numerelor naturale de la 0 la 99, ap
in multimea numerelor naturale de la 0 la 999,

Un alt fapt care trebuie scos in evidentd este acela cd adunarea cu trecere peste ordin lre-
buie sd fie studiatd dupd ce s-a studial seddervea din 10, respectiv din 100. in adevir, pentru 2
afla cu cit trebuie completat unul din termeni pini la 10, sau pini la 100, este nevoie
a face o scidere de tipul mentionat (chiar dacd se spune direct cu cit trebuie ficutd com-
pletarea, in mintea, noastrd, incongtient, aceastd sciddere are loc).

Tocmai descompunerea unwi termen intr-o swmd de doi termsni din care unul serveste la com-=

pletarea zecii saw sutei:
8§14 5=28+(2+ 3); 80+ 50 = 80 -+ (20 + 30)

este esenta efectudrii operafiei si elevul trebuie fnarmat cu o tehnici de descompunere.
Aceastd tehnich constd in efectuarea a doud scideri, din care una este de tipul mentionat:

) — Gl respectiv: 100 — 80 = 20
S5h—2 3 50 — 20 = 30
deci Bhelt 5l g1 (2l 3y deel 80 + 50 — 80 + (20 + 30)

Efectuarea acestei descompuneri nu trebuie lisatd a se face ,ps ghicite” de citre elevi,
daci vrem si-i invatim cu adevidrat tehnica de calcul, Ea este necesard focmai elevilor
care nu o ,ghicesc”.

De aici i rezultd od trebuie s cevem elevilor a tlustra de fiecare datd, verbal saw tn scris, cum
aw gindit pentru a face descompunered respectivd, dupd ce auw dobindil deprinderi, automa-
tisme tn a o realiza. Dar trebuie si stie ce fac §i cum trebuie procedat atunci cind nu pot| se®

siza ,,direct” rezultatu! operatiei.

B. INDICATII METODICE PENTRU PREDAREA TEMELOR
DIN CAPITOLUL I

(Numirul de ore, orientativ = 25)
TEMA 1: SCADEREA NUMERELOR NATURALE
cIND DESCAZUTUL ESTE 100

Scop: Deducerea procedeelor de calcul oral si scris pe baza definitiei
cu multimi a sciderii si a utilizdrii unor multimi model pentru descazut si
scizitor, organizate cu structurd numerici zecimali., Cunoasterea transfor-

36

qmaril unel sute in zeci g1 a unei zeci in unititi, pentru efectuarea sciderilor
de la subtemele, 1, a 2-a si.a 3-a
S :

Material didactic

Peniru invdtator; Trusa invititorului pentru predarea operatiilor cu

numere naturale (panoul nr. 10). Planse cu figurile 16, 17 si 18 din
manual. ,

Recomanddri metcdice pentiu predarea temei

SUBTEMA: 1°: ,SCAZATORUL ESTE FORMAT NUMAI DIN ZECI“

a) Activitdfy desfdsurale cu elevii favd folosivea manualului

Se propun sciderile:
100 —30 — ; 100 —40 = ; 160 — 60 —

ﬁ Prin_la o efectueazd invititorul ca model, folosind panoul 10 din trusi
Se realizeazd pe panou mulfimea model pentru descizut, asa cum se vedé
in figura 71. Ea are structurd numerici zecimali.

Trebuie si alegem in ea o submultime model pentru scizatorul 30, daci
este posibil tot cu structuri numerici zecimald. Lucrul nu este posibil, néavind
in multimea model a descdzutului elemente zeci. Din acest motiv transformim
suta in zeci, inlocuind pe panou patratul rosu cu 10 triunghiuri albastre
cum aratd figura 72. ,

Alegem acum din multimea model a descizutului o submultime conti-
nind 3 zeci, pe care o ludm ca model pentru scizitorul 30. MuI’giméa diferen,’gii

= i - Y

! ’°°‘{ . IC : )1( Q]
C )
i I |

Fig. 71

[oo-t ImI‘DE ,

éi T

" Fig. 72
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zatorului are 7 zecl, duﬂpa

a i si a sca
intr i del a descizutului s1 cea .
dintre multfimea mo S e o

cum se vede din figura 73, care arati deplas

trusei.
Dupi deplasarea
Recapitulind procedeul folos‘ "
manual, se deduce regula practica

pieselor, panoul 10 aratd cum se vec_fle in figura 74.d.g
it, cu ajutorul planser continind figura 16 awn

a) transformdm suta in 10 zect;
b) din cele 10 zect ludm 3 zect;
c) cele 7 zect rdmase sint rezultatul scaderit.

. A - 61. “
\ic[( )( ;1]1 cun gl ( l i.[ p( )a.te f‘L SCTI1S, 1 az 111 ulUI p panoul tr .
i 1 n b a CI i us

100 — 30 = 10 zeci — 3 zeci Regula practica poate fi scrisi:

— (10 —3) zeci 100 — 30 = (10 —3) zeci
= 7 zeci
=70

Tot din lucrul pe panoul trusei rezulti calculul in SCl’lS:‘

100 — 100 — 100 —
30 30 30
70 T, v 70

- itati face, a doua
marea de unitifi care se e :
Jui 1 ¢4 suta a fost transformata in zeci,
Ultima scriere se va utiliza dupa ce se

Prima scriere sugereaza transfor

i i nctul scris deasupra
aminteste prin pu : il
adici avem in locul lui 0 zect 10 zecl.

| A
100-= JAQ— A___

)

| (C E——Eh“ = i‘
e
C e )
= 100~

‘Cj 2ad %
{ AAAAAAA
e

Fig. 74
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dobindeste deprinderea de a »tine minte® ceea ce se face pentru a efectua
sciderea.

Desi pe panoul trusei, avind aspectul din figura 74, se vede ci reunind cele dous mulfim |
disjuncte, model pentru diferenti, si respectiv, model pentru scizitor, se obtine multimea model
pentru descdzut, de unde proba sciderii prin adunare:

7 zeci 4 3 zeci = 10 zeci; 7 zeci 4 3 zeci = 1 sutd;
70 + 30 = 100

se va renunta, pentru moment, la a face proba acestor scideri prin adunare, deoarece inch
nu s-au ficut aduniri de forma 70 + 30 =, care formeazi obiectul temei urmitoare.

De pe panoul trusei, avind aspectul din figura 74, se va observa ci alegind
in multimea avind 10 zeci, o submultime avind 7 zeci, riimin in multimea
diferentd 3 zeci, adici avem:

100 — 70 = 30

de unde rezultd proba scdderii prin scidere: scizind din descizut, diferenta, se
obtine scdzdtorul.

Celelalte scideri propuse vor fi efectuate de elevi, folosind trusa invata-
torului, urmérind aceleasi idei ca si la prima scidere.

b) Activitifi desfisurate cu elevis, cu folosirea manualului

Sub indrumarea invititorului elevii vor explica ceea ce reds figura 16
din manual, deducindu-se regula de calcul oral si in seris.

Se vor efectua in clasi exercitiile 1,2 si 3.

Acasd se vor propune problemele 4 si 5.

SUBTEMELE 2° §I 3°

Se predau dupid aceeasi tehnologie didactici ca sl prima, realizind pe

panoul 10 al trusei aspectele sugerate de figurile 17 si 18 din manual,
Etapele de valorificare a continutului figurii 17 cu ajutorul panoului 10
din trusi pentru a efectua 100 — 6, sint evidentiate in:

a) figura 71, care rtealizeazi multimea model pentru descizut, avind
structurd numerici zecimald. In ea trebuie aleass o submultime avind 6 unititi
ca model pentru scizitor. Cum nu gasim astfel de unitdti:

b) figura 72 arati inlocuirea pitratului rosu ce reprezinti suta, cu 10
triunghiuri albastre, adici 10 zeci. Din nou nu avem unitdti pentru a alege
multimea model pentru scdzitor, si: ‘

¢) figura 75 arati cum s-a inlocuit un triunghiu albastru reprezentind
1 zece, cu 10 discuri negre, adici 10 unititi.

Acuma putem alege submultimea model pentru scizitor din multimea
unititilor aflate in multimea model pentru descizut. Figura 76 sugereazi
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Fig. 79

cum sint deplasate piesele pe panoul trusei,
astfel incit si separdm multimea model n Gt
pentru descizut in doud submultimi disjunc-

te, una model pentru scazitor si alta care _
reprezinti multimea diferenti dintre cele 100 . »=100-4
doud multimi, cea model pentru descizut '
si cea model pentru scazdtor. A
- Dupa deplasarea pieselor, panou trusei Fig. 80
arata ca in figura 77.
Pentru a efectua sciderea 100—36 = cu panoul 10 al trusei, figura 18

din manual va fi valorificatd parcurgind aceleasi etape care au fost ilustrate
in figurile 71, 72 si 75.

Alegerea submultimii model pentru scizitorul 36 si formarea multimii
diferenta a mulfimilor model pentru descizut si scizitor se Vcde clar’ din
figura- 78. '

‘Dupi deplasarea pieselor, panoul 10 aratd ca figura 79.

“Peéntru 100 — 6 = si 100 — 36 = probele prin adunare cer operatiile 94 L 6 = si
64+ 36 = care nu sint incd studiate, iar pentrn 100 — 6 =  nici proba prin. scidere nu
poate fi ficutd deocamdatd, 100 — 94 —. fiind in acest moment nestudiati,

Indicatii privind rezolvarea unora din problemele
propuse la tema 1

Problema 4 (subtema 2°)

Din figura 80 rezulti ci rezolvarea revine la efectuarea operatiei:

HOOR==a E

TEMA A 2-a: ADUNAREA CU TRECERE PESTE ORDIN .
A DOUA NUMERE NATURALE
MAI MICI CA 100, AVIND SUMA CEL PUTIN 100

Scop: Deducerea procedeelor de calcul, pornind de la definitia cu multimi
a adunirii numerelor naturale si utilizind pentru termeni multimi model
organizate cu structurd numerici zecimald. Procedeul de calcul va rezulta
din procedeul de obtinere a structurii numerice zecimale pentru reuniunea
multimilor model a termenilor, ficind cit mai putine modificiri in structurile
numerice zecimale ale termenilor.

Material didactic

Pentru tnvdtator: Trusa pentru studiul numerelor naturale (panoul
nr. 8). Plange cu figurile 19, 20, 21 si 22 din manual.
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Recomandiri metodice pentru predarea temel

Textul din manual si tehnologia didacticd utilizate pini acum in situatu

- o . . K o . ol

aseminitoare sint suficiente pentru ca tnvititorul si-si construiascd singul
Jectiile privind predarea celor trel subteme:

1°. Numere formate numai din zeci, avind suma 100. yis =

2°, Numere formate numai din zeci, avind suma mal mare decit L

3°, Numere mai mici decit 100, avind suma mal mare de 100, cind are

loc:,

@) trecerea peste ordinul zecilor ; : .

b) trecerea peste ordinul unitatilor s pe.ste ordmul. .zi:cﬂor: W,

Aici retinem doar atentia asupra faptului cd, V&lOTl.fICIHd figurile : é L
21 si 22 din manual cu ajutorul multimilor model re:ﬂl‘za:ce pe panouA a
trus,ei, se va sublinia ci mulfimile model pentru termf:m sint luate cu S.Eruc-
turd numerici zecimald, dar reuniunea lor nu se obtine gatavoEgafnza-ta cu
structurd numericd zecimald. in adevir, reuniunea Ieprezentat.a in f%gunri I}r;}ﬂ
linia ce inconjurd contururile multimilor m.ode} Ijentru term.enl are, fl‘(le in s-ui-
multimea zecilor (figurile 19,20 si 21),-f1e si in submum?nvea% z§c1 or csiimg
submultimea unitdtilor (fig. 22), mai mult de 9 wunitati de or
respectiv. ; e ;

Pentru a gisi numdrul elementelor reuniunii trebuie si facem ca ea o
aibi structurd numericd zecimald. In acest scop este necesar a com'plet‘a in
reuniune unititi de ordin superior, din unititile de un anu.mlt Uordm ce se
afl4 in reuniune in numdr mal mare ca 9 Aceasta se_reahzeaza cu oci.z'ia
deplasirii pieselor reuniunii in partea .de jos a p'fumulm AB. Penfcru s1tua,11ti
din figurile 19, 20 si 21 din manual, din zecile ex1ste:flte in re-umur;e SF-J COItI.l
pleteazd 1 sutd, restul de zeci rdminind iln submultimea ZECﬂOf. n situatia
din figura 22 din manual, din unitﬁi;ille existente fe (?ompleteazall zec-etcaie-.
este pusd in mulfimea zecilor, si apoi se formeaza din ante zecile existente
1 suti. Restul de zeci si de unitdti care nu au 1lntrat in c?mpletare%t Uzl-:‘Clt
sau a sutei rimin in submultimea zecilor §i submultimea . unititilor
reuniunii. : ot )

fn conturul de jos de pe panoul 8 s-a obtinut reunjunea multimilor mo@ek
a termenilor, orgam'iati cu structuri numerici zecimald, ceea ce permite
numirea i scrierea numérului ei de elemente. [~

Din aceasti tehnici de organizare cu structurid nume.ricﬁ zecimala a
reuniunii multimilor model pentru termeni, se deduc regulile de calcul cu
numere naturale, in situatiile respective.

n momentul predirii subtemelor, la subtema 1° se poate face proba prin adunare s

proba prin scidere in douf moduri, iar la subtemt;le 2° si 3° se pot face numail probele prim
AL il
adunare, deoarece sciderile prin care s-ar face probele nu sint incd invdtate.
’
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Indicatii privind rezolvarea unora din problemele 90 10
propuse la tema a 2-a A A

Problema 6 (subtema 1°)
Din figura 81 rezulti rezolvarea, prin operatia:

i 10 A B

Problema 4 (subtema 3°, b)

O figurd asemdinitoare cu 81 duce la operatia: 90+10
534+ 47 = Fig. 81

TEMA A 3-a: ADUNAREA CU TRECERE PESTE ORDIN
A DOUA NUMERE NATURALE CIND CEL PUTIN
UNUL ESTE MAI MARE CA 100

Scop: Acelasi ca la tema anterioari.
¥

Material didactic:

Pentru invdidior.

Panourile 8 si 11 din trusa pentru studiul numerelor naturale. Plange
cu figurile 23,24 si 25 din manual.

Recomandiri metodice pentru predarea temei

Textul din manual si tehnologia didacticd utilizatd pind acum in [situatii
aseminitoare sint suficiente pentru elaborarea lectiilor de citre invititor,
referitoare la cele patru subteme:

1°. Adunarea cu trecere peste ordinul unitatilor.

2° Adunarea cu trecere peste ordinul zecilor.

3°. Adunarea cu trecere peste ordinul unmitdtilor si al zecilor.

4°. Adunarea cu mai multi termeni, cu trecere peste ordin.

Recomandim ca, de fiecare datd, plansa reprezentind figura din manual
sd fie prezentatd imediat ce pe panoul trusei an fost deplasate piesele ce alcdtuiesc
reuntunza tn conturul de jos de pe panoul 8 sauw 11, deoarece in acest moment
aspectul panouwlui nw mai permite observarea tehmicii de calewl, Figura de pe
plansd va reaminti etapele ce au fost realizate anterior pe panou si va conduce
la deducerea regulii de calcul,

Pentru subtema 4° ,Adunarea cu mai multi termeni;, cu trecere peste
ordin“ nu se afld in manual o figurd care si sugereze lucrul cu ajutorul trusei.
Invatitorul va deduce singur aceasta, folosind panoul 11 numai dupi efec-
tuarea exercitiului propus in manual, prin primele doud procedee (folosind

asociativitatea). Efectuarea prin procedeul (c). din manual va fi dedusi ca
urmare a lucrului pe panoul 11.
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Ca totdeauna la adunare, se va avea grijd a se parcurge etapele:

a) formarea pe panoul trusei a multimilor model pentru termeni, fglasilzd
piesele din trusd, astfel incit acestea sit aibd structurd numerici zecimala ;

b) formarea reuniunii, care pe panou se reduce la a arita conturul care
inconjuri liniile ce reprezinti multimile model pentru termeni. (deccamdatd
piesele ce reprezintd’ reuniunea nu trebuie deplasate in conturul de jos ‘de pe
panou, ceea!ce uneori nici nu ar fi posibil, dar mai ales nu ar avantaja de-
ducerea regulilor de calcul); _

¢) gisirea numdrului de elemente ale reuniunii, in care scop aceasta trebuie
organizatd cu structurd numerici zecimald. .

Forma in care se afli reuniunea pe panoul trusei pune in evidenfd cd
aceasta este formati din: , : 1

— submultimea unititilor, care are atitea unitati cit est~ suma unitd-
tilor din numerele termeni ; {

— submultimea zecilor, care are atitea zeci cit este suma ze.c1101' din

numerele termeni;
— submultimea sutelor, care are atitea sute cit este suma sutelor din
numerele termeni. '
Dacé wici una din aceste submulfimi nu ar avea mai madi de 9 unitifr de
ordinul vespectiv, reuniuned ar fi cu structurd numevicd zecimald, neraminind
decit si numim si si scriem numdrul ei de elemente. : _
Dacé vreuna din aceste submulfimi ave mai mult de 9 wmildti de acel ordin
veuniuned wi are Structurd numericd zecimald, structura pe care trebuie s o
realizim noi. In acest scop, incepind de la dreapta la stinga inlocuim pe panou
cite 10 unititi de un anumit ordin cu 1 unitate de ordin imediat mai mare,
la submultimile mentionate care aveau mai mult de 9 unitadti. . _
' Urmare acestor inlocuiri, reuniunea se obtine cu structuri numericd zecl-
mali si se poate spune §i scrie numarul ei de elemente. Cu ocazia inlocuirilor
mentionate (sau dupd ce au fost ficute) se deplaseazd piesele in conturul
din partea de jos a panoului. 1 .
Recapitulind etapele parcurse cu ajutorul plangelor ce redau figurile din
manual, se deduc regulile de calcul.

Indicatii privind rezolvarea unora? din” exercitiile
‘ si problemele propuse la tema a 3-a

Exercitiul 4 (subtema 2°) '

Pentru verificarea scrierilor respective, se noteazd cu cite o literd fiecare
parte a egalititii, si se calculeazi ce numir reprezintd fiecare din cele doud
litere. Daci ele reprezintd acelasi numdr, scrierea este corectd, dacd Irepre-
zinti numere diferite, scrierea este falsi. !

" De exemplu, pentru primul exercitiu de la (a):
n =274 + 683 p = 565 + 392
, n = 957 p = 957
Avem n — p, deci scrierea 274 + 683 = 565 4 392 este adevdrata.
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Pentru al doilea exercitiu de la (b):

n = 383 4 566 b = 665 | 294
= 949 $ = 939

Avem n # p, deci scrierea 383 + 566 = 665 294 este falsd.

Problema 6 (subtema 2°)
Dintr-o figurd ca 81 rezultd rezolvarea prin operatia
345 4272 =

Exercitiul 3 (subtema 4°)
Rezolvarea revine la a completa tabelul:

a 394 394 394 394 394 394
b 70 70 6 6 107 107
¢ 456 209 456 209 456 209
a-+b-+c 856

Problema 6 (Subtema 4°)
a) Cite fete au fost in total in acea tabirar
) Citi pionieri au fost in total in acea tabdrd?
Problema 8 (subtema 4°)
a) Citi trandafiri rogii s-au trimis spre vinzare?

250 75 =775 — 400,
b) Citi trandafiri s-au trimis spre vinzare in total?

350 2230 =75 250 75 AL 75 =975

Noti: Intrebarea trebuie astfel pusd incit rezolvarea si foloseascd toate
datele problemel.

TEMA A 4-a: SCADEREA NUMERELOR NATURALE PINA LA 1000

Scop: Deducerea procedeelor de calcul oral siin scris, pe baza definitiei
cu multimi a sciderii i a utilizdrii unor multimi model pentru descizut si
scizitor, organizate cu structuri numerici zecimald, Cunoasterea transfor-
mirii unei sute in zeci si a unei zeci in unititi, in scopul credrii posibilitdtii
de alegere din multimea model a descizutuluia unei submultimi model pentru
scizitor, avind structurd numericd zecimald.

Material didactic

Pentru invdjdtor: Trusa pentru studiul numerelor naturale (panoul 10).
Planse cu figurile 26, 27 si 28 din manual.
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Recomandiri mefodice pentru predarea temei

Activititi pregatitoare

Se vor face mai intii scideri fird trecere peste ordin, cum ar fi453 —321 =,
reamintind regula de calcul: scddem wnitdfi din unitdi, zeci din zect i sute
din sute. Calculul se va face oral si in scris, cu agezarea numerelor unele sub
altele:

453 —
321

132

Se va cere elevilor si formeze pe panoul 10 al trusei, folosind piesele aces-
teia, multimea model pentru dgscézutul 453, avind structuri numerici zeci-
mald, si aleagd in ea o submultime model pentru scazitorul 321, tot cu struc-
turd numerici zecimald, si si giseascd multimea diferentd dintre multimea
model a descizutului si cea a scizitorului, Aceasta este gata organizatd ca
structuri numerici zecimali, aga ci se poate spune direct numdrul ei de cle-
mente, care este rezultatul sciderii.

in acest mod se va aminti efectuarea scdderii fard trecere peste ordin, cu
ajutorul trused, numai ci in locul panoului 9 folosit anterior se va lucra pe
panoul 10, asa cum sugereaza figura 82.

Dupi improspitarea acestor cunostinte si deprinderi, se vor propune
noile cazuri de sciidere, esalonate pe lectii distincte, in ordinea din manual.

SUBTEMA 1°: SCADEREA CU TRECERE PESTE ORDINUL UNITATILOR
Propunind scdderea 562 — 327 = elevii vor aseza calculul scriind
numerele unele sub altele si vor tncerca efectuarea cu regula cunosculd: se scad
wnitdls din unitdls, zect din zect §i sute din sule.

562 —
327
?
L A AA eoe
! DeE
]
1 > 453-
| o li 321
¥ K —
AA TS 132
A
Fig. 82
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Elevii vor constata cd regula cunoscutd nu poate fi aplicatd, neputind scidea
unitdtile scazdiorului din unitdtile descizutului. Asadar, trebute gdsitd o reguld
aplicabild in aceastd sitwafie. In acest scop se apeleazd la definitia sciderii
cu ajutorul multimilor.

Se formeazd pe panoul 10 al trusei multimea model pentru descizutul
562, organizatd cu structuri numericd zecimald, asa cum aratd figura 83.
In ea trebuie aleasi o submultime model pentru scizitorul 327 alegind o sub-
multime cu 7 unitdti simple din multimea unititilor, apoi una cu 2 zeci din
mulfimea zecilor si una cu 3 sute din multimea sutelor.

Se constatd ci din cele 2 unitdti existente in mulfimea unititilor aflata
in multimea model pentru descizut, nu poate fi separati o submultime cu
7 unititi. Pentru a face posibil acest lucru se ia un triunghi reprezentind o
zece si se Inlocuieste cu 10 discuri negre, reprezentind 10 unititi simple.

In urma acestei inlocuiri submultimea unititilor din multimea model
pentru descizut contine 12 unitdti, grupate in alte doud submultimi, una cu
10 si una cu 2 elemente, asa cum aratd figura 84.

Figura 85 arati cum se alege submultimea model pentru scidzitorul 327
si cum se formeazi mulfimea diferentd dintre multimea model a descdzutului
si cea a scizdtorului. Aceasta din urmi are structuri numerici zecimald
si se observd imediat numirul ei de elemente, 235, care este rezultatul scaderii.
In urma deplasirii pieselor pe panoul 10 asa cum aratd figura 83, panoul ia
aspectul din figura 86.

Se prezintd plansa cu figura 26 din manual, cu ajutorul cdreia se repetd
elapele prin cave s-a gdsit rezultatul scdderii, deducindu-se regula de calcul:

a) se scad cele 7 unititi ale scizitorului din cele 10 unitdti obtinute prin
transformarea unei zeci luate din multimea zecilor aflate la descizut. Restul
obtinut, adunat cu cele 2 unitdti aflate la descdzut, formeazi numdrul uni-
tatilor diferentei; ;

b) se scad zecile scizitorului din zecile rimase la descdzut (dupd luarea
zecli care a fost transformatd in unitdti);

¢) se scad sutele scizdtorului din sutele descizutului.

In baza lucrului pe panou sugerat din figura 85, modul cum gindim efec-
tuarea scidderil va fi scris:

562 —327 = (500 + 50 4 10 +2) - (300 420 +7)

—.[500" — 300)-+ (50° — 20 (10— 7) -2
7 200 4+ 30 4+ (3 42
= 235

Folosind aspectul aceluiasi panou si scrierea aflatd in partea dreaptd

a panoului, calculul in scris va fi asezat: ‘

-

567— 562 — 562 —
327 327 297
235 235 235

47




Vs
20000 AAAAAA ee
562 I( : DI(

N

“ M

WU

562

Yee

{ 20000 AAAAAL

|(eeecccecss)

2

e

v,
562~
( ¢ eeoeeoe §~:-327
(@ *o oo 009""235

Prima scricre va fi folositi doar putin timp dupi stabilirea regulii, pentru
a o sugera mai limpede, apoi se va folosi a doua, care aminteste doar prin
punct transformarea unei zeci, si apoi se va folosi doar a treia scriere, dupd
ce elevii au dobindit deprinderea aplicirii regulil.

Valorificind aspectul panoului 10 redat in figura 86, se va face proba scd-
derit frin adunzve (se vede cd reunind multimile model pentru scdzitor
si diferentd, se obtine multimea model pentru descizut). Acelasi aspect ilus-
treazd froba sciderit prin scddere (observind cii alegind din mulfimea model
pentru descizutul 562 o submultime cu 235 elemente, se obtine o multime
diferentd cu 327 elemente). Asadar, dacd 562 — 327 = 235, atunci 327 +
4 235 = 562, 235 + 327 = 562 si 562 — 235 = 327.

Noti: Subtemele 2° 3° si 4° se vor preda dupd o tehnologie didacticd
asemanitoare cu cea folositd pentru svbtema 1°

Etapele de efectuare a sciiderii 632 — 247 = sint sugerate pe figurile 87,
88, 89, 90 si 91.

Indicatii privind rezolvarea unora din exercitiile
si problemele propuse la tema a 4-a

Preblema 5 (subtema 1°)

O figurd asemindtoare cu 80 conduce la ‘operatia:
860 — 169 =

Problema 6 (subtema 2°)

Prima rezolvare:

465 4 375 = 840 S-au adus 840 perechi incdltiminte.

283 - 285 = 568 S-au vindut din ele 568 perechi.

840 — 568 = 272 Au rimas 272 perechi.

A doua rezolvare:

465 — 283 = 182 Au rimas 182 perechi de bascheti.

375 — 28—t Au rimas 90 perechi de tenisi.

182 4 90 = 272 In total au rimas 272 perechi de incdl{iminte.

Problema 4 (subtema 3°)

Notind scizitorul cu 7, avem:

832 — i = 548, de unde # = 832 — 548, n = 284,
in situatia a doua, avem:

600 — 2 — 407, de unde n» = 600 — 407, n = 193.

49




saz—C““’ CAAA A 1-
= i

C

1
&

Fig. 87

5324{0000«{ Ads L
LQ

T

e

Fig. 88

gp<f0oeee L aa oo %
L(AAAAAAAAAA) (eeeccscces

)

)

Fig. 89
i< ¢ 000 o AA e
AW/ T D
T ] 0 |
| B 6 L I ]
@0 J ]\ AAAA ] } J ‘ I (ITYTYT) ‘
A A} iy =
(_®9¢ RXa AAAAAA| eo
A
Fig. %90

(e

(oo LAAAA

Q_ XX AA  AAALAA 0O

50

Problema 12 (subtema 3°)
Rindul al 2-lea din tabel:
a= 910 —78 a —b =832 —78
a = 832 a —b="754
Rindurile 3 si 4 se calculeazd aseminitor.
Problema 13 (subtema 3°)
Prin incerciri se gédseste:
a) {051, 2535490 B 405:15 2535 4: 5261

ey R0 1 2 By L O 2 B T R
e)* Cautdm mai intii numerele naturale # care verificd
n — 389 > 108,

Avem n — 389 4 108 pentru # = 108 -+ 389, deci n = 497.
Asadar, # — 389 > 108 pentru # > 497, adicd pentru # element al mul-

timil 4 =-{498; 499; 500 501;..}%

Cautdm acum numerele naturale # care verifici

1w — 389112,

Avem 7 — 389 = 112 pentru # = 112 - 389, deci n = 501,

Asadar, n — 389 < <
mii B = {501; 500; 499; 498; 497;...}.

Scrierea 108 < n — 389 <
care implinesc simultan conditiile i > 497 si #n < 501, adicd pentru numerele
7 ce apartin multimii C = {498; 499; 500; 501}.

Observim cd multimea C este intercectia multimilor 4 si B.

112 pentru 2 < 501, adicd pentrus element al multi-

112 va fi adevdrati pentru acele numere »

Problema 18 (subtema 3°)

109; 988; 879.
Problema 19 (subtema 3°)
139

5S4 notdm cu E multimea copiilor care au prezentat
desene la prima temd si cu I multimea copiilor care au
prezentat desene la tema a doua. Din figura 92 dedu-
cem: E 5

@) 427 — 139 = 288, deci 288 de copii au prezentat 427 504
desene numai la prima tem3; Fig. 92

* Acest exercitiu fiind mai dificil, va fi rezolvat cu elevii numai dacd nivelul geperal al
clasei permite rezolvarea.

51




b) 504 — 139 = 365, deci 365 de copii au
prezentat desene numai la a doua temd;
¢) 288 4365 — 653, deci 653 de copii au
prezentat desene doar la o singurd temd;

250
@ ///
d) 288 + 139 + 365 — 792, adicd 792 de
/ copii au prezentat desene cel putin Ia.una
Q / =320 din teme (fi¢c la prima, fie la a doua, fie la
2 2

amindoud).
N A 2
Problema 20 (subtema 3°)
290+250+320 @) Numirul maxim al porumbeilor albi din

Fig.93 stolul al doilea este 300, iar din reuniunea
celor doud stoluri este (fig. 93);
290 - 300 — 590

Numirul minim al porumbeilor albi din stolul al doilea este 20, iar reuniu-
nea celor doud stoluri este:

290 + 20 = 310

b) Fird a folosi rezultatele anterioare: observim ci in stolul al doilea
pot fi cel mult 300 porumbei gri iar in reuniunea stolurilor pot fi cel mult:

250 + 300 = 550 |
n stolul al doilea sint cel putin 20 porumbei gri iar in reuniunea stoluriler
sint cel putin:
_ ! 250 + 20 + 270
Folosind rezultatele de la (a): In total in reuniunca stolurilor sint:
290 4 250 + 320 = 860 porumbei.

Dacid numirul celor albi este maxim, deci 590, atunci numdrul celor gri
este minim si egal cu: :
860 — 590 = 270
Daci numirul porumbeilor albi este minim, adici 310, atunci numdrul
celor gri este maxim si egal cu:

860 — 310 = 550

Capitolul [ll

iNMULTIREA NUMERELOR NATURALE, FARA SI cu
TRECERE PESTE ORDIN, CIND UN FACTOR
- NU TRECE DE 10

A. SCURTE OBSERVATII ASUPRA CONTINUTULUI

I. OBIECTIVELE PREVAZUTE DE PROGRAMA SCOLARA

1. Inmultirea cind unul din factori esteo sumi (distributivitatea inmul-
tirit fatdi de adunare).

2. Inmultirea cu mai multi factori. Asociativitatea inmultirii.

3. Inmultirea cind avem factor pe 10 sau 100.

4. Inmultirea fird si cu trecere peste ordin, cind unul d1n factori nu trece
de 10, iar produsul este mai mic decit 1 000, e

in predare, cazurile se vor grupa pe tipuri, dupi accesibilitate si algorit-
mul de calcul. Vor fi folosite parantezele pentru punerea in evidenta a ratio-

- namentelor. Se va prezenta, pentru fiecare tip, si asezarea calculelor in scris.

Se va folosi comutativitatea inmultirii.
5. Exercitii si probleme simple (cu cel mult trei operatii).
Aflarea unui numiir ,de atitea ori mai mare® decit un numir dat.

2. CUNOSTINTE SI DEPRINDERI CU CARE TREBUIE SA RAMINA ELEVII

Pentru a putea efectua in mod constient inmultirile in cazurile previ-
zute de programa expusd mai sus, elevii trebuie $3 cunoasci, pe baza unor
exemple numerice:

@) Inmul‘girea numerelor naturale cind unul din factori este o sumi.
Exemple:

2X(3 +4) = (2x3) + (2x4)

(3 + 4)x2=(3x2) +(4x2) :
Se va observa cd prima egalitate exemplifici fwmulfivea unui numdr cu
e sumd, a doua exemplificd tnmullivea unei suwme cu un wumdr.
Se va cunoagte scrierea generalizati a continutului unor egalititi nume-
rice de tipul celor de mai sus:

ax (b 4 c) = (axb) + (axc).
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§1
(b + ¢)xa = (bxa) + (cXa)
unde @, b, ¢ sint trei numere naturale, oarecare. .
Proprietatea exprimatd de aceste egalititi va fi formulatd: ,,@famtti;mj’m
este distributivd fatd de adunare”. Avind in vedere dificultdfile ce po.t fi 1}1'(1111-
pinate de citre elevi pentru pronuntare, cuvintele ,distributiv® st mai ales
,distributiviinte® vor fi folosite cu o frecventa cit mai redusi (la nevoie pu-

tind fi complel evitate). ) '
- Se vor da si c<emple in care sumele au trei termeni:

3x(24+44+1)=(3%2) + (3x4) + (3x1)
(24434 1) x3=(2x3) 4 (4%x3}+ (1x3)
b) Inmultirea cu mai multi factori, dupd regula exprimata prin scrierea:
2x3 x4 = (2X3) x4
sau, prin generalizare:
axbxe= (axbd)Xec,

¢) Proprietatea de asociativitate a fnmultirii numerelor naturale, expri-
mati prin egalitatea numericd:

°

(233 4= 2% (5x4)
sau, generalizat:
(@xb)xc=ax(bxc)
unde 4, b, si ¢ sint trei numere naturale, oarecare. .
Asociativitatea inmultirii numerelor naturale face posibild scrierea:
2X3x1=(2%3) x1=2%(3x4)
sau, generalizat:
axbxc= (axb)xc=ax(bxc)
d) Inmultirea unui numir scris cu o cifrd, prin 10 si 100, si a unui numdr

scris cu doud cifre, prin 10. : ‘

Cu ajutorul cunostintelor de mai sus, combinate cu cele dobindite anterior
de elevi, acestia vor putea intelege deducerea regulilor de calcul in toate cazu-
rile analizate in acest capitol:

1. Inmultirea numerelor pini la 10, cu un numir format numai am zeci.

2. Inmultirea numerelor pind la 10, cu un numdr format din zeci $i uni-
tati.

3 Tnmultirea numerelor mai mici decit 10, cu un numair format numai
din sute.
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4. Inmulfirea numerelor mai mici decit 10, cu un numir format din
sute, zeci si unitati.

Inmultirile de tipurile mentionate mai sus vor fi cunoscute atit in cazurile
in care ele se fac fird trecere peste ordin, cit si in cazurile in care ele se fac
cu trecere peste ordin.

Aflarea produsului se va face atit oral, cit si in scris, cu asezarea numere-
lor unele sub altele. Nu se va insista asupra calculului oval in carurile greoave,
preferindu-se folosirea timpului, in astfel de situatii, pentru formarea unor de-
prinders trainice de calcul in scris.

B. INDICATII METODICE PENTRU PREDAREA TEMELOR
DIN CAPITOLUL [l

(Numir de ore, orientativ = 20)

TEMA 1. INMULTIREA CIND UN FACTOR ESTE O SUMA

Scop: Cunoasterea inmultirii numerelor naturale cind un factor este o su-
md, fird a efectua in primul rind suma respectivi, ca in exemplele:

3X(2+5)=(3%X2)+ (3x5) si 24+ 4)x3=(2x3) + (4x3)
SR N6 e g2
= 21 = 18
Material didactic
Pentru invdgdtor: Trusa pentru studiul numerelor naturale (panoul 12).
Recomandiri metodice pentru predarea temei
Textul din manual si indicatiile de mai jos vor permite invatatorului

sd-si elaboreze lectiile cu usurinti.
Rezolvarea problemei de la ~Exemplu® urmireste deducerea celor dowud

modurt de inmulfive @ uwnui numdr cu o sumd:

IX(245) =
a) Se face tntii adunavea §i apoi twmulfivea:
3X(24+5) =3x7=21

b) Se immulteste numdrul, pe vind, cu fiecare termen al adundrii, apoi se
adund produsele obfinute:

3X(2+ 5) = (3X2) + (3x5)
= 6 + 15
]
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Fig. 94 ks : © Fig. 95

Atentia elevilor va fi vefinutd mar ales asupra acestui din wrmd procedeu,
care este intilnit pentru prima dati si de care va fi nevoie in lectiile urmitoare.

Al doilea mod de mmuliire a unui numdr cu o sumd va fi dedus si indepen-
dent de problema dati ca exemplu, wilizind panoul 12 din trusa gbeutm studiul
wwmerelor naturale. -

Tn acest scop, pe panoul 12 se formeazi mulfimi model pentru cei doi
factori 3 si 2 4 5, asa cum se vede in figura 94. Se reprezintd apoi prin puncte
elementele multimii produs, aga cum aratd figura 95. Se observa cd mudfimea
produs, care are 3X (2 + 5) elemente, este formata din reuntunea a doud wmul-
gimi disjuncte, una avind 3 X 2 elemente st una amnd 3x5 elemente. Deci
se poate scrie:

3x(2 4 9= (3x2) 4 (3X3) «

Continutul dedus astfel din lucrul pe panoul 12 al trusei va fi intuit pri-
vind figura 29 din manual.

Rezolvarea problemei de la ,Alt exemplu® urmdreste deducerea celor
doud moduri de Twmulfive a wnei sume cu un PUMAar:

. (24 4) X3 =
a) Se face adunarea st apoi inmulfivea:
(- A x 3 ="6x35= 18

b) Se immulteste fiecare termen al adundrii, pe vind, cuw nwumdrul dal, apot
se adund produsele objinule:

(2 -+ 4)X3 = (2x3)+ (4% 3)
= N
=18

Desi primul mod de lucru pare mai simplu, se va da atentie celui de al doi-
lea mod, care va fi necesar in lectiile urmétoare.
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Deducerea celui de al doilea procedeu, folosind panoul 12 din trusa pentru
studiul numerelor naturale, este sugerati de figura 30 din manual si se va
face procedind asemdnitor cu cazul anterior.

Numai dupd ce se rezolvd un nuwmdr suficient de exercifii s probleme numnie-
yice care conduc la inmultiri ce au unul din factori o sumad, se va face obser-
vatia ¢l oricare ar fi numerele naturale a, b, §i ¢, putem scrie:

X (b c) = (axb)4 (axc)

(b4c)xa= (bxa)4 (¢Xa)

Se va atrage atentia elevilor ci aceste egalildfi reprezintd scvieri prescurtate
a regultlor de inmulfive @ unut numdr cu o swnd, respectiv, a unei sume cu Un

nuandr, si ci regulile vespective se pdstreazd chiar dacd suma are mar mult de
dov terment.

Se vor efectua exercitii de felul:
2 (144 3) = X 1)+ (2% 3) + (2x4)
(14+344)x2 = (1x2)+4 (3x2)+(4x2).

Indicatii privind rezolvarea unora din exercitiile
si problemele propuse la tema 1

Problema 2 (dupa ,Exemplu®).

Primul mod: 24- 8 = 10 Un borcan cu smintini costd 10 lei;
4% 10 = 40 4 borcane cu smintini costa 40 lei

Rezolvarea poate fi scrisd:
4% (2 48) = 4x 10 = 40
' Rispuns: 40 lei,
" Al doilea mod:
4 x 2= 8 4 borcane goale costﬁ 8 lei:
4 % 8 = 32 smintina din borcane costi 32 lei;

8 +32 =40 4 borcane pline cu smintind costd 40 lei.

Rezolvarea poate fi scrisid:

(4X2)+ (4x 8) = 8+ 32 = 40

) Rispuns: 40 lei.
Se constatd ci: 4% (2 +8) = (4x2)+ (4x8) =

57




PR

Observatii
1. Scrierea textului aflat mai sus in dreapta fiecirei operatii nu este obli-
. . . 9; 11
gatorie, el constituie elemente ale unuz plan de vezolvare, care poate fi ,oral®.
Rezolvarea, cu planul de vezolvare in scris, poate fi redactatd si astfel.:
Pentru prima rezolvare:

1. Costul unui borcan plin cu smintini

28 — 10
2, Costul a 4 borcane cu smintind
: 4% 10 = 40
Rispuns 40 lei.
Pentru a doua rezolvare:
1. Costul a 4 borcane goale:
4x2 =238
2. Costul smintinei din 4 borcane:
4% 8 = 32
3. Costul a 4 borcane cu smintini:
8432 =40 Ridspuns: 40 lei.

Desigur, dupd fiecare rezolvare se poate scrie si formula numericd de
rezolvare: :

4% (248) = 4x 10 = 40
respectiv (4 X 2) 4 (4 X 8) =8 432 = 40
observind cd: 4x (24 8) = (4x2)+ (4x8).

La fiecare problemd invititorul va decide daci este cazul si se scrie, sau nu, planul
de rezolvare, precum si modalitatea de scriere, in functie de [conditiile concrete ale clasei
In orice caz, nu se va face abuz de text tn vedactarea planului st nici numdyul troblemelor vezolvate
cu plan scvis, nu va fi prea mare.

2. Clasificarea numerelor naturale in ,abstracte” (7; 5; 8; ...) si ,,concvete” (7 bg; 5lei;8mere,..,
trebuie evitatd. In muljimea numerelor naturale nu cx1:4d elemente ca 7 kg®, 51t sau ,,8 mere.
Asemenea expresii au o utilitate de necontestat, dar nu sint numere naturale. Ele sint alcituite
din dovd piérti distincte: prima este un numir natural (ca: 7;578;..); a [doua este
numele (sau simbolul) unititii de mésurd a unei mirimi [sau a elementelor unei mulfimi
(kilograme; lei; mere;...).

3. Rezolvarea problemelor cere efectuavea umor operais cu numerele date
in problemd si cu numerele rezultate din astfel de operatii, in cazul nostru
operatil cu numere naturale, singurele nwuwmere cunoscute pind acum de elem'..
Aceste operatii trebuie sd@ ne conducd de la datele problemes, la vexuliatul ei.
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bservind ci ,,7 kg" sau ,5 mere” nu sint numere naturale, scrierea ,,8 meve--4 mere"
nu este o adunare de nuwmere naturale, viminind invaluita in mister, pind la precizarea Semnificatiei
matematice a wnor expresii ca ,,7 kg" saw 5 mere®.

In consecintd, in scrierea »operatiilor” prin care se rezolvi o problemi este de preferat
a nu specifica natura unitdtilor reprezentate de numere, obtinind astfel numai operatii cu pu-
mere naturale, cum ar fi;
8 +4=12
care sint bine cunoscute de elevi.
Dacd totusi se folosesc scrieri de felul:
8 mere + 4 mere = 12 mere
sensul care li se poate da (deocamdati) este acelasi cu al scrierii
8+4=12
adici sensul unei operatii cu numere naturale, deci addugarea unititilor in scriere, nu modifics
cu nimic sensul avut in absenta lor.

Evitarea scrierii unitdtilor este vecomandatd si de alte considerente. Astfel, pentru rezolvarea
problemei ,,daci un borcan costi 3 lei, cit costi 4 borcane identice ?, luind ca date ,,3 lei”
si ,,4 borcane”, rispunsul se obtine prin operatia:

4 Lorcane x 3 lei = 12 lei

efectuard intre datele problemei. in realitate, conform sensului avut de primul factor al inmul-
tirii, acela de a spune de cite ori trebuie luat ca termen al adunirii al doilea factor, este vorba
de a Ina de 4 ori cite 3 lei, ceea ce s-ar scrie mai potrivit:

4 x 3 lei = 12 lei,
Aeccasta este tnsd o ticonsecventd, deoavece la unele nimere se specificd unitdtile (3 lei), la

alltele nt (4 si nu ,,4 borcane®),

Fie acuma problema: ,,Un copil are 5 pere si cu 2 mere mai multe decit pere. Cite mere
are acel copil?

Datele problemei fiind ,,5 pere” si ,,2 mere", rezolvarea va consta in efectuarea unor ope-
ratii intre aceste date; respectiv:

J pere + 2 mere = 7 mere.
ceea ce ,nu merge’” este fdrd sens. Se pare ci ar trebui si scriem:
5 mere + 2 mere = 7 mere

dar in acest mod am introdus in operatic ,,5 wmere”, cave nu se afld printre datele problemei.
Renuntind 1a scrierca unitdtior, rezolvirile ultimelor dous probleme se scriu cu ajutorul
urmatoarelor operatii cu numere naturale

4% 3= 12 ; Rispuns: 12 lei

si S54+2=7 Rispuns: 7 mere,

dispirind inconvenientele mentionate mai sus.
Renunjarea la specificarea unitdgilor tn scrierea operatiilor nu exclude, ci obligd la gdsirea.
naturii unitdgilor numdrului obtinut ca vezultat *.

* In acest scop se poate folosi conventia de scriere: 4 x 3 = 12 (lei); 54 2 = 7 (mere),
in care natura unititilor rezultatulni este mentionatd in parantezd ca o informatie suplimentari,
fird ca paranteza si fie priviti ca ficind parte din ,numérul” obtinut la rezultat.
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Problema 3 (dupi , Exemplu®)
Primul mod:

6-+5= 11 Lungimea si litimea dreptunghiului au, impreuni,

I

2x11 =22 perimetrul dreptunghiului are 22 m.

Rezolvarea poate fi scrisi:
2x(645) =2x11 =22

Réspuns: 22 m.

Al doilea mod:

2xX 6=12 doud lungimi au fmpreuni 12 m:
2x 5=10 doud litimi au fmpreuni 10 m;
12 4+ 10 = 22 . perimetrul dreptunghiului este de 22 m.

Problema 2 (dupi , Alt exemplu®)
Primul mod:

Srel- 7 <10
10 X 5 = 50

Mama a cumpdrat in total 10 kg cirese;
10 kg cirege a 5 lei kilogramul au costat 50 lei.
Rezolvarea poate fi scrisi:

BLTx 5= {ax5~ 50

Raspuns: 50 lei.
Al doilea mod: :

3 < S 15 3 kg cirese au costat 15 lei;
756 5= 3D 7 kg cirese au costat 35 lei;
15 +35=150 toate ciresele au costat 50 lei.

Rezolvarea poate fi scrisi:

(3% 5)+(7x5) = 15435 = 50
Rispuns: 50 lei
Se constatd cd: 34+ 7)X5 = (3x5)+ (7x5) = 50

Problema 3 (dupi , Alt exemplu®)
Primul mod:
544= 9
9 x 4.— 36
Rezolvarea poate fi scrisi:

(54+4)x4=9x4=36

Ancuta a cumpdrat in total 9 caiete;

9 caiete a 4 lei bucata au costat 36 lei.

Rispuns: 36 lei.

Al doilea mod:

5x 4=120 5 caiete au costat 20 lei;
4% 4=16 4 caiete au costat 16 lei;
20 --16 = 36 toate caietele au costat 36 lei.

Rezolvarea poate fi scrisi:
(5x4)+ (4x4) = 20+ 16 = 36

Riéspuns: 36 lei.

Se constatd: (5+4) x4 = (5x4)4 (4x4) = 36.

TEMA A 2-a: INMULTIREA CU MAI MULTI FACTORI

Scop: Cunoasterea regulii de inmultire a trei numere naturale:
DXL =056 2) %3
si extinderea ei la patru numere naturale:
' 2X4X1X7T = 2x4)x1xT = (8x1)x7

etc,

Nu se va insista asupra scrierii cu paranteze, ci asupra tehnicii de gisire
a produsului inmultind primul factor cu al doilea, rezultatul cu al treilea,
s.a.m.d.

Nota: Elaborarea lectiilor nu poate crea dificultiti. Se va avea grija
«ca exercitiile propuse si nu conduci la inmultiri incd neinvatate.

TEMA A 3-a: ASOCIATIVITATEA INMULTIRII

Scop: Cunoasterea posibilititii de efectuare a fnmultirii a trei numere
maturale pe oricare din cdile:

2HIRA =20 Aed; | 203 = D50 (8 ).

Prima cale este insdsi definitia inmultirii a trei numere naturale. A doua
cale devine posibild dupd ce dovedim ci avem:

(2 3jxa—=2x(35%4)

adica dupd ce este pusd in evidentd proprietatea de asociativitate a inmultirii
numerelor naturale.

Material didactic

Pentru tnvdtdtor: Trusa pentru studiul numerelor naturale (panoul 12),
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Recomandiri metodice pentru predarea temei

Rezolvind problema datd ca exemplu in manual la tema respectivi,
se stabileste ci avem:

(2% 3) 4 = 2% (3 4)

de unde rezultd cd latmmuliivea a trei factori putem tnmuli primul factor cu
al doilea st produsul obfinut il tnmuliim cu al treilea factor, sau, tnmultim facto-
vul al dotlea cu al treilea, apoi tnmultim primul factor cu produsul obfinut la
inmulitrea anterioard.
» Se atrage atentia elevilor ci egalitatea
(25 3) x4 = 2 (34

care exprima proprietatea de asociativitate a inmultiris poate fi dedusd independent
de problema rezolvatd, utilizind panoul 12 din trusa pentru studiul numereloy
naturale.

In acest scop pe panoul 12 formim multimi model pentru factorul 2 x 3,
scris sub forma 3 -+ 3, si pentru factorul 4, asa cum arati figura 96. Se repre-
zintd apoi elementele mulfimii produs, asa cum arati figura 97.

Sd observidm cd muliimea produs, care are (2x 3) X 4 elemente, este for-
matd din rewniunea a doud multimi disjuncle, fiecare avind 3 X 4 elemente.
Asadar, numarul elementelor reuniunii poate fi scris:

(3x4) + (3x4) = 2x(Ix4).
Avem numadrul elementelor reuniunii scris in doud moduri:
(2% 3)x4 sl 2x(3x4).
Rezulta:
(2x3) x4 =2x(3x4)

tocmai ce am dorit si aritim.
Continutul dedus mai sus cu ajutorul panoului trusei va fi intuit privind
figura 31 din manual.

(e®oco =4
© ¢ 0 0 4
P . () (Teee 5
(@) (C = ) el |[(e @ ce D
o [ 0 ol [((e @ ® @ )
el |C ) = B
(= D )
c = -~ )4.2»{351.)
C ) & )
C o) o [((® @ o0 )
o[ =) of (® e o @ )
el |C )
e = :JQ-.. = D
vx = Y
2x3 (2x3)x4
2x3
Fig. 96 Fig. 97
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Indicatii privind rezolvarea unora din exercitiile
si problemele propuse la tema a 3-a

Problema 2

Prima rezolvare:

Ix2= 6
Hx5 = 30

S-au cumpdrat in total 6 kg de fructe;
Toate fructele au costat 30 lei.

Rezolvarea se poate scrie:

(3X2)x5 = 6x5= 30, Rispuns: 30 lei.

A doua rezolvare:

23 5= 10
310 = 30

Fructele dintr-o pungi au costat 10 lei;
Toate fructele au costat 30 lei.

Rezolvarea poate fi scrisa:
3x(2x95) = 3x 10 = 30.
Se constatd ci: (3x2)X5=3x(2x5) = 30.

Raspuns: 30 lei.

Problema 3

Prima rezolvare:

2%3= 6
63 =18

In 2 grupe de copii sint 6 rinduri;
In cele 6 rinduri sint 18 copii.
Rezolvarea se poate scrie:

(2x3)x3 = 6x3 = 18, Raspuns: 18 copii.
A doua rezolvare:
Ix3= 9
2x9="18
Rezolvarea poate fi scrisi:

2% (3%3) = 2X9 = 18.
Se constatd: (2X3)x3 =2x(3x3) =18
TEMA A 4-a: INMULTIREA CIND AVEM FACTOR PE 10 SAU 100

Scop: Deducerea regulilor de calcul si formarea deprinderii de aplicare
a lor, pentru a putea fi folosite la efectuarea inmultirilor in cazurile care vor
fi analizate ulterior.

In 3 rinduri ale unei grupe sint 9 copii;

In cele 2 grupe sint 18 copii.

Rispuns: 18 copii.

Recomandiri metodice pentru predarea temei
In subtema (2°) ,, Inmultirea cu 100 a numerelor pind la 10%, punctul (b),
se va sublinia ci proprielatea de asociativitate ainmultirii face posibile scrievile:

0% (10X 10) = (0x 10) X 10 si 1% (10X 10) = (1x 10) X 10
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prin cave tnlocuim operatiile necumoscute tned, 0 X 700 gi 1x 100, cu altele
cunoscute, 1 X 10 s vespectiv 1 x 10 g1 70 X 70.

De asemenea, la subtema (3°) ,,Tnmul‘;irea cu 10 a numerelor formate
numai din zeci®, se va sublinia ci tot asociativitatea inmultirii permite scrierea:

(4% 10) x 10 = 4% (10 x 10)

prin care inlocuim inmultirea 40 X 10, incd neinvitatd, cu inmultirile 10 X 10
si 4 x 100, care sint in acel moment cunoscute.

La subtema (4°) ,, Inmultirea cu 10 a numerelor formate din zeci §i unititi®
se va atrage atentia cii, deoarece inmulfirea este distyibutivd fapd deadunare,
putem scrie:

(30 4+ 2) x 10 = (30 10) 4 (2% 10).

Astfel, tnlocuim o tnmulfire incd necunosoutd, 32 X 10, cu inmulitrile cunoscute
in acel moment, 30 X 70 st 2 X 70.

TEMA A 5-a: INMULTIREA FARA TRECERE PESTE ORDIN

Scop: Deducerea regulilor de calcul oral in situatiile noi analizate, folo-
sind regulile de calcul deja cunoscute si proprietitile inmulfirii. Deducerea
regulilor de efectuare in scris a calculelor respective, cu scrierea numerelor
unele sub altele. Efectuarea expeditivd a calculelor, oral si in scris.

Recomandiri metodice pentru predarea temei

Elaborarea lectiilor de cdtre invititor pe baza textului din manual nu
poate prezenta dificultiti, dacd se va tine seama si de indicatiile de mai jos:

La fiecare sublemd, punciul (a) intitulat ,Operagii ajuldtoare” este destinat
deducerit regulii de calcul oval, prin reducerea situajier not, incd mnecunoscule,
la altele deja tnvdtate, cu ajutorul proprietatilor cunoscute ale Tnmuliirii.

Astfel, asociativitatea inmuliivii permite la sublema (1°) si se afle produsul
2 % 30, efectuind inmultirile deja cunoscute 2 x 3 5i 6 x 10, iarla subtema (3°)
permite si se afle produsul 3 x 200, efectuind inmultirile deja cunoscute
33X 2 5.6 < 100,

Aseminitor, faptul ci fnmulfivea este distributivd fagd de adunare, pérmite
la subtema (2°) si se afle produsul 3 x 21 efectuind inmultirile cunoscute
3 % 20 si 3 x 1, iar la subtema (4°) permite sd se afle produsul 3 x 213,
efectuind inmultirile cunoscute 3 x 200, 3 X 10 si 3 x 3.

Se observi ci aici este nevoie a cunoaste twmulfivea unui numdr cu o Sumd
de trei terment, fapt asupra ciruia trebuie atrasi atentia elevilor.

Odati ,surprinsi® regula de calcul oral prin scrierea aflatd in manual
in coloana din stinga (sub ,Operatii ajutitoare”), aceastd reguld a fost scrisi
prescurtat in coloana din dreapta, alaturatd.
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Scrierea din coloana stingd va fi ficutd la tabld si in caiet numai cu ocazia
primei deduceri a regulii. Ulterior, calculul produsului se va face oral, in baza
regulii gésite, scriind ,direct” rezultatul inmulfiri:
2 X 30 = 60

La fiecare sublemd, punctul (b) intitulat ,,Calculul in scris® este destinal,
asa cum spune v tithul, deducerii reguliv de calcul in scris.

Aceastd deducere se fice folosind efectuarea tnmulfivii prin adunare vepe-
tatd, efectuarea in scvis a adundrii st efectuarvea adundriv repetale prin inmulfire.

Si luim ca exemplu 2 X 30 = .
Reproducem textul din manual:

Deducerea regulii:

L=
XX

2 % 30 = 30130 = 304 .

I

Asezarea convenabild a calculului:

— 60 30 30
1 60 2
| | 60

Avem: 2 X 30 = 60.

Din textul reprodus se vede cd sint parcurse mai mulle etape:

a) Se calculeazd produsul 2 x 30 scriind inmultirea ca adunare repetata
si efectuind aceastd adunare dupa procedeul obisnuit la adunarea in scris.

b) Se observd cia adunarea unititilor de acelasi ordin scrise intr-o coloand
este de fapt o adunare repetatd, deci poate fi efectuatd prin inmultire, asa

cum s-a si notat deasupra fiecarei coloane.

¢) Inlocuind adunarea pe coloane cu inmultirile 2 X 0 si 2 X 3, acestea

dau cifrele produsului. Pentru efectuarea lor este mai convenabild scrierea:

30 x cu sensul 30 x care da 30 x
2 2 2
60

Observdm ci aceastd scriere pistreazi semnificatia factorilor avutd in 2 % 50 de: 2 ori 30.
In adeviir, in exprimarea obisnuitd, efectuind inmulfirea cu numerele scrise unele sub
altele, zicem ,de 2 ori 0" si,de 2 ori 3 (zeci), 2 pistrind sensul de a spune de cite ori
se repetdi celdlalt factor ca termen al adundrii.

Elevii vor folosi doar prima scriere, si a treia.
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Indicatii privind rezolvarea unora din problemele propuse
la tema a 5-a

Problema 5 (subtema 2°)
Primul mod:

24012 =33
3% 33 — 99

Un stilou si un pix costd 33 lei;
3 stilouri si 3 pixuri costd 99 lei.

Rezolvarea poate fi scrisi:

Bax(21 < 12) = 3 % 33 — 99 Rispuns: 99 lei

Al doilea mod:

3% 21 =63 3 stilouri costi 63 lei;
3 x 12=236 3 pixuri costd 36 lei;
63 + 36 =99 3 stilouri si 3 pixuri costd 99 lei.

Rezolyarea poate fi scrisa:

(3 x 21) + (3 x 12) = 63 4 36 = 99.
Se va observa: 3 X (21 4 12) = (3 x 21) + (3 x 12) = 99.
Problema 6 (subtema 3°)

Prin incerciri, gisim:

a)im=H4;b) {0:1;2:3); ¢) {0:152;3;4}.

Problema 7 (subtema 3°) '

Prin incerciri, gisim: B = {2; 3; 4].

Problema 8 (subtema 4°)

Prima rezolvare:

1°. Cit costd o rochie si un pulover? 1) 2314 2) 443%
231 == 212 =443 212 2
443 886

2°, Costul a 2 rochii si 2 pulovere:
2 x 443 = 886

Rispuns: 886 lei,

Rezolvarea se poate scrie:
‘ 2 x (231 4 212) = 2 X 443 — 886.

A doua rezolvare:

1°. Aflim cit costd 2 rochii: E2%15c " 2) 212
2 % 231 = 462 j 2 2
462 424

66

Raspuns: 99 lei.

2°. Aflim cit costd 2 pulovere:
2 % 212 = 424

3) 462+
424

886

3°. Costul a 2 rochii si 2 pulovere: g
462 4 424 — 886
Rispuns: 886 lei.
Rezolvarea poate fi scrisd:
(2 X 231) 4+ (2 X 212) = 462 + 424 — 886.
Problema 9 (subtema 4°)

Prima rezolvare:

3 % 101 = 303 Lungimea este de 303 dam;
101 4~ 303 = 404 lungimea si litimea au impreund 404 dam;
2 x 404 = 808 perimetrul dreptunghiului este de 808 dam.
A doua rezolvare:
3 x 101 = 303 Lungimea are 303 dam; '
2 x 101 = 202 cele 2 lifimi au, impreuni, 202 dam;
2 % 303 = 606 cele 2 lungimi au, impreund, 606 dam ;

202 - 606 = 808 perimetrul dreptunghiului este de 808 dam.

TEMA A 6-a: INMULTIREA CU TRECERE PESTE ORDIN

Scop: Deducerea regulilor de calcul oral si in scris. Formarea deprinderilor

de calcul si de aplicare a cunostintelor in rezolvarea problemelor.

Recomandiri metodice pentru predarea temei

Lectiile se vor desfisura dupid o tehnologie didacticd aseménitoare celei
folosite la tema a 5-a.
Subliniem in continuare unele aspecte mai importante:

SUBTEMA 1°

La punctul (a) ,Operatii ajutitoare” se va atrage atenfia elevilor cd folo-
sirea asociativitdtii inmultirii face posibild trecerea in calcularea produsului
4 % 30, de la etapa: 4 X (3 X 10) Sl

la etapa:
(4 % 3) X 10
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si prin aceasta, in fond, se inlocuieste inmultirea necunoscutd incid, 4 x 30, |

cu inmultirile cunoscute 4 x 3 si 12 X 10.
La punctul (b) ,Calculul in scris®, vor fi evidentiate etapele:

@) Scrierea inmultirii folosind adunarea repetati:
4 X 30 = 30 4 30 + 30 -+ 30
si efectuarea adundrii obtinute folosind regula de calcul in scris:

30 4+
30
30
30

120

b) Observarea faptului ci, adunind , pe coloane®, la fiecare coloand facem
o adunare repetatd: 0 40 +0 +0; 3 +3 43 3. Acestea pot fi scrise:

0F04+0+0=4x0; 334343 =43%3.

Inmultirile respective dau unititile, zecile si sutele predusului. Pentru
sugerare, ele vor fi scrise (numai in primele exemple prezentate) deasupra
fieciirei coloane:

O
XX

30 -+
30

30 .
30

120
¢) Inlocuirea adunirilor pe coloane cu inmultiri face mai convenabild
agsezarea calculului:

care da 30 x

30 x cu sensul 30Xx
4 4 4
5 120

(Elevii nu vor folosi decit prima scriere, care se va completa transfor-
mindu-se in cea de a treia).

Se va observa cd, desi pentru prescurtare zicem ,,4 ori 0 egal 0“ si ,4 ori 3
¢gal 12¥, in realitate avem in vedere: 4 X 3 zeci— 12 zeci= 10 zeci 45
4+ 2 zeci = 1 sutd + 2 zeci. :

Asadar, trebuie si scriem la produs fiecare cifrd pe locul corespunzitor

ordinului unititilor pe care le reprezintd.
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SUBTEMA 2°

La punctul-(a) ,Operatii ajutitoare, s¢ va sublinia ci, intrucit inmul-
tirea este distributivi fati de adunare, putem trece in calcularea produsului .
3 X 47 de la etapa:

3 X (40 4+ 7)

la etapa: e 40) - (3 5
inlocuind astfel inmultirea necunoscufﬁ i‘néi, 3 X 47, cu inmultirile cunos-
cute 3 X 40 si 3 X 7. Aceastd observatie di regula de calcul oral:

3% 47 = (3% 40) (3 x-7):'="120 + 21
care va fi folositd pentru scrierea ,directd” a produsului inmultirilor de
acest fel: ST
| 3 X 47— 141

La punctul (b) ,Calculul in scris®, vor fi evidentiate aceleasi e’'ape ca la
subtema (1°)... WS S ; : ik "

In legiturd cu efectuarea adunirii repetate:

i : : : SoRY
o) P

@,
47 4
47

47

141 /-
se va observa c¢i suma unitatilor se poaté’calcula:
3x 7T=21=2 zeci + 1
cele 2 zeci urmind a fi adunate la suma zecilor, lucru sugerat prin scrierca

lui 2 deasupra coloanei zecilor.
Suma zecilor se poate calcula:

3 % 4 zeci + 2 zeci = 12 zeci + 2 zeci
— 14 7eai
= 1 sutd + 4 zeci.
In acest mod obtinem pentru produs cifra unititilor 1, a zecilor 4 si a
sutelor 1.
Toate acestea se pot ,gindi“ pe scrierea simplificata:

47%  cu sensul 47x - care dad @ sau - 47x

3 3 : 47 % s
Gy T 3 141
® X 5 A S
@e 141
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SUBTEMA 3°

1 Se foloseste sistemul de lucru expus anterior., De data aceasta trebuie
folosit faptul cd inmultirea este distributivd fati de o adunare cu trei termeni, |
pentru a inlocui inmul{irea necunoscutd inci 4 x 248, cu inmultirile cunoscute |
4 X 200, 4 X 40 si 4 X 8.

Indicatii privind rezolvarea unora din exercitiile
si problemele propuse la tema a 6-a

Problema 6 (subtema 1°)

Inlocuind, pe rind, elementele reuniunii in locul lui # din:
: 6 x n < 300 .
se gaseste ci scrierea este adeviaratd pentru orice element al multimii:
A — 12030501,
Inlocuind apoi, pe rind, elementele reuniunii in locul lui » din:
6 x n > 300
se gaseste scrierea adevirati pentru orice element al mulfimii:
B ={50; 70; 80; 90}.

Problema 7 (subtema 1°)

a) 40 x 7= 280; b) 20 x 8 = 160; c) 30 X 9 =270

60 x 7= 420 10 x 8 = 80 90 x 9 = 810
70 X 8 = 560 8055 9" — 720

SS9 — 430)

d) 40 X 5 = 200 10 x 5= 50 90 x 5 = 450
60 x 5 = 300 70 X 5 = 350 80 x 5 = 400
20 X 5 = 100 30 X 5= 150 50 X 5 = 250

Problema 6 (subtema 2°)
1°. Afldm citi lei a dat: _
(8 X 25) 4 (6 X 50) 4 (26 X 10) = 200 4 300 - 260 — 760,
2°, Ce rest trebuie si primeascd:
760 — 755 =5
A primit rest 5 lei. Aceastid sumai i se poate restitui in urmatoarele moduri:
@) 1 moneda de 35 lei;

b) 1 monedd de 3 lei si 2 monede de 1 leu;
¢) 5 monede de 1 leu.
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Problema 12 (subtema 3°, ca si problemele urmitoare)
Prin incerciri, gasim: ‘

il AR WSS I 0 f SO e G G e 6},
d) 2375 A0 65 T, :

Problema 14
(6 x 18) 4 (6 X 11) =

sau 6 x (18 4 11) =
care se efectueaza.
Problema 15
(6 x 13) 4 (6 x 10) 4-(6 X 7) =
si se fac operatiile respective.

sah 6 X (134 10 +7) =

Problema 16
(175 4 59) X 4 = 234 x 4 = 936 sau (175 X 4) + (59 X 5) =

— 700 4236 — 936
Pe toate cirtile s-a platit 936 lei.

Problema 17
O carte costd 3 lei. Se cumpird o datd 121 si altd datd 32 cdrti de acest

fel. Cit s-a pldtit in total?”
Oricare din cele doui scrieri date in manual reprezintd o rezolvare a pro-

blemei. Efectuind operatiile se gdseste:

(121 X 3) +(32 x 3) = 363 +-96 — 459 363+
96

: 459

sau: S (121 432) X 3 =153 x 3 =459 153 x
3

—_—

459

Problema 18
3 % (215 4+113) = 3 x 328 = 984 215 328 ¢
- 113 3

328 084

sau: (3 X 215) -+ (3 X 113) — 645 + 339 — 984 215x  113x 6454
3 3 339

645 339 984

Pe 3 costume fusti-taior s-au platit 984 lei.

Observatie. Problemele de la 14 la 18 vor fi rezolvate mai intii folcsind
planul scris de rezolvare, ficut in mod obisnuit, pentru fiecare problemd
dindu-se doud rezolvdri. Dupd fiecare rezolvare se va scrie solufia condensat,
sub una din formele date mai sus, corespunzatoare situatiei respective.
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Problema 19

O camasi costd 112 lei si o cravatd costd 49 lei. Cit se va pliti pe 3§ ca-
misi si 5 cravate?

Oricare din cele doud scrieri date in manual reprezinti o rezolvare a pro-

Capitolullv : !

iIMPARTIREA NUMERELOR NATURALE

blemei. Efectuind operatiile se giseste: EKREA$| SU TRECERE PESTE ORDIN,
(5 x 112) 4 (5 X 49) = 560 - 245 = 805 112X 49% 560 + . CIND IMPARTITORUL NU TRECE DE 10
5 5) 245
560 245 805
sap: 5 X (112 4 49) = 5 x 161 — 805 12 aisnss A. SCURTE OBSERVATII ASUPRA CONTINUTULUI
49 ‘
ST |

" 1. OBIECTIVELE PREVAZUTE DE PROGRAMA SCOLARA

L. Folosind definitia fmpdrtirii cu ajutorul separirii dintr-o multime
a unor submultimi disjuncte doud cite doui, fiecare avind acelasi numar
de elemente, se va introduce impirtirea cu rest a numerelor naturale. Rela-
tille: 0 < 7 <?; d = (i X ¢) +7. Proba impartirii. Impértirea cu rest pre-
zentatd prin sciddere repetata.

2. Impirtirea fard si cu trecere peste ordin, cind impértitorul nu trece
de 10, grupind pe tipuri cazurile ce pot fi intilnite, dupd accesibilitate si
algoritmul de calcul. Vor fi folosite parantezele pentru punerea in evidenti

a rationamentelor. Pentru fiecare tip se va prezenta si asezarea calculului
in scris,

3. Exercitii si probleme simple. Problemele de aflare a unui numir »de
atitea ori mai mic“ decit un numir dat.

Exercitii de tipul: 5% = 970; -3 = 231; 500: 1 — 4.
Probele unora din fmpirtirile si {nmultirile ficute.

CU CARE TREBUIE SA RAMINA ELEVII

Tmpﬁr’,cirea cu rest a numerelor naturale, prin procedeele cunoscute de
separare a unel multimi in submultimi disjuncte doui cite doul, fiecare avind
H acelasi numar de elemente:

~_a) procedeul prin cuprindere, daci stim cite elemente trebuie si fie intr-o
submultime ;

b) procedeul prin pérti egale, daci stim cite submultimi trebuie formate.
Elevii vor cunoaste faptul ci impirtirea cu rest a numerelor naturale,

desi notata cu ,,: “ ca si impirtirea exacti, este o operatie distinctd de aceasta

\
* | 2. CUNOSTINTE S| DEPRINDERI
din urma. In adevir,

| | 14: 3 =

este o operatie imposibild daci este privitd ca impartire exacti si este o
operatie posibild dacd este priviti ca impirtire cu rest:

g 3i—4 (reat 2)
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Impértirea cu_rest nu exclude obtinerea restului 0, situatie in care ea
’ iy i [ i . . A w s
coincide cu fmpirtirea exactd. Dacd restul este diferit de O, impdrtirea se
numeste neexacta. e 1
impdrii cactd si impdrgr i si i particulare ale
Asadar, tmpdrfirea exacta v impdriirea neexactd sint cazurl p

impdrtirii cu rest. "
Tn mod nejustificat se considerd citeodatd impéirtirea neexactd ca fiind identicd cu impér-
tirea cu rest. In acest mod se pierde din vedere cd dach se obtine restul 0, acest rest este 1.111
numiar natural ca oricare altul, deci Zmpdrfive ,cu vest nw tnseamnd neapdrat Lmpdifire

meexactd”. - 3 w2y '
Privind imp#rtirea exactd si impirtirea cu rest ca pe doud operafil distincte este nermal
sd folosim si stmboluri de operatic distincte. Coincidenta simbolurilor poate genera confuzii. Aceste
confuzii se vor agrava mai tirziu, cind se vor introduce numerele rationale (multimea lor se

noteazi cu Q) pentru impértirca cirora se foloseste ot simlolul ,,:.
Astfel vom avea:

fird sens, dacd ,,: este imphrtirea exacti in N:

4, daca ,,:” este impdrtirea cu rest in N;

14 14 3
1

— daca ,,: este imﬁirtirea in  si s-a admis: 14 = —1—; 3=

5 143 —

Ce sens vom da atunci scrierii’ 14: 3, in cazul in care nu ni se fac alte precizdri? In mod
normal, ar trebui si lufm in consideratie, pe rind, toate ce le trei sensuri posibile, ceea ce devine

complicat. ] ) - ) ey
Tesirea din impas ar oferi-o folosirea de simboluri diferite pentru operatii diferite, de exem-

et v A * 3 = : a . e u fma
plu 2" pentru impértirea exactd in N, " pentru impéartirea cu rest_m N si,,: pe{ltr

pirtirea in Q. Cu aceste notatii:

14
14 = 3 = {ard sens; 14 ] 3 =4; 14:3:?.

Tntroducerea unor simtoluri intimpind insi o serioasi opozitie sub motiv ci s-ar complica
mult scrierea (este si greu de schimtat o indelungati obisnuintd). In aceasti situatie, respec-
tind traditia notatiei unice cu ,,:“, facem conventia ca, daci nu se fac alte precizdri,

scrierea:
14:3
4 fie considerati ca avind sensul din mul{imea cea mai cuprinzitoare, adicd din Q:
14
14: 3 = —
3
Daca stim cd scrierea:
14:3
este in multimea N a numerelox naturale, ea va avea sensul operatiei mai cuprinzitoare, deci
a’ impartirii cu rest;
14:3 =4

in toate cazurile in care nu se spune in mod expres ca este vorba de o impartire exacta, sau con-

textul nu obligd a considera o astfel de fmpdrtire.
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Uneori se sustine cu destuld insistentd ci nu este bine a complica lucrurile pentru co-
pii mici, separind impirtirea ,exacti”, de aceea ,cu rest”. Ce atitea impirtiri? Si se voibeascy
de o singurd impirtire, si gata.]

Sugestia nu este rea, dacd lucrul ar fi posibil. Cam tfendinta de simplificare a studinlui timpdre
pirii 1-iumerelor naturale nu este noud, si vedem ce s-a realizat pind in prezent.
In mod neindoielnic, fmpdrtiri de felul:

672 =28 si 59:3 = 19
4 3

16 20

i 27

== —2

se studiau in scoala primard inainte ca elevii si cunoasci alte numere decit cele naturale. Era
deci vorba de impirtirea exacti si impiirtirea cu rest a numerelor naturale.

Este adevirat ci nu Se prezentaw ca operatii distincte una de alta, ¢i ca o singurd operatie,
care Se dorea a fi accea mai generald, deci aceea cu vest. Dar la fel de adevirat este ci
singura definitie ce se da tmpdrfirii numerelor naturale era, in esentd, ,operatia tn care, dindu-se
profusul a doud numere 5i wnul din ele, se afld celdlalt numdr”. Ori, aceasta privea, in realitate,
doar fmpdrlivea exactd.

(Cu o astfel de definitie scrierea 59: 3 = este o impirtire imposibili, neputind gisi un
numdr natural care inmultit cu 3 si dea produsul 59. Mai exact, scrierea 39 ; 3 nu are sens mas
tematic, citd vreme folosim pentru impirtirea numerelor naturale definitia de mai sus, si ,efec-
tuarea” impdrtirii 59: 3 = 19 ficuti mai sus este o farsd).

In acest mod devine evident ci se spunea, ,fmpdrtire” in loc de ,fmpdrtive cu vest™, ceea
ce nu era rau, aceasta confinind-o pe cea exactd ca pe un caz particular. Ca definitie @ ,Smpdr-
firii" vespective se lua tnsd definifia tmpdrtivii ,exacte”, ceea ce era gresit, deoarece nu cuprindea

impértirea ,neexacti” inclusi in impirtirea ,cu rest”,

Care ,impdrfire" se efectua tn practicd? Aceea cu rest,adich tocmai aceea care nu fusese
definitd. Ea intra astfel in mod clandestin in matematici, siapoi era folositd ca ceva bine cunoscuf
ds toti. (Chiar la efectuarea impirtirii exast2 se folossste, pz etapele intermediare, si impirtirea
cu rest, cum se poate ugor constata mai sus la impirtirea 56:2.)

Se desprinde necesitatea definirii corecte a Impdrtirii cu rest a numerelor naturale, in orice
manual scolar care foloseste aceastd operatie.

S3 precizam acum citeva notiuni, asa cum sint ele in matematica actuald.

Q reguld " cave ne conduce de la elemzntele a st b din multimea E, luate in aceastd ordine.
la cel multun element ¢ din E (saw la niciunul) defineste o operatie (internd binard ) tn mulfimea E,

Se noteazi:

a#b = ¢ (citind ,,a operat prin ,+" cu b este egal cu ¢").

In scrierea ax b simbolul + are o dubld semnificafic.

Prima este aceea de ,operator, regula # indicind clar procedeul prin care plecind de la
elemzntels a si b din E, luate in aceastd ordine, se ajunge la ¢ din E.

A doua este aceea ds a ,unifica” scrierea a = b intr-un ansamblu de simboluri cu care se
poate nota elementul ¢ din E

a* b=c¢.

i1 adevir, folosind rolul de operator al lui ,+* pitem ajungs de la cuplul (@, b) la ¢, Asadar
daci ni se di scrierea @ * b, ni se di de fapt si cuplul (a, b) siregula ,x“, deci ni se di in
fond ¢ (chiar dacd indirect).
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Din cele de mai sus rezultd ci, indiferent cum este formulatd, din definitia ovicdrei ope-
rafii (interne binare ) niu trebute si lipseascd:

@) Precizarea fard echivoc a multimii E tn cave se face operatia respectivi.

b) Continutul concis dar clar al regulii de operatie,  astfel incit, pe baza ¢i, sd putem ajunge
de la_ elementele a si b din E, la elementul ¢ din E, rezultatul operatiei = efectuate intre
a si b.

S revenim acum asupra definitiei impirtirii sub forma ,operafia in care se da produsul
si unul din factori si trebuie aflat celdlalt factor”.

Se spune, de exemplu:

15: 3 = 5 deoarece 5 x 3 = 15.

Dar, cum s-a glsit citul 5? Definifia nu indicd, asa cum ar trebui, procedeul prin care plecind
de la detmpdrfitul 15 si de latmpdrtitorul 3, sintem condugsi la citul 5. Ea oferd doar un mijloc de
verificare dacd citul, aflat nu se stie pe ce cale, este corect san nu.

o

Asadar, definifia mentionati nu conferi operatorului ,,:“ continutul necesar pentru a fur-
niza rezultatul operatiei, ea nu permite ,efectuarea” operatiei, ci doar ,proba ei”. Este clar
od, de fapt, nu avem de a face cu o definifie, ci cu o proprietate a impdrtfirii exacte, proprietate
care ar trebui formulatd ,la orice impirtire exactd produsul citului prin impdrtitor este deimpér-
titul® si dedust dintr-o definifie care sd permitd efectuarea operafier respective, definitie care nu
a existat pind acum in manualele scolare.

M

Situatfia este identicd cu aceea intilnitd la scidere, care era ,definitd" ca ,operatia in care
se di suma a doud numere, si unul din numere, si trebuie aflat celilalt numir”. Aceastd
formulare oferd posibilitatea de verificare a rezultatului sciderii, dar nu si a efectuérii ei, fiind
cu totul necunoscutd calea pe care, pornind de la descizut si scizitor, s-ar putea ajunge la
diferentd. Se impunea, deci, o definitie care si permitd efectuarea sciderii.

‘Din cele de mai sus rezultfi ci este necesar a prezenta cunostintele cit mai simplu, fard
ca din dorinta simplificirii si amestecim in asa misuri lucruri distincte, incit, ele si rdmind
pentru totdeauna confuze in mintea elevilor, Prin aceasta le credm dificultiti.mult mai mari
decit efortul pe care ar trebui si-1 facem pentru a intelege, pe masura posibilitatilor lor, esenta
cunostintelor care li se transmit. ’

Pentru nivelul de invAtimint ciruia ne adresim, definifiile cu mulfimi pe care le-am pre-
zentat si pentru scddere si pentru tmpdriive sint perfect accesibile, fiind suficient de stmple si fr
acelasi timp corecte.

@

Dupi cum s-a mai spus, rezultatul ¢ al operatici ,»“ efectuate inire @ si b se noteazd

prin a*b:
axb = c.

Daci ,,:" reprezintd impdrtirea cu rest a numerelor naturale, atunci 14: 3 va reprezenta
numirul natural 4, rezultatul impirtirii cu rest a lui 14 la 3, adici:

14137 =4,

Fard precizarea multimii in care se opercazd si a sensului dat operatiei ,,:“, s-a vizut
ci scrierea 14: 3 poate si nu aitd sens matematic, si reprezinte numérul natural 4 sau si repre=
: 14 14 |
zinte numarul rafional — |§i— £ 4= —|-
3 ( 3 1)

Obseyvind cd, n cazul in care are un Sems, semnificafia scrievii 14: 3 este ambigud in
absenta unor precizdri suplimentare, se sustine uneori, pentru a inlitura ambiguitatea, sd nw
ce admitd scrievea lwi 4, rezultatul tmpdrtivii cu vest a lui 14 la 3 in mulfimea numerelor naturale
sub forma 14: 3. Cu alte cuvinte, si nu se admitd scrierea

B =
chiar daci este vorba de multimea numerelor naturale si de operatia de impirtire cu rest a
acestora.

Aceasid scriere, ca manierd de notave a rezullatului, nu poate fi vefuzald, deoarece refuzul ar
veni in contradictie cu teoria matematicd generald pe care am mentionat-o. Ar trebui atunci in-
troduse restrictii in teorie, din care si rezulte cind principiul respectiv de scriere a rezultatului
poate fi folist si cind nu. (Ar urma ci in unele situatii ,+“ pistreazi doar semnificatia de ope -
rator, pierzind cea de a doua semnificatie mentionati.) :

Dimpotrivd, este perfect justificatd vefuzarea folosirii lui ,,:" ca simbol de operatie peniru tm-
pdrfivea cu vest in N, ceea ce ar face si nu mai apard scrieri ca:

1453 = 4
ci, de exemplu
B8
dacd se foloseste ,,;" ca simbol al impirtirii cu rest in N.

In manualul de matematicd de clasa a I'IT-a nw a fost acceptat win now simbol pentru fmpdr-

Zivea cu vest, si, vezolvavea dificultdtilor de notatii ivite prin folosivea lui ,: pentrumai multe

operafii diferite a trebuit sd fie fdcutd prin introducerea unei conventii adecvate, pe care am spe-
cificat-o.

Pentru solutionarea problemei notatiilor se poate pune si alterﬂ.at‘i‘ua renuntdrit la studiul
tmpdrtivii cu rest al numereloy naturale. Aceasta ar fnsemna si o apreciabild simplificare a stu-
diului matematicii, ocazie ce nu ar trebui pierduti, daci nu ar apirea inconveniente deosebite.

Utilitatea tmpdrfirii cu vest a nwmerelor naturale pentru vezolvaveaunei mari vavietdi de pro-
bleme desprinse din practicd, precum §i fnsemndtatea ei in matematicd, fiind folositd in mod curent,
de exemplu, in sistemul de lucru al masinilor de calcul, face sd nit se poatd renunta la cunoas-
lerea acestei operafii.

Revenind la cunostintele si deprinderile cu care trebuie si rimini elevii,
subliniem necesitatea de a analiza, pe bazi de exemple, modul cum se afla
citul fmpdrtirii cu rest a doud numere naturale, cu ajutorul definitiei data
cu multimi, si de a observa ci rezultatul nu depinde de natura elementelor mul-
fumar folosite ca model pentru deimpariit.

Elevii vor fi condusi cu grijd si observe ci rezudtatul impdrtivii a doud
numere natwrale este acelasi, fie cd se gdseste prin procedeul prin cuprindere,
fie cd se gdseste prin procedeul prin parii egale, si, de asemenea, restul este acelasi
wndiferent prin care din aceste doud procedee se efectueazd tmpdrtivea.

Va fi pusd in evidentd si retinuti de elevi fiecare din relatiile d = (¢ x 7)-+-»
s1 0 < v < i. Pe baza lor se va face proba impdrtirii, remarcindu-se ci nict
una din ele, singurd, nu estesuficientd pentru a fisiguri cd impdriivea este covect
efectuatd.

Din utilizarea multimilor model pentru deimpdrtit si a separirii de sub-
multimi disjuncte cite doud fiecare avind acelasi numir de elemente, prin
oricare din procedeele prin cuprindere si prin parti egale, se va deduce posi-
bilitatea de efectuare a impirtirii prin scideve rvepetatd. Avantajul obtinut
este acela cd se poate afla citul st yestul prin calcul, fard a mai folosi multimi
model si separarea de submultimi disjuncte, ceea ce nu era comod.

Pe bazd de exemple elevii vor retine faptul cd impdrivea cu vest, ca si
cea exactd, nu este posibild dacd impdrittorul este zero.

Folosind diverse procedee de aflare a citului si restului impirtirii, se
vor face impdrtiri in situatia in care: impdrtitorul este 1, deimpdrtitul este
egal cu tmpdrtitorul ; detmpdrtitul este mai mic decit tmpdritorul.
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Deducind regulile de aflare a citului in diverse situatii se va ajunge treptat
la urmitoarea reguld generald, care se va folosi in practica fird a se cere
formularea verbala:

Se tmpart la impirtitor, pe rind, numerele unititilor de fiecare ordin
scrise in defmpirtit la locul ordinului respectiv, incepind de la (.)r‘dmele cele
mai mari, citre cele mai mici. Dacd la vreuna din aceste impdrtiri se ob’,tl_ne
rest diferit de zero, unititile restului se transformé in unitdti de ordin 1m¢dlat
mai mic si se adund cu unitifile de acest din urmd ordin, aflate in scrierea

numirului pe locul ordinului respectiv, apoi se face impdértirea lor la impartitor.

Restul rdmas la impirtirea unititilor este restul impartirii. Citurile suc-
cesive obtinute la impértirile mentionate anterior dau cifrele citului impdartirii.
in cazul in care citul primei impartirii de acest fel este 0, aceastd cifra
nu se scrie ca primi cifri a citului, ci aceea care se obfine la a doua
impdrtire.

B. INDICATII METODICE PENTRU PREDAREA TEMELOR
DIN CAPITOLUL IV

(Numir de ore, orientativ = 20)

TEMA 1: IMPARTIREA CU REST

Scop: Cunoasterea modului de stabilire a citului fmpirtirii cu rest,
in urma aplicirii procedeului prin cuprindere sau a celui prin parti egale.
Legitura care existd intre defmpirtit, impirtitor, cit si rest, i aceca care
existd intre rest si impiartitor: d = (¢ X @) +7;7 <4 Independenta citului
si restului impértirii de alegerea procedeului de efectuare, prin cuprindere
sau a celui prin pirti egale. Cunoasterea probei impdrtirii. Impirtirea prin
scidere repetati. Impirtirea la 1; impirtirea cind deimpartitul si imparti-
torul sint egali; impartirea cind deimpértitul este mai mic decit impérti-
torul.

Material didactic ,

Pentru invdgdtor: Trusa pentru studiul numerelor naturale (panoul 13).

Pentru elevi: Cutii cu chibrituri, boabe de fasole (cel putin 30) etc.

Recomandiri metodice pentru predarea temei

SUBTEMA 1°: IMPARTIREA CU REST EFECTUATA PRIN ,,CUPRINDERE"

(in manual ,Primul exemplu*)
a) Activitati desfdsurate cu elevii fdrd folosirea manualului
Se prezintd 14 discuri negre din trusd si se cere elevilor s separe; atit

- . L) - A - . A A
cit este posibil, submultimi disjuncte doud cite doud, fiecare avind cite
4 elemente. Se observi ci este vorba de folosirea procedeului prin cuprindere.
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Un elev va realiza practic separarea in submultimi solicitatd de invatator,
gisind 3 submultimi si rdminindu-i 2 discuri cu care nu mai poate forma
o noud submultime.

Invititorul va repeta rezolvarea problemei folosind panoul 13, pe care
va ageza cite 4 discuri negre in cite o submultime, pind ii vor ramine prea
putine discuri pentru a mai forma o noud submultime (figurile 98, 99, 100).
Prin numirare se gdsesc 3 submultimi (formate) a cite 4 elemente fiecare
si 2 discuri negre rimase in afara acestor submultimi.

Inlocuind cele 14 discuri negre cu 14 triunghiuri albastre, apoi cu 14
patrate rosii, se va constata cd numdrul submultimilor obtinute si numdérul
elementelor rimase in afara acestor submultimi nu depind de natura elemen-
telor multimii date, c¢i doar de numirul lor si de numadirul elementelor fie-
cdreia din submultimile formate. Din aceastd observatie rezultd cd numerele
14 si 4 impreund cu procedeul prin cuprindere determind numdrul 3 al sub
multimilor formate si numdarul 2 al discurilor rdmase in afara acestora.

Pe baza acestei observatii se introduce fmpdritrea cu rest a numerelor
14 st 4, ca operatie prin care luind o multime model cu 14 elemente si separind
in ea, atit cit este posibil, submultimi disjuncte dowd cite doud fiecare avind cite
4 elemente, se afld numdrul submulfimilor ce pot fi formate. Scriem:

e e '
Prin numdrare gasim:
lethd =S8N (T ecti)y
Din modul in care s-a ficut impdrtirea se vede cd avem:
14=(3 X 4) 4252 <4
Folosind panoul 13 se vor efectua in mod asemandtor impartirile:
11585 —

12: 3 = 18:4 =

Cu aceastd ocazie se va observa cd impdrtirea cu rest este posibild si in
situatia In care se obtine un rest diferit de zero (cazurile 14: 4 = ; 13: 5=
18:4= ), si in cazurile in care se obtine restul zero (cazul 12:3 =).
Se vede ci impirtirea cu rest in cazul in care restul este zero coincide
cu impirtirea exactd. Dacd restul este diferit de zero impirtirea respectiva

]
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se mal numeste impdrfire neexactd. Asadar, tmpdrfivea exactd si tmpdriirea
neexactd sint cazuri particulare ale tmpdriirii cu rest.

Deschizindu-se manualul, elevii sint pusi i citeasci problema propusi
acolo la ,, Primul exemplu® si sd explice rezolvarea pe etape, folosind figura 34
din manual. :

Din discutiile astfel ocazionate se va ajunge la definifia impértirii cu rest &
a numerelor naturale. :

Privind figura 34 din manual, se va observa cd avem: |

14 = (3 x 4) 4+ 2 si 2 <4, sau in general,

) -#, si v <1, (Atentie! Aici seriem.e x4 si nuw 4 x ¢, desi

bl

=0,
Il

s
.

Notd: Cele 4 puncte desenate la fiecare etapid in conturul de sus au
rolul de a aminti cite elemente se aleg intr-o submultime. Punctele comple-
tate cite unul la fiecare etapa in conturul din stinga, , numird“ cite submultimi
se formeaza.

Muncd independentd

Folosind ca multimi model multimi de boabe de fasole, sau de bete de
chibrituri, elevii vor efectua impartilea 7:2 = propusi in manual ca
incheiere la , Primul exemplu® si apoi nr. | punctul (a) de la ,Exercitii si
probleme .

Acasd se vor efectua celelalte exercitii si probleme rimase in manual,
in mod aseménitor.

Indicatii privind rezolvarea unora din exercitiile
si problemele propuse la subtema 1°

Pentru fiecare din ele se vor alege multimi model (de chibrituri sau sco-
bitori, fasole etc.) si se va folosi procedeul prin cuprindere. Se pot folosi
si multimi de puncte, dupd modelul figurii 34 din manual.

SUBTEMA 2°: IMPARTIREA CU REST EFECTUATA PRIN ,PARTI EGALE"

(in manual: ,,Al doilea exemplu*)
a) Activitdti desfdsurate cu elevii fdrd folosirea manualului

Se prezinti 14 discuri negre din trusi si se cere elevilor si separe 4 sub-
multimi disjuncte doud cite doud, fiecare avind acelasi numar de elemente.
Se observd cd este vorba de folosirea procedeului prin parti egale. Un
elev va realiza practic separarea in submulfimi solicitatd de invatdtor. Se
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obtine in fiecare submultime cite 3 discuri negre, rdminind 2 discuri, prea
putine pentru a mai putea completa cite unul in fiecare din cele 4 submultimi.

Invititorul va repeta rezolvarea problemei folosind panoul 13. Pe el
va alege 4 submultimi si va distribui in fiecare din ele cite un disc (fig. 101);
apoi, va distribui in fiecare din ele cite un al doilea disc (fig. 102); el va con-
tinua asa pini ce din multimea celor 14 discuri nu-i vor mai rdmine suficiente
pentru a mai putea distribui inci cite unul in fiecare din cele 4 submultimi.
In final panoul 13 va arita ca in fig. 103. Prin numirare se gisesc 3 discuri
intr-o submultime si 2 discuri rimase in afara acestor submultimi.

Inlocuind cele 14 discuri negre cu 14 triunghiuri albastre, apoi cu 14
pitrate rosii, se va constata ci muwmdrul discurilor obtinute intr-o submulivme
st numdrul discurilor vamase in afara acestor submultimi nu depind de naiura
elementelor multimis date, ci doar de nwmdrul lor st de numdrul subunitdjilor
ce trebute formate. Din aceastd observatie rezultd ci numerele 14 si 4, im-
preund cu procedeul prin pirti egale, determind numédrul 3 el elementelor
dintr-o submultime si numarul 2 al elementelor rimase in afara acestora.

Pe aceasti bazid se introduce fmpdrfirea cu rest a numerelor 14 st 4 ca
operatie prin cave luind o mulfime cu 14 elemente si separind tn ea 4 submultimy
disjuncte doud cite doud, fiecare avind acelagt nwmdr de elemente, afldm cile
elemente revin intr-o asifel de submulfime. Se noteazd:

(47t —
Prin numirare gisim:
14:4 = 3 (rest 2).
Din modul in care s-a ficut impértirea se vede cd avem:
4 =(4 x 3) |2 & 2.< 4.
Folosind panoul 13 si procedeul prin parti egale se vor efectua in mod
aseminitor impartirile:

IS Se= 12: 3 = 18:4 =

Se va constata ci impirtirea cu rest ficutd cu procedeul prin pdrti egale
este posibild, fie ¢i se obtine rest diferit de zero (13:5=2; 18:4 = 4),
fie ci se obtine restul zero (12:3 = 4).
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© Asadar, tn submultimile pe carve le formdm vom pune de atitea ovi cite un

. O a:t(?l.’li,ile deosebitd se va da punerii in evidenti a faptului ci rezultatul
tmparpirie cu vest a doud numere naturale, ca si restul obtinut, nu depind de pro-

~ cedeul de efectuare folosit, prin cuprindere saw prip pdarti egale. Aceasta explicd

de ce s-a folosit in ambele cazuri simbolul ,,:*,

In scopul ilustririi acestui lucru se va reface Impdrtirea 14:4 = cu
ajutorul panoului 13 al trusei, folosind procedeul prin cupx:indere, apoi aceeasi
impdrtire folosind procedeul prin pérti egale. Cu ocazia aplicirii ultimului |
procedeu se va pune in evidenti cd, completarea cu al doilea disc a submulti-
milor formate incepe dupi ce din multimea model penfi‘u deimpdrtit s-au luat
4 ele.mente. Completarea cu al treilea disc a submultimilor formate incepe dupa
ce din multimea model pentru defmpirtit s-au mai luat 4 elemente, s.a.m.d,

eilement, cite submultimi a 4 elemente fiecare, disjuncte intre ele, pot fi formate
din multimea model pentru detmpdrtit. Dar aceasta finseamni ci numdrul
elelmefatelor obfinute intr-o submuliime la aplicarea procedeului prin parti egale
comncide cu numdrul de submuliimi obtinute la aplicarea pmcedez-f,h;i prin
cuprindere.

In acest mod devine limpede cd rezultatul tmpartivii 14:4 = (ca si
resm-l ) nu depinde de natura elementelor multimii model folosite pentru deim-
pdriit, wnici de procedeul folosit pentru formarea submultimilor disjuncte, ci
numai de numerele naturale ce sint la detmpdriit si smpirtitor.

b) Activitati desfdsurate cu elevii,
cu folosirea manualului

' Des.chizi‘nd manualul, elevii citesc problema propusi la ,, Al doilea exemplu®
sl explicd rezolvarea, pe etape, folosind figura 35 din manual.

Cele 4 puncte puse in conturul din stinga, la fiecare etapi, amintesc numirul
submultimilor ce trebuie formate. Punctele completate in conturul de sus,
cite unul la fiecare etapd, ,numiri® cite elemente se obtin intr-o submultime.
ACe e 3 A 2 s hol A ,v .
(. st a ?r putea fi puse in ev1c}en’;a si cind se lucreazd pe panoul 13, folo-
sind, bineinteles, alte discuri decit cele 14 care trebuiau distribuite in 4 sub-
multimi.)

Privind figura 35 din manual se va observa ci avem:

It = (4x3) +2 sl 2 <4, sau in general, d = (£ X ¢) +7 si
r < (Atentie! Aici scriem 7 X ¢ si'nu ¢ X 4, desi § X ¢ = ¢ X 1).
Muncd independentd

Folosind ca multimi model, multimi de boabe de fasole sau de bete de
chibrituri, elevii vor efectua impartirea 11:4= propusi in manual la sfirsitul

subtemei, i ex. nr. 1, punctul (a) din cele ce urmeazi la ,, Exercitii si probleme®

v s as . y 4 ‘
g Acasi se vor efectua celelalte exercitii si probleme rimase in manual,
in mod asemadnitor. -
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Indicatii privind rezolvarea unora din exercitiile
si problemele propuse la subtema 2°

Pentru fiecare din ele se vor alege multimi model (de chibrituri sau 5CO~
bitori, fasole etc.) si se va folosi procedeul prin parti egale. Se pot folosi si
multimi de puncte, dupd modelul figurii 35 din manual.

SUBTEMA 3°: IMPARTIREA CU REST EFECTUATA PRIN SCADERE REPETATA

(in manual: ,,Al treilea exemplu®)

Invititorul nu poate intimpina dificultiti in elaborarea lectiei pe baza
textului din manual.

Indicatii privind rezolvarea unora din problemele
propuse la subtema 3°

Problema 2
a) 36:5=7 (rest 1); b) 36:8 =4 (rest 4); ¢) 36:4=9 (rest 0);

d) 36:10 = 3 (rest 6)

Problema 3

Prin scidere repetatd obtinem:

@) 36:7=5 (rest 1); b) 36:10 =3 (rest 6);°¢c) 36:11=3 {rest 3):

d) 36:12 =3 (rest 0),.

Nota: La ultimele doui piobleme sciderea repetati a fost folositd
ca mijloc de aflare a citului impartirilor. Operatia de impirtire pentru rezol-
varea problemelor a fost impusi de textul fiecdrei probleme, la (2) fiind
vorba de o separare in submultimi disjuncte care ,cere” procedeul prin cuprin-
dere, iar la (3) fiind vorba de o separare in submultimi disjuncte care peeres
procedeul prin parti egale.

SUBTEMELE 4 $I 5 ,IMPARTIREA CU REST“ §I ,PROBA IMPARTIRII*

Se va urmiri sublinierea faptului ci, daci restul este zero impértirea
se numeste exactd, daci restul diferd de zero impirtirea se numeste neexactd
(ambele fiind fmpértiri cu rest). La proba impartirii se va sublinia ci nici
una din conditiile » <7 si d = ¢ X i 7 nu este suficientd, singuri, pentru
a fi siguri ci impirtirea a fost ficutd corect.

TEMA A 2-a: IMPARTIREA NUMERELOR NATURALE SCRISE CU O CIFRA

Scop: Pe baza cunostintelor avute pind in prezent in legdturd cu fmpér-
tirea, se va deduce un procedeu de calcul care si poatd apoi fi extins si la
numerele de mai multe cifre, spre a se ajunge la procedeul obisnuit de efec
tuare a impartirii numerelor naturale.

Material didactic:
Pentru invagator: Trusa pentru studiul numerelor naturale (panoul 12).
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Recomandiri metodice pentru predarea temei

La primele doud exemple din manual, impirtirile 8: 4 — S e
vor {i efectuate cu procedeul prin pirti egale, folosind panoul 12 din trusd.

Pentru 8:4 =  figura 104 arati cum se realizeazd pe panou multimea
model pentru defmpértitul 8; figura 105 arati cum se distribuie elementele
multimii model pentru defmpirtit in cele 4 submultimi disjuncte cite doui,
astfel incit fiecare si aibd acelasi numir de elemente figura 106 aratid aspectul
‘panoului 12 al trusei dupi ce s-au deplasat piesele asa cum aratd figura 103.

Qin aspectul final al panoului 12 redat in figura 106 rezulti ci fiecare
submul{ime obtinutd are 2 elemente, nerfiminind nici un element al multimii
model pentru deimpirtit necuprins in submultimile formate. Asadar, se scrie:

824 = 2 |(rest 0)

Pentru a efectua impértirea 8: 3 =  folosind panoul 12 al trusei proceddm
ca la exemplul anterior. Figura 104 arati cum se realizeazi pe panou multimea
model pentru deimpirtitul 8; figura 107 arati cum se distribuie elementele
ei in cele 3 submultimi ce trebuie formate (disjuncte intre ele si avind acelasi
numdr de elemente); figura 108 arati aspectul panoului 12 dupa deplasarea
pieselor aga cum arati figura 107. Din figura 108 se vede ci in fiecare din

cele 3 submultimi s-au obtinut cite 2 ele-

(eoeoe0v00e ) mente, rdminind 2 elemente care nu mai
el 5 pot fi distribuite in cele 3 submultimi, astfel
C i ) AL e :
- S Incit acestea si aibd, fiecare, acelasi numir
— D) de elemente, Asadar:
C )
= ) 8:3 = 2 (rest 2)
C )]
C > :
i 0 Notd: Cu aceste recomandiri si folosind
U \C D) textul din manual, elaborarea lectiilor din
Fig. 104 aceastd temd nu poate crea dificultiti.
(S =)
C; IITII';.“ T+__) ,—\(:. — =
n[c e ) = G =
e ° V) | & W Fe D)
GErioea ° | D) (o ® e
(@ ® [) ) C D) Leg
(@5 p) G )
= D C B
= D = —
@ ) C )
C D) /4| (= D)
IS = <
N — 4%2
Fig 105 : Fig. 106
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(oun:oqoo D) T(. ® \)
M (0 : ? — 5 2
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L__i [y [] j C j
E =) = —)-6
G b : -
(= ) : 2
_ € )
C ) = >
i D € 2
& (== J) 3x2

Indicatii privind rezolvarea unora din exercitiile
si problemele propuse la tema-a 2-a -

E xevcifinl 1

Se are in vedere efectuarea impdrtirilor asezind calculele in scris si apoi
trecerea citului si restului in tabele.
De exemplu, In prima tabeli pentru # = 3 avem

7:3 =2 citul
6
"1 restul

Vom trece in rindul corespunzdtor lui # = 3, in coloana citului, numirul 2,
iar in coloana restului, numirul 1.

Exercifiul 2

Dupd completarea celor doud tabele de la exercitiul anterior, privim
in coloanele restului si alegem cazurile de impértire care au dat restul zero.
In toate aceste cazuri impirtirea s-a ficut exact, iarlin celelalte cazuri nu.

Exercitiul 3

Trebuie efectuate, folosind regula de calcul in scris:

AR — B — D — R —
I — 8§:8 = 5:4 = 8: 4 —
8:6: 6'4:
Problema 4
a) Se fac (calculind in scris) impirtirile:
9:1= 9: 3 — 9:5 = 0:7 = 9:9 —
9:2 = 9:4 — 9:6 = 0:8 =

s1 se aleg numerele p, care puse ca impirtitor, au dat citul cel putin egal cu 2.
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Se obtine, in urma impartirilor:

P 1'2‘3 4 5 6 7 8 9

) 9 4 ‘

3
restul | 0 | + | o | 1| 4|3 |2]1]o0

de unde se giseste submultimea cdutatd: {1, 2, 3, 4].
b) Procedind analog, se intocmeste tabela:

P 1 2 ; 3 4 I 5 6 7 I 8 9
$:3 L e e ot i R e A
restul ' 1 2 0 1 ’ 2 0 | 1 2 0

de unde se giseste submultimea cdutatd: {6, 7, 8, 9}.
¢) p se imparte exact la 2, dacd Impdrtit la 2 di restul zero. Asadar,
ficind impdrtirile in scris, completim tabela:

p 123456|7.|89
Pale 0 12233‘4 4
restul | 1 | 0 1010‘1|o 1

din care alegem submultimea cautata: {2, 4,6, 8}.

Problema 5

Este o problema de impirtire prin cuprindere: de cite ori pot lua cite
2 caise din 9 caise? Deci cite submultimi de cite 2 elemente, disjuncte intre
ele, pot face intr-e mulfime cu 9 elemente? Pe baza acestei observatii pro-
blema se rezolvd prin operatia:

9:2 =

Modul de aflare a citului rimine la libera noastrd dorinti, nefiind obligati
a-l lega de continutul problemei, care a condus la necesitatea efectudrii unei
impartiri in scopul rezolvarii, '

Ficind calculul in scris, obtinem:

12 =4

|—-A|OG\D

Asadar, dintr-o farfurie cu 9 caise pot da cite 2 caise la 4 copii. (Observ
ci a rimas pe farfurie 1 caisd, dar problema nu intreabi acest lucru.)
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* Judecind aseminitor, in cazul in care pe farfurie sint 8 caise, gdsim cd
putem da cite 2 caise la 4 copii. (Observ cd acum nu a rdmas pe farfurie nici
o caisd, dar problema nu intreab3 acest lucru.)

Problema 7

Trebuie si impéirtim multimea celor 8 banane in 3 submultimi disjuncte
intre ele, astfel incit toate submultimile si aibd acelagi numdr de banane
(fiecare copil urmeazi a primi o astfel de submultime). Recunoastem cd
putem realiza aceasta folosind procedeul prin ,,pérti egale® si deci problema se
rezolvd prin impérfirea:

8:3 =

Citul acestei impirtiri urmeazi a fi gisit prin procedeul care ne convine
mai mult. Folosind calculul in scris, avem '

8:3 = 2 citul
6
2 restul

Asadar, fiecare copil va primi 2 banane. :

Judecind asemdnitor, in celelalte situatii obtinem, respectiv: 2 banane;
2 banane; 3 banane (uneori rimin banane nedistribuite, asa cum este cazul
cind sint 7 banane).

Observatie importantd

Rezolvarea problemelor 5 si 7 de mai sus pune limpede in evidentd cd,

recunoasterea faptului cd o problemd se rezolvd prin tmpdrtire este favorizatd

de cunoasterea temeinicd a procedeelor mumite prin cuprindere st prin pari
egale, pentru sepavarea unei mulfimi in submuliimi disjuncte intre ele, fiecare
avind acelasi numdy de elemente, s de cunoasterea defimitiei pe aceastd bazd a
impdrtirii numerelor naturale, st nu este favorizatd de cunoagterea fehnicii de
aflare a citului. Ca wrmare, noul mod de prezemtare a impdrfirii numerelor
naturale, daci este tratat cu toatd atentia de invétdtor, va duce la o mai mare
indeminare a elevilor in vezolvarea problemelor de impdrtive, decit in situafia
de pind acum, cind centrul atentiei cidea pe tehnica de calcul a citului si pe
legitura impirtirii cu inmultirea (care rdminea destul de confuzd in cazul
impdértirii cu rest). '

Problema 8

Trebuie separati multimea celor 8 lei in 4 submultimi disjuncte intre
ele, fiecare continind acelagi numir de lei, care reprezinti costul unui creion.
Aceasta se realizeazi cu procedeul prin pirti egale. Asadar, problema se rezolva
prin impértirea:

8=

87




Modull de efectuare a impdrtirii nu trebuie legat obligatoriu de judecata
problemei care a impus aceasti operatie. Se va folosi tehnica de efectuare

§1 mai ales calculul in scris, Rezolvarea problemei

care convine mai mult,
se scrie:

Costul unui creion:

8:d—2
8 : 4 = 2
Costul a 3 creioane: _8
3 x2—6 ‘ 7
Rispuns: 2 lei; 6 lei
Problema 9

Din multimea celor 7 lei trebuie si
3 lei fiecare. Ci itdti i i
-are Cite subunititi obtin, atitea
submultimi observim ci se face cu
condusi la efectuarea impartirii:

separ submultimi disjuncte a cite
carti se pot cumpira. Separarea in
procedeul prin cuprindere, Astfel, sintem

7:3=2 (rest 1).

Asadar, din 7 lei pot cumpira 2 cirti a 3 lei fiecare.

La fel se judeci si se rezolvi proble a i
d b 1 = . I
S e P ma daca in loc de 7 lei avem: 6 lei:

Problema 11 -

Costul fructelor:

|

[l
0|
Hloo oo

Suma rimasi:
50 — 42 — 8

Costul unui caiet:

ELl =7 i
Rispuns: 2 lei.

uUlAtlma operatie este cerutd de faptul ci, multimea celor 8 lei trebuie sepa-
rata in 4 submultimi disjuncte intre ele, ficcare avind acelasi numir de

elemente (lei). Aceasta se realizeazii cu procedeul prin pirti egale, ceea ce
conduce la operatia de impirtire 8 : 4 — : ,

TEMA A 3-a: IMPARTIREA NUMERELOR NATURALE SCRISE CU DOUA CIFRE

e e R 5 ;
cop Gruparea fmpértirilor pe tipuri, pe baza folosirii, sau nu, a aceleiasi
tehnici de calcul. Esalonarea ju ;

dicioasi a studiului diverselor tipuri ili
e : . 1puri stabilite
astfel incit de fiecare dati regula corespunzitoare de calcul s3 sé deduci
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logic din cunostintele generale avute de elevi, completate cu tehnicile de
calcul a tipurilor de impdrtire studiate anterior.

Sublinierea, la fiecare tip de impértire, a acelor procedee de lucru care
vor fi retinute si dezvoltate in studierea tipurilor urmitoare, realizindu-se
astfel o apropiere treptatd de regula generald care va fi aplicabild la orice im-
partire de numere naturale.

Accentul nu se va pune pe verbaliziri, ci pe formarea deprinderilor practice
de lucru (pinid la automatisme).

Material didactic

Pentru tnvagdtor: Planse cu figurile existente in manual, la fiecare lectie.

Recomandiri metodice pentru predarea temei

Tipurile de impdrtiri care se disting dupd regula de calcul sint acelea la
care:

1°. Cifra zecilor si cea a wwitdfilor deimpdrtitului reprezinid numere ce se
impart exact la impdartitor.

Exemplu: 68 :2 =

Observind ci numirul 0 se imparte exact la orice numir, deoarece se obtine
a imDictire restul 0 (de exemplu 0:3 =0 (rest 0), impdrtirile de felul:

60 : 3=
trebuie privite drept cazuri particulare a celor anterioare, putindu-se efectua
cu aceeasi reguli de calcul.
2°. Cifra unitdfilor detmpdrfitului veprezintd uwn numdr cave nu se tmparle
exact la tmpdriitor.
Exemple 6853 =" n85i 4 —

3°. Cifra zectlor detmpdrpitului veprezintd wn numdr mai mic decil impdr-
titorad.

Exemple: 23053 — 49 : 8 = HAERT S —
407556, — 3 8= 30 :5 =

4°, Cifra zecilor detmpdrtibulus reprezintd un nuwmdr mai mare decit impdrfi-
torul, dar care nu Se imparie exact la tmpdriitor.

Exemple: 83 :3 = ‘ 80 : 3 = S Si—
56 92— 63 :4 = 95 :4 =

Cele patru categorii de impértiri mentionate mai sus sint enumerate in-
ordinea gradului de dificultate si, totodatd, a deruldrii logice a idetlor.
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Asa cum se va constata cu ocazia stabilirii regulilor de efectuare, cele din
categ’oria (2°) folosesc ideea de la categoria (1°), cu particularitatea (’:\é ntlm_firul
reprezentat de cifra unititilor delmpartitului nu se imparte exact la unpgrtlt?rl.

Impirtirile din aceste doud categorii nu creeazd, in general, dificultdti
elevilor. .

Impirtirile din categoria (3°) meritd o atentie deosebitd, insugu':ea lor
de citre elevi hotirind, in ultimi instanti, abilitatea elevilor de ‘a face impar-
tirile, in orice situatie intilnita. T
J Impartirile din categoria (4°), duc, pe o anumitd etapd a efectudrn lor,
la fmpdrtiri din categoria (3°).

Din cele de mai sus decurge cd schimbarea ordinit de studiu a celor patru
categorii de tmpdriire nu este posibild, fdrd a afecta logica transmiteriv cunostin-
telor la elevt.

Trebuie observat ci la fmpirtirile din categoriile (3°) si (4°), faptul cd
numirul reprezentat de cifra unitatilor se imparte exact, sau nu, la h.npér’gitor,
nu joacd un rol deosebit. Indiferent care ar fi cifra unititilor, este }mportant
dacid numirul pe care il reprezintd, adunat cu numirul obtinut la transfor-
marea in unititi a restului rimas-la impirtirea zecilor, se imparte exact,
sau nu, la impartitor, deoarece de aceasta depinde dacd impirtirea datd
initial este exactd sau neexacta. .

Utilizarea figurilor numerice la deducerea regulilor de efectuart‘a a impdr-
tirii numerelor naturale a dus, ca si la adunare si scadere, la realizarea unor
;hfa,gmme explicative care aproape nu au nevoie d.E.'I sexplicatii® TnAcu\.fintAe,
veprezentind adevdrate grafuri logice ale. desfasurdri proceselmf. cie. Zindire in
situatiile respective. Cu descifrarea acestor grafuri elevii se oblg,nlnesc repede
putindu-le apoi ,,citi” in mod independent, chiar in cazul prezentarii unor situa-
tii noi, incd necunoscute.

Ca modalitate de valorificare a figurilor numerice existd o deosebire impor-
tanti fatd de situatia de la adunare si sciadere, In aceea ci cm:zmaz 71U .wom ,,fmaie—'
rializa” procesele de gindive sub forma unor acfiuni Mfemzjloczt.? cu piesele trqua
pentru studiul nuwmerelor naturale. in adevir, trusa nu con*glune, d.e@camdata:
panouri potrivite acestui scop. Ar fi fost necesar si se poatd realiza panouri
pentru impértirea numerelor de doud si trei cifre (dealtfel destul de ugor
de conceput prin modificarea panourilor 6 si 10).

Sintem nevoiti si ne lmitdm la a folosi planse veprezentind figurile din
manual.

Av fi o sarcind nepldcutd st tnulild sd se ceard elevilor sd exec-ute acesrzg
figuri. Folosul lov este doay pind ce elevii, ,surprind ideea pe care o ilustreaza,

deducind astfel in mod constient regula de calcul. Imediat insd ce aw observat

aceastd reguld trebuie sd o aplice peniru a o retine §i a-si forma abilitdfe sv deprin-
deri de calcul. Executarea figurilor de citre elevi ar fi o adevaratd salahorie.

Figurile trebuie si constituie un suport vizual al explicatulor vel‘blal.c. date
de invititor, care si favorizeze conducerea gindivii elevilor pe acelasy ibinerar
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pe care il parcurge si gindivea invdfdtorului (sarcini importanti si dificild,
avind In vedere virsta elevilor). De aceea nu credem potrivitd executarea pe
tabld ad-hoc a figurilor de cdtre invdfdtor, mai ales ci unele din ele nu sint
simplu de executat.

Invititorul va trebui si se ingrijeascd de executarea figurilor inaintea
lectiilor, pe planse care sd fie apoi prezentate si comentate la momentul oportun.

Nu ar fi rdu daci aceste planse dupd folosire ar putea rimine un timp
expuse in clasi, la vedere.

Ca manierd generali de deducere a regulilor de calcul la aceasti temi:

a) Se prezintd impirtirea a cirei reguli de efectuare se cauti si se in-
cearcd a se gdsu citul cu mijloacele deja cunoscute. Se stabileste cauza care impie-
dicd obtinerea citului cu aceste procedee.

b) Pentru a putea depdsi dificultatea intimpinati se apeleazi la definitia
cu mulfime a impdrgiris numerelor naturale. In acest scop, in structura numerici
zecimald a unei multimi model pentru defmpirtit se separd, folosind procedeu
prin ,parii egale®, atitea submultimi disjuncte intre ele avind acelasi numdr de
elemente, cite avatd impdrtitorul.

In procesul separirii se urmireste si se obfind structurile numerice zeci-
male ale submultimilor ce trebuie formate. Oricare din ele va fi structura unei
multimi model pentru cit.

Pentru ca la separarea in submultimi si fie necesare cit mai putine trans-
formdri a unitétilor de un anumit ordin in unititi de ordine mai mici, separarea
va incepe de la uwitifile de ordin mai mare, cdtre wnitdtile de ovdin mai mic.

Dacd la un moment dat rdmin prea putine wmitdfi de un anumit ordin
pentru a mai putea , distribui“ cite una in fiecare din submultimile pe care
le formdm, aceste unitdfi le transformdm in unitdti de ordin imediat mai mic.
Multimea obfinutd, reuniti cu multimea unititilor acestui din urmi ordin,

formeazi o multime ale cirei elemente trebuie distribuite in contmuare in
submultimile cerute de impirtitor.

Cind procedeul mentionat ajunge la wnitdtile de ordinul I, in momeniul
in care aw vdmas prea putine unitdli pentru a mai putea fi distribuite cile una
in fiecare din submultimile formate, procedeul nu mai poate Ji continuat.

¢) Privind diagramele care sugereazd modul in care s-a realizat separarea
in submultimi cerutd de definitia cu multimi a tmpirtirii numerelor naturale,
se deduce usor vegula de calcul pentru fiecare categorvie de impdrtire, din cele
patru mentionate. ;

Mai iniii vegula ,,descoperitd cu ajutorul diagramei va St aplicatd tn  exer-
ctfiv de impdrfire facute oval, pentru ca elevii si se familiarizeze cu ea, apot
se va ardta $v asezarea calcululut in scvis.

Calculul in scris va fi ficut si la mpartiri care se fac oral cu usurinta,
deoarece atentia elevilor nefiind concentratd in astfel de situatii asupra aspectelor
de confinut, se va putea refine mai usor procedeul de asezare a caleulului in scris.
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Or, acest procedeu se pistreazd fird modificiri esentiale si la impéririle
mai dificile, care vor fi prezentate astfel pe un teren mai bine pregétit. ;

in ce priveste efectuarea orald a impértirilor trebuie pistrati o mdsura
neinsistindu-se pentru a se face oral impdriiri greoaze, efort care adesea in 10(?,
<4 foloseascd elevilor, ii fncurci mai ridu. Care anume impirtiri trebuie consi-
derate prea grele pentru calculul oral, nu se poate spune in genleral-, hicrul
depinde de nivelul clasei. In orice caz, va fi mai folositor a se destina intiriri
calculului scris timpul ce s-ar irosi pentru obositoare ciutiri orale a rezul-
tatelor unor impartiri complicate. .

Subliniem inci o datd sd nu se ceard memoravea st ,vecitarea” reguliloy
de caiéatt, ¢i sd se insiste asupra efectudrii in practicd a tmpdrprrilor de tipul
celor invitate. :

Tinind seama de conceptia generald asupra temei care se degajd din pre-
cizz“i,rile anterioare, elaborarea lectiilor pe baza textului din m anual nu poate
crea dificultiti. ! ]

Indicatii privind rezolvarea unora din problemele
propuse la tema a 3-a

Problema 4 (subtema 1°)

a ‘ . o A =3

fn fiecare cos sint 22 oud. In cogul din care se lau 12 oui, rdmin 10 oud.

Tn, doutt cosuri luate la intimplare pot fi 32 oud, sau 44 oud, dupd cum printre
- W
ele se afld, sau nu, cosul din care s-au luat cele 12 ouad.

Problema 6 -(subtema 1°)

Prima rezolvare: . M : i
Daci si celilalt conducitor auto ar: fi economisit- incd 161 benzina, In
1

total s-ar fi economisit (80 - 16) litri benzind;

80 4 16 = 96.
Fiecare din ei ar fi economisit atunci (96 : 2) litri:
§6,52 — 48,
Tn realitate, doar unul a economisit 481, celdlalt cu 161 mai putin:
48 — 16 = 32.

Rispuns: 48 1; 32 L

A doua rezolvare: e
Daci unul din conducidtorii auto nu ar {i economisit cei 161 benzina in

plus, economia totald ar fi fost (80 — 16) litri.
80 — 16 = 04
Fiecare di.n el ar fi economisit atunci (64 :2) litri:
ARG = 32
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in realitate doar unul a economisit 32 1, deoarece celalalt are 161 in plus:
32 16 — 48
iy Rispuns: 48 1; 32 L
Problema 2 (subtema 3°, la ,Exercitii si probleme® |
ca si cele care urmeazd)

Se imparte, pe rind, 42 la toate numerele naturale de la 1 la 9. Se giseste:
e B A R Rl R A R

Problema 4

Se observd ci avem 4 = {80;81;82; ...;89; 90},

a) Impirtind, pe rind, toate numerele din A la 6 si alegind pe acelea care
au dat la impdrtire acelasi cit, obfinem:

{80; 81; 82; 83} care au dat la impértire citul 13;

{84;85;86;87; 88; 89} care au dat la impartire citul 14;

{90} care a dat la impdrtire citul 15.

b) Impirtind, pe rind, toate nuemrele din 4 la 3 si alegind pe acelea care

au dat acelasi rest, obtinem:

=

{81; 84; 87390} care au dat la impdrtire restul 0;
{82; 85; 88} care au dat la impartire restul 1;
{80;83;86;89} care au dat la impartire restul 2.
- Problema 6
Se vede cd numdarul cu 4 mai mic decit 76 se imparte exact la 9. Avem:
To=—="4 — 2= O g — e — YR =8
Impirtitorul este 8. In adevir, efectuind impirtirea obtinem:

70j:46" — 9i(nest 4).

Problema 7

Numadrul cu 4 mai mic decit 39 se va imparti exact Ia 5, citul fiind numdrul
cautat:

GOFE—AL S350 e -
Observind cd avem:
3005 — 7 (rest 1)

formularea cerutd va fi ,La o impartire deimpartitul este 39, impartitorul 5
si restul este 4. Aflati citul®.

Problema 8

Se impart, pe rind, la 2 si la 3 numarul metrilor de stofd aflatd in val
si se vede care rest este mai mic.
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Parcursul_ rotii la
o rotire.

===

Fig. 109

Se giseste cd trebuie ficute rochii cu mineca:
a) scurtd; b) lungd; ¢) nu are importantd felul rochiilor, rimine acelasi
rest de stofi, 1 m; d) scurtd; e) scurtd.

Problema 9

Flecare roati s-a invirtit de atitea ori, de cite ori distanta par(,ulsa de
ca la rotirea completi se cuprinde in distanta totaldi parcursi de bicicletd
(nu este nevoie a se ,face” nici un fel de ,teorie“ despre cercsau lungimea
cercului, experienta de viati a elevilor este suficientd). Pentru sugerarea rezol-
virii se poate folosi figura 109. Se vede cd rezolvarea revine la a impdrti
distanta parcursd de bicicletd, pe rind, la distantele parcurse de fiecare roata

la totirea completd:
a) 6:975) 9;:14; e) 2238 d)23;34; &) 19; 28 f) 307 45.

Ultima fintrebare este o ,capcani” deoarece fiecare roatd a parcurs, in
fiecare caz, aceeasi distantd pe care a parcurs-o bicicleta.

TEMA A 4-A: IMPARTIREA NUMERELOR NATURALE SCRISE CU_TREI CIFRE

Scop: Acelasi ca la tema anterioard.

Material didactic

Pentru invitdlor: Planse cu figurile existente in manual.

Recomandari metodice pentru predarea temei

Se disting urmitoarele tipuri de impirtiri dupd tehnica de’ calcul fo-
losita:

1°) Cifrele sutelov, zecilor st unitdjilor veprezintd numere care se tmpart
exact la impdriitor.

In aceeasi categorie sint incluse impértirile numerelor la care cifra zecilor,
sau a unititilor, sau amindoud, sint 0.

Exemple 696:3 = : 690 : 3 = : 609 ;3 = RO —

2°) Cifra unildfilor veprezintd un numdy care nu se imparte exact la tmpar-
titor.

Exemple 855 :2 = SO0
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Exemple: 683 :3 = 2 896 :4 = : 850 : 4 =
et 495 rg s .
4°) Cifra sutelor rveprezintd un numdr care nu seimparte exact la tmpdritior.
Exemple: 236..3 = 206, 4— : 708.:8 = ;200 : 8 = ;
23882 — R = ;896 :3 = S OI2 d —
SO 2 TGS e 3 00 B |

Cele spuse in legiturd cu impirtirea numerelor scrise cu doud cifre rimin
valabile si pentru impértirea numerelor scrise cu trei cifre, desigur, asortate
corespunzitor noilor situatii.

Tehnologia didacticid dupid care se vor desfisura lectiile dm aceastd temd
este aseminitoare celei folosite la tema anterioara.

Indicatii privind rezolvarea unora din problemele
propuse la tema a 4-a

Problema 4 (subtema 3° b)

(m % 4) + 2 = 850. Se vede cd 850 pote fi privit ca delmpartlt 4 impar-
titorul, » citul si 2 restul. Asadar, » este citul Impartirii:

880 4 = 212 (vest 2

Problema 5 (subtema 4°b)

Se vor vedea si indicatiile de la problema 6, subtema (1°) de la tema an-
terioara,

Prima rezolvare:

435 419 = 454 435 - 454 ;2 = 227 22l
454 : 2 = 227 19 4 19
227 — 19 —= 208 454 =5 208
4
14
14

Rispuns: 227 si 208.

A doua rezolvare ;
435 — 19 = 416 435 —

416 : 2 = 208 208 +
416 : 2 = 208 19 4 19
208 + 19 = 227 416 =1 227
0
16
16

I
I

Raspuns: 227 si 208.
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3°) Cifra vecilor reprezinta un numdr care ni se imparte exact la impadrtitor.




Problema 6 (subtema 4° la ,Exercitii si probleme®,
ca si cele care urmeaza)

Rispuns: 282 candidati.au luat calificatival , bine®.

Problema 7

Intereseazd restul cel mai mare la impﬁr’gir_lﬂe:
650:: 6 = 108 (rest 2); 650 : 7 =92 (rest 6)

Asadar, pionierii au ficut 7 straturi de flori.

¥

Problema 8

Avem: 4 = {600; 610; 620; ... 680; 690 ; 700}.

Se fmpart la 4, pe rind, toate numerele din 4 si apoi se grupeazi acelea
care la impirtire au dat acelasi rest. Se obtine:

{600; 620; 640; 660; 680; 700} care au dat restul 0;
{610; 630; 650; 670; 690} care au dat restul 2.

Problema 9
Pe baza legiturii dintre deimpirtit, impartitor, cit si rest, avem:

@ — (8 Sl g — 44
b)) a=(8x5 +3b=(8x5) +2c=(8x%x5) +1 d=(8x3) 40
7= s (5} i A te =i d =40

Asadar: {40; 41; 42; 43}.

¢) Restul unei impirtiri trebuie sd fie mai mic decit impértitorul. Ctm
impirtitorul este 8, putem avea ca rest crice numar natural mai mic decit 8.
Cu aceastd observatie intrebarea revine la a afla multimea numerelor naturale
care impirtite la 8 dau citul 5 si restul mai mic decit 8, care se judecd la fel
cu intrebarea anterioard. Se giseste:

{405 41; 42, 43; 44; 45;46; 47}.

Problema 10

Restul unei impirtiri fiind mai mic decit impértitorul:
a) la impirtirea unui numir natural prin 7 peate fi orice numdr mai mic
decit 7, deci:

100 1552 S NGE
b) orice numir natural impdrtit la 7 dd restul mai mic decit 7, deci mul-
timea cautatd este

N =H0e 25351
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Capitolul V

EXERCITII S| PROBLEME CU TOATE OPERATIILE
STUCIATE

1. OBIECTIVELE PREVAZUTE DE PROGRAMA SCOLARA

Exercitiile vor contine si elemente simple privind ordinea operatiilor
si folusirea parantezelor (fird a contine mai mult ca douf operatii diferite).

Pentru rezolvarea problemelor v fi folosit §i planul scris de rezolvare,
tara exageriri.

2, INDICATII PRIVIND REZCLVAREA UNORA DIN EXERCITIILE
SI PROBLEMELE PROPUSE

Problema 4
Figura 110. @) 162 - 208 - 436 = 806; b) 162 4 208 = 370
436 - 208 = 644
Problema 7
Pentru a putea face sciderea, x nu poate fi mai mic decit 246. Pentru
a rimine la sciderea x — 246 restul cel putin 100, x trebuie si depdgeasca
246 cu cel putin 100, adici poate fi un numir natural incepind cu 346. Luind:
v = B46] x = 347; x = 348 etc. si ficind sciderile, se constatd ci incepind
cu x = 351 diferenta x —246 devine mai mare decit 104. Asadar, avem:

a) {346; 347; 348; 349; 350}; b) £347; 348; 349; 350} —
c) {346; 347; 348; 349}; d) {347; 348; 349}

Problenta 10
La operatiile respective se di rezultatul i unul din numere i se cere cela-

lalt numair. Se giseste:

a) n =550 :35 &) mi=—"034 54

o= 101 5 = 58, daci ,,:“ este impirfire cu rest;

n — nu existd, dacd ,:* este impdrfire exactd.

4 n=alie : 162 208 436

1= 125 i
Probiema 11 |
Gl =G Al e o G

1 = 926 Fig. 110
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b) m=(5x 112) +8
n = 563

¢) (n X 138) + 4 = 832
n X 138 = 828
n = 828 : 138

Cum nu s-a invdfat inci o reguldi de efectuare pentru Impirtirea
828: 138 = , ea poate fi efectuati doar prin scidere repetati, gisind
828:138 = 6.

* Problema 12

Se cere deimpartitul urmitoarelor impirtiri:

4 :3 =45 (rest 2); P58 =43 (restl)s
Avem: a= (3 X 45) +2 p = (3 x 45) +1
#— 137 p— 136

n:3 =45 (rest) O
= (3% 43) 0
n= 135

Problema 13

Folosind relatiile de la fmpirtire d = (i X ¢) 47 si » < i, avem:

a) r <3sid=(3 x91) 4. Inlocuind " pe rind, cu 0, 1 si 2, gdsim:
r=0 i d = (3 X 91) 4 0 = 273 obtinind (d;7) = (273 ; 0)

r=1si d=(3 X 91) 4 1 =274 obtinind (d; ») = (274; 1)

¥=2si d = (3 X 91) + 2 = 275 obtinind (4; 7) = (275; 2)

Asadar, s-a gisit mulfimea de perechi: {(273; 0), (274; 1), (275; 2)}.
Judecind analog, gisim:

b) {(924; 0), (925; 1), (926; 2), (927; 3)}

¢) {(630; 0), (631 1), (632;2), (633; 3), (634; 4)}

Problema 17
a) 196 4 213 = 409 213 + 287 = 500; b) 196 - 213 4 287 = 696

Problema 25

Numirul muncitorilor dintr-o brigadi la deschiderea santierului:
728 : 7 = 104.

Numdrul tinerilor care au mai cerut si fie repartizati in brigizi:
4 X134 =536,

In fiecare brigad, daci se pistreazi acelasi numir de muncitori, pot fi re-
partizati cel mult atitia tineri cit este citul impértirii: 536 : 7 = 76 (rest 4).

196 213 287 Numaérul maxim de muncitori in brigadi va putea fi:

104 4 76 = 180
Rispuns: 180 muncitori.
Fig. 111 Observatie: Planul de rezolvare se va face oral,
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Problema 26

Se imparte 204 la fiecare din numerele 2, 8, 4, 5, 7. Multimea ciutatd
va contine citurile impértirilor care s-au ficut exact: {101 68; 51}.

Problema 28

Impér{:ind, pe rind, fiecare din elem entele mulfimii la 4, se obfine: {528;
816; 920].

Problema 29

Prima rezolvare:
Afldm costul unui set de 40 de esarfe: 40 x 8 = 320.
Aflim costul a 3 seturi: 3 X 320 = 960,
Rispuns: 960 Iei.
Rezolvarea se poate scrie: 3 x (40 X 8) = 960
A doua rezolvare:
Aflim cite esarfe s-au cumpirat in total: 8 X 40 — 120.
Aflim costul esarfelor: 120 x 8 = 960,
Rispuns: 960 lei.
Rezolvarea se poate scrie: (3 X 40) x 8 = 960
Observim: 3 X (40 x 8) = (3 x 40) x 8.

Problema 37

Notim cu 4 multimea vacilor cu lapte si cu B mulfimea vacilor mai
tinere de 3 ani. Aceste multimi au elemente comune cele 99 de vaci sub 8 ani
care sint cu lapte. Multimea diferentd dintre 4 si B o formeazi cele 250 de
vaci peste 3 ani care sint cu lapte (observdm ci , toate® vacile peste 3 ani sint
cu lapte). Putem face figura 112, Din ea rezulti cu usurintd rezolvarea,
dacd {inem seama ci reuniunea multimilor 4 si B are 875 elemente:

Numarul vacilor cu lapte: 250 4 99 = 349,

Numadrul vacilor pind la 3 ani: 375 — 250 = 125.

Numdrul vacilor care nu dau lapte: 375 — 349 = 26.

Réspuns: 349 vaci cu lapte; 125 vaci pini la 8 anij 26 vaci care nu dau
lapte.

Problema 38

Reuniunea avind 995 elemente, figura 113 sugereazi aflarea numirului
elementelor mulfimii B: 995 — 325 = 670, si cel al numdirului elemen-
telor multimii A4: 325 + 78 = 403.

De pe aceeasi figurd rezulti si alti rezolvare:

se afla mai intii numirul elementelor lui 4: 325 + 230 _99

-+ 78 = 403, apoi numdrul elementelor diferentei

dintre B si 4 :995 —403 = 592, si, in fine, nu-

marul elementelor lui B ;592 4 78 = 670. A B
Prima rezolvare este mai simpld., Fig. 112
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Asemidnarea cu problema antericard constd in
325 78 ‘aceea ci, in amindoud se di numirul elementelor
reuniunii a doud multimi 4 si B, numirul elemen-
telor multimii diferentd intre 4 si B gi numdrul
elementelor intersectiei dintre 4 si B. In amindoui
se cere aflarea numerelor de elemente ale multimilor
s B '

A B
Fig. 113

Problema 39

0424446484104 124,144 16 4 18 + 20 = 110
(RS Tlgn i S ReE (5 178 19 =100

110 — 100 = 10

@) 250 A, (10 eyt 5 — 8

Problema 40

A doua rezolvare:

800 + 148 = 948 800 — 148 = 652
948 : 2 = 474 6352 : 2 = 326

474 — 148 = 326 326 + 148 = 474

Rispuns: 474, respectiv 326 mineri. Rispuns: acelasi

Prima rezolvare

Problema 44

Este suficient a calcula de citi bani are nevoie pentru cadouri de valoare
medie, 4 X 91 = 364, pentru a-si da seama cd cei 363 lei nu-i ajung decit
pentru cadourile mai ieftine, de 85 lei bucata. Suma rimasa:

4% 85—=340; 363 — 340 — 23.
: Rispuns: 23 lei.

Problema 45

Prima rezolvare
Aflim o lungime si o latime:

700 : 2 = 350
Aflim 2 latimi:

350 — 122 = 228

A doua rezolvare: ‘
Aflim o lungime si o ldfime:

700 : 2 = 350
Aflim 2 lungimi:

350 4~ 122 —%72
O singurd lungime:

49200 =256

O singurd ldtime:
Latimea

236 — 122 =114

Lungimea
114 - 122 = 236
Rispuns: 236 m; 114 m.
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Rispuns: 236 m; 114 m,

Capitolul Vi
NUMERE NATURALE MAI MARI DECIT 1000

A. SCURTE OBSERVATII ASUPRA CONTINUTULUI

I. OBIECTIVELE PREVAZUTE DE PROGRAMA SCOLARA

1. Numirea, scrierea si citirea acestor numere, dupd principiul sugerat
la tretlterea peste zece si peste sutd (fard a minui neapirat, nemijlocit, multimi
fie ob_lecte) ; cu zece unitdti de un anumit ordin se formeazi o unitate de ordin
imediat superior. Mia, ca unitate de ordinul IV ; unititi de ordinul V sau

: e : R A ;
~zecl de mii*; unitdti de ordinul VI sau ,sute de mii® ; unitati de ordinul VII
sau ,milioane*: etc.

Clasa unitdtilor, clasa miilor, clasa milioanelor. Unititile, zecile si sutele
fiecdrei clase,

2. Tehmca scrierit s1 citiri numerelor, cunoscind scrierea si citirea nu-
merelor de trei cifre si numele claselor, in ordine descrescitoare. Situatii
particulare, ; ’

3. Compararea numerelor, cu folosirea semnealor =, <, > si cu de ducerea
unor reguli practice, prin cercetarea cifrelor incepind cu ordinul cel mai mare.

B. INDICATII METODICE PENTRU PREDAREA TEMELOR
DIN CAPITOLUL VI

(Numir de ore, orientativ =10 ore)

Textul din manual este suficient pentru elaborarea lectiilor.
. O ) . ' o w e ; .

, Mentiondm ci nu trebuic cerut de la elevi verbalizdri obositoare, sub forma
reddrin curgdlo are a diferitelor veguli, ci se va insista asupra nsusirii consiiente
de cdtre elevi a deprinderilor practice de numire, scrieve st- citive & numereloy
naturale. _ 1

Utilizarea efectivd, ca material didactic, a unor multimi de " obiecte atit

¥ L]
d'e Dumeroase ar crea dificultdti. De aceeaa se vor improspita ideile orga-
nizari unel multhmi cu structurd numericd zecimali, care au fost ilustrate
oblectu:‘al pe1.1tru mulfimi cu mai putine elemente si se va sugera ci procedeul
poate fi extins asupra multimilor mai numeroase.

Pentru a ajuta gindul copiilor in urmirirea acestor idei, nu se va folosi
etectiv o multime de obiecte, ci invititorul va expune ,verbal® procedeul
de organizare cu structurid numeric zecimall, dar va »materializa® 'unititile

~ w A o . X 3 ;)
e se presupun cd ramin dintr-un anumit ordin cu care nu se mai poate face

- ounitate de ordin superior (deoarece sint mai putine de 10), punind pe panoul 15
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al trusei pentru studiul numerelor naturale atitea discuri negre, triunghiuri
albastre sau pitrate rosii cite unitdti din ordinul respectiv se presupune
ci au ramas.

Se ob’;me in acest fel o mulfime model pentru structura numerici zeci-
mali a multimii ipotetice analizate, care sugereazi numirea, scrierea si citirea
numdirului ei de elemente.

Discutind figura 50 din manual se va observa cd exact informatiile care
ni le furnizeazi aceastd figuri, ni le furnizeazi si scrierea existentd sub figurd,
luati singuri. Este desigur mai comodi aceasti scriere decit realizarea unor
multimi model ca aceea din figurd (cu piesele trusei), sau chiar numai a figuril
respectwe De aceea, odati procesul de gindire improspitat este firesc a
renunta in continuare la folesirea multimilor model sau a figurilor respective,
utilizind ,,scrierea pozitionald“ pentru precizarea aceloragi informatii.

Ideea fundamentald din acest capitol este aceea de a se cduta rezolvarea
problemei numirii, scrierii si citirii numarului de elemente al unei multimi,
deci o problemi ,,concreti®, si nu de a invi{a numerele naturale peste 1 000,

ceea ce face si se rimind pe un plan mult mai abstract, chiar dacd acesta |

este scopul final,

Ca material didactic se vor folosi planse continind tabelele al 2-lea si
a 3-ea existente in manual la tema , Organizarea multimii cu structurd nu-
merici zecimali®, subtema b) ,Numere scrise cu mai multe cifre®.

capitolul VII

ADUNAREA S| SCADEREA N UMERELOR NATURALE
PESTE 1000

(Numir de ore, orientativ = 15)

OBIECTIVELE PREVAZUTE DE PROGRAMA SCOLARA

1. Exercitii numai cu doi termeni (in scris). Probleme cu date din econo-
mie.
2. Inmultirea cu 10, 100 si 1 000, Tmpirtirea la 10, 100 si 1 000 a nume-
relor naturale terminate cu zerouri.
Indicatii privind rezolvarea unora din problemele propuse

TEMA 2: SCADEREA FARA TRECERE PESTE ORDIN
Problema 8

Fig. 114. @) 4650 — 3220 — 1430; ) 5560 —B 220 — 2 340;
¢) (5560 —3220) + 4650 — 6 990 sau (4 650 — B 220) + 5 560 = 6 990.

4650 3220 5560

Fig. 114

TEMA 4: SCADEREA CU TRECERE PESTE_ORDIN

La: Exercitii si probleme diverse

Problema 3

@) B contine numerele din A care scizute din 800 000 dau diferenta
cel putin egali cu 150 000.

b) B contine numerele din 4 care adunate la 999 999 dau suma cel mult
egald cu 1 100 000.

Problema 7

8581230 — 1,088 544 =230 — 314" 544 :2.= 272
1088 : 2= 544 3 % 314 — 942 544 | 814 + 942 +
2T 307

In cele ptru silozuri se afld 2072 q porumb.
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capitolul VIII
'UNITATI DE MASURA

(Numir de ore, orientativ = 15)

OBIECTIVELE PREVAZUTE DE PROGRAMA SCOLARA

.
e g s, oS : L
1. Submultiplii si multiplii metrului, litrului si kilogramului, cu trai1 s
; - U - A ~ ». e e un a.
formiri simple. Secol (veac), an, lund, siptamind, zi, ord, minut, sec
Citirea orei pe ceas. ‘ .

2. Exercitii §i probleme.

Indicatii privind rezolvarea unora din problemele propuse

TEMA A 8-a: UNITATI DE TIMP MAI MARI DECIT O ZI

Problema 8 . &
1095 zile sau 1 096 zile, dupd cum perioada de 3 ani consecutivi nu con-

e. un an bisect. Trei ani neconsecutivi pot contine 1 093,
3

ine 1 u contin ] :
fine In ea, sa ; bisect, contine

1096, 1097 sau 1098 de zile, dupd cum nu contine nici un an
gnul, doi sau trei ani bisecti.

Capitolul [X
NOTIUNI DE GEOMETRIE

(Numir de ore, orientativ = 15)

OBIECTIVELE PREVI\ZUTE DE PROGRAMA SCOLARA

1. Recapitularea notiunilor studiate in clasa a Il-a, cu aplicatii la uniti-
tile de misurd studiate si la operatiile asupra numerelor,

2. Compararea segmentelor de dreapti.

3. Semidreapta. Unghiul, "compararea unghiurilor. Unghi drept, drepte
perpendiculare, echerul. Unghi ascutit, unghi obtuz.

4. Pozitii a doud drepte: concurente; paralele.

5. Poligoane: triunghiul, patrulaterul. Clasificarea patrulaterelor: para-
lelogramul ; dreptunghiul; pitratul.

6. Aria unei suprafete. Unititi de arie: cm®; m? hm? sau ha. Aria drep-
tunghiului si pdtratului.

Nota: Notiunile de mai sus vor fi cunoscute intuitiv, fird definitii
riguroase. Figurile respective vor fi descrise si recunoscute in mediul incon-

jurdtor.
Indicatii privind rezolvarea unora din problemele propuse
TEMA A 3-a: SEMIDREAPTA
Problema 4
Drepte: AD. Semidrepte: BA: BD; CA; CD. Segmente: BC.
Problema 5

Figura 82. Drepte: AC; DB. Semidrepte: 04 ; OC; 0D ; OB. Segmente:
nu sint. Fig. 83. Drepte: AD; FC; EB. Semidrepte: I4; ID, IF; IC: IE;
IB. Segmente: nu sint,

TEMA A 4-a; UNGHIUL

Problema 6 (subtema 1°)

Laturile unghiurilor fiind semidrepte, acestea sint nesfirsit de lungi,
neavind importantd ce portiune din ele este desenati. Asadar, nu putem spune
cd vreunul din cele trei unghiuri are laturile mai lungi ca celelalte.
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Capitolul x

EXERCITII SI PROBLEME RECAPITULATIVE

(Numir de ore, orientativ = 10)

Problema 6
{102 030; 103 020; 201 030}

Problema 8

Fig. 115 sugereazi: 50 606 +- 10 066 = 60 672;
39 034 4 10 066 = 49 100,

Problema 9
Fig. 116 sugereazd: 250 025 — 75 075 = 174 950.

Problema 13 :

Prin fincercdri: a) {2;3;...;6;7}; b) 23 . 8} ¢) 14255768
d) {54::5:6;.7].

- Problema 19

Fig. 117. Intersectia multimilor 4 si B are 400 051 —(3(;0 1;50 —!—njclg Oﬁigi
elemente, adici 53 832, Multimea A4 are 30(2 150 + 5_3 8:?53 ggezmSi 99,901
multimea B are 46 069 - 53 832 element.e, adicd, respectiv : ,ente dir;
Avem 453 883 — 400 051 = 53 832. Deci suma .nur‘r‘lerelor d? elexln e
A si B este mai mare ca numadrul elementelor reuniunii, cu numarul elem

intersectiei lui 4 cu B.

Problema 29

Aseminitor cu problemele 26 si 27

250025 75075

-300 150 46 069
50606 10066 39034

Fig. 115 Fig. 116 Fig. 117
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Problema 32
(7 X 100) + (3 x 50) 4 (6 X 25) = 1000: 1000 — 990 — 10, Va primi rest

10 lei.

moduri posibile

1 leu 10 ' 7 4 2 1 5

Problema 34

Fiecare lad3 contine 60 : 5 = 12 sticle. Luindu-se din una 8, din alta 4
si din a treia 12 sticle, rimin, respectiv 4, 8 si 0 sticle. In doui Iizi

[luate la
intimplare pot fi: 4; 8; 12; 16; 20 sau 24 sticle,

Problema 35

375 :3 = 125; 5 X 125 = 625: 700 — 625 — 73. Se va primi rest 75 lei.
El poate fi plitit cu 1 bancnoti a 50 lei si 1 bancnotd a 25 lei, dindu-se astfel
cel mai mic numir de bancnote, adici 2. Pentru a se plati cu cel mai mare

numdr de bancnote se va da 1 bancnoti de 25 lei, si 5 bancnote a cite 10 lei,
total 6 bancnote,

Problema 36

{1;3; 5} reunitd cu {6; 8} face multiema. {1; 3;5; 6: 8}. 40 se
imparte exact la : 1;5; 8, iar 30 se imparte exact la : IS ol

Problema 37

@) Din primul val face piese care necesiti 3 m sirm%, din al doilea face
piese care necesiti 2 m sirm3, iar din al treilea val, piese care necesiti 2 m
sirmd. In total ii rimine o bucati de 1 m sirm3i (din valul al treilea),

b) Din primul val piese a 3 m strm3, din al doilea val piese a 2 m sirmi,
iar din al treilea val face 41 piese a 3 m sirmi si I piesi a 2 m. Astfel foloseste
toatd sirma, realizind 137 piese,

¢) Din primul val face 54 piese a 2 m sirmi s1 1 piesi a 3 m. Din al doilea
val face 58 piese a 2 m sirmi. Din al treilea val face 61 piese a 2 m sirmj si
una piesi a 3 m sirmi. Astfel realizeazi numirul maxim de piese, 175, con-
sumind toati sirma.

Cele de mai sus se deduc analizind resturile si citurile impértirilor 1a 2
$1 3 a fieciruia din numerele 111, 116 ST 25
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Problema 38

i : — 926: 926 : 7 = 132 (rest 2).
Primul mod: 421 - 230 4 275 { :
S-au ficut 132 transporturi cu camioane de 7 t, iar 2 t au fost transportate

cu un mijloc de transport mai mic. 7 A g
Al doilea s AR B 60 (rest Y5280 SIS 32 (rest 6); 275 1T = 39

(test 2 1ok Gk 2=9;, 8T =L (rest 25 60/ 32 - 39 451 =132,

Acelai rezultat.

Probfema 42

a) A—{R‘\S S\T TVP} Dw{RVT bVP 0 — (RVB};
b) B —{RVS SVT TVP RvE; Svp; RVP};

) C—{Rw VD, 1?3}

d) E {RVS; VT TYP; R\’P};

o) F F—(&vS; §VT; TvB; RVT; SvP)

Problema 43

Do e
a) Reuniunea lui 4 cu D: {RVS; 5V I TVE: RVT; SVPL.

)
P e
b) Reuniunea lui A4 cu RS VR RVP}.
)

2 sl
¢) Reuniunea lui D cu O: {RVF' SVEP: RVEL
i /\1
d) Intersectia lui E cu F: {RVS SVT; TVP}.

Se constati ci aceste multimi sint formate, respecu

elemente ca si multimile F, E, C si A din prcbleara antericaid.

Problema 45
4) AD si CB;-I; CO.
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v, exact din aceleasi

Capitolul‘ X|
RELATII, FUNCTII OPERATII

Acest capitol cuprinde cunostinte necontinute in programi si manual,
Et este destinat informirii invititorilor asupra citorva din notiunile funda-
mentale care constituie suportul stiintific al matematicii predate in invatd-
mintul primar.

Asemenca cunostinte vor permite invitatorilor si-si elaboreze lectiile
intr-o viziune noud, de mare perspectivd, si si explice simplu, dar in acord cu
matematica actuald, principalele notiuni pe care le transmit elevilor,

In prelucrarea didactici s-a realizat o atit de pronuntati simplificare,
incit, desi este pdstratd esenta stiintificd, intelegerea si nu fie conditionata
de existenta nici unui fel de cunostinte antericare de matematici.

Intrucit in forma in care este prezentat, capitolul a fost predat, egalonat,

la elevi de clasa a IIl-a si a IV-a (clase compacte, atit din mediul rural cit

si urban), obtinindu-se rezultate bune, el poate constitui obiect al preocupi-
rilor in cadrul cercurilor de elevi.

1. CORESPONDENTA ,INTRE* MULTIMI

"Radu, Andrei, Costel si Vlad si-au petrecut vacanta la Predeal, prietenii
lor Sandu, Mihai si Dan si-au petrecut-o la Eforie.

In perioada vacantei cele doud grupe de copii au pistrat legitura intre
cle prin intermediul urmatoarelor scrisori: Radu a scris lui Mihai si Dan;
Mihai a scris lui Costel; Vlad a scris lui Dan.

Corespondenfa stabilitd in acest fel intre multimea P a celor patru elevi
aflati la Predeal si multimea E a celor trei elevi aflati la Eforie esfe dlustrati
prin: diagrama aldturatd :

Radd. @ @ Sandu

Andrej ®

Costel @

Viad @

Fig. 118

numitd diagrama cu sigeti a cmesponclentm intre multimile P si E stabilitd
mal sus.
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Fiecare scrisoare determini un cuplu sau o pereche

mentul la care soseste acea scrisoare. Se formeazd astfel
perechile ordonate:

(Radu, Mihai), (Radu, Dan), (Mihai, Costel), (Vlad,
Dan).

Observim cd perechile ordonate (Radu, Mihai) si

Fig. 119 (Mihai, Radu) nu sint egale, deoarece intr-un caz scri-
soarea merge de la Radu la Mihai si in al doilea invers, de la Mihai la
Radu. Deci:

(Radu, Mihai) # (Mihai, Radu)

Corespondenta intre multimile P si E este determinald de corespondengele
stabilite de la un element la wn element st tlustrate pe figura de mar sus prin cile
o sdgeatd. Se vede cd sensul acestora poate fi de la P la E §i de la E la P.

Notind fiecare copil cu initiala prenumelui siu (literd micd), putem scrie
multimile P si E astfel:

B, o 0t Bl s s L
iar perechile ordonate determinate de fiecare scrisoare si care alcdtuiesc
corespondenta intre multimile P si E:
(v, m), (v, d), (m,c), (v, d)
Diagrama cu sidgeti a corespondentei intre multlmlle P si E poare fi fi-
cutid ca in figura 119.

2. CORESPONDENTA DE LA O MULTIME LA O MULTIME SAU RELATIA
DE LA O MULTIME LA O MULTIME

In exemplul anterior si presupunem ci cele doud grupe de copii au pis-
trat legitura prin intermediul urmitoarelor scrisori: Radu a scris lui Mihai
si Dan; Vlad a scris lui Dan.

Corespondenta stabilitd intre multimea P a celor patru elevi aflatila
Predeal si multimea E a celor trei elevi aflati la Eforie este ilustratd prin
diagrama cu s3geti (v. fig. 120) care, utilizind simbolurile folosite mai sus
pentru elemente, se face conform figurii 121,

Radu @

Andrej @

Costel ®
Viad @
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ordonatd, formatd din elementul de la care pleacd si ele-

De data aceasta corespondentele de la un element la un element au toate
aceeasy orientave, plecind de la cite un element din P, cdtve un element din E.
Corespondenta intre doud multimi care are aceasti particularitate se numeste
corespondentd de la o mulfime la o multime, in cazul nostru de la P la E.
O vom numi si relatie de la multimea P la multimea E.

Multimea P o vom numi multime de plecare, iar multimea E o vom numi
mulfime de sosire a acestei relatii.

Mulfimea G a tuturor cuplurilor care intervin in relafia obfinutdé mai sus
dela P la E este:”

G = {(Radu, Mihai) (Radu, Dan), (Vlad, Dan)} care, utilizind simbolu-
rile folosite pentru clemente, se scrie:

G = {(r, m), (r, d), (v, 4)}

Aceastd multime de cupluri se numeste graful relatiei ce s-a realizat de
IaePilaeh prin intermediul scrisorilor mentionate.

Sintetizind cele de mai sus putem spune ci o relafie este perfect cunoscutd
dacd cunoastem mulfimea de plecare, in cazul nostru P, mulfimea de sosire,
in cazul nostru E, si mulfimea G a tuturor cuplurilor care intervin in acea re-
latie, formate cu primul element din P si al doilea din E, deci graful velatier.
Altfel spus, o relatie este perfect c unoscutd daci cunoastem tripletul (P, E, G),
in care cele trei multimi sint scrise in ordinea mentionati anterior.

Probleme

1. Se dau multimile de figuri:

A:{O,_A,D}; B:{, 2 7o @p@}

) Stabiliti acea relatie de la 4 la B care pune in corespondenti fiecare
element din A cu toate elementele din B care au aceeasi formai cu el, folosind
diagrama cu sigeti.

b) Care este multimea de plecare si care este multimea de sosire in relatia
obtinutz”t?

......

d) Care elemente din multimea de sosire nu corespund la nici un element
din multimea de plecare? Care corespund la un element? Cate corespund
la mai multe elemente?

¢) Scrieti toate perechile ordonate care intervin fn relatia pe care ati
stabilit-o de la 4 la B, deci multimea pe care am numit-o graful relatiei.

2. Pe un raft in dulap sint asezate cele trei bisti existente intr-o locuinti.

Notind fiecare bascd cu o literd, multimea B a bistilor de pe raft se poate
scrie, de exemplu:

B = {0, ¥ S}.
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Multimea P a persoanelor din acea locuintd este formatd din tata, mama,
un biiat si o fetitd, persoane pe care le notdm, respectiv, cu ¢, t, b, f. Avem:
? ]

P={mbf}
Stiind ci tata poartd basca notatd cu #, biiatul si fetita poarta, alterna-
tiv, bistile notate cu 0 si s, iar mama nu poartd basca:
r ! . (o . f A T
a) faceti diagrama cu sageti a relatiei de la multimea P a persoaneler
i a A0 s 5 = e
la multimea B a bistilor, obtinutd dacd punem In corespondentd fiecare per
spani ci basca pe care o poarta.
¥ . - . v u . ~ .
b) Scriefi multimea de cupluri care intervin in aceastd relatie (deci graful
7o 7 -
relatiei). Faceti diagrama acestel multimi.
¢) Care clement din multimea de plecare nu are corespondent 1n multimea
de sosire? Care are unl corespondent? Care are mai mult decit un cores-
pondent? ; ) :
d) Care element din multimea de sosire nu este corespondent pentru
nici un element din multimea de plecare? Care este corespondent pentru
Si i i i 7 este corespondent pentru
un singur element din multimea (.16 plecare? Care P P
mai mult de un element din multimea de plecare?
: . . ot : .
¢) Formatl toate cuplurile ce au elementul dc:‘ plecare in P si cel de sosie
in B, si care nu aparfin grafului relatiel stabilite anterior.
, i 1 i in si ia cl i rsoanid
f) Refacet raspunsul la intrebarea (a), In situatia cind fiecare persce
din familie poartd, alternativ, toate bastile. . . e
- 3. Onut, Nicu si Dan participd la un concurs de tir. Ei trebuie sa traga
¥ i S 5 . .
cite un glonte in fiecare din cele patru tinte, constind din figurine decupate
din carton care reprezintd, respectiv, un mistret, o vulpe, o bufnita s1 0 po-
tirniche. — : (T
a) Indicati de la care tragitor la care finta s-au indreptat gloantele i
timpul desfasurarii concursului, intocmind o diagrama cu sigefi ce pleaca
de la multimea C a conenrentilor la multimea T a tintelor. p it
: ieti i i rfeator-tinta de i care glon
b) Scrief1 multimea cuplurilor tragator tinta determinate de fiecare glont
tras la concurs. S i
¢j Prify intermediul gloantelor trase, ce fel de corespcndenta s-a stabilit:
i i i j ime la o multime?
intre o mul{ime $t O multime? Dc la o mul{im . t ‘ 5
d) Dacd s-a realizat o relatie de la o multime la o mul{ime, ce Tepre-
: X . A ie? i di 1a mul-
zinta multimea formata la (b) pentru accasta relatie? Faceti diagrama I
timii obtinute la (b). |
¢) Formati multimea tuturcr cupluriler care au elementul de plecare
3 3 . 7 - c { 05 :
41 multimea C a concurentilor si cel de sosire in multimea T a tintelor, g care
nu apartin grafului relatiel stabilite anterior.

Ohservatia 1

Maultimea tuturoy cuplurilor ce pot fi formate aslfel incit primul lor element
sd aparind mulgimer A 51 al doilea sd aparpind wml;wmvi. B se numeste produsul
carlezian al mulpimii A prin multimea B si se noteazd A X B.

Fig. 122 Fig. 123 Fig. 124

Notind fiecare concurent si fiecare tintd, respectiv,icu initialele numelux
lor, avem:
C=1o,nd si T = {m, v, b, p}
iar graful relatiei de la (c):

C x T = {o, m), (0, v), (0, B), (0, $), (n, m), (n, v), (1, b), (n, p), (d, m),(d, ),
(@, 0), (4, )} _

Aceasti multime este numitd produsul cartezian al multimii C prin
multimea 7. _

4. Priviti corespondentele intre multimi stabilite prin intermediul figu—
rilor: 122; 123; 124.

a) Spuneti care din ele este in acelagi timp si corespondentd de la o mul-
time la o multime sau relatie? :

b) Scrieti graful fiecarei relatii gisite la (a).

¢) Care din multimile de cupluri obtinute la (b) reprezintd produsul
cartezian al unei multimi printr-o mulfime? (Justificati.)

5. Pentru multimile de litere:
A = {m, 4,5 B={o,d, f ], i}

tabela de mai jos pune in ccrespondentd elementele multimii 4 cu acele
elemente din multimea B care sint scrise sub ele in tabeld:

A | m p‘?\st

B | ¢ i—:ﬂf,kikl

a) Faceti diagrama cu sdgeti a rejatiei de la A la B stabilite cu ajutorul
tabelei. :

b) Scrieti graful acestei relatii.
¢) Faceti diagrama multimii obtinute la (3).

@) Formati submulfimea E a lui A care contine toate elementele din 4
care au corespondent in B prin intermediul tabelei de mai sus.
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Observatia 2

Multimea E astfel obfinutd se numeste domeniul de definifie al relatiei
de la A la B stabilit de tabeld.

¢) Formati submultimea T a lui B care contine toate elementele din B
ce corespund cel pufin la un element din A, prin intermediul tabelei date.

Observatia 3

Multimea T astfel obfinutd se numegte multimea valorilor relatiei de la

A la B stabilite de tabeld.

6. Reveaeti problema (4) de mai sus, punctul (a). Pentru fiecare relatie
ilustrati de figuri, scrieti:

a) multimea de plecare;

b) multimea de definitie a relatiei;

¢) multimea de sosire;

d) mulf{imea valorilor relafiei.

3, FUNCTIL. APLICATII

Priviti relatiile de la multimea 4 = {c, d, ¢, f} la multimea B = {m,s,
7, h, g}, date prin diagramele (1) (2) si (3).

fn relatia (1) existd elementele ¢ i f din multimea de plecare care au mal
mult cu un corespondent in multimea de sosire (¢ are pe si r; f are pe 7,
hosig).

Relaiile ca (2) si (3) in care nici un element din muifimea de plecare nu are
mai mult decit un covespondent in mulfimea de sosive se nuMesc functii.

in diagrama cu sigeti a unei functii, de la nici un element al multimii
de plecare nu poaté pleca mai mult ca o sigeatd (eventual pot exista elemente
de la care si nu plece nici una).

Functiile ca (3) in care fiecare element al multtmit de plecare are un cores-
pondent tn mulfimea de sosire se numesc aplicatii.

Se vede ci functiile sint relatii particulare, iar aplicatiile sint functii
particulare. In (1) avem o relatie fira si avem o functie (de ce?). In (2) avem
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o relatie care este in acelasi timp si functie (de ce)? In (3) avem o relatie
care este si functie si aplicatie (de ce?).
Este clar ci relatiile care nu sint functii, nu pot fi aplicatii.

Probleme

1. Priviti diagramele (1), (2), si (3) din fig. 126. Gésiti printre ele o relatie -

care:

a) nu este si functie de la E la F;

b) este functie fird a fi aplicatie;

¢) este si functie si aplicatie.

2. Se cunosc 4 ={d,f, g}, B={p,s,u} si C={dp), (du),(f «)
g 5)} R ={(d ) (/). (g w)}; T = {(d. B)(fs s)}

a) Faceti diagramele cu sigeti a corespondentelor intre mulfimile 4 si B

* stabilite de fiecare din multimile de cupluri C, R. 7.

b) Care din corespondentele stabilite la (a) reprezintd relatii, care repre-
zintd functii si care reprezintd aplicatii de la mul{imea 4 la multimea B?

¢) Scrieti multimea de definitie si multimea valorilor fiecireia din rela-
tiile gasite la (b).

d) Pentru care din relatiile gisite la (b) avem: multimea de plecare egald
cu multimea de definitie; multimea de sosire egali cu mulfimea valo-
rilor.

3. Fie E multimea elevilor dintr-o sali de clasi si B mulfimea béncilor
cu doui locuri din acea sald de clasi. Punind in corespondentd fiecare elev
cu banca in care sti, si se spuni daci relatia de la E la B care se obfine
este si functie, sau aplicatie, in situatiile:

a) fiecare elev std intr-o banci, existind si locuri libere;

b) fiecare elev std intr-o bancd, neexistind locuri libere;

¢) existd elevi in picioare, nu sint locuri libere;

4. Fie P multimea persoanelor care vizioneazi un film intr-o sald de
cinematograf si S multimea scaunelor (cu un loc) din acea sald.

Punind in corespondentd fiecare persoani cu scaunul pe care il ocupd,
spuneti daci relatia de la P la S care se obtine este functie, sau aplicafie, in
situatiile: '

a) unii spectatori stau in picioare, neexistind locuri libere;

b) nu existd spectatori in picioare, dar sint locuri libere.

(3)
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ey : o g i S
¢) Cum se modifici rispunsurile de mai sus, daca printre spectatorl exist

= oo ex ; 4B ;
si copil mici care se agaza cite doi pe acelasl scaun:
I rioard i in ¢ a fi caun cu
5. In problema anterioara puneti in corespondenta fiecare s

spectatorul care il ocupd si analizati relatiile de la S la P care se obtin, in cele

doui situatil menfionate.
4, OPERATII BINARE

Fie multimile:
E—1a b}; F={acd} P= {m, 7,1, f}.

Formim multimea produs cartezian a lni E prin F:

E x F ={(a, a), (& c), (2, d), (b, a), (b, ¢), (b, d)}-

Folosind diagramele cu sageti, figura 127 stabileste o functie de la multi-

mea produs E X F la multimea P. =
i i a a i a respondente
Privind figura observam ca €d stabileste urméitoarele coresp t

de 1a elementele din E X F la elementele din P:

(b, c) —> 1.

(b, d) —= [.

de plecare este produsul
fu cazul nostru operatia

(@, @) —=1
(a,d) —=m

0 functie, ca cea de mai sus, la care multimea
mi, se numeste operafie binara.

cartezian a doud multi ' . :
Itimile £ si F, cu valori in multimea P (Pe scurt, vom

" este stabilitd intre mu
~ zice doar ,operatie”).
Folosind diagramele cu sdgeti,
multimile E si F, cu valori in mulfimea P. .
.pon(,ien’,te de la elemente din E X I la elementele din P:

figura 128 stabileste o alti operatie intre
Ea stabileste urméatoarele cores-

(a, @) —= m (b, a) —> 1
(a,c) —>t (b,c) —=f
(a, d) —>m (b, d) —= L.

Se observi ci operafia datd prin figura 127 este o funciie, fdrd a fi 510 apli-

catie a lui E X F in P. n adevir, cuplurile (4, ¢) §i (b, @)

pe

(aale L
(a,cl@® acle.
{ad)e”] {u.d)@)
{ba)e (ba)e—1
[bac}./ lb,ClO‘—
g (bd)@®

(bd)® ( _ p
EXF ExF

Fig. 128

. Fig. 127
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din E X F nu ,

au corespondent in P. O astfel de operatie intre multimile E si F zicem cd
nu este totdeauna posibild.

Dimpotrivd, operatia datd prin figura 128 este o functie care in acelasi
timp constituie o aplicafie a lui E X F in P. In adevir, in £ x F nu rdmine
nici un element fird corespondent in P. O astfel de operatie intre mulfimile
E si F zicem cd este totdeauna posibila. :

Probleme

1. Fie multimile: 4 = {d, ¢}; B={f,g}; C={% 1, m}.

Spuneti care din figurile (1), (2), si (3) stabilesc:

a) Operatii intre multimile 4 si B cu valori in multimea C;

b) operatii intre 4 si B cu valori in C, care: nu sint totdeauna posibile ;
sint totdeauna posibile. Justificati.

2. Se dau multimile 4 = {r,,%}; B={u,d}; C={f.& {}

_ Folosind diagramele cu sigeti stabiliti cite doud operatii intre mu ltimile

A si B cu valori in mulfimea C (fiecare pe alti figurd), care:

a) Si fie totdeauna posibile; b) si nu fie totdeauna posibile.

3. Pentru multimile 4, B si C de la problema anterioard, faceti diagra-
mele cu sigeti care stabilesc operatiile intre A si B cu valori in C, care contin
urmitoarele corespondente de la elemente din 4 X B la elemente din C:

a) (hu)—f (¢, u) —> 1
(P, d) — ¢ =

b ) —=f (p, u) —> & (&) =iy
el (8, d) —¢ (b d) —> 1

Care operatie este totdeauna posibild gi care nu?

4. Ana, Vlad si Radu iau lectii de pian si dans la scoala populard de arta,
putind primi la sfirsitul anului gcolar calificative de la ,foarte bine“ la ,nesa-
tisfaciator”, la fiecare din cele doud discipline.

(3]
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Notind cu E multimea elevilor, cu D mulfimea disciplinelor de studiu
si cu C multimea calificativelor, iar fiecare element al acestor mulfiml cu

initiala denumirii sale, avem:
E=/{a,07,; D= {(p,d}y; C= {1,065 ),

tele la sfirsitul anului scolar sint cuprinse in fabelatesay o,
Rl ) in esentd, tabela face sd corespundd  fiecarul

i cuplu elev-disciplind, un calificativ:
?
—— (ﬂ,fb) -——)'f ('U, ]b) —> N (?’, p) —>b
(A S e (R (@,d) —>s (nd)—b  (rnd)—b
b Folosind diagrameéle cu sigefi, ardtafi .cé _prh}
: 4 intermediul tabelei s-a stabilit o operafie binara
intre multimile £ si D, cu valori in.C.
; ¢ i Aceasti operatie este totdeauna posibild, sau nu?

5. OPERATII INTERNE BINARE INTR-O-MULTIME
1. PRODUSUL CARTEZIAN AL UNEI MULTIMI PRIN EA INSASI

Si scriem produsul cartezian al multimii £ prin mulfimea F, daci:
E—={ab}; F= {a, c, d}.
Avem:
E x F = {(a,a), (& ¢), (2, ), (b, a), (b ), (b )}
1 mod aseminitor putem forma produsul cartezian al multimii 4 prin
multimea B, daci: 4 = {p, 7}, B ={p 1}
Avem:
4 x B={(p, 1), (6.7, (. ).(7: )}

Observind ci multimile 4 si B sint egale, urmeazd cd, in fond, am scris
multimea produs cartezian al multimii 4 prin ea insdsi.
Cum A = B, in loc de 4 X B putem scrie A x A. ASe mai noteaza

tnei A X A = A% cu
A% = {(p, B), (P 1), (v, ), (7, 1)}

Exercitii

Formati multimea produs cartezian al multimii C prin ea Insasi, daca:
= ? B

a) C={m,8: b) C={ad}; ¢ C={1,2} d)—C:{cz,b,cZ};
é) c=1{1,2,3; f) Cc = {0, 5, 12}

e R N
Faceti diagrama mulfimil C? fin fiecare caz.
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2. OPERATIA INTERNA BINARA INTR-OMULTIME

Fie multimea E de litere: E = {a, b}.

Multimea produs cartezian al mulfimii £ prin ea insdsi este:
BF = (a, a), (&, b), (0, a), (&, 0]

Faceti diagramele multimilor E®si E, ca in figura 130. Stabiliti apoi cu
ajutorul sigetilor o corespondentd de la £*la E care si fie o funcfie. Si zicem
cd ati obtinut figura 131.

Functia care ave particularitatea de a avea ca mulfime de plecare chiay mul-
timea produs cartezian al mulitmit de sosire prin ea insdsi se numeste operatie
interna binard in mulfimea de sosire.

In exemplul de mai sus figura 131 stabileste o operatie internd binari
in multimca E. ‘ -

Figurile 132, 133 si 134 stabilesc alte operatii interne binare in mul-
timea E.

Operatia internd binard se numeste totdeauna posibila dacd fumclia care
o deteymind este st aplicatie. In cazul in cave functia respectivi nu este §i aplicatie,
operagia internd binard zicem cd nu este totdeauna posibila.

Figurile 131, 132 si 134 stabilesc operafii interne binare in multimea E
care nu sint totdeauna posibile. Figura 133 stabileste o operatie internd binard
totdeauna posibild in E. (Justificati).

taale (aa)e. |
(able o lable
“J‘Cl). ‘blﬂl./
{bble@ lb,b)./
L E
E? ‘——"Ez

(aale

tu,b'}o\

(ba)®
(bbje|
ol R E

Fig. 134
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Exercitii si prbbleme

1. Stabiliti, folosind diagrame cu sigeti, doud operatii interne binare
totdeauna posibile in multimea E = {a, 8}, diferite de aceea din figura 133,

2. Stabiliti, folosind diagrame cu sigeti, doud operatii interne bin_are ce
nu sint totdeauna posibile in multimea E = {a, b}, diferite de cele din figurile
131, 132 si 134.

3. Se di multimea de litere F = {m, p, 7}. Folosind diagrame cu sdgeti,
stabiliti: _

a) trei operatii interne binare in F, totdeauna posibile; .

b) trei operatii interne binare in F care si nu fie totdeauna posibile.

4. Se di multimea P de numere: P = {1, 2}. Faceti diagrama cu sageti
a relatiei prin care se realizeazd urmitoarecle corespondente de la elemente
din P? la elemente din P:

(1,1) — 1, (1,2) —2; (2,2) — 1.

Este aceasta o operatie internd binard in P? Dacd da, este ea totdeauna
posibila, sau nu? ‘

5. Acelasi enunt ca la problema (5), in care se inlocuiesc cele trei cores-
pondente cu:

(1,1) —2; (1,2)—1; (2,1)—2; (2,2)— L.

6. Fie multimea E — {a, b}. Tabela aldturatd face si corespundd unor
cupluri din E® acel elemncu. din E care este scris la intersectia liniei care incepe
cu primul element al cuplului, cu coloana care incepe cu al doilea element
al cuplului. (Exemplu: (a,b) —= b, etc.).

a) Faceti diagrama cu sigeti a relatiei de la E?
—— | la E dati cu ajutorul tabelei, numita fabeld de cores-

{ a b pondentd.
— b) Aceasti relatie reprezinti o operatie interna
a a b, binari in E? Daci da, este aceasti operatie totdeauna
I || "posibild, sau ou?
b b 7. Acelasi enunt ca la (7), dar inlocuind multi-
¥ mea E cu F = {m, p, s} si tabela prin:
a) b) ) I
i s | m | p | s wm | P | S
m P M m m | s | p m || s m
? ? Al R P |'s p
s " P 1 5 $ P | m 8 m | p
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3. DIVERSE MODURI DE PRECIZARE A UNEI OPERATII

In cele ce urmeazi ne limitim la operatiile interne binare intr-o multime,
dar cele spuse pot fi extinse la orice operatie.

Fie multimea: E = {a, b} si tabela de corespondentd aldturata.

a) Faceti diagrama cu sigeti a relatiei de la E?

la E dati cu ajutorul tabelei.

b) Aceastd relatie determini o operatie internd ¢ b
binard in £? Dacd da, este aceastd operatie totdecauna =
posibild, sau nu? a a a

Diagrama cu sdgeti solicitati la (a) este ficutd in
figura 135. Se constatd cd relatia respectivd reprezinti b B
o operatie In £ (de ce?), care nu este totdeauna |
posibild (de ce?)

O tabeld de corespondentd care defineste o operatie se mumeste tabeld de
operatie. s

‘Atit tabela de operatii datd, cit si diagrama cu sigeti din figura 135,
stabilesc urmitoarele corespondente de la elemente (cupluri) din E?la elemente

din £

(a,a) —a; (a,b)—>a; (bb)— b (a)

Este clar cd, dacd cunoastem multimea E si corespondentele dela cuplu-

rile din E*la elemente din E scrise la (a), putem Intocmi atit tabela de operatie,

cit si diagrama cu sageti din figura 135. Agadar, cu ajutorul unor scrieri de

felul celor de la (a) dispunem de un mod de a stabili o operatie scriind toale

corespondentele de la wun cuplu la un element cave se vealizeazd prin operatia
respectivd, :

Ca exercitii, si facem diagrama cu sigeti a relatiei de la E® la E dati prin:

(@, a) — a (b,a) —a (®)
{(a,b) —b (b, ) — b

Executind diagramele multimilor E® si E, pe baza scrierilor de la (&)
se traseazd cu usurintd sigetile care indicd cu ce element din E corespunde
fiecare cuplu din E? obtinindu-se diagrama cu sigeti din figura 136.

Se vede cd scrierile de la () determind o operatie in E (de ce)? care este
totdeauna posibila (de ce?).

Fig. 136
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Tutr-o aceeasi mulfime E se pol introduce mas mulle operatii. In cazul ope-
iilor 1 : i rieri i (b) de mai sus, avem:
tiflor in E date prin scrierile (@) si ( ] ;
3 (a, b) —> a (cuplul (a,b) corespunde cu a) dacd este vorba de cperatia

4 prin (@), sl ; 3 ;

dat?ﬂ Pb) -—(>)(cuplu1 (a, b) corespunde cu b) dacd este vorba de operatia datd
in (b). : . }

PrmTrE )acest mod de scriere nimic nu ne informeaz3 despre care din cele ('210;7162
operatii este vorba. Pentru a se evita confuziile, putem folost um semn, U SO0
care s le deosebeascd. ‘ (- :

Astfel. folosind simbolul ,° (cerculet) pentru operatia dati prin (@),
si *“ (stelutd) pentru aceea datd prin (b) dacid svcrlem:ow ; 2
' ”(cz b) —> a (cuplul (@, b) prin operatia notatd cu ,°“ corespunde cu

(az} b) —*> b (cuplul a, b) prin operatia notatd cu " k< corespunde cu b)

S i d tie este vorba.

vom sti, de fiecare dati, de care operat : ;

Ca exercitil, scrieti din nou corespondentele de la (a) folo_smd 51.m1b01u1
e ettty de fiecare dati, scrierea respectivd, si apoi faceti acelagi lucru
cu cores ondentele de la (b). o s ‘ :
‘ Rezuiﬁnd cele de mai sus se vede ci pind acum am invitat trel moduri
de a stabili o operatie: .

1° prin diagrama cu sdgeti;

2° prin tabeld de operatie; . ‘

3° 1];rin scrierea tuturor corespondentelor realizate de la cupluri forrpate
cu elementele multimii, la elemente ale mul{imi1.

Probleme A %

1. Se di multimea F = {m, p, s} si diagrama cu sageti din flgulzl a;

a) Aritati cd diagrama stabileste o operatie in F care nu este totdeaun
osibila. - Gy
. b) Faceti tabela de operatie corespunzétoare ~ diagramel.

¢) Folosind pentru aceastd operatie sim-
{m,m) @ bolul ,, - (punct), scrieti (si cititi de fiecare datd)
m,m »
L toate corespondentele de felul:
{m,ple ﬁ—\ oate P t

(mslo— T, (m, m) = P

(pmie cate ar stabili, impreun, aceeasi operatie in F
(PP1®—p —=0p ca si diagrama cu sigefi sau tabela de operatie
(p,s)@ . de mai sus.

[s,m)® 2. Fie mul’gimei F = {m, p, st si scrierile:
(s,pl@® LL (11, m) S om (P, m) M p (s, m) eelic Ly

L) T s e s GASs O

#%
Fig. 137 (m,s) 25> m (p,s) —>p (58)—5

122

a) Facefi diagrama cu sigeti a relatiei de la F* la F stabiliti de corespon-
dentele (c).

b) Ardtati ca relatia datd prin (c) este o operatie totdeauna posibild in F,
Ce simbol s-a folosit pentru aceasti operatie?

¢) Faceti tabela de operatie pentru operatia ,**“ in F dati prin (c).

3. In multimea F — {m, p, s} stabiliti trei operatii, diferite de cele din
problemele (1) si (2) de mai sus:

@) prima, folosind diagrama cu sigeti;

b) a doua, folosind tabela de operatie;

¢) a treia, folosind simbolul ,:“ si scriind toare corespondentele ce se
realizeazd de la cuplurile din /2 la elementele din F:

@) fiecare din operatiile astfel introduse, redati-o si prin celelalte doui
procedee cunoscute.

4. OPERATII DATE PRIN REGULI DE OPERATIE

Primul exemplu
Sd ludim multimea:
E =iz b}
si urmdtoarea reguld de corespondentd de la cuplurile din E? la clementele din E ;
reguld pe care o vom mota cu simbolul ,o“:

»Cuplurile care au componentele egale se pun in corespondentd cu ele-
mentele din E care figureazi in cuplu; cuplurile cu componentele diferite
intre ele se pun in corespondenti cu a din E, daci componenta a doua nu
este a“, ;

Executind diagramele multimilor E2? si E se traseazi usor corespondentele
indicatc de regula ,o“ (se va face practic). Se constati ci se obtine tocmai
figura 135 care stim ci introduce o operatie in E.

Asadar, dacd cunoastem mulfimea E $i vegula ,o% putem intocms aragrama
cu sdgeti a operagier. Este clar ci putem face si tabela de operatie sau putem

. scrie corespondentele indieate la (a), pagina 121, ceea ce se va face si ca exer-

citiu.,

Rezultd cd regula ,,°“ stabileste o operaticin E aceeasi ca si tabela de operatie
datd la pagina 121, ca diagrama cu sdgeti din figura 135, sau ca scrierile (a)
de la pagina 121.

O reguld de corespondentd care stabileste o operatie se numeste reguld de
operatie.

Introducerea unei operatii cu ajutorul unei reguli de operatie este al

patrulea mod de precizare a operatiei pe care l-am invitat si el este cel mai
des folosit in matematicd.

Regula de operatie ,“ ne conduce cu precizie de la un cuplu din E?
si zicem (a, b), la corespondentul siu din E, in cazul nostru a.
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Aceasta face posibil a folosi pentru ,,a” din E notarea simbolicd ,a.b%,
ceea ce duce la scrierea: ‘
. acb=a (a operat prin ,o“ cu b este egal cu a).

In adevir, din stinga egalitdtii rezultd atit cuplul (a, b) cit si regula %
care ne conduce de la (a, b) la a.

Pe viitor, in locul scrierilor de forma:

(a, 0) 2> a
vom folosl mai ales:

ach = a

.
care pistreazd intreaga semnificatie a celei anterioare.

Folosind ultima notatie introdusd, in baza regulii ,,°“ date mai sus pentru
multimea E, vom putea scrie:

ot = @, aob=a; bb=2"0 ' (d)

In general, intr-o scriere de forma ey =z, % si ¥ se numesc ,termeni”
iar z ,rezultatul® operatiei ,o“ efectuate cu x si y.

Al doilea exemplu.

In multimea:

sd considerim regula de corespondentd ,*“ cu urmditorul continut:
,Orice cuplu format cu elemente din F, se pune in corespondentd cu al
doilea element ce figureazd in cuplul respectiv®.
Aplicind tuturer cuplurilor ce pot fi formate cu elemente din E regula
de corespondentd ,*“, obtinem:

(6, @) > a (¢)

(B B

(@ a) =
(@, b) 2> b

(Este bine sd se citeascd aceste scrieri, aga cum s-a ardtat, pentru a se
forma obisnuinta exprimarii.)

Executind diagramele multimilor E? si E si trasind sdgetile indicate de
corespondentele de mai sus (se va face practic), se obtine tocmai figura 136
care reprezinti diagrama cu sdgeti a unei operatii totdeauna posibild in E.

Regula de corespondentd ,*“, stabilind o operatie in E, este o reguld
de operatie si deci putem scrie in loc de (g):

a*a—=¢ fo1 2 o = (f)

a* b =10 b¥b =10

Observim ci scrierile de felul lui (e) sint posibile dacd ,** este o reguld
de corespondentd oarecare, dar scrierile de forma (f) sint folesite nrmai daci
“ A 4 = ~ *
regula de corespondentd este in acelasi timp o reguld de operatie.

<

124

Al treilea exemplu

Nu lrebuie crezut cd orice veguld de coves-
pondentd de la cupluri formate cu elemente ale uner
multimi, la elemente ale aceler mulfinw, este st o
reguld de operafie tn acea mulfime. Lste suficient
ca regula sd dea wunor cupluri mai wmulf ca un
corespondent, pentru ca ea sd nu stabileascd o operatie
in multimea respectivd,

Ca exemplu, s luim multimea:

E={a b}

Fig. 138

si regula de corespondenta , A“ (triunghi) cu urmitorul continut:

»Orice cuplu format cu elemente din £ se pune in corespondentd cu ele-

mentele lui I ce figureazd in cuplul respectiv®.
Aplicind tuturor cuplurilor ce pot fi formate cu elemente din E regula
de corespondentd ,, A“, obtinem:

(a, a) A g (b, a) _’5,{;;
@y oL s ©

Se vede cd unele cupluri au mai mult ca un corespondent prin regula , A,
ceea ce face si avem o velapie de la E® la E care nu este $i funcfie. Acestlucru
este pus in evidentd si in figura 138, obtinutd prin executarea diagramelor
multimilor E? si E si trasarea sigetilor cerute de corespondentele scrise la (g).

Nefiind functie de la E® la E, relajia stabilitd prin , A “ nu este nici operatic,

Intrucit veguia de corespondenid , N nu stabileste o operatic in E, ea nu

este o reguld de operatie in E st nu pulem folosi scrieri ca cele de la (f).

Interdictia este necesard deoarece, de exemplu, cuplul (a, b) siregula , A
ne conduce si la ,a” si la ,,b% din E. Ar urma sd scriem simultan:

N B =g stz N bi=b

adicd am obfine aceeasi notatie ,aAb“ pentru doud elemente diferitedin Z,
si pentru a si pentru b, ceca ce ar da loc la confuzii.

Probleme s

1. Se di multimea F = {m, p, s} si urmditoarea reguld de corespon-
dentd, pe care o notdm cu ,, -“: Orice cuplu lormat cu elemente din F se pune
in corespondentd cu:

#, dacid elementele cuplului sint egale;

m, dacd cuplul contine si pe m si pe s. .

a) Faceti diagrama cu sdgeti a relatiei de la F? la I stabilitd de regula
de corespondentd ,.“.
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b) Ardtati ca regula de corespondentd ,,- “ este si o reguli de opéra‘gie inF,

¢) Faceti tabela operatiei ,,.“ firid a folosi diagrama cu sigeti, ci exclusiy
continutul regulii de operatie datd initial.

d) Scrieti toate egalititile de forma

Moo= P

determinate de regula ,,.“ in F, fird a folosi diagrama cu sigeti sau tabela
ce operatie, ci exclusiv continutul regulii ,.* date initial.

2. Fie in multimea F = {m, p, s} regula de corespondentd ,,**“ prin
care fiecare cuplu format cu elemente din F este pus in corespondenti cu
elementul din E care figureazd drept primd componentd in cuplul respectiv.

a) Executali diagrama cu sdgeti a relatiei de la 2 1a F stabiliti de aceasti
reguld de corespondenta.

b) Cu ajutorul diagramei ardtati cd ,**“ determind o [operatie totdeauna
posibild in F,

¢) Folosind simbolul ,,**“ al operatiei sisemnul , =% al egalitatii, scrieti
rezultatele operatiei ,*** efectuate cu oricare elemente din F, dupd modelul:

m¥m = m
3. In multimea F = {m, p,s} se di regula de corespondenti ,.".“;
,,Orice cuplu format cu elemente din F, care nu contin $, se pune in corespon-
dentd cu elementele din F care figureazd in cuplul respectiv®.
a) Este ,,...“ o reguli de operatie in F?
b) Folosind una din scrierile:

(m, m) Zsm sim.;.m=m

precizati toate corespondentele stabilite de ,,..“ de la cupluri din F? la ele-
mente din F.

¢) Puteti schimba alegerea ficutd la (0)? Dacd da, schimbati-o.

4. In multimea 4 = {a, b, ¢} se di regula ,*“ formulati: ,Orice cuplu
format cu elemente din A se pune in corespondentd cu elemente din A4, care:

— figureazd in cuplul respectiv, daci componentele cuplului sint egale;

—nu figureazi in cuplul respectiv, daci componentele cuplului sint
diferite intre ele.”

a) Este X o reguld de operatie in 47

b) Folosind una din scrierile:

(a,0) 2> ¢ si @b =o¢

precizati toate corespondentele stabilite de ,,;“ de la cupluri din A®la elemente

din 4.
¢) Puteti schimba alegerea ficutd la (5)? Dacid da, schimbati-o.
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6. OPERATII INTERNE BINARE IN MULTIMEA
NUMERELOR NATURALE

1. OPERATII ,,OARECARE" iIN MULTIMEA NUMERELOR NATURALE

Indicarea unei operatii intr-o multime folosind diagrama cu sdgeti, tabela
de operatie sau scriind toate corespondentele realizate de la cupluri, la ele-

mente ale multimii, se complicd repede odatd cu cresterea numdrului elemen-

telor acelei multimi.

Avantajul precizdrii operafiei cu ajutorul wunei veguli de operafie constd
tocmar in independenta sa de numdrul de elemente al muliimit tn care se introduce
operatia. ,

Dacd mulfimea ave un nuwmdy nesfirsit de elemente, cum este cazul multimii N
a numerelor naturale, calea introducerii printr-o reguld vdmine singura posibild.

Sa luim citeva exemple: '

Exemplul 7.

Fie regula de corespondentd exprimatd prin:

(n, p) > n

unde # si p sint numere naturale.

Introduce aceastd reguli o operatie in N? Dacd da, este ea totdeauna
posibila, sau nu?

Mai intii observim ci regula ,=“ poate fi formulata: orice cuplu de numere
naturale se pune tn corvespondentd cu nwumdrul natural ce figureazd drept prim
element al cuplului respectiv.

In baza ei, vom avea:

(Z258) =524 (4;0) 20 4 (1 1) o 15 ete.
Deoarece ,,*“ face si corespundi la cupluri din N? elemente din N, ea
introduce © relatie de la N? la N.
S4 analizim dacd relatia respectivd este si operatie in N.
In acest scop trebuie sd cercetdm dacd existd cupluri care primesc prim ,x“
mat mult decit un corvespondent. Dupd cum se stie, pentru a avea o operatie

‘trebuze si nu existe astfel de cupluri.
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Dar, orice cuplu din N? are un singur prim element, deci regula ,,*“ nu
poate da unui cuplu mai mult decit un corespondent. Asadar, ea determina
o operatie in V. Ca urmare, vom putea scrie:

243 = 2 4%0 = 4; 1] = 1; etc.

Sd vedem acum daca operatia ,=“ in N este totdeauna posibild, sau nu,
Intrucit fiecare cuplu are un prim element, rezulti ci fiecare cuplu va
primi un corespondent prin vegula ,,+* si deci operatia este totodeauna posibild.
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Exempiul 2
Fie regula de corespondentd exprimatd prin:

(n, p) > max {n, p}, pentru n # p

unde # §i p sint numere naturale, iar notatia max {#, p} reprezintd pe cel

mai mare dintre numerele # $i p.
Introduce aceastd reguli de corespondentd o operatie in N? In caz afir-

mativ, este ea totdeauna posibild, sau nu?

Regula de corespondentd de mai sus poate fi formulatd: orice cuplu
de numere naturale, avind componentele diferite, se pune in corespondentd cu
cel mai mare din numerele ce figureaza drept componente.

Pentru a-i intelege clar continutul, €& stabilim citeva corespendente cu

aceastd reguld:
(5;1) =>5; (2; 7)==7; (0;3)==3; etc.
Pentru a vedea daci 0" determind o operatie in N, este suficient sa
observim ci dintre doud numere naturale diferite, unul singur este cel mar Mmare.

Asadar, wict un cuplu nu poate privme prin “o* mai mull decit un corestondent
st deci 0o delermind o operafie in N. Pe aceastd bazi putem scrie:

el =35 Doie—3 0.3 = 3; etc.
Acum analizim daci operatia ,o“ in N este totdeauna posibild, sau nu.
Prin intermediul lui ,o gisim un corespondent la fiecare cuplu format
cu numere naturale diferite intre ele, dar ,o" nu ne spune ce corespondent
i dim cuplurilor continind componente egale intre ele:
(373 Sk (O 0)—s 2" {0 9) >t
TLisind cupluri din N? fira corespondent in N, o deteimiind in N o
operatie ce nu este totodeauna posibild:
303 — imposibil ; 0:0 = imposibil; 9:9 = imposibil.
Exemplul 3
Se di regula de corespondenti:
{max {n, p} dacd n # p.

A
e 5 dacid n = p.

£l

Introduce ea o operatie in N? in caz afirmativ, este ea totdeauna posi-

bild, sau nu?
Continutul regulii este aseméndtor cu acela de Ja exemplul auterior,
numai ci , A“ nulasd fira corespondent cuplul in care compcnentele sint

egale:
(1, 8y =8 (Fa0==saa (4 9) —='9;
(3,8)—=5; (B58)== 31 (3;5)—=2 elc.
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Judecind ca la exemplul (2) deducem ci ,, A“ introduce o operatie in N
care este totdeauna posibild. Vom putea scrie: , ,

IA8=8; TA0=7 4A9=09:

Exemplul 4

Se da regula de corespondenti:

(n, $) @, oarecare dintre # si p,

unde 7 si p sint numere naturale.

Determini ie 1 a
termind ca o operatie in N? Dacd da, este aceasta totdeauna posibili
Sau nu? ’

T . ] ; “ e
- entru a de'vcm clar continutul Ini ,,®, si stabilim cu ea corespondentele
citerva cupluri: ‘

(4;7 9, 4dar, avem si (4; 7) @ 7
(6;6) ©_6
(9:451)) _Q)_ 9, dar avem si (9,1) _G_))_ 1 etc.
Observam cd, de exemplu:
i
(4:7)2,{
7
adicd cuplurile avind elementele diferite primese prim vegula , O mai mull ca
uf@ corvespondent tn N. Deducem cd ,, O determind o velatie de la N® la N
Sfard a determina o operatie in N. ; ,
Intrucit nu avem o operatie in N, nu se mai pune problema cercetdrii

dacid este totdeauna posibili, sau nu.
De asemecnea, observim ci nu putem scrie:

4® 7 = 4, deoarece ar urma si scriem si
4107 =717.

; Prlnuurlm‘}are, m(;ﬂmnd notatia 4 ©® 7 nu am putea sti daci este vorba

e numarul 4, sau de numa il i

o o drul 7, ceea ce Iar da nastere la confuzii. (Din cele
d scrierl ar urma 4 =4 ® 7 = 7 deci 4 = 7, ceea ce este fals. Asadar
A . r * . y

admitind scrierile respective s-ar introduce greseli in calculul matematic.)

N
Probleme
1. Verificati daci regula de corespondenti:

(n.p) =5 p
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unde » si p sint numere naturale, determinid o operatie in IV. In caz afir-
mativ, este aceasta totdeauna posibild, sau nu?

2. Se di regula de corespondentd:
(n, p) _eo, min {n, p}, pentru »n # p

unde # si $ sint numere naturale, iar notatia min {, p} reprezintd pe cel
mai mic dintre numerele # si. p.

Determini aceastd reguld o operatie in N? Dacd da, este ea totdeauna
posibﬂé?

3. Cercetati daca regula:

‘ min {», p}, dacan # p
(n, P) A{O, dacd n=p

introduce o operéﬁe in N. In caz afirmativ, vedeti daci ea este totdeauna
posibila.
4, Cercetati dacd regula:
6, dacd n = p;
(n, p) B, orice numir natural mai mic decit 3,
dacd n # p

determini o operatie in N. Dacd da, este totdeauna posibild?

2. OPERATII ,,OBISNUITE* iN MULTIMEA NUMERELOR NATURALE

1. Si luam regulile de corespondentd:

(@0 th g, (40 %,

“

unde a §1 b sint numere naturale, ,, A sint vegulile cunoscute de adunare
st inmultive a numerelor natuvale (date cu a]utorul multimilor), dar s st p sind,
vespectiv, suma si produsul ﬂumerelor naturale a i b obfinuie cu aceste regult.

Ne intrebim daci , +“ si-,, X pe care le cunoastem determind in NV
operatii in sensul in care este privitd operatia in acest capitol. In caz afir-
mativ, sint aceste operatii totdeauna posibile sau nu?

Dupa, cum stlm regulile ,, +“ st X e daw la nict un cuplu de numere
naturale mai mult decit o sumd, respectiv un produs. Urmeazd cd ele determind
operatii in N, pulind scrie:

a+b=ssiaxb=p
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De ) .
: asemenea, se stie cd regulile ,, 4 si X" pot fi aplicate si conduc la
sumd, respectiv un produs, oricare ar Ji numerele naturale a si b. Neldsind nici

wn cuplu din N? fard corespondent in N, | 4 si
» X determind operatiz tol
posibile in N. - g

2. Sd ludm regulile de corespondenti.

(@b) = d;  (a8) i ¢

U ; 7 ¥ == i

nde a $? b sint numere natu ozle, i “, 5 :“ sint ?fegulzle cunoscute de scdadere S”L

W?f;]ﬁflifﬂe cu vest a numerelor natur ale (date cu a.JthOI'U]. multlmlhn) iar d Sl c
3

sint, respectiv, diferenta si citul numerelor naturale a st b, obfinute cu aceste
regult.

T > L € 2

Ne intrebim daci ,, —* si ,,:“ pe care l¢ cunoastem determini in IV ope-

ratii in sensul in care este privit3 operatia in acest capitol. In caz afirmativ;

sint aceste operatii totdeauna posibile, sau nu?

Dupi ¢ im, 7 ' hpie 1)
pd cum stim, 1.egulz£e n— $1,:" nu dau la nict un cuplu de numere
naturale mai mult decit o diferentd, respectiv un cit. Urmeazd cd ele deleyming
operatri in N, putind scrie:

czé-b:d; ab=c
Exemple:
8 —3=37 18:3—6:117:5=3¢ 3:7—=20 etc.

De asemenea, se stie cd regula ,,— nu poate Ji aplicatd dacd a < b, iar
regula ,:* (impdrfive cu rest) nu poate fz’ aplicatd dacd b = 0. Ldstnd unele
cuplure din N*? fird corespondent in N, , — “ 51, determind operatii in N care
niu sint totdeauna posibile. J

Exemple;
5 — 7 = imposibil; 4:0 = imposibil.

Facem observatia ci, luind pentru ,,:“ intelesul de impdrtire exactd in N,
se gaseste la fel ca pentru impdrtirea cu rest, ci impartirea exactd este o ope-
ratie in V care nu este totdeauna posibili. Deosebirea fatd de impirtirea cu

rest este aceea ci, la tmpdrtirea exactd rimin wmposibile toate cazurile in care
impdrfivea cu rest era neeaxactd.

Exemple: (,:“ fiind impdrtirea exacti in N):
1254 —23 17: 5 = imposibil
9: 0 = imposibil 3:7 = imposibil.
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*  Fig. 139 Fig. 140 ' Fig. 141 -

Indicatii privind rezolvarea unora dintre exercitiile
si problemele propuse la capitolul XI

TEMA A 2-a: CORESPONDENTA DE LA O MULTIME LA O MULTIME
SAU RELATIA DE LA O MULTIME LA O MULTIME

Problema 1

a) Fig. 139;

b) A multime de plecare si B multime de sosire.

¢) A din A nu are corespondent in B, iar O din 4 are corespondent
in B sipe ® sipeé; -

d) % si B din B nu corespund la nici un element din 4, m, & si @
din B corespund la cite un element din A, neexistind nici un element din B
care si corespundd la mai multe elemente din 4 ;

e) G={(0, @, (0, 8); & =)}

Problema 2 :

a) Figura 140;

B G = {(& 7). (B, 0), (B, 8),:(f,0) (f, 5)}. Fig 141

¢) m din P nu are corespondent in B, ¢ are un corespondent, iar bsif
au cite doud; :

d4) Nu sint elemente in B care si nu corespundd la nici un elementdin 4,
7 corespunde la un singur element din 4, iar o si s la cite doud;

e) {( o), (4, 5), (m, 0), (m,7), (ms), (b,7),(f,7)};

f) Fig. 142
e
0 e em
\z
ne ] —=eV
doé__ e b
[
ep
(&
A
Fig. 143
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Problema 3

(o,m)e

Notam prescurtat clementele multimilor C si T cu initia- W
lele denumirilor lor: C = {o,n,d}; T = {m, v, b, p}. (o,b)e
@) Fig. 143; (o.p)e

n,m) e

b) G = (0, m), (0, %), (0, 0), (0, $), (, m), (1, v), (n, D),

(
(n, 9), (d,m), (d, v), (d, b), (d, p)}; (nv)e
¢) Figura 143 arati clar cd avem o corespondentd dela (nb)e
multimea C la multimea 7. Observim cd orice corespondents, (np)e
»de 1a® o multime la o multime este in acelasi timp o cores- (dm)e

pondentd. ,intre” multimi. (dv)e
d) G formatd la (b) reprezintd graful relatiei stabilite de (d,b)e

la C la T. Diagrama multimii G este in figura 144. (dp)e
e) {}, adici multimea vidi, deoarece nu existi alte cu- |\ :

pluri cu elementul de plecare din C si cel de sosire In 7, in G
afara celor existente in G. Fig. 144
Problema 4

a) Relatii sint determinate in fig. 123 si 124, deoarece sint corespondente
de la prima multime la cea de a doua. Corespondenta din figura 122 este
»intre” multimile 4 si B, dar nu este ,,de 1a® o multime la o multime, existind
corespondente de la un element la un element orientate si de la 4 la B, ca
m —u,sidela Bla A, cat—s.

b) Pentru relatia din fig. 123 graful este:

{0.8), (.2, (& 9), (f,0)}
si pentru relatia din figura 124 graful este:
{(c. 0), (¢, £), (4, 0), (4, 2), (g, 0), (& £)}-

¢) A doua, continind toate cuplurile la care primul element apartine
la prima multime si al doilea apartine multimii a doua.

Problema 5

a) Figura 145;

b G = {lm, d); (n..f), B B); (s, 8)); ¢) figura 146, 4) E = {m. v, st;
e) T =1{d,f b kL.

Fig. 146
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Problema 6

a) C={a.b e f)} pentru figura 123 si E = {¢, d, g} pentru figura 124;
b) {b, e, f} pentru figura 123 si E = {c, d, ¢} pentru figura 124;

¢) D ={g h, i} pentru figura 123 si F = {0, p} pentru figura 124;

d) {g, <} pentru figura 123 si F = {o, p} pentru figura 124.

-

TEMA A 3-a: FUNCTII. APLICATII

Problema 1

@) Cea datd prin diagrama (2); b) Cea dati prin diagrama (3): ¢) Cea
datd prin diagrama (1).

Problema 2

a) Figurile 147, 148 si' 149.

b) Toate reprezintd relatii de la 4 la B, Rsi T determini functii si R
determind aplicatie de la 4 la B (de ce?).

c) {d, f, g} mulfimea de definitie si {p, s, »} multimea valorilor relatiei
determinate de C;

{d, f, g} si {p, s} sint, respectiv, multimea de definitie si multimea va-
lorilor relatiei determinate de R; :

{d. f} si {p, s} sint, respectiv, multimea de definitie si multimea valorilor
relatiei determinate de 7.

@) Multimea de plecare este egali cu multimea de definitie pentru rela-
tille determinate de C si R; multimea de sosire este egald cu multimea valo-
rilor pentru relatia determinati de C. :

Problema 3

@) Nici unui elev din £ nu-i corespunde, in acest mod, mai mult ca o
bancd din B, deci relatia este functie de la E la B. Neriminind elevi din E
la care si nu corespundd o bancd din B, functia respectivi este si aplicatie
alui E in B. .

b) Acelagi rispuns ca la (), neavind importanti daci in B rimin, sau nu,
elemente ce nu corespund unor elemente din E.

¢) Functie, firid a fi aplicatie, acuma existind elemente din E firi cores-
pondent in B.
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Problema 4

Judecind ca la problema (3) obtinem:

a) Functie, fard a fi aplicatie de la P la S.

b) Functie de la P la S, care este si aplicatie.

¢) Nu se modificd, deoarece la clasificarea relatiilor in functii gi aplicatii
nu are importantd daci in multimea de sosire rdmin elemente ce nu cores-
pund la nici un element din multimea de plecare, sau existd elemente ce cores-
pund la mai mult-decit un_element din multimea de plecare.

Problema 5

Acelagi mod de gindire ca la cele doud probleme anterioare:

a) Functie de la S la P, care este si aplicatie.

b) Functie de la S la P, care nu este si aplicatie.

¢) Relatii de la S la P, care nu sint sifunctii deoarece existd clemente
din S cu mai mult ca un corespondent in P ( scaunele pe care stau
doi copii).

TEMA A 4-a: OPERATII BINARE

Problema 1

@) (1) si (3) stabilesc operatii. (2) este relatie de'la 4 X B la C, fird a
fi functie (de ce?) si nu poate fi, deci, operatie.

b) (3) nu este operatic totdeauna posibild, ldsind cuplul (¢, f) din 4 x B
firi corespondent in C. (1) di operatie totdeauna posibild, fiecare cuplv
din. 4 x B avind un corespondent in C.

Problema 2
a) Figurile 150 si 151; b) Figurile 152 si 153.
Problema 3

a) Figura 154. Operatia nu este totdeauna posibild.
b) Figura 155. Operatia este totdeauna posibili.

3

Ay N
e (ru)e_| ( N PN eS| O ey
(ru)e {ru)e. e .
: | d : (rd)e of (r.d)o\ ef
(r.d)off/ - (rd)e - s
(pule_| (Pu)e (pu)e— —treg pUle \;og
—F (pd)e—| | (pd)e—1|
(pd)e (pdle
(tu)e (tu)e (tu)e | [, (tue | |,°! ‘
(td)e -(t.dJo’r (ke e | o) e e
e Ch = 14 : c Nty et ‘C
AxB AxB AxB AxB
Fig. 150 Fig. 151 Fig. 152 Fig. 153
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(ru)e.] k f (ru)e.] : {a.p)e
(r,d)e of (rd)e—. Goe
(p,U}e eq (plu)g\ ‘(v.p)e
(pd)e (P-ﬂ_j)of (vd)e—]
(t.U)off;"r (t,u)e | (rp)e
(el | Nt (td)el r,d
\ ) C Sl ) G 4) )._/ c
.AXB AxB ExD
‘Fig. 154 Fig. 155 Fig. 156
Problema 4

Figura 156 arati ci avem o relatia de la £ X D la C (de ce?), care este
si functie (de ce?) si aplicatie (de ce?). Fiind functie este si operatie, fiind
aplicatie, operatia este totdeauna posibild.

TEMA A 5-a: OPERATH INTERNE BINARE INTR-O MULTIME
SUBTEMA 2 ; OPERATIA INTERNA BINARA INTR-O MULTIME

Exercitiul 1

Figurile 157 si 138. Sint posibile si alte alternative?

Exercitiul 2

Figurile 159 si 160. Sint posibile si alte alternative?

Exercitiul 3

a) Figura 161 si alte doud de acest fel, avind griji a nu ramine cupluri
din F? fird corespondent in F, dar putind rdmine in F clemente in care si
nu soseascd nici o sigeati.

b) Se fac trei figuri ca la (a), dar se lasd unele cupluri din F? fird cores-
pondent in F (pe figurd, de la unele cupluri din F? nu pleacd sageti).

(aq)e
(ab)e
(ba)e

(b.ble
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Bl x et

PP,

(m,m)c-\

(m.pe__ ™
(m,r)e =

(pm)e—_ ™
(P.pJ®

(P.r)->4.

(r,m)e

(r,p)e” | A

(r,r)e

FZ
Fig. 161

Problema 4

Figura 162. Avem o relatie de la P?1la P (de ce?), care este si functie
(de ce?) deci este operatie internd binard in P. Nefiind aplicatie (de ce?)
operatia nu este totdeauna posibild in P.

Prolﬂema 5

Se rezolvi dupd modelul anterior. Se obtine o operatie totdeauna posibila
in P (fig. 163).

Problema 6

a) Figura 164;

b) nici un cuplu din E? nu are mai mult ca un corespondent in E, deci
avem o functie. Fiind functie de la E? la E este si operatie. Intrucit nu este
aplicatie (cuplul (b, ) din E nu are corespondent in E), operatia nu este
totdeauna posibild in E.

Problema 7

a) Figura 137. Judecind ca la problema anterioard se vede ci avem o
operatie in F care nu este totdeauna posibila.

b) Figura 165. Se judeci ca la problemele anterioare, dar se gdseste
ci este o operatie totdeauna posibild in F.

¢) Figura 166, O operatie ce nu este totdeauna posibild in F.
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(mm)e
(m,p)e

(ms)e . ;

(P,I"Y\).\\ l'y\/Zlom

(P,p)ﬁ/ =@pP m p

(DIS). ,fl/.. \

(s,rn)o?’ ®s m |l p

(s,p)e C—J

fs,s).e/ F B B
— s || m

F2
Fig. 165 Fig. 167

TEMA A 3-a: DIVERSE MODURI DE PRECIZARE A UNEI OPERATII

Problema 1
b) Tabela din figura 167.

¢) (m,m) =, p (6, 9) =5 P (5,8) -5 P
(o Syt (s, m) -, m
Problema 2
a) Figura 168; ¢) Figura 169.
Problema 3
a) Figura 170; b) Figura 171
¢) mem =p RS L S
pep=m mep =m SN =l
Notd. Evident, sint posibile si alte alternative.
ATy
= (m:mj.
(m'm).: (mlp).
(npies - === (mis)e ;em
(ms)e—“{Rem (pm)e 4
(plm).\\\ (pjp). =g p F— -!..
(PIP)' /’.P (P S)ﬂ n ]
(p.s)e—| ; : ;
sim)e | es m m m
(sime—1——=0s
(5:P)0/J/(_/ - (Slp). LF/ ra
= ‘ P P P
(5,5)@ {s;s)e
Noo ey el
F? =
Fig. 168 Fig. 169 Fig. 170
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TEMA A 4-a: OPERATII DATE PRIN REGULI DE OPERATII
Problema 1

a) Figura 137. b) Din figurd se vede ci avem o functie de la F? la F, deci
regula ,.“ stabileste o operatie in F. Asadar, ,.“ este o reguld de operatie

in F.

¢) Tabela din figura [72.

d) mi = P i SiEise—m
" oS = m S o= m

Froblema 2 '

c) m*Em = m Derm = p S — s
WMEE Dl— 1 DEEp— SEEOl-—18
mers = m P s— SEESE==1S

Problema 3

a) Se face diagrama cu sdgeti din figura 173. Se vede cd avem o relatie
de la F?la F care nu este functie, unele cupluri din F* avind mai mult ca un
corespondent in I* (cum ar fi (m, s) care are corespondent si pe m si pe s).
Nefiind functie, nu este operatie in F.

by  (m,m) o om

(m, s) =y m

¢) Alegerea modului de scriere nu poare fi schimbatd, al doilea mod
nefiind permis in cazul nostru, deoarece nu avem o operatie.

(mm,8) =y s (s,m) = 8

(s, m) = m (sl e 5

Problema 4
a) Din diagrama cu sigeti ficuti in figura 174 se vede cd regula 1"
stabileste o aplicatie de la F® la F, deci o operatie totdeauna posibild in F,
b) Folosind prima scriere:
(p,m) _*, s (s, m) _* ¢
(mp) iss  pD) P (s2) m

(m,s) _5, p (p,8) 2, m (s,8) _*, s

(m, m) =, m
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S | (m,p)e_
o (m.s,)o\
(P,m)e- (plm)°‘\‘ ‘
B (pp)o” | %
(p,s)e i
(e smaE (s;m)e— /"
S (sip)e’]
\ ."(S’S). ) (s,s)®
. =7
Fig. 173 Fig. 174

¢) Avind o operatie, putem folosi si scriercalaidoua:

mim = m ptm=s st = p
mzp = s pip=p stp = m

m:s:p j533=m S8 — §

TEMA A 6-a: OPERATIIINTERNE BINARE I[N MULTIMEA NUMERELOR NATURALE
SUBTEMA 1°: OPERATIIl ,,OARECARE" IN MULTIMEA NUMERELOR NATURALE

Problema 1

Regula pune in corespondentd cuplul format cu numere naturale, cu
numirul natural ce figureazi ca al doilea element in cuplul respectiv. In acest
mod, nici un cuplu nu poate primi mai mult de un corespondent, asadar re-
gula ,**“ determind o operatie in N.

Deoarece fiecare cuplu are un al doilea element, urmeazd ci nu pot ri-
mine cupluri de numere naturale fird corespondent prin regula ,**“ si ea
defineste o operatie totdeauna posibildi in . Vom avea:

Jer— ol 8xx7 = T7; 4x2d4 — 4 ete,

Problema 2

13

S4 stabilim citeva corespondente cu regula ,, o
(35 ) =0 3y - BT )

Dacd componentele cuplului sint diferite, dintre ele unul este mai mare

si unul mai mic. Regula ,°=* face sd corespundd cuplului de numere naturale

cu elementele diferite intre ele, cel mai mic dintre acestea. Asadar, un cuplu

nu poate primi prin ,°“ mai mult ca un corespondent, deci ea defineste
o operatie in IV,
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Liasind firi corespondent cuplurile ce au componentele egale, operafia
iva ibilad 1 vea:
respectivd nu este totdeauna posibild in N. Vom a

Biooi— "0 Bieoaii— 1 400 4 = jmposibil etc.

Problema 3

Judecind ca la problema anterioard se giseste cd este 0 operatie ’Ecoggegu;i
posibild in N. in adevir, de data aceasta cuplurile cu componenteic €g

primesc corespondent pe 0:
3IAS=3; B8AT=T; 4 A\ 4=0 etc.

Problema

({325
S stabilim citeva corespondente cu regula [0 ¢

0 (am) B

0
(3;5) B, {1 cu sensul @;5) L ¢
2 )
- 0 i
Cag e i SR DR (R ES © e
2 ?

Existind cupluri de numere naturale care primesc mat n}\ult I\;:a un cores-

in regula ,[1° , aceasta nu stabileste o operatie in N. et

pondenltl e i a ciuta daci este totdeauna posibild
Nefiind operatie, nu mal are S€ns

sau nu. o ) . oo
Observim ci in aceastd situatie nu sint permise SCIierl ca.
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