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I. ALGEBRA BOOLEANA

I.1. Notiunea de algebrd booleand

1.1.1. Latice

In cadrul aritmeticii si algebrei sint studiate diferite operatii cu numere
In logica matematici s-au introdus operatii ca: disjunctia, conjunciia sau
negafia propozifiitor. In cazul mulf{imii pérfilor unei mulfimi s-au intilnit
operafiile de reuniune, intersectie $i complementari. Operatiile amintite se
deosebesc mult intre ele, in primul rind pentru ci se efectueazi asupra unor
elemente aparfinind unor multimi diferite.

Este cunoscut cd operafiile pot avea sau nu anumite proprietafi. Operatii
diferite, care se efectueazd asupra unor elemente distincte, pot avea aceleasi
proprietdti. De exemplu, adunarea, inmulfirea, reuniunea, intersectia, con-
junctia si disjunc{ia sint operafii comutative si asociative.

Aseminarea unor operatii din punctul de vedere al proprietatilor pe care
le posedd a dus la ideea de a nu se {ine seama de semnificatia concreti a acestor
operafii sau a elementelor mul{imii pe care sint definite, ci de a se’lua in con-
siderare numai proprieléfile lor comune. Trecerea de la operatii determinate
la operalii nedeterminate este aseminitoare cu trecerea de la aritmetici la
algebrd, adicd de la efectuarea unor operatii cu numere cunoscute, la operatii
cu numere necunoscute.

Dacé pe o mul{ime sint definite una sau mai multe operatii, care au anumite
proprietdti, vom spune cd mullimea a fost dotatd cu o structuri algebrici.
Mulfimea insdsi, Tmpreund cu operatiile definite, se numeste uneori algebra.
Desigur, denumirea sugereaza unele aseméindri cu algebra obisnuiti, dar trebuie
subliniate cele doud sensuri ale cuvintului algebri si anume ramurii a matema-
ticii, respectiv mulfime dotatid cu o anumitd structuri.

Algebra booleand este un caz particular de algebri, operatiile definite tre-
buind sa satisfacd anumite relatii bine determinate. Pentru a ajunge la defi-
nitia structurii de algebra booleani se va prezenta mai intii o structuri mai
simpld, denumita latice.

Definitie. Se numeste latice o mulfime nevidd M inzestrati cu doud operafii bi-
nare, notate 1 §i L1, astfel inclt pentru oricare elemente a, b, c= M sd fie valabile
urmdtoarele proprietdfi : ,

l.amlb=5bMa U'. ayb=b11a (comutativitate)

2. @b Ne=ani(bre) 2. (@aud)dc=ana(buLec)
(asociativitate)

dafl(apub)=a 3. au (@ b) = a (absorbtie)

O latice se noteazd < M, M, LI >. Dacd nu existd posibilitatea unei confuzii,
notatia poate fi simplificatd, renuntind la specificarea celor doui operatii.
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Lxemple

1. Multimea partilor unei mulfimi M notatd P(M), inzestratd cu operatiile de intersectie si
ceuniune formeazi o latice. Proprietdfile 1, 2 si 3 pentru infersectie, respectiv 1’, 2" si 3
pentru reuniune sint cunoscute din teoria multimilor. Aceastd latice poate fi notatd < 2(M),
N, U >. .

Si consideram multimea divizorilor pozitivi ai unul numar natural 4. Aceastd mulfime poate
fi inzestratd cu doud operatii binare, care corespund calculului celui mai mare divizor comun
si calculului celui mai mic multiplu comun. Astfel a M b = cmmde (a, b), iar a L b = cmmmc
(a, b). Proprietitile 1, 2, 1" si 2" sint cunoscute, rezultind direct din definifiile cmmde si
cmmme. Proprietatea 3 se poate demonstra astfel : deoarece a L) b este cmmme al nume-
relor a si b, rezultéd cd a (4 b este un multiplu al numarului a; in acest caz a ™ (@ .y b) adicd
emmdc al numerelor a §i @ L] b, nu poate fi decit a. Analog se demonstreazi si proprieta-
tea 3’. Aceastd mulfime formeazi o latice, care poate fi notatd < V, emmdc, emmmce >,
unde V = {x[ x este un divizor pozitiv al lui &}. i
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Observafie. Analizind cele sase proprietati din definifia datd unei latice se remarcéd unele simila-
ritafi. Astfel, inlocuind in oricare dintre proprieté{i o operatie prin cealaltd (5i reciproc) se
obtine tot o proprietate din definitie. Asadar, se poate enunta principiul dualitdfii pentru lalice,
care are formularea :
Dacd intr-o propozifie adeviratd din feoria laticelor se inlocuieste o operafie prin cealaltd (si
reciproc) se obfine de asemenea o propozifie adevdratd. : ]
Aceastd a doua propozifie este numitd propozifia duald corespunzédtoare primei propozitii:
Principiul dualitdtii permite sd se evite demonstrarea unei propozifii atunci cind propezitia
sa duald este demonstrata.
Propozitie. In orice latice L, pentru orice element a € L sint adevdrale relajiile
appa=asgialla=a.
Demonstrafie. Din proprietatea 3 rezulti @ = a M (ayy b), astiel cd

aua=ay (@ (awub)).

Notind a 1) b cu ¢, deoarece ¢ € L rezults conform proprietéfii 3" a 11 (@ M ¢) =
=g, astfel cd aya=a.

Analog afla=aCl(ay (@M b)) =a M (e d) =a, unde s-a notat a M b
cu d.

Observafii
1. In orice latice se poate introduce o relatie de ordine, notati C, astfel : all balJb=0b"
Se verificid usor ca sint adevirate cele trei proprietédfi ale unei relaiii de ordine si anume :

1) reflexivitate : al aq deoarece a| | a=a;

2) tranzitivitate : alC b si bE c=>al ¢ deéarece dinay b= bsib ) c=crezultd
aec=apbyud=(auduc=bpc=c;

3) antisimetrie : alC bsibC a=a=b, deoarcce din a1 b= bsibya= arezultd
a=blHa=ayb=0

2. Se poate ardta cd relatia de ordine poate fi definitd si prin:

aC beallb=a.

Intr-adevir, daci a Ly b = &, atunci
allb=amM (ayb)=a si, similar,
dacd a T b= qa, alunci
agb=(@Mb)ub=bybMa=ha

in cazul celor doud exemple de latice, relatia de ordine corespunde refatiei de incluziune
a doud multimi i respectiv refatiel de divizibilitate a dou#i numere.

Definitie. Simbolul p se numeste prim element in laticea L dacd pentru orice
x € L este adevdratd relafia p C x. Analog, u se numeste ultim element in lafi-

cea L dacd pentru orice x = L este adevdratd relafia x C u.

Propozitie. In orice latice finitd existd un prim element p si un ultim element u
in raport cu relajia de ordine L.

Demonstrafie. Fie L = {a,, a5, ..., a,}. S& ardtdm c4
p=aMa,™ ... MNa, (parantezele au fost omise datoriti asociativitatii).
Fie x € L un element oarecare al laticei L. Presupunind ci acest element se
afla in pozitia i, putem considera x = a,.
Astfel
prx=(a MaM ... Me, M ... Ma,) Ma; =

=g Ma... Na,=p,
adicd p C .

Similar, 4 = a, ] @) ... 1 @, deoarece
upx=(nmual ... LaLy - Lla)a =

=ai ]G ... L] a, = U,
adica x [ u.

Definitie. Dacd intr-o latice L, pentru oricare elemente a, b, ¢ = L sint satisfdcute
relafiile

apbrig=(@ud)M@uuc),

am(bge)=(am by (@ac), '
laticea se numeste latice distributivi.

Exemple

1. Laticea << @(M), M, U > este distributivi deoarece operatiile de reuniune si intersectie
din teoria multimilor sint distributive una fati de cealalts.

2. Laticea < {x[ x este divizor pozitiv al lui £}, cmmdec, cmmme > este distributivi deoarece
pentru oricare trei numere a, b, ¢ = N sint adevirate relatiile
emmme (@, cmmdc (b, ¢)) = cmmde (cmmme (a, b), ecmmme (a, ¢)) si
cmmdce (2, cmmme (b, ¢)) = cmmme (cmmde (2, b), cmmde (a, ©)).

3. Fie mul{imea poligoanelor convexe din plan pentru care definim operatiile [7 si [ | astfel:
a) P,M P,= P, P,, adicd intersectia din teoria mul{imilor aplicati celor doud multimi
de puncte ale suprafetelor poligonale P, si P,.




b) P, P, este cel mai mic poligon convex
care contine pe P, P..
Aceste operatii verifics relafiile din definifia
B unei latice (vezi ex. 6). Sd ardtidm cid aceasta
& B Ds 2 latice nu este distributivi. .
7 £ Fie P=AABC, P,=AMBC: §i Py=
G T2 = AA,B,C, (vezi fig. 1.1).

Py Py= A,B,C,C:B.A,,
P (Pl L Pz) =AE10102E2;
e P M P, =AC\D:Ey,
P P,=ACD,E,,
(PAPYL (PM P)Y)= D,EC,C,E.D,.
Se observd cd AE,C,C,E, # D.E,C,C.E,D,.
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Observafii

1. Cele doui relatii din definifia unei latice distributive sint duale una in raport cu cealalts,
astfel cd principiul dualitatii este valabil si in laticele distributive.

2. Se poate arita ci fntr-o latice cele dou#l conditii de distributivitate sint echivalente (vezi
exercifiul 7).

[.1.2. Latice distributive si complementaie

Definifie. O latice distributivdi < L, M, | > se numegte complementati dacd
sint indeplinite urmdfoarele condifii :

1. existd un element neutru u pentru operafia [ (denumit element universal),
care satisface relafia

aTlu=a peniru orice a <= L ;
2. existd un element neutru n pentru operafia || (denumit element nul), care
satisface relafia
a\ln=a pentru orice a = L ;
3. pentru orice element a < L existd un element complemeniar a = L, care satis-
face relafiile

Exemple

1. Laticea < @(M), N, U > este o latice distributivd complementatd, deoarece multimea M
este element neutru pentru intersectie, multimea vidd @ este element neutru pentru reuniulflGJ
iar pentru orice mulfime A = M, multimea 6,4 = M — A este o mul{ime complementari
a mulfimii 4.

2. Dacii numirul & este compus doar din factori primi la puterea 1, atunci laticea < {x| x este
divizor pozitiv al lul £}, cmmde, cmmme > este distributivd §i complementatd.

Numdrul % este element neutru pentru prima operatie, deoarece cmmde (x, #) = x pentru
orice x divizor pozitiv al lui &, iar numdrul | este element neutru pentru a doua operatie
deoarece cmmme (x, 1) = x penlru orice x.

« S I . k .
Dacd pentru un element x considerim numérul =, atunci cmmde {x— | = 1 si cmmme
X €T

(xﬁ) = k, deoarece aceste numere nu au divizori comuni. Rezults, deci, ci 1‘1uméruli este
X X
complementar numdarului x.

Dacd numdrul & are factori primi la puteri mai mari decit 1, atunci laticea divizorilor nu este
complementatd. Considerind £ = 60 = 22-3+5, nu se poate gisi pentru numarul 10 un nu-
mdr care si satisfacd conditiile de complementaritate. Prima condifie este satisficuti de
numerele 1 §i 3 care nu satisfac insd si cea de-a doua condifie (cmmme (10, 1)=10#60 si
cmmme (10, 3) = 30 # 60).

Propozitie. Intr-o latice distributivi si complementatd fiecare element are un singur
element complementar.

Demonstraie. Fie o latice distributivd §i complementatd L si si presupunem,
prin reducere la absurd, ci existd @ = L, care are doud elemente complemen-

tare, @ si @', distincte (@ # a@').
@=alln (n este element neutru pentru | )

=d | (ami @) (a este complement al lui a)
= (@ a1 (ayy a') (distributivitatea operatiei _, fata de M)
=ull(dy d) (a este complement al lui a)
== d || @ (u este element neutru pentru ).
Analog,
@=dun=dyu@d=(@yuarr@yad=
=yM{@ya=adaya
Deci
d=adayd
= d' ] d (comutativitatea operatiei 1))

in contradicfie cu ipoteza @ # a'.

Definitie. O latice distributivi si complementatd se numeste algebrd booleani.
O algebrd booleand se va nota < A, T, Ly, -, u, n >.

Observati

1. Putem considera, in virtutea teoremei precedente, ci fntr-o algebrii hooleani se poate defini
o operafic unari, care constd din luarea complementului unui element, astfel cii intr-o al-
gebrd booleand sc poate spune ¢ existd trei operatii M1, 13 si ~ Intr-o algebré booleand cele

trei operafii sint notate, de obicei, ,,+, ,, 4+ si ,™, iar cele dou# elemente neutre sint notate,
respectiv, prin 1 si 0.

2. Conditiile din definitia algebrei booleene nu sint independente. S-a aritat, de exemplu, ci
pentru o latice distributivi este suficientd numai una dintre cele dou conditii din definitie.

Se poate ardta cd pentru a defini o algebrd booleand este suficient ca pentru oricare ele-
mente a, b, ¢ s8 fie adevirate relatiile

ab = ba, a+b=0b+a;

a(b + ¢) = ab + ac, a+bec= (a + b)a +¢);
al=a a+0=a;

ea =0, at+a=1.




Celelalte relafii, adica
(ab)e = a(bc), (@ +b) +c=a+ (b +0);
ala +b)=a, a+ab=a

putind fi deduse din primele.

3. Elementul nul este prim element, iar elementul universal este ultim element (vezi exerci-
tiul 8).

4, S-a ariitat, de ciitre Stone, ¢ orice algebré booleani finitd < A4, +, +, 7, 1, 0 > poate fi pusi
in corespondenta bijectivd cu mulfimea pirfilor unei mulfimi finite M, care este de ase-
menea, o algebrd booleand < 2(M), N, U, Cu, M, @ =>. In acest fel rezulld cii numarul
de elemente dintr-o algebri booleand finitd A este 2", unde n reprezintd numdérul de elemente

ale mul{imii finite M asociate algebrei booleene A.
In continuare, se vor prezenta doud exemple de algebre booleene utilizate

in tehnica de calcul.
Algebra B,.
Algebra B, este algebra booleani formatd din doud elemente. Aceste elemente

vor fi chiar elementele neutre ale celor doud operatii : 0 si 1. Putem considera
ci aceastd algebri este cea mai simpld algebrid booleand. Cele trei operatii ale
ei se definesc astiel:

0+0=0, 0-0 =0, 0=1,
0-+1=1, 0.1 =0, T'= 0.
140=1, 1-0 =0,
1+1=1, 1.1 =1,

Pentru a arita ci relatiile din definifia algebrei booleene sint satisfacute, se
verificd egalititile inlocuind elementele a, b, ¢ cu 0, si 1, in toate combinatiile
posibile. De exemplu, absorbtia poate fi verificatd ca in tabelul L.1.

a b a+t+b ala -+ b) ab a4+ ab

(1) (2) (3) 4) (5) (6)

0 0 0 0 0 0

0 1 | 0 0 0

1 0 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1
Tabelul 1.1

Identitatea coloanelor (1), (4) si (6) demonstreazd valabilitatea relatiilor a =
=a(@+ b) = a + ab. - g :

Se observd ci operafia - coincide cu inmulfirea aritmeticd, insd operafia +
este diferitd de adunarea aritmetics, deoarece 1 + 1 = 1. Gésim, de exemplu,
@ 4 b = max (a, b), pentru orice a, b € B,.

Aceastd algebri a avut o deosebitd importanta in evolufia calculatoarelor. O
insemnatd contribufie teoreticd si practicid in domeniul algebrelor booleene si
al aplicatiilor lor a adus matematicianul romdn Grigore C. Moisil
(1906—1973).
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Fig. 1.3

Elementele algebrei B, pot fi interpretate ca reprezentind cei doi dipoli (refea
cu doud borne) din figura 1.2.

Operatiile - si -+ sint interpretate ca legarea dipolilor in serie, si respectiv, in
paralel. Doi dipoli sint considerati echivalenti dacd amindoi, fie permit {recerea
curentului electric, fie nu o permit.

Se poate observa, in figura 1.3, cd aceastd interpretare este in concordanta
cu definitia celor doua operafii. .

Operatia de complementare se interpreteazi analog si corespunde la schimbarea
starii dipolului. Astfel, dacd dipolul permite trecerea curentului, dipolul com-
plementar nu o va permite (si invers).

Algebra propozifitlor

In cadrul mulfimii propozitiilor se pot defini operatiile de disjunctie, conjunctie
si negatic. Dacd se considerd egale propozitiile echivalente, atunci relatiile
de comutativitate, asociativitate si distributivitate corespunzitoare acestor
operatii sint satisfacute. Elementul universal este format de clasa tautologiilor
(propozifii intotdeauna adevirate), iar elementul nul este reprezentat de clasa
contradictiilor (propozifii intotdeauna false). Se verifici usor cd aceste ele-
mente neutre satisfac relatiile din definifia unei algebre booleene. Deci, mulfimea
claselor de echivalentd a propozitiilor formeaza o algebrd booleand, fiecare
clasd confinind propozitii echivalente logic.

1.1.3. Exercitii

1. Sa se arate cd relatia
rU@g=(xuy iz

este verificatd in orice latice dacd:

a) x= 2,
b) x=p,
¢) 2= u.
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2. O latice pentru care este verificatd relatia
xuyng=(yiyymz

dacd x [ 2, se numeste latice modulard;
S& se arate cd orice latice distributivd este jmodularé.

3. Fie A= {a, ay, ..., a,.}, o mullime de numere reale pe catre se definesc operatiile _y si 1
astfel :
a,y b= max(a, b) si ail b= min(a, b).
a) Si se arate c¢d A este o latice distributiva.
b) In ce condifii A este o algebri booleans ?

4, Fie M mul{imea divizorilor lui 30.
a) Sd se arate cd laticea < M, cmmdc, cmmme > este o algebrd booleand.
b) Cite elemente are mulfimea M ?
c) Care este complementul lui 6?

5. Sd se arate cd In orice algebrd booleand sint adevirate urmitoarele relatii :
a) aa = q,

b)j: a, {principiul dublei negatii)

¢} a0 =0,

dda+l=1,

e) 0=1,

f) T=0,

¢) a b= ab, (formulele lui De Morgan).
h) ab="a + 5.

6. Sé se arate cd multimea poligoanelor convexe din plan pentru care se definesc operatiile M
si ) astfel:
P, P,= P, P, (intersectia celor doud poligoane),
P,y P,= cel mai mic poligon convex care contine pec P, P,
este o latice. Care sint primul si ultimul clement al acestei latice ?

7. S& se arate cd intr-o latice L cele doud condifii de distributivitate sint echivalente.

8. Si se arate cd intr-o algebrd booleand elementul nul n este prim element, iar elementul uni-
versal u este ultim element.

9. S& sc efectueze urmitoarele calcule in algebra B,:
a) (I'0 4 1-1) (1 + 01),

b) (T-0 4 1) + 0)-1,
) (0 4T + 0) I + 0).

[.2. Functii booleene

1.2.1. Expresii booleene

Din aritmelicd §i algebri se stie cd o expresie este un ansamblu de elemente
(numere, litere) legate intre ele prin simboluri care reprezinti operafii mate-
matice. Pentru a indica ordinea in care se efectueazi operatiile, expresiile pot
confine si paranteze.
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In mod asemindtor, se pot construi expresii cu elemente dintr-o algebri
booleand, utilizind simbolurile celor trei operatii «, 4+ si -

Definitie. Se numeste expresie booleand orice expresie rezultatd prin aplicarea
de un numdr finit de ori a operafiilor -+, -, ~ unor elemente determinate sau nede-
terminate ale unei algebre booleene.

Exemple

1. (a*b) + (c-1) este o expresie booleand care indicd efectuarea operatiei ,, *“ intre elementele a
§i b, a operatiei ,, +* Intre elementele ¢ si 1, a operatici de complementare a rezultatului ullimei
operatii si a operatiei ,,4+* intre primul rezultat si ultimul.

2. Nu orice fnsiruire de simboluri poate reprezenta o expresie. Astfel, 4-a+-5, nu este o expresie
booleand, deoarece nu respectd definitia. Simbolurile operatiilor care apar in acest sir nu
leagd elementele in mod corect (existd doi operatori consecutivi).

Ordinea in care trebuie efectuate operatiile dintr-o expresie este determi-
natd de parantezele care apar in cadrul expresiei. Scrierea unei expresii poate
fi simplificatd prin omiterea unor paranteze daci se introduc reguli de prio-
titate a operafiilor. De obicei, operafia de complementare are prioritatea cea
mai mare, fiind urmatd de operatia ,-“, cea mai pufin prioritard fiind ope-
rafia ,+" La fel ca in algebra clasicd, in expresiile booleene se poate omite
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simbolul operatiei ,,-“
Astfel, expresia (a-b) + (c-1) se poate scrie ab - cl.

Definitie. Fie o expresie booleand cu variabilele x,, x,, . .., x,. Se numeste valoare
a expresiei booleene, pentru sirul de valori v, v, ..., v,, valoarea obfinutd prin
inlocuirea in expresie a variabilelor x,, x,, ..., x, cu valorile corespunzdtoare

Ui, Us, ..., Uy §i efectuarea operafiilor indicate de simbolurile din expresie.
Exemply. Valoarea expresiei x,x; -+ X,%: -+ £, pentru sirul de valori 0, 1, 0 se obtine astiel
00 +T0+01=04+0+11=04141=1

Definitie. Doud expresii booleene cu aceleasi variabile se numesc egale (sau echi-
valente) dacd pentru aceleagi siruri de valori ale variabilelor iau valori egale.

Dacd numdrul de elemente din algebra booleani este mic, se poate demon-
stra egalitatea a doud expresii booleene prin verificarea egalititii valorilor lor
pentru toate sirurile de valori ale variabilelor.

Exemplu. In algebra booleand B, expresia £,(x, y) = xy -+ y este egald cu expresia E,(x, y) =
= x +y, deoarece:

Ey(0, 0)=00 4+ 0=01 4+ 0=0 + 0= E,(0, 0);
Ey0, D=00 4+ 1=0:0 +1=10+ 1= E,0, 1);
E(L, ) =104+ 0= 11 +0=1+ 0= E4(l, 0);
Ex(l, D= 1T 4 1s= 10 o 1220 4 1= | 4 L= (1, 1).

Egalitatea a doud expresii booieene poate fi demonstrati si prin calcul boolean
folosind proprietitile celor trei operatii booleene.
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Astfel, pentru expresiile E, si E, considerate anterior se poate demonstra ega-
litatea si prin:
Ei(x, ) =x§+y =

= (x + yNJ+ y) = (comutativitate, distributivitate)
= x4+ yl = (principiul tertului exclus)
=x+y= (1 este element neutru pentru %)
= Ez(x’ .l/)

Ca reguli de calcul boolean pot fi folosite atit relaiiile din definitia algebrei
booleene cit si alte relafii stabilite pe baza acestora.

Exemple de calcul in algebra booleand.

lL.x+y+z

=ty +2 asociativitatea adundrii
=Tx 1 9z formula lui De Morgan
= (xy)z formula lui De Morgan
= xyz. asociativitatea Tnmultirii.

9. abc + abe - abec = ac(b + b) 4 ab-0=ac'1 + 0= ac.

1.2.2. Functii booleene

In general, o functie este definitd ca o lege care asociazd fiecdrui element
al unei multimi (numitd domeniu de definitie) un singur element dintr-o altad
multime (numitd domeniu de valori). In concordantd cu multimile care alca-
tuiesc domeniul de definitie si domeniul de valori, functiile pot fi, de exemplu,
functii intregi de variabild intreagd, funciii rationale de variabila intreaga,
functii reale de variabild reald. In cele ce urmeazd, se vor considera funcii
la care atit domeniul de definitie cit si domeniul de valori sint algebre booleene.
Deoarece in practici algebra booleand cea mai rdspinditd este algebra B.,,
functiile booleene care vor fi studiate vor fi definite astfel:

Definitie. Se numegte functie booleand (sau functie binard) de n variabile, o
functie definiti pe produsul cartezian By X By X ... X By cu valori in mulfi-
mea B,. de n ori
Deoarece domeniul de definitie este un produs cartezian, un element al dome-
niului de definitie este un sistem ordonat alcatuit din n elemente din algebra Bs,
adici din 1 elemente 0 sau 1. Pentru fiecare combinatie de n elemente 0 sau 1,
functia 1i asociazd un element din algebra B, (adicd 0 sau 1), numit valoarea
Junctiei booleene pentru sistemul de n elemente considerat. O variabild care
ia valori in algebra B, se numeste varia-
B X B, bilé booleand. Putem astfel considera cd
functiile booleene sint functii de una sau
mai multe variabile booleene.

Exemplu. Putem defini o functief: B, X B, — B,
astfel :

f0, 0)=10, f(0, )=0, f(I, 0O)=10, f(I, =1

deoarece B, X B,={(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, D)}.
Aceastd funciie poate fi reprezentatd prin diagrama
Fig. 1.4 din figura 1.4.
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1.2.3. Reprezentarea functiilor booleene

_ Cea mai simpla forma de reprezentare a unei functii booleene este tabelul
sau de valori. Domeniul de definitie al unei functii booleene, B%, are 2" ele-
mente astfel cid tabelul va contine cele 2* valori corespunzitoare ale functiei.
Exemple

1. Tabelul de valori pentru func{ia din figura 1.4 este

X%, | 00 01 10 11
EEL 0 0 0.4

Tabelul 1.2

O altd forma a aceluiasi tabel este urmatoarea :

. Xa 0 1
X1

0 0' "

1 0 1

Tabelul 1.3

2. Pentru functia din figura 1.5 tabelul de valori poate fi:

XiXaXs 000 001 010 o011 100 101 110 11l [
g 1 0 0 0 1 0 1 1 |

Tabelul 1.4

sau

XoXs 00 01 10 11

X1
0 1 0 0 O
1 h 01 1
Tabelul 1.5

3. Tabelul de valori poate fi alcdtuit prin utilizarea unui cod ciclic pentru sirul de valori ale
variabilelor :

XXy OOF O idlz gl 0
f Qg Wu-ng
Tabelul 1.6




Deoarece atit domeniul de definitie al unei functii booleene, cit si domeniul
de valori sint multimi finite, existd un numar finit de functii booleene cu un
domeniu de definitie si un domeniu de valori date. Astfel, mulfimea funcfiilor
definite pe B% cu valori in B, conjine 22" functii. Aceste functii pot fi nume-
rotate, asociind la fiecare functie un numadr intre 0 si 22* — 1. O functie cores-
punde unui sir de 2” valori 0 sau 1; aceste valori formeaza un numdr binar
cu 2" cifre. Acest numir va fi denumit indexul functiei respective.

In tabelul 1.7 sint date toate functiile de o variabild in numdir de 22' = 4.
Cele patru functii pot fi interpretate astfel :

fo este functia constantd 0,

f1 este funcfia identicd,

[» este funcfia complement,

[s este functia constanta 1.

Tabelul 1.7

In tabelul 1.8 sint prezentate toate functiile de doud variabile. Asupra celor 16 functii de
doui variabile se pot face mai multe observatii. Astfel, functiile f, si f15 sint functiile constante 0
st respeetiv 1. Funefiile [, si [, sint functiile identice cu x; si respectiv x,, iar f,, §i fiq sint func-
{iile identice cu complementul variabilei x, si respectiv x,. Functiile f; si f,; nu depind de nici
o variabild, iar functiile fs, fs, fio S f1. nu depind decit de una din variabile. Celelalte functii
depind de ambele variabile.

X% | 00 01 10 11
fo 0 150" M= 0
7\ 0 0 0 1
i, 0 0 1 o0
X 0 0 1 1
A 0 1 0 0
5 0o 1 0 1
i, 0 1 1 0
[ 0 1 1 1
s 1 0 0 0
fo 1 0 0 1
Fo I 0 I 0
11 1 0 1 1
o 1 1 0 0
f1s 110 1
f1a 1 1 1 0
16 I 1 1 1
Tabelul 1.8

O altd form&d de reprezentare a functiilor booleene utilizeazd expresiile
booleene. O expresie booleand formatd cu variabilele x,, x,, ... x, gene-
reazi o functie booleand de n variabile booleene, care asociazd fiecirui sistem
de n elemente O sau | valoarea expresiei booleene pentru acest sistemn de valori.
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Se poate ardta cid pentru orice
functie booleand existd o expresie boo-
leana care o genereazi.

Exemple

1. Funcfia f: B —» B, din figura 1.4 poate fi

©1.1)e

generatd de expresia x,x,. Aceasta se poate

scrie : (1,00]1°—___

flx1, X2} = X%

2. Functia g: B} — B, din figura 1.5 poate fi
generatd de expresia x,x, + ¥5X,. Deci

8(X1, Xu X)) = X1Xy -k XX,

Sa considerdm expresia (x, 4+ ¥:)(v, + ¥:). Aceastd expresie genercazdi o funciie al_cdrei

tabel de valori este:

X1X,X3 Tq X+ T X Xo 4 &3 (¥ - @) (Xa - T)
000 1 1 1 1 1
001 1 | 0 0 0
010 0 0 1 1 0
011 0 0 0 1 0
100 1 1 1 1 1
101 1 1 0 0 0
110 0 1 1 1 1
111 0 1 0 1 1

Tabelul 1.9

Se observi cd aceastd funcie coincide cu functia generati de expresia x,x, + ¥.¥;. Rezulti
deci, cii aceeasi functie poate fi generati de mai multe expresii booleene,

Cele 16 funciii de doud variabile, prezentate in tabelul 1.8, pot fi generate de urmétoarele
expreSiii fo: 0; fl: X1Xa, fazxxfz; fs: X1 fa:flxz; fs: X2 fa=f1x2 + X%z,
f7:x1+xz;fs=flfz;fu=f1fz + x:%2; fro= %23 f1u= x, +fz;fla=f1;fls=f1 4 Xo;

fuu=x1 -+ %5 fus= L

Funetiile fo, fs, fey fia, f1z 81 fin poartd denumirea de functii booleene degenerate de doud va-
riabile, deoarece valoarea lor nu depinde de ambele variabile. Celelalte functii poarti de-
numiri variate, care sint provenite din teoria mulfimilor sau din calculul propozitional.

Astfel, se intilnesc urmitoarele denumiri :

I — intersectie, conjunctie, si, produs;

foy fo — intersectie indirecta;

e — sumai disjunctiva, sau exclusiv, diferentd simetrici ;
f — sumd logicd, reuniune, disjunctie, sau inclusiv ;
fe — functia nici, functia lui Peirce;

I — echivalentd ;

fu, fis — implicatie :

Fia — excluziune, funcfia lui Sheifer.




Studierea functiilor booleene de dous variabile are o importan{d deosebitd, deoarece se
demonstreazi ci funciiile booleenc de trei sau mai multe variabile pot fi descompuse in functu_
booleene de dou# variabile. De exemplu, functia g(x:, ¥, Xi) = X,%; + X.x; poate fi des-

compusd astfel
gy, Xy x2) = [o(fi(xe, %2, Je(%a, X3)).

Asadar, orice functie booleand poate fi reprezentati cu ajutorul functiilor booleene de doui

variabile.
Daci se {ine scama de faptul c orice cxpresie booleand este formati utilizind cele trei operatii

{*, + si —) si cé aceste operatii corespund functiilor f,, f, §i fi,, rezultd cé sint suficiente
aceste trei functii booleene de doud variabile pentru a reprezenta orice functie booleans.
In aceste condifii, functia g serisi mai fnainte poate fi descompusi astfel :

8(x1, X2y X2y = [o(fulss, %2), [ulfia(%e, 0), Frals, 0)).
Utilizind formulele Iui De Morgan se poate scrie ci:
folxs, %) = FaolFa(faa(xs, ), Frols, 0)), 0) si
il %2) = Fuolfa(Fras, 0), frols, 0)), 0),

ccea ce permite sd se afirme cd orice functie booleand poate fi reprezentati cu ajutorul a
numai doud funcfii booleene de doud variabile: fie f, si fi,, fie f, si fi.. Aceeasi functie g
consideratd anterior, se poate scrie de exemplu :

g(xl, Xy, Xa) = f}z(f1(i12(f1(x1, x,), 0), fm(fl(/cm(xz; 0), flu(xs, 0)))); 0).
O proprietate remarcabild o au insi funciiile fe $i f... Relatiile:

Flx, %) = falfs(x1, 0), felxs, 0));

filxn 1) = [(fulx, 20, 0);

fial)) = s(x1, 0)

permit ca prin inlocuirea functiilor f,, f; si fis, cut expresiile indicate s# se poatd gisi pentru
orice functie booleani o reprezentare care si utilizeze numai functia fs (functia lui Peirce).
Astfel, functia g poate fi reprezentatd sub forma:

g(xlw x21 xﬂ) = fﬂ(fﬂ(fﬂ(fﬂ(xly 0)) fs(xzy 0))5 fB(x21 xa))» O))
deoarece g(x, Xu, Xa) = [o(fi(xs, %2), fa(Xsr %))

Functia lui Peirce fiind o functie binard este notatd uneori ca o operatie binari, utilizindu-se
simbolul | . Cu aceastd notajie putem reprezenta functia g astfel:

X1, 2oy 23) = ({221 0) | (%2 0)) | (x5 %4)) 4 O.

In mod analog se poate reprezenta orice functie booleans utilizind numai functia 1ui Sheffer

(vezi ex. 8).

Functiile lui Peirce si Sheffer nu au numai o importan{ teoretic# ci si una practic, deoa-
rece circuitele electronice care realizeazi functiile lui Peirce gi Sheffer sint mai simple decit
cele care realizeazdi operatiile booleene + si-

|.2.4. Exercitii

—

. S4 se restringd urmétoarele expresii :
a) (x + x)(x + y2);
b) a(@ + by + b(b +¢) + b
¢) (@ + b)a + b)(a + b)a + b);
d) xyz + xjz + xpz + xjz.
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2. S& se verifice urmitoarele identitifi:

a) a4 ab=a + b;

b) (@ + )b +¢) = ac + b

¢) ab + be + ca= (a + b)(b + c)c + a).
3. Fie expresiile :

Ei=(a + ab)a + b);

Ey=ab+(a+b+c+d;

Ey=(a + b)c + d);

Ei=a + bc + abclad + b).

Séd se arate ci:
) Ei=a; b) E,=Ey; ) E,=E,+2d; d) E;=a +b.
4. Si se calculeze valorile expresiilor ;

a) (ab + )& - ¢)
b) abla + ¢) +ab

c) ab + ¢ +ac pentru a=0, b= 0 si ¢= 0.

pentru a=0, b=1gi c=1;
pentru a=1,b=1si ¢=0;

5. Si _sgllverifice urmétoarele relatii din algebra B, inlocuind nedeterminatele cu toate valorile
posibile :
a)'h'b+ab+ab=a+b;
b) (@ + t)a + b)= a; ‘
c) aE+b+ac=a+b;
d) ab + bc + ac = ab + ac.

6. Si se afle care dintre urmitoarele expresii hooleene sint egale,

a) Ey=ab + bc + ac; E,= abc + abc + ab;
b) E,= abc + abd + abc + abd; E,= bid + acd + bod + acd;
O Ex=Xxz+xy +xy4; Ex=(x + i)(x +y + 7).

7. S4 se arate cd :

a) xz 4 xz=y daci xy + xy=12; ]

b) ad + b(c + d) = ad + ac + ac + bed daci ad + be = 0.
8. Si se alcétuiascé tabelul de valori al urm&toarelor funciii:

a) f(x1, %) = xiky + Xa;

b) g(%s, %) = (%1 + x:)(%; + x.%.)

Q) flx, y, 2) = xz + yz + xy;
d) gx, y, 2) = x(y +2) + y(x + 2).

©

Se considerd functiile ;

gia, b, ¢)=ab 4 bc + ca;
gﬂ(a: b: C) = (a + C)(b + a—);
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gila, b, ©)=ab + ca'-;

gila, b, ©)= (a & )b + ) + a);
gi(a, b, ¢)= ac + ba;

ga, b, )= (a + b)c + a).

S# se arate cé:

a) functiile g,, g. si g. sint egale,
b) functiile g4, g, g0 sint egale.

1.3. Forme canonice ale functiilor booleene

1.3.1. Forme normale ale functiilor booleene

In paragraful anterior s-a aritat cd o acceasi funciie booleana poate fi
reprezentata prin mai multe expresii booleene. Este de dorit sa existe totusi
o formi standardizatd de reprezentare prin expresii a unei functii booleene.
Aceastd formd de reprezentare trebuie sa fie unicd, pentru a permite deter-
minarea rapidi a egalita{ii a doua functii prin compararea expresiilor asociate,
Definifie. Se numeste produs elementar un produs de variabile booleene san com-
plemente ale acestora, férd ca aceeasi variabild sd apard de mai mulle ori,

Exemplu. abe, abe, xyz, X.x; sint produse elementare iar ¢ + be, ¥y nu sint produse elementare.

Definitie. Se numegte forma normald disjunctivd a unei expresii booleene o sumd
de produse elementare egald cu expresia datd.

Exemplu. ab + bc + ac, }I}E 4 xyez, X,x, sint expresii sub formd normald disjunctiva.

Vom spune ci o functie booleand este scrisa sub forma normald disjunctiva
daci este reprezentatd printr-o expresie sub forma normald disjunctiva.

Forma normald disjunctivé a unei functii nu este unicd, dupd cum se poate observa din exem-
plul urmétor
f(x, g, 2) = xy + yz + x2=1xy + x2=xy + Wz + xz.

Putem astfel obtine oricite forme normale disjunctive utilizind idempotenta si absorbiia.
Observatie. Condifia ca intr-un produs elementar si nu se repete variabilele are o justificare
simpld. Dacii aceeagi variabild apare de mai multe ori, atunci aceasta poate fi redusd la o singura
aparitie prin idempoten{d. Daca acceasi variabild apare impreund cu complementul sdu atunei
produsul respectiv este egal cu 0, astfel cd poate [i eliminal din suma.

In mod analog se definesc suma elementard si forma normald conjunctiva
a unei functii.

Definitie. Se numeste sumé elementard o sumd de variabile booleene sau comple-
mente ale acestora, fdrd ca aceeagi variabild si apard de mai multe ori.

De exemply, @ + b +¢, @ + b + ¢, X +y + 2, %, + % sint sume elementare iar a + b¢, ¥ +y
nu sint.

Definitie. Se numegte formd normald conjunctivd a unei expresii booleene un
produs de sume elementare egal cu expresia datd.

De exemplu (a -+ b)(b + ¢)(a + o), (; +y +x+y +2), 0+ x; sint expresii sub forma
normald conjunctiva. ‘=
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Nici forma normald conjunctivd a unei expresii ica 4 4 di
| presii nu este unicd, dupa cum rezulta d -
plul urmétor : g -

(C+DY +E +2=(x+yE +2) = (x +h)x +y +2(F + 2).

Orice expresie booleana (deci si orice functie) poate fi adusi la o formi
normala disjunctiva si la o forma normala conjunctiva.

Pentru a aduce o expresie booleand la o formé normald disjunctiva se folo-
seste urméatorul procedeu :

— dacd in cadrul expresiei operafia de complementare este aplicatd unor
expresii, se aplicd formulele lui De Morgan, pini cind in cadrul expresiei date
nu mai apar decit complementele variabilelor ;

— se distribuie operafia ,, - in raport cu ,+* ori de cite orj este cazul;

— se elimind produsele care se anuleazi sau se repetd si variabilele care
apar de doud ori in acelasi produs. ’

Exemplu. Expresia [} = xy(xz + x + 2) -+ xyz poate fi transformati astfel :
E= (_x_—l— v)(xz + x2) + xyz (s-au aplicat formulele lui De Morgan)
= xxz + xxz —*—_f_?/% + xyz + xyz (s-a aplicat distributivitatea operatiel - fati de -+)
= %z + xyz + xyz (s-au eliminat primul §i ultimul produs).
S-a obtinut pentru £ o formd normala disjunctivi,

Daca utilizam si proprietatea de absorbtie, putern elimina si ulti inf
expresia datd o alta forma normald: fe.| ; o 1

E=xz + xpz.

Pentru a aduce o expresie booleeand la o formi normali conjunctivi se
foloseste un procedeu similar, in care, dupi aplicarea formulelor lui De Morgan
se distribuie operafia ,,+* in raport cu ,, - si se elimina sumele care au valoarea
constantd 1 sau se repetd, precum si variabilele care apar de doui ori in aceeasi
suma. '

Exemplu. Aceeasi expresie E poate fi adusi la o forma normal conjunctivi astfel ;
E=34(z +x +2) + 2= (¥ + )z + 52) + xjz =
= (& + 5 + 2 +2) + 2y =
=@EHY+NE T+ PE T +DE 24D +2 45 =
=@ +z+Da+2+0E 2 +9)(E +2 +2) =
=@ +9)x +y + 2+ +Y +2)(x + 2.

Expresia se poate simplifica prin absorbfie astfel ci

E=(x +9)x +2(x +2).
.3.2. Forme canonice ale functiilor booleene

Definifie. Se numegte mintermen in raport cu variabilele booleene x,, %, . .., x,
un produs elementar in care apar, fie simple, fie complementate, toate varia-
bilele x,, xs, ..., X, : -

Textele previzute cu o bard laterald sint destinate numai profilului de matematica.
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Un miﬁtermen are deci n factori. Acesti factori se scriu in ordinea natu-
rald a variabilelor care ii alcituiesc. De exemplu,

Xy XoTy, aDE, TFZ, ab, X1X2X3X X5

Secdrui mintermen i se poate asocia un numar binar ﬂSt:fE]E

I\/’le:;i"::l;l}ie;ET{gﬁlulﬂementat}e se inlocuiesc cu cifra 0, iar var:abilele‘lleco:11-
plementate cu cifra 1. Sirul de cifre obfinut rgprezmta un numar lJm.a_r (in
baza 2), care este asociat mintermenului respectiv. De exemplu, mintermeni-
lor scrisi anterior li se asociaza numerele :

(110)s, (100)s, (000), (11)s, (11111),, care reprezi ntd in baza zece nume-
rele 6, 4, 0, 3, 3L

Considerind n variabile booleene, numarul de mintermeni diferifi care
se pot construi cu aceste variabile este egal cu numarul de numere binare
cu n cifre. Acest numar este 2"

Mintermenii joacd un rol important in cadrul formelor de reprezentare
a functiilor booleene, datoritd urmaétoarei proprietati:

Un mintermen are valoarea 1 pentru un singur sir de valori ale varia-
bilelor booleene care il alcatuiesc.

Intr-adevér, deoarece un produs boolean are valoarea ! dacd si numai
daci toti factorii sdi au valoarea 1, iar factorii unui mintermen sint varia-
bile booleene simple sau complementate, alegind valoarea 0 pentru varia-
bilele care apar complementate in cadrul mintermenului si valoarea 1 pentru
celelalte variabile, se obtine combinatia de valori cautata.

Se defineste in mod analog nofiunea de maxtermen.

Definitie. Se numeste maxtermen in raport cu variabilele booleene x,, x, . . ., x,
o sumda élementard in care apar, fie simple, fie complementate, foate variabilele
e ' ' Tl ' )

Un maxtermen are deci n termeni, care se scriu in ordinea naturala a
variabilelor care ii alcdtuiesc. De exemplu

Wi Gt Xy T Tz, dt+ b8 XAy X b X F X ox X

Pentru un maxtermen se pot face aceleasi observatii ca pentru minter-
meni. Asocierea unui numar binar pentru fiecare maxtermen se face inlo-
cuind variabilele complementate cu cifra 1, iar variabilele necomplementate
cu cifra 0. Numarul de maxtermeni care se pot forma cu n variabile booleene
este, de asemenea, 27

Maxtermenii au o proprietate similara cu aceea a mintermenilor, si anume:

Un maxtermen are valoarea 0 pentru o singura combinatie de valori ale
variabilelor booleene, care il alcatuiesc (0 pentru variabilele simple si 1 pen-
tru variabilele complementate).

Mintermenii permit alcdtuirea unor forme normale particulare, deosebit
de importante.

Definitie. Se numegte formé canonicé disjunctivd a unei expresii booleene cu n
variabile o formd normald disjunctivd echivalentd cu aceastd expresie, alcatuitd
numai din mintermeni cu n variabile.

Forma canonicd disjunctivd a unei expresii se mai numeste si formd
normald disjunctivd perfectd.

Exemple. abc + abc + abe, xyz - XYz + XYz, XXX, + XiXoXsX, + XX.%.%, sint forme
canonice disjunctive.

In aceste exemple, primele 2 expresii au cite 3 variabile, iar ultima expresie arc 4 va-
riabile.

Propozitie. Forma canonicd disjunctivi a unei functii booleene este unicd, dacd
facem abstractie de ordinea mintermenilor.

Demonstrafie. S presupunem ci pentru o functie booleani existd doud
forme canonice disjunctive distincte. i

Deci existd un mintermen care face parte dintr-una din formele canonice
(sd spunem din prima forma) si nu face parte din cealalti. Si consideram
combinafia de valori ale variabilelor pentru care mintermenul respectiv
are valoarea 1 si sd analizim valorile celor dou# expresii corespunzitoare
acestei combinatii. Deoarece pentru aceasti combinatie de valori ale varia-
bilelor mintermenul din prima expresie are valoarea 1, indiferent de valorile
celorlal{i mintermeni, prima expresie are valoarea 1. Pentru a doua expresie
se obfine insd valoarea 0, deoarece to{i mintermenii acestei expresii nu pot
avea decit valoarea 0 (conform proprietifii mintermenilor prezentati an-
terior). Rezultd, deci, cid aceste doud expresii nu sint echivalente, adici pre-
supunerea facuta este falsa.

Cele doua forme canonice contfin aceeasi mintermeni, ceea ce incheie
demonstratia.

Forma canonicd disjunctiva poate Ii deci consideratd ca o repieozentare
standard a functiilor booleene.

Totusi, existd o singurd functic booleand care nu poate fi reprezentats
sub forma canonicd disjunctiva si anume functia constantd 0. Aceasta este
o consecinta a faptului ci fiecdrui mintermen dintr-o formd canonicd dis-

Junctivd ii corespunde o combinatfie de valori ale variabilelor pentru care

functia respectivd ia valoarea 1, astfel ¢ o functie reprezentati sub forma
canonicd disjunctiva ia cel pulin o data valoarea 1. :
Forma. canonica disjunctivd a unei functii booleene poate fi obtinut
atit pe baza tabelei de valori a functiei, cit si pe baza unei forme normale
disjunclive a acesteia.
Tabela de valori a unei functii booleene permite obfinerea formei cano-
nice disjunctive a functiei astfel:

Pentru fiecare combinalie de valori ale variabilelor booleene pentru care
functia are valoarea 1 se considerd mintermenul corespunzitor (adici acel
mintermen care ia valoarea 1 numai pentru aceastd combinafie). Suma
tuturor acestor mintermeni constituie forma canonica disjunctivi a functiei.
Reamintim cd mintermenul corespunzator unei combinalii de valori ale va-
riabilelor este produsul variabilelor care iau valoarea 1 si a complementelor
variabilelor care jau valoarea 0.

Fie, de exemply, funcfia definitd de urmitoarea tabeld de valori

a o 0 0 o0 1 1 1 1
b i Ty Y et maee e S fame o}
c o 1 0 1 0 1 0 I
| T O O 0 1 0 1 1

Tabelul 1.10

Funciia ia de 4 ori valoarea 1, pentru urmitoarele combinaifii de valori ale variabi-
lelor a, b, ¢: (0, 0, 0), (1, 0, O, (1, 1, 0), (1, 1, 1).
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Acestor combinatii de valori le corespund urmétorii mintermeni: abe, abe, abe, abe. ) glx, ¥) = xy;
Forma canonicd disjunctivd a acestei functii este deci:

el B fa, b)= (a + b)a@ + b);
fla, b, ¢)= abc + abc + abc + abe.

. o . . .. . - Qe g )=E+y+Ay +x +y +2); ;
O formé normald disjunctiva a unei funcfii poate fi transformati intr-o [l _ 1

forma canonicd disjunctiva astfel : h) f(x1, %o X, X) == (%1 + X2 + X5 + X:2) (X1 + X, + X, 4 %)
Fiecare termen al formei normale disjunctive care nu este mintermen, 4 Si se afle forma canonici disjunctiv a urmatoarelor expresii :

adicd fiecare termen care nu confine toate variabilele, se tnmulfeste cu ex- -

presii de forma (x - @), pentru fiecare variabild x absent din acel termen. a) ab + bc;

Tinind cont de distributivitatea inmul{irii booleene fa{i de adunarea booleani Nz .

se desfac parantezele si se elimind termenii dubli (finind seama de idem- Y2 T 9z;

potenfa adundrii booleene). Se poate observa usor ca expresia obfinutd nu

I tnarii 2). | : 3 resia obj 1 Q) XoXs + Xika.
confine decit mintermeni §i este echivalentd cu expresia inifiald. Rezultd

deci cii s-a obfinut forma canonici a functiei respective 5. S4 sc gisecascd forma canonicd conjunctivd a expresiilor de la exercifiul 4.
. LA o 6. Fie functia f(a, b, ¢, d) definiti de tabelul I1.11. |
Exemplu. Fie forma normald disjunctiva : a) Sa se scrie forma canonicd disjunctivd a acestei functii.
sl e b) Sd se scrie forma canonicd conjunctiva a funciiei f. )
fa, b, ¢) = bc + ac + ab. c) S& se verifice prin calcul boolean cii expresiile oblinute la punctele a) §i b) sint echi-
Aceasta se transformi astfel : valente.
I;c—+az+ab=50_(a+cz—)+ac_(b+5j+ab(c+c_j= a b c d f(a, b,
YR =n L - c, d
= abc + abc + abc - abe + abec + abe= ] _ 9
T = : 0 0 0 0 1
= agbc + abc + abc + abe. 0 0 s 0 |
In mod analog, utilizind nofiunea de maxtermen, se defineste forma 0 0 1 0 l 1
canonica conjunctivd a unei expresii booleene. Forma canonicd conjunctiva 0 0 1 | 0
permite de asemenea o reprezentare standard a functiilor booleene deoarece 0 1 0 0 0
si aceasta formd are proprietatea de unicitate. Singura functie care nu poate 0 1 0 1 1 |
fi reprezentata sub forma canonicd conjunctivd este functia constanti I. 0 1 1 0 1
De asemenea, forma canonicd conjunctivd se poate obfine pe baza fie 0 1 1 1 0
a tabelei de valori a funciei, fie a unei forme normale conjunctive a acesteia. 1 VR VA | 0 |
1 0 0 1 1 |
1 0 | 0 0
1.3.3. Exercitii ] 0 t 1 1
1 1 0 0 l
1. S4 se gdseascd o formd normald disjunctivil a urmitoarelor expresii : 1 1 0 1 1
1 1 1 0 0
a) (x + xy)(x +y); ) 1 1 1 1 0
b) (x1x.)(xy + X)(X5 + X2) 3
I T 1T LTI Tabelul 1. 11
c) (a+b)c+4d);
d) (@ + b)¢ + abe(ad + b).
2. Si se giseascd o formd normald conjunctivd a expresiilor de la exercitiul 1. |.4. Simplificcrecl functiilor booleene
3. 54 se indice care dintre urmatoarele forme normale sint si canonice. A e X v
1 .4.1. Simplificarea prin calcul boolean
a) f(x, y, 2) = xy + yz; : |
b Fla, bc) = abs + 553 + abe + Zbe: O problema importanti legatd de reprezentarea funetiilor booleene o con- |
T i stituie gdsirea unei forme cit mai simple pentru expresiile acestora.
Q) F(s, Xay Koy Xa) == XiXgLoXs + B Bukoks + $iXutaly: Simplificarea prin calcul boolean este aseminitoare cu simplificarea ex-
presiilor algebrice obisnuite. Trebuie insd si se {ind cont de regulile specifice
dy g(x, y)=x+y; ale calculului boolean.
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In acest sens sint deosebit de utile regulile de idempoten{i (@ + a = a si

aa = d), de absorblie (a + ab = a, a(a +- b) = a) si de combinare (ab + ab = aq,
(a 4 b)(a + b) = a).

Aceste reguli pot fi folosite atit ca reguli de simplificare, cit si ca artificii

de calcul pentru introducerea unor noi termeni necesari pentru combinatiile

ul

terioare.

Exemple

1.

abed + abe 4 abe + abd + abed + wbd =
= abc + abc + abd - abd = (prin absorbiie)
= ab + bd (prin combinare).

. ab + abc 4 abc =

= ab + abc + abc + abc = (prin absorbtie) (artificiu de calcul)

= ab + abc + abc + abc + abc = (prin idempotentd) (artificiu de calcul)
=ab + (a + a)bc + ac(b + b) =

= ab + b¢ + ac (prin combinare).

Totusi caleulul boolean direct nu asigurd obfinerea celei mai simple expresii.

Aflarea celei mai simple expresii trebuie si {ini seama de toate combinatiile
posibile, efectuind o cdutare metodici. Trebuie stabilit, insi, ce se intelege

pr

in expresie mai simpla.
O expresie va fi consideratd mai simpld decit alta daci numirul de aparitii

ale variabilelor din prima expresie este mai mic decit numérul corespunzitor
din cealalté.

Astfel expresia ab - dc (in care variabilele apar de patru ori) va fi consi-

deratd mai simpld decit a -} b + abe in care variabilele apar de cinci ori.

De obicei se cautd cea mai simpld expresie in formid normali disjunctivi,

echivalentd cu expresia dati.
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[.4.2. Simplificarea prin diagrame

Utilizarea diagramelor pentru simplificarea functiilor booleene este’ o
metodd utilizata de obicei pentru functiile reprezentate prin tabele.

Diagramele Euler-Venn sint cunoscute din teoria mulfimilor. S-a aritat
insd ca < PD(M), M, U > este o algebra booleand, astfel cd aceste diagrame
pot fi utilizate si la reprezentarea geometrici a relatiilor din algebra booleani
B,. Intr-o diagrami Euler-Venn fiecare variabili a expresiei booleene se
reprezinta printr-o mulfime, de obicei un cerc. Interiorul mulfimii cores-
punde variabilei respective, iar exteriorul mulfimii (deci complementara
mul{imii) corespunde complementului variabilei. Un termen al unei expresii
booleene corespunde intersectiei -mulfimilor: corespunzitoare variabilelor
care il compun. In cazul unei variabile care apare sub formd de complement
se considerd desigur intersecfia cu exteriorul mul{imii corespunzétoare.

Intreaga expresie va corespunde astfel reuniunii mul{imilor corespun-
ziitoare fiecirui termen.

Tn figurile 1.6, 1.7 si 1.8 sint prezentate citeva exemple de diagrame
Euler-Venn, corespunzind termenilor a, ab si, respectiv, abc. Se poate ob-
serva cd unui mintermen ii corespunde o zoni care nu mai este divizatd in
alte zone. In figura 1.9 au fost inscrisi mintermenii corespunzitori fiecirei
zone elementare. Considerind expresia

abé - abc - abé -+ abe,

Fig. 1.6 Fig. 1.7 I'ig. 1.8

Fig. 1.9 tig, 1.10

se observd ca cei patru mintermeni corespund celor patru zone my, n, m,
$i m,. Reuniunea acestor patru zone (fig. 1.10) formeazd multimea corespun-
zdtoare variabilei a, deci

abe - abc - abe - abe = a.

Utilizarea diagramelor Euler-Venn devine dificild daci expresiile contin
mai mult de trei variabile.
Diagramele Veifch-Karnaugh rteprezintad rearanjarea diagramelor Euler-

Venn sub forma de tablou. In cazul diagramelor Veitch-Karnaugh multimile
corespunzatoare variabilelor booleene sint reprezentate de dreptunghiuri
In figura 111 este prezentatd diagrama Veitch-Karnaugh pentru patru
variabile. Se observd cd fiecare cdsutd a diagramei corespunde unui min-
termen. In figura 1.12 sint prezentate diagramele Veitch-Karnaugh cores.
punzitoare termenilor a, d, be, be, bed, abd .Se observi ci multimile cores-
punzdtoare unor termeni sint reprezentate prin unul sau mai multe pitrate.

O proprietate importantd a diagramelor Veitch-Karnaugh este ¢i min-
termenii care nu diferd decit printr-un factor sint reprezentati pe diagrami
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© prin pétrate aldturate. Pentru aceasta trebuie insi si se considere ci latu- |
<< rile opuse ale diagramei sint confundate (sau suprapuse). Reciproca acestei |
% proprieta{i este de asemenea adevirati. Existd insd o proprietate mai ge- |
nerald, deoarece si termenii_care nu diferd decit prin complementul unei |
variabile (abe si abe, bd si bd) se reprezinta pe diagrami prin dreptunghiuri |
adiacente. Orice dreptunghi, in afara celor cu latura de trei unititi cores- _'
| punde unui termen. Reciproca acestei proprietd{i nu reprezinti altceva ‘
decit faptul cd doi termeni care corespund la doud dreptunghiuri aliturate !
egale pot fi redusi la un singur termen, care corespunde dreptunghiului 1
format prin alaturarea celor doud dreptunghiuri. Aceasti proprietate sta |
S la baza metodei de simplificare a functiilor booleene cu ajutorul diagramelor
Veitch-Karnaugh.
Sd considerim ca exemplu functia definitd prin tabelul 1.12, a cirei
X formd canonicéd disjunctiva este |

fla, b, ¢, d) = abed + abed + abed + abed + abéd + abed + abed.

%

abd

becd
a

-Q
3l

fla.b,c,d)
flab,c.d)
flab.c.d)

/]
’

/

a

7

[

‘|

a b c d fla, b, |
c, d) |
|

|

|

|

=bCT

flab.c,d)

flab,c,d)
77,
77
%

ffab,c.d)

i
el

il )
b
-d

t
(

1.12

S

el e e N R Y Ve R R N )

—_,— OO OO ==, OO =~ OO
—_, O OO = O = OO — OO
—_—t e, D= OO~ OO OO0 D

= =t = D O OO = = = O OO0

b
abed
abcd
abed

Tabelul 1.12 . Fig. 1.13

S |—

abcd
abcd

I In figura 1.13 este prezentatd diagrama Veitch-Karnaugh corespunzi-
toare acestei functii. , :
Simplificarea funcliei corespunde cu acoperirea mulfimii corespunzitoare
expresiei respective cu un numar minim de dreptunghiuri cit mai mari.
In figura 1.14 sint prezentate trei posibiliti{i de acoperire, corespunzitoare
expresiilor ac -+ bd, - ac + béd -+ abed, bed 4 abd + abe - acd -+ abed. Se |
observd ca prima expresie, care corespunde acoperirii cu doui patrate mai :
J mari, este-cea mai simpla. ! = i '
‘ " Diagrama Veitch-Karnaugh poate fi consideratd si ca un tabel de valori
P S ; | ‘= cu doud dimensiuni al unei functii. Pentru aceasta, diagrama se rescrie ca in
€ B ® [ '8 figura 1.15. Valorile funciiei se vor trece in:cisutele diagramei, considerind '
3 ‘valorile variabilelor funcfiei drept ,coordonate“ pentru stabilirea pozifiei
e 7 in tabel. Functia din exemplul anterior va avea diagrama prezentatid in .
i figura 1.16. Se observii ci aceastd diagrami este asemanitoare cu diagrama |

b
abéd

Fig. 1.11

&
abéd
abca
abed

a
cod
d

a7 |




P Pentru a putea efectua simplificiri pe aceasti diagrami -se consideri
— cd patratele simetrice fajd de axa de simetrie a diagramei sint adiacente.
I In figura 1.17 functia reprezentatii este: ’
fa, b, ¢, d, e) = bc+ atd + abe(d -+ e).
AL B
777 / ab
-,/f;//f ' d CONL 00 01 a1l 10 10 1, 01 00 |
// ool 7 lolof|oflo]|lo]|ol]|1
4 ‘ | orlolol ||l ]|7 ol
l | o e frr ool fa]o J
—_——
b
o] 0 ! 7 0 0 ] ] 0
a A\ J A S
ab b =
e =0 ex]
CINCoo0 01 11 1o
Fig. 1.17
- 00 .
be // ‘ -
Voo ! 071 [.4.3. Exercitii -~ ¢
/ !
=c d
1 . RS
abed \\\\\\ 1 ‘ 1. Si se simplifice prin calcul boolean expresiile
\
\\\\\ N i o ) - = =Rt s, 4
¢ \-\\\N 0 a) (ab tb)(u {- 0); b) x:z(-‘s_l‘ X)) + xr‘fi("s 3l i;) H | |
\\ S:\MJ ) x+z+ylx+2) +(x+2)x+y+2); d a+b +abe
\__ﬁz;_.___,\ e Fig. 1.15 2. Si se simplifice prin calcul boolean complementara expresiilor :
a a) f‘+b+c—‘-i;b) @"‘l‘z;C) X1Xo+ Xs+ Xa;
d) a4 be + d); ©) (s + 1) + £, (%e¥s + xJ).
ab 3. fSé se giseascd prin calcul boolean o formi mai simpld pentru expresiile urmétoarelor
It unciil : .
AN 00 01 1110 i o
Q) f(x, y, 2) = xyz + xyz + xyz;_ e
oopo0)o |00 b) gla, b, c)=(@+b+cNa+b+c)a+b+0);
I C) h(xly Xz, xa) = XX, + )Elx;, + XoXs.
k\ oo 7 ! 0 ' 4. Sd se gaseascd prin calcul_bool_ean o forma normalé disjunctivd mai simpla pentru funciiile :
c 7N\ mlol || . | 2 [ 4 )=z + 2z + 2 4y |
%i"&\‘g‘% I b) g(x1, X0y %a) = (X1%s + XaX)(XoXs + Xox0);
2SS _ e
ol ol ol s ; ¢) f(a, b, ¢) = (a + b)@ + b)(a + b).
b - 5. Folosind artificii de calcul boolean, si se simplifice expresiile :
Fig. 114 Fig. 1.16 alfachitic i JGL I -
_ b) abed + abed + abed + abed ;
c]asica‘i'. Avantajul acestei forme a diagramelor Veitch-Karnaugh este cd desi Q) xy 4 xyz + ylx + 2) + gz
If'apregl!‘lta untabel de valori, poate‘ SCON m acela§1 tlmp la 51mp11f1carea 6. Functia majoritard M(x, y, 2) se defineste ea fiind funciia booleanii care are valoarea |
Lln(:t{EI. A RN » g i daci cel pufin doud dintre argumentele sale sint egale cu I.
- Diagramele Veitch-Karnaugh se utilizeazi de obicei pentru functiile 1")) 22 se f;i‘-‘ﬁ[‘”'a‘“é t:be.‘"} (f_e. V““t?'.",‘*l. ‘}"‘35‘?‘Pf‘;]"cf.":. T My
H : 3 g H i g s )] od se alle lorma canonica disjunctiva §l lorma canonica conj Vi a CRiL.
boolet.ene cu mamfnum cinci variabile (foarte r.ar pen'.cru. §ase. Vfirlablle)‘: ¢) Si i se determine prin calcul boolean cea mai simpld form# normald disjunctiva.
Diagramele Veitch-Karnaugh pentru o functie cu cinci variabile arati d) Si se arate cit Mla, b, M(c, d, &)] = M[M(a, b, ¢), d, M(a, b, e)].
ca in figura .17, , '
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7. Pentru functiile din urmatorul tabel si se afle: g o S . P -
a)forma canonlcd digjunctivi} ; 11. Aflafi functiile reprezentate prin diagramele Veitch-Karnaugh din figuragl.19.
b) forma canonicd conjunctivi; [

¢) cea mal simpld formd normald disjunctiva. | R e
b 00 0! nm oo 00 01 11
a ab 1 0 N
| 00 0 0 0 0 00| 0 ! 0 0
. T Xy Ty Loz f
4 8 olo o | ] orf-7 i ot el *
0 o0 o0 1 1 0
g 0 0 : ! 0 171 0 b} ] ] il 7 ] 0 0 |
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1 8 N2 / l ; o I ’ : :
1 60 o0 1 0 1
1] w01 Il 1] =0 i b
1 1 () 0 1 1
1 1 1 1 1 0
| abc

' de\_000 oor ©on o010 10 1 101 100
00| 0 0 1 1 7 1 0 0

Tabelul 1.15

8. 54 se indice pentru fiecare din functiile ale céror diagrame Euler-Venn sint reprezentate
in figura 1.18 forma canonici disjunctivd si sd se simplifice, i

or| 0 ! / / 0 ! ! 0

a ~ e A o o e o et oy
A s W
0| 1 0 0 ] 0 0 0 !
/
|
~ c i
C
L Fig. 1.19

a C I

. 12. Folosind diagrama Veitch-Karnaugh, sd se simplifice urmétoarele functii :
! T8 a) f(a, b, ¢, d)= ab + acd + ¢ + béd;

9. Sd se alcdtuiascd diagramele Euler-Venn pentru urmitoarele functii de trei variabile P[5, y, )= (x 4y + 2+ +2);

date prin dezvoltdrile lor si s se simplifice : ¢) &(x, 4. 2, W)= xyz + Byw + syzw + ¥ + yew + Fyzw ;
d) h(Xl, Xay Xy, X3) = XoX3Xy + X1X:Ts + T1XeXsKe;
a) miUmaUmsUm,; b) m ] o , - - e
t Uns b) my \Uma U my U m, e) fla, b, ¢, d) = acd + abed + abc + abd 4+ bcd.
c) moUml;d)mlUszmsUmaumsUme. : i
unde m,, my, ..., m, corespund notatiilor din figura 1.9, |

. - , |.5. Realizarea fizicé a functiilor booleene
10. S4 se construiascd diagramele Veitch-Karnaugh pentru urmitoarele functii booleene:

a) fla, b, c)=a + b¢ 4 ac + abe; I
1.5.1. Circuite cu contacte

b) fx1, X2, X3, X,) = £,8:%s + X%5 + FuXoke l
O prima aplicafie a teoriei functiilor booleene este reprezentati de studiul '

c) f(x,y,2)=x+y+xy+yz+xz+xyz; . g : ) : . \
circuitelor dipolare cu contacte. Aceste circuite sint formate prin legarea

d) g(x, y, 2, ©) = Xy + 3z + yz + %y ; '_ in serie sau in paralel a unor contacte care sint de doud tipuri: contacte

, e BECIE AMDCHE IS g mBpiyeile T ; normal deschise si contacte normal inchise.

¢) fa, b,.¢, d) = abcd + abed + abed + abicd + abed + abed + abed ; Fiecare contact poate fi pus in corespondentd cu o variabild booleana.

I i L ol e g Contactele normal inchise sint puse in corespondentd cu complementele |
) Bl Xa Xy X = (%0 + E)xs + (%2 + T4 . eea variabilelor booleene. Un contact se poate afla in doud stari: starea de |
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Tig. 1.20

repaus sau normald si starea de lucru. Aceste stdri corespund, respectiv,
valorilor 0 si 1 ale variabilelor booleene asociate contactului. Un contact
normal deschis permite trecerea curentului numai in starea de lucru. Un
contact normal inchis permite, insi, trecerea curentului numai in starea de
repaus. Un circuit dipolar cu contacte nu se poate afla decit in doud stéri :
permite trecerea curentului sau nu o permite. Aceste doud stiri vor fi aso-
ciate cu valorile booleene 1 si respectiv 0.

Considerind cele doua circuite simple din figura 1.20 se poate observa
cil acestea pot i asociate celor doua functii de o variabild [(x,) = x, si g(x1) =
= @, Intr-adevir, daci contactul normal deschis se afli in starea de repaus
(xy = 0), atunci circuitul nu permite trecerea curentului (f(0) = 0), iar daca
contactul normal deschis se afli in starea de lucru (xy; = 1) alunci circuitul
permite trecerea curentului (f(1) = 1). De asemenea, daci contactul normal
inchis se afld in starea de repaus (v, = 0) atunci circuitul permite trecerea
curentului (g(0) = 1), iar daci contactul respectiv se afli in starea de lucru
(xy == 1), atunci circuitul nu va permite trecerea curentului (g(l1) = 0).

Se poate observa ci dacd un circuit este obfinut prin legarea in serie a
allor doua circuite mai simple, acestuia i se poate asocia o funciie care co-
respunde produsului boolean al funcfiilor asociate celor doui circuite.

In mod analog funciia asociatd unui circuit format prin legarea in paralel
a altor doui circuite este suma booleand a [unecfiilor asociale celor douni
circuile legate in paralel.

Rezultd, deci, cd oricdrui circuit dipolar i se poate asocia o functie boo-
leand care sa reprezinte funcfionarea circuitului. Trebuie remarcat ci, in-
tr-un circuit dipolar cu contacte, mai multe contacte pot corespunde aceleiasi
variabile sau complementului acesteia.

De exemply, circuitului din figura L21 1i corespunde funcfia f(¢, y) = ¥ + Xy, iar
celui din figura 1.22 i se asociazd functia f(x:, %, Xs, xs) = (¥, + X)(XaXo + (Ty + %2)%,)

%
X
o—+F ——— {3
_._._...o/a—-—-n-ofo—
X Y
Fig. 1.21
X, 2
)
| | Se—ry
X X,
2 ! 2
X .
X
3
Fig. 1.22

Reciproc, orice functie booleani poate fi realizati printr-un circuit
dipolar cu contacte, adicd se poate aledtui un circuit dipolar cu contacte a
carui funcfionare sa fie reprezentati de functia dati.

Realizarea functiilor booleene prin circuite dipolare cu contacte reprezint
o modalitate de uiilizare practici a teoriei functiilor booleene.

Este cunoscut ci funcfionarea celor mai multe circuite de automatizare,
precum si funcfionarea calculatoarelor electronice se bazeazii pe utilizarea
numerelor binare, care pot [i reprezentate cu numai doui cifre, 0 si 1. Func-
{iile care reprezintd comportarea in functionare a circuitelor respective sint
functii booleene. Aceste circuite pot fi deci construite, realizind fizic functiile
booleene corespunzitoare.

Simplificarea unei funcfii booleene reprezinti in acest caz realizarea
aceleiagi funcfii printr-un numdr cit mai mic de contacte.

In practica, circuitele cu contacte sint folosite de obicei sub formi de
circuite cu relee si contacte. Releele sint necesare in cadrul acestor circuite
pentru a acfiona contactele. Un releu va actiona toate contactele corespuin-
zaloare unei variabile, astfel cd valorile variabilei pot fi asociate cu cele doui
stari, de conducere a curentului sau nu, corespunzitoare circuitului de co-
manda a releului. Se di astfel posibilitatea de a se reprezenta in mod omogen
valorile 1 si 0 prin starea de conducere sau nu a curentului prin diferite
circuite. Circuitele cu relee si contacte au fost inlocuite treptat prin circuite
logice alcatuite din tuburi electronice, apoi prin circuite alcituite din tran-
zistoare, iar in ultimul timp prin circuite integrate.

1.5.2. Circuite logice simple

Circuitele logice sint realizate sub forma unor circuite multipolare (cu mai
multe borne). Un circuit logic are una sau mai multe borne de intrare si una
sau mai multe borne de iesire. La bornele de intrare se aplici semnale (in ge-
neral impulsuri de tensiune electrici), care reprezinti variabile booleene si pot
lua doua valori (de exemplu, o tensiune de 4 V poate reprezenta valoarea lo-
gica ,1% iar o tensiune de 0 V valoarea logici »0%). La bornele de iesire apar
semnale, care corespund valorilor unor functii booleene de variabilele de la
intrare. Aceste circuite logice se vor numi combinationale. Existi posibilitatea
ca functiile booleene si nu depindi numai Ye valorile actuale ale variabilelor
de la intrare ci §i de valorile precedente ale acestor variabile. In acest caz cir-
cuitele logice se vor numi secventiale sau ,cu memorie®.

In manualul de fati nu vom studia decit circuitele logice combinafionale.

In cazul general, un circuit combinational are n borne de intrare, corespun-
zatoare unor variabile booleene x, X, ..., x, si m borne de iesire, corespun-
zatoare unor functii yy(xy, ..., X)), +. -, Ym(Xy, +.., x5). Un astfel de circuit se
reprezinta ca in figura 1.23, fira a se descrie structura sa internd.

2 2 Yz(X/.Xz“"",'Xn/

{”o_‘— —-—uoym()(hxz. ey )

Fig. 1.23
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Fig. 1.24

O proprietate importantd a circuitelor logice este ci acestea pot fi combi-
nate pentru a forma circuite logice mai complexe. Astfel, bornele de iesire ale
unor circuite pot fi cuplate la bornele de intrare ale altor circuite. Aceastd
proprietate permite ca un circuit logic mai complex si poata Ii realizat din
circuite logice mai simple.

Un circuit combinational cu mai multe borne de iesire poate fi conceput ca
fiind format din mai multe circuite care au liecare cite o singurd bornéa de iesire
si care corespund fiecare la cite o func{ie. Un circuit combinational cu o singura
borna de iesire va fi denumit circuit logic simplu (flig. 1.24). Func{ionarea unui
circuit logic simplu este descrisd printr-o functie booleani de variabilele de la
intrare. Putem spune astfel cd un circuit logic simplu realizeazi functia booleana
corespunzitoare. Daca funclia booleand este o funcfie elementard de doui
variabile, circuitul logic simplu corespunzitor care o realizeaza va fi denumit
circuit logic elementar. Existi deci trei circuite logice elementare, corespunza-
toare celor trei operatii de baza ale algebrelor hooleene, si amune circuitul SI
pentru operatia ,,+“, circuitul SAU pentru operatia ,.-+" si circuitul NU pentru
operafia de complementare. Aceste circuite logice elementare au o reprezen-
tare conventfionala speciald care este aratala in figura [.25.

Deoarece orice funclie booleana poate [i reprezentati cu ajutorul celor
trei funetii elementare, corespunzatoare celor trei operafii ,+* -+ si ,7%
rezultd cd orice circuit logic simplu poate fi realizat prin combinarea unor
circuite logice elementare. Reprezentarea unei func{ii booleene cu ajutorul
functiilor elementare poate fi consideratd drepl schema de combinare a cir-
cuitelor logice elementare.

De exemplu, funclia ol
[y, Xa,w%,) = X3, + XX,
care poale [i reprezentata sub forma
(CRNEN(CAREADE
este realizatd de circuitul logic simplu din fig. 1.26,
Dacét reprezentdm insd aceeasi funclie prin
flxy, X5, %) = X%, -+ %0 + Xy,

realizarea funciiei va [i diferitd, corespunzind circuitului logic din figura 1.27.

Rezultd deci, cd o funclie booleana poate [i realizatd de diferite circuite
logice simple, corespunzind diferitelor reprezentiri ale acesteia. Se poate acum
infelege importanta simplificarii funcfiilor booleene, deoarece astfel se pot
realiza aceleasi funclii, insid cu scheme mai simple si economice.

In 1.2.3. s-a arilal cié orice functie booleand poate fi reprezentaté cu ajutorul unei singure

funetii de doua variabile, acria_s[ﬁ functie fiind fie funcfia lui Sheffer [u(x, y) = x + y, fie
funetia Ini Peirce fy(x, 1) = xy. Existd circuite Jogice simple care realizeazil aceste funefii,
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.@ccste circuite vor fi dem_lmite circuite logice universale. Rezultd, deci, ci orice circuit logic
simplu poate fi realizat printr-o combinatie de circuite logice universale. Circuitele logice uni-
versale sint simbolizate ca in figura 1.28, Aceste circuite poartd denumiri proprii, particulare.
Astfel circuitul care realizeazé functia lui Sheffer;se numeste circuit NU-SI, iar cel care realizeaza
functia lui Peirce se numeste circiitul NICIL. - fomia

Functia consideratd anterior poate fi reprezentat astfel ;
— prin funcfia lui Sheffer (notati cu ,|*)
[0e1y %2y %3) = (2 [ 2} | ((xa] %) [ (5] %))
— prin funcfia lui Peirce (notatd cu , | ")
o 8l Xay Xa) = ((%1] %) { (%] %)) 1 (%2} %),
iar f(x:, %2, X3) = g(x1, x4, x5) | g(X1, X2 %)

.. Circuitele logice simple corespunzitoare acestor reprezentiri pot fi vazute in figura 1.29
si figura 1.30. e WA
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Desi schemele acestor circuite sint mai complicate decit cele ale c:rcmtelqr‘dml_hgurnv‘tl.ﬁﬁ
si 1.27, compuse din circuite logice elementare, s.int. totusi mai ugor de r_cal_u‘fl E_n_} p_um.t I{:
vedere tehnic, deoarece sint alcatuite din qcelagl_ tip (_lc Cll’_{:lute: pe ‘(abmm,.n_]s;lﬁtl‘c:rc_ngut
logice universale sint mai ugor de realizat §i contin mai pufine piese, iar lllll:‘tjll:l ‘c's[ LII'IIHIIIL";‘ g
nomic si se realizeze chiar si circuitele logice elementare prin combinafii ale circuitelor logice

iversale. = N, =
e eRrealizarea circuitelor logice elementare prin circuite NU-SI este prezentatd in figura 1.31

si are la bazd urmatoarele reprezentdri :
X1'Xy = xl_xz 'xl_xz = (xl | X,) | (xx [ xz)s
Xyt Xy = XuXy Eky = (il x) ] (x: [ %),

;;= x,+x,=(x1[x1)-

Realizarea circuitelor logice elementare prin circuite NICI este prezentatd in figura 1.32
sl are la bazd urmétoarele reprezentéri :

X1°Xs = X, +x1 + X+ x,= (xllxl)l (x3lx2)'

X+ X=X + X + X+ X = (%1 ] X) | (%1 ] %),

X1= X1+ X =X .

REED =D
e B

Fig. 1.31
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In tehnica sint de asemenea usor de realizat circuite SI, SAU, NICI sau
NU-SI cu mai mult decit douii borne de intrare. Aceste circuite au aceleasi
simboluri ca i circuitele corespunzitoare cu numai doud borne de intrare. Un
astfel de circuit poate fi realizat oricind in locul unui circuit similar cu mai
pufine borne de intrare, daci la bornele de intrare suplimentare se aplica fie
semnale avind o valoare logici constanti (,,1 pentru circuitele wol“si ,\NU-SI“
$i 0" pentru ,SAU“ si ,NICI"), fie unul dintre semnalele de la celelalte borne.
In figura 1.33 se prezinta exemple de utilizare a unui circuit cu patru borne de
intrare pentru realizarea unei functii booleene cu doud variabile.

Circuitele logice simple cu un numar mai mare de borne de intrare de tip SI

si SAU pot fi utilizate la realizarea functiilor booleene reprezentate sub o formi
normala.

De exemplu, functia f(x,, %., X)=X%.%, + %1%.%; + Frxe¥s poate fi realizatd cu circuitul
din figura 1.34.

In practicd pot apare situatii care si necesite aflarea functiei booleene rea-
lizate de un circuit logic simplu a cirui schemi (structurd) este cunoscuts.

Pentru a obtine expresia functiei booleene realizate de un cireuit se pro-
cedeazd astfel : se identifici variabilele booleene corespunzitoare bornelor de
intrare ale circuitului ; se alcatuiesc expresiile booleene corespunzatoare acelor
circuite elementare pentru care s-au identificat variabilele de la intrare ; aceste
expresii constituie intrérile altor circuite elementare; se obfin astfel expresii
din ce in ce mai complexe, iar in final expresia cautata, corespunzitoare iesirii
circuitului. '
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culator electronic. Ele realizeaza diferi
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3b are ca vériaﬁile de intrare @ si.b. Dacd

De exemplu, circuitul din figura I.
im expresiile booleene corespunzdtoare,,

dreptul iesirii fiecdrui circuit not

vom scrie pe rind, & b, ab, ab, ab - ab.. . | ‘

1.5.3. Proiectarea circuitelor logice.

importantd din circuitele unui cal-
te expresii booleene care sint nece-
torului. Este cunoscut ci funclionarea
ormarea unor semnale binare, ale caror

valori ,0 sau ,1* au fiecare o anumiti semnificatie. De exemplu, un numar
se reprezintd intotdeauna in baza 2, astfel ci cifrele sale nu sint deeit O sau 1.
Un numdér cu cinci cifre binare se reprezintd cu ajutorul a cinci semnale bi-
nare, cite un semnal pentru fiecare cifra. Semnul unui numér poate fi de

asemenea reprezentat printr-un semnal binar, considerind cé valoarea O co-
respunde semnului -, iar valoarea 1 semnului —.

Transformarea semnalelor binare este efectuald conform unor reguli
bine stabilite, in funciie de rezultatul urmirit. Adunarea a doud numere
binare se reduce la o transformare a semnalelor corespunzétoare celor: doi

operanzi, pentru a se obfine semna
lilor de adunare a doud nunere.

O activitate importantd din cad
electronic o constituie proiectarea

Circuitele logice reprezinta o parte

sare pentru functionarea calcula

rul etapei de proiectare a unui calculator
circuitelor logice din care este alcatuit.

Proiectarea unui circui i i
uit logic se desfisoard 1 i i
be sontt To contindae s $ n mai multe faze, descrise
— stabilirea variabilelor de intr i de fesi
- ntrare si i ificatiei
valorilor aostiora si de iesire precumn si a semnificatiei
vari-;hi?eeiféT-Iqama fu‘uctiei !)ooIeexxe (sau a funciiilor, in cazul mai multor
ol .D$'rf).’ care corespunde transformirilor necesare ale variabilelor
I rat:_'le i alcituirea tabelului de valori corespunzitor ;
— aflarea unei expresii booleene, de obicei s ’ ica disj
.- a r esii cei sub forma ¢ 4 disjunc-
tivi, corespunzaloare fiecdrei functi'i: e Sapie disjiine
- flllnci'l‘il;.?l?r(:::l(::nl?i]a[il':gn'l?[(ll: expresii pentru fiecare func{ie booleana ;
Ieituire circuit logic care sa realizeze
o ST g izeze functiile booleene in
s E(slte :pOtSIFI‘li ca unele etgpe sa nu fie necesare tn anumite cazuri. De exem-
!b’ci'lclla(l:ilalaz:;;]l de \raiton al funcfiei este alcatuit sub formd de diagramé
eitch-Karnaugh, nu este necesari aflarea unei expresii oar iei
_ . ] s xpresii oarecare a functiei
ci se poate trece direct la aflarea celei mai si esii ;
: elei mai simple expresii a funefici respecti
ct 1a i 3 i respective.
. APrOIﬁglare? ’urnul“ circuit cu cor]tacte se face urmind acelefaqi fazle astfel
a 1;;1 ut lima faza sd se alcdtuiascd schema circuitului respecti-}.
Cﬁl‘étiiltllﬁxsgg:::;fillcaf'{;:rse va p[rezlconla proiectarea unui circuit comparator
3 ‘a care frebuie proiectal este desti g ;
7 | kil care buie | stinal sa compare
dou%’a?imllﬁnli (fle cite lelil cifre, indicind pe cel mai mare dintre acesl:tea.
My ?ellafe;infcm'lfrm;e Ei’nt in rfumar de patru. Alegem, de exemplu, ca x,
si X, S cinte cifrele binare ale primului numar, iar x; $i x :
s reprezin| . Xy sioxy pe cele ale
numarului al doilea. Semnalul de iesi jcamnmirud cel mabir :
! ea. Se sire va indica numdrul cel mai mare astfel
f!accsi ]]r1111l|l] numdr este cel mai mare, semnalul de iesire va ;-l\rea‘ \-';:!(;al'ea [«
isgrejuﬂcf‘ cll:(;;};? :Liﬂnillr este cel mai miare. semnalul de iesire va avea "\'ai
a 40" a cele doud numere sint egale, convenim si considerd
! aca cole _ ¢ 4 consideram al
d_(}lle{clt nqu‘mn ca ’fn’m] cel mai mare. !n tabelul 1.14 se indici valorile funciiei
;:;!;c?:l li;l}l)éi()?l};dffl}ﬁ c{ix_lsulcrlml cd nuimerele sint reprezentate in baza 10
elul 115 Tunclia circuitului este definitd ¢ (i eanii.
I _ s itd ca o functie boolean:
ibeta® 116 Iy sircuituly 1 » booleana.
Diagrama Veitch-Karnaugh a acestei functii este prezentati in{ figura 1.36.

lele coréspunzatoare sumei, conform regu-

n. ng / T T, Xy oay [
0 0] o0 0 0 0 0 0
0 1]o0 oo O 0
0 210 0 0 1 0 0
cl) 3 (1) 0 0 1 1 0 .

0 0 1 0 0 1 oo
7 i 0 5 i s i 3 X Xy 00 01 1 Ho)
1 2 .0 0 1 1 0 0
i 13 fho o "q 1*[7 0 ®L° ’ ’ 0
2 0 1 1 0 0 0 1
2 1 1 1 0 0 1 1 or| (M

| B 0

2 2 1'lo 1 0 1 0 0 N ’ ’
2013 |10 1 0 1 1 0 LA
3001 1 1 0 0 1 i "JW o | (]
31 |1 1 1 0 1 1 il a3
3 2|1 1 1 1 0 1 |
3 3]0 1 1 1 1 0 \_ ] ¢ 0
Tabelul I.14 Tabelul 1.15 " Fe13
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Forma canonica disjunctivd a acestei functii este:
f(x1,X2,X5,%0) = T1XoTqTy+ 01 B BaTyt X1 TpTaXy T X1 X 0T s X1 X 5TpX g+ X1 XX 5 Es.

Cea mai simpld forma normald disjunctiva este :

= [(X1, %o, X3, xa) = X1da + X129Eq + XoEais,
L -
6 dupa cum se poate vedea si pe diagrama din figura I.36. Corespunzitor acestei
& forme normale se obfine circuitul cu contacte din figura 1.37 si circuitul
Do logic din figura 1.38.
Daca se doreste realizarea circuitfului logic numai prin circuite NICI,
&5 v transformind functia definita anterior, se obtine expresia
@
= = = = = =
] o Do [y, Xa, X3, Xg) = T3 -1 E1X5 + Eyxg |+ TpXs + XXy
o=
M T 8 e si circuitul asociat din figura I1.39.
< a1 [.5.4. Circvite logice complexe
)T |
~3
r D—DO— I o b N ol - IS B o
n echipamentele electronice sint utilizate adeseori circuite logice com-
Lo—>0 : plexe, care realizeazd simultan mai multe functii booleene. Aceste functii, \
- | de obicei nu sint independente, ci se completeazi reciproc.
<'o i Vom analiza in continuare citeva circuite logice complexe, mai frecvent
B ‘ utilizate.
i & Decodificatoare
Circuitele decodificatoare sint destinate sa recunoascd diferitele com-
binatii de valori ale variabilelor de la intrare. Schematic, un circuit decodi-

ficator se reprezintd ca in figura 1.40, indicindu-se pentru fiecare borni de
iesire combinafia de valori ale variabilelor de intrare corespunzatoare. Re-
zulta, deci, cd functiile booleene realizate de un astfel de circuit sint compuse
fiecare dintr-un singur mintermen. Se poate astfel observa ci pentru orice
combinatie de valori ale variabilelor de intrare, una si numai una dintre
bornele de iesire va indica valoarea logicd ,1* (si anume borna de iesire a
functiei compuse din mintermenul a-

sociat respectivei combinatii de valori oy, &
ale variabilelor). In figura 1.41 se
prezintd un circuit decodificator pen-
tru doua variabile.

| 4 In practica pot fi necesare uneori X %

Ilk" i"‘v circuite decodificatoare care sa indice AD—"

absenfa unor combinatii de valori

Xy o—
X 50—

f

ale variabilelor de la intrare. Desigur
& I" 5 . cd In acest caz pentru fiecare com- X %
ir;? Vi ) 53 & < binajie de valori ale variabilelor de :)> °
o . la intrare numai o singurd bornd de
B [ iesire va indica valoarea logicd ,,0“ (si

£ anume borna de iesire a functiei, co- —‘D_X,Xz_a
o respunzitoare acelei combinatii, de-

oarece aceasti combinafie nu este

¥ = absentd). Un exemplu de astfel de _ T
l <o circuit decodificator cu doud varia-
o bile este prezentat in figura I.42. Fig. 1.42
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Fig. 1.43

Exist! si circuite decodificatoare reduse, care nu au borne de iesire pen-
tru toate combinatiile de valori posibile ale variabilelor de intrare, c¢i numai
pentru cele necesare. Un exemplu de astfel de decodificator este prezentat
in figura 1.43. Acest circuit serveste la decodificarea cifrelor zecimale codifi-
cate in binar, conform tabelului I.16.

Xo A" X‘,, Xj X4 X5 Xé. X? xexg
OTPOTOO(’ET(’R
Xy Xa XNy Xy f D—o.ﬂ
0000 0
000 1 1
0010/ 2 A =———p =
0 01 1 3 : 3
01 00| 4
01 01 5 t L
01 10 6 ﬂa )-
01 1 1 7 —
1 000 8
1 001 9
e e———
L _ 1\\ o,
Tabelul 1.16 ' Fig. 1.44
Codificatoare

Circuitele codificatoare realizeazi o operatie inversd in raport cu circui-
tele decodificatoare. Astfel, variabilele de la bornele de intrare ale acestor
circuite nu capita toate combinatiile de valori posibile, deoarece atunci cind
o variabila are valoarea 1% celelalte variabile nu pot avea decit valoarea 0%,
Rezulta, deci, ca numirul de combinatii ale variabilelor de intrare este egal
cu numdrul variabilelor de intrare. Pentru fiecare dintre aceste combinatii
se obfine la bornele de iesire o combinatie de valori care reprezinti codul
semnalului de la intrare. Un circuit codificator este compus din mai multe
circuite SAU, cite unul pentru fiecare bornd de iesire, Fiecare circuit SAU
are mai multe intréri. In figura 1.44 este prezentat un circuit codificator care
codifici in binar cifrele 0, 1, ..., 9. Codul considerat pentru fiecare cifri
este indicat in tabelul 1.17. Se observi cd borna de intrare corespunzitoare
cifrei 0 nu este legatd cu alt circuit, deoarece codul necesar este format din
valorile 0 pentru toate bornele de iesire.

Sumatoare
Unul dintre circuitele cele mai importante ale unui calculator electronic
il constituie sumatorul. Acest circuit participi la

efectuarea operatiilor aritmetice. Este cunoscut
ca numerele cu care lucreaza un calculator elec- Yo Yo Ys Ya
tronic sint de obicei reprezentate in baza de
numeratie 2. 0 0 0 0 O
Adunarea a doua numere binare (in baza 2) 10 0 0 1
se efectueazd conform regulilor obisnuite, cifra 21 0 0 1 0
cu cifrd, Un circuit sumator este realizat pe baza |3 0 0 1 1
circuitului sumator elementar. Circuitul sumator |4 0 1 0 0
elementar efectueazd adunarea a doud cifre 50 1 0 1
binare. Rezultatul adunirii este alcituit din [6] O I 1 0
doud cifre binare: o cifra a sumei si o cifra g ? (1) (1) (1)
transport care trebuie adunatd la cifrele coloa+ g 7 (¢ o
nei aliturate din stinga. Aceasta inseamnid ci

in realitate un circuit sumator elementar va Tabelul 1.17
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trebui sd efectueze adunarea a trei cifre binare
(cite o cifrd de la cele doud numere si cifra transport
de la coloana precedenta).

Notind cu a si b cifrele celor doi operanzi, cu
t cifra transport de la coloana anterioard, cu s
cifra sumei si cu ¢’ cifra transport citre coloana
urmatoare, se poate alcitui tabelul I1.18.

Putem deci considera s si ¢ ca functii booleene
de a, b si t. Diagramele celor douid funcfii sint
indicate in figura 1.45, iar in figura 1.46 se pre-
zinta o diagrama comund pentru cele doud functii.

Din diagramele Veitch-Karnaugh se pot deduce
expresiile booleene simplificate ale celor doui
Tabelul 1.18 functii :

s = abt + abt + abi + abt si
t' = ab - at + bt

Folosind aceste expresii, un sumator elementar are schema prezentata
in figura 1.47.
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Simbolic, un sumator elementar poate fi reprezentat ca orice circuit
logic (fig. 1.48).

Un sumator pentru numere binare cu # cifre este alcituit din n sumatoare
elementare, care aduni fiecare cite o cifri. Circuitele sumatoare elementare
sint interconectate pentru a-si transmite reciproc cifrele de transport res-
pective. Schema unui sumator pentru patru cifre binare este prezentata in
figura 1.49. Un astfel de sumator este denumit sumator paralel, deoarece
cifrele celor doua numere sint introduse simultan.

Daci este memorata cifra transport, atunci un singur sumator elementar
poate fi utilizat (in mod repetat) pentru caleulul tuturor cifrelor rezultatului.
Un astiel de circuit, denumit sumator serie, nu mai constituie insa un cir-
cuit combinational, c¢i un circuit secvenfial, iar realizarea fizici a sa este
mai complicatd decit a sumatorului paralel.

1.5.5. Realizarea practicé a circuitelor logice

Circuitele logice elementare sint realizate practic utilizind elemente de
circuit obisnuite : rezistente, condensatoare, diode, tranzistori. Existd diferite
scheme de circuite electrice care realizeazia functii booleene.

Vom prezenta citeva exemple de scheme simple care realizeazi operatiile
booleene elementare. In cazul acestor scheme se presupune ci valoarea logici 0
este reprezentatd de o tensiune de 0 V, iar valoarea logicd 1 de o tensiune de
+4 V.

In figura 1.50 este prezentatd schema unui circuit SI. Analizind functionarea
circuitului, se observad cd dacd una dintre bornele de intrare are tensiunea 0 V,
dioda corespunzdtoare se afld in stare de conductie, astfel ci borna de iesire
are de asemenea tensiunea O V. Deci, borna de iesire va avea tensiunea de +4 V
numai dacd toate bornele de intrare vor avea de asemenea o tensiune de +4 V,
toate diodele fiind astfel blocate.

In figura 1.51 este indicatd schema unui circuit SAU. In acest caz, oricare
dintre bornele de intrare ar avea tensiunea de 44 V, dioda respectivi ar fi in
conduciie, astfel ca la borna de iesire s-ar obtine tensiunea de +4 V. Tensiunea
de la borna de iesire este 0 numai daci la toate bornele de intrare tensiunea
este 0. .

Circuitul din figura 1.52 realizeaza functia de complementare (circuit logic
NU). Conform principiilor de functionare ale unui tranzistor, daca tensiunea
de intrare este -4 V, tranzistorul se afld in stare de conductie, astfel ¢4 tensiunea
de iegire este 0 V, iar daca tensiunea de intrare are valoarea de 0 V, tranzistorul
este blocat, astfel cd tensiunea de iesire este de -4 V.
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Se pot realiza cu usurin{é circuite logice universale cuplind un circuit NU
cu un circuit SAU si respeetiv cu un circuit $I. Se obiin astfel scheme pentru
un circuit NU-SI (fig. 1.53) si penfru un circuit NICI (fig. 1.54).

Tehnica de calcul moderni foloseste asa-numitele circuite integrate pentru
realizarea functiilor booleene. Circuitele integrate sint de o mare varietate. De
obicei au un numar mare de borne (14, 16 sau 32). Unele circuite integrate
realizeazi functii simple, elementare. Insd, datoritd numérului mare de borne,
un circuit integrat poate con{ine mai multe circuite logice elementare indepen-
dente. Existi insd circuite integrate care realizeaza functii complexe, cum ar fi
codificatoare sau decodificatoare. De asemenea, existd circuite integrate care
au functiunile unor circuite secvenfiale, avind si posibilitatea de a memora
valoarea unor semnale.

1.5.6. Exercitii

1. Sii se giseascd expresiile functiilor realizate de circuifele cu contacte din figura 155,
_sii se simplifice §i sd se traseze schemele circuitelor care realizeazi aceleagi functii, con-
form expresiilor simplificate.
2, Si se afle expresiile Tunctiilor realizate de circuitele'din figura 1.56.
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3. S4 se simplifice funcilile realizate de circuitele din figura 1.57 si sd se traseze schema

7.

circuitelor care realizeazéi aceleasi functii, conform expresiilor simplificate.

. Corespunzdtor codului prezentat in tabelul I.19, sd se deseneze schema unui circuit

a) decodificator ;
b) codificator.

. Sd se proiecteze un circuit logic care pentru trei semnale de intrare sd indice prezenta

unui numér impar dintre acestea.

. Sd se proiecteze un circuit logic cu trei borne de intrare, care s producd un semnal de

iesire egal cu valoarea majoritdtii semnalelor de intrare.

Séd se conceapd un circuit logic cu patru borne de intrare. Doud borne de intrare Dy, D,
sint considerate borne de date, iar celelalte doud C,, C, sint considerate borne de control.
Dacéi ambele intrari de control au valoarea 0, iesirea trebuie si aibd o valoare egalid cu
produsul logic al celor doud intréri de date. Dacd ambele intrdri de control au valoarea 1,
atunci valoarea semnalului de iesire trebuie sd fie egald cu suma logicid a semnalelor
celor doud intrari de date. Dacd numai o intrare de control are valoarea 1, atunci valoa-

rea semnalului de la jesire trebuie s fie egald cu valoarea semnalului de la intrarea de
date corespunzatoare (D, pentru C, si D, pentru C;),

o —

ll. GRAFURI NEORIENTATE N\

[1.1. Notiuni de bazé

Un graf neorientat G este o pereche ordonati de multimi (X, U), unde X
este o multime finitd, iar U este formatd din perechi neordonate de elemente,
din X. Putem considera deci cd U este o familie de submultimi cu doui elemente
din multimea X. Vom nota G = (X, U).

Mulfimea X se numeste mulfimea virfurilor sau a nodurilor grafului G si
multimea U se numeste mulfimea muchiilor grafului G. O muchie fiind un ele-
ment din U, ea este o submulime cu doui elemente din X, deci are forma
{%, y}, unde x, y = X.

Vom nota muchia {x, y} prin [x, y] si vom spune ci ea uneste virfurile x
si y. Deci notatiile [x, y] si [y, x] reprezintd aceeasi muchie ; virfurile x si yse
numesc extremitdfile acestei muchii.

Daca [x, y] € U vom spune ci virfurile x si y sint adiacente in graful G,
iar virfurile x si y sint incidente cu muchia [x, y).

Deci un graf G poate fi considerat ca o multime de virfuri, dintre care unele
sint unite doua cite doud prin muchii.

Un graf G poate fi desenat in plan reprezentind virfurile sale prin puncte
i muchiile prin linii care unese anumite perechi de virfuri.

Astfel graful G= (X, U), unde X = {1, 2, ..., 14} si U= {[1, 2], [1, 3], [2, 4], [3, 4],

[4, 5. [5, 6], [5, 7], [5, 8], [9, 14], [10, 14], [11, 14]), [12, 14], [13, 14]}, se reprezinti ca in
figura II.1.

De exemplu virful 4 este adiacent cu virfurile 2, 3 si 5, virful 8 este adiacent cu virful 5
iar virful 14 este adiacent cu virfurile 9, 10, 11, 12 si 13.

Gradul unui virf x este egal, prin definitie, cu numérul muchiilor incidente
cu virful x si se noteazi cu d(x).

De exemplu, pentru graful din figura 1I.1 obfinem :
d(1) =d(2) = d(3) = 2; d(4) = 3; d(5) = 4; d(6) == d(7) = d(8) = 1.

Un virf cu gradul egal cu 1 se numeste virf ferminal al grafului. Pentru grafu]
din figura II.1, virfurile 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 sint virfuri terminale. Un

\
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virf care are gradul egal cu zero, deci care nu mai este adiacent cu nici un alt
virf al grafului, se numeste virf izolat. Graful din figura I1.1 nu contine virfuri
izolate.

Existd o relafie simpld intre suma gradelor virfurilor unui graf si numarul
de muchii, datd de propozifia urmditoare :

Propozitie. Dacd graful G are m muchii gi virfurile x,, ..., x,, existd relafia:
n
3 d(x;) = 2m.
i=1

Demonstrafie. Fiecare muchie [x, y] a grafului G are doud extremitdti x si g,
ea contribuind cu o unitate si la d(x) si la d(y).
Deci suma gradelor grafului este egald cu dublul numirului de muchii.
In particular, suma gradelor este un numar par. De aici mai rezulti urmi-
torul corolar.

Corolar. Pentru orice graf G numdrul virfurilor de grad impar este par.

Demonstratie. Sd notdm cu S, suma gradelor pare si cu S, suma gradelor impare
ale virfurilor grafului G.

Conform propozifiei demonstrate putem scrie S, + S, = 2m. Si presupu-
nem, prin reducere la absurd, cd numérul virfurilor de grad impar ale lui G
este un numir impar. In acest caz S, este un numir impar. Insi S, este un
numar par, deoarece fiecare termen din suma care il defineste pe S, este numar
par. Am ajuns astfel la o contradictie si anume suma dintre un numér par, S,
si un numdr impar, S,, este un numér par, egal cu 2.

Rezultd cd presupunerea ficutd nu este adeviratd, deci proprietatea este
demonstrata.

Pentru graful din figura I11.1 exista 10 virfuri de grad impar si anume :
4, 6,7, 8 9, 10, 11, 12, 13, 14.

Un graf parfial al unui grai G = (X, U), este un graf G, = (X, V) care are
aceeasi mulfime de virfuri cu G, iar V C U. Deci, un graf parfial al lui G este G
insusi sau se obiine din G prin suprimarea anumitor muchii ale lui G.

Un subgraf al unui graf G = (X, U) este prin definifie un graf # = (Y, V),
unde Y C X iar muchiile din mul{imea V sint toate muchiile din U care au
ambele extremitdti in mul{imea de virfuri Y.

Deci un subgraf A al unui graf G este graful G insusi sau se obtine din G
prin suprimarea anumitor virfuri si a tuturor muchiilor incidente cu acestea.

Vom spune ca subgraful H este indus sau generat de mul{imea de virfuri Y.

Astfel, subgraful grafului G din figura II.1, indus de multimea de virfuri ¥ = {1, 2, 3, 4,
5, 7} este desenat in figura I1.2.

Un graf parfial al grafului din figura I1.2, obfinut din acesta prin suprimarea muchiilor
[1, 3], [3, 4] si [4, 5] este desenat in figura II.3.

Spunem cé graful din figura I11.3 este un subgraf partial al grafului din figura II.1.
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Un graf cu n virfuri pentru care oricare doudi virfuri sint adiacente se nu-
meste graf complet cu n virfuri §i se noteazi prin K,.

In figura 11.4 esle reprezentat graful K.

Deoarece pentru graful K, oricare doui virfuri sint adiacente, rezultid ci
numarul m de muchii ale acestui graf este egal cu numirul submultimilor cu
2 elemente ale unei mulfimi cu n elemente, adicd m = C2.

Un graf G se numeste bipartit dacd existd o partifie a mulfimii virfurilor :
X:XIU Xz, Xl mX2:®

astfel incit fiecare muchie a grafului uneste un virf din X, cu un virf din X,.

Dacé X, are p elemente, X, are g elemente si oricare virf din X, este adia-
cent cu toate virfurile din X,, graful s numeste bipartit complet si se noteazi

3

prin K, , Graful K3 , este desenat in figura II.5.

Deoarece fiecare virf x € X, are gradul d(x) = ¢, rezulti ci numirul de
muchii ale grafului K, , este egal cu pq.

Un lan} este un sir (succesiune) de virfuri :

L = [x5, %1 <.+, x,]

cu proprietatea cd oricare doud virfuri vecine sint adiacente, adici %oy x.],
(X1, %], « .y [Xr_y, x,] € U. Viriurile x, si x, se numesc extremitétile lanfului L,
iar numdrul r se numeste lungimea acestui lant. Daci virfurile xp, X, ..., x,
sint distincte doud cite doud, lantul L se numeste elementar.

Pentru graful din figura I1.1 urméitoarele siruri de virfuri sint lanturi :
Li=1]1,2 4,5, 6], L.=14, 5, 8, 5, 6], Ly=1[9, 14, 10],
Ly=19, 14,10, 14, 11], Ly=11, 2, 4, 3, 1].

Lanturile L, si Ly sint lanfuri elementare, deoarece contin numai virfuri
distincte doud cite doud. Un lant L = [x, ..., x,] poate fi interpretat ca traseul
unei deplasdri pe muchiile grafului in ordinea [x,, %], [¥1, %], -+, [*r_1, %,].
De aceea lanful L de extremitafi x, si x, se.mai spune ci este un lanf de la x,
la x, sau de la x, la X,. Lungimea lanfului L este deci numarul de parcurgeri ale
muchiilor grafului G. ;

Dacid x, = x, si toate muchiile [xy, x,], [*1, X2, -+« [¥,_1, %,] sint distincte
doud cite doud, lanful L se numeste ciclu. Daci toate virfurile ciclului, cu ex-
ceptia primului §i a ultimului virf, sint distincte doua cite dous, ciclul se nu-
meste elementar.
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2 Astfel, lanful L, este un ciclu elementar care trece
prin virfurile 1, 2, 4, 3.

‘ Lanturile [4, 5, 4] sau (1, 2, 4, 5, 4, 3, 1] nu sint ci-
J cluri deoarece folosesc de mai multe ori aceeasi muchie.
i Pentru graful din figura 11.6 obtinem trei cicluri ele-
mentare :
6 > Co=1[1,2 3 1], C.=11, 4,5 1] si C.,=[l, 6 7, 1.

7
Flg. 11.6

Deoarece nu conteazi sensul de deplasare pe fiecare muchie,
aceste cicluri pot fi scrise si sub forma: ’

C.=11,32 1} C,=[1, 54, 1} si G,=[I, 7,6 1],
sau alegind alte virfuri ca primele virfuri in scrierea ciclului. De exemplu :
C,=1[2 1, 3, 2] sau C,=12, 3, 1, 2].

Ciclul C,= |1, 2, 3, 1, 4, 5, 1] nu este elementar, deoarece virful 1, care este prim si ultim
virf, se mai repetd o datd in acest sir.

Un graf G se numeste conex daci pentru orice pereche de virfuri {x, y} cu
x # y, existd un lant de la x la .

Graful G din figura 11.1 nu este conex, deoarece nu existd nici un lan{ intre un virt din
mul{imea X, = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} si un virf din mulfimea X, = {9, 10, 11, 12, 13, 14}.
Fiecare din multimile X, si X, induc un subgraf conex al grafului G.

Aceste doua subgrafuri conexe se numesc componentele conexe ale grafului G.
In general, o componenta conexd C a unui graf G se defineste ca fiind un

subgraf conex al lui G care este maximal in raport cu aceastd proprietate, adica
nu existd nici un lant al lui G care si uneasci un virf din C cu un virf care nu
apartine lui C.

Pentru graful G din figura 11.1 mulfimea de virfuri {6, 7, 8} nu induce o componenta
conexd deoarece nu induce un subgraf conex. Mulfimea de virfuri ¥ = {9, 10, 14} care induce
un subgraf conex nu formeazi o componenti, deoarece nu este maximald in raport cu aceastd
proprietate. Intr-adevir, existd de exemplu muchia {14, 13] care uneste virful 14 din ¥ cu
virful 13 care nu apartine lui Y.

Graful din figura 11.2 este conex, iar graful din figura II.3 are trei componente conexe :
una este formati din virful izolat 3, alta este formata din virfurile 1, 2, 4 si cea de a 111-a are
virfurile 5, 7.

Exemple

1. Tn figura 11.7 este reprezentatd o parte a schemei céilor ferate din {ara noastra.

Acest desen este un graf, virfurile sale reprezentind nodurile de cale feratd, iar muchiile
reprezentind legéturile directe pe calea feratd dintre doud noduri. Dacé cunoagtem distaniele
in kilometri asociate fiecérei muchii, ne putem pune problema gisirii celui mai scurt traseu
pe calea feratd intre doud localitati.

Acesta va corespunde unui lant elementar in graful din figura 11.7, care uneste cele doud
localitéti si pentru care suma distanfelor asociate muchiilor este minima.

O excursie 1n circuit care trece o singuré datd prin anumite localita}i, intorcindu-se in loca-
litatea de pornire, va corespunde unui ciclu elementar in acest graf.
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‘2. Vom considera acum un éxemplu din fizicd si anume calculul intensititilor curentilor
care trec prin ramurile unei retele electrice, ca cea din figura 11.8.

Pentru a rezolva aceastd problemd, cunoscind schema refelei, tensiunile electromotoare
si valorile rezistentelor, se scriu legile lui Kirchhoff relative la noduri §i la ochiuri de retea.

Fécind abstraciie de elementele de circuit care se gésesc pe laturile 'schemei putem desena
aceastd refea sub forma grafului din figura I11.9. Nodurile refelei vor corespunde virfurilor gra-
fului din figura I1.9, iar ochiurile de refea vor corespunde ciclurilor elementare ale acestui graf.

Fizicianul Kirchhoff a studiat, la mijlocul secolului trecut, retelele electrice cu metode
care aparfin astizi teoriei grafurilor, contribuind la dezvoltarea acestei teorii.

3. Formulele de structurd ale substantelor chimice sint grafuri pentru care legiturile dintre
virfuri corespund legéturilor dintre grupérile sau atomii care compun molecula.

Astfel, apa are molecula reprezentatd in figura 11.10.a, acetilena are formula de structurs

in figura 11.10.b, molecula de benzen este reprezentati in figura IL.10.c, iar cea de glucozi
in figura 11.10.d.
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In figurile I1I.11.a — I1.11.d aceste formule de structurd au fost reprezentate sub forma
de grafuri pentru care virfurile sint atomii (respectiv grupérile) din moleculd, muchiile reprezen-
tind legdturile lor chimice.

Grafurile din figurile II.11.b i IL.1l.c nu sint grafuri in sensul definitiei
date, deoarece intre anumite perechi de virfuri existi mai multe muchii.

Un astfel de graf cu muchii multiple se numeste multigraf.

Intr-un graf sau multigraf care este desenul moleculei unei substante, gradul
unui virf este tocmai valenta atomului (grupirii) respective.

In figura 11.12 sint reprezentali cinci izomeri ai compusului organic numit ciclooctatetreni,
care are formula CyH,. Fiecare din cele cinci multigrafuri contine cite trei muchii duble si sase
muchii simple, in virfurile acestora gasindu-se gruparea CH, de valentd egali cu trei. Din acest
motiv fiecare virf este incident cu exact trel muchii, deci are gradul trei.

Acesti izomeri pot trece unii in altii prin actiunea diferiilor factori exteriori si enumerarea
tuturor izomerilor posibili, deci a tuturor multigrafurilor cu un numdir fixat de virfuri, toate
avind gradul trei, poate da sugestii despre obtinerea lor in laborator.

Probleme

IL.1.1. S4 se determine lanturile elementare dintre virfurile 1 si 7 ale grafului din figura 11.13

I1.1.2. Dacé un graf G nu confine cicluri, orice lant care nu foloseste de mai multe ori o aceeasi
muchie este elementar.

I1.1.3. Un graf G cu n virfuri are m muchii astfel incit sd aibd loc inegalitatea :

m> Ci_,
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~
Y
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Fig. I1.13 Fig. I1.14

Sé se arate cd G nu are virfuri izolate.
11.1.4. Un graf G are n virfuri §i p componente conexe. Si se arate ¢ numérul m al muchiilor
grafului G verifici inegalitatea :

2
m< Ch_pyy.

S se indice pentru ce grafuri aceasti inegalitate devine egalitate.
II.1.5. S4 se arate c# orice graf contine cel putin doud virfuri care au acelasi grad.
IL.1.6. Doud grafuri G= (X, U) si H= (Y, V) se numesc izomorfe dacd existd o bijectie:

f:X—>Y

astfel incit [x, y] & U daci si numai daci [f(x), f(y)] = V. Deci doud grafuri izomorfe
au acelasi numdr de virfuri si se obtin unul din celilalt printr-o renumerotare a vir-
furilor. S& se arate ci grafurile din figura I1.14 stnt izomorfe. Aceeasi problemi pentru
grafurile din figura 11.15.

IL1.7. Fiind dat un graf G= (X, U), complementarul siu G — (X, T) se defineste ca fiind
graful cu aceeasi mullime X de virfuri, dous virfuri fiind adiacente in G dac si numai
daci ele nu sint adiacenle in G.
De exemplu unul din cele doudi grafuri din figura I1.14 este complementarul celuilalt,

Sa se arate cil dacd G nu este conex, atunci complementarul siu G este conex.

I1.1.8. 84 se calculeze numirul grafurilor cu n virfuri date: Xy Koy vty X
I1.1.9. Pc mulfimea X a virfurilor unui gral G== (X, U) se introduce urmitoarea relatie
binari :

Spunem cd x este In relatie cu y si scriem x ~ y dacii x = ¥ sau existd un lant de extre-
mitdti x i y. Sd se arate cil aceastd relatie binari este o relafie de echivalenti si clasele
acestei echivalente sint mulfimile de virfuri ale componentelor conexe ale grafului.
I1.1.10. Fie G un graf care nu contine cicluri elementare de lungime para. S se arate ci G con-
fine un virf x de grad d(x) < 2.
IL1.11. S& se gdscascd toate subgrafurile complete cu 8 virfuri ale grafului din figura II.16.
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11.2. Grafuri hamiltoniene

Un ciclu elementar al unui graf G care trece prin toate virfurile grafului se
numeste ciclu hamiltonian.

Un graf G care are un ciclu hamilt ste graf n.

Originea acestui termen se géseste entat in de ma-
tematicianul William Hamilton. Partea eraun d regulat
facut din lemn (fig. 11.17).

Acesta este un poliedru cu 12 fete care sint toate pentagoane regulate, iar
in fiecare din cele 20 de virfuri se intilnesc cite 3 muchii. Fiecare virf al dode-
caedrului lui Hamilton era marcat cu numele unui oras. Jocul consta in gésirea
unui drum de-a lungul muchiilor dodecaedrului care sd treacd prin fiecare din
cele 20 de orase exact o dati si sd se intoarcd in orasul din care a plecat.

Pertru a usura memorarea trecerilor efectuate, in fiecare virf al dodeca-
edrului era cite un cui cu o floare mare, astfel incit in jurul acestor cuie putea
sd se intindd un fir care sd indice drumul parcurs in aceasta cildtorie ima-
ginard in jurul lumii.

Problema revine la gisirea unui ciclu hamiltonian in graful format cu vir-

furile si muchiile dodecaedrului. Acest graf este hamiltonian, un ciclu hamilto-
nian in reprezentarea planid a grafului dodecaedrului fiind desenat cu linii
ingro .
) ald este aceea a voiajorului comercial, care are urma-
torul ) comercial trabuie si prezinte in n orase produsele
fabricii pe care o reprezintd, dupa care se intoarce in orasul din care a plecat.
Cunoscindu-se costul deplasarii intre oricare doud dintre cele n orage, se cere
s se determine un traseu care si viziteze o singurd datd cele n orase §i care
sd aibd un cost total minim.

In termenii teoriei grafurilor, problema revine la determinarea unui ciclu
hamiltonian in graful complet K, ale carui virfuri reprezintd cele n orase,
pentru care suma costurilor asociate celor n muchii ale ciclului si fie minima.

Pentru a rezolva practic aceastd problemd ar trebui definit un algoritm eficient de rezolvare.

Desi aceastd probleméi a fost mult studiatd, nu a fost descoperit pind in prezent un algo-
ritm eficient de rezolvare si nici nu se cunoagte daca poate exista un astfel de algoritm pentru
gésirea unui ciclu hamiltonian de cost minim.

Ciclurile hamiltoniene in grafuri particulare au fost de fapt studiate cu
mult inainte ca Hamilton si fi propus jocul sdu.

Fig. 11.17 Fig. 11.18
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Fig, 11.19
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g ci
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c bl

pe celalalt. In figura II.19 sint
Teorema urmatoare ne dd o
hamiltonian.
Teorem#. Dacd G este un graf cu n = 3 virfuri astfel ipcit gradul oricdrui virf x
verificd inegalitatea :

n
d(x) = —>
(x) 5

rezultd c¢d G este hamiltoniarn.
Demonstratie. Vom rationa prin reducere la absurd. Sa presupunem deci ci

. N n o, . . . . . .
pentru orice virf x avem d(x) > 5— si G nu contine nici un ciclu hamiltonian.

Vom adiuga muchii intre perechi de virfuri neadiacente atit timp cit aceasta
este posibil, fard ca in graful astfel obfinut sa existe un ciclu hamiltonian. Se

obtine astfel un graf f cu proprietatea cd d(x) = g- pentru orice virf x, deoa-

rece de i gradele virf lus, pe
perec adi x §i y, prin a [x, ]
un ci ca seste muchia aful H
lant elementar de extremitati x si y:

L = [X1, X3 v, Xal,

unde x, = x, x, = y si virfurile x,, ..., x, sint toate cele n virfuri ale grafului A.
Este clar ci existd micar o pereche de virfuri neadiacente x, y in graful H,
deoarece in caz contrar H = K, si graful complet cu n virfuri este hamiltonian.
S4 notdm d(x) = k si fie x;, x¢p .., Xi, unde [, =2 < iy < ... < iy,
virfurile adiacente cu virful x.

Deoarece A nu este hamiltonian, rezulta cd y nu este adiacent cu nici unul
din virfurile x¢ 1, « ..y X1 Intr-adevir, in caz contrar rezulti ci x este adia-
cent cu un virf x, si y este adiacent cu x;_,, ceea ce ar produce un ciclu harmil-
tonian in H. Acest ciclu este desenat cu linie ingrosatd in figura I1.20.

Xy X? XiZ) X; Xn-t Xn

Fig. 11.20
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