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Prefats

Geomelria a fost cultivatd cu un deosebit rafinament de gindire de citre
lumea anticd, in special de greci. Mari tilozofi ca Thales, Pitagora, Platon etc.
prin descoperirile lor au pus bazele acestei ramuri a matematicilor. Dar
cel care a adunat si ordonat intregul material al predecesorilor sii, la care
a addugat contributia sa gi a prezentat geometria ca un corp inchegat de
stiintd, logic inlinfuit, a fost Euclid. Celebra sa operd ,Elemente” este una
din cele mai rispindite cidrti din lume.

Mai tirziu, alti geometri au adus contributii importante la dezvoltarea
geometriei, printre care marii geometri ai antichititii Arkimede si Apollonius.

Studiul problemelor prin geometria sinteticd prezinti insi unele greu-
tdti din cauza numirului restrins de metode generale de care dispune aceastd
disciplind. De aceea s-au cdutat mereu metode noi care s& poati fi aplicate
unui cimp cit mai larg de probleme. Din aceastd ciutare a luat nagtere geo-
metria analiticd. Ea nu a fost cunoscuté de geometrii antichititii. Creatorul
ei Descartes (1596—1650) a prezentat noua sa metodd in lucrarea ,, Application
de I’Algébre a la théorie des courbes® (1637).

Prin geometria analiticd Descartes a legat geometria de algebrdi; in gene-
ral fiecare ecuafie cu doud necunoscute reprezintd o curbi i fiecirei curbe
ii corespunde o ecuatie, mai simpli sau mai complicati. Problemele de
geometrie devin probleme de algebrd §i ca atare rezolvarea lor se face prin
metode algebrice. D&m un singur exemplu. In geometrie, pentru a demonstra
concurenta mediatoarelor, bisectoarelor, indltimilor si medianelor se folosesc
tret. metode diferite: pentru mediatoare gi bisectoare metoda intersectiilor
locurilor geometrice, pentru indliimi constructii ajutitoare care reduc pro-
blema la alta cunoscutd, iar pentru mediane cu totul alti metodi. In geo-
metria analiticd se foloseste o singurd metodd pentru toate cazurile: aceea
de a ariita cd sistemul de trei ecuatii (ale celor trei drepte) cu dou# necu-
noscute este compatibil. Acest exemplu ilustreazd avantajele geometriei
analitice.

Trebuie spus insd cd uneori rezolvarea unor probleme pe cale analitici
duce la calcule Iungi §i complicate. Aici intervine abilitatea rezolvito-
rului in conducerea calculului, sau in a privi problema din alt unghi astfel
ca si se usureze calculele.

Geomelria analiticd a adus $i o altd importanti contributie in domeniul
matematicilor: a ficut posibild clasificarea curbelor algebrice, dupi gradul
ecuatiel care le reprezintd.




In acest manual se dau primele notiuni de geometrie analiticﬁ. p‘otr.ivit
programei gcolare. Dreapta si cercul siflt tratate in ojaful {gen%rai, iar elipsa
hiperbola §i parabola numai pe .ecua1;11le.re(_luse, adica fitlf} cit este neceslalr
pentru a putea studia proprietétile lor p.I’lnf‘,lpale. Am cautat c.a'partea ap 1-
cativi si fie cit mai bogatd si mai variata, :;}st'ffel ca exemp.hfmarea pirtii
teoretice si cuprindd un cimp cit mai larg posibil. S-a1.1 e?h.as 8i Pl“Ol?leme-care
condue la calecule mai lungi gi probleme in care datele initiale confin numere
irationale, cu scopul de a forma la elevi deprindereavde calcul. A(laefista'pentr.u-
cd !pe ling# formarea gindirii logice, fiecare ramur a matematicilor trebuie
¢4 contribuie si la perfectionarea indeminarii de_ a cuonduce un calcul. Sint
cele doudl componente care duc la insugirea armonioasa a elementelor de mate-
matici predate in liceu. .

in fincheiere socotim nimerit si ardtim tinerelor generfsn}u cd in Lar.a
noastrd am avut mari personalitdfi, profesori u.nivernsitarl de _ ggometrle‘
analiticd, dar care pe lingé cercetdrile lor col}fzrehz:ate in cursuri g1 tratat.e
de geomelrie superioard, s-au gindit g1 la :Jflevu de liceu. In vederea ulsc_)nsolp
dirii cunogtintelor lor au publicat culegeri de probleme, n:mr.?,uale de. izceu‘sau
tratate de geometrie onaliticd avind unele capitole H:CCBSIbllle‘ ?IGV.IIOI' §i au
propus in , Gazeta Matematicd probleme de 'geometxrle anal}tma. Ii ammtun
aici cu recunogtingi, trecind la fiecare numai lucrérile destinate elevilor sau
care partial erau accesibile lor: . .

Gheorghe Titeica: ,Culegere de probleme de geometrie analiticd” (1912,

despartitd in vol I (1939) gi vol. 1T (1934)).

Traian Lalescu: ,Tratat de geometrie analiticd” in patru fasci(.:ule (fase. I,
1920) din care primele doud accesibile elevilor cu o buné pregitire.

N. Abramescu: ,Lectiuni de geometrie analiticd®, 1927. A_ propus multe
probleme de geometrie analitici in vechea Gazetd Mate.matlcé.

A. Myller: ,Geometria analitici” manual pentru liceu.

Autorul

Prescurtirile folosite in manual sint:

G.M. = ,Gazeta Matematicd®

S.G.M. = Suplimentul ,Gazetei Matematice“

(C.G.M. = Concursul , Gazetei Matematice®

Sc.P.B. = Scoala Politehnicd Bucuresti .

C.d.p. = Culegere de probleme (de G. Titeica)

IT; (5) = Capitolul II, relatia ()

1I; 5 = Capitolul II, paragraful 5.

* Daci acest semn se afli in fata unei probleme finseamni cd aceasta prezintd
un grad de dificultate mai mare.
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Capitolul 1

Coordonate

A Geometrie pe o dreapts

1. Definitie Se numeste axdo dreapld pe care s-a ales un sens pozi-
tiv, o origine (un punct), de la care se mdsoard distantele si o unitate de Mmdisurd.

Sensul contrar celui pozitiv este sensul negativ. Figura 1 reprezinti
axa ' O x, cu sensul pozitiv de la O la @, indicat prin sigeatd, iar
sensul negativ de la O la z'.

Pozitia unui punct 4 pe axa !

4

2 . !
este unic determinati daci se * A2 g AlB) X
cunoagste mérimea segmentului Fig. 1.

orientat OA = z, abscisa pune-
tului 4. Reciproc, oricirui punct 4 = z'Oz ii corespunde o abscisi bine
determinatd. Acest lucru se presupune cunoscut.

2. Elementele geomelrice care pot fi situate pe o dreaptd sint punctele
si segmentele. De puncte ne-am ocupat mai inainte. Acum ne vom ocupa de
segmente.

Segmentele ge vor considera orientate (de fapt vectori), pentru a le putea
fixa pozitia pe axi cu sens cu tot, adicd se va socoti AB = — BA. Punctul
de plecare al segmentului este originea sa, iar punctul unde se termini este
extremitatea sa. Sd ludm pe o axd (fig. 2) punctele A(2), B(4), C(—2, b),
D(—5,5). Se observd cu usurintd ci: AB—= +2=4 —2; BA = — 2=
=2 b CA=145=2—(—25; BD=—858—~—55 4 OC =
= +3 =—2,5 — (— 5,5).

In toate exemplele se constatd ¢ se obtine atit lungimea cit si orientarea
segmentului ficind diferenta dintre abscisa extremitdtii si abscisa originei

1 1 | ] ]

1 ! 1
C-2,9) g A(2)
Fig. 2
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. orl i i inai geura alge-
sale. Mdarimea segmentului oriental o vom numi de aci 1na1nt;.3 mai 1& Vzm
brici a segmentului, care este un numir real. Segmentele orientate le

nota en bard deasupra (IE), iar segmentele neorientate fard bar:a (fi).)

Daci trecem la cazul general, luind pe auxai do.uE} puncteﬂoarecefx{:e z;éegt
g1 Ay(xs) examinind toate cazurile de vflgura posibile (elevif :gr er;c;{;etricé
lucrn pentru verificare), constatim ca avem totdeauna relatia g

Od, — 04, + A4,
de unde se deduce
A A, =04, — 04, (1)

adica

AjAy = Ty — Ty (2)

Prin urmare misura algebricd a u‘nui segme.nt orifantat s r’?cv e.s’(u}e
data de diferenta dintre abscisa extremitdtii §i abscisa originel acelul seg-
ment. Aceastd relatie se datoreste lul Chasles™. .

in mod aseminitor daci punctele ar fi A(a)si B(d) atunci AR =D ——1ale’:(l:_

Deparece segmentul orientat, pe o dreapt#, reprezintd un vector, rolajia
(1) este de Tapt relatie vectoriald. N | o

Mai general un segment or.ientat poate f1 intrepretat ca reprezentare

a unui vector liber, adicd a oricirei mirimi vectoriale care are directia, sen-
g g : 3
sul si modulul indicate de segment.

PTeorema lui Chasles. Fiind date 3 puncte pe o dreaptd A,
B, €, existd relatia:
A8 4 BC +CA =0. (3)

e . es a 1 al
} lu (rumea unit SCDJP??»!?JM D aca HlbI‘ 0 pI‘O]]IeIIlEl ne IIlt er eaz nur

] . l . - ] ] . % 5

f] Lea L 1l s (=] eIl 1 u 3 sensu ? C oI SCT 1e

l=|a4g— %] pou l :V(mz — %)% (4)
4. Abscisa punctului care mparte un segment intr-un raport dat. Consi-

derdm segmentul AR definit de punctele A(z1), B(x;) si punctul M(z) care
fmparte segmentul dat in raportul

ﬂ—f—j = Its (5)
MB

= (hasles Michel (se cileste Saly, geometru‘ frar}czvaz (1793—1880) a introdus in
mod sistematic principiul semnelor in geometria sinteticd.

Socotind segmentele orientate, rezultd:
a) daci M e ADB, atunci k < 0, deoarece MA, MB au sensuri diferite;
b) daci M este exterior segmentului AB, atunci k > 0, MA si MB
avind aceeagi orientare;
¢) dacd M = A, atunci k = 0;
d) dact M — B, atunci &k — oo.

Din (5) se deduce MA = k- MB sau folosind relatia lui Chasles, x, —
— & = k(x, — z), care di
xy — kay
r = ——s 6
11—k ()
Aceasta este formula care di abscisa punctului M.
In particular, dacid M este mijlocul segmentului, atuneci
MA
— = — 1, deci bk =— 1.
MB

Abscisa mijloculut segmentului este

z; + =
z =-1—22,

5 (7)

Aplicatil, 1, Se dd punciul A{—%) g1 segmeniul BC = 6, al cirui mijloc il notim
eu M. Cunoscind AM = 6, sd se determine abscisele punclelor B, C.

Fie B(b), C(c), M{m). Avem din enunt m — (—4) = 6, decim = 2 gie — b = 6.

fnsi M este mijlocul lui BC, prin urmare bl

= 2, Din sistemul ¢ — & = 6,
¢ b= 4 se deduce ¢ = 5, b = —1.

2.

Se dau pe o axi punclele Ala), B(b), apoi se imparte segmentulA_B_in trei pdrfi
egale. Sd se afle abscisele punctelor de dipiziune.

Fie, de la 4 ciitre B, M(2’) si N(«”) punctele de diviziune.

Avem
MA 1 N4 P
- = - 3 ==
MB 2 NEB 1
astfel ci
a + —b
- 2 2a+b, _n a4+ 2b a-+ 2b
xr = = M & = | =] ~
1l % 3 1+ 2 3

3. 8d se delermine punctul M pe aza Oz, astfel ca fiind date punctele A, B, C si
avem relagia: MA - ME 4+ MC = 0.




i i si litic
Notam punctele cl Alzy), Blag), Clx;) st M(z). Relalia transpusid ana
o p) = nde
este (@, — @) + (@2 — @) + (xg — x) =0, de u
2y Zg T Xy .

3

T =
use ci au mase
Punctul M este centrul de greutate al punctelor 4, B, C presup
unct d 2 >
egale.

B. Coordonate in plan

ifiel i i ste de ajuns
~u fixarea poziflel unil punct in plan ntt € jn
s e e se 1 « dous axe, care se inbilnesc in-
inonrd axi; este necesar s4 se foloseasca doua ] ENE
Y p : ? - . i
E ; C,pu]ﬂcf O1 Acest punct se considerd ca origine Peilhau [1' o 2 A,Xde
s e i ratd sigetile in f1gura o.
isnul um arata saget
in mod obignuit, aga C
gongul se alege, 11 ; R 6l
Oz si Oy formeazd gistemul de referinta 10 plan.

TFie M punct in plan Ducem MN paraleld la Oy si MP paraleld la
‘ie un ;

iort — g poartd numele
Ox (N <Oz, P = Oy). Marim a segmentului orienial ON = x poart 1
. P : ! i indoud la un loc se
i i = donate lui. Amindo
' jar OP =y ordona "

abscise punctului M, i . il i
dlenne%c coo?donatele punctului M. Se noteaza Pr escuxtat. M( ;]J;),(x by
m £ L ; i -
fo“losi 4i alte litere, de exemplu M(a, b), sau chiar milm-?la(aé;dél;ab;’

: l 2 i 2 . i e - s
Totdeauna primul numar reprezintd abscisa 1 al doi -
1 axele fac intre ele un unghi 0 == 90°, ele se numesc axe oblice, )

Cind axele fac 1 . , i BB T e
insi 0 = 90° axele sinb dreptunghiulare (sau perpendict
mnsa = b:
| : i hi din cauza
e . des intrebuintate sint cele dr‘eptunghmlare,v .

B e el impl Stnt si probleme care se rezolvil mal ugor,

re sl i gimple. SIint § 7 '

smulelor care sint mai 81 : : L e
fmm' d axe oblice. In acest manual vom folosi azxele ai.repmnch e
e ‘ Cele doud axe Oz, Oy fimpart pla

e _ .
in patru regiuni pe care le vom numl ¢
drane g1 le vom numerota in sens trigono-

; i Tini ama
metric I, IT, T1I, 1V (fig. 4)- Tinind se :
de orientarea axelor putem face precizarile
) care urmeazd. )

1. Daci punctul M este dat in planul
axelor z0Y, coordonatele sale sint detfr-
minate in mod unic. In oazulta:{{a 31;

i ; sint chi
dreptunghiulare, coordonatele ]
proiectiile vectorului OM (fig. 4) pe g;te;
o /0 doud axe, prin urmare ele sint determi
; - - - .

g {n mirime §1 semun, 1 anuime:

8y

Fig, 3

— un punct M din cadranul I are

A
ambele coordonate pozitive; 5"
— un punect M’ din cadranul al 11-lea (1) sl =wnily
are abscisa OM; = z’ negativdl si ordo- jp M
nata OM; =y’ pozitivi; i— =% ‘ Em
— un punct M ” din cadrenul ¢l I117-lea 1 [ -
are ambele coordonate negative; i i ¢ Mmoo =
— un punct M’ din cadranul al IV-lea | _J
are abscisa pozitivil §i ordonata nega- I T
tivil; k] ()
— un punct pe axa Oz are ordonate ()
nuld, iar un punct pe Oy are abscisa Fig. 4

nuld.

I1. Reciproc daci se dau coordonatele, punctul M din plan este deter-
minat in mod unic. In adevir, presupunind ¢i abscisa OM, = z si ordonata
OM, =y sint ambele pozitive, paralelele duse prin M, la Oy si prin M, la
Oz se taie intr-un singur punct M, in cadranul I.

Dupd cum abscisa si ordonata sint pozitive sau negative, punctul se
poate gisi in unul din cele patru cadrane. Trebuie sd observim insi ci aceastd
unicitate n-ar mai exista, daci coordonatele nu ar fi luate cu semnele res-
pective. In asemenea caz abscisa s-ar putea lua fie la dreapta, fie la stinga
originii, iar ordonata fie in sus, fie in jos fald de origine gi ar rezulta patru
puncte in loc de unul singur.

Eaxemple. 1) Originea are coordonatele 2 = 0, y = 0, adicd O (0, 0).

2) Punctul A(2, 0) se afld pe aza Oz, astfel cd OA = 2.

8) Punetul B(0, — &) se afldi pe Oy, la OB = —4,

4) Punctul C(3, 8) se gdsegie pe bisectoarea primului cadrar,
5) Punctele A(a, b) si A'(—a, b) sint simeirice fati de axa Oy.

i 6. Segmente. Doud puncte definesc
un segment. Din punct de vedere al
geometriei analitice vom studia, in

L e

My (%4) legdturd cu segmentele, urmitoarele
| probleme.
a) Distania intre doud puncte (lun-
gimea unut segment). Fie M (x,, ¥1)
81 My(z,, y,) cele doud puncte (extre-
_—'_[0 mititile segmentului), N, N, proiec-
tiile lor pe Oz, P;, P, proiectiile lor
pe Oy (fig. §) ¢ O = Py, N Ny
Triunghiul dreptunghic M,QM, ne da

MM, = TT,07 T QUL

D
=
._“2

Y




Dar folosind formula lui Chasles pe fiecare axi separat avem
MQ =y —ay; QMy =y, —ys.

Acestea inlocuite in relatia precedentd conduc la

MMy =V (2, — @) + (4 — ) (8)
formuld care di distanta intre punctele M, si M, sau mirimea segmentului
MlMai

Caz particular: distanta de la originea O (0, 0) la un punct M(z, y) al
planului se deduce din (8) si anume

OM =]/ a* 4 y* (9)
b) Inclinarea unui segment M, M, faji de axa Oz. Daci notim < M, M.0 =

= ¢ (M, M,, Oz) = o gi ne referim tot la triunghiul dreptunghic M,QM,,
atunci

tga — 2
MQ
sau
tgo =8 — Y (10)
gy,

Prin urmare inclinarea segmentului M, M, fatd de axa Oz este dati prin
tg o a cirei valoare este citul dintre diferenja ordonatelor si diferenia absciselor
(sau citul dintre diferenta y-lor gi diferenta 2-lor).

Punctele M,, M, definesc o singurd dreaptd M,M,, care are fati de Oz
aceeagi inclinare ca i segmentul M, M,. Asadar relatia (10) ne di inclinarea
dreptei determinatd de doud puncte, fatd de axa Oz, prin tangenta unghiului
format de dreaptd cu axa.

Acest numdir ig « se numeste coeficientul unghiular sau panta dreptei M, M,.

In particular dacd dreapta este definitd de origine 0(0, 0) si un punct
M(z, y) atunci coeficientul unghiular sau panta dreptei OM este

tga = &,
€T

Exemplu. Distanta fntre punctele A{0, 5), B(— 3, 8) este AB =
=|/(—8—0)7F (8 — 5)2 = |/18 =3 |/ 2 unitdi liniare.

Inelinarea dreptei AB faid de aza Oz este datd de

8 —5
tg o = = —1=) o = 135°
g T >

¢) Punctul care imparte un segment intr-un raport det. Considerim seg-
mentul definit de punctele A(zy, ¥1), B(x,, ¥u) 1 punctul M care il imparte

12

in I‘aportulf_v{_é_ — k. (k< 0-cind .y
MB

M = AB, deoarece MA, MB au
sensuri contrare gi k>0 pentru
M exterior segmentului AR),

Ne propunem si determinim
coordonatele (z, ) ale lui M, in
cazul general £ oarecare, real
(tig. 6).

Paralelele duse prin A4, M,
B la Oy determini pe axa Oz
punctele 4,, M,, By, iar para-
lelele duse prin aceleasi puncte Fig. ¢
la Oz determing pe Oy punc-

B(Z5:8,)

£

. " " A
tele Ay, M,, B,. Din cauza paralelismului dreptelor, raportul 22—k
: MB
se pistreazd pe fiecare axi, astfel ci putem scrie
MlAi - Tis Mdy _ g 3
M, B, M,B,

In acest mod problema din plan am desficut-o in douil probleme pe
cele doudl axe, chestiune studiati mai inainte. De aceea vom scrie direct
coordonatele punctului M:

_%—-’t'xzr _ Yy — hy, 6
1—k Y 1—k ©)

Punctul NV, conjugatul armonic al lui M fat¥ de 4 si B, va avea coordo-
natele

=L:1 + kmz . i Y1 + k?fz (61)
1+k 1+ k
In particular, mijlocul unui segment (k = —1) are coordonatele
i S Y
:xlzxa : :y12 Jz’ (7)

iar conjugatul siu armonic este aruncat la infinit.

NOTA. In unele cirti formulele sint inversate, adicd (6’) reprezintd coordonatele
punctului interior segmentului $i (6) pe cele ale conjugatului séiu. Deoscbirea vine dela

Taptul cd se noteazd MA = —% (in loc de k, cum am notat in acest manual). Este

MB .
evident cd aceasta atrage o schimbare de semn in formulele (68) si (6'), tnaintea lui k,
dar acum k& > 0 pentru M € AB gi k< 0 pentru M exterior segmentului.
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Aplicatii. 1. Sd se arate cd triunghiul format de punctele A(—2, 2), B(2, —1)
C(3; 4,5) este isoscel. Care este baza?
Avem

AB =V 2T OFF (—1— 2P =5; AC=V(3—';—2}2+[~§~— 2}2:,

=

_ 55 | _ g [9 2 53
sl ,BC;V(S 2) 1(-2~+1)_ -

Rezultd AC = BC gi baza este AR,

2. Ce condigie trebuie sd satisfacd coordonatele z, y ale punciului M pentru ca acesia
si fie la egald distantd de punctele A(3, —2) si B(4, 2)?

Pentru a evita radicalii, scriem relatia sub forma MA2 = MB® sau analitic:

=3P+ (y+ 2= [z — 4 + [y — 2)%;
care di
22 4 8y = 7.

Am obtinut o singurd ecuatie cu doud necunoscute, adici o ecuatie nedeterminats.
Aceasla corespunde faptului geometric ci existd o_infinitate de puncte 47 egal depiirtate
de A si B (mediatoarea segmentului AB),

3. Segmentul AB = 5 cm are punctul A(2, —1) si abscisa punctului B =6 cem.
8a se determine pozific segmentulut.

Notind cu y ordonata lui B, conform enunfului avem AB*=25, dar AB? — (x—2)24
+ (y + 1), deci 16 + (y + 1) = 25, de unde y + 1 = X 3. Se obbin doud valori
1= 2, ¥y, = —4, deci B,(6, 2) sau B,(6, —4), prin urmare segmentul poale avea doui
pozilii.

4. Centrul de greutate al unui triunghi. Triunghiul fiind dat prin olrfurile sale

Alzy, y1), Blzy, vi), Clag, yy), sd gdsim coordongtele punctulut de intilnire a medianelor.,
Notdm cu A'(z" , y’), mijlocul laturii BC (fig. 7), deci:

;:1’2"“1"3

x
z Y 2
Se stie apoi cé,
A 1
GA 2
astfel incit coordonatele (x, y) ale lui G sint
4 : z" + i T3
. 2 i T S ,
14 L :
2
G 1
1+ = il
i 2 Wty
8 A ¢ 14 3

Exercitii si probleme

Ll} Se dau punetele A(5), B (— 3) ¢i M(%). Sd se figureze punctele pe

S Lt oW MA
axil gi s se calculeze raportul v

MB

-3

2.)Se dau punctele A(2), B(5), C(—1). Fie M simetricul lui 4 fatd de
B si NV simetricul lui M fatd de C. S se calculeze abscisa lui V. Generalizare
pentru cazul general A(a), B(b) si C(c).

[M(z), N{z’). Se va scrie c¢i B este mijlocul Iui AM ete.
in general 2’ = 2¢ — 20 4 a.]

3. Iiind date trei puncte A, B, C pe o dreaptd, si se determine un al
patrulea punct M astfel incit sd avem

«MA +BMB +yMC =0

o CRBE T o o By R0, @ este media

o+ B+

(«, B, v coeflicienti reali).

[Alz,), Blx,), Clw,), Mz); ==
ponderatd a numerelor z,;, a;, #;.]
4, Daci patru puncte 4, B, C, D sint coliniare, atunci existi relafia
AB-CD +AC-DB + 4D BC —0,
segmentele fiind orientate.

b. Pe un segment A5 se considerd punctele M,V care il impart respectiv

in rapoartele & = —{i 81 k' = —3. 54 se exprime segmentul MV cu aju-
L

torul segmentului AB.

MN = A—B'.]
20

6. Aceeagi problemid ca cea precedentd, £ gi &' fiind oarecare. Si se
arate cd

E— T R
M—k) (1—k)"

7. S da punctul A(a, b). Se cere:

a) S# se determine coordonatele punetelor simetrice lui A fatd de axele
de coordonate si fatd de origine.

b) Si se determine coordonatele punctelor simetrice lui A fatd de cele
doud bisectoare ale axelor de coordonate.

MN =
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8.) S4 se calculeze distantele dintre perechile de puncte
. ;) A}(3, 2), B(6, 6); bxA(3, 2); B'(0, —2); ¢) C(— 1, 0) D( — 5, 4)
) E(—1, —4), F(—3, —8); e) G(0, —b), H(12, 0). o
[AB = AB"=5; CD =4 |/2; EF=2)/5; GI=13.]

9. 54 se calculeze lungimile segmentelor AB gi CD unde A(3, 6), B(8, 2)
s1 C(3, 2), D(8, 6). 54 se explice geometric rezultatul ,

£

[AB = €D = [/&. Sint diagonalele unui dreptunghi.]

10. Si se arate cii triunghiul format de
e punctele A(2, 3), B(—1, —
C(6, 0) este isoscel, cu haza BC. ( ). s

[AB = AC = 5.]

11 Sa S Cﬂ&l(‘ czZe r
. 8 A I]ld]{; me b !
e ll] 7 1 a GOI‘E‘.SP LlIlZEtLUElI’e ])aze Ll 1 ”g, 1]1_1]{11 ISOSCBE

care are virfurile 4 (2 +1/3, 1), B(/3, —1), C(—1, —1/3).
[h=1"3— 1]
12. 83 se arate cd triunghiul format de punctele A(i +1/3 E]
1 14+/3 1 :
B{ ; mz_] ; C(i, 42-] este dreptunghic. Unde este unghiul drept?

/_\ [Laturile verificd relatia lui Pitagora.]

(13 Sd se demonstreze c# triunghiul cu virfurile A(1, 2), B(3, — 1)
c[it8V8 1+ 2 V8 aste echil . ’ ’
: , 5 e echilateral. '

(14) Se dau i

14, punctele 4(4, —1) si B(2, 3). Si se determin ca Oz

tul M astlel ca MA = MB. 7 B R
[, 06).]

15. Si se giseascd un punct egal depdrtat de punctele A
g 0,1 1, —
e P (0, 1), B(1, —1),
e B e
["1: 6 3 U = 6 ']

16. Si se giseascd un punct la egald depdrtare de punctele A(2, —2)
E , 4) 51 de asemenea la egald depéartare de punctele C(1, —4), D{—2 _Si
(fard ca aceste distante sd fie egale cu cele precedente).
) [A1(2,4)].
17.. Si se afle distanta intre punctele

Az, y) si B[ (= + ay) a(z 4 ay)
14 a* ’ 1+ ot ]"

(4B = |/ " + ¢, deci AB = 04].

16

B(2, 6) gi sub axa 0z, 0 paraleld la dis-

18. Se dau punctele A(—2, 3),
eastyl paraleld un punct C si altul

tanta de douid unitati. 54 se ofgeascil pe ac

D astfel ca:
a) triunghiul ABC si [lie dreptunghic in A;

b) trinnghiul ABD si fie dreptunghic in B.
[C si D au ordonata (— 923, deci Cle, — 2),
teorema lui Pitagora C (—Z— , — 2), D(8, —2). ]

‘T

D(p, — 2). Se poate folosi

3 3) B(3 -7) si o paraleld la Oz situatd la

(19.)Se dau punctele A(—
SH se’ determme pe aceastd paralela punctul C,

douit unititi deasupra ei.

astfel ca t.rlunc'hlul ABC sa fie dreptunghlc in €.
[Doud solutii €4(2, 2); Ca(—2, 2)1.

90. Se dau punctele A(—1, —3)si B(2, —1). 54 se afle coordonatele sime-

tricului lui 4 fati de B.
[Se folosesc coordonatele mijlocului unui segment x = 5, ¥ = 1

91. Se dau punctele A(—2, 4), B(5 1) si o paraleld la Oy, la distanij;a% ,

care intilneste segmentul AB in punctul M. Se cere:
a) raportul in care M imparte segmentul AB;

b) ordonata punctului M.
Se ghseste inlii k= — L] , apoi ¥ = El
9 14

C(6, 0) fiind date, si se alle coordo-

92, Punctele A(1, 1), B2, —3),
logramului ABCD, in care

natele punctului D, al patrulea virf al parale
AC este o diagonala.
[Se alld simetricul lui B [ald de mijlocul lui AC, = =5, ¥ = 4.]

93. Se df triunghiul format de punctele A(4, 5), B, 3), C(2, —3)-

S% se caleuleze lungimile medianelor Mg, My, M, ale triunghiului si s se

verifice cd
m2 -+ mi 4 :—?f (AB¥ 3. BC? 4 CA%).
43
wi M care se afli pesegmentul deter-

94. Si se afle coordonatele punctul
la doud cincimi din AB, socotite de

minat de punctele A(3, —2), B(7, 3),
la A citre B.

95. Se dan punctele A(1, 4) si B(
pe dreapta AB, astlel ca OM = OA.

7, 1). S& se determine punctul M de

1—7k _h=k oy _odainn e+

Un punct pe AB are z = , Y=
[ g g 1—k 1—k

16
4+ 4k — 0, do unde solutiile M = 4 (evident) si M [13 5’.)].
]
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26. Se dd triunghiul cu virfurile A(7, 0), B(4, &), C(—1, —8). S% se
afle coordonatele piciorului bisectoarei BB’ a triunghi,ului
[Se tine seama de raportul in care bisecto
, (43 20
gl LR
9 9] ]

27. Se dau. punctele 4(5, 1), B(3, 5), C(—3, 2), D(—1, —2). Se ian apoi
punctele ﬂi_gl 1\{,7astfel ca ele sd impartid in acelagi raport % segmentele
orientate flisx CD. Si se arate ¢i oricare ar [i raportul %, mijlocul seg-
mentului MN este fix. S& se explice geometric propristatea.

area imparte latura opusd.

- _ 3 : ;
[:r: =1, y= v " Dreapta MN trece prin  centrul paralelogramului
ABCD.]

28. S3& se arale cf figura lormati de punctele A (g M, @ + 5)
2 2 ?

a—bh 14+ 1/3 113 _ =
B(egL, p1x) ],C[a# u],D(H 5,1_—2_1/_EJ

2 ’ 2 5

este romb; a, b sint dou& numere reale oarecare,

[Mijlloace{e diagonalelor coincid si diagonalele sint perpendiculare. Alifel:
Ie}tu%‘lle sint doud cite doud paralele si Loale sint egale. Mai trebuie ardtat
cd figura nu este pitrat, deci 4B, 4D nu sint perpendiculare. ]

20. 54 se calculeze coordonatele mi 7

) ; jlocului segmentului care uneste
mijloacele diagonalelor unui patrulater ,

[Media aritmetici a coordonatelor virfurilor.]

30. Cunoscind mijloacele laturilor BC, CA, AB, anume D [j i 3] ,

5 3 3 .
E(O, EJ’ F(E’ ;J, sd se calculeze coordonatele virfurilor.

[A\"'is 1): B(és 2)! CU-: 4)]

Capitolul 2

Dreapta, diferite forme ale ecuatiei ei

1. Fie M(z, y) un punct din planul zQy. Dacd didm coordonatelor z
$i y valori la intimplare, punctele rezultate vor fi imprastiate in tot pla-
nul, fir4 nici o ordine. Pentru ca M sd descrie o anumild curbd, va trebuj
sd existe o legdturd intre cele doud coordonate, astfel incit dacd se dd lui z
(de ex.) o valoare, ¥ s nu mai poatd fi luat la intimplare, ci s& rezulte din
valoarea lui z. Aceastd legituri dintre coordonate se exprimd algebric

printr-o ecuatie cu doudi necunoscute f(z, y) =0, din care se poate scoate

uneori y = g(z) sau x = ¢(y) (adicd se ajunge in mod explicit la una sau
mai multe functii), ceea ce ugureazd studiul gi reprezentarea graficd, aga cum
se face in analiza matematicd.

In cele ce urmeazi vom ciuta legdtura ce trebuie si existe intre coordo-
natele unui punct variabil, astfel incit el s& descrie o linie dreaptd. Punctu)
variabil se mai numeste si punct curent (lat.: currere = a alerga). Yom porni
de la cazurile particulare §i ne vom ridica apoi la cazul general.

A. Drepte particulare fatd de axele de coordonate

A

@ Ecuatia unei drepte paraleld la axa Oy. Presupunem cid A(2, 0) este
punctul unde o paraleld la Oy taie axa Oz, deci OA = 2. Pe aceastd para-
leld considerim mai multe puncte M, IV, P etc. (fig. 8) i observam cé ori-
care ar [1 ordonata lor, ele au toate aceeagi abscisi # = 2. Reciproc, ecuatia
x = 2 nu contine pe y, deci pentru orice y, x = 2, dar toate punctele care
an z = 2 sint situate pe o paraleld la Oy (locul lor geomelric) la distanta
OA =2, Prin urmare ecuatia x = 2 caraclerizeazd foale punctele situate
pe aceastd paraleld. Zicem c# x = 2 este ecuatia acestei paralele,
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) Intemeiati pe acelagi rationament putem spune
C8 & = a este ecuatia unei paralele la Oy. Daci
@ > 0 paralela se afl la dreapta originii, daci ¢ < 0
este la stinga. ,

In particular x — 0 este ecuatia axei Oy.

3. Eeuafia unei paralele la Ox. Considerdm acum
parale]_a MB la axa Oz, unde B(0, b) = 0y (fig. 9)
Un rationament analog cu cel de mai inainte arats ca{
tf)a.te punctele de pe aceasty paraleli auy = OB = b
§1 Invers, cd ecuafia y = breprezint locul geometric
al :cuturor punctelor care au distanta de b unititi
fatd de axa Oz. Zicem ci Y= b este ec;;xapia unei pare;-

o lele 1a axa O:r: .Dacé b > 0 paralela este situati dea-
Supra originii, iar daci b < 0 este sub origine,
5 - In particular y = 0 este ecuatia axei Oz.
—

Observare. Paralelole cu ecuatiile 2 = ¢ (la

b Ilb 0 ) : — 1
' Y) 1y = b (la Ox) au ca Intersectie punctul M(a, b)
I - o
F.g n; & . 4. Directia unei dreple; coeficient unghinlar. Dacd
ig. 9 din punct de vedere geometric directia unei drepte

se poate da prin unghiul « Pe care aceasta i
N : , sta il face cu
S‘BI’ILSUI pozitlv al axei Oz, din punctul de vedere al geometriei ana-
litice, pentru nevoile de calcul, directia se di prin una din functiile t

5

I(;om;,;t_ric.e ale unghiului «. Cea mai des folositi este tga, care se notrelfzoﬁ_
dse;t;jc-el cu m (sau A, p ete.) i se numesgte coeficientul unghiylar sau panta

‘ P.en'l;ru .fixare-a pozitiel unei drepte nu este suficiont s cunoastem di
Y1a el (coeficientul unghiular), ¢i mai trebuie un punct al dreptei. G PGE"
doud elemente pozitia dreptei este determinaty. =

5. Ecuatia unei drepte ce trece prin origine. Dack o este unghiul eca

il .faize dreapta (D) cu sensul pozitiv al axei Oz, atunci e]ementelz carepd t(. P18
ming (?reapba sint: originea $i coeficientul unghiular (panta) m = tog. P etEI -
a stabili ecuafia dreptei (D) alegem un punct cu- e
rent M(z, y) = (D) si ciutim legdtura care existy
intre coordonatele lui (§ 1). Fie M, proiectia lui M s
pe Oz, deci OM, = z, MM = y. Avem evident
(fig. 10)

LN t y
— = g o« = consta e Y _
B g nt, adiei = m
/7
sau _ 7 &
Y = maz. (1) Fig. 10
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Aceastd ecualie de gradul I cu douf necunoscute reprezintd legétura
ciutatit intre coordonatele (z, %) ale lui M = (D), deci este ecuatia dreptet (D).
Trebuie dovedit insd eil gi reciproe, ecuafia y = mx reprezinti o dreapta
ce trece prin origine gi face cu axa Oz unghiul «, dat de tga = m.-

In adevir, se vede imediat ¢d originea O(0, 0) verifici ecuatia (1), deci
este un punct al dreptei. Apoi din (1) se deduce —z—_z m, adied raportul

dintre ordonata si abscisa p{mctului M este constant. Dar din triunghiul
dreptunghic OM,M avem

4, M . M
-"izgl—'y deCI :

= —— = m = tga= const.
= OM, i,

Rezultd ¢X 3 MOx = o = const. In aceste condifii punctul nu poate
descrie decit dreapta care trece prin origine gi face unghiul &« cu axa Oz.
Dacid m > 0, dreapta trece prin cadranele I gi 1II, cind m < 0 trece

prin cadranele II gi ‘IV."

Agadar: ecuatia y = ma reprezintd o dreaptd ce trece prin origine gi
face cu Ox un unghi a cérui tangentd este m.

Cazuri particulare. a) Ecuatia y = x reprezintd bisectoarea primuluj
si celui de-al treilea cadran, deearece m = tge = 1, deci ¢ = 45° (sau 225°).
Se numegte mai scurt prima bisectoare a axelor gi se mai scrie sub forma
& — g = 0. ) )

Se obtine acelasi lucru pornind de la proprietatea ci orice punct al bisec-
toarei este egal depirtat de laturile unghiului i tinind seama cd in cadra-
nele T i ITI coordonatele sale sint’egale‘si*de ‘acelagi semn. ,

b) Ecuafia y = —a sau z + y = 0 reprezintiabisectoarea cadranelor
II si IV, deoarcce m = —1, deci @ = —45°. Ea®este a doua™bisectoare a
axelor. La fel se poate stabili ecuatia ei pornind de la proprietatea geome-
tricd a bisectoarei.

Exemple. a) Ecuatia y= V3 x este a unei drepte cé trece prin origine si
fece un unghi de 60° cu axa Oz (m = V3, deei ¢ = 60°).
1 . o . . . T
b) y = — Tftdx reprezintd o dreaptd ce irece prin origine si e inclinatd la 150°

{saw — 30°) pe Oz,

B. Ecuatia unei drepte oarecare

6. Forma explicitd sau ecuafia dreplei date prin coeficientul unghinlar
st ordonata la origine. Fiind datd o dreapti oarecare (D) sd facem notatiile:

B=(D)N Oy, OB =n si« [0z,(D)] = « (fig. 11). Considerim un
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punct curent M(z, y) pe (D) si ducem MM, |0y (M, = Oz), apoi prin B
paralela la O, care intilneste pe MMy in N. Avem evident: BN = OM, = «,

VA . NM .. ;
NM =y —n §IB_—I_V_ = tga = m (const), coeficientul unghivlar sau panta

dreptei (§ 4). Rezultd imediat ¥ ; 2 = m, de unde se deduce

Yy=mze+n (2)

OB = n se numeste ordonata la origine dreptei (D). Ecuatia (2) reprezinti
legitura dintre coordonatele z, y ale unui punct curent M = (D); este deci
ecuajia dreplei date prin coeficientul unghiular (m) si ordonata la origine (n).

Reciproc, ecuatia (2) are ca reprezentare geometrici o dreaptd cu directia

data de m gi ordonata la origine n. In adeviir din (2) se deduce L2 _—
@
W _

BN

sau (fig. 11), tg @ = const.

Deoarece punctul B este fix giC MBN = o, constant, M descrie dreépta
care trece prin B gi face unghiul « cu sensul pozitiv al axei Ou. Daca
n >0, Beste deasupra originii, daci n < 0 este sub origine. Presupu-
nind m constant si n variabil, obtinem mul{imea dreptelor din plan
care au aceeasi directie, deci toate dreptele paralele cu (D). In particular
pentru n = 0 se obtine dreapta paraleld cu (D), care trece prin origine: y —=
= ma. Considerind acum si pe m variabil se obtine mul{imea tuturor drep-
telor din plan. De aceea se spune ei Yy = mzx - n esle ecualic unei drepte
oarecare din planul z0y.

Observare. Pentru ea afirmatiile de mai sus si fie corecte trebuie
dovedit cd din ecuatia (2) se pot obtine gi dreptele particulare fati de axele
de coordonate, anume cele paralele cu axele. J

I _ a) Dacd (D)]|0z, atunci o = 0, deci
| m = 0 si rimine y = » care reprezinti
Iﬁ(aw) o paraleld la Oz (§ 3).

| b) Daci A = (D) N Oz, atunci

8 o
—— 05 _ OF 5
n ! W= =y s,
= ll 40 —04 @

A : ==
9% 1y [OA = a,a = (O,'—Q'H, de unde - —

m

sy

Fig. 11 = — a = counst., dacd A este fix.Secriind
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} 4B

ecuatia (2) sub forma ¥
m

rezultd x — a = 0, ecuatia unei paralele la Oy (in figurd 04 = a < 0).

W s g i ki . .
= z 4+ —3i ficind « - ~ deci m — oo (4 [ix),
m

Exemple. a) Dreapia y = & — 1(¥) este paraleld cu prima bisectoare (m =1)
st tale axa Oy in punciul (0, —1).

b) Dreapta y = —a -+~ n repreziniti o paraleli oarecare lo a douwa bisecioare a axelor,

7. Ecunatia generald. Ecuatia generald de gradul T in 2 si y este

Az + By + C = 0. (3)
Rezolvind in raport cu y gisim:
A c
— e =y B O C "
y=—%2a—3 (B+0) (3
. = A C
5i dacd punem m = — S i AETy B adus-o la formay = mx + n.

Prin urmare ecuatia (3) reprezintd o dreapti oarecare din plan, avind coefi-
. . A . g C . :
cientul unghiular — 5 i ordonata la origine — I O vom numi ecualia

generald a dreptei. Justificarea acestei numiri se va vedea in cele ce urmeaza.

Reciproc de la ecuatia dreptei sub forma explicitd y = mx - n se poate
trece la ecuafia generald (3) seriind ma — y + n = 0 si eliminind numitorii
lui m si n, dacd acestia sint fractionari. Trecerea de la o formé la alta este
ilugtratd prin exemplele care urmeaza.

8. Ecuatiile dreptelor particulare deduse din (3)
a) Presupunem intii 4 = 0, in ecuatia generald (3). Ramine By + C = 0,

C s iu ¥
sauy = —B% = ¢onst., care reprezintd o paraleli la Ouz.

b) Fie acum B = 0. Rimine 42 4+ C =0 sau 2 = — % = const.,
adicd o paraleld la Oy.
¢) Dacd € = 0, ecuatia rimasi este Az + By = Osauy = —‘—; B,

ecuabia unei drepte care trece prin origine.

5S4 considerdm acum cite doi coeficienti nuli.

d) A = C = 0. Rimine By =0, deci y = 0, adicil ecuatia axei Oz.
e) B=(C = 0. Rimine Az = 0, deci z = 0, adicd ecuatia axei Oy.
) A = B = 0, imposibil fiinded ramine € = 0, insd ¢ == 0 prin ipo-
tezd. Dupd cum se vede dacid ecuatia dreptel sub forma (2) nu contine drep-
tele paralele cu Oy (pe care le-am dedus prin trecere la limitd) ecuatia, (3)

——

* 4y = a — 1 nu este o dreaptd, ci ecuatia unei drepte; totusi in geometria anali-
ticd se foloseste des acest limbaj pentru prescurtare. ’
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