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PARTEA INTII
CELE MAI SIMPLE FIGURI GEOMETRICE

L

. INTRODUCERE

In clasa a V-a, si chiar in clasele anterioare, a{i facut cunogtinta
cu o serie de noi;lunl §i rezultate din geometrie®).

Anul acesta, vom incepe un studiu mai sistematic al geometriei.
Vom studia o parte din geometria in plan®, deci vom studia proprie-
tati ale figurilor dintr-un plan dat, fixat.

Planul| este o notiune ,,abstraeta despre care ne facem 0 idee
aproplatd de cea exactd privind, de exemplu suprafata unel mese,
placa de sticld de la fereastrd, o foale neteda de hirtie (caiet), o pagini
de carte i 1nch1pu1ndu -ne ca toate acestea sint prelungite la nesfirgit
»in toate pari;lle In plus, vom considera ca el nu are grosime.

Geometria, ca orice disciplina matematlca, isi stabileste adeva-
rurile pe calea judecatii, rationamentului, si nu pe calea experlent,el
fnainte de a invita cum se foloseste judecata in geometria pland,
sa facem cun0$t1ni;a cu elementele el de baz#, cele mai simple, cu
conventiile lor de desen si notatie.

2. PUNCTE S| DREPTE

- Punctul®) este, de asemenea, o notiune ,abstractd“, ni-l imaginém,
spre exemplu, ca urma lsata pe hirtie de apasarea virfului unui
creion bine ascutit, ca 1n1,;epatura unui virf de ac. Il reprezentim in
desen, spre exemplu, ca in figura 1 i il notdm cu o literd mare de

x A Fig. 1

tipar, spre exemplu: A. Se pot folosi si alte litere: B, C, D,..
M, N P ete. Uneori literel 1 se ataseaza un accent sau mai mults
accente de exemplu, A" sau A" si se citeste , 4 prim“ sau , 4 secund®,
sau 1 se ataseazd un indice (numar natura]) de exemplu 4,, A, sau
A, st se citeste ,A indice unu“ (sau — mai pe scurt — , A unu“),
»A indice doi* (sau ,A doi“) ete. Gu ajutorul unei astfel de notatii
intrebuin{dm mai pufine litere din alfabet. In plus, vom considera
cd punctul nu are nici o dimensiune.

S-a convenit ca o mulfime de puncte sd se numeasca figurd geo-
metricd, deci punctul din desenul de mai sus este si el o figurd geome-
tricd (o mulfime cu un singur element).

L) Cuvintul ,,geomelric“ ete compus din doud cuvinte provenite din limba
greacd: ge = pamint si mefron = masurd.

2) Cuvintul , plan vine din limba latind: planus = neted.

3 Cuvintul ,punct vine din limba latind: punctum = in{epatura.




In figura 2, punctele A gi B ocupd locuri diferite in planul paginii
de hirtie. S-a convenit ca astfel de puncte si se numeascid puncte
diferite sau puncte distincte g1 sd se noteze aceastd situafie geome-
tricd: A # B. Citim: punctul A este diferit de punctul B sau punctele
A si B sint distincte. (Evident, dacd A # B, vom infelege ca gi B # A).
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In figura 3, punctele A §i B ocupd acelasi loc in planul paginii
de hirtie. S-a convenit ca astfel de puncte sa fie numite puncte iden-
tice sau puncte confundate. Tot prin conventie, notadm aceastd situa-
{le geometrici: A = B si citim: punctele A si B sint puncte identice,
sau puncte confundate, sau incd punctele A si B ,coincid”. (Evident,
daci A = B, vom intelege cd si B = A.) De fapt, este vorba despre
unul si acelagi punct; motiv pentru care folosim o singurd notatie
pentru ,astfel de puncte“, de exemplu, numai litera 4. '

Dreapta ne-o imaginam, spre exemplu, ca pe un fir de ata foarte
subtire gi foarte bine intins. O reprezentdm in desen, spre exemplu,
ca in figura 4 si o notdm uneorl cu o singurd literd micéd, de exem-
plu una din literele: a, b, ¢, d,... ete. (Ca s1 in cazul notafiei punctului,
literei cu care notdm dreapta i se poate ataga un accent sau un indice,
de exemplu: a’ si citim ,,@ prim“, sau @, §i citim ,@ indice unu“ (sau
»a unu“).) O gindim prelungitd la nesfirgit in ambele péarti (sensuri)
si 0 desenim cu ajutorul unul instrument numit ,rigld“?; dreapta

nu are lafime sau grosime. 2
‘ B
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Fig. 4 : ' Fig. 5

~_In figura 5, punctul A ,se afli pe dreapta a“, scriem A € a
$1“01t1m:punctlll A apartinedreptei a; punctul B nu ,se afla pe dreapta

a“, scriem B & a si citim: punctul B nu apartine dreptei a. Despre
punctul B se mai obisnuieste sd se spuna ca: punctul B este ,exterior"

“dreptei a sau ,in exteriorul® dreptei a.

Daca se dau doud puncte distincte (diferite), A si B, deci daca
A # B, atunci putem desena o singurd dreaptd care si treacd prin
punctele A si B.

In figura 6 am ilustrat grafic aceastd situafie. Mai spunem:
doud puncle distincte determind o singurd dreaptd. S-a convenit 'ca
aceastd dreaptd sa se noteze AB.

A B bigo 6 A S
~ Dreptel AB ii mai aparfin si alte puncte, de exemplu D sau E;
scriem D € AB, E € AB s putem desena ca in figura 7.

b Cuvintul ,rigld“ vine din limba latind: regula = linie dreaptd, mésura.




Spunem ci punctele ce apartin unei drepte, ca de exemplu punec-
tele A, B, D, E din figura 7 sint puncte colineare (adica apartin ace-
leiasi drepte). Multimea punctelor care apartin dreptei AB formeaza
o multime de puncte colineare. Dreptele: AB, AE, DB sau BE au
aceleasi puncte, din care motiv s-a convenit si se numeascd drepte
identice sau drepte confundate. De fapt, este vorba despre una si
aceeasi dreaptd, de aceea pentru ,toate* folosim o singura notatie,
de exemplu: AB. ;

' Dacd punctul F nu apartine dreptei AB (F & AB), spunem cd
punctele A, B, F sint puncte necolineare si putem desena aceasta
ca in figura 8.

e AR X F Fig. 9

Mai putem desena si alte puncte ,exterioare” dreptei AB, ca
in figura 9. Scriem F & AB, G& AB, He& AB.

Spunem, in acest caz, ci multimea punctelor A, B, F, G, H este
o mulgime de puncte necolineare (nu apartin toate aceleiasgi drepte).

In figura 10, dreapta AB si dreapta BF au un singur punct
comun (punctul B). 5-a convenit ca astfel de drepte si senumeasc
drepte concurente! si sa se noteze BA N BF — {B}, punindu-se in
evidentd astfel ,punctul lor de concurentd, B“. Se observa ci, in
desenul de mai sus, pe dreapta A B nu este fixat locul in care se gaseste
punctul A4, iar pe dreapta BF nu este fixat locul lui F. In aceasta
situatie trebuie sd infelegem cd A poate fi oriunde pe dreapta AB
(A # B), iar F oriunde pe dreapta BF (B # F), pentru ca despre
dreptele AB si BF tot concurente vom spune cé sint.

Obisnuim sd spunem ca dreapta BA si dreapta BF sint concurente
in punctul B, sau: dreapta BA si dreapta BF se intersecteazd in punc-
tul B.

b

.

Fig. 11
Fig. 10
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In cazul in care notdm dreapta A B cu a si dreapta BF cu b, situatia
geometrica de mai sus se deseneazi si se noteaza ca in figura 11.

Pentru aceastd situatie geometrica scriem: a N b = {B) si citim:
dreptele a si b sint concurente in punctul B sau dreptele a si b se inter-
secteazd in punctul B sau dreapta a este concurenid cu dreapta b in
punctul B.

i
; U Cuvintul | concurente este compus din doud cuvinte provenite din limba
latind: con = impreund si currere = a fugi, a alerga.




Punctul B mai poate apartine si altor drepte, diferite de @ si b,
de exemplu dreptelor ¢ g1 d (ca in figura 12).

Despre toate aceste drepte, adica despre dreptele a, b, ¢, d spu-
nem ci sint concurente in acelasi punct B (sau ca: dreptele a, b, c,
d, sint concurente inir-un singur punct, B, sau dreptele a, b, ¢, d se
intersecteazd intr-un punct B).

Fig. 13
Fig. 12 :

In figura 13, dreptele @ si b sint concurente in punctul C, drep-
tele b.si ¢ concurente in A, iar ¢ si @ concurente in B. Despre dreptele
a, b, ¢ spunem, in acest caz, ¢i sint concurente dond cite doud.

.4 Observatie. In uncle manuale punctul este reprezentat in desen printr-un
) npunct ortografic*. Noi am adoptat in acest manual reprezentarea din figura 1
(pag. 3), interpretind cd, de fapt, punctul poate fi considerat ,locul de intersectie
a doud drepte®.

® 1, Intrebiri §i exercitii

Stabiliti care dintre urmétoarele propozitii sint adevirate si care sint false:
1. Un punct este: a) un numér; b) o multime de numere; ¢c) o figurd geo-
metrica.
2. O dreaptd este: a) o mul{ime; b) o multime de puncte; ¢) o muljime de
puncte colineare; d) o figurd geometricd.
: 3. Notajia A = B (sau a = b) exprimd cd: doud puncte (sau doui drepte)
gint: a) egale; b) diferite; ¢) identice.
4. Notatille: 4 = B §i B = C exprimi cd punctele 4, B, C sint: a) numai
doud dintre ele identice; b) toate trei identice.
F 6. Notatiile: A # B si B # C exprimd cd punctele 4, B, C sint: a) diferite
doud cite doud; b) numai doud dintre ele diferite; ¢) identice.
6. Notatiile: A # B, B# C si C % A exprimd ci punctele A, B, C sint:
4) numai doud dintre ele diferite; b) diferite doud cite doud; c) identice.
& N'(‘Jta’;ii]e a=1b g b=cexprimd ci dreptele a, b, ¢ sint: a) numai doui ‘
dintre ele identice; b) toate trei identice.
8. Notatiile a # b si b # ¢ exprim¥ cé dreptele a, b, ¢ sint: a) diferite doui
\ cite doud; b) numai doud dintre ele diferite; c) identice.
' 9, Notatiile @ # b, b # ¢ si ¢ # a exprimi ci dreptele g, b, ¢ sint: 8) numai
\ doud dintre ele diferite; b) diferite doud cite doud: ¢) identice,
. 10. Notatia A € a exprimi ci: a) punctul A aparine dreptei a; b) punctul A
| nu apartine dreptei a; c) dreapta a apartine punctului A.
_ 11. Notajiaa Nb = {A} expriméd ci:a) A Ca 5i A & b;b) A € asi A € b;
c)AdEasi Aehb. '
12. Notatia AB N CD = {B} exprimi ci dreptele AB si CD: a) sint concu-
rente; b) au un singur punct comun; c) au mai multe puncte comune; d) nu au
puncte comune, ;

6



13. Notatille a Nb = {A} §ib N ¢ = {A] exprimd c& dreptele a, b, c, diferite
doudl cite doud: a) sint concurente in acelagi punct; b) sint concurente doud cite
doud; ¢) au un punct comun.

14. Notatiile @ N b = {4}, b N ¢ ={B} si A # B exprimi ci dreptele a,
b, ¢, diferite doud cite doud: a) sint concurente doud cite doud; b) nu au un punct
comun; ¢) nu sint concurente in acelasi punct.

15. Notatiille a Nb ={C}, b Nec={4}, ¢ Na={B}si A # B, B #C,
C # A exprimd ci dreptele a, b, ¢: a) sint concurente doud cite doud; b) nu au nici
un punct comun; c¢) nu sint concurente in acelagi punect.

16, O sutd de puncte, toate diferite intre ele, apartin dreptei zy. Pe dreapta xy
mai existd: a) incd un punct; b) incd zece puncte; c¢) oricit de multe puncie
dorim; d) nici un alt punct.

17. Printr-un punct trec: a) o singurd dreaptd; b) numai doud drepte dife-
rite; ¢) oricit de mulle drepte diferite.

18. Prin doud puncte diferite trec: a) o singurd dreaptd; b) doud drepte
diferite; ¢) oricit de multe drepte diferite. '

19. Trei puncte, diferite doud cite doud, sint colineare dacd: a) sint diferite;
b) sint pe aceeasi dreaptd; c) sint pe doud drepte diferite.

~ 20. Trei puncte, diferite doud cite doud, sint necolineare daci existd o dreapti
care si treacd: a) prin toate; b) numai prin doud dintre ele.

21. Doud drepte diferite pot fi concurente: a) intr-un punct; b) in douad
puncte; ¢) in mai multe puncte.

99. Folosind desenul din figura 14, cu notatiile existente, scrieli:

a) Doud puncle care apartin drep-
tei a;

b) Douil puncte care nu aparfin
dreptei b;

c¢) Trei puncte colineare;

d) Patru puncte necolineare, astfel

fnclt oricare trei dintre ele sd fie necoli-
neare; : i £
7 .

. 'e) Patru puncte necolineare astfel Fig. 14
incit trei dintre ele sd fie colineare.

23. Reproduceti in caietele voastre figura 14 si punefi in evidentd in desen:

a) dreapta ED; b) dreapta EC; ¢) punctul F € b si colinear cu punctele
E i D; d) Punctul {H} =CE N AD. ‘

94. A, B, C, D, E fiind puncte astfel incit oricare doud dintre ele sint dife-
tite, ilustrati grafic: '

a) A, B, C, D colineare; b) A, B, C necolineare; c¢) A, B, C, D necolineare,
astfel incit 4, B, C colineare; d) A, B, C, D necolineare, astfel incit sd nu existe
trei colineare; e) AB N CD = {E}; f) AB N CD = {B};g) ABNCD si E& AD;
h) ABN BC si D € AC; i) AB N BCsi AC N BD = {E}.

3. SEMIDREPTE $| SEGMENTE

Semidreapta. O semidreaptd se reprezintd in desen, spre exem-
plu, ca in figura 15. Spre deosebire de o dreaptd, pe care o consideram
prelungita la nesfirgit in ambele pirti, semidreapta o consideram
prelungita la nesfirgit intr-o singura parte si limitata in cealaltd parte.
Punctul O se numeste originea semidreptei.




fi Fig: 15 s a_ Fig. 16

Fiind date o dreaptd a si un punct A € a, existi doud semi-
drepte, $i nu mai multe, cu originile in A gi care si fie incluse in dreapta
a (fig. 16). Orice punct al dreptei a, diferit de A, apartine numai
uneia dintre cele doud semidrepte.

Fiind date doua puncte distincte, A si B, si consideram dreapta
AB si semidreapta inclusd in aceastd dreaptd, cu originea in A, 5
careia ii aparfine punctul B (fig. 17). Aceasta semidreaptid se noteaza
cu [AB, dacd punctul A (originea semidreptel) aparfine semidreptel
(deci 4 € [AB), iar dacd punctul 4 nu apartine semidreptei, aceasta
se noteaza cu (ADB (deci A & (AB ). Prima se numeste semidreaptd
inchisd, iar a doua, semidreaptd deschisd. Avind in vedere ca toate
punctele semidreptei [AB sint i puncte ale dreptei AB (dreapta
AB mai are si alte puncte), convenim si spunem ci semidreapla
[AB este inclusd in dreapta AB si sd scriem [ABC AB sau — evident
— (ABc AB.

4 —t Fig, 17— + : f Fig. 18
A B A B C

In figura 18, semidreptele [AB 1 [AC au aceleasi puncte. S-a
convenit ca astfel de semidrepte sa se numeasca identice, sa se noteze
aceasta [AB = [AC si sd se citeasca: semidreapta [AB este identica
cu semidreapta [AC. De fapt, este vorba despre una si aceeasl semi-
dreapta, din care motiv intrebuin{dm numai una dintre notatii —
de exemplu [AB. Despre punctele B si C, in acest caz, obignuim si
spunem ca sint de aceeasi parte a punctului A.

In cazul in care semidreptele nu au aceleasi puncte, s-a convenit
ca ele sd se numeascd semidrepte distincte (diferite). De exemplu:
' a) in figura 19, semidreptele [DE si [DF (sau (DE si (DF ) an
aceeagl origine, punctul D, sint incluse in aceeasi dreaptd, @, dar
nu au aceleasi puncte. Ele sint sémidrepte distincte si notam aceasta:
[DE # [DF (sau (DE # (DF ).In acest caz, spunem ci. semidreptele
distincte [DE si [DF (sau (DE si (DF ) sint una in prelungirea celei-
lalte, sau ca o semidreaptd o prelungeste pe cealaltd sau ci sint semi-
dreple opuse, iar despre punctele £ gi F obisnuim si spunem ca sint
de o parte i de alta a punctului D;

.| . . q_ Fig. 19

T 1

[ D E

: b) pe aceeasi figurd (fig. 19), semidreptele [FE si [EF (sau (FE

1 (EF ) au origini diferite, sint incluse in aceeasi dreaptd a, si nu
au aceleagi puncte; ele sint tot semidrepte diferite [FE x [EF (sau
(FE # (EF ), dar nu sint ,semidrepte opuse*;

8



Fig. 21

c) in figura 20, semidreptele (OM si (0N au aceeasi origine,
sint incluse in dreptele concurente a si b (a N b = {O}), nu au nici
un punct comun, deci sint tot semidrepte diferite. Si in acest caz
scriem (OM « (ON;

d) in figura 21, semidreptele [ST si [UV au origini diferite,
(S si U), sint incluse in dreptele concurente ST si UV (UV N ST =
= {0}) nu confin aceleasi puncte, deci ele sint semidrepte diferite
[ST # [UV (semidreptele [ST gi [UV au numai un singur punct
comun $i anume punctul O).

Segmentul?. Consideram doud puncte distincte, A si B (A # B)
si dreapta A B, careia, evident, ele ii apartin (fig. 22).

x E

i 1 1 1
i 1] T L

A € B D

Porfiunea din dreapta A B, situatd intre punctele 4 si B, se
numegte segment. Un punct care se afla pe dreapta AB, intre A si
B, se mal numegte punct interior segmentului.

Segmentul pe care ni-1 inchipuim format numai din multimea
punctelor sale interioare se numeste segment deschis si se noteaza
(A B). Punctele A gi B se numesc ,,capetele” segmentului sau ,extre-
mitatile“? lui.

Segmentul conceput din multimea formatd din capetele A si B
ale segmentului si din toate punctele sale interioare se numeste seg-
ment inchis si se noteaza [AB]. Se poate scrie [AB] = (AB) u {4, B}.

In figura 22, punctul C este un punet interior segmentului des-
chis (AB) si scriem C € (AB), deci el este punct interior si segmen-
tulul inchis [AB] si scriem C< [AB]; punctul D, care apartine drep-
tei AB, nu este punct interior segmentului [AB], deoarece nu este
intre A g1 B, si scriem D & [AB]; punctul £ nu este punct interior
segmentuluil, deoarece el nu apar{ine dreptei AB si scriem E & [A B],
capetele A si B nu sint puncte interioare segmentului deschis, deci
A €& (AB), B & (AB). Dacd segmentul este inchis, atunci A €[4 B]
si B €[AB]. Convenim si numim segment nul segmentul (AB),
in care A = B. Deci (A4) = o, [AA] = {4}.

Avind in vedere ca toate punctele segmentului [4 B] sint puncte
ale dreptei AB, spunem cd segmentul [AB] este inclus, in dreapta

Fig. 22

Y Cuvintul ,segment“ vine din limba latind: segmenium — parte tdiatd.
%) Cuvintul ,extremitate’ vine din limba latinii: exiremus — care este la mar-
gine.




AB i scriem: [AB] € AB. Pentru acelasi motiv, segmentul [AB]
es‘e inclus in semidreapta [4B, dar si in semidreapta [BA, §i putem
scrie: [AB] c[AB, dar si [AB]c[BA (fig. 23).
C D
t I Fig. 23 } : Fig. 24
A B A B
Doui segmente, [AB] si [CD] (sau (AB) si (CD)), pot fi gin-
dite ca fiind identice dacad confin aceleasi puncte interioare; scriem
[AB] =[CD] (sau (AB) = (CD)) (fig. 24). De fapt, este vorba despre
unul si acelagi segment, gl refinem o singurd notatie, de exemplu:
[AB] (respectiv (A B)).

| | i 1 L 1

R B C D A e
\ (AB) +(CD) (A'8%) #(C’0’)
“ a b
| M
“ | : .P M’ & Fig. 25
N P:/ I
q (P'Q’) # (M'N')
(MN) # (PQ) d

c

Dacad segmentele [AB] si [CD], [A'B'] si [C'D], [MN] si [PQ],
[M'N'] i [P'Q'] nu confin aceleasi puncte interioare, convenim si le
numim segmente diferite g1 scriem aceasta astfel: [AB] # [CD];
[A'B] # [C'D']; [MN]+# [PQ]; [M'N'] # [P'Q']. In figura 25 ilus-

tram grafic asemenea situatii.

@ 2, intrebiri si exercitii
1. Folosind notatiile din figura 26, stabiliti care dintre urmitoarele propo-
| zitii sint adevarate si care sint false:
. 1) a) A€ BC; b) AeBC; c¢) Ac(AB;
d) A&(AB; e)Ac[AB; f) A&[AB.
2) Punctele B s C sint de aceeasi parte:
a) a punctului 4; b) a punetului F; ¢) a punc-

tului D.
. : 3) Punctele B si F sint de o parte si de alta
; Fig. 26 a punctului a) D; b) C; c) A.
| 4) Punctul G se géseste intre: a) Dsi E; b) DsiC; ¢) Csi E; d) Asi F;

e) B s C. %
5) Semidreptele [ BC si [CF sint: a) diferite; b) identice; ¢) opuse.
6) a) [AB & a; b) [BCCa; ¢)[BClch; d) [BClg[BC; .e)[CF]Ca;
fIGC c(GD; g) [FBC[CA. ‘
* 2. Considerdm punctele 4, B, C, D, E. Ilustrati grafic:
a) B g1 C de aceeasi parte a punctului 4;
b) B si C de o parte gi de alta a punctului 4;




=]

) [AE) = [C D;

) [AB] s [CD] si au un punct interior comun E;
[AB] # [CD] si au mal multe puncte interioare comune;
[AB] # [CD] si nu au puncte interioare comune;

) [AB # [CD si oricare trei dintre punctele A, B, C, D sint necolineare;
(AB # (CD si trei dintre puncte colineare.

3. O mie de puncte, toate diferite intre ele, apartin segmentului [4B]. Sta-
biliti care dintre urméitoarele propozitii sint adevirate si care sint false: Pe seg-
mentul [AB] mai existd: a) incd un punct; b) inci zece puncte; c¢) oricit de multe
puncte dorim; d) nici un alt punct.

= om

.
==

4. SEMIPLANE

Un semiplan este, de exemplu, partea hasurati din figura 27,
adica acea parte a unui plan in care acesta este impartit de o dreapta
oarecare a. Orice dreapta imparte planul in doua semiplane. Spunem
cd semiplanul este méarginit de dreapta a. Orice punct al planului,
care nu apartine dreptei a, se afli numai in unul din cele doua semi-

Fiind date o dreapta si douad puncte, neapartinind ei, spunem,
dupd caz, sau ca punciele se afld in acelasi semiplan determinat de
dreaptd, sau ci punctele sint situate de o parte si de alla a dreplet.

In figura 28, punctele A si B sint situate de aceeasi parte a drep-
tel a; la fel, punctele C gi D. Punctele 4 si D sau A si C sint situate
de o parte s1 de alta a dreptel a.

S-a convenit ca notatia unui semiplan si se facd cu ajutorul
dreptei care margineste semiplanul gi cu al unuia dintre punctele
semiplanului. In cazul in care gindim semiplanul format din mul-
fimea tuturor punctelor dreptei care margineste semiplanul, impreuna
cu mulfimea tuturor punctelor semiplanului respectiv, el se numeste
semiplan inchis, i se noteaza, de exemplu, [dA, deci dc [d4 (fig. 29).

In cazul in care gindim semiplanul format numai din mul{imea
tutvror punctelor semiplanului respectiv, el se numeste semiplan
deschis g1 se noteaza (dB, deci d  (dB (fig. 30).

11
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Doud semiplane sint identice dacd au aceleagi puncte: De gxem-
plu, in figura 31 scriem: [aA = [aB (sau (¢4 = (aB).

Daca semiplanele nu au aceleasi puncte, s-a convenit sd se nu-
measci semiplane diferite (distincte), aga ca in figura 32 gi scriem
[aA # [aB (respectiv (aA # (aB), sau, ca in figura 33: [a4 # [bA
(respectiv. (aA # (bA).

e
X
4 Fig. 31
x4
Fig. 32
'a’___,// * Fig. 33
X8

Cele doua semiplane in care este imparfit planul de o dreapta
se numesc semiplane opuse. In figura 32 sint reprezentate doud semi-
plane opuse: [aAd si [aB.

® 3. Intrebiri §i exercitii

1. Stabiliti care dintre urmdtoarele propozitii sint adevirate si care sint
false: Un semiplan este: a) o multime de puncte; b) multimea punctelor dintr-un
plan dat; ¢) multimea punctelor dintr-un plan dat, marginitd de o dreapta data.

2. Priviti figura 34, si, folosind notatiile de acolo, stabili{i care dintre urma-
toarele propozitii sint adevarate si care sint false.

1) Punctele 4 si B sint de aceeasi parte
a dreptei: a) CF; b) CE; c) a; d) b.

2) Punctele B si F sint de o parte si de alta
a dreptei: a) AC; b) DG; ¢) a; d) b; :

3) a) GelaE; b) Ge(aE; c) De(akE;
d) De[akE; e)A€[bB; f) Be (bF; g) Fe(aD;
k) F&laD.

: 3. 4, B, C, D fiind puncte sid o dreapté,
ilustrati grafic situatiile geometrice: a) dreapta AB = d si C£[dD; b) dreapta
AB =d si C&[dD; c) dreapta CD = d si A €[dB; d) dreapta CD =d si Ag[dB.

Fig. 34

5. MASURA UNUI SEGMENT

Dacd alegem un segment drept unitate de méasurd, atunci ori-
cérui alt segment ii corespunde un numér, numit mdsura lungimii
sale, care este raportul dintre lungimea acestul segment gi lungimea
segmentului luat ca unitate de masurd. Acest numir depinde deci
de mairimea unitdfii de mé&sura alese. Lungimea unui segment se
poate determina cu aproximatie, cu ajutorul riglei gradate $i exprima
de cite ori lungimea segmentului méasurat este mai mare decit lun-
gimea unitd{ii de masurd de pe rigla, cu care se compara.
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Pentru segmentul din figura 35 spunem ci lungimea lui este de
3,6 em sau ca distanta dintre punctele A si B este de 3,6 cm. Aceasta
inseamnd ca lungimea segmentului [AB] este de 3,6 ori mai mare
decit cea a unitatii cu care a fost masurat (centimetrul). Numim |
distanta de la punctul A la punctul B lungimea segmentului [A B] |
si notdm aceastd lungime: AB. Tot cu AB notim si lungimea seg- |
mentului (AB). |

Faptul cd am notat cu AB dreapta care trece prin punctele
A, B (dect o multime de puncte) si ca tot cu AB notdm distanta dintre |
punctele A si B (deci un numir real) nu poate fi un motiv de con- |
fuzie, deoarece din contextul in care a fost folositd notatia rezulta |
dacd este vorba despre o figurd geometrici sau despre un numir. |

Doud segmente (ambzle inchise sau ambale deschise) care au
lungimile egale se numesc segmente congruente. (S2 foloseste cuvintul

A 8 >
: | 40 c LG F
||l|l||||IIII\PIIHI]l”\l”Il‘Il”l]]ll]ll”ll A ‘_%
0 1 2 3 b & £
)
Fig. 35 Fig. 36

egal numai pentru segmente identice.) De exemplu: dacd segmentele
[AB] si [CD] au lungimile egale, deci dacdi AB = CD, atunci seg-
mentele [AB] si [CD] sint congruente si scriem [AB]=[CD] (si
intelegem c¢d si [CD]=[AB]) sau (AB)=(CD) (51 intelegem ca si
(CD) = (AB)). s
In cazul in care segmentele [AB] si [CD] nu au lungimile egale, |
decl daca AB # CD, atunci ele nu sint congruente, si scriem aceasta |
[AB] = [CD], (si intelegem cé si [CD] = [AB]). |
Faptul cd doud sau mal multe segmente sint congruente, se |
poate 1lustra grafic desenind segmentele gi scriind deasupra (sau
dedesubt) numarul ce reprezinti
lungimea lor comund, ca in figu-
ra 36.
Uneori este mal comod si

& T

E F "‘?_______751_—--\

L ‘
insemnam pe desen cu cite o li- : \ s |
niuta (sau cu acelagi numar de W H ‘

| /V P |

. |

liniute) segmentele congruente, %
ca in figura 37.

' ‘Vom intelege ca: [EF]=
=(GH]; [RT]=[SP]=[UV] s |
[MN]=[NP]. Fig. 37 i

7

1
U Cuvintul ,,congruent* vine din limba latind: congruentia = potrivire, con- |
formitate, acord. |

]1
13 l}
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6. CONSTRUCTIA; CU AJUTORUL RIGLEI, A UNUI SEGMENT CONGRUENT
CU UN SEGMENT DAT

Vrem sia desendm pe semidreapta [OC un segment [OD], con-
gruent cu un segment dat [AB] (desenat, fixat dinainte).
: In figura 38, segmentul [ A4 B] este desenat alituri de semidreapta
[OC.

Fig. 38 , Y '
‘ L Fig. 39

Putem proceda ca in figura 39: agezdm rigla cu marginea ei
pe directia segmentului [4B] si cu zeroul riglei in dreptul punctului
A, marcam. cu crelonul pe rigli un semn in dreptul punctului B;
schimb&m apoi pozifia riglei astfel incit marginea el sa fie pe direcfia
semidreptei [OC sicu zeroul riglei in dreptul punctului O, marcim
cu creionul pe semidreapta [OC, in dreptul semnului de pe rigla,
un punct pe care-1 notam cu D.

In acest fel, spunem cd am construit (desenat) segmentul [0D]
congruent cu segmentul dat ([AB]). Sa retinem ca aceastd construcie
este o construcfie aproximativd, erorile putindu-se datora grosimii
virfului creionului si subiectivititii celui care a efectuat constructia.

7. OPERATII CU MASURI DE SEGMENTE
Fiind numere, lungimile segmentelor se pot aduna (scidea) intre

‘ele, daca masurarea lor s-a facut cu aceeasi unitate de misura. Exist

o situatie geometrica ce conduce la adunarea (sciderea) lungimilor
segmentelor. Dacd avem trei puncte A, B, C, diferite doua cite dou
si colineare, astfel incit B s fie intre A si C, atunci lungimea seg-
mentulul [AC] este egald cu suma lungimilor segmentelor [AB] si
[BC]. Scriem aceasta astfel: AC = AB + BC si spunem ca suma
segmentelor [AB] si [BC] este tot un segment ([AC]) a carui lungime
este egald cu suma lungimilor segmentelor [AB] si [BC]. In acest

- caz, [AC] se numeste segmentul sumd (fig. 40).

La fel AB = AC — BC sau BC = AC — AB.

: : — Fig. 40
A B (6

In acest caz, segmentele [AB] sau [BC] se numesc segmente

diferentd, si gindim ca diferenta a doud segmente este tol un segment,

a carul lungime este égala cu diferenta lungimilor segmentelor date.




In cazul in care segmentele [4 B] §i [CD] sint incluse in drepte

diferite, ca in figura 41, pentru a le aduna, procedim astfel: construim
pe o semidreap td [OF un segment [OF] eongruent cu unul din cele
doud, de exemplu [OF]=[AB], apoi in prelungirea segmentului
[OF], ,agez&m“ segmentul [FG] = [CD]. Se constatd ci 0G = OF +
+ FG. Segmentul [OG] este segmentul a cirui lungime este egald
cu suma lungimilor segmentelor [AB] si [CD], adici OC — A B = DY
segmentul [OG] este deci segmentul suma (fig. 42).

B B
; : 4 / p— —f———
A / c D ¢ D

4 i g £
Fig. 41 o ; 2
Segmentul suma Fig. 42

unul in prelungirea celuilalt si agezate capat la capiat. In cazul in
care avem de insumat mai mult de doua segmente diferite, procedeul
este acelagi: construim mai intli suma a doui segmente, apoi seg-
mentul sumi ,il adunam* cu al treilea segment s.a.m.d. Segmentele
inchise, care au fost in sumate au fost agezate capat la capat gi unul
in prelungirea celuilalt. :

Pentru a scadea segmentele [A B] $1 [CD], incluse in drepte dife-
rite (fig. 41), procedim astfel: pe o semidreaptd [OP construim mai,
Intli un segment [0 R] congruent cu cel mai mare dintre segmentele
date; de exemplu [OR]= [CD], apoi, pe aceeasi semidreaptd, con-
struim segmentul [RQ]= [AB], punctul @ fiind interior segmen-
tului [OR]; deci 00 = OR — QR, adica 0Q = CD — AB, segmentul
[0Q] fiind segmentul diferenpi (fig. 43).

Segmentele inchise, astfel construite pe semidreapta [OF, sint -

5 s ]
A/ ¢ . LB A/ ¢ ) 2
0 Q R A —
SRR i § R
e Vi i/ % ,l ik
Segmentul ‘ Segmentul Fig. 44
diferenta Fig. 43 diferenta ;

Observatie. Constructia segmentului congruent cu segmentul
[AB] putea fi facutd pe aceeasi semidreapta [OP, dar din punctul O,
adicd: desendm segmentul [0S]=[AB], S fiind punct interior seg-
mentului [OR]. In acest caz, »segmentul diferentd" este [SR], pentru
cd SR=0R— 0§ (lig. 44). p

Oricum am executa constructia, segmentele [0Q] gi [SR] sint
-congruente. /




Calculul aritmetic, pentru suma sau diferenta a doud sau mai
multe lungimi de segmente, se face cu numere. Reamintim cé opera-
tiile de adunare si scadere se fac cu numere rezultate din mésurari
efectuate cu aceﬂasn ,yunitate de masura“

8. MIJLOCUL UNUI SEGMENT

Dacé punctele 4, O, B, distincte doud cite doud, sint colineare
51 dacad lungimea A0 ‘este egald cu lungimea OB, deci dacd [A0]=
=[0OB], atunci punctul O se numeste mijlocul segmentulut [AB] (fig.
45). Asadar spunem c& O este ml]locul segmentului [AB] daca O €
= [AB] si [AO]=[0B].
" 4 } A { Fig. 45
A o B
AB

De aici rezultd imediat ci A0 = OB = e

Pe orice segment existd un punct interior care este mijlocul siu
51 acesta este un punct unic. Cu ajutorul riglei gradate se poate deter-
mina (aproximativ) mijlocul unui segment dat.

@ 4. Intrebdri si exercitii

1. Stabiliti care dintre urmﬁtoare]e propozitii sint adevarate si -care sint
false.

1) Lungimea unui segment este: ‘a) un segment; b) o multime de- puncte,
¢) un numar.

2) Doua segmente sint congruente daca: a) pot fi masurate cu aceeasi uni-
tate de mésurd; b) au aceeasi lungime; ¢) sint partl din aceeasi dreapta

3) Ml]l()bul unui segment este: a) un numaér; b) o unitate de mésurd; ¢) un
punct

4) Un segment poate fi impértit in doua segmente congruente: a) printr-un
punct g1 numai unul; b) prin doud puncte; ¢) prin mai multe puncte.

2. Folosind conventnle de desen si notatii, precizati care dintre segmen-
tele din figura 46 sint congruente.

B C =)
Lo 7
£ S
Fig. 46 £
A‘ }3 C D Fig. 47

3. Priviti figura 47 gi stabiliti care dintre egalitdti sint adevirate si care sint
false: a) AB = AC — BC;b) AB= AB — BC; ¢) AB= AC — BD; d) AD =
= AB + BC 4 CD; ¢) AD = AB + BD; f) CD = AD — AB — BC; g) BC =

— BD — CD; h) BC — AD — AB — CD; i) AC = AB — BC; j) BC = AD —
_ AB + CD.
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4. Si se construiasecd, cu ajutorul riglei gradate, segmentele: a) AB = 1,2 dm;
b) CD =T cm; c) FF = 34 cm.

5. Punctele A, B, C sint colineare gi distinete doud cite doud. In care dintre

" grmitoarele situatii segmentul [AB] poate fi considerat sumd sau diferentd de

segmente? a) AC cm, CB=T7cm, AB=9cm; b) AC =13,4 dm, CB =
— 96 dm, AB = 3,8 dm. :

6. Punctele A, B, C fiind colineare si distincte doud cite doud, calculati lun-
gimea segmentului si ilustrati grafic segmentul respectiv:

a) [BC], stiind ci: AB =7 cm, AC =9 cm;

b) [AC], stind ci: AB =9 cm, BC = 3 cm.

7. Si se calculeze si s& se ilustreze grafic cu segmentele respective: a) AB +
4 CD;b) AB—CD; ¢) AB + CD } EF, stiind ci: AB="T7cm; CD = 4 cm;
HH — 2em.

8. llustrati grafic mijlocul segmentului [ 4 B] in urmatoarele cazuri: a) AB =
—20cm; b) AB = AC 4+ CB, unde AC =8cm, CB=60m; ¢) AB = AC —
— CB, unde AC = 8¢cm, CB = 6 cm.

9. UNGHIULY

Definitie. Figura geometrici formati din doud semidrepte
avind aceeasi origine se numeste unghi.

Cele doui semidrepte se numesc laturile® unghiului, iar originea
lor comuni se numeste ¢irful unghiului. In figura 48,4, [MN si
[ M P sint laturile, iar M virful; in figura 48,0 [FE i [FG sint laturile
si I virful; in figura 48,c [OA i [OB sint laturile gi O virful.

N E A

M
a 4 - b v 0 ] &
Fig. 48
Daci cele doud semidrepte care formeazi unghiul sint semidrepte
opuse, atunci unghidl se numegte unghi alungit sau unght cu laturile
in prelungire sau unghi plin. In figura 49 este desenat un astfel de

unghi; laturile lui sint [OA §1 [OB, iar virful este O.

A 0 B 0 A B
Fig. 49 Fig. 50
Convenim si numim unghi nul, unghiul format de doud semi-
drepte identice. In figura 50 este desenat un astfel de unghi; virful
lui-este punctul O, iar laturile sint [OA 51 [0B. 7
Unghiul format, de exemplu, de semidreptele [MN si [MP

(fig. 48,a) se noteazd XN MP sau N M P, si se citeste unghiul N MP.
Precizam c¢d, in notarea unui unghi, nu are importan{a care dintre

1 Cuvintul ,unghi“ vine din limba lating: angulus = unghi,
2) Cuvintul ,laturd“ vine din limba latind: latus-eris = margine.

2 — Matematici—geometrie, cl. a VI-a 1[7/




laturile lui este mentionats prima; important este ca litera din virful
lui sa fie scrisd la mijloc; deci notatiile XN M P sau S PMN exprimi
acelagi unghi. in loc de XNV M P putem scrie, mai pe scurt, XXM sau
L)

M si citim unghiul M, dar aceasta numai dacd este clar care sint.
laturile Iui si nu existd posibilitatea unor confuzii.

Uneori, dacd mai multe unghiuri au acelagi virf si este clar care
sint laturile lor, se poate intrebuinfa tot o notatie prescurtatd i
anume cu ajutorul literei din virf si cu al unor indies (numere natu-
rale), de exemplu ¥0, sau *0, sau XO0,, cu notatiile facute ca in
figura 51, adicd 3AOB este K0y, XBOC este X0,, £COD este ¥0,.

Unghiurile astfel notate se citese: unghiul O indice unu, unghiul

O indice dot sau unghiul O indice trei etc.

Dacé unghiul este format de semidreptele % si k, asa ca in figura

i I ; ; N
52, 1l notdm XAk, care este totuna cu *<kh gi se mai poate nota hk
-\
sau - kh.

Un unghi care nu este nici »nul”, ca unghiul AOB din figura
50, si nici nu este alungit, ca unghiul AOB din figura 49, se numesgte
unghi propriu. In figurile 48 (q, b, ¢), 51 si 52 sint desenate unghiuri
propril,

'//ﬁ /M/ in

Fig. 54 Fig. 52 Fig. 53

Fiind dat un unghi propriu hk, deosebim o porfiune de plan,
care in figura 53 este hagurata, si care se numeste wnteriorul unghinlui

hk si se noteaza (Xhk).
Interiorul unui unghi propriu hk apare ca partea comuni (inter-

- secfia) semiplanului marginit de dreapta h §i in care este inclusj

semidreapta %, cu semiplanul marginit de dreapta % gi in care este
inclusd semidreap ta .

Folosind notatia semiplanului cu ajutorul dreptei si al punctu-
lui, rezulta ca interiorul unghiului 2k este (AB N (kA (fig. 54).

Portiunea din plan care nu aparfine niel interiorului unghiului nici
laturilor se numeste exteriorul unghiului hk (fig. 55).

Interiorul unui unghi se noteazs (KXABC) sau (X A) sau (XhE).

Unind virful unui unghi A0B cu un punct C care apartine inte-
riorului unghiului, se obtine o semidreapti interioard unghiulut (semi-
dreapta [OC din figura 56). (Evident, toate punctele acestei semi.

drepte sint puncte care aparfin_interiorului unghiului.)

Daci unim insi virful unghiului cu un punct care aparfine exte-
riorului unghiului, se obtine o semidreaptd exterioard unghiului. (Toate
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Ml”” T Fig. 54 Exterior Fig. 55
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punctele acestei semidrepte exterioare unghiului sint — evident —
puncte care aparin exteriorului unghiului.) Semidreapta [OD din
figura 56 este o semidreaptd exterioard unghiului AOB.

A

Fig. 56

Dacd 3<AOB este un unghi propriu §i M € (04 si N € (OB,
atunci dreapta M /N are o porfiune inclusd in interiorul unghiului
AOB (segmentul (MN)) (tig. 57).

#*
* *

In geometrie intilnim propozitii in care sint evidentiate insusirile
proprii, esentiale, ale unor figuri geometrice, ca de exemplu: ,,Flgura
geometricd formatd de doud semidrepte avind aceeagl origine se
numeste unghi®. O astfel de propozitie este o ,,defml‘ple In cazul
de fata este vorba de definifia noplunn de unghi®.

Printr-o definifie se precizeazi ce infeles se di unei anumite
nofiuni (cuvint sau simbol).

La definirea unor nol netiuni se folosesc alte nofiuni definite
anterior. Dar existd si notiuni care nu se definesc; acestea sint ,nofiu-
nile fundamentale* (,,prlmare ), al céaror inteles rezulta din descrieri
sau intuiri.

Inca inainte de a incepe studiul sistematic al geometriei am luat
cunostmta de o nofiune prlrnara a intregii matematici, notiunea de
muljime, iar in paginile de pind acum ale acestui manual am intilnit
nofiunile primare de: plan, punct, dreaptd.

Asa cum spuneam si mat sus, la definirea unor nojiuni se folosesc
nojiuni primare St notzum definite anterior.

@ 5. intrebiri §i exercitii

Stabiliti care dintre urmitoarele propozitii sint adevédrate si care sint false.
1. Un unghi este: a) o parte dintr-o dreaptd; b) doud segmente concurente;
c) o figurd geometricd formatd de doud semidrepte diferite care au aceeagi origine.
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2. Laturile unui unghi sint: a) dous drepte concurente; b) segmente concu-
rente; ¢) semidrepte diferite §i-cu aceeasi origine.

3. Un punct aparfine interioruluj unui unghi dat, daci el se
tr-un semiplan determinat de o laturs a unghiului; b)
minate de cele doud laturi ale unghiului; c)
care semiplan fiind determinat de o laturs

gisegte: a) in-
in dou# semiplane deter-
In intersectia a doug semiplane, fie-
a unghiului si un punct al celeilalte

4. Laturile unui unghi se
lungime; ¢) nu se pot masura,

5. Care dintre expresiile urmétoare este corecti pentru a denumi unghiul
propriu eu virful in punctul € din figura 58: a) 32 4 BC; b) X BCD; ¢) X ABD;
d) L DCB; e) X C; f) 3 EDR? ' -

6. Urmdriti figura 59 s spuneti care dintre urmétoarele unghiuri sint"alun-

gite si care sint nule: a) K CAB; b) & ABD;c) X DAB;d) X BCA: e) 9T BCD,
A

mésoard: a) cu rigla; b) cu o anumitd unitate de

D & Fig. 59
Fig. 58

Fig. 60

7. In figura 60, punctele 7 si G apartin interioruluj: a) unghiului O, ; b) un-
ghiului FOC; ¢) unghiului A0B; d) unghiului AQC.
8. Folosind aceeasi figurd (fig. 60), stabiliti care dintre u
zitii sint adevdrate si care sint false: a) unghiurile AOF si O,
interioare; b) punctul G aparine interiorului unghiului Q
lui O,; ¢) punctele semidreptei [OF apartin interiorulu; un
si B apartin interiorului unghiului 0,, g
9. Folosind desenele si notatiile conventionale, ilustrati grafic: a) 37 AOB
propriu; b) < CD B nul; ¢) I ABC alungit; d) punctele M si V interioare unghiu-
lui 20y propriu; e) o laturg a unghiului propriu O trece prin punctele distincte
A s1 B; ) punctele care apartin interiorului unghiului 4 BC sint aceleagi cu cele
ale interiorului unghiului z0y.

10. Fie semiplanul [d4, punctul Ocd $i punctul B c[dA, (4 # Bsi Be04).
Sé se figureze pe acelagi desen: a) un punct € care si apartind interioruluj unghiu-
lui AOB; b) un punct DeldA — punctele ¢ s1 D fiind de o parte si de alta a semi-
dreptei [04 —; ¢) punctul Ec (0A, care si fie $1 colinear cu punctele ¢ siD:d) o
semidreaptd (OP care sd fie inclusd in interiorul unghiului BOE.

11. Consideram semidreptele [Ox, [0y, [0z, astfel incit si nu existe printre
ele doudi opuse.

a) Cite unghiuri se pot forma avind ca laturi aceste semidrepte ?

b) Se poate construi o figurd astfel incit interioarele oricaror doud dintre
unghiurile obtinute cu ajutorul i

rmatoarele propo-
au aceleagi puncte
2 §1 exteriorului unghiu-
ghiului 40C; d) punctele

12. Fie 4, B, C puncte necolineare (A # B, B+C,C + 4)
BC, CA. In cite parti (
planul ?

si dreptele 4B,
¢e n-au puncte comune) apare impartit, de cele trei drepte,

10. MASURA UNUI UNGHI

S1 unghiurile se masoari| Ceea ce se misoard este wdeschiderea“
dintre semidreptele care formeaza unghiul (in nici yn caz lungimile
laturilor, care, ca orice semldrepte, se intind la nesfirgit). Se alege
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ca unitate de misurd un anumit unghi. Masura (mérimea) unghiu-
rilor se determind cu ajutorul unui instrument numit raportor (fig. 61).

Notim mésura unghiului A M B astfel: m (SXAMB) si citim:
mdsura unghiulut AMB.

Din motive istorice, unitatea de masuri a
unghiurilor .a fost dleasd unghiul de un gradV
(scriem 1° gi citim unghiul de un grad), astfel
incit unghiul alungit sd aiba 180°. Gindim ca
unghiul nul are 0° (zero grade). Pe baza acestei
unitati, sint gradate toate raportoarele. Prin con-
ventie, unghiul de un grad (1°) are saizeci (60) de minute?' (scriem
1° = 60’), iar unghiul de un minut (1’) are saizeci (60) de secun-
de® (scriem 1’ = 60").

Despre masura unui unghi care este egali cu un numair intreg
de grade scriem, — de exemplu — m (X A0 B) = 25° si ¢itim: , masura
unghiului AOB este egalad cu 25 de grade“. La fel, despre misura
unui unghi care este egald cu un numar intreg de grade, minute si
secunde, scriem, de exemplu, m (<zQy) = 32°43'16" si citim ,,masura
unghiului 20y este egala cu 32 de grade, 43 de minute §i 16 secunde®.

Trebule mentionat cd nu orice unghi are ca misurd un numar
intreg de grade gi cd nici diviziunile (minutele si secundele) nu per-

Fig. 61,

mit masurarea exactd a oricirul unghi. Adicd existd unghiuri care

pot avea o masurd ce nu poate fi exprimatd printr-un numér intreg
de grade, rinute si secunde. Nici chiar dacd am scrie, la secunde,
dupd virguld, un numér foarte mare, dar finit de zecimale, tot nu
em putea exprima exact misura acestor unghiuri. In cazul in care
< AOB are o masurd care nu este precizatd, se obisnuieste sa se
noteze m(s< AOB) = z°.

Cum determindm, cu ajutorul raportorului, m#sura unui unghi
dat? De exemplu, fiind dat unghiul ABC (fig. 62), asezim centrul
raportorulul in punctul B (virful unghiului), astfel ca semidreapta
[BC si fie in dreptul diviziunii 0° a raportorului (fig: 63) si citim pe
scala (cadranul) raportorului, in dreptul laturiif BA a unghiului, numa-
rul de grade (38°) ce reprezintd mésura unghiului. Spunem ¢ un-
ghiul ABC are 38° si scriem m(3X A BC) = 38°. (Misura astfel deter-
minatd este aproximativa.)

A

s
B Fig. 62 Fig. 63

Y Cuvintul ,grad* vine din limba latind: gradus = treaptd, pas. r
2 Cuvintul , minut* vine din limba latind: minutus = mic, méarunt.

8 Cuvintul ,secundd“ vine din limba latini: secundus = al doilea, urmitor.
Aceste denumiri au fost introduse de Ptolemeu, in sec. 2 e.n.
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Cum desendm, cu ajutorul raportorului, un unghi care si aiba
ca masurd un numdr intreg de grade? De exemplu, cum desendm
un unghi cu masura de 60°? Figurdm mai intii o semidreaptd [0 A,
agezdm apol raportorul cu centrul in punctul O si diviziunea 0° pe
semidreapta [0A (fig. 64) si apol insemnam cu creionul pe foaia de
hirtie un punct B, in dreptul diviziunii 60° (se citeste de la diviziu-
nea 0° catre 60°). :

Fig. 65

A

Inlaturdm raportorul si cu ajutornl riglei punem in evidenta
semidreapta [OB (fig. 65); obfinem astfel unghiul AOB, a cirui
masurd este de 60°. Sa& retinem totusi ci aceasta este o constructle
aproximativa. .

Putem desena — in principiu — segmente oricit de lungi dorim,
insd unghiuri mai mari decit 180° nu putem desena. '

11. UNGHIURI CONGRUENTE

Definitie. Doud unghiuri eu misurile egale se numese unghiuri
congruente. (De exemplu, fiind date unghiurile AOB si A'O’B’, astfel
incit m(<AOB) = m(3X A0’ B’), spunem ca unghiurile AOB si A'O’'B’
sint congruente, scriem: <X AOB= 3 A'0'B’ si citim: unghiul A0B
este congruent cu unghiul 4’0’ B’.) '

Dar dacd doud unghjuri, de exemplu, 3< A si 3 B nu au masurile
egale (m(s< A) # m(3< B)), atunci ele nu sint congruente si le numim
unghiuri necongruente (scriem 9 A 2 X B si citim: unghiul A este
necongruent cu unghiul B).

Comparind masurile a doud unghiuri, putem preciza care din
ele este unghiul mai mare. De exemplu, dacd m(< 4) > m( X B),
vom infelege ca unghiul A este mai mare decit unghiul B si vom scrie
£ 4> % B

Evident, toate unghiurile nule sint congruente intre ele, si toate
unghiurile alungite sint congruente intre ele.

12. CONSTRUCTIA, CU AJUTQRUL RAPORTORULUI,
A UNUI UNGHI CONGRUENT CU UN UNGHI DAT

Vom folosi un procedeu asemanitor cu cel folosit la construirea -
segmentelor congruente.

Fiind dat un unghi AOB (fig. 66,a) se cere si se construiasci
un alt unghi A'0’B’ congruent cu unghiul dat AOB.
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Proceddm astfel: agezdm raportorul cu centrul in punctul O si
cu diviziunea 0° pe semidreapta [0A4 si insemnidm pe raportor, cu
creionul, un punct M, acolo unde semidreapta [0B intersecteazd margi-
nea raportorului (fig. 66, b). Desendm apoi pe o foaie de hirtie o semi-
dreaptd [O'A’ si agezdm raportorul in punctul 0’, astfel inecit diviziu-
nea 0° sd se giseascd pe semidreapta [0'A’; insemndm, cu creionul,
pe foaia de hirtie, punctul M’, in dreptul punctului M de pe raportor

B

a b

- Fig. 67
Flg. 66, a Fig. 66, b i

(fig. 67). Dupéa indepértarea raportorului, unim pe O’ cu M’ si obfinem
semidreapta [0'M’, care va fi a doua laturd a unghiului construit
A'O'B' (fig. 68). In acest mod spunem cd am construit 3¢ A'O'B’ =
= ¥ AOB (dat). §

Y|
62/ Fig. 68 Fig. 69

Ca si in cazul segmentelor congruente, convenim sd notim — pe
figurd — cd doud (sau mal multe) unghiuri sint congruente, sau
scriind in interiorul lor. méasura lor comund, ca in figura 69,
sau — i acesta este procedeul cel mai des intrebuintat — notind in
interiorul unghiurilor congruente cite o liniua (sau un numar egal de
liniute), ca in figura 70. Astfel vom intelege cd <X F=30;K B =
=3 B sl N=9 N




@ 6. Intrebidri si exercitii

La exercitiul 1 si 2 stabiliti care propozitii sint adevdrate si care sint false.
1. Unitafea de masurd pentru unghiuri este: a) un numér natural?‘ b) un
numdr zecimal?; ¢) unghiul de un grad?

2. Doud unghmrl sint congruente dacd: a) au acelagi virf? b) au laturile
congruente? c) -au aceeagi mésurd?

3. Un unghi este congruent cu el insusi? (Adicd 3 AOB = 37 AOB?) Mo-
tivati rdspunsul.

4. Dacd L 20y= < 2’0"y, atunci si 9L z'0'y’ = 3L 20y? Motivati ris-
punsul.

5. Daca doud unghiuri sint congruente cu un al treilea unghi, sint congruente
intre ele? (Dacd L A= B si L B=IC, atunci L A = 3 C?) Motivati
rdspunsul, :

6. Folosind conventiile de notatii din desenul din figura 71, stabiliti care
unghiurt sint congruente.

’ x E’
A
! P E
B F/
7 B’ oy 0 z 6 7
N

Fig. 71

7. Stiind cd m(3L 0) = 30°, m(3< 4) = 15°, m(¥ B) = O°, (e (B)) = (02

m( D) = 180°, btabl]ltlda(‘& a)%(O—%:A b)%:OE{(B %:Csﬁ%:])
Q) XKAZ=XCi0) XO0>X A, X BIXD,g) 9iC’>§C
8. Desenati, cu ajutorul,raportorului, unghiuri de: 30°, 45°, 60°, 90°, 120°

e

Fig. 72

C
~ 9. Considerdm ca ,unghiuri date” (desenate) unghiurile din figura 72. Con-
struiti, cu ajutorul raportorului, unghiurile 92 A'B'C' = ABC; L 2’0y’ =
=X 20y: L M'N'P'= MNP
10. Existi unghiuri a ciror misurd si fie de 15 |/2 grade?

13. ADUNAREA (SCADEREA) A DOUA UNGHIURI

Pregatire. Pentru inceput, vom preciza ci existd o situatie geo-
metricd (ca si in cazul segmentelor) care conduce la adunarea (scide-
rea) a doud unghiuri. Definim unghiurt adiacente" doud unghiurt
proprii care au virful comun, o laturd comund, ar celelalte doud laturi
sint situate de o parte su de alta a dreptei care confine latura comund.

In figura 73 unghlurlle AOB si BOC (sau 01 51 I 0,) sint un-
ghiuri adiacente; [OB este latura comuna.

1) Cuvintul ,adiacent* vine din limba latina: adiacens-tis = invecinat.
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A 0 Fig. 74 |
Fig. 73 0’

3 G
In figura 74 sint desenate unghiuri care nu sint adiacente. Unghiu-
rile O si O' nu au virful comun si nici laturd comuni; ¥ C $1 3 C' nu '
au virful comun; X NV, ¢i ¥ N, nu au laturile [N}/ si[VM' de o parte
51 de alta a dreptei PP'; 3 DEG si 3 FEG nu au laturile [EF si [ED
de o parte si de alta a laturii comune [EG.
Retinem, din definirea si descrierea unghiurilor adiacente, ci un
unghi alungit nu poate fi adiacent cu nici un alt unghi (fig. 75).
Adunarea a doud unghiuri. Si consideraim dous unghiuri adia-

cente, 32 AOB s1 X BOC (latura comuni [OB ).

A
A

i

4 - 2 Suma 5 I
0 |

o\l\}w
(¢
: 7 C 0 5
Fig. 75 : a b

Fig. 76

Existd urmatoarele situatii geometrice legate de 3 AOC: |

Cazul 1. Unghiul AOC nu este alungit (fig. 76,a). In acest caz |
m(sX AOC) = m(3<X AOB) + m(X BOC) sau m(X AOB) = m(X A0C) |
— m(KXBOC) sau m(<X BOC) = m (X A0C) — m (X AOB) si putem
efectua un caleul aritmetic intre mésurile acestor unghiuri s1 deci
rezultatul adunarii (scaderii) va fi un numir (masurd) unic. Unghiul
AOC, din prima egalitate, este unghiul sumd, iar unghiurile AOB sau
BOC, din egalitatile urmitoare, sint unghiuri diferentd. Sa refinem :
suma (diferenta) a doud unghiuri adiacente este tot.un unght, numit |
unght sumd (diferentd ). : |

In cazul in care m (X AOC) = 90° si m(X A0C) = m(< A0OB) 4+
+ m(£ BOC), deci m(3X AOB) 4 m(3<X BOC) = 90°, unghiurile A0B
§1 BOC se numesc unghiuri adiacente si complementare® fiecare dintre
ele fiind complementul celuilalt (fig. 76,5) gl scriem: m (X AOB) =
= 90° — m (< BOC) sau m (X BOC) = 90° — m (X AOB). |

1 Cuvintul , complementar vine din limba latini: complementum == intregire, 1]
care completeazi, ; |




Cazul 2. Unghiul AOC este un unghi alungit (fig. 77) si in aceasta
situatie relatia m (X AO0C) = m (X AOB) + m (X BOC) este ade-
varata.

Cum m (X A0C) = 180° rezultd ca

/B m (< AOB) + m(x BOC) — 180°. Unghiurile
AOB $1 BOC se numese, in acest caz, unghiuri

adiacente SU suplemenmre” fiecare dintre ele fiind

rul
Suple% suplementul celuilalt; seriem: m(3<X AOB) =
= < e 180° — m(3< BOC) si m(X BOC) = 180° —
— m(3< AOB).
Fig. 77 Vom preciza cd, dacd doud unghiuri ,,nu

sint adiacente*“, dar masurile lor insumate dau 90° sau 180°, atunei,
prin abuz de limbaj, vom spune cd unghiurile se numesc comp_lemcnu
tare, in prima situafie, si suplementare, in cea de-a doua situatie.

Asadar, putem da urmatoarele definifii:

1. Doud unghiuri se numesc complementare daci suma misuri-
lor lor este egald eu 90°. Atunci fiecare unghi este un ,complement®
al celuilalt. ,

2. Doud unghiuri se numese suplementare daed suma misurilor
lor este egali cu 180°. Atunci fiecare unghi este un ,suplement“ al
celuilalt.

Din definitiile de mal sus, putem deduce urmatoarea propozitie:
,Daci douid unghiuri au acelasi complement (suplement), atunci ele
sint congruente. :

Avind in vedere faptul cad nu existd unghi ,mai mare“ decit un
unghi alungit, dacd insumim doud méasuri de unghiuri §i rezultatul
obfinut depageste 180°, (mIIAOB) 4 m(3<XBOC) > 180°), ,rezul-
tatul” nu mai poate fi pr1v1t ca ,masura unui unghi“ (fig. 78). In acest
caz, nu existd un unghi care sa aiba ca masurd suma masurilor unghiu-
rilor AOB 1 BOC.

Fig. 78 iy )3 Fig. 79

In cazul in care doud unghiuri nu sint adiacente, dar suma mésu-
rilor lor este mai mica decit 180°, de exemplu X 'ABC si % DEF,
ca in figura 79, pentru a ilustra graflc suma lor putem proceda astfel:
pe o semldreapta [B'z construim un unghl congruent cu unul din cele
doud, de exemplu: construim 3 A'B'C’ =X ABC. In continuare,

U Cuvintul ,suplementar’ vine din limba latind: supplementum = care se
adaugd. :
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construim 3 C'B'F' = X DEF, astfel incit unghiurile construite

sa fie adiacente, latura comuna putind fi [B'C’, ca in figura 80, sau
[B'z. . iy ‘

Putem scrie: m(3X A'B'F') =m (3 A’B'C’) + m (X C'BF),
adicd m (X A'B'F') = m(X ABC) -+ m (X DEF), unghiul A’'B'F’ |
filnd unghiul sumd.
& C,f

£ Suma

BI '4’ xX
Fig. 80 Fig. 81

Pentru a ilustra grafic diferenta aceloragi doua unghiuri neadia-
cente, fixam unghiul mai mare, in cazul de fatd unghiul DEF, si, pe
semidreapta [B’z, construim ¥ C’B'F'= ¥ DEF (fig. 81). Apoi,
pe [B'C’ ca latura si cu originea in B’, construim 3 C'B’A’ = ¥ CBA |
cu semidreapta [B'A’ interioara unghiului ¢’ B'F’. '

Putem serie: m (X A’B'F') = m (X C'B'F') —m (X C'B'A"),
adicd m (X A'B'F') = m (¥ DEF) — m (X CBA). Unghiul A'B'F’
este unghiul diferentd.

I4. OPERATII CU MASURI DE UNGHIURI

Pentru adunarea (sciaderea) misurilor a dous unghiuri exprimate |
in grade, minute si secunde se va {ine cont de urmatoarele:

a) Se aduna (scad) intre ele unitatile de acelasi ordin (secunde,
minute, grade).

b) Dacd in urma insumarii, la un anumit ordin (secunde sau
minute), se depdgesc 60 de unitati, se transformi grupele de cite 60 de .
unitafi de acelasi ordin in unitdfi de ordin imediat superior, care se |
adund acestora. |

¢) Daca la sciderea masurilor a doui unghiuri, numérul unitati-
lor de un anumit ordin ale unghiului ,,descizut” este mai mic decit |
numarul unitdfilor de acelasi ordin ale unghiului »scazator”, atunci la |
descazut se ,imprumuti“ o unitate de ordin imediat superior, care se |
transformd in 60 de -unita{i de ordin imediat inferior si se adauga |
celor existente.

Exemple: Stiind ¢ m (3= 4) = 46°35'24" sim (X B) = 35°56'47", |
sa se calculeze: a) m (X A) + m (X B) $i b) m (< 4) — m (< B). |

a) Se incepe adunarea de la unitéfile de ordin inferior (de la se- |
cunde): 24" ++ 47" =71": 71" _ 60" = 117; scriem 11” si tinem in i
minte 1’ (60" = 1'). ; I

Se continud cu adunarea minutelor: 35’ + 66" 41" =92’: 92" — I
— 60" = 32'; scriem 32 §i tinem in minte 1° (60’ = 115 i
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fn final se adund si gradele: 46° - 35° 4 1° = 82°. '

In practicd, in vederea adunirii, masurile unghiurilor se scriu
unele sub altele, astfel:

46°35"24" 4
85°6647"

b) Tntrucit constatim ca atit la minute cit si la secunde, numarul
unitatilor de la descizut este mai mic decit numarul unitéfilor cores-
punzitoare de la scizdtor, transformam un grad al descazutului in
minute si secunde (1° = 59'60”). Descizutul devine (mésura unghiului
A poate fi serisd): (46—1)° (35 4 59)" (24 + 60)" sau 45°94'84".
Acum scaderea poate fi facutd cu usurinta:

45°94'84" —

35°56'47"

10°38’37" Deci m (X A) — m (X B) = 10°38'37".-

Pot fi intilnite si exercitii de tipul acesta: ,,S& se transforme in
grade, minute §i secunde masura de 14 257" a unui unghi®.

Stabilim mai intii cite grupe de cite 60" se pot constitul din
cele 14 257", impértind acest numar la 60:

14257"| 60
120 237
=225

180

=457

420

Se obtin, deci, 237 de grupe de cite 60" si un rest de 37". Cum 60"
constituie un minut, rezultd ci méasura unghiului ar mai putea fi
scrisd 14 257" = 237'37". |

Apoi, stabilim cite grupe de cite 60’ se pot constitui din cele 237"

237" (60
180 IEF
=

Se obtin, deci 3 grupe de cite 60" (adicd 3°) §i un rest de 57"
In final putem scrie 14 257" = 3°567'37". . |
Adunarea masurilor mai multor unghiuri se realizeazd in acelasi
mod ca si adunarea mésurilor a numai doud unghiuri. Se pot intilni
situatii cind din suma unitétilor de acelagi ordin se pot constitui mai
multe unitéfi de ordin imediat superior. Spre exemplu:




1224856, . (56" 449" 4 457 199 g0 = 2'59")
7°39'49" (48’ 4 39’ 4 B4 + 4T 42 — 190’ — 3°107)

18°54'456" - (12° 4 7° - 18° 4 13° 4 3° = 53°)

13°4729"

G310 507

Dacd unghiurile ale céiror misuri se cere a %e aduna sint unghiuri congruente,
problema revine la inmultirea mésurii unui unghi cu un numir natural, De exemplu:
12°68'43" x 4 =

Calculul se face ca la adunare: _

43" X 4 =172";172" — 120" = 52”; scriem 52" §i tinem in minte 2’ (120" =
=10

58" X 4 4 2" = 234"; 234’ — 180’ = 54’; scriem bH4' si tinem in minte 3°
(R = &)

12° x 4 + 3° = 51°. Deci 12°58'43" x 4 = 51°654'52".

Mésura unui unghi, exprimati in grade, minute si secunde poate fi impér-
titd la un numir natural. Se procedeazd astfel: \ .

Se imparte mai intii numérul de grade, la numrul natural dat, citul obtinut
fiind exprimat tot in grade; restul impartirii gradelor se transformi in minute,
prininmultirea lui cu 60 (1° = 60.) produsul obtinut se adund cu numirul de mi.
nute din misura unghiului. Suma obtinutd (exprimati, evident, in minute) se
imparte la numarul natural dat, obtinindu-se un cit exprimat tot in minute; restul
impdrtirii minutelor se transformi in secunde prin inmultirea lui cu 60 (1 = 60"),
iar produsul obtinut se aduni cu numirul de secunde din misura unghiului. Noua
sumd se imparte si ea la numarul natural dat.

Exemple: a) 75°47'38": 2 2

76 2 107" | 2 98" | 2
6 |37 1°=60" 10 | [7E37. - 1/—80" 8 |49
15 60'+47'=107" =y 60"4-38" = 98" 1g
14 6 18
':10 Ef_'a =

Deci 75°47'38" : 2 — 37° 53'49".
b) 125°37°15” : 3

@513 1574158 75" | 3
12 - [ - 2°=120’ 1o issor i —p0¢ 6 | 25"
i 120’ +37'=157" 7 60"+15" = 75"  1g

a ; 6 15

7 ¥ ==

Deci 125°37'15" : 3=41°52'25".

Subliniem faptul ¢ nu in toate cazurile la impdrtirea masurii unui unghi,
exprimatd in grade, minute si secunde se obtine ca rezultat un numir intreg de
secunde. In astfel de cazuri, rezultatul se po ate exprima cu aproximatie. De exemplu:

c) 45°29'17" : 7

45° | 7 209 | 7 712
42 [g  3°—180" 14 |[3297 6'=360" N
50 180'429'=209°  Tgg 360" +17"=377" 97

63 21

bt =l

Rezultat aproximativ: 45°29'17" : 7 ~ 6°29'54",
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@ 7. intrebiri §i exercitii
1. Stabiliti care dintre urméitoarele propozitii sint adevédrate si care sint
false:

1) Diferenta a doud unghiuri este: a) un unghi; b) un numir natural; c) o
dreapti.

2) Doua unghiuri sint adiacente dacd au: a) acelagi virf; b) acelagi virf si o
laturd comund; c) acelasi virf, o"latura comuna si celelalte doud situate in semi-
plane diferite fata de latura comuna. .

3) Dacé doud unghiuri sint adiacente, atunci: a) unul dintre ele este 'alun-
git; b) ambele sint alungite; ¢) nici unul nu este alungit.

4) Doud unghiuri adiacente sint complementare dacd suma misurilor lor
este: a) 90°; b) o masurd mai micd decit 90°; ¢) o masurda mai mare decit 90°;
d) 180°.

5) Doud unghiuri sint suplementare dacd suma maésurilor lor este: a) o mi-
surd mai mare decit a unui unghi alungit; b) o mésurd mai mica decit 180°; ¢) ma-
sura unui unghi alungit; d) 90°.

2. Sd se transforme in grade, minute si secunde urmitoarele masuri de un-
ghiuri:

a) 284"; b) 1375"; ¢) 4 867"; )1225“ ) 324’.

- 3. Stiind cd m(ILO,) = 35°, m (K 0,) m (I 0,) == 12°, verificati

dacd: .

a) m (9 0;) 4 m (L 0,) = m (£ 04) +m (320y); .

) m (92 0;) + (m (39X 0,) + m ( %CO )=( n(JL 0y) + m (K 0y)) +m (320,);
m (320,) — (m(3Z0y) + m (327 04)) = m (32 0y) — m (X 0y) — m (I Oy).

4. Efectuati:

a) 37°25'12" + 8°13'10"; - b) 37°25"12" — 8°13'10"

CISE L B R B d) 14°54"16" — 4°13'59".

5. S& se calculeze méasura complementului unghiului care are méasura de
a) 32°; b) 45°; ¢) 37°15"; d) 50°18'32"; e) 90°,

6. Sd se calculeze mésura suplementului unghiului care are misura de:
a) 70°; b) 90%; c) 110°35%; d) 80°46'36" e) 180°.

7. Considcram ,date” (desenate) unghiurile AOB si A,0,B;. Stiind ci
m(9C 4,0, B;) > m(3L AOB), sd se ilustreze grafic: a) 32 AOB + X A4,0,B;;
b) 3 4,0,B, — 37 AOB.

8. Doua unghiuri complementare pot fi congruente? Care este méasura lor?

9. Doud unghiuri suplementare pot fi congruente? Care este misura lor?

I5. BISECTOAREA UNUI UNGHI. ‘UNGHI DREPT. UNGHI ASCUTIT.
UNGHI OBTUZ

S& considerdm un unghi propriu dat (desenat), o semidreapta.

e orlglnea in virful unghiului dat, situatad in interiorul acestui unghi

si care sd formeze unghiuri congruente cu laturile unghiului dat.

53 ilustram aceastd situatie geometricd. (Vom tine seama cd nu
existd unghi a cirul masura si fie mai mare decit 180°.)

Marcam unghiurile congruente (fig. 82) si scriem relatiile de con-
gruenta:
X ABC =< CBD (X B, =¥ B,), pentru figura 82,q;
L AO'B' = BOC (0, =¥0',), pentru figura 82,.




Fig. 82

Semidreptele [BC, [0'B’ se numesc bisectoarele unghiurtlor
ABC, A'O'B'. :

Definitie. Se numeste biseectoare a unui unghi propriu o
semidreaptsi cu originea in virful unghiului, situat# in interiorul unghiu-
lui, astfel ineit cele doud unghiuri formate de ea eu laturile unghiului
initial si fie congruente. -

Pe scurt, obisnuim s& spunem: bisectoarea unui unghi propriu
este o semidreaptd, cu originea in virful unghiului, care il imparte
in doud unghiuri congruente.’ Si refinem ca bisectoarea unui unghi
este 0 semidreaptd unicd (in sensul ci este o semidreaptd si numai una).

Observapie. In figura 82,¢ unghiul z0y este alungit (m (X z0y) =
= 180°). Daca semidreapta [0z il imparte in doud unghiuri congruente,
numim aceastd semidreapta tot bisectoare si scriem: ¥ z0z = L 20y
(m.(X 202)= m (X z0y)). Cum m (X 20z) + m(X z0y) = 180°, re-
zultd cd fiecare unghi are ca m#surd 90° si seriem: m (X z0z) = 90°
sau m(X zO0y) = 90°. 5 ‘

Cu ajutorul raportorului se poate construi (aproximativ) bisec-
toarea unui unghi dat.

Definifie. Se numeste unghi drept orice unghi ecare este
congruent cu un suplement al siu. Rezulti ci un unghi a carui m#sura
este de 90° este un unghi drept (i orice unghi drept are masura

de 90°). M

: Uneori, un unghi drept se noteazi astfel: 1 dr.
Vom intelege ci este vorba despre un unghi a carui 90° p
masura este de 90° (fig. 83) sivom scrie: m(3X MOP)= ‘
= 90° dect &x MOP =1 dr. - Fig. 83

" Definitie. Se numegte unghi aseufit orice unghi a ecirui
misurd este mai miei de 90°, de exemplu unghiul ABD (fig. 82,a),
si seriem m(X< ABD) < 90°. :

: Definifie. Se numeste unghi obtuz? orice unghi a edrui
masurd este mai mare de 90° (dar, evident, mal micd de 180°), de
exemplu unghiul A'0'C’ (fig. 82,6) §i scriem m(X A'0'C") > 90°.

Y Cuvintul | bisectoare” este compus din doui cuvinte provenite din limba
latind: bis = de doudl ori si secare = a taja.

® Cuvintul ,0btuz* vine din limba latind: obtusus — tocit.




16. UNGHIURI FORMATE N JURUL UNUI PUNCT.
UNGHIURI OPUSE LA VIRF .

16.1 Unghiuri formate in jurul unui punct

S8 consideram trei semidrepte (04, (OB si (OC, astfel incit (OB
si (OC sa se afle in semiplane diferite, determinate de dreapta OA si
m(3< AOB) 4 m(3< AOC) > 180° (fig. 84). ‘

In acest caz, unghiurile AOB, BOC si COA au acelasi virf —
punctul O; orice punct al planului, nesituat pe niciuna dintre laturile
(OA, (OB, (0C, si diferit de O, aparfine interiorului unuia dintre
unghiuri; si nu existd nici un punct comun interioarelor a doui
dintre ele.

Reuniunea interioarelor unghiurilor A0B, BOC, COA s1 a celor
trei semidrepte [0A, [OB, [OC este intreg planul.

Unghiurile A0OB, BOC si COA se numesc wunghiure formate in
Jurul punctulut O“.

Fig. 85

Se poate realiza o figuri geometrici astfel incit si indeplineasci
toate conditiile de mai sus, considerind mai mult de trei semidrepte
cu aceeasi origine. Ele vor determina mai multe unghiuri care se vor
numi tot ,unghiuri formate in jurul unui punct® (si anume in jurul
originii comune a semidreptelor), de exemplu, unghiurile 4,, 4,, 4,,
Ay, A5, Ag (fig. 85) sint unghiuri formate in jurul punctului 4.

Ne propunem si calculim suma masurilor unghiurilor AOB,
BOC 51 COA din figura 84, deci si calculim suma: m(s< AOB) +
+ m(s< BOC) + m(X COA).

Pentru aceasta, corsiderim semidreapta [OA’, care prelungeste
pe [OA. Semidreapta [OA’ este inclusd in interiorul unghiului BOC.
-Unghiul AOA’ fiind unghi alungit, putem scrie:

(1) m(3< AOB) + m(3< BOA") —180° si

(2) m(3< A’0C) + m(X COA) = 180°.

Reamintim ¢4, in clasa a V-a, s-a invatat urmatoarea proprietate:
daci a =b 5i ¢=d, atunci @ +¢ =5 | d. (Doua egalitati se pot
aduna membru cu membru, obtinindu-se tot o egalitate.) Aplicim
aceastd proprietate la egalitafile (1) si (2) si vom obtine: :

(3) m(X AOB) 4 m(X BOA') 4+ m(X A'0C) + m(< COA) = 360°.
Dar (4) m(X BOA') 4 m(3< A'0C) — m(s< BOC) (unghiurile BOA’
si A'OC. fiind adiacente). -




FE N A S N F e o R e T

Inlocuim in primul membru al egalititii (3) suma m(< BOA') - - !
+ m(3X 4'0C), cu m(xX BOC) si obtinem: i
m(9X AOB) + m(X BOC) 4 m(X COA) = 360°. '
O egalitate asemanatoare se obfine si in cazul mai multor unghiuri
situate ,in jurul unui punct-origine. it
In cazul figurii 85, egalitatea se scrie astfel: .
MK 4,) + M3 A;) + mX 4) + mE 4,) 4+ mx 4) +
4+ m(3 4,) = 360°, |
Formulam acest rezultat astfel: !

Unghiurile formate in jurul unui punet au ca sumi a méisurilor “
lor 360°. ' |

16.2 Unghiuri opuse la virf

Si examindm figura formatd de doud drepte concurente AA’ sl |
BB’, (AA’ 0 BB’ = {0}), (fig. 86). Observim ci s-au format patru ‘
unghiuri: AOB, BOA’, A'OB’ si B'OA. Unghiurile AOB si A'OB’ cit
s1 unghiurile AOB’ si BOA' au virful O comun st laturile unuia pre-
lungesc laturile celuilalt. Astfel, putem da urmitoarea:

Definitie. Doui unghiuri cu acelasi virf se numese o puse :
la virf daci laturile unuia sint in prelungirea laturilor celuilalt '
(sint semidrepte opuse).

Fatd de dreapta AA’ (fig. 86), conside- 5
rind unghiurile suplementare AORB s1 BOA',  Suplementul
putem scrie: A A

(1) m(3X 40B) — 180° — m(X BOA"). /o
B/

Faja de dreapta BB’, unghiurile suple- |
mentare BOA" 51 A’OB" ne permit si scriem: I

(2) m (X A'OB’') = 180° —m (3 BOA"). FlEesEE I

Din relatiile (1) si (2) rezultd ca m(3< AOB) = m(x A'OB"),
dect 39X AOB =3 A'OB’. (Doui unghiuri ale ciror misuri au acelasi
suplement sint congruente.)

Refinem deci, un rezultat foarte important: daci dou:i unghiuri I
sint opuse la virf, atunci ele sint unghiuri congruente. |

® 8. intrebdri si exercitii ‘ ! / |

:

1. Stabiliti care dintre urmitoarele propozitii sint adevirate si care sint } |
false: bisectoarea unui unghi imparte unghiul in: a) dou# unghiuri congruente; it
b) mai multe unghiuri congruente,

2. Daca m (32 AOB) = 60° i m (3 AOC) = 20°, care este misura unghiului i
BOC? Existi un singur caz? 1|

3. Dacd m (97 AOC) >m (3 A0OB) >m (X BOC) si m (32 BOC) = 25°,
m (g AOB) = 30°, care este misura unghiului AOC? : ‘

4. Unghiurile A0C si BOC sint adiacente. Care propozitie este adevirata: I ‘
a) m (9 AOB) = m (32 AOC) + m (3 COB);b) m (3 AOB) = m (< AOC) — “
— m(3L COB)?
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ful co

mun si laturile unui unghi prelungesc laturile celuilalt unghi?

in jur
este: a) mai-mare de 180°; b) egald cu 180°; ¢) mai micd de 180°.

in jurul unui punct, este: a) mai mare de 360°; b) mai micd de 360°; c) egald cu 360°.
Cunoagtem cd m 9:0 = 30° si m (32 05) = 60°. Giisiti: a) toate perechile de

unghmm opuse la virf, dacd existi; b) toate perechile de unghlurl complementare,
dacd existd; c) calculatl suplementul unghiului 0, fatd de dreapta AA".

b. Stabiliti caredintre urmétoarele propozitii sint adevirate si care sint false:
1) Doud unghiuri opuse la virf au: a) virful comun si o laturd comund; b) vir-
mun si o laturd a unui unghi prelungeste latura celuilalt unghi; c) v1rfu1 co-

2) Suma tuturor unghiurilor adiacente doud cite doud care se pot desena
ul unui punct si de aceeasi parte a unei drepte care trece prin acel punct

3) Suma tuturor unghiurilor adiacente doud cite doué, care se pot desena

6. In flgura 87, dreptele AA', BB' si CC' sint concurente in acelasi punct O,

s Este poalbll ca: a) Doud unghiuri
¢ A opuse la virf séd fie complementare? Care este
masura lor? b) Doud unghiuri opuse la virf
E sd fie suplementare? Care este masura lor?

214 7 i 8. Stabiliti care este: a) misura unghiu-

cu laturile sale daci m (JZ AOB) este: a) 30°; b) 90°; ¢) 120°; d) 180°, apoi ilustrati

grafic.

ghmnle AOB si BOC in urmatoarele mtuatn a) [OC interioard unghmlu] AOB;

b) 5

care caz in parte.

unghiurile AOB si BOC au masurile de 140° si respectiv 60°, si se calculeze misura

unghi
dreap

de bisectoarele unghiurilor AOB si BOC.

comund? Daci se noteazi cu [OM, [ON, |OP bisectoarele unghiurilor 0,, 0,, Os,

S& se

[OM’ s1 [0C, [ON si [0A, [OP si |[OB?

comund? Construiti semidreapta [OM opusd semidreptei [OA, apoi calculati

m(C
34

¥ lui format de bisectoarele a doud wunghiuri
5V adiacente §i care au laturile necomune in pre-
. lungire; b) mésura unghiului format de bisec-
toarele a doud unghiuri opuse la virf; ¢) masura
unghiului format de bisectoarele a doud wun-
ghiuri adiacente si complementare.

9. Calculati mdasurile unghiurilor formate de bisectoarea unui unghi AOB

Fig. 87

10. Stiind cd m (< AOB) = 120° si m (< BOC = 40°, ilustrati grafic un-
AOB si X BOC sint adiacente. Apoi caIculai;i masura unghiului AOC in fie-
11. Punctele A si C se gisesc in semiplane diferite fatd de dreapta OB. Dacé

ului format de semidreapta [Oz, bisectoarea unghlulm AOC cu: a) semi-
ta [OC; b) semidreapta [OB; c) sd se calculeze si mésura unghiului format

12. In figura 88, unghiurile 01,02,0 sint congruente. Care este mésura lor

calculeze: a) masurile ungh1ur110r care au ca laturi cele trei bisectoare;
m(JZ MOC), m(L NOA) si m(gC POB). Ce puteti spune despre ﬂemldwptele

Fig. 88
13. In figura 89, cele cinci unghiuri sint congruente. Care este misura lor

" Fig. 89

DOM) si m( EOM). Ce puteti spune despre semidreapta [OM !




I7. DREPTE PERPENDICULARE!)

S& consideram dous drepte a si b
unghiurile formate in jurul punctului

0O Situafie speciala apare cind unul dintre unghiurile cu virful
in O are ca masura 90°; de exemplu m(3c 0,) = 90°. Atuneci toate cele
patru unghiuri: 0, 0y, 0y, O, au misurile de oite 90°, deoarece: X 0, =
=¥ 0, (fiind unghiuri opuse la virf), deci m(3< 0,) = 90°: 31130i
suplementul unghiului O, fa{a de dreapta a este 3 0,, adica m(%:, 0,)-+
4+ m(3< 0,) = 180°, sleum m( O0;) = 90°, rezulti cj i m(3< 0,) = 90°.
‘In flne,%:_O2 =z %i Oy, ca unghiuri opuse la virf si deci m(3< 04‘) — [0

- Defi Nifie. Daci la intersectia a doui drepte concurente unul
dintre unghiurile ce se formeazi in jurul punctului lor de intersectje

este un unghi drept, atunci cele doud drepte comcurente
endiculare ' se
drepte perpendiculare sau drepte ortogonale®. Nmese

concurente in punctul 0. Notim
0O, ca in figura 90.

b CT
2 1
] a
0
3 Z ey
B A 5
Fig. 90 Fig. 91 Fig. 92 Fig. 93

In figura 91 am desenat sl notat doud drepte perpendiculare
@ 51 b (deci m(X ad) = m(< 0;) = 90°: Scriem a L b (sau b L a)
$1 citim: dreptele a si b sint doud drepte perpendiculare, sau dreapta a
este perpendiculard pe dreapta b (si invers).

Dreptele] perpendiculare se deseneazi, de exemplu, cu-ajutorul
unul instrument numit echer?. '

In figura 92 este reprezentat un echer pe care il notam A4BC.
Segmentele [AB], [BC] si [CA] s¢ mal numesc ,laturile* echerului
81 sint astfel ‘construite incit m(3< CA4AB) — 90°,

Pentru a desena doud drepte perpendiculare se asazid echerul
pe foaia de hirtie si cu virful creionului parcurgem laturile [AC] si [4 B]
ale echerului, marcind in prealabil punctele A, B, C. Urmele lasate
de creion pe foaia de hirtie, apoi , prelungite, reprezintd doud drepte
AB s1 AC, perpendiculare intre ele in punctul A. Desendm eca in
figura 93 si scriem: AB L AC (sau AC 1 AB).

Drepte perpendiculare se pot desena si cu ajutorul raportorului,
in felul urmator: marcidm pe foaia de hirtie trei puncte, si anume:

Y Cuvintul ,perpendicular® vine din limba lating: perpendiculum = fir cu
plumb. 7

®) Cuvintul ,ortogonal® este compus din doud cuvinte provenite din limba
greacd: orthos = drept si gonia = unghi.

* Cuvintul ,echer. este compus din doui cuvinte provenite din limba latind:
ex = de la, din 1 quadrare = a tiia in unghiuri drepte.

3i




centrul raportorului (notat, de exemplu, cu 0) gi doudl puncte in drep-
tul diviziunilor 0° si 90° ale raportorului (notate, de exemplu, cu A
si B) (fig. 94,a si b); dreptele OA si OB sint doud drepte perpendicu-
lare, deoarece m (X AOB) = 90°, si scriem: QA LOB (sau OB_LOA).

Fig. 94, a j Fig. 94, b

b

Ne propunem sa construim (desendm) cu ajutorul riglei gi al
echerului: '

1) perpendiculara dinir-un punct dat pe o dreaptd datd (punctul
dat este exterior dreptei date);

2) perpendiculara pe o dreaptd datd intr-un punct dat al et (punctul
dat este fixat pe dreapta datd);

3) perpendiculara pe un segment dat, in mijlocul segmentului.

1. Perpendiculara dintr-un punct dat pe o dreaptd datd

Fie ¢ dreapta data si M punctul exterior e1, dat (M & a), (fig. 95).
Aseziam echerul astfel incit o latura a unghifilui-drept sa treaca prin
punctul M, iar cealaltd latura a unghiului drept sé coincida cu dreapta
a (fig. 96); marcdm cu creionul pe dreapta a, in dreptul punctului 4
al echerului, un punct M'(M’ <a), apol, unind punctele Msi M’, punem
in evidentd dreapta MM’ (fig. 97). Scriem: MM’ L a (sau a-L MM').

(&
M x M M
o
a o B\ a N0 a
Fig. 95 Fig. 96 ; Fig. 97

* In acest mod, am construit cu echerul o perpendiculard (dreapta MM')
din punctul dat, M, pe dreapta datd, a. Punctul M’, unde perpendicu-
lara MM’ intersecteaza dreapta datd a, se numeste piciorul perpendi-
cularer duse din punctul M pe dreapta a.

Aceastd perpendiculard este unicd, adicd dintr-un punct oarecare

M, extertor unei drepte date a, se poate duce pe dreapia a o singurd

perpendiculard. Distanta dintre punctele M si M’ se numeste distanta

de la punctul M la dreapta a. Asadar, prin ,distanta de la un punct la

o dreaptd“ vom intelege distanta dintre punctul considerat si piciorul
- perpendicularei din acel punct pe acea dreapid.
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Observatie. Pentru a ilustra grafic un punct M care se afli la ,dis- U
tanta m“ de o dreapta d, trebuie s& facem doui desene, deoarece punc-
tul M se poate gési intr-unul sau in celalalt dintre cele dous semiplane .
determinate de dreapta d. Executim un singur desen numai atunci |
cind se precizeazi in ce semiplan determinat de dreapta d se afla \
punctul M. |
2. Perpendiculara pe o dreaptd datd intr-un punct dat al et |

Fie a dreapta datd gi V punctul dat, (N €a) (fig. 98). 1
Agezdm echerul astfel incit o laturd a unghiului drept al siu s 1
colncidi cu dreapta a, iar virful unghiului drept al echerului si coin- |
cidd cu punctul N (fig. 99). |

C

|f
a N B T N N9O° I

Fig. 98 Fig. 99 Fig. 100

Din punctul N, pe cealaltd laturd a unghiului drept al echerului
»trasdm® cu creionul dreapta perpendiculari pe care fixim, de exem-
plu, un punct C’ (fig. 100). Seriem: C'N L a (sau a L C'NN). |

n aceasta situafie, spunem ca am construit cu echerul o perpen- Il
diculard (C'N ) pe dreapta datd a, intr-un punct dat al ei, N. ‘Il

51 in acest caz, dreapta perpendiculard C'\V este unicd, in sensul |
c& prin punctul dat N € a existd o singurd perpendiculard pe dreapta a. |

In acest caz, piciorul perpendicularei este chiar punctul N; | |
deci distanta de la N la dreapta a este masura segmentulul ,nul*, |

~adicd este egald cu ,zero“. ‘ |
- 3. Perpendiculara pe un segment dat, in mijlocul segmentului. |
Fie [ MN] segmentul dat si punctul A’ mijlocul lui (4’ € [MN] si

[MA=TA'NY), (fig. 101). R |
‘ Urmeaza sé executdm o constructie cu- M A N |
noscutd, si anume: in punctul A’ €[ MN] gy 191 3 ‘
desendm, cu ajutorul echerului, o perpen- x Il
diculard pe dreapta MN. Notim perpen- : |
diculara construitd, de exemplu, cu xy |
(fig. 102). Scriem: 1) zy L [MN] si M v T S |
2)[MA']=[A'N]. Dredpta xy, astfel con- Il
struitd, se numeste ,mediatoarea? segmen-
tului [MN]“. Asadar, putem da urmitoa- =
rea definitie. Fig. 102

Y Cuvintul ,mediatoare® vine din limba latini: mediaior-oris = mijlocitor,
care este la mijloc. : '

7 |




Definitie. Mediatoarea unui segment este dreapta perpendi-
culari pe segment in mijlocul segmentului.

Sa retinem cd un segment are o singurd mediatoare. :

Daca doud drepte care se intersecteazi nu sint perpendiculare,
atunci se spune ci una este oblicd” fata de cealalta. In figura 103 sint
pesenate perpendiculara si o oblicd din punctul A la dreapta a.

A
Oblica dusé din punctul A
Perpendiculara pe dreapia a
ausa din punctulA
re dege e .| Piciarul oblicer
a Fig. 103

Piciorul perpendicularer

@ 9. intrebiri si exercitii

1. Stabiliti care dintre urmétoarele propozitii sint adevirate si care sint false:

1) In jurul unui punct, considerat virf de unghiuri, se pot desena: a) cel:mult
sau b) cel putin patru unghiuri adiacente doua cite doud si fiecare cu misura de
cite 90°. ; .

2) Doud drepte perpendiculare formeazd in jurul punctului de concurentd
patru unghiuri, dintre care: a) toate sint ascutite; b) toate sint obtuze; ¢) toate
sint drepte; d) doud sint ascutite si doud sint obtuze.

3) Printr-un punct exterior unei drepte, se poate duce pe acea dreaptd: a) o

perpendiculard; b) o singurd perpen-
x4 diculara.
x 8 2. Reproduceti in caietele voastre

desenul din figura 104 si, folosind e-

cherul, puneti in evidentd pe desenul
. \ @ reprodus:

c £ G _ a) perpendicularele pe dreapta d

din punctele A, B si C;

_ : , b) perpendicularele pe dreapta d
Fig. 104 in punctele, £, F si G

3. Folosind acelasi desen, indicati cu ajutorul echerului urmétoarele: distante:

a) de la punctul A la dreapta d; b) de la punctul B la dreapta d;

¢) de la punctul C la dreapta d; d) de la punctul £ la dreapta d;

e) de la punctul A la punctul B; f) de la punctul A la punctul £;

g) de la punctul B la punctul C; h) de la punctul # la punctul G.

4, Stim cd segmentul [A B] are lungimea de 6 em. Fie M mijlocul siu, iar C
un punct ce nu apartine dreptei 4B. Dacd dreapta MC este perpendiculard pe
dreapta A B, cum se numeste dreapta MC? Tlustrati grafic aceastd situatie.

5. Folosind conventiile de desen si notatii, ilustrati grafic:

1) Dreptele a si b perpendiculare intre ele in punctul O.

1) cuvintul ,,0blicd* vine din limba latind: obliguus = piezis, inclinat.
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2) Distantele de la punctele 4 gi B(4 # B) la dreapta ¢, care sint de 4 em
§i: a) punctele A gi B sint de o parte st de alta a dreptei ¢; b) punctele 4 gt B sint
in acelagi semiplan. } '

3) Distanta de la punctul 4 la dreapta d, de: a) AA' =3 cm; b) 44’ =
= 4cm; ¢) AA' =0 cm.

4) Distantele de la punctele A i B (4 # B) la dreapta a care sint de 5 cm
§i dreapta AB este perpendiculard pe dreapta a (4B _L a). !

6. Doud unghiuri sint adiacente si complementare. Cite grade are unghiul
care se ob{ine dacd se aduni: a) jumititile lor; b) cite o treime din fiecare; ¢) du-
blul primului unghi cu dublul unghiului al doilea. :

7. Doud unghiuri sint adiacente i suplementare. Cite grade are unghiul
care.se obtine dacd se adund: a) jumaititile lor; b) cite o treime din fiecare.

: 8. 54 se deseneze, cu ajutorul raportorului, un unghi a carui misury si fie
de 30° si apoi sd se construiascd, folosind numai rigla gi echerul: a) complementul
lui; b) suplementul lui.

9. 54 se repete constructiile cerute la problema precedentd in cazul unghiu-
rilor care au masurile de 40° si respectiv de 70°

10. S& se deseneze un unghi oarecare AORB. Semidreptele [OA’ si [OB’ sint
opusele semidreptelor [0 A si respectiv [0B. Se noteazd m (3L AOB) = m (¥ X);
m (T AOB’) = m (X Y); m (¥ BOA') =m (X Z).

i Ce relatie existd intre unghiurile X gi ¥; intre unghiurile X gi Z; intre un-
ghiurile Y g Z? :

11. Infigura 105, punctele 4, O si D sint colineare. Cunoscind oi m (9 AOB)=

5 ;

= 40° si ¢d [OB | [OC, si se calculeze m (I COD).
8 ¢

——— i
T

A (1] O Fig. 105

Fig. 106

12. In figura 106, punctele M, S si R sint colineare. Daca semidreptele [SN
si [SQ sint bisectoarele unghiurilor M.S P si PSR si m (32 MSN) = 20°, si se cal-
culeze: a) m (3 PSR); b) m (3 NSQ). Cum sint semidreptele [SN si [SQ una
fatd de cealalta?

13. In figura 107, punctele A, O si E sint colineare. Daci semidreapta [OC
este bisectoarea unghiului BOD, m (3 EOD) = 20° st m (X DOB) = 60°, sa e
calculeze masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor AOB si BOC,

. B r E .
c
D
. \/
A. 0 E Fig. 107 A g ¢

Fig. 108

14. In figura 108, punctele 4,0 i C sint colineare, m (3T EOD) = 70° si
m (3 DOC) = 30°. Un punct B este in acelagi semiplan cu D si E fatd de dreapta
AC. Calculati m (3 EO B); dacd m (3ZBOC) este de: a) 80°; b) 40°; ¢) 100°; d) 125°,
Carui interior de unghi apartine punctul B, in fiecare caz in parte?
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. 18. CERCULY i

Definitie. Figura geometricd alcituiti din toate punectele
din plan care sint la aceeasi distantd de un punct fix, numit centru®,
se numeste cerc.:

Se numeste razd® a cercului segmentul care unegte centrul cercului
cu un punct oarecare al figurii geometrice. Prin ,razd® mai intelegem
si lungimea acestui segment.

Instrumentul cu ajutorul ciruia desendm cercuri se numeste

_(fig. 109). 2

: Cum desendm un cerc? Insemndm pe foala de
hirtie un punct, de exemplu, punctul O (el va fi punc-
tul fix — centrul). Fixam piciorul cu- ac al compasu-
lui in punctul O g1 dam compasului o migcare de
rotatie®. Creionul compasului va descrie figura geo-
metrici numita ,cerc® (fig. 110). Trebuie si avem
griji ca figura construita ,sa se inchida®, altfel nu
am desena toate punctele cercului. Figura 111, de
exemplu, nu reprezintd un cerc, deoarece nu au fost
Fig. 109 desenate toate punctele cercului.

Dupa ce s-a desenat ,,ct_)rect“ un cerc §1 s-a notat centrul lui, se
pot desena pe foaia de hirtie diferite puncte, ca in figura 112.

C
H K Xg
F
, \ D
X
: 0 E "
1

Fig. 110 Fig. 111 Fig. 112

Despre punctele E, H, C, K, D obisnuim si spunem c ,apar{in
cercului“. Lungimile segmentelor [OE], [OH], [OC], [OK], [OD] sint
egale intre ele si egale cu raza cercului desenat. Scriem aceasta
astfel: OE = 0H = 0C = OK = 0D = r (raza).

Segmentul ale cirui extremita{i sint doua puncte ce aparfin unui
cerc si care contine centrul cercului se numeste diametrul® cercului.
fn figura 112, [EK] este un diametru (E, O, K sint colineare). Vom
putea deci scrie: £K = 2-r (r fiind raza cercului).

1) Cuvintul ,,cer¢* vine din limba latind: circus = cerc.

2) Cuvintul ,,centru® vine din limba latind: centrum = centru.

3) Cuvintul ,rezd“ vine din limba latind: radius = spité.

4) Cuvintul ,compas* este compus din doud cuvinte provenite din limba
latind: com = cu si passus = pas, deschidere.

8) Cuvintul ,diameiru* este compus din doud cuvinte provenite din limba
greacd: dia = prin si melron = mdisurd.
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Despre punctele 4, B obignuim s& spunem ci apartin ,interiorului
cercului“. Se observd ci lungimea segmentului [OA] eit g1 lungimea
segmentului [OB] sint mai mici decit raza cercului desenat. Scriem
aceasta astfel: OA <r, OB < r. _

Despre punctele F, G, I obisnuim s& spunem ca apartin , exterio-
rului cercului“. In acest caz, observim ci lungimile segmentelor
[OF], [0G], [OI] sint mai mari decit raza cercului desenat. Seriem
aceasta astfel: OF > r, 0G > r;, O0I > r.

Sd presupunem cd desendm ,doud‘ cercuri, cu centrele in punctele O, si O,
care au razele de ,lungimi“ diferite. Cercul de centru O, — de exemplu — sd aiba
raza ry mai mare decit raza r, a cercului de centru 0, (r, > )

Sint posibile urmitoarele situatii geometrice.

a) Cercurile desenate si nu aibd nici una®
punct comun si nici interioarele celop dou
cercurl sd nu aibd puncte comune, ca in fi-
gura 113.

Despre astfel de cercuri obisnuim si A 8
spunem ca sint fiecare in exteriorul celuilalt,
sau ,cercuri exterioare”. Se observdl cd distanta
dintre centrele O, si 0,, care se numeste chiar
»distanta centrelor”, este mai mare decit suma 0,0, >GA+0,8 (G0>r+r,)
razelor, adicd: 0,0, >0,4 + 0,B (unde 0,4 = Fig. 113
=71, §1 O3B =r,), sau 0,0, >r |,

b) Cercurile desenate sd aib# un singur
punct comun, de exemplu punctul 4, iar interioa-
rele celor doud cercuri sd nu aiba puncte comune,
ca in figura 114.

Obisnuim sd numim astfel de cercuri cercuri
tangente!! fiecare in exteriorul celuilalt sau cer-
curi tangente exterioare“. Punctul 4 se numeste
»punct de tangentd“. Se observi cd distanta cen-
trelor 0,0, este egald cu suma razelor, adici: Gy =G A+ 04
0,0, = 0,4 + 0,4 (unde O,A = r, §i Oy — ry), (00,=r+r))
sau 040, =r, - r,. Fig. 114

c) Cercurile desenate
$4 aibd doud puncte diferi-
te comune, de exemplu A
si B(A # B) si si existe
puncte interioare comune
celor doud cercuri, ca in fi-
gura 115 sau in figura 116.

Astfel de cercuri obis-
nuim si le numim , cercuri
secante®?),

Observim ca distanta 0,0, <QA+0,A=0,6+0,B 0,0, < 0,44{3124 =0,8+0,8
centrelor 0,0, este mai mica 0,0, >0A4-0,A=0,B-0,8 0, >0,A-0,A=0B-0,B
decit suma razelor, adici: {:_ﬁ‘< 0"0? <ty (r-r, <005 <1, +1y)
0.0, < 0,4 4+ 0,4 (sau it A i Uith i
0,0, <08 + 0,B), unde Fig. 115 Fig. 116

0,A=0,B=r;510,A=0,B=r,.

Y Cuvintul ,tangent vine din limba latini: tangere = a atinge.
2 Cuvintul | secant vine din limba latind: secare = a tiia.




De asemenea, observdm cd distanta centrelor este mai mare decit diferenta
razelor, adicd: O 02 >01A — 0,4 (sau 0,0, >0,B — O,B).

Cp]a de mai sus pot fi rezumate astfel:

i UM T

d} Cercurile desenate sd aiba un singur punct comun,
de exemplu punctul 4 si toate punctele interioare cercu-
lui cu razd mai micd sd apartind interiorului cercului cu
raza mai mare, ca in figura 117.

Convenim sd numim astfel de cercuri cercuri tan-
gente, unul in interiorul celuilalt sau ,cercuri tangente
interioare”. Punctul 4 se numeste ,punct de tangenta“.
Observdm ci distanta centrelor O, 0, este egali, in acest

00; GA-0,A caz, cu diferenta dintre cele doua raze, adicd:0,0, =
(0,0, "")GJ =04 — OA(dndBOA*TI?JOHﬂ—?') sau OOZ_

7 I R

e) Cercurile desenate sd nu aiba nici un punct co-
mun, dar toate punctele interioare cercului cu razd mai
micd sd apartind interiorului cercului cu razd mai mare,
ca in figura 118,

Numim astfel de cercuri cercuri, unul in interiorul
celuilalt sau ,cercuri interioare”. Se ohservd cd distanta
cenfrelor este mai micd decit diferenta razelor, adici

0,0,<0A-0,8 glgz < 0,A — 0,B (unde 0.4 =r, si 0,B=r,), sau
(0,0,<1,-r,) Wy <1y — Ty
Fig. 118 :

f) Cercurile desenate s& nu aibd nici un punct co-
mun, dar toate punctele interioare cercului de razd mai
micd si apartma interiorului cercului de razd mai mare,
iar centrele O; si O, si fie puncte ,identice®, (0; = 0,),
ca in figura 119

In acest caz cercurile se numesc ,»CErCUrl concen-
trice“!), iar distanta centrelor O, si 0, este egali cu
zero (0,0, = 0).

G0,=0 Fig. 119
@ 10. Exercitii

1. Folosind conventiile de desen si notatii, ilustrati grafic:

a) Zece puncte: Ay, A,, Ag, ..., Ay, stiind cd distantcle lor la un punct fix B
sint egale intre ele. :

b) Se dau punctele 4, A’, B, B’ (diferite doui cite doud); stiind ci sint inde-
plinite simultan (in acelagi timp);, conditiile: AA’ | BB’, AA' N BB = {0} si
OA =0A' =0B = 0B’ = 3 cm. Cum putem fixa pe aceastd figurd inca douk
puncte C si D, diferite de primele si diferite intre ele, dacd OC = 0D?

2. Fie 0 centrul unui cerc. SPgmentul [04] este 0 razé a acestui cerc (04 =
= 3 cm). Desenati cercul de centru O §i razi OA, precum si punctele 4, B si C
(A # B #C)in urmitoarele situatii: a) Punctele A,0, B sint ('ohneare 04 =
=08 —00C s 0C_ 1 AR VD) 04 = OB, 04 _I_OB OC = 2 ¢cm sl punctul @
apartine exteriorului unghiului A0 B. ¢) 04 — OB, m (¥ AOB) = 60°,0C = 4 cm
g1 punctul € apartine interiorului unghiului A0 B.

U cuvintul ,,concentrice” este compus din doud cuvinte provenite din limba
latiné: con = cu, impreund i centrum = centru.
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3. Stiind cd 0,0, = 4 cm, ilustrati grafic si apoi 2
numii CEI‘LU_I‘l]e care au eentrele in punrteie 0; 510, s

au razele r; si respectiv r, egale cu: a) ry =2 cm; r, =
= 1.5.¢cm; b) Ty = Loolcm; Fy — 3,5 cmy ) rI:Z,ch;
r2—15cm d) y,=5cm; ry,=1cm; e)r, =6cm;
7y =1 cm. \
4, In figura 120 cercurile sint concentrice. Determi- v

nati lungimea segmentului [CD] (punctele @, C, D sint co-
lineare), dacd raza 04 = 3 cm 8i raza OB = "4 cm.

5. Notdm centrele a doud cercuri cu A si B, razele
lor (in aceastd ordine) sint r; = 2c¢m gi r, = 3 cm. De- Fig. 120
senatl aceste cercuri dacd ele sint: a) cercuri exterioare;
b) cercuri tangente exterioare (notati punctul de tangentd cu C); c) cercuri se-
cante (notati punctele comune cu C si D); d) cercuri tangente interioare (notati
punctul de tangentd cu C); e) cercuri interioare; f) cercuri concentrice.

19. TRIUNGHIUL!)

54 consideram trei puncte necolineare 4, B, C. Doud cite doud,
aceste puncte determina segmentele [ A4 B], [BC], [CA]

Definitie. Se numegte triunghi o figuri geometrici ee rezults
dintr-o reuniune ca [4AB]U [BC‘]U [CA], unde A, B, C sint puncte
necolineare. :

In figura 121 este desenat un triunghi, notat ABC.
S-a convenit ca semnul ,A“sd fie citit , triunghi®.
Deci notatia ,AABC* se 01teste ,,trlunghml ABC“ A

Elementele , cele mai importante atasate unui
triunghi ABC sint segmentele [AB], [BC] si [CA], care
se numesc laturile triunghiului g1 unghiurile BAC, ABC
si ACB (numite, pe scurt Sl‘ﬂ\:A X B s1 < C), care se
numesc unghiurile trz,unghmlua Observam cd, spre deo- B A
sebire de laturile unui unghi care sint semidrepte, latu-
rile unui triunghi sint segmente; deci cuvintul , laturi®,.
luat izolat, n-are nici un sens in geometrie. A

Despre un punct care aparfine interiorului fieciruia
dintre unghiurile unui triunghi spunem ca este in ,,interi-
orul* triunghiului. In figura 122, punctul M este in inte- 5
riorul AABC.

Un punct este in ,exteriorul” triunghiulut daca al
partiné planului acestuia, dar nu este nici ,in interiorul® ‘ Fig, 122 é
lui si nicl nu apartine vreuneia dintre laturile sale. In.
aceeasl figurd 122, pun ctul P este in exteriorul AABC,
iar punctul R apartine laturii [4 B], deci triunghiului ABC.

Spunem c& XX ABC se ,0pune laturii [AC] i invers: latura [AC)

e yopune' X ABC... etc

Fig. 121

1 Cuvintul wirtunght este compus din doud cuvinte provenite din limba
latind: tri = (cu) trei gi angulus = unghi.
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O laturd a unui triunghi se numeste ,aliturati unghiurilor ale
caror virfuri sint in capetele sale. In figura 122, latura [ BC] este ,,ala-
turatd“ unghiurilor B si C.

Despre un unghi al unui triunghi se spune ca este ,cuprins®
intre acele laturi ale triunghiului care, ca segmente, sint incluse in
laturile unghiului. De exemplu, in figura 122 ¥ C este cuprins intre
laturile [CB] si [CA].

Oricérui triunghi ii corespund deci sase elemente, care uneori sint
exprimate in numere (lungimile laturilor sale si méasurile unghiurilor
sale).

Pentru lungimile laturilor unui triunghi s-a mai convenit si urma-
toarea notafie: latura [BC], care se opune unghiului A, si se noteze
~eu ,a“, latura [CA], care se opune unghiului B, si se noteze cu ,b“
si latura [A B], care se opune unghiului C, si se noteze cu ,c“.

Suma lungimilor laturilor A ABC, adici: BC + CA 4+ AB =
= a + b + c se numeste perimetrul® A 4 BC.Obignuim si notdm peri-
- metrul §1 astfel: 2p =a + b + ¢, deci p este semiperimetrul:

_a+b4ec i
i

Triunghiurile pot fi clasificate dupd mésurile unghiurilor lor, astfel:

a) Dacd un triunghi are toate unghiurile ascutite (cu mésurile
mai mici de 90°), el se numeste triunghi ascutitunghic. 11 deseniam, de
exemplu, ca in figura 123,4 si scriem: m(¥X 4) < 90°, m (X B) < 90°,
m(x C) < 90°; :

C.

& Fig. 123

b) Dacd un triunghi are un unghi drept — cu misura de 90° —
(el nu mai poate avea incd un unghi drept sau un unghi obtuz) se
numeste friunghi dreptunghic. I1 desendm, de exemplu, ca in figura
123,b si scriem: m(3< A’) = 90°. (Latura care se opune unghiului drept
se numeste ipotenuzd®, iar celelalte doua se numesc catete®.)

¢) Dacé un triunghi are un unghi obtuz, (el nu mai poate avea
incd un alt unghi obtuz sau unghi drept) se numeste triunghi obtuzun-
ghic, ca de exemplu cel din figura 123/¢, si seriem: m(3< M) > 90°.

U“ Cuvintul , perimetru® este compus din doud cuvinte provenite din limba
greacd: pert = imprejur si metron = misurd. IS

2 Cuvintul ,ipotenuzi* este compus din doud cuvinte provenite din limba
greacd: hypo = dedesubt si feinein = a intinde.

8 Cuvintul ,catetd" provine din limba greacd: kathétos = perpendiculara.
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Triunghiurile mai pot purta gi alte denumiri, dupi lungimile |
comparative ale laturilor lor, fird ca aceasta si constituie un criteriu® .
de clasificare. ! |

a) Dacd un triunghi are laturile de lungimi A il |
diferite, el se numeste triunghi oarecare sau triun- i |
ghi scalen®. 11 desenam ca in figura 124; daci |
dorim, marcdm cu un numéar diferit de liniute

laturile lui, deoarece acestea nu sint congruente g 4 N |
1 scriem: [AB]= [BC], [BC]# [CA] si [CA]= Fig. 124 |
#Z [AB)]. |

b) Dacd un triunghi are doud laturi congruente (cu aceeasi lun- |
gime), el se numeste triunghi isoscel®. 11 desendm ca in figura 125 si,
dacd dorim, marcidm cu acelagi numér de liniute laturile congruente si ;i
scriem: [AB]= [AC], respec- |
tiv [MN]=[M P]. S-a convenit
ca latura necongruenta ([BC],

i
. M
respectiv [/V P]) sd se numeasca
baza® iriunghiulut isoscel, 1ar
virful unghiulul opus bazel sa N L p
B c b
a r

se numeasca voirful triunghiu-
lui isoscel (punctul A, respec-
tiv M).

¢) Dacd un triunghi are toate laturile congruente
(cu acceast lungime) el se numeste iriunght echilate- .
ral®. Il desendm ca in figura 126, si, de asemenea, o
dacd dorim, marcam cu acelasi numir de liniute ‘
laturile §1 scriem: [AB] =[BC] = [CA4].

Observam ca triunghiul echilateral este un ,triun- 8 (& ‘ |
ghi isoscel particular®,deei multimea triunghiurilor echi- Fig. 126 ‘I‘

|

Fig. 125

laterale este inclusd in multimea triunghiurilor isoscele.

20. LINIILE IMPORTANTE IN TRIUNGHI

Intr-un triunghi, in afard de ,elementele cele mai importante“ ‘
(laturile s1 unghiurile), mai sint si alte ,elemente” ale sale, pe care le i
men{lonam: ‘ |

Y Cuvintul |, eriteriu® vine din limba greacd: kriteryon = mijloc de recunoas-
tere, punct de vedere, apreciere, principiu dupé care se face o anumita clasificare.

2 Cuvintul ,,scalen® vine din limba greacd: skalenos = schiop.

3 Cuvintul ,.isoscel este compus din doud cuvinte provenite din limba greaci:
1sos = egal si schelos = picior. ' .

4 Cuvintul |, bazd“ vine din limba latind: basis = sprijin, bazi. ([

5) Cuvintul ,echilateral este compus din doud cuvinte provenite din limba
latina: aequus = egal si latus-eris = latura.
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A 1) Fie, de exemplu, punctul A’ mijlo~
cul laturii [BC], in triunghiul ABC ([BA']=
=AW tig A27).

Segmentul cu extremitatile A s1 A’ (vir-

o : f ful triunghiului s1 mijlocul laturii opuse) se

T C numeste mediana? corespunzitoare laturii

Fig. 127 [BC]. Faptul cd, in triunghiul ABC, [AA’]

este mediand, se poate scrie: A’ € (BC)

gi [BA'] = [A'C]. Uneor1 prin mediand intelegem dreapta AA’,

alteori semidreapta [AA’. Se obisnuieste ca punctul A’ sd se nu-
meascd ,piciorul niedianei“ corespunzatoare laturii [ BC].

Cind privim mediana ca segment, putem vorbi de , lungimea me-
dianei“. Lungimea medianel se noteazd, de obicei, cu litera m, (m, =
=AA’, m, find lunglmea medianei corespunzatoare Taturii de lungime a).

Sa refinem ca un triunghi are trei mediane: [A A’ ] [BB'], [CC'] 1
2} dreptele AA’', BB, CC’ sint, toate trei, concurente in acelasi punect,
notat, de oblcel cu litera G, numit centrul de greutate al tmunghtulut
Centrul de greut'ate G al unui triunghi este un punct interior triun-
ghiului.

2) Fie, de exemplu, punctul A, intersectia bisectoarel unghiului
BAC al triunghiului A BC cu dreapta BC (X BAA, =3 A, AC, fig.128).

A Se spune ca [AA] este o blsectoare
interioara a triunghiului A BC (cea corespun-
zatoare unghiului A). Uneori prin bisectoarea
interioard a triunghiului intelegem bisectoa-
rea unghlulul respectiv al trlunghmlu] Fap-

g : ¢ tul c¢&, in triunghiul A BC, [A4,] este bisec-
AN toare, se poate scrie: A, € (BC)si< BAA, =
v Fig. 128 _%: A AC.

Cind privim bisectoarea ca Segment,
putem vorbi de ,lungimea bisectoarel®. Lun-
gimea bisectoarei interioare se noteazi,de
obicei cu litera | (I, = AA,, [, fiind lunglmea
bisectoarel interioare corespunziatoare un-
ghiului A4). In acest caz, se obisnuieste ca
' punotul A, sd se numeasca ,,plolorul bisectoa-

gy 129 rei“ corespunzatoare virfului A. Faptul c&,
in triunghiul 4 BC, [AA,] este bisectoarea unghiului BAC se poate
scrie: A, € (BC) si L BAA; =X CAA,.

Sa retinem cd un triunghi are trei bisectoare intericare: [AA,],
[BB,], [C(’1 incluse in bisectoarele unghlumlor respectwe s1 ca drep-
tele AA,, BB,, C(C, sint, toate trei, concurente in dcplaﬂ punct,
notat, de obicei, cu litera I, care este ,centrul cercului inscris in tri-
unghiul ABC*. Centrul cercului inscris (1) al unui triunghi este un
punct in interiorul triunghiului (fig. 129).

1) Cuvintul .‘,medmna, vine din limba latind: medianus = de mijloc.
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3) Fie, de exemplu, punctul 4, intersectia perpendicularei din
virful 4 al triunghiului ABC cu dreapta BC (AA, L BC, fig. 130). I
Segmentul cu extremitdtile 4 gi A, se numeste indltimea? din A I

a triunghiului ABC. Seé obisnuieste ca punctul A, si se numeasca \I
I

|

\

»piciorul indlfimii“ din A. Uneori prin inal{ime intelegem dreapta A A4,.
Faptul cd, in triunghiul ABC, [AA,] este inil{ime, se poate scrie:
A, € BC si AA, L BC.

~ Cind privim indlfimea ca segment, putem vorbi de ,lungimea
in&l{imii“. Lungimea inal{imii se noteaza, de obicei cu litera & (h, —
= AA,, h, fiind lungimea indl{imii din virful A). :

S& refinem cd un triunghi are trei indl{imi: [A4,],[ BB,], [CC,] si
cd dreptele AA4,, BB,, CC, sint, toate trei, concurente in acelasi punct
notat, de obicei, cu litera H (numit ortocentru®, deoarece prin el trec
indl{imile care sint ortogonale in raport cu laturile).

A

A 2
3 A
| N
\
4 \ c ,C‘\‘\'"B
. )

AA’.’ C Az: B c
a b
In figura 130,q, triunghiul - ABC este ascufitunghic. Picioarele
inéltimilor din A, B, C pe laturile opuse sint puncte interioare
laturilor triunghiului (A4, € (BC), B,, € (CA) si C, €(AB)). Orto-
centrul unui triunghi ascutitunghic este un punct interior triunghiului.
In figura 130, b, triunghiul A BC este dreptunghic in B (m(X B)=
= 90°). Picioarele inaltimilor din A si C pe laturile opuse coincid cu
punctul B; piciorul inal{imii din B pe A C este un punct interior laturii
(AC), (B, € (AC)). Ortocentrul unui triunghi dreptunghic este chiar |
virful unghiului drept. il
In figura 130, ¢, triunghiul A BC este obtuzunghic in B(m(3< B)>
> 90°). Piciorul inalfimii din A (punctul 4,) si al indltimii din C
(punctul C,) nu sint puncte interioare laturii [BC] si respectiv [4B].
Piciorul inéltimii duse din B (punctul B,) este un punct interiorsegmen-
tului (AC), (B, € (AC)). Ortocentrul H al unui triunghi obtuzunghic
este un punct exterior triunghiului.
4) Dacd in A ABC punctul A’ este mijlocul A |x
segmentului [BC] ([BA']=[A'C] ) si construim
in punctul A’ dreapta xzy perpendiculard pe

Fig. 130

dreapta BC (zy-L BC) (fig. 131), spunem ca S

dreapta zy este mediatoarea laturii [ BC]. Faptul =T T ¢ |
cd, in AABC, zy este mediatoarea corespun- ' Il 1
zatoare laturii [ BC] se poate scrie: A’ € (BC) 9 - N
s1[BA'1=[A'C] si zy L BC. Fig. 131 f

U Cuvintul ,fndliime* vine din limba latind: i{n-alium = inalt, adinc.
%) Cuvintul ,ortocentru este compus din doud cuvinte provenite din limba
greacd: orthos = drept si kentron = centru.
|
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S& retinem ¢d un triunghi are trei media-
toare s1 ca ele sint toate trel coneurente in ace-
lasi punct notat cu litera O, care este ,,centrul

@ cerculul circumseris® triunghiului (fig. 132).

4 Punctul de concurenta (intersectie) a mediatoa-

2 ¢ relor este un punct: a) interior triunghiului, in
Af

cazul triunghiurilor ascufitunghice; b) situat
pe cea mal mare dintre laturile lui, in cazul
triunghiurilor dreptunghice; c¢) exterior tri-
unghiului, in cazul triunghiurilor obtuzun-
Fig. 132 ghice.
Asadar, un triunghi are ,trei mediane“, ,trei inal{imi“, , trei
bisectoare“ si ,trei mediatoare“. Acestea se numesc linit (drepte)
importante in triunght.
Demonstratiile privind concurenta medianelor, a bisectoarelor,
a inal{imilor si a mediatoarelor unui triunghi se vor face mai tirziu.

® 11. Exercitii

1. Marcind segmentele congruente cu ajutorul liniutelor, desenati triunghiu-
rile: a) MN P isoscel (|MN] = [NP) b) M'N' P’ ec hllatér‘al b) M N, P; oarecare.
(Cum marcdm faptul ca laturile acestui triunghi sint de hmgxm; diferite?)

2. Desenati in A A BC mediana din virful A4, in cazul cind AABC este:
a) ascutitunghic; b) dreplunghic in 4; c) obtumnghlc (m({ A) > 90°).

3. Desenati in A A'B’'C’ indltimea din virful 4’, in LdZ]ll cind *A 4 B'C’
este: a) ascutitunghic; b) dreptunghic in B’; e) obt.uz.unghm m(3= B') = 90°).

4. Desenati in Ad4,B,C; bisectoarea unghiului 4,. in cazul cind A AlB}C1
este: a) ascutitunghic; b) dreptunghic in A4,; ¢) obtuzunghic (m(3< 4,) > 90°).

5. Desenati in AMN P mediatoarea corespunzatoare laturii [VP], in cazul
cind AMN P este: a) ascutitunghic; 'b) dreptunghic in M; ¢) obtuzunghic
(m(<Z M) = 90°).

6. l)esendtl in /A obtuzunghic MNP (m(3Z M) > 90°): a) inaltimile din
virfurile P-gi IV i notati punetul lor de intersectie; b) mediatoarele laturilor [ M'P]
si [ MN] si notati punctul lor de intersectie. ‘

7. Desenatli in triunghiul dreptunghic A BC (m(3Z A) = 90°):

a) indltimile din B g1 € st notati punctul lor de intersectie; b) mediatoarele
laturilor [ A B] si [AC]| s1 notatl punctul lor de intersectie.

2]. CONSTRUCTIA TRIUNGHIURILOR

a) Ne punem acum problema sd construim un triunght care are
mdsura unghiulur A de 40°, lungimea laturit AB de 4 cm si lungimea
laturit AC de 3 cm.

€ Desendm pentru aceasta un unghi de

40°, notdm cu A virful lul 1 asezam pe

0 laturile sale segmentele [AB] de lungime

2 4 ¢cm gi [AC] de lungime 3 em (fig. 133).

40" Constructia triunghiului cerut s-a ter-

A B minat, deoarece am reusit sd fixdm virfu-
Fig. 133 rile. triunghiului. Daca s-ar cere ca triun-
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ghiul nostru si aibi, in {plus, unghiul din B de 100° i am construi se-
midreapta respectivi cu originea in B, in acelagi semiplan cu C deter-
minat de dreapta A B, am avea toate sansele ca aceasti semidreapta
sd nu treacd prin C g1 deci ca un astfel de triunghi si nu poatd exista
(fig. 134).

b) 54 consideram acum
o altd problemd de constructie

a unui triunght ABC avind £
lungimea laturii AB de 4 cm, @
mdsura unghivlui A de 30° Y
st cea a unghiului B de 50°. G0 e
Luam, pentru rezolvarea . '
ei, un segment [ 4 B] cu lungi- flEd 134 blgs10s

mea de 4 cm §i construim, cu ajutorul raportorulul, semidreptele [Ax
§1 [By, situate de aceeasi parte .a dreptei AB, care sa formeze un-
ghiurile m({3< BAz) = 30° i m(< ABy) = 50° (fig. 135).

Virful € al triunghiului va trebui sa se giseasci la intersectia
semidreptelor [Az si' [By. Odata determinat punctul C, constructia
triunghiului dorit este terminati, deoarece am reugit sd fixam virfurile
triunghiului, iar elementele rimase — lungimile laturilor [AC], [BC]
si masura unghiului C — rezultd, determinate prin constructie.

In legiturd cu o problemi de acest tip
putem avea ,surpriza“ ca semidreptele [Ax =

s [ By s nu se intersecteze si, deci, ca triun- )
ghiul ABC cautat sd nu existe. De exemplu, i
daca ni s-ar cere ca [AB] si aiba lungimea 00° 4, 120

tot de 4 cm, dar masurile unghiurilor A si 4 8 -

B si fie de 100°, respectiv 120°, (fig. 136). Fig. 136

c) In sfirsit, s& consideram o a treia pro-
blemd: Sd se construiased un triunghi ABC astfel incit lungimile latu-
rilor sale [AB], [BC], [CA] sd fie de 2 cm, 1,5 em st 2,5 cm.

Desendm un segment [A B] cu lungimea de 2 cm §1 construim, cu
ajutorul compasului, un cerc care si aiba centrul in punctul 4 si
raza de 2,5 cm (toate punctele ce aparfin acestui cerc sint ndepartate*
de A la 2,5 cm); construim apoi un alt cerc care s aibi centrulin
punctul B si raza de 1,5 cm (toate punctele ce apari{in acestul cerc
sint ,,depértate” de B la 1,5 cm). Cum cel de-al treilea virf al triunghiu-
lui (punctul C) trebuie si se ,giseascd la o distantd de 2,5 cm de
punctul 4 sila 1,5 ¢m de punctul B, inseamna ci el trebuie si apar-
 tind ambelor cercuri (fig. 137).

Se observé ci cercurile au doui puncte comtne (C si C'), rezulta
cd problema are doud solutii. Putem considera problema rezolvata,
deoarece am reusit sa fixam virfurile triunghiului.

Si la o astfel de problema putem avea »SUrpriza® s nu existe
-solufie, deoarece cele doud cercuri pot si nu se intersecteze.

4 — Matematicd—geometrie, cl, a VI-a ’ 49




De exemplu, daca ni s-ar cere si construim un triunghi cu: AB —
= 1,5 cm, BC =1 cm i AC = 3 cm (fig. 138).

Constructiile examinate mai sus ne conduc la a ne pune urmai-
toarele probleme:

1. Ce relatii de mdrime trebuie sd existe intre trei numere pentru
ca ele sd poatd reprezenta lungimile laturilor unui triunghi?

2. Cit de mari pot sd fie doud numere, pentru ca ele si poatd repre-
zenta mdsurile a doud unghiuri ale unui triunghi?

3. Cunoscind lungimile a doud laturi dintr-un triunghi si mdsura
unghiului cuprins intre aceste laturi, sd se calculeze lungimea celei de-a
treva laturi precum si mdsurile celorlalte doud unghiuri ale triunghiulut,

4. Cunoscind lungimea unet laturi si mdsurile celor doud unghiuri
aldturate et dintr-un triunghi, sd se calculeze lungimile celorlalte doud
latury gt mdsura celui de-al treilea unghi ale triunghiului.

5. Cunoscind lungimile celor trei laturi ale unui triunghi, si se
calculeze mdsurile unghivrilor sale.

La problemele 1°si 2 vom da réspuns in cursul acestei clase,
dar ceva mai tirziu. Problemele 3, 4, 5 sint mai dificile si le vom
rezolva in anii viitori.

® 12. Exercitii

1. 5& se calculeze perimetrul A ABC daca: a) AB—=3 cm BC =6 cm
CA=5cm; b) AB=7cm BC =12cm CA = 11 cm; ¢) triunghiul este echi-
lateral (AB =7 em); d) triunghiul este isoscel (AB — AC — 6 cm) cu baza
BC = 4 ¢m. _

2. Ce lungime au laturile A\ MNP daci: a) Este isoscel, are perimetrul egal
cu 110 cm si baza egald cu 30 ¢m; b) Este echilateral si are perimetrul egal cu 12 dm;
¢) lungimile laturilor sint numere naturale, consecutive, si perimetrul egal cu 12;
d) lungimile laturilor sint numere naturale, perimetrul egal cu 45, iar lungimea
uneia dintre laturi, mai mare cu 1 si respectiv 5, decit a celorlalte dous,

3. Construiti, folosind rigla gradata si raportorul (unde este posibil i echerul),
un triunghi ABC in care se cunosc datele de mai jos. (In fiecare caz in parte, spe-
cificati denumirea - triunghiului construit, atit dupi mésurile unghiurilor lui, ecit
§i dupd lungimea comparativd a laturilor): a) AB = 3 em, BC — 5 cm si m(L
K ABC) =70°;b) BC =5 cm, m (X ABC) = 30°si m (3 ACB) = 60°; ¢c) AB =
=T7cm, BC'=5cm §i AC =3cm; d) AB = AC = 4cm s m (9 BAC) = 90°;
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€) BC=T7 cm si m (¥ ABC) = m(4s ACB) = "25% 1) BC' = 3 om sim(C A BC) =
=m (¥ ACB) = 60°.

4. Desenati, cu ajutorul echerului, indltimile triunghiurilor 4 BC construite
la subpunctele din exercitiul 3 si marcati locul ortocentrului fiecdruia.

5. Desenati, cu ajutorul riglei gradate medianele triunghiurilor 4BC din
exercitiul 3 si marcati locul centrului de greutate al fieciruia.

6. Construiti cu ajutorul raportorului bisectoarele unghiurilor triunghiurilop

ABC din exercitiul 3 b) sif) si marcati locul centrului cercului inscris in fiecare
dintre acestea,

7. In constructiile de triunghiuri de la exercitiul 3 au fost indicate: »laun-
gimile a doud laturi si misura unghiului cupring intre ele”, , Lungimea unei laturi
st méasurile unghiurilor aliturate ej si ,Lungimile celor trei laturi®. Intrebarea
care Vi se adreseazi este dacd aceste trei moduri sint singurele de a ,da“ (sau , de-
termina“) un triunghi? Dacd mai sint s1 altele, care sint acestea?

8. Sd4 se construiascd un triunghi ABC cunoscind m(4e A) =85°% JAB —
=5 com §i BC = 4 cm (deci doud laturi si unghiul opus uneia din ele). Cite solutii
are problema?

9. 58 se construiasci un triunghi 4 BC cunoscind m (3<4) = 150°, 4B —
=2 om gi BC =5 c¢m. Cite Folutii are problema?

10. Aceeasi problemd in cazul m (L 4) =60°% AB=4em, BC =9%om
precum si in cazul m (¥ 4) = 145° AB — bem, BC — 4 em.

11. Aratati, folosind rigla §1 compasul, ¢d nu poate exista un triunghi cu
laturile de 4 em, 9 cm, 14 cm. Aceeasi problemd pentru 4 em, 9 cm, 3 cm.

Y

22. CAZURILE DE CONGRUENTA A TRIUNGHIURILOR OARECARE

Fie ABC si A'B'C’ doui triunghiuri oarecare. Notatia: A ABC =
=A A'B'C’ o citim ,triunghiul ABC este congruent cu triunghiul

A'B'C"" si infelegem prin aceasta fasc congruente, care au loc in

acelagi timp, si anume:

[AB] =[A'B"], [BC]=[B'C"], [CA]=[C'A");

o C =8t TA=r A s B=F B

Pentru a scrie cele sase congruente se fine seama ca:

1) Laturile si unghiurile celor doui triunghiuri se corespund in
ordinea datd (scrisd) de congruenta celor doua triunghiuri. Ele se
mai numesc §i elemente (laturi sau unghiuri) omoloaget).

2) Laturile si unghiurile celor doui triunghiuri congruente, care
se corespund (omoloage), sint congruente. :

In triunghiurile congruente ABC si  A'B'C’, laturile omoloage:
(care se corespund) ce sint congruente sint: [AB]=[4'B’], [BC]=
=[B'C"], [CA]=[C’4"], iar unghiurile omoloage (care se corespund)
ce sint congruente sint: X C=X ', ¥ 4 = X A, X B=XB.

In triunghiurile congruente MNP $1 QRS, laturile omoloage,
care sint congruente, sint: [ MN]= [QR], [NP]=[RS], [MP]= [0S],
lar unghiurile omoloage, care sint congruente, sint: P iR =11

XM=x0Q, XN=XR

Y Cuvintul ,omolog* vine din limba greacii: homologos = in armonie.




S& observdm cd din A ABC= A A'B'C' nu rezultd N\ ABC =
=AA'C'B',dardinn AABC = A A'B'C' rezulté: A ACB=A A'C'B’
§i incd alte patru astfel de relatii. Ca exercitiu v4 propunem si le

scriefi pe toate.

Iustram grafic in figura 139, a si b elementele care sint respectiv
congruente in triunghiurile congruente (A ABC = A A'B'C’ i

A MNP = A QRS).

A A
f\ L/}\ M MK
B s c g’ « Clmp E«’/\\PI
a b

Fig. 139

Experienta cistigatd prin rezolvarea problemelor privind con-
struirea de ftriunghiuri ne arati ci urmatoarele afirmatii, care se
numesc ,cazurile de congruentd a triunghiurilor oarecare“, sint ade-

varate.

Cazul 1. Dacd in triunghiurile oarecare ABC si A'B'C’ avem:

|
\ \
B/H/\C 5/\C/

Fig. 140

[AB]=[4'B'), [BC]=[B'C'] si X B=
= B, atunci A ABC = A A'B'C’. Ca
urmare, rezultd cd si: L C=X ', L A=
=¥ A, [AC]=[A'C".

Pe scurt: doud triunghiuri oarecare care
au cite doud laturi si unghiul cuprins intre

ele respectiv congruente sint congruente
(fig. 140).

Gazul 2. Dacd in triunghiurile oarecare ABC. si A'B'C’ avem:
‘ [BCI=[B'C', X B=X B'sixXC=xC, atunci A ABC= N A'B'C’.

Fig. 141

A A
/\ /\
B c B’ ot

Ca urmare, rezulti ca gi: X A= X 4,
[AC]=[A'C"], [AB]=[A'B"].

Pe scurt: doud triunghiuri oarecare care
au cite o laturd si unghiurile aliturate ei
respectiv congruente sint congruente (fig.
141).

Cazul 3. Dacd in triunghiurile oarecare
ABCsi A'B'C’ avem: [AB]|=[A'B'],[AC]=
—iied sl [BC] =[B'C"], atunci A ABC =

= A A'B'C’. Ca urmare, rezultd ca §i X C=X(C', X B=X B,

K A=x 4.




. Pe scurt: doud triunghiuri oare- A e |
care care au laturile respectiv congru- |
ente sint congruente (fig. 142). ' I

Pentru a memora cu mai multi u- ‘ : S "‘
surintéd cele trei cazuri de congruenta a 8 # &3 0 e i
triunghiurilor oarecare, se obisnuieste a Fig. 142 |
se rezuma acestea astfel: cazul 1: LUL
(adicd: latura-unghi-laturd), cazul 2: ULU (adica: unghi-latura-
unghi) si cazul 3: LLL (adica: laturd-laturi-laturd). |

Observatia 1. Dupa ce am stabilit ci doud triunghiuri oarecare J‘
sint congruente (conform unuia dintre cazurile de congruenta), putem |
descoperi restul elementelor care sint, respectiv congruente, tinind |
seamd s de faptul ca: la laturi congruente se opun unghiuri respectio
congruente si, invers, la unghiuri congruente se opun laturi respectiy
congruente. g ,

Observagia 2. Intr-un triunghi avem de considerat sase elemente * |
principale, si anume: cele trei unghiuri si cele trei laturi. Este su-
ficlent sa constatdm, in doud triunghiuri oarecare, congruenfa a trei
dintre aceste elemente, alese in mod convenabil, dintre care cel putin
un element s& fie latura, pentru a putea afirma congruenta celor
doud triunghiuri oarecare 1, in particular, congruenta celorlalte trei
elemente. |

Cazurile de congruentd a triunghiurilor oarecare asiguri , alegerea
convenabila“ din doud triunghiuri a trei dintre elementele principale.
Oricare alta alegere din doua triunghiuri a trei elemente congruente
sau a unui numdr mai mic de ,,trei“ elemete congruente nu ,asigurd
congruenfa celor dou# triunghiuri si, ca urmare, nici congruenta
celorlalte elemente. ,

Aplicaia 1. In figura 143, la triunghiurile ABC si A'C'B’ sint
marcate elementele ,respectiv congruente. Se cere si precizam daca
triunghiurile desenate sint congruente. Conform  indicatiilor de pe
figurd, putem afirma cé triunghiurile ABC si A’C’B’ sint congruente
conform cazului 1 de congruenta (LUL) '
si seriem A ABC= AA'C’'B’  (in a- 4
ceastd ordine). Ca urmare; si celelalte A
»trei“ elemente, care nu sint marcate - il
pe figura, sint ,respectiv* congruente, c . i)
adicd in aceastd congruentd ele se B |
corespund astfel: [BC|=[C'B’'], B=
=S C s C=< B, B gt |

Aplicatia 2. Despre triunghiurile Fig. 143 l
din figura 144 ni se dau urmatoarele : il
informatii: [BC] = [C;4,], XC =¥ A, si ¥ B=XC,. Se cere si |
stabilim daca A ABC= A A,B,C,. |

Pentru usurinta intelegerii, marcim pe figurd elementele res- Ik
pectiv congruente (fig. 145) pentru a cerceta dacd ele ,convin® vre- |
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[ . c,
- A]
i ; A,l 5
A B B

¥ 8
Fig. 144 Fig. 145
| unuia dintre ,cazurile de congruen’pa Réagpunsul este afirmativ;
triunghiurile sint congruente, conform cazului 2 de congruenta
(ULU), si scriem A ABC= A B,C;A, (in aceastd ordine.) Ca urmare
gl celelalte ,trei elemente“, care nu smt marcate pe figurd, sint ,res-
pectiv congruente, adicd [AB]=[B,C,], [AC]=[B4,] si L A=
=908
~ Aplicagia 3. Despre doud triunghiuri, MV P s1 QRS, se dau urma- .
toarele informatii: [MN]=[RQ]; [MP]=[RS] s1 [NVP]=[QS]. Sa
se precizeze dacd trlunghmrl]e sint congruente.
Ne folosim de un desen. Dese-

nam mai intii triunghiurile MN P

M 1 ROS ;marcim pe figurd semnele -
pentru a indica congruentele date,
s apol cercetam dacad acestea sint

suficiente pentru a afirma con-

Fig. 146 gruenta triunghiurilor (fig. 146).

Constatam c# elementele care se corespund realizeazd o con-

gruentd a triunghiurilor, §1 anume cazul 3 de congruenta (LLL),
deci A MNP = /A RQS (in aceastd ordine).

Restul elementelor, ,respectiv® congruente, vor fi perechile de

unghiuri omoloage si anume: X M = SRy SN =005 40 P= 8.

@ 13. Exercitii

1. In ,perechile* de triunghiuri din figura 147 sint marcate elementele con-

- gruente (pentru a simplifica notatia, triunghiurile ,dintr-o pereche” au fost notate:

pentru prima pereche: 7, st 1’1, pentru a doua pereche: T, si T', etc). Stabiliti

| care triunghiuri sint congruente gt indicati cazul de congruent,é in care se inca-
dreaza.

| .

| i ﬁ

= NG Q
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: b/ Z

]

~
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5
g .
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a 7 .
¥ f/’ .
A J g’ Fig. 147
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7 7 : %{ 7 |‘.
g h g L Fig: 147 ‘ |

2, In figura 148, triunghiurile din fiecare pereche au cite douﬁie]emen&e
corespondente, care sint respectiv congruente, conform semnelor de pe figura.
Precizati informatia suplimentard necesard penfru a se putea aplica cazul de con-
gruentd specificat in fiecare din situatiile ce urmeazd:

In figura 148, @ pentru: a,) ULU; a,) LUL. In figura 148, b, pentru: b,)
LUL; b,) LLL. 1n figura 148, ¢ pentru; ¢,)LUL;c,) ULU.

( c’
A, ’ |
‘ \)Ag A] e Il
_ TR, Sl i
A L— A B'! 1

a A, b y ‘
4 |
p ’ 7 2 |
: M ,vf//\p’
c

3. In triunghiurile din figura 149 sint marcate elementele congruente. Scme’t_ﬁ
care triunghiuri sint congruente (specificind cazul ae congruentd) si care sint , toate
elementele ,respectiv congruente. \

{ Al |
‘ A
4 c P .
N e s |
B ; M 3 P’ I
8 i |
% N
g 6 a ¥ G, SI ‘ ‘:
Z £ I
R \/ |
2 |
E I
a F’ /?i |
£ :

7 |
Fig. 149 |
4. Ce relatie trebuie si existe intre elementele unui triunghi 4 BC, pentru (i
a fi posibile simultan congruentele A ABC = A A'B'C' si AABC=NA'B'C'? .
5. De ce doud triunghiuri care au doud laturi si unghiul opus uneia din ele ‘|

\,,
JI}%

Fig. 148 ‘

respectiv congruent nu sint neapérat congruente?

6. Se dau: un triunghi ABC, un punct D (diferit de punctele 4, B si C)
i 0 semidreaptd cu originea in D. Si se construiascd un triunghi congruent cu ‘
A ABC, care sa aibd punctul D drept unul din virfuri, iar una dintre laturi si se ‘|

\
|
gaseascd pe semidreapta datd. Dati mai multe solutii folosind diferite cazuri de ‘M-?
congruenta. |
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7. In urmitoarele desene sint marcate ,elementele” respectiv congruente.
a) Sint congruente unghiurile C si V? De ce? (fig. 150, @). b) Sint congruente un-
ghiurile 4’ si M'. De ce? (fig. 150, b).c) Sint congruente laturile [RS] si [s'7T7°
De ce? (fig. 150, ¢).

y2 7 7 7
< VAO° 87/ 4

23. METODAY TRIUNGHIURILOR CONGRUENTE

De multe ori, pentru a dovedi ca doud segmente (sau doud un-
ghiuri) sint congruente cfutam sd incadram segmentele (sau unghiu-
rile) respective in doud triunghiuri a céror congruentd poate fi de- |
monstratd, astfel incit segmentele (5au unghiurile) in discutfie sa fie
elemente omoloage.

Exemplul 1. in figura 151, in care AD N BE = {C}, au fost
marcate segmentele congruente: [AC]= [CD] sl [BC]=[CE]. Ne
intrebam daca segmentele [AB] si [DE] sint congruente.
ncadram cele doudi segmente in doud

A ; A : ;
triunghiuri alese ,,convenabil“ pentru stabi-

€ - lirea congruentei lor, si anume A ACB i

A DCE; ele sint congruente conform cazului

8 D 1 (LUL) caci [AC]=[CD] si [BC1=[CE]
Fig. 151 (din notatiile ficute pe figurd), iar 5X ACB =

= X DCE (fiind unghiuri opuse la virf); asadar AACB = ADCE (in
aceasti ordine). De aicl rezultd congruenta ,celorlalte” elemente ale
triunghiurilor: ¥ CAB = < CDE; ¥ ABC =¥ DEC si, in special, cea
a segmentelor care ne intereseaza ([AB] si [DE]). Deci [AB]=[DE].
Exemplul 2. In figura 152, in care
AC 0 BD = {E}, au fost marcate un-
ghiurile congruente 3X. DAB =3 CBA i
X EAB ¥ EBA. Ne intrebam dacd seg-
mentele [DB] i [CA] sint congruente.
A : B Alegem triunghiurile ADB i BCA,
Fig. 152 care contin segmentele [DB] si [CA]

1) Cuvintul , metodd* vine din limba greaca: methodos = mijloc, cale, mod de

- gercetare.
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. Aceste triunghiuri sint congruente, conform cazului 2 (ULU), _ ‘
deoarece: [AB] este laturi comund celor doud triunghiuri, iar
unghiurile ,aldturate laturii [ AB] sint congruente: X DAB =
= X CBA si X DBA =¥ CAB, conform indicatiilor date in. desen, ‘

’ deciy, A DAB= A CBA (in aceasti ordine); rezultd congruenta ‘
celorlalte elemente care sint omoloage: [DA]=[CB], £ ADB = ‘ |

| = ¥ BCA si, in special, cea a segmentelor care ne intereseazd, [DB] = |

| E[CA]. ; . I I

Exemplul 3. Desenim doudl cercuri concentrice, de raze diferite it
(fig. 153). Stiind ca X AOB = X COD (A si C puncte ce aparfin cer- ' |
cului de razid mai mica, iar B gi D puncte ce aparfin cercului de raza
mai mare), ne intrebam dacid segmentele [A B] s1[CD] sint congruente.

Segmentele [A B] s1 [CD] sint laturi in triun-
ghiurile 0A B si0CD. Cercetind aceste triunghiur,
constatam ca: [0A]=[0C], fiind raze in cercul
mic, [0 B]=[0D], fiind raze in cercul mare. Agadar,
cele doud triunghiuri au cite doua laturi respectiv
congruente. Cum X AOB = ¥ COD, din datele
initiale ale problemei, rezulti ca cele doud tri-
unghiuri sint congruente conform cazulm 1 de
congruentd (LUL), si seriem: A AOB= A COD Fig. 153 |
(in aceastd ordine). De aici rezultd ca sint con- \
gruente si celelalte elemente, unghiuri si laturi, care sint omoloage: |
XOAB=¥0CD, ¥ ABO= X (DO, s, in special, segmentul care It
ne intereseazi, [A B] =[CD]. : |

@ 14. Exercitii

1. In figura 154,0 stim cd [AB]=[BC]=[CD]=[DA]. Sint congruenteA
unghiurile B s1 D? De ce? | |
" In figura 154, b stim ci [MN]=[NP]=[PQ]=[QM]. Sint congruente il
unghiurile M si P? De ce? =l = l |
In figura 154, ¢ stim ci [A'D']) =[B'C’] i [A'B]=[D’'C’]. Sint congruente | |
unghiurile A’ g1 C'? De ce? Il

A

D QNP D/ : ‘
}]
|
B e / A,N ‘
, b e

Fig. 154 |
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2. In figura 155, stim ci L CAD =L BDA 4i I DCA =3 ABD.
Sint. congruente segmentele [AC] s1 [BD]? De ce?

q

e U

8 = (8

3. In figura 156, ‘-tlﬂl cd 3 MPN =3 NQM; X QNP=3l PMQ i
| PN]=[QM]. Sint congruente segmentele [M P] si [QN]? De ce?

4, In figura 157, punctul O este piciorul medianei wwspun?dtndre laturii
[BD] in triunghiul ABD punctele 4,0, C sint mlmea;e §i 3L BDC = ¥ DBA
Sint congruente seﬂ’mentele [DC] st [BA]" De ce?

5. In figura 168, stim cd 3 SQR = L QST si [SR] =[QT]. Sint congruente
segmentele [QR] si [S T]? De ce?

6. In figurile 159, a si b [NQ este bisectoarea unghlulul MN P, iar [QN este
bisectoarea unghiului MQP Stabiliti daca in fiecare din cele doud figuri existd
cite ,,0 pereche* de segmente cnngluente

" q- /\\ ¢
e

N P P
b :

_ 7. In figura 160, cercurile de centre O, si O, au raze diferite si doud puncte
comune A si B. Sint congxuente unghiurile 0 A 0 gi 0, BO,? De ce?

\\\\Q‘N Fig. 156

8

a Fig. 159

8. In figura 161, stim cd semidreapta [OC este bisectoarea unghiului AOB
si ci[0A] =[0B]. Sint “congruente unghiurile 0AC si OBC? De ce?

9. In triunghiurile ABC si DEF gtim ca urmétoarele afirmatii sint adevirate:
a) AC = DF =30 em, B€ = FH =37 em, m (S5.C) = m (= F) = 502 si
m (I B) = 20°. Este adevirat cd m(9Z £) = 22°7
b) [AC] =[DF], m (£ €) = m (X F) '=20° m (¥ 4) = m (I D) = 80° si
CB = 27 cm. Este adevdrat cd FE = 30 cm? :
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\
¢) [AC]=[DE],[AB]=[FE];[BC]=[DF] i m (3 A) = 40°.- Este ade- ‘ ‘
virat cd m (9 E) = 50°? _ |

Justificati raspunsurile. ‘ I i

10. In triunghiul A BC stim c& urmitoarele afirmatii sint adevirate: M c(AB), ‘ |
- Ne (AC), BNNCM = {-P}, [BP]=[CP] si [MP]=[NP]. Este adevirat ci ‘i ,
[BM]=[CN]? Justificati rdspunsul. |
11. In triunghiul MNP stim ci urmitoarele afirmaiii sint adevirate:
A€ (MP), Bc (NP), [PA]=[PB] si ¥ PAN = PBM. Cercetati daci:
a) [NP]=[MP];b) L ANB=3 BMA,c)[AM]=[BN]. Justificati raspunsurile.
| 12. In triunghiul ABC, m (JC A) = 90°, AC =4 cem, AB=3cm. Fie McCA |
(A intre C' st M) st N € AB (B intre A gi V) astfel incit AM — 3 ¢m §i BN = 1 cm. I
Cercetati dacd: a) [MN]=[BC]; b) 3T MNA = X ABC.
13. Fie ABC un triunghi oarecare cu m(Z A) < 90°. Perpendicularele in i
punctul A pe dreptele AB si AC contin respectiv punctele M gi N astfel incit
[AM]=[AB](M si C in semiplane opuse determinate de dreapta AB) si [AN] = |
=[AC] (N s1 B in semiplane opuse determinate de dreapta AC). Cercetati daci |
[MC) =[NB]. ‘
14. In exteriorul triunghiului oarecare ascutitunghic MNP sint neonstruite |
triunghiurile echilaterale MNO si M PR. Cercetsti daci [0 P] = [NR]. il




PARTEA A DOUA
GEOMETRIA BAZATA PE DEMONSTRATiI!

24. PROPOZITII MATEMATICE. AXIOMA2), TEOREMA®

In studiul de pind acum al geometriel ne-am folosit foarte mult
de intuifie. De acum incolo ne vom baza, in stabilirea de noi proprie-
tafi ale figurilor geometrice, intr-o mal mare masuri pe judecatd
(rationament). Desigur c& gi in expunerea de pind acum am folosit
elemente de rationament in stabilirea proprietatilor figurilor geome-
trice, de exemplu la congruenta unghiurilor opuse la virf, dar rolul
principal l-a avut evidenta desenului.

Punctele principale de plecare ale judecatilor pe care le vom face
in viitor vor fi cele trei cazuri de congruentd a triunghiurilor oarecare.
Scopul pe care-l vom urmari va fi acela de a forma si dezvolta ratio-
namentul geometric si de a deduce cu ajutorul lui proprietitile cele
mai importante ale figurilor geometrice.

In matematicd (deci si in geometrie) se intilnesc unele propozitii
care exprimd adevaruri ce se admit fird demonstratii si care se nu-
mesc axiome ; spre exemplu: ,Prin doud puncte distincte (diferite)
oarecare ,trece“ o singurd dreaptd (axioma dreptei).

Propozitille matematice care exprima adeviiuri ce trebuie si
fie dovedite se numesc teoreme; de exemplu: ,,Doud unghiuri opuse
la virf sint congruente.“ e

In enuntul oricirei teoreme deosebim dous parti: ipoteza® sau
premisa®, care este formata din toate faptele pe care enuntul teoremei
le ,,presupune* adevérate, si concluzia®, care este formati din ceea ce
enunful teoremei afirmd ca se poate deduce din ipotezi.

In exemplul de mai sus, ipoteza este: ,doui unghiuri sint ‘opuse
la virf“, iar concluzia: ,aceste unghiuri sint congruente®.

Y Cuvintul ,demonstrafie“ vine din limba latind: demonstratio = dovedire.
2 Cuvintul ,aziomd“ vine din limba greacdi: axioma = opinie, tezd admisi.
(Termenul a fost folosit, incepind din sec. 6—5 f.e.n. de citre matematicienii din
gcoala lui Pitagora.)

# 3) Cuvintul ,feoremd“ vine din limba greacd: theorema = examinare, cer-
cetare. (Termenul a fost folosit pentru prima datd de filozoful grec Aristotel, in
sec. 4. f.e.n.). :

) Guvintul - ,,ipotezd“ este compus din doud cuvinte provenite din limba
greacd: hypo = sub si thesis = punere.

% Cuvintul ,,premisd* vine din limba latind: praemissus = pus inainte, ante-
rior.

® Cuvintul ,,concluzie vine din limba latini: conclusin = incheiere.
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In unele cazuri teoremele sint enuntate sub forma unor pro-
‘pozifii ipotetice (conditionale) — ipoteza incepe cu cuvintul ,daca®,
lar concluzia cu cuvintul ,atunei. Cum teoreme se intilnesc nu numai
in geometrie, ci si in aritmetici sau algebra (in matematica, in gene- |
ral), vom da un exemplu de teoremi prezentatd sub forma unei pro- |
pozifil ipotetice (conditionale), intilniti la aritmetici in clasa a V-a:
»Dacd un numar este divizibil prin 2 g1 prin 3, atunci el este divizibil
prin 6. Se retine cu usurin{d ci ,un numir este divizibil prin 2 gi
prin 3 este ipoteza, iar el este divizibil prin 6 este concluzia.

Teoremele trebuie si fie ~demonstrate”, adici adevarurile din
concluzie trebuie si fie ,dovedite® cu ajutorul unor ,argumente®
care sint adevirurile din ipotezi si alte adeviruri (axiome sau teo-
reme demonstrate anterior).

Daca se schimbd intre ele ipoteza i concluzia unei teoreme, |
se ob{ine o noud propozifie, care se numeste propozifie reciprocd®.
Spre exemplu, pornind de la teorema enungati mai sus, vom putea
formula urmatoarea propozitie reciprocd: ,Dacd un numir este divi-
zibil prin 6, atunci el este divizibil prin 2 si prin 3“. Se poate recu-
noagte ugor cd aici ipoteza este: ,un numir este divizibil prin 6
(ceea ce reprezenta concluzia teoremei enunfate anterior), iar: el
este divizibil prin 2 si prin 3“ este concluzia (ceea ce reprezenta ipoteza
primei teoreme).

Vom observa ci, daca o propozitie (teorema) este adevaratd, nu
~ Inseamnd neapérat ci si reciproca ei‘este adevarati. De exemplu, am
- demonstrat, la pagina 83 ci: , Daci doud unghiuri sint opuse la virf,
atunci ele sint unghiuri congruente*. »Reciproca® el ar afirma eca:
,Dacd doud unghiuri sint congruente, atunci ele sint opuse la virf“.
Aceasta din urma propozitie este falsa, deoarece concluzia ei nu este
intoldeauna adevdratd. Pentru a dovedi falsitatea ei este suficient s
dim un singur exemplu din care si rezulte aceasta. Dacd vom
privi — spre exemplu — unghiurile RQS si TSQ din figura 158 (pag.
58), care sint congruente, ne vom da seama imediat ci ele nu sint I
opuse la virf. Un exemplu care aratd ci uneori concluzia unei propo- |
zitli nu este adevdratd se numeste contra exemplu. |

De asemenea, in clasa a V-a s-a demonstrat ca: ,Daca fiecare ]
termen al unei sume de mai multe numere naturale este divizibil : IM
printr-un anumit numar natural, atunci g1 suma va fi divizibila prin |
acel numér natural“. , Reciproca® acestei propozitii ar afirma ci:
»Dacd o suma de mai multe numere naturale este divizibila printr-un
anumit numar natural, atunci fiecare dintre termenii sumei va fi
divizibil prin acel numir natural®. Dovedirea falsitatii acestei pro-
pozitii reciproce nu comporta nici o dificultate, prezentind un singur
exemplu care s& contrazici ,concluzia®, '

|
|
% Cuvintul ,reciproci“ vine din limba lating: reeiprocus = care se intoarce \ ‘H
de unde a venit, care inverseazi.




L

Se obignuieste ca, fatd de teorema reciprocd, teorema inifiali
88 se numeasca teoremd directd. Se mai spune cd cele doui teoreme
sint una reciproca celeilalte, ceea ce inseamnia ci oricare dintre ele
ar putea fi consideratd ca teorema directa.

Daca atit o teorema directd, cit 51 reciproca ei sint ambele ade-
varate, atunci le putem concentra intr-o singurd teorems, folosind
in formularea enuntului expresia ,dacd si numai daci“. Iati un
exemplu: , Un numar este divizibil prin 6 daca si numai daci el este
divizibil prin 2 gi prin 3“. Pentru demonstrarea unei astfel de teoreme
trebuie si facem, de fapt, doui demonstratii: si demonstrim sl
directa, si reciproca.

In lectiile ce vor urma vom intilni si exemple de astfel de teo-
reme cu adeviruri din domeniul geometriei.

Sint si situatii cind o teorema (propozitie) poate sd admitd mai
multe reciproce. Aceasta se intimpla atunci cind ipoteza sau con-
cluzia teoremei (propozitiei) date (sau chiar ambele) contine (contin)
doud sau mai multe afirmatii (parti). In acest caz, numim propozitie
reciprocé a unei propozitii date, acea propozifie in care Lpoteza este
formatd din concluzia propozitiei date (sau numai din o parte a con-
cluziei) si o parte din ipoteza propozitiei date, iar concluzia este for-
matd din partea ramasa a ipotezel propozitiei date (s1 ceea ce a mai
ramas din concluzia propozitiei date).

Facem precizarea ca, daci reciproca unei teoreme este o propo-
zitie falsd, atunci aceastd reciproci nu este o teoremd g1 deci teorema
datd nu admite ,teoremid reciproci“.

Pentru exemplificarea celor de mai sus, sa consideram urmitoarea
propozitie:

»Dacd punctele C si D sint de q parte si de alta a dreptet AB
s1 [AC]=[BC] si [AD]=[BD], atunci A ACD = A BCD“.

Ipoteza acestei propezitii contine urmaitoarele afirmatii (ade-
varuri): (1) Punctele C s1 D sint de o parte si de alta a dreptei AB;
(2) [AC1=[BC(]; (3) [AD]1=[BD].

Concluzia afirmi cd in aceastd situatie triunghiul ACD este
congruent cu triunghiul BCD, adici congruenta: (4) A ACD = A BCD
este intoldeauna adevdratd.

Nu este greu si demonstrdm ca propozifia
de mai sus este adeviarata, deoarece triunghiurile
ACD si BCD (fig. 162) sint congruente, conform

0
4< g cazului 3 de congruentd a triunghiurilor oarecare

(LLL).

Deoarece ipoteza propozitiei de mai sus con-
tine mai multe afirmatii (3 la numir), este posi-
bila formarea mai multor propozitii reciproce.

) Cum formuldm reciprocele propozitiei de mai sus?
Fig. 162 Vom schimba, pe rind, afirmatiile din ipoteza cu
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cea din conculzie sau intreaga ipotezd cu concluzia. Obtinem urma-
toarele ,reciproce” ale propozitiei date:

. Reciproca 1: ,Daca punctele C gi D sint de o parte si de alta a
dreptei AB, A ACD =/ BCD si[AC]=[BC(], atunci [AD] =[BD]".

Demonstrim cu usurintd ci aceastd reciproci este adeviratd, -

observind cd din congruenta triunghiurilor ACD si BCD (fig. 162),
in care [CD] =[CD] (latura comund) si [AC]=[BC] (din ipotezd),
rezultd ca 1 [AD] = [BD].

- Reciproca 2: ,Daca punctele C gi D sint de o parte si de alta a
dreptei AB, A ACD = A BCD si[AD]=[BD], atunci [AC] = [BC]".

- Demonstratia este aseminatoare celei precedente. Concluzia este
intotdeauna adevdratd, laturile [AC] si [BC] fiind laturi omoloage in
triunghiurile congruente ACD si BCD.

Reciproca 3: ,Daca A ACD=A BCD, [AC]=[BC] si [AD]=
= [BD], atunci punctele C si D sint de o parte gi de alta a dreptei A B“.

Reciproca este o propozitie falsi. Pentru a dovedi acest lucru

folosim ,metoda contra exemplului®. Respectind toate conditiile din
ipoteza acestel reciproce, putem construi triunghiurile congruente
ACD 1 BCD cu virfurile C si D in acelasi semiplan determinat de
dreapta AB (fig. 163). Aceastd constructie aratd cd uneori concluzia
propozitiel reciproce este falsd; din acest motiv spunem cid propozitia
reciprocd 3 nu este adevaratd (este falsi).
Reciproca 4: ,Dacd A ACD=A BCD, atunci punctele C si D
sint de o parte si de alta a dreptei AB,[AC]1=[BC(] si [AD]=[BD]“.
51 aceastd reciproca este o propozifie falsa. Trebuie si spunem,
de la inceput, cd, dacd in concluzia unei propozitii sint mai multe
afirmatil (partl) si dacd mdcar una dintre ele uneori nu este adevdratd,
atunci propozitia este falsa.
' n cazul acestel propozitii reciproce, concluzia ei confine trei
afirmafii (pérti). Afirmatiile [AC]=[BC] si [AD]=[BD] din con-
cluzie sint intotdeauna adevérate, deoarece laturile [AC] si [BC],
precum §i [AD] si [BD] sint laturi omoloage »
in triunghiurile ACD §i BCD, despre care ipo- -
teza afirma cd sint congruente. Afirmatia din
concluzie ci ,punctele C'si D sint de o parte
si de alta a dreptei A B“ uneori nu este adevd-
ratd, deoarece putem construi triunghiurile con-
gruente ACD si BCD cu virfurile C si D in

acelast semiplan determinat de dreapta AB
(fig. 163). Fig. 163

@® 15. Exercitii

1. Desprindeti, din enunturile de mai jos, ipoteza de concluzie, scriind in
caietele. voastre: ,ipoteza este...; concluzia este...“.

a) Dacd doud unghiuri ascutite sint congruente, atunci ele au acelasi com-
plement. b) Dacd doud unghiuri sint suplementare, atunci unul este ascutit si celi-
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lalt obtuz, sau ambele sint drepte. ¢) Daci doud unghiuri sint_congruente gi suple-

mentare, atunci fiecare dintre ele este un unghi drept. d) Dacd doui unghiuri,

| ambele diferite de unghiul nul, sint complementare, atunci fiecare dintre ele este

| ascutit. e) Unghiurile congruente au acelagi suplement. f) Doui unghiuri congru-
ente s1 complementare au ca misurd fiecare cite 45°.

2. Reformulati fiecare din enunturile de mai jos, folosind propozitie 1po-
teticd (conditionald) (,dacd..., atunci...”): -

a) Doud unghiuri opuse la virf sint congruente. b) Suplementele unghiu-
rilor congruente sint congruente. ¢) Complementele unghiurilor ascutite st con-
gruente sint congruente. d) Doud unghiuri ale cdror masuri au acelasi complement
sint congruente. e) Doud unghiuri ale cdror midsuri au acelasi suplement sint

| congruente. f) Doud unghiuri care sint drepte sint congruente.
| 3. Fiind date propozitiile de mai jos, formulati reciprocele fiecireia dintre
ele. Stabiliti apoi, dacd propozitiile veciproce sint adeviirate sau false.

a) Dacd vizitezi Australia, vezi canguri. b) Elevul care are hepatitd este
grav bolnav. ¢) Daci afard ploud, cind plec de_acasi imi iau umbrela, d) Elevul
silitor are succese la invidtdturd. e) Dacd numdrul format din ultimele doud cifre
ale unui numdr natural este divizibil cu 4, atunci numirul natural considerat este
divizibil cu 4. f) Dacd suma cifrelor unui numér natural este divizibild cu 9, atunci
numdrul natural considerat este divizibil cu 9. g) Dacd un numir natural diferit
de O este divizibil prin 9, atunci el este divizibil si prin 3. h) Doua drepte care au
cel putin douvdl puncte diferite comune sint drepte identice. i) Fie unghiurile
diferite A gi B congruente gi complementare. Méasura lor comund este de 45°.
j) Doud unghiuri ascutite si congruente au acelagi complement.

25. PROPRIETATILE TRIUNGHIULUI ISOSCEL

Am definit, la pagina 45, triunghiul isoscel. Ne propunem acum
sd Invitdm cum se construieste un triunghi isoscel si s studiem apoi
»proprietatile® lui. : ‘

Pentru a construi un triunghi isoscel putem proceda astfel:
desenim un segment oarecare [BC], care va fi baza triunghiului
(fig. 164,a). In continuare, apreciind din ochi, deschidem compasul
mai mult decit jumitate din lungimea segmentului [BC], fixam acul
compasulul in punctul B gi descriem un cerc. Apoi, mutam acul com-
pasului in punctul C gi, cu aceeasi deschidere, descriem un alt cerc
81 notdm punctele de intersectie a celor doud cercuri — de exemplu
A gt A’ (fig. 164, b). Triunghiurile 4 BC si A’BC sint. ambele isoscele
deoarece [AB]=[AC] si [A’B]=[A’C], deschiderea compasului ne-

~ A _— A

- e S n——!‘“ 8 c
[AB] = [AC]
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modificindu-se in timpul efectudrii constructiei (cele doud cercuri .i
au aceeagirazi). latd deci ca A ABC este un triunghiisoscel (fig. 164,c). |
Observam, din figura 164,b, cd pentru a gési punctele de inter-
sectie a celor doud cercuri cu centrele in B si C nu este nevoie s
desendm cercurile in intregime. |

Sa ne punem acum intrebarea: ,intr-un triunghi isoscel (luat - |‘
la intimplare din mulfimea tuturor triunghiurilor isoscele) existd |
doud unghiuri congruente? Dacd existd, care sint unghiurile con- =l
gruente?“ Sau, altfel spus: ,un triunghi isoscel are ,proprietatea® de
a avea doud unghlurl congruente ?“ Dacé da, atunci care sint unghiu-
rile congruente?

Raspunsul la aceastd intrebare il da urmatoarea |

Teoremdi. Dacd un triunghi este isoscel, atunci unghiurile -
opuse laturilor congruente sint congruente. |

Ipoteza acestel teoreme ne spune cd existd un trlunghl pe care |
sa-1 notam, de exemplu, A ABC, si cd acest triunghi este isoscel,
de exemplu [AB]=[AC].

Concluzia teoremei ,afirmd“ cd, in ,conditiile date“, unghiurile
care se opun laturilor congruente sint gi ele ,tot congruente“, adica
XC=XB |

Despre aceastd afirmatie nu sintem incd siguri dacd este sau L
nu este adevarata. \‘

Capatam convingerea ci unghiurile ,de la baza“ triunghiului |
isoscel sint congruente numai dupd efectuarea unel demonstratii,
(asa cum se spunea si la pagina 61), adica folosind un rationament in
urma ciruia se va pune in evidenta aceastd proprietate a triunghiului
isoscel. De asemenea, gindim ca judecatile pe care le facem pe acest
triunghi A BC sint adevarate pentru oricare triunghi, luat la intim-
plare din mulfimea triunghiurilor isoscele. |

Prezentam, mai jos, ipoteza, concluzia gi demonstratia acestel
teoreme, astfel. i ‘

“ ' \
Ipoteza  Concluzia .
A ABC, X C=xB. ‘ H
[AB]=[AC]. il
Demonstrajia - Bt ¢ Fig. 165 | !|

D

unghmlul A (semidreapta [AD ), care se intersecteazd cu latura [BC]
in punctul D (fig. 165). In acest fel, 1a wdatele cunoscute continute

|
|
\
Folosim o ,constructie ajutétoare“ : considerdim bisectoarea ‘
|
\
:

+ Uneori, pentru demonstrarea unor teoreme sau rezolvarea unor probleme '
de geometrie, este necesard efectuarea anumitor constructii geometrice suplimen- ‘
tare datelor din ipotezd, care ajutd la demonstrarea teoremei sau rezolvarea pro-
blemei, din care cauzd ele se numesc consiructii ajuidtoare.

|
i
|
5 — Matematici—geometrie, cl. a Vi-a _ 65 I{ ‘




in ipotezd, am ad#ugat, prin constructia facuta, gi: ,D € (BC) si
X BAD= X CAD*“. Cu alte cuvinte constructia ajutidtoare a com-
pletat ipoteza. ‘

In continuare, pentru-a demonstra ¢ ¥ C = % B, folosim , me-
toda triunghiurilor congruente“. Ne fixam atentia asupra triunghiu-
rilor ADC si ADB, in care putem serie:

[AC]=[AB] (din ipotezd);

X CAD =X BAD (din constructia ajutdtoare);

[AD] =[AD] (laturd comuna).

Putem afirma, conform cazulul intii de congruentd a triunghiu-
rilor oarecare (LUL), cd triunghiurile ADC i ADB sint congruente
(A ADC= A ADB)si,ca urmare, conform-observatiei 1 de la pagina 53
(in triunghiurile congruente, la laturi congruente se opun unghiuri
respectiv congruente §i invers, la unghiuri congruente se opun latury
respectiv congruente ), rezulta ca gi '

(1) <X ADC = X ADB {pentru ca se ,opun“ laturilor congruente

[AC] §i [AB));

(2) [CD]=[BD] (pentru ci se “opun® unghiurilor congruente
CAD si BAD); : _

(3) L C= X B (pentru ca se ,opun“ laturili comune [4D]).

Aceastd din urma congruentd reprezintd tocmal concluzia teo-
remel. Demonstratia teoremei este deci terminatd. Afirmatia confi-
nutd in concluzia teoremei a fost doveditd ca fiind adevarati.

Se obignuiegte ca la sfirgitul unel demonstratii sd se noteze
initialele: ,q.e.d.“? sau ,c.c.t.d.“® '

Din acest moment avem convingerea Cca:

a) existd un triunghi care are doui unghiuri congruente, si
anume triunghiul isoscel ABC, iar unghiurile congruente sint cele
care se opun laturilor congruente;

b) nu numai triunghiul isoscel ABC are aceastd ,proprietate®,
ci gi ,toate” triunghiurile isoscele au aceastd ,proprietate”. Sa retinem
deci ceea ce, de fapt, am spus si mai inainte cd o teoremd afirma ceva
nu numai despre o singura figurd geometrica, ci despre toate figurile
geometrice care indeplinesc ,conditiile* din ipoteza.

Observatia 1. Din congruenta triunghiurilor ADC i ADB (fig.
165) a rezultat si congruenta (1) (X ADC = X ADB). Cum aceste
unghiuri congruente (ADC si ADB) sint i adiacente (au virful comun

"D si o laturd comuna [DA] ) si suplementare (unghiul CDB fiind un

anghi alungit), rezultd ci ele sint unghiuri drepte (AD L BC). Con-

1 Initialele ,g.e.d.“ constituie prescurtarea cuvintelor din limba latina:
quod erat demonstrandum = ceea ce era de demonstrat (cuvintul ,quod“ se pro-
nuntd ,,cvod“). ; ‘

2 [nitialele ,¢.c.f.d“ constituie prescurtarea expresiei roménesti: ,ceea ce
trebuia demonstrat®.
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statdm deci cd bisectoarea [AD contine si indltimea. Acest adevar
constituie o noud proprietate a triunghiului isoscel. Aceastd proprie-
_ tate o formulidm cu ajutorul teoremei urmaitoare.

Teoreméi. Dacd un triunghi este isoscel gi se considerd hisec-
toarea unghiului de la virf, atunei aceastd bisectoare este si inaltimea
corespunzitoare bazei.

Folosind triunghiul isoscel din figura 165, ipoteza §i concluzia
acestel teoreme pot fi scrise:
Ipoteza Concluzia

A ABC, [AB]=[AC], AD 1 BC.

D € (BC), x BAD =X CAD. !

Demonstrarea teoremei s-a facut in cadrul observatiei 1.

Enuntul acestei teoreme mai poate fi ,scurtat astfel: ,Daca
un triunghi este isoscel, atunci bisectoarea unghiului de la virf include
si indl{imea corespunzatoare bazei“. -

Observatia 2. Tot din congruenta triunghiurilor ADC si ADB
(fig. 165) a rezultat si congruenta (2) [CD] =[BD]. Cum aceste laturi
congruente ([CD] si [BD]) se opun unghiurilor congruente CAD sl
BAD formate de bisectoarea [AD a unghiului din virful triunghiului
isoscel, rezultd ca bisectoarea [AD contine si mediana. Acest adevar,

care reprezintd o altd proprietate a triunghiului isoscel, il formulam

cu ajutorul teoremel urmétoare.

Teoremi. Daei un triunghi este isoscel, atunci bisectoarea
unghiului de la virf include si mediana corespunzitoare bazei.

Ipoteza si concluzia acestel teoreme se pot scrie astfel (folosind
tot figura 165):

Ipoteza . Concluzia

A ABC, [AB]=[AC], [BD] =[CD].

D € (BC), X BAD=XCAD.

Si -aceastd demonstratie a fost facuta!

Observatia 3. Cele doud proprietati ale triunghiului isoscel, puse
in evidentd mai sus, pot fi formulate intr-una singurd astfel: ,Daca
un triunghi este isoscel, atunci bisectoarea unghiului de la virf include
si inal{imea si mediana corespunzitoare bazei“. S-a ob{inut o noud
proprietate a triunghiurilor isoscele, descrisd de teorema urmaitoare.

Teoremi. Daci un triunghi este isoscel, atunci bisectoarea
unghiului de la virf este inelusi in mediatoarea bazei.
Folosind tot figura 165, ipoteza si concluzia teoremei pot fi scrise:

Ipoteza Concluzia
NABC, [AB]=[AC(], AD 1 BC,
D € (B€), ¥x BAD=xX CAD. ' [BD]) =[CD].

Demonstratia a fost facuti!
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Probleme rezolvate

Problema 1. In figura 166, punctele D, B, C, E sint colinea-
| re 1< DBA =X ECA. Sa demonstrim cé, in aceste conditii, triun-
| ghiul A BC este isoscel.

‘ Ca g1 in cazul teoremelor, datele cunoscute ale problemei consti-
tuie zpoteza problemel, iar cerinfele problemei constituie concluzia
problemei.

A rezolva o problemd inseamnd a demonstra, pe baza datelor din
ipotezd, a teoremelor anterior demonstrate, a altor adeviaruri sau
sconstructil deja cunoscute, c¢d afirmafiile din concluzia problemei
sint adevérate. 7 ;

Asadar, trebuie ca mai intii s fixdm ipoteza si concluzia.

In cazul problemei de fatd, afirmatia din ipoteza ca ,punctele
D, B, C, E sint colineare® trebuie completata cu ,informafiile” supli-
mentare ce rezultd din desen, privind pozitia punctelor (B este nte-
rior segmentulm (DC) si C mterlor segmenului ( BE)). In ceea ce pri-
veste aflrma!;la din concluzie c& ,,trmnghlul A BC este 1soscel” sintem-
nevoﬂ;l sd nu o explicitim in niciun fel deorece nu putem sti de la
inceput care dintre cele trel laturi ale triunghiului este baza.

Ipoteza . A Concluzia
| Be (DC), A ABC este isoscel.
| C< (BE), _
Ae DE, D E
X DBA=<xX ECA = . -
Fig. 166

Rezolparea. Punctele D, B, C fiind colineare, unghiurile DBA si
ABC sint adiacente gi suplementare (fig.166) si putem deci serie:

(1) m(< ABC) = 180° — m(< DBA).

Rat,iomnd in mod aseméanator, pentru punctele colineare B, C, E,.

constatam cé giunghiurile ECA si AC B sint adiacente si suplementare
si putem deci scrie:

(2) m(X ACB) = 180° — m(X ECA).

Congruenta din ipotezd (X DBA = ¥ ECA) ne permite sa scriem
cd m(X DBA) = m(X ECA).

Comparind relatiile (1) si (2) constatdm ca unghiurile ABC si
ACB au acelasi suplement, deci sint congruente (< ABC = X ACB).

In concluzie putem spune c& triunghul A BC, avind dous unghiuri
congruente (< ABC $1 < AC B), conform teoremei reciproce a trunghiu-
lui isoscel,este isoscel de bazid [BC] (g.e.d.)

Proplema 2. Daca D si E sint doua puncte situate pe prelungirea
bazel [BC] a unui triunghi isoscel ABC, astfel incit [BD]=[CE]
s1 punctele D gi C sa fie de o parte gi de alta a punctulul B, iar puncte-
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le B si E si fie de o parte'si de alta a punctului C, atunct triunghiul
ADE este isoscel.
A

Ipoteza - Concluzia
N ABC,. A ADE este isoscel.
[AB]=[AC],
Be (DC),
C< (BE), ‘ 7
[BD]=[CE]. D € El o figs 167

Rezolvarea. Folosim metoda triunghiurilor congruente. Ne fixdm
atentia asupra triunghiurilor ABD gi ACE (fig. 167).

Punctele D, B, C fiind colineare, unghiurile ABD si ABC sint
adiacente si suplementare gi putem deci scrie:

(1) m(¥X ABD) = 180° — m(3< ABC).

Punctele B, C, E fiind colineare, unghiurile ACE i ACB sint
adiacente si suplementare si putem deci scrie:

(2) m(X ACE) = 180° — m(<X ACB).

in triunghiul isoséel ABC ([AB]=[AC]), unghiurile de la baza
fiind congruente, putem scrie: , :

(3) m(X ABC) = m(X ACB). ;

Rezultd, din relatiile (1), (2) si (3), cd unghiurile ABD i ACE
au acelagi suplement, deci sint congruente.

(&) <X ABD = ACE.

Constatdm ca:

[AB]=[AC] (din ipotezd),
X ABD = X ACE (s-a demonstrat mai sus (4)),
[BD]=[CE] (din ipotezd).

Conform cazului 1 de congruentd a triunghiurilor oarecare,
putem afirma cd A ABD = A ACE.

- In aceste triunghiuri congruente, unghiurilor congruente ABD
si ACE 1i se opun laturi congruente ([AD] =[AE]). _
Conform definitiei triunghiului isoscel, rezulti ca A ADE eute
isoscel de baza [DE] (q.e.d.). .

Observati ci la rezolvarea acestei probleme am folosit , toate®:

adeviarurile din ipoteza, dar si alte adeviruri relative la: unghiurile
adiacente si suplementare, teorema reciproca a triunghiurilor isoscele,
unghiuri care au acelagi suplement, cazurile de congruen{d a triun-
ghiurilor oarecare, definifia- triunghiului isoscel.

@ 16. Exercitii §i probleme
1. Justificati de ce triunghiul PQR in care: PQ = 0,4 dm §i PR = 40 mm;

b) PQ.=5cm si RQ = 0,05 m; ¢) RQ =0,6 m §i RP = 60 cm; d) RP = 101 mm-

st QP = 1,01 m este isoscel.
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2. Folosind, pentru laturile unui triunghi, notatiile cunoscute, spuneti daci
. triunghiul A BC existd doud unghiuri congruente si care sint acelea: a) ¢ = 3 em,
b=7cm, ¢=0,7dm; b) a=5cm, =3 cm, ¢ =4cm; ¢) a =0,4dm, b —
=3cm, ¢ =40 mm; d) ¢ = 103 mm, b = 1,03dm, ¢ = 7 cm.

3. Construiti triunghiul 4 BC' cunoscind:

1) AB = AC = 3 cm si m (X BAC) de: a) 40°; b) 90°; ¢) 100°. Sint con-
gruente unghiurile B si C'? Justificati.

2) BC = BA = 4cm g m(3ZCBA) de: a) 50°; b) 90°; ¢) 95°. Sint con-
gruente unghiurile € si A? Justificati,

3) AB=25cm si m(3X BAC) =m(3Z ABC) de: a) 55°; b) 45°; c) 65.
Sint congruente laturile [CA] si [CB]? Justificati.

4) BC =3 cm si m(C ABC) = m(3 ACB) de: a) 50°; h) 45°; ¢) 35°
Sint congruente laturile [AB] si [AC]? Justificati.

4. Un triunghi isoscel ABC ([AB]=[AC]) are m(3Z BAC) = 30°. Fie
D € (BC), astfel incit m(3Z DAC) = 15°. Cercetati dacd: a) m(ILADC) = 90°;
b) [BD] =[DC). ; .

5. In triunghiul isoscel ABC ([AB]=[AC]), D este piciorul bisectoarei
unghiului BAC. S& se calculeze: a) m(3< B), dacd m(3< €) = 38°; b) m(3 BAC),
dacd m(9Z BAD) = 17°50’; c) perimetrul triunghiului ABC, daci AB = 7 cm sl
BC = 0,3 dm. ,

6. Se da triunghiul isoscel MNP ((MN]=[M P]) in care Q este piciorul
bisectoarei unghiului N M P. Sé se calculeze: a) lungimea segmentului [ NQ], dacé -
baza triunghiului are 9,4 ¢m; b) lungimea laturii [/ N], dacd perimetrul triunghiu-
lui este de 25 cm si lungimea segmentului [Q P] de 2,5 cm.

7. Se di triunghiul PQR in care[ PQ]=[PR]si T & (QR). a) Dacd 3L QPT =
=9 RPT si QR — 8dm, sd se giseascd lungimea segmentului [TR]. b) Daci
L QPT = ¥R PT, lungimea laturii [ PQ] este de 12 cm si cea a segmentului [Q T] cit

é din cea a laturii [ PR], sé se calculeze perimetrul triunghiului PQR. ¢) Dac

m(3< Q PR) = 64°32' si m(L TPR) — 32°16, si se calculeze m(3C BTa0).

8. Pe bhisectoarea unghiului A BC se ia un punct M. Stiind cd [BA] =[BC]
si cd punctele A4, M, C sint colineare, cercetati daci BM | AC.

9. In figura 168, stim cd [AB] =[AC]. Si se compare misura unghiului B,
cu cea a unghiului C,. .

A A
A
E
2 B D
> \l/ E
B B C
1 e D iz E
Fig. 168 7 Fig. 169 . Fig. 170

10. In figura 169 se stie cd [AB]=[AC]=[AD], X BAC =X CAD si
AC N BD = {E}. Cercetati dacd: a) 3 AEB= ¥ AED; b) [BE]= [ED];
¢) [BC] =[CD].

11. In figura 170 se stie cd punctele B, D, F, E, C sint colineare, cd [AB] =
=[AC], I BAD =L CAE§i 3L DAF = X EAF. Cercetatidaci: a) m(L AFB)=

— 90°; b) BF =% - BC; o) [BE]=[CD]; d) [AD] =[AE].
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12. Stim c# triunghiul 4 BC este isoscel ([AB]=s[AC]). a) Fie D € (4AB)
si E € (AC). S8 se compare unghiul ADE cu unghiul AED, dacid [DB]=[EC].
b) Fie D € (AB.si E € (AC, astfel incit B & (AD), C € (AE) si[BD] =[CE]. Si
se compare unghiul ADE cu unghiul AED. ¢) Fie D € (BA st E €(CA, astfel
incit A € (BD), A € (CE) si [BD] =[CE]. S& se compare unghiul ADE cu un-
ghiul AED. '

13. In triunghiul isoscel ABC (4B = AC =5cm), [AD este bisectoarea
unghiului BAC (D € (BC)). Stabiliti dacd: a) AD | BC; b) [BD]==[DC(]; c) BD=
—12— « BC; d) DC este 509, din BC.

14. In figura 171 se stie cd punctele B, D, F, E, C sint colineare, ¢d [AB] =
=[AC), 32 BAE= Y. CAD si ¥ BAF =3 CAF. Aflaji dacd: a) X DAF =
= EAF; b) 3 AFB =1 dr; ¢) punctul F este mijlocul segmentului [BC];
d) [AD] =[AE]

A

\

B £—y ,

D F E € pig a3 D e ¢
16. In figura 172 punctele B, D, E, C sint colineare §i[BD] =[AD] =[4E]=
=[CE]. Cercetati dacd triunghiul ABC este isoscel. ; :

16. fn figura 173, triunghiurile ABC si AMN sint isoscele ([AB] =[AC] i
[AM]=[AN]), iar 3 BAC =3 MAN. Se poate spune cd [MB] =[NC]?

[vs}

8 Fig. 174

17. In figura 174, punctele A si B apartin cercului éu centrul in O, iar semi-
dreapta [OC este bisectoarea unghiului AOB si C un punct oarecare ce apartine
bisectoarei unghiului AOB. Cercetaji dacd triunghiul ABC este isoscel.

' 18. [0 A] §i [OB] sint raze ale aceluiagi cerc. S& se compare mésura unghiului
OAB cu cea a unghiului OBA.

19. Fie m(Y z0y) = 40° si B €[Ox, (B # 0). S& se deseneze o dreaptd
BC astfel incit punctul C sd fie intersectia acestei drepte cu [Oy, iar JLOBC =
= 0CB.

26. ALTE PROPRIETATI ALE TRIUNGHIULUI ISOSCEL

Am demonstrat ci foate triunghiurile isoscele au unghiurile care
se opun laturilor congruente tot congruente. Este normal s ne intre-
bam daca in afard de triunghiurile isoscele, nu mai exista si alte triu-
unghiuri care s aibid doud unghiuri congruente. Altfel spus: triun-
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ghiurile isoscele sint singurele triunghiuri care au »proprietatea® de
a avea doud unghiuri congruente? Vom dovedi (demonstra) ci numai
triunghiurile isoscele au aceasti ,,proprietate.
Urmétoarea teoremi ,descrie® aceasti »Noud proprietate® a
. - - . H
triunghiurilor isoscele:

| Teoremi. Dach un triunghi are dous unghiuri eengruente,
atunei laturile opuse unghiurilor congruente ,sint congruente“, .adicd
este un friunghi isescel. :

De exemplu, dacd in triunghiul 4 BC unghiurile ABC si ACB
sint congruente, atunci laturile [AC] si [4 B] sint congruente.
Vom folosi, pentru demonstratie, desenul din figura 175. l;

Ipoteza Concluzia
A ABC, [AC}=[AB].
X ABC =¥ ACB. Fig. 175

B (¢

Demonstratiq are un caracter mai special. Vom compara A A BC
(cu virfurile in aceastd ordine) cu A ACB {cu virfurile in aceastd or-
dine). Este vorba, de fapt, de acelasi triunghi A BC despre care vom
spune ca este ,congruent cu el insusi® (evident el este »identic® cu
el insusi). Deci:

K ABC (din A ABC) este congruent cu 3 ACB (din A ACB),
(adevar consemnat in ipoteza teoremei); i

[BC]=[CB], (laturd comuna);

X ACB (din A ABC) este congruent cu ¥ ABC (din & ACB),
(adevar consemnat, de asemenea, in ipoteza teoremei).

Putem afirma ca A ABC este congruent cu A ACB, conform ca-
zului al doilea de congruentd a triunghiurilor oarecare (ULU). Triun-
ghiurile fiind congruente, au si celelalte trei elemente omoloage con-
gruente, si anume: [AC]=[AB], X BAC = X CAB, [AB]=[AC]:

Prima si a treia dintre congruentele demonstrate reprezintd una
81 aceeagi congruentd si anume congruenta din concluzia acestei teo-
reme. Deci putem afirma ci: [AC]=[A4B] (q.e.d).

Vom intelege ca in afard de triunghiurile isoscele »,NU mal exista“
triunghiuri care si aiba doud unghiuri congruente (si anume acelea
care se opun laturilor congruente).

Afl observat probabil, cu ugurintd, ca teorema demonstrati mai
sus este ,reciproca“ teoremei enunfate la pagina 65.

Observagie. Dacd o datd cu teorema directd este adevirata gi
reciproca el, s dacd proprietatea descrisi de ipoteza teoremei reciproce
ne conduce la figurile geometrice definite in ipoteza teoremei directe,
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atunci aceastd proprietate este numai a figurilor definite in ipoteza

teoremel directe. O astfel de proprietate a unor figuri geometrice i

numai a acelor figuri geometrice se numegte propriciate caracteristicd
| a acelor figuri. '

In acest sens, teorema reciproci: ndacd un triunghi are doua
| unghiuri congruente, atunci laturile opuse unghiurilor congruente
| sint congruente“ trebuie infeleasd astfel: ,orice triunghi isoscel are
| proprietatea de a avea doud unghiuri congruente, si anume acelea

care se opun laturilor congruente, dar numai aceste triunghiuri o au.“
Aceastd proprietate este caracteristicd triunghiurilor isoscele.

O teoremd reciprocd (ateoremeia doua de la pagina

67). Dacd un triunghi este isoscel, atunci mediana corespunzitoare

bazei este gi bisectoarea unghiului de la virf.

A
Ipoteza : - Concluzia
AN ABC, [AB]=[AC], < BAD =3 CAD.
D € (BC), [BD]=[DC].
: 8 x
D
Fig. 176

Demonstratia. Triunghiurile ABD si ACD r(fig. 176) sint congru-
ente pentru ca:

Eﬁ%i%g} }(diﬂ ipotezi), } conform cazului 3

[AD]=[AD] (laturi comuns). | 9¢ congruentd (LLL).

In triunghiurile congruente’ ABD s1 ACD, laturilor congruente
([BD] si [DC]) ki se opun unghiuri congruente: X BAD =X CAD
(q.e.d.). , .

Observam, in continuare, ¢, pe baza primei teoreme de la pagina
67 (intr-un triunghi isoscel bisectoarea unghiului de la virf include si
indl{imea corespunzitoare bazei) putem afirma ca ,mediana este si
inaltime“. | .

Aceastd noud ,proprietate a triunghiurilor isoscele o enuntam
cu ajutorul urmétoarei teoreme.

Teoremia reciprocdid. Dacd un triunghi este isoscel, atunei
mediana corespunzitoare bazei lui include gi iniltimea corespunzi-
toare bazei triunghiului.

Demonstratia a fost facuta!

Altd teoremi reciprocs (a primei teoreme de la pagina 67). Daed un
triunghi este isoscel, atunei inil{imea corespunzitoare bazei include
§i bisectoarea unghiului de la virf.
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Ipoteza- Concluzia
A ABC, ‘ X BAD =< CAD.
. [AB]=[AC], B8 | €
D € (BC(), = D! i
AD | BC. \ | /i
/
\\L/ Fig. 177
E

Demonstraiia. Am scris in ipotezd ca triunghiul A BC este isoscel
([AB]=[AC]). Aceasta inseamni ¢4, in cele ce urmeazi, putem folosi
toate informatiile deduse direct din acest fapt, toate concluziile teore- .
melor demonstrate pind acum. ' '

Facem o ,constructie* ajutitoare: ,prelungim“ segmentul AD
cu un segment DE congruent cu el ((AD]=[DE]) (fig. 177).

Din faptul ca:

[AD|=[ED] (din constructie),
X ADC =X EDC (din ipotezad (ADL BC)),
[DC] =[DC] (latura comuni).

Rezultd c¢a A ADC = A EDC (LUL).

Din congruenta triunghiurilor ADC si EDC, astfel demonstrata,
rezultd ci: (1)[AC] =[EC]. (pentru cd se opun unghiurilor congruente
ADC si EDC).

Deci A ACE este isoscel.

" fn mod asemanidtor se demonstreazi congruenta AADB =
= AEDB. Din aceastd congruentéarezulti: (2) [AB]=[EB] (pentru ca
se opun unghiurilor congruente ADB si EDB). Deci A ABE este 1soscel.

Din ipoteza ([AB]=[AC]) si din congruentele (1) si (2) demon-
strate, rezultd ci [AB]|=[AC]=[EC]=[EB].

Am demonstrat astfel ca triunghiurile isoscele ABE 51 ACE sint
congruente, avind latura [AE] comuné (cazul 3 de congruent{d — LLL)
si deci unghiurile de la baze sint congruente; deci9< BAD =X CAD
gi deci [AD: este bisectoarea unghiului de la virful triunghiului dat,
care este X BAC (q.e.d.).

Observatia 1. Toate proprietdfile triunghiurilor isoscele care se
referd la bisectoarea unghiului format de laturile congruente (teo-
reme directe §i teoreme reciproce) cit si la mediana corespunzi-
toare bazei, pot fi enuntate intr-o singura propozitie:

Daci un . friunghi este isoseel, atunci bisectoarea interioard cores-
punzitoare unghiului de la virf, inil{imea corespunzitoare bazei gi
mediana corespunzitoare bazei-se confunda.
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Bisecfoare

it

MedianG ~-——s= indlfime

Putem ilustra grafic aceastd afirmatie prin
schema din figura 178.

Observatia 2. Sintem in masurd acum sa dam
o altd metoda de a determina mijlocul unui seg-

ment. S& ludm de exemplu segmentul [AB] din Fig, 178
figura 179. :
s r
A (5
|
F — & A s =
A B A B A D 5. ahig. VO

- Construim, cu ajutorul compasului si al riglei negradate,un triun-
ghi isoscel de bazd [A B], aga cum am procedat la pagina 64 (fig. 164).
Fie C virful opus bazei [A B]. Cu ajutorul echerului desenim inal{imea
CD a triunghiului (D € (AB)). Triunghiul CAB fiind isoscel, inalti-
mea corespunzatoare bazel se confunda cu mediana corespunzitoare
bazei, deci [AD]=[DB]. In acest fel am gisit mijlocul segmentului
fara a folosi méasurarea cu. rigla gradatd. (Mai existd §i alte procedee
de a gasi mijlocul unui segment, fara a folosi echerul.)

*‘* *
Gu ajutorul teoremelor ,directe“ sau ,reciproce* am enuntat
unele din , proprietagile* triunghiurilor isoscele.

Le recapitulim acum, formulindu-le astfel:

l. Teoremi. Dacd un triunghi este isoscel, atunci unghiurile
opuse laturilor congruente sint congruente si reciproc: daci un triunghi
are doud unghiuri eongruente, atunci laturile opuse unghiurilor con-
gruente sint congruente (proprietate caracteristici).

2. Teoremi. Daci un triunghi este isoscel, atunci bisectoarea
unghiului de la virf este si iniltimea corespunzitoare bazei si reciproc:
daca un triunghi este isoscel, atunci inilfimea corespunzitoare bazei
este si bisectoarea unghiului de la virf.

3. Teoremd. Dacd un triunghi este isoscel, atunei bisectoarea
unghinlui de la virf este si mediana corespunzitoare bazei si ireciproc:
dacd un triunghi este isoscel, atunci mediana.corespunzitoare bazei
este si bisectoarea unghiului de la virf.

4. Teorem d. Dacd un triunghi este isoscel, atunei bisectoarea
unghiului de la virf este si mediatoarea corespunzitoare bazei.

5. Teoremai. Dacd un triunghi este isoseel, atunci mediana
corespunzitoare bazei este si indlfimea corespunzitoare bazei.
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Probleme rezolvate

Problema 1. In figura 180, punctele D, B, C, E sint colineare
si distincte doud cite dou3, iar segmentele [AB] s [AC'] sint congruen-
te. Dacd [AF, bisectoarea unghiului BAC, (F < (BC)) este i bisec-
toarea unghiului DAE, atunci segmentele [BC] si [DE] au acelasi
mijloc si anume punctul F.

A Rezolearea. Din dpotezi stim c& [AB]“{AC]
st I BAF = 37 CAF, ceea ce inseamné cd potrivil
uiieia dintre propnetatlle triunghiului isoscel bisec-
toarea unghiului format de laturile congruente este si
mediana corespunziitoare bazei, deci: [BF|=[F(],
adicd /' este mijlocul lui [BC] — prima ,concluzie®
a fost demonstratli. ;

0 8 F (&3 E » Pentru a demonstra gi a doua ,concluzie®* va
Fig. 180 fi nevoie s8 demonstrim c& si triunghiul ADE este
isoscel de bazd [DE].

*Observam c# unghiurile DAB §i BAF sint unghlurl adiacente, iar unghiul
DAB este un ,unghi diferentd”, ceea ce ne permite sa scriem:

(1) m(3Z DAB) = m(3X DAF) — m(3X BAF).
Cum [AF este bisectoare comund unghiurilor BAC si DAE, relatia (1) poate

fi scrisa: (1')m(9C DAB) = % - m(I DAE) — % -m( BAC).

De asemenea, unghiurile EAC gi CAF sint unghiuri adiacente si unghiul
EAC tot un , ungh1 diferentd®, deci putem scrie: -«

m(3 EAC) = m(3 EAF) — m(3 CAF).

Din aceleasi motive, specificate mai sus ([AF bisectoare comuni), putem

gerie: (2")m(3C EAC) = ELT -m (L DAE) ~~12— m(JC BAC).

2

Comparind re]ai,;iile (1) si (2"), constatdm cd: (3) 3L DAB = . EAC.

In plus, mai avem: (4) [AB]=[AC] (din 1p0teza (5) 3L DBA = ECA
(fiind suplemente ale unghiurilor congruente 4 BC si ACB de la baza triunghiului
isoscel A4 BC).

Congruentele 3) (4), (5) pun in evidentd -congruenta triunghiurilor ABD si
ACE (ULU), in care [AD]___[A E] (pentru cd se opun unghiurilor congruente
DBA si ECA). Rezultd deci cd A\ ADF este isoscel de bazd [DE] gi astfel si a doua
nooncluzie® a fost demonstrati.

Problema 2. In figura 181, stim cd urmitoarele elemente

sint congruente: 3X BAD =3 CAD, X BDA =¥ CDA. Sa se de-
A ‘monstreze cd dreapta AD este mediatoarea seg-

mentului [BC].

Completam mai intii desenul prelungind segmentul [A D]
si notind AD N BC = {E}.

Rezoloarea. Observam cd in A ABC, [AE este bisec-
toarea unghiului BAC (din ipofezd).

Gindim astfel: dacd triunghiul ABC ar fi isoscel de
bazéd [ BC'], atunci bisectoarea unghiului BAC ar fi si media-
toarea laturii [BC], adicd tocmai ceea ce ar trebui si de-
monstrdm. Ramine deci de demonstrat cd triunghiul 4 BC
este 1soscel.




Compardm triunghiurile 4 DB si ADC. Ele sint congruente conform cazulu} 2 |
de congruentd (ULU) deoarece: X BAD = 3 CAD, (din ipotezd), [AD] = [AD] |
(laturd comuni), 3~ BDA = ¥ CDA (din ipotezi).

Unghiurilor congruente BD A $i CDA 1i se opun laturi respectiv congruente
[AB] 51 [AC]. Triunghiul ABC este isoscel de bazd [BC] si deci: [BE]|=[EC],

AE | BC(AE este mediatoarea segmentului [ BC]) (q.e.d.).

|
Problema 3. Fie ABC un triunghi isoscel ([4B] =[AC)) l

8t ADL BC (D < (BC)). Daci ¥ ADP = < ADR, unde P€ (AB) |
s1 R € (AC), atunci dreptele AD $i PR sint perpendiculare, |
' ' |

|

Rezolvarea. a)'Stim din datele problemei ci triunghiul
ABC este 1s0scel s1 ci [AD] este indltimea acestui triunghi
corespunzdtoare bazei [BC] (fig. 182). Conform unei pro- i |
prietdti a triunghiurilor isoscele, inaltimea unui triunghi |
isoscel corespunzidtoare bazei este §1 bisectoarea unghiului |
de la virf. Agadar, [AD este bisectoarea unghiului BAC' si 2
scriem: 3T BAD = 3~ CAD. (1) £

Deoarece P € (A B) §1 R € (AC) — din ipotezd — re- C
latia (1) poate fi scrisi: X PAD = X RAD. (1) 8 -

b) Compardm triunghiurile AD P si ADR. Relatia (1'), Fig. 182
faptul cd [AD] este laturd comuni st L ADP= 3" ADR

(din ipotezd) dovedesc ci cele doug triunghiuri sint congruente (ULU). In aceste |
triunghiuri congruente [4 P] $1 [AR] sint laturi omoloage, deci putem scrie |

[AP]=[AR]. (2)

c¢) Din relatia (2) deducem ca triunghiul A PR este isoscel (definifie). Or,
in acest triunghi [AD este bisectoarea unghiului de la virf PAR (conform relatiei
(1) si ipotezer). ;

Deoarece intr-un triunghi isoscel bisectoares unghiulu

1de la virf este gi inil-
timea triunghiului corespunzatoare bazei (proprietate), rezultd adevirul ci AD .
1 PR (q.e.d.).

D €(AB), E € (AC) astlel incit [BD] =[CE].

Dacd P este mijlocul lui [BC], § mijlocul lui [DE] si {R} =
= BE N CD, atunci:

a) Dreapta PR este bisectoarea unghiului BRC.

|

b) Dreapta RS este perpendiculard pe dreapta DE. 1
¢) Punctele P, R, S sint colineare. \
i

|

|

|

\
!
Problema 4. Fie ABC in triunghi isoscel ([4 B] =[AC])) si

Rezolvarea. Observim ci in A BRC, [RP] este me-
diana corespunzitoare laturii [BC], iarin A DRE, [RS] este
mediana corespunzétoare laturij [DE] (din ipotezi) (fig. 183).

Gindim astfel: daci triunghiurile BRC si DRE ar fi
1soscele, -atunci [RP ar fj bisectoarea unghiului BRC, iar
[£S] ar fi indltimea triunghiului DRE corespunzitoare la-
turil [DE], adicd tocmai ceea ce ar trebui de demonstrat

(a g1 b). Rdmine deci s demonstrim cd triunghiurile BRC
si DRE sint isoscele. ;

a) Ne fixdm atentia asupra triunghiurilor BDC si CEB.
Ele sint congruente deoarece: [BD] =[CE] (din ipotezd)

)
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unghiurile DBC g ECB sint congruente, fiind'unghiurile de la baza triunghiului
1soscel dat ABC, iar [BC] este latura lor comund (LUL).

In triunghiuri congruente, laturilor congruente ((BD]si [CE]) Li se opun
unghiuri respectiv congruente: 97 BCD = 9 CBE (1), iar unghlurllor congruente
(CBD si BCE) li se opun laturi respectiv congruente [CD] =[BE]. (2)

Din relatia (1) deducem ca A RBC este isoscel (conform teoremel reciproce
a triunghiului ‘isoscel) si anume: [RB] =[RC]. (3)

- Cum in triunghiul isoscel BRC, [RP] este mediana corespunzédtoare bazei
[BC] (din ipotezd), rezultd cd [R P este si bisectoarea unghiului BRC (proprietate)
gi astfel prima concluzie este demonstratd. De aici avem:

X BRP= X CRP (4)

b) In continuare, demonstrdm cd si triunghiul DRE este isoscel.

Congruentele (2) si (3) le putem scrie ca egalitati ale lungimilor segmentelor
(potrivit definitiei congruentei segmentelor): CD = BE si RC = RB.

Scidzind, membru cu membru, obtinem: CD — CR = BE — BR, adicd
| RD = RE, sau incid [RD] =[RE]. (5)
| Acest rezultat exprim# cd triunghiul RDE este isoscel (definitie).

Cum in triunghiul RDE, [RS] este mediané (din ipotezd), ea va fi si indltimea
acestui triunghi corespunzitoare laturii [DE] (proprietate). Scriem acest lucru
astfel: RS | DE (6) deci, si a doua concluzie a fost demonstrata.

| ¢) Pentru a demonstra ultima concluzie, observdm cd in triunghiul isoscel
RDE, mediana [RS] este si bisectoarea unghiului DRE (proprietate), adicé
X DRS = ERS (7). Observim, de asemenea, cd: T DRB = ERC, (8)

fiind opuse la virf (din ipotezd).
S8 congiderdm sumele:

m(3 SRD) + m(X DRB) + m(3 BRP) si
m(3 SRE) + m(X ERC) + m( CRP).

Conform -relatiilor (4), (7) si (8), aceste sume sint egale. Deoarece suma maisu-
rilor tuturor acestor sase unghiuri este egald cu 360° (fiind unghiuri formate in
jurul punctului R), rezultd ca fiecare dintre aceste doud sume este egald cu 180°
$1 deci unghiul SR P este un unghi alungit, ceea ce este tot una cu faptul ca punc-
tele P, R, S sint colineare, sau cd punctul R apartine dreptei PS (q.e.d.).

@ 17. Exercitii §i probleme

1. Justificati de ce triunghiul PQR in care: a) m(3Z Q) = 28°35'16" si
m(X R) = 27°94'76", b) m(¥. P) = 26°15'25" sim(3C R) = 25°75'25", ) m( P) =
= 45° g1 m(<C Q) = 43"119 60" este isoscel.

9. Un triunghi MNP are: a) m(3 M) = 40° si m(3 N) = 2+ 19°59'60",
m(C M) = 30° 5i m(3 P) = 5 - Ldry o) m(3K B) =45 sim(3 M) = - 1,
m(X P) = 60° si (m3 N) = % .1 dr. Este isoscel acest triunghi? Care dintre

laturile lui sint congruente?

3. In triunghiul isoscel 4BC ([AB]=[AC)), D € (BC). Daci BD :% . BC

si m(3 DAC) — 20°, aflati: a) m(3C BAC); b) m(3C ADC).
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4. In triunghiul isoscel A BC ([AB] =[AC)), M € (BC). Dacd BC — 8 cm,
m(L AMC) =90° si m(C BAM) = 40°, aflati: a) m (X MAC); b) lungimea
segmentului [BM]. _

. 5. In triunghiul isoscel MNP ([NM]==[N P]), AE(MP). Dacd [MA] =
=[AP] si m(3Z MNA) = 35°, aflati: a) m(3Z MNP); b) m(J MAN).

6. In triunghiul isoscel A BC ([AB] =[AC]), D este piciorul medianei cores-
punzdtoare bazei. S& se calculeze: a) lungimea segmentului [BD], dacd BC = 0,3 m;
b) m(3< BAC), dacd m(3C DAC) = 18°50’; ¢) perimetrul triunghiului 4 BC, daca

AB =17,5¢cm g, BD = 2 cm.

4 7. Se dd triunghiul MNP in care [MN]=[M P]si R & (V P). S& se calculeze:
a) m(gC NMR), daci m(INMP) =65° si MR | NP; b) m(3 NM.P), daci
m(L RMN) = 28°45' si [NR] =[RP]; ¢) perimetrul triunghiului MNP, daci
MP =9 cm, MN =3- NRsi[NR]=[R P]. ' :

: 8. Se da triunghiul PQR in care [PQ]==[PR] si T € (QR). Si se calculeze:
a) m(IL QPR), dacdk QT =5 cm, TR =0,05m s m(xe 7 P — 89R1 61255
b) m(3C PTR), dacd OR = 12¢cm si TR = 6 cm. :

9. In triunghiul isoscel 4 BC ([AB]=[AC]) din figura 184 A
dugem medianele [ BB’] si [CC’]. Stabiliti dacd:a) ABB =
= 9 ACC"; b) Comparati unghiurile B'BC si C'CB; ¢) De-
monstrali congruenta medianelor desenate. (Acest rezultat poate
fi folosit si in alte probleme.); d) Notind {G} = BB' N CC", ce
fel de triunghi este A GBC? e) Comparati triunghiurile GBC"
si GCB'.
10. Intr-un triunghi isoscel ABC ([AB] =[AC]) se duce
bisectoarea [AD]. Stiind cd perimetrul  triunghiului A BC este
egal cu 18 em, iar perimetrul triunghiului ABD este 12 cm, si
se calculeze lungimea bisecloarei [4D].

11. In triunghiul isoscel A BC ([A B]=[AC])cu AB = l4¢cm x
i BC' = 8 cm. Punctul D este mijlocul laturii [AB]. Se con- A
struiegte perpendiculara pe AB in D, care intersecteazi dreap- e
ta BC in F.-Stiind ¢i perimetrul triunghiului AEC este de ~
32 cm, sd se calouleze lungimea segmentului 4 E. 0_/ 2

12. Fie 20y un unghi si P un punct pe bisectoarea lui.

Perpendiculara din P pe bisectoarea [OP intersecteazd la-
turile [Or si [Oy in punctele A §i B (fig. 185). Cercetati
- dacd [GA%E[OB]. : B

13. In triunghiurile isoscéle AOB si COD,[OE este bisec .
toarea unghiurilor AOB si COD (fig. 186). Si se demonstreze Fig. 185 '
cd [AC)=[BD] si [AD] =[BC). q-o :

14. In triunghiul isoscel ABC ([AB] =[AC)), M si N sint doud puncte ce
apartin laturilor [4 B], respectiv [AC] astfel incit [AM] =[AN] si D piciorul inil-
timit din A4 (fig. 187). Cercetati dacs triung}‘"niu] MND este isoscel.

/ 4
CC
\
. 0 )
x
N D
9 Fig. 187 8/’;“'" 188
I

£ i B
AN
Fig. 186
B

C i D

D 5 ~
16. In figura 188 sint desenate doua cercuri concentrice cu centru 0. Seg-
mentul [4 B] are capetele pe cercul cu raza mare si intersecteazd cercul cu raza

micd in C si D. S§ se arate cd:
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a) segmentele [AB] si [CD] au acelagi mijloc; b) segmentele [AC] si [BD]
sint congruente.

16. Perpendiculara in A pe latura [AB]a unui triunghi isoscel ABC ([AB) =
=[AC]) intersecteazd dreapta BC in M, iar perpendiculara in 4 pe latura [AC]
intersecteazd pe BC in V. Si se demonstreze ¢d [ BM] =[CN] si ¢d triunghiul A MN
este isoscel.

17. Intr-un triunghi isoscel bisectoarele interioare ale unghiurilor congruente
sint segmente congruente. (Aceastd propozitie se poate folosl ca adevar cunoscut
in rezolvarea altor probleme.) _

18. In figura 189 A ABC este isoscel ((AB]=[ACT]) si A ACD, de asemenea,
tot isoscel ([AC]=[A4D]). S& se demonstreze cd ITABD = 3 ADB.

2 A '3
' D
B C G B M C
Fig. 189 Fig. 190 Fig. 191

19. Triunghiul ABC este dreptunghic in B. Se prelungeste latura [CB] cu
un segment [ BD] congruent cu ea ([CB]=[BD]), ca in figura 190. S se demon-
streze cd 9L DAB =<9 CAB. . .

. 20. In figura: 191, triunghiurile ABC §i ADE sint-isoscele si congruente
([AB] =[AC]=[AD] =[AE] si I BAC = J. DAE), iar [AM s5i [AN sint bisec-
toarele unghiurilor de la virfuri (M & (BC) si N € (DE)). Fie P mijlocul segmen-
tului [MN]. S& se demonstreze cd AP si MN sint perpendiculare.

21. Intr-un cerc cu centrul in O se duc razele [0A], [0 B], [OC], [OD] astfel
incit J- AOB = ¥ COD (fig. 192). Fie M mijlocul lui [AD] si N mijlocul lui [BC].
S& se demonstreze ci punctele O, M, N sint colineare. 7

29. In figura 193 [4A B] =[AC], punctele B, A, N sint colineare si punctele
C, A, M, de asemenea, sint colineare. Dacii 4D | BC si [AE este bisectoarea un-
ghiului MAN. S8 se demonstreze cd punctele D, A, £ sint colineare.

X 4 ds

Fig. 192 Fig. 193 "Fig. 194 Fig. 195

P

23.. Fie PQR un triunghi in care [ PQ] =[ PR], O piciorul medianei corespun-
zitoare laturii [Q R],iar [0S] si[O T] bisectoarele interioare ale unghiurilor POR, res-
pectiv POQ (fig. 194). Sd se demonstreze cd triunghiul OS T este dreptunghic si
igoscel.

24. Doud triunghiuri isoscele ABC si BCD au aceeasi bazd [BC] (A # D).
S& se demonstreze cd AD | BC. (Constructia triunghiurilor poate fi realizatd
in dou# moduri (fig. 195); faceti demonstratia in ambele cazuri.)

80




25. Pe laturile congruente [AB] si [AC] ale triunghiului isoscel ABC se iau
punctele M s respectiv IV, astfel incit [AM]=[AN). Fie {P} = BN N CM.
Sd se demonstreze cd A P | BC. ,

26. Fie [AD] indltimea triunghiului ascutitunghic ABC (D& (BC)). Daci
DC =3:-BD si M este mijlocul laturii [BC], si se demonstreze cid ¥ ABC =
X =AMB. '

27. In triunghiul ABC, in care AB < BC, se considerd bisectoarea [BD
_a unghiului ABC si perpendiculara din A pe BD, care intersecteaza pe BC in E.
Saé se demonstreze cd [AB]=[BE].

*
* *

Urmitoarele teoreme reciproce au demonstratii foarte simple, pe care le puteti

face si singuri. ;

28. Dacd intr-un triunghi hisectoarea unui unghi este si iniltime, triunghiul
este 1soscel.

29. Dacd intr-un triunghi indltimea corespunzitoare unei laturi este si me-
diand, triunghiul este isoscel. ;

30. Dacd intr-un triunghi mediana, corespunzdtoare unei laturi este si bi-
seotoare a unghiului opus aceleiagi laturi, triunghiul este isoscel. (Indicatie: pe
dreapta in care este inclusd mediana, consideratl un segment congruent cu ea.)

Aceste trei probleme (teoreme reciproce) constituie proprietdtl caracteristice
ale triunghiurilor isoscele. ,

Afirmatiile din problemele 29 si 30 riimin valabile si in cazul in care, in loc
de ,mediand“, s-ar pune , mediatoare®.

27. TRIUNGHIUL ECHILATERAL

Am definit, la pagina 45, triunghiul echilateral. Ne propunem acum
sd Inva{dm cum se construieste un triunghi echilateral gi s& studiem
apoi ,,proprietatile” lui.

Asa cum s-a ardtat in prima parte a acestui manual, triunghiul
echilateral este un triunghi isoscel ,particular®. Particularitatea lui
constd in aceea ¢d ,baza“ triunghiului este gi ea congruenti cu ,la-
turile: congruente“. La constructia unui triunghi echilateral vom pleca
deci de la constructia unui triunghi isoscel si anume: desenim un seg-
ment oarecare [4 B] (fig. 196,a) pe care si-1 considerdm , bazi“ a triun-
ghiului. In continuare, luam in deschiderea compasului o distanté
egala cu lungimea segmentului 4B, fixdm acul compasului in punctul
A i desendm un cerc. Apoi, mutdm acul compasului in punctul B

C
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g1, cu aceeagl deschidere, descriem un alt cerc si notdm punctele de
intersectie ale celor doud cercuri — de exemplu cu C si C’ (fig. 196,5).
Deoarece in timpul constructiei deschiderea compasului arimas ne-
modificatd (cercurile desenate au aceeasi razi), putem scrie: AC =
= AB (raze in cercul.de centru A) si BA = BC (raze in cercul de
centru B). Conform proprietatii de tranzitivitate! a egalitd{ii numere-
lor rationale (studiatd in clasa a V-a), putem scrie AC= AB = BC.
Cum egalitatea lungimilor unor segmente defineste congruenta seg-
mentelor, putem scrie [AB]=[BC]=[CA]. (Relatia de congruents
are proprietatea de tranzitivitate.) Deci triunghiul determinat de punc-
tele A, B, C este un triunghi echilateral (fig. 196,¢). :

Observatii

1. Oricare laturd a triunghiului echilateral este o ,bazd“ a lui.

2. Triunghiul echilateral fiilnd un triunghi isoscel, inseamna ci
toate proprietatile triunghiului isoscel sint gi proprietafi ale triunghm-
lui echilateral. De asemenea, proprietdfile liniilor importante din
triunghiul isoscel sint §i proprietédti ale liniilor importante din triun-
ghiul echilateral. ‘

Din compararea definitiei triunghiului isoscel cu cea a triughiu-
lui echilateral observam cé in timp ce triunghiul isoscel are numai- .
doud laturl congruente,. triunghiul echilateral are toate laturile con-
gruente intre ele. De aici rezultd noi proprietdfi ale triunghiului
echilateral. De exemplu, urmitoarea proprietate: ;

Teoremdi. Unghiurile unui triunghi echilateral sint con-
gruente.

e Demonstratia. Fie ABC un triunghi echilate-
ral ([A BI=[BC]=[CA)),(fig. 197). Din[A4 B]=[BC]
rezultd, conform teoremei directe a triunghiului
1soscel, ca: < C =X A. '

Din [BC]=[CA], conform -aceleiasi teoreme,
rezultd cd: ¥ A =X B.

8 7 o Conform proprietdtii de tranzitivitate a re-
Fig. 197 - latiei de congruentd rezulti: X C=X A= X B
' (g.ed.).

Teoremi reciprocid. Daei intr-un triunghi unghiurile
sint congruente, atunci triunghiul este echilateral.

A Demonstrajia. Fie ABC un triunghi in care

X A=¥ B= X C (fig. 198). Din <X A = X B con-

form teoremei reciproce a triunghiului isoscel, re-

zultd ca: [BC]=[CA] (1). ;

B ¢ Din &< B=¥ C, conform aceleiagi teoreme,
Fig. 198 rezultd ca: [CA]=[AB] (2).

1) Cuvintul . tranzitivitate” vine din limba latind: transitus = trecere, séhimbare,
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Conform proprietdfii de tranzitivitate a relatiei de congruents,
din congruenfele (1) si (2) rezultd: [BC]=[CA]=[AB] (q.e.d.).

S& retinem ca pr0pr1etatea unui triunghi de a avea toate unghi-
rile congruente o are numai triunghiul echilateral (este o proprietate
caracteristica).

28. ALTE PROPRIETATI ALE TRIUNGHIULUI ECHILATERAL

Urmatoarele proprietati ale trlunghlurllor echilaterale sint pro-
prietétile liniilor importante din triunghiurile echilaterale. Vom de-
monstra urmaitoarele teoreme.

Teoremid. Dacid un triunghi este echilateral, atunci bisectoa-
rele unghiurilor triunghiurilor sint si medianele laturilor triunghiului
(opuse unghiurilor respective). A

Demonstratia

Fie triunghiul echilateral A BC (fig. 199) pe care
il consideram isoscel, astfel:[AB]=[AC] s1 repetdm

demonstratia facutda la triunghiul isoscel (la pagina B T i
67). Deci bisectoarea unghiului BAC este g1 mediana ;
laturii [ BC]. Rt

Apol, consideram triunghiul ca fnnd isoscel astlel: [BA]=[BC]
s1 deducem ca bisectoarea unghiului B este si mediana laturii [AC].
In sflrg,lt con51der1ndu 1 isoscel: [CB] =[CA], deducem ca bisectoarea
unghiului C este si mediana laturii [4B].

in acest fél teorema este demonstrata.

Teoremi. Daci un triunghi este echilateral, atunei medianele
laturilor triunghiului sint gi bisectoarele unghiurilor triunghiului
(opuse laturilor respective).

Observati cd aceastd propozitie este reciproca teoremei preceden-
te. Pentru a dovedi cd aceastd propozitie reciproci este o teorema,
va propunem ca temd sd dovediti, printr-o demonstratie, ca ea este
adevarata.

Teoremaia. Dacd un trmnghl este echilateral, atunci bisectoa-
rele unghiurilor triunghiului sint si iniltimile trlunghmlul corespunza-
toare laturilor triunghiului care se opun unghiurilor respective.

Teoremi. Dacd un triunghi este echilateral, atunci bisectoarele
unghiurilor triunghiului sint si mediatoarele laturilor triunghiului
care se opun unghiurilor respeetive.

Teoremi. Dacd un triunghi este echilateras, atunci medianele
laturilor triunghiului sint gi indltimile triunghiului, corespunzitoare
acelorasi laturi.

Vi propunem, ca temd, sd demonstrati singuri aceste proprle-
tati, deoarece ele repeta demonstratu deja cunoscute de la ,triun-
ghiurile isoscele.
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Cu ajutorul teoremelor »directe sau ,reciproce” am enuntat
unele din ,proprietatile” triunghiurilor echilaterale. Le recapitulam
acum; formulindu-le astfel: ‘

1. Teoremd. Daci un triunghi este echilateral, atunci el are
toate unghiurile congruente si reciproc: daci Intr-un triunghi toate

| anghiurile sint eongruente, atunci triunghiul este echilateral (proprie-
o tate caracteristica).

2. Teoremi. Daci un triunghi este echilateral, atunci bisec-
toarele unghiurilor triunghiului sint si indlfimile triunghinlui corespun-
zitoare laturilor ée se opun unghiurilor respeetive si reciproc: daci un
triunghi este echilateral, atunci indl{imile triunghiului sint §i bisectoa-
rele unghiurilor triunghiului.

3. Teorema. Daci un triunghi este echilateral, atunci bisec-
toarele unghiurilor triunghiului sint 8i medianele laturilor triunghiului
¢é se opun unghiurilor respective si reciproc: daed un triunghi este

‘ echilateral, atunci medianele laturilor triunghiului sint i bisectoarele
unghiurilor triunghiului ce se opun laturilor respective.

4. Teor em i. Dacd un triunghi este echilateral, atunei bisectoa-
rele unghiurilor triunghiului sint si mediatoarele laturilor triunghiului
¢e se opun unghiurilor respective.

5. Teoremi. Daci un triunghi este echilateral, atunei media-
nele laturilor triunghiului sint si indlfimile triunghiului corespunzi-
toare acelorasi laturi.

*
* *

Daca notdm cu T multimea tuturor triunghiurilor, cu T, multi-
mea tuturor triunghiurilor isoscele gi cu T, multimea tuturor triun-
ghiurilor echilaterale, putem reprezenta intr-un desen (fig. 200) urma-
toarea incluziune: T,c T,cT.

Vom intelege cd oricare ar fi
triunghiul echilateral T,, el este 81
triunghi isoscel T, si, evident, este
triunghi T. Vom mai intelege i fap-
tul ca oricare ar fi proprietatea tri-
unghiului isoscel T, ea este si pro-
prietate a triunghiului echilateral T,,
dar cd acesta din urmi are gi alte
proprietéti pe care nu le are triun-
iR 1200 ghiul isoscel.

Probleme rezolvate

Problema 1. Fie O un punct interior triunghiului echilateral
ABC. S3 se demonstreze ci daci [OA]=[0B]=[0C], atunci bisec-
toarele unghiurilor AOB, BOC, COA sint mediatoarele laturilor triun-

| ghiului ABC.
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Rezolvarea. Triunghiul OAB — de exemplu — este
isoscel (fig. 201) deoarece [OA] =[O0 B] (din ipotezd), iar
unghiul de la virf este AOB. Conform unei proprietéti a
triunghiurilor isoscele, bisectoarea unghiului A0 B este si”
mediana $1 indltimea corespunzdtoare laturii [A B], deci
este mediatoarea laturii [AB].

;‘ In mod analog se demonstreazd cé bisectoarele un- g
: ghiurilor BOC si COA sint si mediatoarele laturilor [ BC],
: respectiv [C'4] (q.e.d.).

Problema 2. Fie M s1i N mijloacele laturilor [ BC], respectiv
[CA] ale unui triunghi echilateral 4 BC, iar O intersectia dreptelor ‘
AM i BN. Demonstrati ca triunghiul BOC este isoscel.

Fig. 201

Rezolvarea. Triunghiul ABC (fig. 202) fiind echila- A |
teral (din ipotezd), conform unei proprietdti a triunghiuri-
lor echilaterale, mediana [ A M ] corespunzatoare laturn[BC]
este g1 indltimea corespunzitoare aceleiasi laturi [BC] si N
deci m(COM B) = m(JL OMC) = 90°. 9

Constatdm cd triunghiurile OBM §i OCM sint con- . |

" gruente pentru ¢ : [BM]=[CM] (din ipotezd), XOMB= g \ ) G |
= I OMC (s-a demonstrat mai sus) si [OM] = [OM] M I
laturd comund (LUL), In aceste triunghiuri congruente, Fig. 202
unghiurilor congruente OM B si OMC 1i se opun laturi care
sint tot congruente: [OB]_{OC] Deci triunghiul BOC este isoscel (qed)

Observajie. In afard de punctul O, oricare alt punct ce apartine dreptei A M
determind impreund cu punctele B gi C tot un triunghi isoscel.

si ACB ale triunghiului echilateral 4 BC. Demonstraigl cd triunghiul
IAB este isoscel.

Rezolvarea. Triunghiul A BC (fig. 203) fiind echilate-
ral (din ipotezd), conform unel proprietati a triunghiuri-
lor echilaterale, bisectoarea [CC' a unghiului ACB este
mediatoarea corespunzatoare laturii [4B], adicd: [AC'] =
=[C'Bl3i m(3 AC'I) = m(3 BC'I) = 90°.

Triunghiurile JAC" si IBC’ sint congruente pentru
cd [AC" 1= |[C'B], L AC’I =< BC'I (cum s-a ardtat mai
sus) si [/C'] laturd comund (LUL). In aceste triunghiuri
congruente. unghiurilor congruente AC'I st BC'I h se £
opun laturi tot congruente: [AJ]=|BI|. Deci triun- Fig. 203
ahiul TAB este isoscel (g.e.d.). ‘

}

|

Problema 3. Fie ] intersectia bisectoarelor unghiurilor A BC
a

Problema 4. Semidreptele [Oz, [0y, [05 formeazd unghiuri
adiacente doua cite doud i toate trei congruente intre ele. Fie A, B,
C puncte care apartin PGSpectlv semidreptelor [Ozx, [Oy, [0z astfel mcit
OA = 0B =0C. Demonstrati ca: a) AB = BC = CA. b) Dreapta i
Oz este bisectoarea unghiurilor BAC si BOC. c) Dacd M este mijlocul i
segmentulul [4B], atunci punctele C, O, M sint colineare.
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| Rezolvarea. Fie [Ox' semidreapta opusi semidreptei [Oz (fig. 204),
| a) Din ipotezele problemei rezultd cd njci una din semidreptele [0z, [0y, [0z
nu poate f1 interioard unghiului format de celelalte doug semidrepte. Consideram
triunghiurile OAB, OBC, OCA care sint 1s0scele sl constatim ci sint congruente
(LUL). In aceste triunghiuri congruente, unghiurilor congruente 10y, y0z, 20z
1i se opun laturi congruente [AB] =[BC] = [CA]. Rezultd decicd 4B — BC — A
~ b) Din congruenta triunghiurilor 40 B si AOC (de-

I\ 8 monstratd mai sus) rezultd ci:3C BAO = I CAO (pentru
ca se opun laturilor congruente [OB] si [0C] si deci
4 dreapta Oz este bisectodrea unghiului BAC.

Fatd de dreapta 04 (sau z'z), suplementul unghiu-
— lui BO3z’ este unghiul BOA, iar suplementul unghiului COz’
A este unghiul COA (m(X BOz') = 180° — m(¥ BOA)
s1 m(C COx') = 180° _ m(JZ COA)). Cum unghiurile BOA
si COA sint congruente (au aceeasi méasurd), rezulti ci

& m(3X BOz') = m(X COz’), deci T BOy' = X COz’ i
z : dreapta Oz este bisectoarea unghiului BOC.
Fig. 204 ¢) Folosind rezultatul precedent, vom putea afirma

‘ cd dreapta Oz este hisectoarea unghiului ACB, dar si a
unghiului 40B. Cum triunghiul AOB este isoscel (din ipotezd), rezultd ci bisectoa-
rea unghiului 40B este si mediana corespunzitoare laturii [4 B] (conform unei pro-
prietdti a triunghiurilor 1soscele), deci |, trece® $1 prin punctul M. La fel, bisectoa-
rea unghiului ACB din triunghiul echilateral ABC | trece® prin mijlocul segmentu-
lui [ A B], adicd tot prin punctul M. in concluzie, punctele (', 0, M apartin aceleiasi
arepte Oz si deci sint colineare (q.e.d.).

@® 18. Exercitii si probleme

1. Justificati de ce, in urmaétoarele cazuri, triunghiul PQR este echilateral.
) PO=QR=RP=8 om; b) m(3 P)=m(X0) 8§ ¥ P=x R; o) PO~
=3 em, QR =0,3 dm, RP = 0,03 m; d) PQ =0,2dm, QR = 0,02 m, RP—=
= 200 mm; e) PO = 0,007 Km, OR =7 cm, RP — 708 mm.

2. In triunghiul echilateral ABC, notdm cu D, K, F picioarele hisectoarelor
interioare unghiurilor A, B, C (in aceastd ordine). Si se calculeze: a) perimetrul
triunghiului 4 BC, daci: 1) AB =0,75em; 2) BC = 120 mm; 3) CA = 1,25 dm.
b) BE 4 CF, dacd AD =3 ¢cm; AD — BE, daci CF = 0,4 dm. ¢) m(C ADB),
m( CFB), m( BEA) + m(gC BEC), m(3 CFA) + m(3L AEB) — m(X ADC).
d) EC, dacd AC = 5cm; e) AF, daci CD — 0,2 dm; f)'BD + CE + AF; daci
AC = 6 om; g) AF + BD — 2.EC, daci AB — 100 mm. :

3. I triunghiul echilateral ABC, [ AD este bisectoarea unghiului BAC (D <=
€ (BC)),IBF]este indltimea corespunzitoare latupi [AC](E & (AC)), iar punctul F
este mijlocul laturii[A B). Stabiliti daca: a) [BD]=[DC]; b) AD 1 BC;¢)[CE|=
=[F£A]; d) L CBE= X ABE: e) CF 1 AB; I) BCF = 3. ACF; g)[BD| =
=[AE]; h) A DCE este isoscel; i) [BE]=[AD]; j) CF 1 AB; k) ANAFC =

“=ACEB; 1) dreapta CF contine mijlocul segmentului [DE]; m) ADEF este
echilateral. In fiecare caz, justificati rdspunsul.

4. Triunghiul 4 BC din figura 205 este echilateral. Se iau punctele D, E, F
respectiv pe dreptele AB, BC, CA astfel incit [AD] =[BE] =[CF]. S& se demon-
streze cd triunghiul DEF este tot echilateral (in ambele cazuri infatisate in desen).

5. Se dau triunghiurile echilaterale 4 BC st ACD (B # D). Dacd M este
mijlocul laturii [AC], s¥ se demonstreze ci punctele B, M, D sint colineare.

6. Se da triunghiul echilateral 4 BC. Semidreptele [ Az, [Bysi[Cz, exterioare
triunghiului A BC, formeazi respectiv cu AB, BC g CA unghiuri congruente intre
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Fig. 205

ele gi cu médsura mai micd de 30° (fig. 206). Daci A’A | AC (A’ €[Cz ), B‘B_l._
| BA(B' €[Az)siC'C 1. CB(C' €[By), atunci triunghiul A’B'C’ este echi-
lateral.

7. Fie ABC un triunghi echilateral si D, E, F puncte din exteriorul triunghiu-
lui ABC. Dacd AADB= A BEC=/ACFA (congruenta laturilor in ordinea
serisa) (fig. 207), atunci punctele D, E, F sint virfurile unui triunghi echilateral.

Fig. 206

4 F
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£ Fig. 207 F G Fig. 208

8. Triunghiul A BC din figura 208 ‘este echilateral si [AD] =[BE]=[BF] =
=[CG]=[CH]=|Al]. Dacd AD si BE sint perpendiculare pe AB; BF si CG

sint perpendiculare pe BC; CH si AI sint perpendiculare pe CA, atunci cite trei

din punctele D, E, F, G, H, I sint virfurile unui triunghi echilateral. Care sint
aceste puncie? Ty

9. Intr-un triunghi echilateral ABC, punctele M, N si P sint respectiv mij-
loacele laturilor [4 B], [ BC] si [CA]. Demonstrati cii: a) Punctul P aparfine media-
nei corespunzétoare laturii [MN] din triunghiul BMN. b) Bisectoarea unghiului
BAC: 1) contine mijlocul segmentului [M.P] si 2) este perpendiculard pe dreapta
BC in punctul NV. c) Punctele C, M si mijlocul segmentului [ PN] sint trei puncte
colineare. d) Triunghiul MN P are toate unghiurile congruente intre ele.

29. SIMETRIAY FATA DE O DREAPTA

Spunem ci punctele 4 gi A’ sint simetrice fatd de o dreapta d
(numitd axa de simetrie), dacd dreapta d este mediatoarea segmentu-
lui [A4"].

Punctul A’ se numeste ‘simetricul punctului 4 fafé de dreapta
d §i punctul A’, simetricul punctului A fafd de aceeagi dreaptd d.

A . . L . o . . . .
Y Cuvintul ,simetrie” ‘este compus din doud cuvinte provenite din limba
greacd: syn = impreund si metron = misuri.
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Daca punctul B apart;me axel de simetrie, el este p ropriul lui
- sunetrlc (fig. 209).

O mul{ime de puncte  (figurd geome-
L . trici) admite o axi de simetrie ,d“ dacd ori-
’ d cirui punct A4 al multimii # (al figurii) ii
l B corespunde un punct A’ al aceleiagi mul{imi
" (figuri), care este simetricul lui fatd de axa de

A" Eig. 209 simetrie d. :
Exempiul 1. Doud drepte perpendiculare sint simetrice una fata

de cealalta.

Fie dreptele perpendiculare d; si d, (d; N dy = {O0}) (fig. 210).
Luim de exemplu punctul 4 pe dreapta dz(A €d, si A # 0). Distanta
de la punctul A la dreapta d, este AO (diferitda de zero). Fixam punc-
tu,l A’ pe dreapta d, in celalalt semiplan determinat de d,, astfel incit

a distanta punctului A’ la dreapta d, si fie egala

TA cu AO, deci AO =OA’. In acest fel, segmen-
tul [AA] are ca mediatoare dreapta d,, deoa-

d, rece: d; L[AA'] (dreptele d; si d, fiind per-

0 pendiculare) si AO = OA’ (din constructia
facuta).
L Punctele A si A’ sint deci simetrice faga
Fig. 210 de dreapth d,.

Ezemplul 2. Orice punct al segmentului [AA'] are un simetric
fatd de mediatoarea segmentului. Deci, mediatoarea segmentului
[AA'] este axa lui de simetrie. Aceasta este 0 urmare a fap-
tului c¢3 doud drepte perpendiculare sint simetrice una fatd de-
cealalta.

Dar segmentul [AA'] mai are si o altdi axd de simetrie si anume
dreapta in care este inclus segmentul.

Ezemplul 3. Bisectoarea unui unghi este axa de simetrie a un-
ghiului.

Aceasta propozitie o vom intelege astfel: fle la mtlmplare, un
punct A pe latura [Oz a unghiulm 20y (fig. 211) simetricul acestui
punct fatd de bisectoarea [Oz se afla pe cealalta laturd aunghiului
20y, pe semidreapta [Oy. In figura 211 unde 4 [0z, A’ € [Oz A" €[]0y,
punctul A” este simetricul lui A (AA" L [0z st AA" = A'A").

q X Se spune cd latura [Oy a unghiului este
simetrica laturii [0z fatd de bisectoarea [0z a
0 4 unghiului §i invers, latura [Cz este simetrica
’\‘\J\Z laturii [Oy sau — mal pe scurt — ca laturile
a7 unui unghi sint una simetrica celeilalte fafa
Fig. 211 4 de bisectoarea unghiului.
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Constatdm deci ci semidreptele simetrice [Ox si [Oy fac unghiuri
congruente cu axa lor de simetrie [Oz. Astfel, putem construi un unghi
cind cunoagtem una dintre laturi si bisectoarea lui.

Revenind la figura 211, mai spunem ca segmentul [A”A’] este
simetricul segmentului [AA4'] fata de Oz si invers, segmentul [4 A'] este
simetricul segmentului [A”A"].

Din cele ardtate mai sus, deducern ¢i un triunghi isoscel are o
axd de simetrie gi anume bisectoarea unghiului de la virf (ea fiind in |
in acelagl timp si mediatoarea bazei triunghiului), iar triunghiul |
echilateral are trei axe de simetrie, care sint bisectoarele unghiyrilor |
(deoarece bisectoarele sint si mediatoarele laturilor). I

® 19. Exercitii si probleme

1. Desenati un unghi MNP a cirui masurd si fie de 50°. Construiti apoi
[NM' simetrica laturii [NM fati de dreapta NV P; de asemenea, construiti [V P’
simetrica laturii [N P fati de dreapta NM. ;

2. Se da un triunchi isoscel 4 BC ([AB]=[AC]) in care A, este piciorul bi-
sectoarei interioare unghiului de la virf. Daci [AA, si [AA, sint simetricele bisec- |
toarei [AA,; fatd de dreptele AB si AC, si se giseascd m(I BAA,;), stiind c§ |
AAy 2l AA,. - |

3. Fie [0z bisectoarea unghiului 20y i A=[0z(A # 0). Demonstrati cé:
a) Dacd punctul A apariine dreptei BC $i BC 1 0z unde B[O si C &[0y, atunci |
B s  sint puncte simetrice fatd de dreapta 0 z. b)Dacd M [0z, N [0y s [0M]= |
=[0N], atunci M si N sint puncte simetrice fatd de dreapta Oz. c¢) Dacid P este |
un punct oarecare ce apartine semidreptei [0z, atunci simetricul punctului P faté

~ de dreapta Oz apartine semidreptei [Qy si invers, dac Q este un punct oarecare ce
| apartine semidreptei [Qy, atunci simetricul punctului @ fatd de dreapta Oz apartine |
|
|
\
\

serhidreptei [Oz.

| 4. In triunghiul isoscel ABC ([AB]=[AC)),” M,N (BC). Stiind cd
K BAN =30 CAM = L MAN, demonstrati c& M si N sint puncte simetrice
fatd de bisectoarea unghiului BAC.

Spuneam la inceputul pértii a doua a acestui manual ci »punctele
de plecare ale judecitilor pe care le vom face in viitor vor fi cele trei
cazurl de congruentd a triunghiurilor oarecare®. S1 aga a i fost pina |
acum! Afl remarcat cd de multe ori in demonstratiile pe care le-am dat f
unor feoreme, precum si la rezolvarea problemelor (propuse sau rezol-
vate) a fost nevoie sa se recurga la ceea ce putem numi ,,metoda triun-

hiurilor congruente, metoda ce va fi folosits foarte mult si de acum
Ag ] b , i)
incolo. '

Y Expresia vine din limba lating: argumenium ab_absurdum (argumentum ‘ \
= dovadid, semn, indiciu; ab — prin i absurdum = nelogic, absurd. : |
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Rationamentul geometric mai foloseste si alte metode, de exemplu

»metoda reducerii la absurd“. Aceastid metodd constd in demonstrarea
adevarului unei propozifii prin ardtarea faptului ¢ propozitia con-
trard el este falsi. Pentru a demonstra ceva prin ,reducere la absurd“
procedam astfel: presupunem, pentru un moment, ci afirmatia din
concluzie ar fi falsd §i adiugdm ,adevérurilor* din ipotezi afirmatia
contrard celel din concluzie si, plecind de la aceste premise, prin de-
ductii (judecdti) logice (corecte) vom ajunge si emitem afirmatii care
sint_in totald ,.contradictie“ cu alte afirmatii despre care stim precis
ca sint adevarate (axiome sau teoreme intilnite anterior). in aceasta
situdfie gindim astfel: Am ajuns la o situatie absurds (care contrazice
in mod flagrant gindirea logici), deoarece am plecat de la o ipoteza
absurdd. Cum singura afirmatie, din premisa de la care am plecat,
.pe care n-am verificat-o ca fiind adevératd, este aceea care a negat
concuzia, rezultd cé tocmai aceasta este afirmatia falsd. Deci concluzia
propozifiel date este adevirata.

EXEMPLE DE PROBLEME REZOLVATE PRIN ACEASTA METODA

Problema 1. 53 se demonstreze ci daci doud drepte care sint
distincte (diferite) se intersecteazd, atunci intersectia lor confine un
singur punct. ,

Din ipoteza problemei stim cd doud drepte diferite se intersec-
teaza. Concluzia problemei afirma ca intersecfia celor doui drepte
este un singur punct. :

Demonstratia. Presupunind ca afirmatia din concluzie ar fi falsi
(anume ca cele dous drepte care se intersecteazi nu ar avea un singur
punct de intersectie, ¢ci mai multe puncte — de exemplu doud:4 s1 B
(4 # B)), atunci ar insemna ¢a prin punctele distincte A si B ar trece
doud drepte distincte (diferite). Dar aceastd afirmatie este in contra-
dictie cu adevarul exprimat prin axioma dreptei (de la pagina 60)
potrivit cdreia ,Prin doud puncte distincte (diferite) trece o singura
dreapta“, deci, afirmafia la care am ajuns este ,,absurda“. Aceastd
absurditate este determinatd de presupunerea pe care am ficut-o ca
intersectia a doui drepte diferite ar avea mai mult de un: punct. Pre-
supunerea facutd fiind falsa, rezultd ca afirmafia din concluzie este
adevératd: ,intersectia a doud drepte distincte confine un singur
punct® (g.e.d.). '

Problema 2. Dintr-un punct exterior unei drepte se poate duce
o singurd perpendiculard pe acea dreapta.

Din ipotezd gtim ca dintr-un punct (de exemplu A) exterior unei
drepte (de exemplu d) se duce pe aceasti dreapta o perpendiculara.
-Concluzia problemei afirma ca se poate duce o singurd perpendiculara
pe acea dreaptd (si nu mai multe).




Demonstratia. S& presupunem ci ar fi falsi afirmatia din con-
© cluzie, anume aceea ci perpendiculara este una singurd si s& admitem
cd ar exista doud perpendiculare distincte A M si AN (M, N € d).
Vom construi un cerc cu centrul in 4 si cu o raza suficient de mare
ca sé intersecteze dreapta d in doua puncte — B si C, de exemplu, (fig.
212).  In urma acestei constructii a re-
zultat un triunghi A BC care este isoscel
([AB]=[AC] ca raze ale aceluiasi cerc).
Perpendiculara din A pe d, despre care se
vorbeste in problema noastra, este inalfi-
mea corespunzatoare bazei in triunghiul
isoscel ABC si stim dintr-o observatie fi-
cuta asupra proprietatilor triunghiurilor
_isoscele (pag. 74) ca ,intr-un triunghi isos-
cel indl{imea i mediana bazei se confunda®. Fig. 212
Conform presupunerii facute, piciorul inaltimii din 4 pe latura
[BC] este punctul M, dar si punctul NV; ar urma ci segmentul [BC]
sd aibd doud mijloace distincte, ceea ce este imposibil. Deci M —
rezultind astfel ca perpendiculara din P pe dreapta d este unicd (una
singurd) (q.e.d.).

@ 20, Prébleme

Folosind metoda reducerii la absurd, demonstrati cd;
1. Dacd doud unghiuri, diferite de unghiul nul sint complementare, atunci
ambele unghiuri sint ascutite.
" 2. Dacd in triunghiul ABC bisectoarea unghiului B nu este si indltime,
atunci unghiul 4 nu este congruent cu unghiul C. :
3. Dacd in triunghiul ABC mediana corespunzitoare laturii [AC] nu este
$1 bisectoarea unghiului B, atunci latura [4 B] nu este congruentd cu latura [ BC].

31. UNGHIURI FORMATE DE DOUA DREPTE CU O SECANTA!

-Dacé doud drepte distincte, de exemplu @ si b sint intersectate
de o a treia dreaptid ¢ (fig. 213), atunci aceastd din urma dreapta (c)
se numeste , secantd” sau ,transversala®.?

Se constatda ci la intersectiile acestor trei
drepte (a N ¢ = {M}, bNc={N}) s-au format
opt unghiuri (patru in jurul punctului M — notate
in desen cu numerele 1—4 i alte patru in jurul
punctului V — notate cu numerele 5—8).

Cu aceste opt unghiuri‘'se pot constitui ,pe-
rechi de unghiuri (un unghi din primele patru
$i alt unghi din ultimele patru), cirora s-a con- Fig. 213

venit a li se da anumite denumiri dupd cum urmeaza :

Y Cuvintul ,secantd vine din limba latini: secans-tis — care taie.

% Cuvinlul ,iransversald® vine din limba latind: transversus — asezal de-a
curmezigul.
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a) Dacd fatd de secanta ¢ unghiurile se gasesc unul d{e‘a 0 parte §} ‘
altul de cealaltd parte a ei, ele se numesc ,,unghiuri g]tgrne B ian dgcg
se gasesc ambele de aceeagl parte se numesc pur si simplu ,unghiuri
de aceeagl parte a secantei. :

b) Dacéd unghiurile se gdsesc in intersectia semiplanelor [aV 8l

[6M, ele se numesc ,,unghiur interne, iar daci se gasesc in afara aces-
tel intersectii se numesc ,unghiuri externe“. '
: Astfel, perechile de unghiuri: 3 §i 5 sint alterne interne; 4 516 sint
alterne interne; 1 i 7 sint alterne externe; 2 si 8 sint alterne externe;
4 §1 5 sint interne §i de aceeasi parte a secantei; 3 s1 6 sint interne si
de aceeasi parte a secantei; 1 si 8 sint externe si de aceeagl parte a
secantei; 2 si 7 sint externe si de aceeasi parte a secantei.

In afara »perechilor de unghiuri denumite mai sus, se pot grupa
s1 unghiurile de aceeagi-parte a secantei, unul intern si altul extern,
astfel de ,perechi“ se numesc ,unghiuri corespondente.

Perechile de unghiuri corespondente din figura 213 sint: 1 gl b;
2516;3817;44i8. : :

32. DREPTE PARALELE?2

Am vézut, la inceputul manuvalului, (pag. 4 si 5) ca daci doui
drepte au doud puncte comune, atunci ele au toate punctele comune
si se numesc drepte identice sau confundate; daci au numai un singur
punct comun ele se numesc drepte distincte §i concurente, iar punctul
comun se mai numeste si ,intersectia“ celor doua drepte.

Vom vedea_acum ca se poate intimpla ca doud drepte distincte
88 nu aiba nici un punct comun. ‘

Definitie. Doud drepte distincte (diferite) §i b coniinute
in acelagi plan, care nu au nici un punet comun se numese drepte
paralele. :

Seriem aceasta astfel: @|l b, spunem prin cuvinte: ,dreapta a
este paraleld cu dreapta b si intelegem ci a N = ©. :
~ Dacé doud drepte distincte (¢ si d) nu sint
paralele, aceasta se poate scrie c¢ 4 d.

Priviti figura 214.

Dreptele desenate in aceasta figura sint con-
curente sau paralele? Pe figurd ele n-au nici un
punct comun. Dar, dupad cum sgtim, dreptele .le
Fig. 214 -gindim nesfirgite in ambele parti (sensuri). Este

ugor de observat ¢ desenul nostru poate fi ,,com-

a

Y Cuvintul ,allerne* vine din limba latin: alternus = de o parte si de alta.
# Cuvintul , paralele” este compus din. doud cuvinte provenite din limba
greacd: para = alaturi si allelon = unul cu altul.
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pletat spre stinga“ in aga fel ca dreptele desenate s& se ,intilneascd;
in acest mod, ele vor avea un punct comun. Deci dreptele sint con-
curente. : :

Experien{a de mai sus ne determind si ne abjinem de la a afirmas, |
numai pe baza privirii unui desen, ca doud drepte sint paralele. Aceasta
deoarece nu putem sad , prelungim la nesfirsit“ desenul pentru a ne
convinge c dreptele sint sau nu sint paralele. Numai pe calea judecatii
(rationamentului) putem ajunge la concluzia c¢d doud drepte date sint
paralele gau nu.

Teorema care urmeazi ne garanteazi ci existi drepte paralele
si deci cd putem vorbi despre drepte paralele.

, Teoremd. Daci doud drepte intersectate cu o secanti formeazi
o pereche de unghiuri alterne interne congruente, atunci dreptele sint

paralele. |
. S X~
Pentru a demonstra aceasti teoremi fixam

un segment, de exemplu [AB]. Dacd semidrep-
tele [Az si [By sint doud semidrepte situate de ) I
o parte s1 de alta a dreptei A B astfel incit unghiu- |
rile.alterne interne A By si BAx s fie congruente
(fig. 215), atunci vom demonstra ci dreptele Az g
g1 By sint paralele. :
Demonstratia. Pentru demonstrarea acestei teoreme vom folosi I
metoda reducerii la absurd. Si presupunem ci dreptele Az si By
n-ar fi paralele (Az  By). In aceastd situatie, dreptele s-ar intersecta
intr-un punct pe care sd-1 notdm cu C. Acest punct ar aparfine fie
semidreptel (Az fie semidreptei (By. In cele ce urmeazi vom pre-
supune cd C <(Ax (demonstratia se face analog si dacd C e(By ).

|

|

!

Fie un punct C'€(By (fig. 216), astfel incit C
[BC']=[AC]. Cu Cs(Axz ¢i C'e(By, congruenta ‘2

K ABy= < BAz, din ipotezd, mai poate fi scrisd:

|

Fig. 215

L ABC'= X BAC (1).

Unghiurile ABC gi ABC' sint adiacente gi suple- A g -
me?g%rer;zputem seriem: m (X ABC)+4 m (X ABC') = y
T (e} ( ). g (Y

Conform presupunerii facute si folosind punc-
tul €' introdus in desen, ar urma c¢i A ABC' =
= A BAC (cazul 1 — LUL), pentru ca:[AB] = [BA] ik
(laturd comund), < ABC' = X BAC (din ipotezi — Fig. 216
relatia (1)), [BC']=[AC] (prin constructie).

Din congruenta A ABC' = A BAC ar rezulta ci:
(3) <X BAC' = XX ABC (pentru ca se opun laturilor congruente
[AC] i [BC')).
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Tinind cont de congruentele (1) si (3), suma masurilor unghiuri-
lor adiacente BAC' si BAC ar putea fi scrisi: m(< BAC') +
+ m(sX BAC) = m(X ABC) 4+ m(X ABC’), care, conform relatiei (2),
este de 180°. Deci: m(X BAC') ++ m(X BAC) = 180°.

Aceasta ar insemna cd semidreptele [AC $1 [AC ar fi una opusi
celeilalte. Am ajuns astfel si afirmam ca prin punctele distincte C
$i C" ar trece doua drepte diferite sl anume: una care trece prin punc-
tul B si alta care ar trece prin punctul 4 (A =+ B). Dar acest lucru
este absurd, intrucit contrazice axioma dreptei, potrivit céreia:

»Prin doud puncte distincte trece o singuré dreapta“.

Am ajuns la o concluzie absurda, pentru cad am plecat de la o
presupunere absurdd, anume aceea ci dreptele Az 1 By ar fi concu-
rente. Deci: Az | By (q.e.d.).

Aceastd teoremi ne asigurd ci existd drepte paralele. S-a eon-
venit ca ea si se numeascd feorema de existentd a dreptelor paralele.

33. CONSTRUCTIA UNEI DREPTE PARALELE CU O DREAPTA DATA

Fiind data o dreaptd a, ne punem problema cum se poate desena

o dreapta a” care si fie paraleld cu dreapta datd a. Putem proceda
astfel: desenim dupa voie doua drepte oarecare b si ¢, concurente in
punctul A si care si intersecteze dreapta data in punctele B, respectiv
5 C (fig. 217). Desenam apoi pe dreap-

P 3% . ta b un segment [4B'] congurent cu

' segmentul [AB] si pe dreapta ¢ un
A ‘ segment [AC'] congruent cu segmen-
| i tul [AC]. Vom observa ci: [AB']=

‘ 5 c = [A B] (prin constructie), << B'AC' =
' / =9 BAC (opusela virf), [AC']=[AC]
Fig. 217 (prin constructie).

Aceste trel congruente ne permit s scriem c¢d A AB'C' = A ABC
(cazul 41 — LUL). In triunghiurile congruente AB'C’ si ABC, laturi-
lor congruente [AB'] si [AB] li se opun unghiuri congruente
(X B'C"A =3 BCA). Dar aceste unghiuri au pozitia de unghiuri
alterne interne la intersectia secantei ¢ cu dreptele a si B'C’. Conform
teoremet de existentd a dreptelor paralele, putem scrie a | B'C". (Daca
notdm B'C’' = g/, atunci a|| a'.)

Am desenat astfel o dreaptd arbitrara o’ paraleld cu o dreapta
datd a. Constatdm cé se pot construi un numar nesfirsit de mare de
drepte paralele cu o dreapta data a, deoarece dreptele concurente b
$1 ¢, cu ajutorul carora am efectuat constructia, pot fi luate oricum.

Daca ni se cere insd ca dreapta paraleld construita si contind un
anumit punct dat, vom putea proceda astfel: Fie a dreapta data 51

94




A punctul dat (A a) (fig. 218). _x A

Consideram dreapta 4B deter-

minatd de punctul 4 gi de un : .
punct oarecare B (luat arbi- =

trar) al dreptei a (B<a). Ale- Zig. 218

gem una dintre semidreptele i

confinute in dreapta a §i cu originea in B, de exemplu [By. Con-
struim o semidreaptd cu originea in A, situati de cealaltd parte a
dreptei AB decit [ By (sd notdim aceastd semidreaptd cu [Az), astfel
incit X 2AB= X yBA. Dreapta ce confine semidreapta [Az este
paraleld cu @ (conform teoremeide existen{d a dreptelor paralele).

34. ) AXIOMA LUI EUCLIDY (AXIOMA PARALELELOR.) _
b) UNGHIURI FORMATE DE DOUX DREPTE PARALELE CU O SECANTA

a) Axioma paralelelor. Printr-un punct dat, exterior
unei drepte date, existd o singurd paraleld la dreapta dati.

b) Revenind la constructia unei paralele la o dreapta dat prin-
tr-un punct exterior ei (fig. 218), facem observatia c¢a informatia pe
care ne-o aduce in plus axioma paralelelor este aceea ci prin punctul
A nu putem duce o altd dreaptd paralela cu a in afara dreptei Az.
Aceasta inseamnd ca oriunde am lua punctul B pe dreapta a, construc-

fla ne va conduce la aceeasi dreaptd Az paraleld cu a.

Teoremid reciproci (a teoremei de existen{d a dreptelor
paralele). Dacd sint date doudl drepte paralele, atunei unghiurile alter-
ne interne pe care acestea le formeazi eu o secanti sint congruente

doud cite doui. '

S& notim, de exemplu, dfeptele paraiele cu a si b gl secanta
cu AB (A<€a, Beb) (fig. 219). Ne propunem si demonstram ci doud
unghiuri alterne interne sint congruente.

Ipoteza \ A

a)b, - , a = : Concluzia |
g‘gf’ Y \8 b X zAB= X yBA.

[Azca, _.‘!"___:.——f"-_-‘-"——-\

[Bycb. Fig. 219

Demonstratia. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem
cd unghiul yBA n-ar fi congruent cu unghiul 24 B (X zAB = X yBA).
Atunci ar exista totusi un ,alt unghi“ cu una dintre laturi [BA gi care.

1} EUCLID (EUKLEIDES) a fost un matematician grec (sec. 3 i.e.n.). El
a intemeiat o ,scoald“ in Alexandria (Egipt). Este autor al primei expuneri siste-
matice a cunostintelor de geometrie acumulate pind atunei, intitulatd , Elemen-

tele, ;

S
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ar fi congruent cu unghiul z4 B, de exemplu unghiul y’A B (fig. 219).
Din congruenta 3= x4 B= 3 y'BA ar rezulta ci [By'|| [Ax (conform
teoremei de existentd a dreptelor paralele). Am ajuns astfel si spunem
cd prin punctul B, exterior dreptei a ([AxcCa), existd paralela [ By’
la dreapta a in timp ce, prin ipoteza, si [By ne-a fost datd ca paraleli
cu dreapta a, ceea ce este absurd, intrucit contravine axiomei
paralelelor (,printr-un punct exterior unei drepte existd o singurd
paralela la acea dreapta”). Aceastd absurditate este determinati de
presupunerea ficutd (cd X xAB = ¥ yBA), care este falsa. Deei,
X zAB =¥ yBA (q.e.d.). :

Consecingd". Prin ,consecintd“ a unei teoreme (sau axiome) se
intelege tot o teorema a cirei demonstratie, bazatd pe teorema (sau
axioma) la care se referd, este extrem de simpld gi rezultd imediat.

In cele ce urmeaza vom expune unele consecinte ale celor de mai
sus.

a) Consecinte ale teoremei de ezistenid a dreptelor paralele.

Consecinta 1. Daci douill drepte intersectate de o secants
formeazi o pereche de unghiuri alterne externe care sint congruente,
atunei dreptele sint paralele. —

Consecinfa 2. Daci doui drepte intersectate de o .secants
formeazi o pereche de unghiuri corespondente care sint congruente,
atunci dreptele sint paralele.

Consecinfa 3. Daci doud drepte intersectate de o secants
formeazi o pereche de unghiuri interne gi de aceeasi parte a secantei
care sint suplementare, atunci dreptele sint paralele. ,

Consecinta 4. Daci doud drepte intersectate de o secantd
formeazi o pereche de unghiuri externe si de aceeasi parte a secantei care
sint suplementare, atunci dreptele sint paralele.

Demonstrarea acestor consecinte se face fird nici o dificultate,
de aceea vi le propunem ca tema pentru acasi.

Consecinfa 5. Doud drepte distincte perpendiculare pe o a
treia sint paralele intre ele.

d
d ol
Ipoteza X Concluzia
bt i % ] d | d.
sl Fig. 220

Demonstragia. Din d; L d si d, | d rezulti ci unghiurile 1 i 2 (fig.
220) sint unghiuri drepte si deci congruente. Gum ele au pozitia de
unghiuri corespondente, conform consecintei 2 a teoremei de existenta
a dreptelor paralele, rezultd ca dreptele d, $1 dy sint paralele (d, | d,)
(g.e.d.).

«
U Cuvintul ,consecinid® vine din limba latind: consequentic — urmare.
M L]
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' b) Consecinge ale teoremei reciproce a dreptelor paralele

Consecinta 1. Daci dousi drepte paralele se intersecteazs
cu o a treia dreaptd, atunci unghiurile alterne externe care se formeazi
sint eongruente dous cite dous.

Consecinta 2. Daci doud drepte paralele se intersecteazs
cu o a treia dreaptd, atunci unghiurile corespondente care se formeazs
sint congruente doud cite doui.

Consecinta 3. Daci doui drepte paralele se intersecteazd
cu o a treia dreaptd, atunci unghiurile interne si de aceeasi parte a
secantei care se formeazd sint suplementare.

Consecinfa 4. Daci douii drepte paralele se intersecteazi
cu 0 a treia dreaptd, atunci unghiurile externe gi de aceeagi parte a
secantei care se formeazi sint suplementare.

Vom demonstra, in cele ce urmeazi, numai consecintele 1 si 3,
lasind pe seama elevilor, ca temi pentru acasi, demonstrarea conse-
cintelor 2 si 4.

Demonstratia. Fie AB gi CD doua drepte paralele care sint inter-
sectate de dreapta EF in M, respectiv IV (fig. 221).

- Conform teoremei reciproce la care ne re-
ferim, 3 AMN =3 MND (ca unghiuri alterne s
interne). Aceste unghiuri sint opuse la virf, 8l /
deci congurente cu unghiurile EMB gi respec- ( M B

tiv CVF. Pe baza proprietatii de tranzitivitate
C N 0

a relafiei de congruenta putem scrie: X EMB=
= X CNF. Dar unghiurile EMB §i CNF sint
unghiuri alterne externe (q.e.d.).

Analog se demonstreazi ci X EMA = X %
< DNF, considerind unghiurile alterne interne
BMN i MNC. |

Pentru a demonstra ci unghiurile interne 1 de aceeasi parte a
secantei sint suplementare, vom porni de la observatia cd unghiurile
interne si adiacente — de exemplu AMN si BMN — sint suplemen-
tare (m(sX AMN) + m(3< BMN) = 180°), iar oricare dintre aceste
unghiuri este congruent cu un unghi intern cu virful in N — ca alterne
interne (X AMN = X MND $1 X BMN =X MNC). Vom puvtea
deci scrie: m (X AMN) + m(X MNC) =180° i m(<X BMN) +
-+ m(X MND) = 180° (q.e.d.).

c) Consecinge ale axiomei paralelelor

Consecinfa 1. Doui drepte paralele cu o a treia sint paralele
intre ele.

f-'ig. 221

a
Ipoteza ED A e Concluzia
a#b ale c|b. alb.
£ Fig. 222
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Demonstratia. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem

cd ajffb. Atunci ar insemna ca dreptele o si b ar fi concurente. (Fie

{M} =anb) (fig. 222). De aici ar rezulta ci M Sa si M€, iar in
punctul M ar exista doud drepte distincte (¢gib) ambele paralele cu

: o a treia dreapta c. Acest lucru este absurd (contravine axiomei para-
| lelelor). Deci a || & (q.e.d.). : ,
Observagie. Faptul ¢a a || ¢ si ¢| b ne condue la concluzia ci a Il &

‘dovedeste ca relatia de paralelism intre drepte este o relatie tranzitivd.

. Consecinta 2. Dacd doud drepte sint paralele, atunci orice
' dreaptd ‘care se intersecteazii cu una dintre ele se va intersecta si cu
cealalta.
Demonstrajia. Fie a 51 b doud drepte paralele si ¢ o a treia dreapta,
care o intersecteazd pe prima dintre ele in M (fig. 223).
Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem c¢i ¢N b= o,
ceea ce ar insemna cd c||b. Ar rezulta atunci ci prin punctul M
(care ar apartine dreptelor a si c) ar exista doud drepte (distincte) para- -
lele cu dreapta b (dreptele a si ¢). Or acest lu-

°~ eru este absurd (contravine axiomei parale-
M% lelor). Singura paralela dusi prin punctul M

R la dreapta b este dreapta a (din ipoteza), iar
b dreapta c se va intersecta neaparat cu dreapta
Fig. 223 b (q.e.d.).

35. UNGHIURI CU LATURILE RESPECTIV PARALELE

Teoremi. Doud unghiuri eu laturile respectiv paralele sint
congruente dacd sint ambele ascufite sau ambele obtuze si sint suple-
mentare daci unul este ascutit, iar celidlalt obtuz. ’ :

Demonstragia. In primul caz, cind ambele unghiuri sint — de
exemplu — ascufite, fie 3 20y si ¥ 2'0’y’ doud unghiuri astfel incit
[0z | [0'z" si [Oy| [0’y (fig. 224,a). Notind [Oz N [0y ={A}, din
[0y |[0'y’ intersectate de [0z rezultd ca: (1) ¥ 20y =X zAy (ca

| unghivri corespondente), apoi, din [Oz ||[0’2’ intersectate de [0y
| rezultd cd: (2) X zAy' =X 2'0'y’ (tot ca unghiuri corespondente).

Hi Xy
pe ! 4/( b
o A3 %t

Al //E 0

~5

Zy  Fig. 224
g 2 ‘ 57 4 |
. Conform proprietatii de tranzitivitate a relatiei de congruenta,
dim (1) si (2) rezultd: X 20y = z' 0"y’
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Teoremad este adeviratd si pentru unghiul z’0’y", care este opus -

la virf cu unghiul 2’0"y, adica avem si & 20y == a0yl :

In al doilea caz, cind un unghi este ascutit si celalalt obtuz, fie
P ?‘31(_)12/_1 (m(32 2,0, 5,) < 90°) 1. 3 20y, (m (X 7,01y;) > 90°) doui
unghiuri astfel incit [0z, ||[0 | si [O1y: |1 [O1y; (fig: 224.). Notind
[O12, N[Oy, = {B},din [0y, ||[O,y, intersectate de [0y, rezultd ci:
K 2101y =< 2, BO, (ca unghivri corespondente), apoi din [0,z ||[0;z;
intersectate de [0,z rezultd ca: m(X 2, BO;) + m(< z(0,y,) = 180°

(unghiuri interne si de aceeasi parte a secantei).

CGum X 2,0,y = X 2,B0,, rezulti ca s m(K x101y1) o

+ m(s< z0y;) = 180°. _
Teorema este adeviratd si pentru unghiul z0jy;, care este
“opus la virf cu unghiul z0y,, adici avem $1 m(X 2,0,y,) +
+ m(< Z0y;) = 180°. '

Problema rezolvati. Fie Me(AC), N<(AB), P<(BC)
$1 Q€ (AC), unde A ABC este un triunghi oarecare. ;

a) Dacd MN || BC, NP ||AC si PQ|| AB, exprimati _masurile
unghiurilor triunghiurilor ANM, NBP, QPC in functie de masurile
unghiurilor triunghiului ABC.

b) In ipoteza suplimentard c& M = Q, unde trebuie ales punctul
M pe latura (AC) pentru a avea loc. relatiile MN | BC, NP| AC s
MP| AB?

Rezlvarea. a) Dacd MN || BC il

(fig. 225, a) conform unei consecinte
a teoremei reciproce a dreptelor pa- q P
ralele, deducem céi:

I ANM = 3 ABC (corespon-
dente, secanta fiind dreapta AB), M

¥ AMN = 3ZACB (coresponden-
te, secanta fiind dreapta AC), A B
X MAN = ¥ CAB (ca fiind un- N
ghiuri identice). a

Asadar, unghiurile triunghiului
ANM sint congruente cu cele ale
triunghiului A BC.

Observalte. Congruenta unghiurilor ANM si A BC, precum si cea a unghiurilor
AMN 1 ACB, poate fi dedusd si din faptul ca aceste unghiuri pot fi privite ca ,,un-
ghiuri cu laturile respectiv paralele®. .

Analog se ‘demonstreazi cd si unghiurile triunghiurilor NBP si QPC sint
congruente cu cele ale triunghiului A BC. . :

- b) In ipoteza suplimentard ci & = Q (fig. 225, b), MP | AB, avem:
9L Ny = 9IM, (alterne interne, secanta flind dreapta NQ).
Din ipoteza NP || AC rezultd ca:
9< M, = 3 N, (allerne interne, secanta fiind dreapta NQ).

Fig. 225

De aici rezultd cd triunghiurile NMA si MN P sint congruente (UL U), latura -

comund fiind [NM]. In aceste triunghiuri congruente, unghiurilor congruente N,
si M, i se opun laturi congruente [MA]=[NP]. (1) b

In continuare, deoarece MN || BC (din ipotezd), rezulti ci: XM =¥ P
(alterne interne, secanta fiind dreapta M P)

|
1
\
\
. : 99
B e T R T R N R




Deoarece VP | AC (din ipotezd), rezultd ci: ¥ Py = M, (alterne in-
terne, secanta fiind dreapta M P).

Rezultd astfel cd si triunghiurile MNP si PCM sint congruente (ULU),
latura comund fiind [ M P]. In aceste triunghiuri congruente, unghiurilor congruente
M, si P, li se opun laturi congruente [N Pl =[MC]. (2)

Pe baza tranzitivitdtii relatiei de congruentd, din (1) i (2) deducem ci
[MA]=[MC], rezultat care exprimi cd in ipoteza suplimentard, ca M =0,
punctul M este mijlocul laturii [AC].

@ 21. Exercitii §i probleme

1. Dreptele distincte @ si b sint intersectate de dreapta ¢. Notind a N ¢ =
=1{4}, 5 N ¢ = {B} si numerotind unghiurile formate ca in figura 213 de la pagina
91, numiti toate ,perechile® de unghiuri formate de dreptele @ si b intersectate de
»secanta® c.

2. Aceleasi intrebiri ca la 1,daci dreptele distincte sint m si n, »secanta’ p,
lar punctele de intersectie le notam: m Np={P},nnNp={R].

3. Fie segmentul [MN] si semidreptele [Mm si [Nn situate de o parte si de

alta a dreptei MN. Demonstrati ci dacd L NMm =32 MNn, atunci Mm si Nn
sint paralele.

4. Fie ABC un triunghi in care D € AC i [AD] =[AC], (D # C). Folosind
teorema de existentd a dreptelor paralele, precum gi procedeul de constructie pre-
zentat la pagina 95, construiti prin punctul D o' paraleld la latura [ BC].

5. Fie ABC un triunghi. Folosind teorema de existentd a dreptelor paralele,
precum g1 procedeul de constructie prezentat la pagina 95, construiti: a) Prin
punctul 4 o paralels la dreapta BC; b) Prin punctul B o paraleld la dreapta CA ;
¢) Prin punctul € o paraleld la dreapta 4 B.

Precizati cite paralele se mai pot construi prin punctele 4, B, C respectiv
la dreptele BC, CA si AB. Justificati rdspunsul.

6. Fie o dreaptd a si semidreptele [ Az 81 [Ay care nu sint incluse in dreapta a.
54 se demonstreze ci dacd a |[Az §i a||[Ay, atunci semidreptele [Az si [Ay sint
opuse sau identice. -

7. Punctele A, B, C sint diferite douX cite dous si dreapta @ nu le contine.

Dacé dreptele AB si AC sint paralele cu dreapta a, atunci punctele 4, B, C sint
colineare.

8. In figura 226, dreptele @ si b sint paralele.
Z/ , Misura unghiului 1 este de 40°. Calculati méisurile

370 celorlalte sapte unghiuri marcate in desen, explicind,
/ ‘ in fiecare caz in parte, cum ati procedat.
65 o 9. Aceleagi cerinte ca la 8, dacd se cunoagte cé
/3 masura unghiului 2 este de 135°,
Fig. 226 10. Demonstrati consecintele 2 si 4 ale teoremei

reciproce a dreptelor paralele de la p agina 97.

11. Demonstrati consecintele 1—4 ale teoremei de existentd a -dreptelor
paralele de la pagina 96.

12. Desenati doud drepte paralele gi o secantd g1 demonstrati ci:

a) Bisectoarele a doud unghiuri alterne interne sint paralele.

b) Bisectoarele a doud unghiuri alterne externe sint paralele.

c) Bisectoarele a doud unghiuri corespondente sint paralele.

13. In figura 227, punctele 4 si B apartin dreptei €D, iar m(3Z CAE) =
= 67°30"15" si m(Z ABF) = 112°29745 ", Stabiliti dacd dreptele AE si BF sint
paralele sau concurente.
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o Fig. 227 a/ A Fig. 228

14. In figura 228, dreptele a i b sint paralele; la fel dreptele c si d sint paralele,
Dacd m(gZ DAB) = 68°, calculati suma: m(3Z DAB) -+ m(<< B) + m(IL C) +
m(<Z D). : :
& (E I)n triunghiul A BC (fig. 229), masura unghiului 4 BC este de 50°, [ BD
este bisectoarea unghiului A BC (D & (AC)),iar dreapta DE este paraleld cu dreapta
BC (E & (AB)). S se calculeze masurile unghijurilor triunghiului BED. Ce fel de
triunghi este BED? '

A , 2N

B = _ c BB ENTE
~ Fig. 229 Fig. 230 Fig. 231
- 16, In triunghiul 4 BC (fig. 230), D € (AC), E € (AB), M & (BC), astfel incit
DM || AB, EM || AC. Dacd m(Z M,) = 67°, m(I< M,) = 44°, sd se calculeze
masurile unghiurilor triunghiului A BC.

17. In figura 231, punctele B, E, F, C sint colineare, D € (AC), DE | AB
$i 3L ABC = 9C DCB. Demonstrati cd bisectoarea unghiului CDE ([DF)jimparte
segmentul [CE] in doud pérti congruente si DF | BC. '

18. In figura 232 stim c& segmentele [BC] si [B,C,] sint incluse in
dreapta @, 3T ABC = ¥ A,C,B,, AB || A,B,, AC|| A,Cy, iar punctele D si D,
sint mijloacele segmentelor [BC], respectiv [B,C,]. Demonstrati cd AD || 4,D,.

A
= 5
B !
A £ i
Al | \
0, D
7 5 a
Bk " P B 0
e / Fig. 232 E Fig. 233

19. In figura 233 stim cd: AE N BD = {C}, [AB] =[BC], [CD] =[DE)],
lar punctele B, si D, sint picioarele bisectoarelor unghiurilor ABC, respectiv
CDE(B, € (AC) si D, € (CE)). Demonstrati ci B, B | DD;.

20. Unghiul A4 al triunghiului ABC are misura de'50°, iar unghiul B de 70°.
Care sint masurile unghiurilor formate de semidreptele [A B si[AC cu paralela prin
A la bisectoarea unghiului B? :

21. Fie a N b ={B}, a N ¢={C} si a L b. Dacd m( ac) = 90°, atunci
b e :
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22. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, b si ¢ drepte perpendiculare in punctele
B i C pe dreapta BC. Notdm b N AC = {M}, c N AB = {NV}.
a) Demonstratfi cd triunghiurile ABM si ACN au unghiurile respectiv con-
gruente. . AN B
b) Calculati misurile unghiurilor triunghiuluii ABM daci m(3Z ABC) =
= 30° si m(3Z ACB) = 80°.

23. Sd se demonstreze cd triunghiul format de o laturd a unui triunghi dat
| si de paralelele duse din extremititile laturii considerate la laturile opuse unghiu-
| rilor cu virfurile in aceste extremititi este congruent cu triunghiul dat.

24. Sd se demonstreze cd paralelele duse prin virfurile unui triunghi la laturile
opuse unghiurilor respective determind un triunghi in care virfurile triungliului
dat sint mijloace de laturi.

25. Triunghiul ABC este isoscel (3 B = ¥ C) si [BD] este mediand (D
€ (4C)). Construim CE || BD, unde E € AB. Demonstrati ¢i [AB]=[RE].

36. SUMA MASURILOR UNGHIURILOR UNUIITRIUNGHI

Desenati un triunghi si calculati suma mésurilor unghiurilor sale.

Teoremdi. Suma misurilor unghiurilor unui triunghi este de
180°.

Demonstrajia. Fie triunghiul oarecare 4 BC, in care facem o con-

strucfie ajutatoare: printr-un virf al triunghiului considerdm o para-

7 lela 2y la latura opusa lui, de exemplu prin

= . virful A fig.(234). Observim cd X B= ¥ BAx

(alterne -interne formate de dreptele paralele

zy i BC cu secanta AB). Tot astfel, 3 C =

= & CAy (alterne interne formate de acele-

B _ € asi drepte paralele cu secanta AC).

e Vom putea deci scrie: m(3< A) +m(X B) 4

| + m(X C) = m(X BAC) + m(X BAx) + m(X CAy). Constatim ci

‘ suma acestor, trel unghiuri adiacente doud cite doud cu virful in

A este unghiul alungit zAy, a cdrui mé&surd este de 180°. Deci:

m(X 4) + m(X B) 4+ m(X C) = 180° (q.e.d.).

Consecinta 1. Intr-un triunghi echilateral misura fiecirui
unghi este de 60°, '

Consecinfa 2. Intr-un triunghi dreptunghie 4 BC (m( 4) —
= 90°), unghiurile B gi C sint complementare §i ambele sint unghiuri
ascutite. Unghiurile ascutite ale unui triunghi isoscel au misura
de 45°, .

Consecinta 3. Intr-un triunghi isescel, unghiurile de Ia bazi
sint ascutite.

Demonstratiile acestor trei consecinte vor fi ficute de elevi ca
tema pentru acasi.

Consecinfa 4. Un triunghi isoscel, in care misura unuia dintre
unghiuri este de 60° este triunghi echilateral.
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“ Pentru a demonstra aceastd consecintd, este nevoie si facem

doud demonstratii si anume: una pentru cazul cind unghiul cu masura

- de 60° este un unghi de la baza triunghiului isoscel §i alta pentru

cazul c¢ind unghiul de la virful triunghiului are masura de 60°. .-
1) Sa presupunem cd in A ABC avem[AB]=[AC] 51, de exemplu,

m(3< B) = 60°. Stim, dintr-o teorema demonstrata anterior, ci: »dqed.

un triunghi este isoscel, atunci unghiurile opuse laturilor congruente
sint congruente“, deci X C= ¥ B; cum m(X B) = 60° rezulti ci
m(x C) = 60°.

Am demonstrat ci suma masurilor unghiurilor unui triunghi este
de 180°. Rezultd cd m(3< A) = 180° — [m(3< B) ++ m(X C)], deci
m(s< A) =180° — (60° 4 60°), adicd m(3< 4) = 60°; putem scrie:
A =T b= €. ‘

Dintr-o teorema reciprocd demonstratd anterior stim ca ,daca
intr-un triunghi unghiurile sint congruente, atunci triunghiul este
echilateral®.

2) Si presupunem acum cd in triunghiul isoscel 4 BC de bazi

[BC], m(< A) = 60°. Rezultd c¢d m(X B) + m(xX C) = 180° —
— m(< A4) sau m(3< B) + m(3<C) = 120°; dar cum, triunghiul fiind
isoscel, m(sX B) = m(X C), inseamnd c¢d m(3< B) = m(¥ C) = 60°.
n concluzie A ABC este echilateral, avind toate unghiurile con-
gruente.

Aplicatie. Intr-un triunghi dreptunghic, cateta ce se opune
unui unghi cu misura de 30° are lungimea egali eu jumitate din
lungimea ipotenuzei.

Demonstratia. Fie un astfel de triunghi, A ABC din figura 235.
Conform consecintei 2 a teoremei privind suma masurilor unghiurilor
unul triunghi, m(< €) = 60°. Facem o-constructie ajutitoare. Con-
struim, de cealaltd parte a dreptei AB fatd de punctul C, unghiul
ABz a carui mésurd sé fie de 30°. Notdm CA N Bz = {C’}. Triunghiul
BCC' astfel construit, avind toate unghiurile cu masura de 60°, este
' un triunghi echilateral ((BC]1=[BC'1=[CC’]). S-a demonstrat ante-
rior cd ,dacd un triunghi este echilateral, c
atunci bisectoarele unghiurilor triunghiului
sint si mediatoarele laturilor ce se opun
unghiurilor respective“. Din faptul ca bi- L 90°
sectoarea [ BA este si mediatoare, rezulta: A 305> 8

[CA]=[AC'] sau CA:%- e G

[CC'I1=[BC], relatia precedentd se poate /E’
scrie AC = -;‘—.BC (q.e.d.). z

Definitie. Unghiul care este adiacent si suplementar eu un
unghi al unui triunghi se numegte unghi exterior acelui triunghi.

Fig. 235
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De exemplu in triunghiul ABC (fig. 236), unghiul ACD este
un ,unghi exterior* al triunghiului A BC, fiind adiacent si suple-
A mentar cu unghlul ACB al triun-

- ghiului. Cum in fiecare virf al tri-
unghiulul se pot determina cite doua
. unghiuri exterioare, rezultd cad un
/5]

C 5 triunghi are in total sase unghiuri
Fig. 236 exterloare. '

Aplicatie. Misura unui unghi exterior al unui triunghi este
egald cu suma misurilor eelor doud unghiuri ale triunghiului neadia-
cente cu el.

Demonstratia. Fie ABC’ un triunghi si 37 ACD un unghi exterior
lui (fig. 237). Folosim o eonstructie ajutatoare. Consideram paralela
CE prm punctul C la dreapta BA. Observim ca X ACE=X 4

m(3< ACE) = m(< A) si m(< ECD) = m(s< B).
Adunind, membru cu membru egalitatile de mai sus, obtinem:
m(s< ACE) + m(< ECD) = m(%ﬁ A) 4 m(s< B). :
Dar, pentru ca unghlurﬂe ACE si ECD sint adiacente, suma lor
este tocmai unghiul exterior ACD, deci m(«): ACDy= m(é: A) +

+ m(X B) (q-e.d.).
Definifie Bisectoarea unui unghiexterior al unui triunghi se

numeste hisectoare extericard a triunghiului corespunzatoare unghiu-
lui respectlv

2 “(unghiuri alterne interne formate de dreptele
paralele CE si BA cu secanta BD); de aseme-
nea, <L ECD=<x< B (unghmm core%pondente

8 s % formate de dreptele specificate mai sus)
fiigse a2 Aceste congruente ne permit sa scriem:
\
|

; Aplicatie. Fie 4BC un triunghi oarecare. Bisectoarea unghiu-
lui ABC (mtermara triunghiului A BC) si bisectoarea unghiului ABD
(exterloara triunghiului ABC) sint perpendiculare.

. ' Demonstragia. in figura 238, [BE este
bisectoarea unghlulm ABC si putem serie:

m(¥ ABE) = E' m(3 ABC) (1).

' De asemenea, [BF este bisectoarea un-
i ge - ghiului ABD si putem scrie: m(X ABF)=

Fig. 238 :%- m(x: ABD) (2).

Unghiurile ABC si ABD sint adiacente $i suplementare, deci:
m(X ABC) +- m(3< ABD) = 180° (3).

Dar gi unghiurile ABE si ABF sint adiacente. Putem scrie:

m(3 EBF) = m(¥X ABE) + m(3X ABF) (4). |
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Tinind seama de relatiile (1) si (2), relatia (4) devine:
m(3 EBF) = +. m(X ABC) + % m(3 ABD)

sau m(X EBF) =
relatiei (3), devine:
m(X EBF) = % 180°. Deci m(3< EBF)= 90° sau BE L BF

(q.e.d.).

. [m(X ABC) + m(X ABD)], care, pe baza

37. UNGHIURI CU LATURILE RESPECTIV PERPENDICULARE

Teoremi. Douid unghiuri eu laturile respectiv perpendiculare
sint congruente daci ambele sint ascufite sau obtuze gi sint suplemen-
tare dac# unul este ascufit, iar celilalt obtuz.

Vom demonstra teorema mai intii in cazul particular cind unghiu-

rile au virfurile in acelagi punct.

a) Ambele unghiuri sint ascufite. -
Fie unghiurile AOB si COD (fig. 239), unde [0OA L [0D si

.[OB L [OC.
Din [0A L [OD deducem cd m(3X AOB) + m(3X BOD) = 90° sau -

m(X AOB) = 90°— m(X BOD), iar din [OB L [0C deducem c&

m(x BOD) + m(< COD) = 90° sau m(s COD) = 90°— m(< BOD).

Observam ca unghiurile AOB si COD au acelagi complement
(unghiul BOD), deci sint congruente. ;
A

Fig. 239

b) Ambele unghiuri sint obtuze. .

Fie unghiurile MON §i POQ (fig. 240), unde [OM L [0Q si
[ON L [OP.

Unghiurile MOQ si QON fiind adiacente, rezulta ca m(3< MON) =
= m(¥X MOQ) + m(3XQON) si cum [OM L [0Q, mai putem scrie
m(3X MON) = 90° + m(3< QON).

Pe de alta parte, m(3X POQ) = m(< PON) 4+ m(X NOQ) — un-
ghiurile PON gi NOQ fiind adiacente §i cum [ON L [OP, mai putem
serie: m(3X POQ) = 90° + m(K< NOQ): ; '

Rezultd cd suma 90° + m(3< NOQ) reprezintd 'atit mésura un-

~ ghiului MON, cit i a unghiului POQ, deci X MON = X POQ.
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¢) Un unghi este ascutit, iar celdlalt obtuz.

Fie unghiurile AOB §1 COD (m(X AOB) < 90°, m(X COD) > 90°,
[0A 1L [OD si [OB L[OC — figura 241). |

Observam ca unghiurile COA i AO B sint unghiuri adiacente; la fel
unghiurile AOB gi BOD sint adiacente; putem deci insuma aceste trei
c i A - unghiuri, obfinind unghiul COD (m(X COA) +

| + m(X AOB) + m(< BOD) = m(3< COD).

: Mai observim c¢i unghiul AOB are ca

unghi complementar unghiul A0C (OB L OC

. g din ipotezd), deci m(X AOC) 4 m(3< AOB) =

0 = 90° (1). Dar unghiul AOB mai are ca unghi

complementar gi unghiul BOD (OA L 0D din

. ipotezd), deci m(3X BOD) + m(xX AOB) —

- =90° (2)

Adunim egalitatile (1) si (2) membru cu
membru gi obtinem:

m(<X COA) + m(< AOB) + m(< BOD) + m(X AOB) = 180°.

Cum suma mésurilor primelor trei unghiuri este tocmai misura
unghiului, COD, rezultd cid putem scrie: m(X AOB) + m(X COD) —
- =180° (q.e.d.).

S84 consideram acum c#zul, mai general, cind cele dous unghiuri
nu au virfurile in acelagi punct. :

Fie unghiurile AOB §i CO'D si presupunem cid [0A L[O'C si
[OB L[0'D cu m(X AOB) < 90° si m(< CO'D) < 90° (fig. 242, a) si
m(X AOB) < 90° si m(X CO'D) > 90° (fig. 242, b). Pentru a de-
monstra c¢d 3 AOB= X CO’'D (in primul caz) i cd m(< AOB) +
4 m(3< CO'D) = 180° (in al doilea caz) nu esté nevoie de o demonstra-
fle speciala; in schimb facem niste constructii ajutitoare, si anume:

' i desenam, de exem-

plu, in punctul O

paralele la laturile

unghiului CO’D. (Con-

~ form axiomei parale-:

lelor, pentru fiecare

latura a unghiului

p CO’'D se poate con-

" strui prin O o sin-
gurd paraleli.)

Conform teore-

~ mei: ,doud unghiuri

cu laturile respectiv paralele sint congruente daca sint ambele ascu-

tite sau ambele obtuze gi sint suplementare daci unul este ascutit,

iar celdlalt obtuz“, rezultd cd (si aceasta este valabila pentru ambele

figuri) unghiurile construite cu virfurile in punctul O sint congruente

sau suplementare cu unghiurile date. -

D
Fig. 241

Fig. 242
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Din acest moment (si acesta este sensul afirmatiei ,nu este nevoie
de o demonstratie speciald“), repetdm demonstratiile facute in cazul
particular cind unghiurile aveau laturile perpendiculare si virfurile in
acelasi punct. :

Probleme rezolvate:

Pentru rezolvarea problemelor de mai jos, propunem cititorilor
s8 realizeze singuri desenele, urmind indicatiile din textul rezolvarii.

"Problema 1. fIn triunghiul isoscel ABC, inaltimea AD
(D € BC) formeaza cu latura [AC] un unghi a -cirui masurd este de
30°. Sa se calculeze masurile unghiurilor triunghiului 4 BC.

Rezleare. a) Dacd 9 B = 3 C, atunci in A\ A BC indltimea AD (D € (BC))
este bisectoarea unghiului A4 si deci m(3Z A) = 2-30° = 60°. ; |
Conform unei consecinte a teoremei relativii la suma unghiurilor unui tri- |
unghi, triunghiul A BC este echilateral si deci

m(3 4) = m(¥ B) = m(3 €) = 60°

b) Dacd L A =3 B si m(3ZC) >90° atunci punctul D este exterior
segmentului BC siin A dreptunghic ADC (m(3< D) = 90°) avem m(gZ CAD) = 30°
(din ipotezd). Conform unei consecinte a teoremei privind suma masurilor unghiu-
rilor unui triunghi, m(3Z ACD) = 90° — 30° = 60°.

Deoarece unghiul ACD este un unghi exterior triunghiului ABC urmeaza

m(9Z ACB) = 180° — m(3Z ACD) sau m(<9C ACB) = 180° — 60° = 120°.

Cum, in AABC, I A= %: B, rezultd c¢d m(3l A) = m(3LB) =

(180° — 120°) = — « 60° = 30°

l
[~

wjr—a-
D

Asadar m(3Z 4) = m(3L B) = 30° si m(3< C) = 120° |
)-Dacd 3T A =90 B 5 m(3XC) < 90°, atunei punctul D este interior seg- |
mentulul BC s1 in A dreptunghlc ADC (mg: D) = 90°) avem m(3Z CAD) = 30°
(din ipotezd). Conform unei consecinte a teoremei privind suma mésurilor unghiu }
rilor unui triunghi, m(3Z ACD) = 90° — 30° = 60°.
' Cum A ABC este isoscel (ipotezd), conform unel consecinte a teoremei pri-
vind suma. unghiurilor unui triunghi, rezultd cd /A ABC este echilateral st deci
m(se A) — miae B) = mi( C) = 60%
d) In sfirsit, dacd 3Z A = 9Z C, punctul D este interior segmentuiui BC
si in A dreptunghic ADC (ni(<9Z D) = 90°) avem, m(3 CAD) = 30° (ipoteza).
Conform unei consecinte a teoremel privind suma mdsurilor unghiurilor unui tri-
unghi, m(3< ACD) = 90° — 30° = 60°.
S1 in acest caz, triunghiul isoscel A BC avind un unghi a cdrul masurd este
de 60°; este triunghi echilateral si, prin urmare, m(9Z A) = m(3< B) = m(9Z C) =
— 62

Problema 2. Si se calculeze masurile unghiurilor unui tri-

\
unghi isoscel ABC stiind cd bisectoarea exterioara unghiului ACB
formeaza cu dreapta AB un unghi CEB cu misura de 15° (£ € AB). |

Rezoleare. Notdm cu [CD bisectoarea interioard unghilui ACB (D& (AB)).
a) Presupunem 92 A = 32 B. Conlorm acestei noi ipoteze, [C'D, bisectoarea
interiodrd unghiului ACB, este g1 inditimea triunghiului isoscel AC'B, adica CD_|_
AB (o proprietale a tuunghlulu: 1505061) (1). : .
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Deoarece bisectoarea interioard si cea exterioard unui unghi — in cazul
nostru ale unghiului ACB — sint doud semidrepte perpendiculare, rezulta ca
D LLCE (2). : :

Din (1) si (2) deducem cé dreptele AB s1 CE sint paralele, CE || AB. Acest
rezultat este ,absurd®, contrazicind ipoteza (E € AB). Contradictia provine din
ipoteza suplimentaré (32 A = 3< B), deci triunghiul A BC nu poate fi isoscel avind
X A= B :

b) Presupunem < B = 3 C. In aceastd ipotezd, [CD, bisectoarea interioara -
a unghiului ACB, nu este i indltimea triunghiului ABC corespunzitoare laturii
AB, deci CD ¥ AB, din care motiv [CE, bisectoarea exterioard a unghiului ACB,
intersecteaza dreapta AB si deci punctul E existd (E & AB).

In triunghiul CED, m(3Z CED) = 15° (ipotezd) (1).

Deoarece CE 1 CD (proprietatea bisectoarelor interioard si exterioard ale
unui unghi al unui triunghi), rezultd c& m(JL ECD) = 90° . (2).

Din (1) si (2), conform unei consecinte a teoremel privind suma madsurilor
unghiurilor unui triunghi, in triunghiul ECD avem m(xL CDE) = 90° —15° =
— 762 (3))

in A CDB, notdm m(3< BCD) = z° (4).

Pentru cd triunghiul ABC este isoscel (ipoteza suplimentard) si [CD este
bisectoarea unghiului ACB (ipotezd), conform notatiel (4) avem ca m(<3Z CBD) =
= 2 2° si, deoarece m(JC CDE) = 75° (conform (3)), rezultd, scriilnd suma masu-
rilor unghiurilor triunghiului CBD, ecuatia in z:

2+ 2 2° + 75° = 180° « 3 2° = 105° < 2° = 35°.

Tinind seama de notatia (4), putem scrie m( BCD) = 35° 5i deci, conform
ipotezei, m(3 CBD) = 2.35° = 70°. Cum ¥, B=< C, urmeazi cisim( ) =
= 7l '

Asadar, in ipoteza suplimentard 3 B = 9T C, problema are drept ,,solutie*
triunghiul isoscel ABC in care m(9C 4) = 40° s m(Y B) = m(< €) = 70°

¢) Presupunem < C = JC A. 53 observdm cd, in aceastd noud ipotezd,
rezolvarea este analoagé cu rezolvarea precedentd, doar notatiile au fost schimbate
si astfel se obtine solutia m(3< A) = m(3 €) = 70° si m(3< B) = 40°.

in concluzie, problema are doud solutii:

I m(3 A) = 40° si m(3CB) = m(¥L C) =70° sau
Il m(3 4) = m (3 €) = 70° 5i m(3 B) = 40°.

@ 22. Exercitii §i prbbleme

1. Doud dintre unghiurile unui triunghi au ca masuri: a) 80° §i 65°; b) 48°
si 59°; ¢) 46°25'30” si 57°46'56"; d) 58°13'45" i 100°53'27 ”. Care este mésura celui
de-al treilea unghi?

2. Unul dintre unghiurile ascutite ale unui triunghi dreptunghic are ca ma-
surd: a) 27°; b) 45°; ¢) 35°20'15"; d) 65°18'35". Care este masura celuilalt unghi
asculit?

3. Cum trebuie si fie unghiurile B si C ale unui triunghi ABC, astfel incit
indltimea dusd din virful A al triunghiului sd intersecteze dreapta BC intr-un
punct situat intre B i C'?

4. Dacd in triunghiurile ABC, A'B'C’' avem X A =¥ A'si L. B=L B,
atunci avem JC C =3C". ‘ ; ‘

B. Ariitati cd intr-un triunghi isoscel unghiurile de la bazi sint agcutite.
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6. 53 se demonstreze cd intr-un triunghi oarecare: a) nu poate exista decit
cel mult un unghi obtuz; b) nu poate exista decit cel mult un unghi drept; ¢) cel
putin unul dintre unghiurile lui are mé#sura mai mare sau egald cu 60°.

7. Unul dintre unghiurile unui triunghi isoscel are ca masurd 70°, Care sint
mésurile celorlalte doud unghiuri? Aceeasi problem# in cazul in care unul dintre
unghiuri are mésura de 130°. Dar cind unul dintre unghiuri are ca misurd 90°?

8. Unul dintre unghiurile unui triunghi isoscel are ca misurd 40°. Care sint
misurile celorlalte doud unghiuri? .

9. Triunghiurile A BC i A'B'C’ au congruente urméatoarele elemente: [A B] =
=[A'B'], L A=3 A" §i ILC =< C" Justificati congruenta triunghiurilor
ABC s A'R'C'.

10. Dacé doud triunghiuri isoscele au bazele respectiv congruente si unghiu-
rile opuse lor congruente, sint aceste triunghiuri congruente? De ce?

11. Daca triunghiurile isoscele ABC si MN P ([AB] =[AC] si[MN]=[M P)),
au [AB]=[MN] si L B= L N, sint aceste triunghiuri congruente? Dar daci
au [AB]=[MN] si 3 A = I M, sint aceste triunghiuri congruente?

12. Dacd triunghiurile echilaterale ABC si A'B'C' au[AB] =[A’'B’], sint
aceste triunghiuri congruente?

13. Doud dintre unghiurile unui triunghi au mésurile de 60° si 40°. S§ se
determine: a) mésurile unghiurilor formate de bisectoarele triunghiului cu laturile
opuse; b) mésurile unghiurilor dintre higectoarele triunghiului; ¢) mésurile unghiu-
rilor dintre indltimile triunghiului. ;

14. Fie ABC un triunghi echilateral. S& se calculeze: a) midsura unghiului
dintre mediana din virful A4 si latura [ BC]; b) misura unghiului dintre bisectoarea-
unghiului 4 si indltimea din virful C; ¢) masura unghinlui dintre bisectoarea un-
ghiului A si mediana din virful C; d) msura unghiului dintre bisectoarea unghiu-
lui 4 si indltimea din virful 4 ; e) pe dreapta BC se ia un punct D (C<(BD)) astfel
ca [BC] =[CD]. Sa se calculeze mésurile unghiurilor triunghiului ABD.

15. In triunghiul ABC m(¥ A) = 70°, m(3Z B) = 30°. S& se calculeze mi-
sura unghiului format de bisectoarea §i indltimea triunghiului duse din virful C.
(In doud cazuri — cu bisectoarea interioard si cu céa exterioard.)

16. Intr-un triunghi un unghi are misura de 40° si diferenta masurilor celor-
lalte doud de 30°. Gésiti mé#surile unghiurilor triunghiului.

17. S& se demonstreze cd o paraleld dusd la o laturd a unui triunghi isoscel
(sau echilateral) formeazd cu celelalte doud laturi un triunghi isoscel (sau echi-
lateral). .

18. Fie ABC un triunghi. Paralela prin C la bisectoarea unghiului B se inter-
secteazd cu dreapta A B in punctul D. Sa se demonstreze c¢i triunghiul BCD este
isoscel.

19. In triunghiul dreptunghic BAC (m( A) = 90°) se consideri indltimea
AD(D &(BC)).

a) Demonstrati cd triunghiurile BAC, BDA si ADC au unghiurile congru-
ente; b) Dacd m(97 B) = 30° 5si AC = 3 cm, sd se calculeze lungimile segmentelor
[BC], [CD] si [BD)

20. In triunghiul ABC cunoastem m( A) = 30° si m(3C B) = 120°. Se
construiesc BD | AB (D & (AC)) si DF | BC (F € (BC)). Aritati ci: a) tri-
unghiurile ABD si BFD au unghiurile congruente; b) dacd DE este mediand in
triunghiul BDC (E < (BC)) si DH || BC (H € (AB)), atunci DE | DH.

21.-Se considerd triunghiul oarecare ABC in care BC < CA < AB. Fie
De(CB si Ec (BC astfel incit [BD] =[AB] si [CE]=[AC]. S& se calculeze
m(9Z DAE) in functie de m(3Z BAC). Cercetati si cazul in care in A ABC avem
AB < AC < BC.
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99. Intr-un triunghi isoscel ABC ([A B] =[AC])), prin mijlocul D al laturii
[AC] se duce paralela la dreapta AB, care intersecteazd latura [BC]in E gi bisec-
toarea unghiului. B in F. S& se demonstreze ci:

a) Triunghiurile DEC si ADE sint isoscele;

b) AE | BC: c) [BE]=[CE]=[£F].

23. Si se demonstreze cd in triunghiul A BC, dacd latura [AC], bisectoarea
unghiului B si mediatoarea laturii [ BC] sint concurente-in acelagi punct, atunci
m(d< B) = 2-m(C C) gi reciproc. _ :

24. Fie M, N, P mijloacele laturilor [A B], [BC], [CA] ale unui triunghi 4 BC.
Fie Dgi E(DeCM si EEN P) astfel incit [MD] =[CM] si [ PE] =[ PN]. Demon-

strati ci:a) AF = % . BC; b) [AD] =[BC]; c¢) punctele E, A, D sint colineare.

25. Se considerd un triunghi A BC cu m(3Z C) = 60°. Pe semidreptele [AA’,
[BB' (A' € BC, B'€ AC) perpendiculare pe BC si respectiv AC se iau punctele ¥
si respectiv IV, astfel incit [AA'] =[A4A'M] si [BB'] =[B'N]. 54 se demonstreze ci
punctele M, C, N sint colineare.

26. In exteriorul triunghiului isoscel ABC ([AB]=[AC]) se contruiesc tri-
unghiurile dreptunghice isoscele ABD i ACE (m(3< D) =90° §i m(3< E) = 90°).

a) Si se demonstreze cd DE || BC.

b) Si se arate cd virful A, mijloacele segmentelor [DE]si [BC]si {M} =
= DB N EC sint colineare. ;

27. In triunghiul ABC cu m(gZ A) < 90° fie punctul M & (BC). Se con-
struieste MO | AC (0 € (AC)) §i se prelungeste [MO]culON]=[0OM]. Apoi se
construieste M) | AB (Q € (AB)) s se pretungeste [M{] cu [Q P] = [QM].

a) S# se demonstreze cd A AN P este isoscel. .

b) S# se demonstreze c¢d unghiurile triunghiului AN P au masuri constante,
indiferent de pozitia punctului M pe segmentul (BC), si sd se exprime mésurile
acestor unghiuri cu ajutorul masurii unghiului A al triunghiului 4 BC.

¢) Cite grade trebuie sd aib& mésura unghiului 4, pentru ca A PAN si fie
echilateral ?

d) Daci m(< BAC) = 90°, atunci punctele P, A, N sint colineare.

28. Dacd A si B sint doud puncte diferite si dacd [Ax si [By sint doud semi-
drepte incluse in acelasi semiplan determinat de dreapta A B, astfel incit suma ma-
surilor unghiurilor zA4 B si yBA sé fie mai mic& de 180°, sd se demonstreze c& semi-
dreptele [Ay si [By au un punct comun.

29. In triunghiul A BC, bisectoarea interioard [BD (D & (AC)) si bisectoarea
exterioard [BE (E € AC) formeazd cu dreptele BC si respectiv AC unghiuri cu
mésurile de 35° si respectiv de 15°. Dacd AC = 8 cm, si se calculeze BC.

30. In triunghiul M N P, bisectoarea interioard [NO (O & (M P)) si bisectoarea
exterioard [VR (R € M P) formeazi cu dreptele NP gi respectiv. M P unghiuri
cu masurile de 45° si respectiv de 15°. Dacd VP = 4 cm, sd se calculeze MN.

31. In figura 243, misurile a doud unghiuri

exterioare triunghiului ABC sint: m(3Z A4,) = 109°

£)\4 si m(JZ By) = 138°. S4 se calculeze masurile unghiu-
rilor triunghiului A BC.

32, Mésura unui unghi exterior unui triunghi

8 isoscel este de 130°. S& se calculeze mésurile unghiu-
a7 ¢ vilor triunghiului.
Fig. 243 33. Méasura unui unghi exterior unui triunghi

dreptunghic este de 150°. Sa se calculeze mdsurile
unghiurilor triunghiulu.

34. Sa se demonstreze cd suma maésurilor a doud unghiuri exterioare ale unui
triunghi este mai mare de 180°.
36. Care este suma mésurilor unghiurilor exterioare ale unui triunghi?
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26. Un tmunghl ABC are m(JZ A) = 60°. Bisectoarea [AD (DE{BC)) for-
meazd cu dreapta BC un unghi de 100°. Care smt mésurile unghiurilor B si C ale
triunghiului ?

87. In triunghiul isoscel ABC (3L B=<C) stim cd 3T BDC = BCD
(De (AC ) si 3L ABD =33, BAD. Sa se calculeze mésurile unghiurilor triun-
ghiului.

38. Fie ABC un triunghi isoscel (JAB]=[AC]) si fie E & BC astfel incit

[CE]=[AC] (C intre B si b) .

a) Determinati mdisura unghiului BAC, astfel incit [AC sd fie bisectoare in
triunghiul ABE. b) Cercetali dacd AABC = NACE.

39. Intr-un triunghi ABC notd#m cu D piciorul bisectoarei ungh]ulul A si
cu E mijlocul laturii [AC]. Stiind ¢8 m(C A) = 2-m(JL B) 5i cd DE | AB, si se
afle misurile unghiurilor triunghiului A BC.

40. Cum trebuie sd fie doud numere, pentru ca 84 existe un triunghi astfel
ca doud dintre unghiurile sale sd aiba drept. mésurd aceste numere?

41. Formulati o reciprocé a teoremei de la pagjna 105 gi demonstrafi cd ea
este 0 ,,teorema’.

42, In triunghiul echilateral A BC, stim cd AD este perpendicular pe bisec-
toarea [ BB’ a unghiului B (B' € (AC),D € (BB ))sici AE | AB, unde E € BB'.

Demonstrati cd DE = % BE.

43. Considerim triunghiul ascutitunghic ABC. Fie AA’' 1 BC (A'&(BC))
$i CE | AC, unde Ec AA'; BB' | CA(B' € (CA)) 5i AF | AB, unde F € BB’;
CC __LAB(C’ (AB) si BGJ_BC unde G € CC'. Notind cu M, N, P respectw
intersectiile dreptelor AF ou BG, BG cu CE si CE cu AF, demonstratl cd triun-
ghiurile MNP si ABC au unghiurile congruente.

44, In triunghiul A BC $tim cd AD | AB si CD | BC. Sa se calculeze
misura unghiului ADC stiind cd: '

a) A ABC este ascutitunghic gi m(9Z ABC)= 60°;

b) A ABC este obtuzunghic §i m(3Z ABC) = 60°.

4b. Se considerd triunghiul ascufitunghic ABC si P &(BC). Perpendiculara
in P pe BC intersecteazd pe AC in M, iar perpendiculara din P pe AB intersec-
teazd pe AB in N.

a) Si se demonstreze cd triunghiul ABC este 1soscel dacd L MPN =

=3I ACB.
b) Dacd m(3< M PN) = m( ACB) = 60° si %g =1, atunci NP = sz

s

38. CAZURILE DE CONGRUENT;\ A TRIUNGHIURILOR DREPTUNGHICE

In situatia particulard a tmunghlunlor dreptunghice (care au
toate cite un unghi drept), cazurile de congruenfd a triunghiurilor
oarecare permit o formulare simplificatd, in care apar numai doud
elemente ale triunghiurilor, cel de-al treilea fiind unghiul drept.

Astfel, pornind de la cazul 1 de congruentd a triunghiurilor
oarecare, putem enunta, pentru trlunghlurlle dreptunghice, urma-
toarea formulare:

Doui triunghiuri dreptunghice care au catetele respectw con-
gruente sint congruente. (Unghiul cuprins intre catete fiind un unghi
drept, iar toate unghlurﬂe drepte sint congruente.)
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Analog, cazului 2 de congruentd a triunghiurilor oarecare ii co-
respunde, pentru triunghiurile dreptunghice, urmatoarea formulare:

Doud triunghiuri dreptunghice care au eite o cateti gi unghiul
asculit aliturat acesteia respectiv congruente sint congruente. (Al
doiléa unghi aldturat catetei este unghiul drept.)

In afara acestor doud cazuri de congruen{d, deduse diréct din
cele ale triunghiurilor oarecare, mai existd dou# cazuri de congruenti
specifice triunghiurilor dreptunghlce

Cazul 1. Daci doud triunghiuri dreptunghice au ipotenuzele
congruente si cite unul din unghiurile ascutite congruente, atunei ele
sint congruente.

Acest caz este o consecintd a teoremei asupra misurilor unghiu-
rilor unui trlunghl §1 a cazului 2 de congruentd a triunghiurilor
oarecare.

Cazul 2. Dacd doud triunghiuri dreptuntrhlce au ipotenuzele si
cite o cateti respectiv congruente, atunei ele sint congruente.
Acest caz il vom demonstra.

Ipoteza : g Concluzia
m(X BAC) = 90°, AABC=AA'BC'.
m(s< B'A'C") =90°,

[BCI=[B'C") c/N/F}fA c'/\,/rt'

[AB]=[4'B].

Fig. 244

Demonstratia. Pe dreapta BA ludm un punct D (A € (B D)), astfel
ca [AD)=[AB] (fig. 244) si pe dreapta B'A’ luim, de asemenea, un
punct D' (A" € (B'D")),astfel ca [A'D']=[A'B’].

Avem: A BAC= A DAC (cazul 1 — LUL}, deoarece [AC] =

= [AC] (segmente identice), m(s< DAC) =180° — m(3< BAC) = 90°=
=m(s< BAC) s1[AB]=[AD] (prin constructie). Deci [BC]=[DC].

La fel demonstrim ca [BC)=[ED'C"]

Acum observim cd A BCD= A B'C’'D’ (cazul 3 — LLL), deoa-
rece [BC]=[B'C'] (din ipotezd), [CD]= [C'D’] (conform celor de
mai sus) si [BD]=[B'D'] (BD =2-4AB =2-A'B' = B'D’). Deci
2 Br=a B,

Deoarece: [BC]=[B'C'] (din ipotezd), X B=¥X B’ (cum s-a
demonstrat mai sus) si [A B]=[A’B’] (din ipoteza), conform cazului 1
de congruenta a triunghiurilor oarecare (LUL) putem scrie A BAC =
= A B'A'C' (g.e.d.).

: Cazurile de congruentd specifice trlunghlurllor dreptunghlce le
putem rezuma astfel: cazul 1— IU(adlca 1pofenuza unghi) gi cazul 2—
IC (adica: ipotenuzi-catetd).
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® 5 Probleme

1 In triunghiul _dreptunghic A BC (m(3< A) = 90°), lungimea catetei [4B]
este egald cu 5 cm si mésura unghiului € este de 30° Notdm cu B’ simetricul punc-
tului B fata de dreapta AC. Sa se calculeze perimetrul triunghiuluvi BB'C.

2. In triunghiul dreptunghic ABC (m(J A) = 90°), misura unghiului C
este de 60°. Pe dreapta AC se ia un punct C' (A &(CC")) astfel ca [AC'] =[AC).
Stiind ¢ BC = 4 em, s& se calculeze perimetrul triunghiului CC'B.

' 3. In triunghiul dreptunghic ABC (m (3 A) = 90°), méisura unghiului B

Dot . ‘ 7 e, : i
este cit-3— dintr-un unghi drept. Stiind cd indltimea triunghiului corespunza-

toare ipotenuzei [ BC] este de 2 cm si cd punctul A’ este simetricul punctului 4
fatd de dreapta BC, sd se calculeze perimetrul triunghiulur ACA'.

4. In triunghiul ABC, in care AB = 3 cm, stim cd punctul C este simetri-
cul punctului B fatd de inaltlmea trlunghlulm corespunzatoare laturii [BC], iar
misura unghiului B este de 60°. S& se calculeze perimetrul triunghiului A4 BC.

5. In triunghiul A BC, méisura unghiului 4 este de 60°. Indltimea[AD] (D =(BC)
imparte latura [BC] in doui segmente congruente (BD = DC = 6 cm). Care este
perimetrul triunghiului A BC?

6. In triunghiul A BC dreapta AD (D <(BC)) (imparte latura [BC] in doud
pérti congruente si formeazd cu dreapta BC unghiuri de 90°. Masura unghiului €
filnd de 40°, sd se calculeze mésurile unghiurilor triunghiului A BC.

“7. In triunghiul ABC (m(J 4) = 90°), iniltimea [AD] (D &(BC)) are lun-
gimea de 6 em.: Stiind cd punctele B si C sint simetrice fatd de inaltimea AD, si
se calculeze lungimea ipotenuzei [BC].

8. In triunghiul dreptunghic ABC, unghiurile B si C sint congruente. Se
cer mésurile unghiurilor pe care mediana [AD] (D & BC)) le face cu 1atunle [AB]

si [AC].

9. In trlunghlul MN P, inaltimea [MA] (A €(V P)) formeazd cu latura [MN]
un unghi congruent cu unghml N al triunghiului si cu latura [# P] un unghi con-
gruent cu unghiul P al triunghiului. 54 se calculeze misurile unghiurilor triunghiu-
lui MNP.

10. In triunghiul RS7T iniltimea [RM] (M &(ST)) este congruentd cu seg-
mentele [SM] si [MT]. S& se calculeze mdsurile unghiurilor triunghiului RST.

11. In triunghiul A BC, indltimea [AD] (D &(BC)) formeazd cu latura [A B]
un unghi congruent cu unghiul € al triunghiului si cu latura [A€] un unghi con-
gruent cu unghiul B al triunghiului. S& se calculeze mésura unghiului BAC.

12. Fie M un punct situat in interiorul unghiului 20y (m(Z 20y) = 30°).
Stiind cd OM = 6 cm si cd punctele M; si M, sint simetricele punctului M fatd
de Ox si respectiv Oy, sd se calculeze: a) masura unghiului M,0M,; b) perimetrul
trmnghluim M,0M,.

13. In triunghiul 4 BC dreapta AD formeazd unghlurl congruente cu drep-
tele AB g1 AC. Stiind cd AD_| BC si cd masura unghiului BAC este de doud ori
mai mare decit cea a unghiului C, si se calculeze mésurile unghiurilor triunghiu-
lui ABC.

14. In triunghiul MN P mésura unghiului M este de trei ori mai micd decit
madsura unghiului V si de doud ori mai micd decit cea a unghiului P. Stiind cd
NP =4 cm, si se calculeze lungimea laturii [M P].

16. In triunghiul dreptunghic A BC (m(J.B) = 90°), mésura unghiului C
este de 60° 31 BC = 3 cm. In punctul D, I’IllJlOGlll laturii [AC], se ridicd perpendi-
culara DE p€ dreapta AC (E€ BC). S se calculeze perimetrul triunghiului ACE.
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39. PATRULATERULY

. S& privim figurile geometrice desenate mai jos (fig. 245 si 246)
fiecare determinate de cite patru puncte distincte 4, B, C, D (respec-
tiv E, F, G, H) considerate in ordinea scrisi.
Vom observa, in fiecare dintre figuri, ci:

a) Oricare trei puncte sint ne-
colineare.

A
| 3 b) Oricare doud dintre seg-
i mentele [AB] si [CD] sau [BC] si
D [DA], respectiv [EF] si [GH] sau
z : [FG] si[HE], n-au nici un punct
. w2l interior comun.
{ H

_ Figura formatd de reuniunea

Fig. 245 Fig. 246 [ABJU[BClU[CD] U [DA] (ca si

cea formata de [EF] U [FG] U [GH]U

U[HE]), care indeplinegte conditiile a) gi b) de mai sus,este un patru-

later st se noteaza A BCD, respectiv EFGH. '

tn figurile 247, 248 si 249, ABCD, OPQR si KLMN nu sint pa-

trulatere pentru cd nu se indeplineste fie conditia a) — ca in cazul

figurilor 247 §1 249 — (punctele A, B si C, respectiv K, L si M fiind

colin_;:are), fie conditia b) — ca in cazul figurii 248 — ([OP]n [QR] #
# 3). ‘

0
q
A : K ML
/\ | , | N '
P |
c 8 y: , i

Fig. 247 Fig. 248 Fig. 249

Observatie. Daca in figura 248, in loc de ordinea O, P, Q, R, punc-
tele ar fi luate in ordinea O, R, P, Q, atunci am putea vorbi de patru-
laterul ORPQ.
virfurile patrulaterulut, segmentele [A B], [BC],[CD] si [DA] se numesc
laturile patrulaterului, iar unghiurile A BC, BCD, CDA si DAB se
numesc unghiurile patrulaterulus. y :

Virful A se spune cé este aldturat virfurilor B $1 D gi ca este opus
virfului C ete.

Laturile [ 4 B] si [ BC] se numese laturi consecutive (la fel [BC] si
[CD] sau [CD] st [DA] sau [DA] si [AB]). Doua laturi care nu sint

1) cuvintul | patrulater este compus din doud cuvinte provenite din limba
latind : quattuor = patru §i latus-eris = laturi.
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. consecutive se numesc laturt opuse (laturile [A B] si [CD] sau [BC] si |
[DA] sint opuse).
- Unghiurile A BC si BCD, care au comuna o laturad a patrulateru-

- lui (latura[BC]), se numesc unghiuri consecutive (la fel 5= BCD siC CDA
sau 9< CDA si X DAB sau X DAB s1 52 ABC sint unghiuri conse-

* cutive). Doud unghiuri care nu au comund o laturd & patrulaterului
se numesc unghiurt opuse (unghiurile ABC si CDA sau < BCD s1
X DAB sint unghiuri opuse).

Segmentele [AC] si [ BD], care unesc doud virfuri opuse ale patru-
laterului, se numesc diagonalele? patrulaterului.

Suma lunglmllor laturilor patrulaterului este perimetrul patrula-
terulut.

Vom considera patrulaterul 4 BCD (fig. 245) identic cu patrula-
terele BCDA, CDAB, DABC, precum §i cu patrulaterele ADCB |
DCBA, CBAD, BADC. |

Definitie. Un patrulater se numegte patrulater convex® daca,
oricare ar fi o laturd a sa, cele doud virfuri, nesituate pe latura :
consideratd, se afli de aceeasi parte a dreptei in care este inclusi
latura respectivi (in acelagi semiplan determinat de dreapta in care
este inclusa latura respectlva)

In figura 245, patrulaterul ABCD este un patrulater convex.
Patrulaterul EFGH din figura 246 nu este convex, deoarece — spre
exemplu — punctele F gi F se gisesc de o parte si de alta a dreptel
GH. Patrulaterul EFGH se numeste patrulater neconvex sau patrulater
co ncav®. :

® 24. Exercitii

|
|
|
|
1. Desenati in caietele voastre un patrulater A BCD, ca cel din figura 245.
Care este virful opus lui D? Dar virfurile aldturate lui C'? Care este latura opusa
lui [DA]? Dar laturile consecutive ei? Care este unghiul opus lui CAD? Dar unghiu-
rile consecutive lui?
2. Cite patrulatere distincte putetl forma cu virfurile in punctele din flgura
2507 Scrieti-le, pe fiecare din ele, in toate modurile posibile. In cite moduri dife- |
rite se poate nota acelagi patmlater?J

3. Cite patrulatere distincte se pot
forma cu virfurile in punctele din figura A
251? Scrieti-le, pe fiecare din ele, in toate ¥ A
modurile posibile. ol %
. 4. Care dintre patrulatere de la exer- x
citiile 2 si 3 sint convexe si care nu? % c

5. Un patrulater care are douid laturi 24 B % x 0

opuse paralele este totdeauna convex sau

3 Fig. 250 :
poate fi neconvex? 5 18 : Fig. 251

! cuvintul ,diagonald” este compus din doud cuvinte provenite din limba
greacd: dia = prinesi ﬂonza = unghi.

2) guvintul ,,convex vine din limba latind: coneerus = bombat.

3) cuvintul ,conca¢* vine din limba latind: concavus = scobit.
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40. SUMA MASURILOR UNGHIURILOR UNUI PATRULATER CONVEX

Teoremi. Suma misurilor unghiurilor unui patrulater convex
este de 360°.

Demonstratia. Fie ABCD un patrulater convex. Considerim una
dintre diagonalele patrulaterului — spre exemplu diagonala [AC]
(fig. 252). S-au format doud triunghiuri (A ABC s1 A ADC). Stim
cd suma méasurilor unghiurilor unui triunghi este de 180°. Scriem acest
lucru pentru fiecare triunghi in parte:

m(sX ABC) + m(X BCA) 4+ m(3X CAB) — 180°
A (in A ABC)$im(X ACD) +m(3<X CDA) + m(X DAC)—
' =180° (in A ADC).

Aduném cele doud egalitati, membru cu membru.

° m(XABC)4m (X BCA)+m (XCAB)+m (X ACD) -+

8 +m (< CDA) + m(X DAC) = 360°, :
C Folosim proprietatea de comutativitate 4 sumei:
Fig. 252 m (s ABC) + m (X BCA) + m (X ACD) +

m(X+ CDA) + m(X DAC) + m(3X BAC) = 360°.
Proprietatea de asociativitate a sumei ne permite s& scriem:

m(sX ABC) + [m(X BCA) + m(X ACD)] + m(X CDA) +
+[m(X DAC) 4 m(3< BAC)] = 360° sau m(3< ABC) 4+ m(X BCD) +
+ m(X CDA) + m(X DAB) = 360° (q.e.d.).

@ 25. Probleme

1. Desenati un patrulater coﬁvex ABCD in care'm(3C A) = 50°, m(¥ B) =

= 70°, m(3< C) = 140°. Care este mésura unghiului D?

2. Aceeagi problemd, pentru m(JZ 4) = 40°, m(gC B) = 30°, m(¥ C) =
= 4007
3. Aceeasi problemd, pentru m(3 4) = 120°, m(3 B) = 150°, m(X C) =
— 00
4. Cite unghiuri cu méisurile mai mici de 90° poate avea un triunghi? Dar
un patrulater convex? Analizati la fiecare intrebare toate posibilitatile.
5. Cum este unghiul din C al patrulaterului ABZD din figura 253 fa{d de
unghiul din A4? _
‘ be) 6. Care sint misurile unghiurilor unui patrulater con-
vex, dacd toate unghiurile lui sint congruente? Desenati un
00° astfel de patrulater. Are el neapirat si toate laturile con-
¢ gruente? ;
A 7. 58 se construiascd un patrulater A BCD cunoscind
905 lungimile a trei dintre laturi (4B = 3 em, BC = 3,8 cm,
'CD = 4,5 em) si ale diagonalelor (AC = 5,3 cm, BD =6,1cm).
8 8. Un patrulater este impartit de una din diagonale
Fig. 253 in doud triunghiuri, dintre care unul are perimetrul de 25 cm,
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iar celdlalt de 27 cm. Dacd perimetrul patrulaterului este de 32 cm, si se deter-

mine lungimea acelei diagonale. |
9. Sa se construiascd un patrulater A BCD stiind ¢8 AB = 18 mm, BC =

= 24mm, AD = 12 mm, CD = 30 mm si m(3Z ABC) = 120°. |

41. PARALELOGRAMULY

Din mult{imea patrulaterelor, vom studia numai clteva tipuri
| speciale. Paralelogramul este unul dintre ele.

Definifie. Se numeste paralelogram patrulaterul convex care |
are laturile opuse paralele. '

Deci patrulaterul ABCD (fig. 254) }
este paralelogram atunci gl numai atunci 7 »

cind AB||DC si AD| BC (defmlt,la para- / I
B

lelogramului).
Proprietdfile paralelogramului

a) Proprietdti referitoare la laturi Fig. 254

_ Teorem . Intr-un paralelogram laturile opuse sint congruente
doud cite doui. |
Demonstragia. In paralelogramul A BCD, ducem o diagonald —
'de exemplu diagonala [AC] — (fig. 255). S-au format doud triunghiuri
(A ABC si A.CDA) in care avem: 3 A, =
=<9 C, (caunghiuri alterne interne formate A g =70 |
dedreptele paralele A Bsi.DC cusecantaAC), I
[AC] = [CA] (Jatura comund), ¥ C, = X 4, NS/ I
(ca unghiuri alterne interne formate de 4 = . |
dreptele paralele AD si BC cu secanta AC). =

|

Conform cazului 2 de congruentd a triunghiurilor oarecare (ULU):
A ABC= A CDA.

In triunghiuri congruente, unghiurilor congruente li se opun la-
turi congruente: [BC]=[AD] si [AB]=[DC] {q.e.d.). |
Observatie. Ipoteza teoremel se compune din doua parti:

|

) AB||DC 51:2) AD| BC. |
| Concluzia se compune tot din doud parti: 1) [AB]=[DC] si
b 2) [AD]=[BC].

Deoarece in propozifia reciprocd putem forma concluzia, in intre-
gime sau in parte, din 1poteza propozitiel directe gi invers, teorema
precedentd are doud reciproce.

U Cuvintul ,,paralelogram* este compus din cuvintele, provenite din limba 1
greacd: para-allelon = paralel si gramma = scriere, desen. |
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Teorema reciproci 1. Dacd intr-un patrulater convex laturile

opuse sint congruente doui cite doui, atunei patrulaterul este parale-
logram.

Demmonstrag!ia_, Fie patrulaterul convex ABCD in care [AB]=
=[DC] si [AD]=[BC] (fig. 256). Diagonala [AC] determini dou#
triunghiuri (AABC si ACDA) in care avem:

; [AB] = [DC]

. D [BC] = [4D] (din ?pqtezé),
/\ / [CA] = [CA] (laturd comuni).
3 -y f Conform cazului 3 de congruenti a

triunghivrilor oarecare (LLL): A ABC =
= A CDA.

In aceste triunghiuri congruente, laturilor congruente [ BC] si
[AD] Ii se opun unghiuri congruente: ¥ 4, = C,. Dar unghiurile
Ay $i Cy au pozitia de unghiuri alterne interne formate de dreptele
AB i DC. Conform teoremei de existentd a dreptelor paralele, con-
gruenta unghiurilor alterne interne 3 4, si ¥ C, implica paralelis-
mul dreptelor AB si DC. Deci AB || DC.

De asemenea, laturilor congruente [A B] $1 [DC] li se opun un-
ghiurile congruente: X C; si X A, si deci AD | BC (q.e.d.).

Teorema reciproci 2. Daci intr-un patrulater convex doud laturi
opuse sint congruente si paralele, atunci patrulaterul este paralelogram.

Demonstratia. Fie patrulaterul convex ABCD in care. AB]=
=[DC] i AB || DC (fig. 257). Consideram triunghiurile 4 BC $1CDA
obfinute prin ducerea diagonalei [AC].

In aceste triunghiuri avem: [4B]=

5 . £ =[CD] (din ipotezd), 3 A, =¥ C, (ca un-
ghivri alterne interne formate de dreptele
paralele AB si DC cu secanta AC), [AC] —

B - 0 = [CA] (laturd comuna).

Fig. 257 Conform cazului 1 de congruenta a tri-
unghiurilor oarecare (LUL),A ABC=ACDA.
In aceste triunghiuri- congruente laturilor congruente [4B] si [CD] li
se opun unghiuri congruente: ¥ C; = ¥ 4,. Dar aceste unghiurl au
pozifia de unghiuri alterne interne formate de dreptele AD si BC
intersectate de secanta AC. Congruenta acestor unghiuri implici
paralelismul dreptelor AD si BC (AD || BC). Aceastd din urma relatie
de paralelism (AD'|| BC) impreund cu reletia AB | DC (din 1po-
tezd) exprima faptul cad patrulaterul ABCD este un paralelogram
.e.d.). '
g Prima teorema reciprocd fiind demonstratd, rezultda ci proprie-
tatea: Intr-un patrulater convex laturile opuse sint congruente este
0 proprietate caracteristicd tuturor paralelogramelor (si numai a para-
lelogramelor). '

Fig. 256




b) Proprietdti referitoare la unghiuri

Teoreméd. Intr-un paralelogram oricare dous unghiuri opuse
sint congruente gi oricare doud unghiuri consecutive sint suplementare.

Demonstrarea acestei teoreme se face folosind teorema relativa
la unghiurile cu laturile respectiv paralele gi o lisaim pe seama elevi-
lor, ca tema pentru acasa. :

_ Observagie. Se vede ca este suficient si cunoagtem misura unui

unghi al unui paralelogram, pentru a cunoagte masurile tuturor unghiu-
rilor lul

Teoremi reciprocii. Dacd intr-un patrulater convex unghiurile
opuse sint congruente, atunci patrulaterul este paralelogram.

Demonstratia. Se stie, dintr-o teoremd demonstratd anterior, &
suma mésurilor unghiurilor unui patrulater convex este egald cu 360°
(4 unghiuri drepte). Atunci, in patrulaterul convex ABCD, putem
serie: m(X A) 4+ m(X B)+ m(X C) 4+ m(X D) = 4 dr.

Dar, cum din ipotezd mai stim c¢d L A=xXC si X B=X D,
suma de mai sus se poate scrie: 2-m(< A)+ 2-m(X D)= 4 dr
sau m(x< A)4 m(3< D) = 2 dr. :

Unghiurile 4 si D au pozitia de unghiuri interne si de aceeasi
parte a secantei, formate de dreptele A B si DC intersectate de secanta
AD. Dacé aceste unghiuri sint suplementare, rezulta ci dreptele 4B
$1 DC sint paralele (consecinta 3 a teoremei de existentd a dreptelor
paralele), deci AB || DC. In acelasi mod se demonstreaza ca AD| BC
(q.e.d.).

Reciproca fiind demonstrata, rezultd ca proprietatea: Intr-un
patrulater convex unghiurile opuse sint congruente este o proprietate
caracteristicd tuturor paralelogramelor (si numai a paralelogramelor ).

c¢) Proprietdti referitoare la diagonale

Teoremi. Intr-un paralelogram diagonalele se intersecteazi
una pe alta in parti congruente.

-Fie ABCD un paralelogram (fig. 258) si O punctul de intersectie
a diagonalelor. \

Demonstragia. Triunghiurile AOB si COD sint congruente (con-
form cazului 2 de congruen{d a triunghiurilor oarecare — ULU),
deoarece: (1) X BAO = ¥ DCO (alterne interne formate de dreptele
paralele AB gi CD intersectate de . AC),

(2) [AB] = [CD] (ca laturi opuse ale paralelo- A D
gramului), (3) < ABO= X CDO (alterne in-

terne formate de dreptele paralele AB 9} CD 0
intersectate de BD). 8 C

In triunghiurile congruente AOB si COD Fig. 258
unghiurilor congruente li se opun laturi con-
gruente:

[AO] =[OC] (se opun unghiurilor congruente (3)),
[ BO]=[OD] (se opun unghiurilor congruente (1)) (g.e.d.).




'|
Punctul de intersectie a diagonalelor unui paralelogram este
centrul paralelogramulus. |

Teoremd reciprocid. Dacd intr-un patrulater convex diagonalele
s8¢ intersecteazd una pe alta in parti congruente, atunei patrulaterul ,
este paralelogram.

Pentru demonstratie vom folosi tot figura 258.

Demonstragia. Triunghiurile AORB si COD sint congruente (con-
form cazului 1 de congruenti a triunghiurilor oarecare — LUL),
| deoarece: (1) [A0]=[CO] (din ipotezd), (2) ¥ AOB= X COD (ca
' unghiuri opuse la virf); (3) [BO]=[DO] (din ipoteza).
In triunghiurile congruente AOB si COD, laturilor congruente li
| se opun unghiuri congruente: ¥ ABO = ¥ CDO (se opun laturilor
congruente (1)).
Dar unghiurile ABO si CDO au pozitia de unghiuri alterne
interne formate de dreptele 4B si DC. Conform teoreme1 de existenta
a dreptelor paralele, congruenta unghiurilor alterne interne ABO
gi CDO implicd paralelismul dreptelor 4B 81 DC. Deci AB || DC.
. In acelagi mod se demonstreazi congurenta triunghiurilor 40D
si COB, care implica paralelismul dreptelor AD si BC.

‘ Din AB || DC si AD || BC rezulti ci ABCD este paralelogram
\

(q.e.d.). |

Reciproca fiind demonstrata, rezulta ca proprietatea: Diagona-
lele unui patrulater convex se intersecteazi una pe alta in pérfi con-
gruente este o proprietate caracteristicd a tuturor paralelogramelor
(1 numai a paralelogramelor ). '

Pentru conciziunea enuntului, teorema directs §1 teorema reci-
proca referitoare la diagonalele paralslogramului pot fi formulate
astfel:

Teorema directd. fntr-un paralelogram diagonalele au
acelasi mijloe. ' '

Teorema reciproci. Daci fintr-un patrulater convex diagonalele
au acelagi mijloc, atunei patrulaterul este paralelogram.
Observatie. Toate propozitiile prin care sint exprimate proprie-
| téti caracteristice ale paralelogramului pot fi folosite ca definitii ale lui.
" Cu ajutorul teoremelor directe sau reciproce, a menuntat proprie-
tatile paralelogramelor.

Le recapitulam, formulindu-le astfel :

! Teoremi. In orice paralelogram laturile opuse sint congruente
| §1 reciprocele: orice patrulater convex in care laturile opuse sint con-
gruente este paralelogram, si orice patrulater convex in care doud laturi

| opuse sint econgruente si paralele este paralelogram.
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Teoremi. in orice paralelogram unghiurile opuse sint con-
gruente si reciproc, orice patrulater convex in eare unghiurile opuse sint
congruente este paralelogram.

Teoremi. In orice paralelogram dlagonalele se intersecteazi
‘una pe alta in pirti congruente si reciproc, orice patrulater convex fin
care diagonalele se intersecteazii una pe alta in pirfi congruente este
paralelogram.

Constructia paralelogramelor

Putem construi un paralelogram astfel:

a) Desenam doud drepte paralele pe care le intersectiam cu alte
- doud drepte paralele. Punctele de intersectie (patru) vor reprezenta
'~ virfurile unui paralelogram (conform definifiei paralelogramului).

b) Desendam doud segmente paralele §i congruente. Capetele (ex-
tremitatile) acestor segmente vor fi virfurile unui paralelogram (pro-
prietatea caracteristici a paralelogramului de a avea doud laturi
paralele si congruente).

¢) Intersectam doud segmente necongruente, dar care au acelagi
mijloc. Capetele (extremitatile) acestor segmente vor fi virfurile unui
paralelogram (proprietatea caracteristica a paralelogramului de a avea
diagonalele cu acelasi mijloc).

@ 26. Exercitii §i probleme

1. In paralelogramul ABCD, notdm cu O intersectia dreptelor AC g BD.
Sé se calculeze:
a) perimetrul paralelogramului, daci AB =3 cm si BC = 0,4 dm;
b) AC 4+ BD, dacid A0 = 2 cm g§i OB = 30 mm;
¢) mésurile unghmmlor ABC, BCD s CDA, dacé m (X DAB) = 50°;
2. Preciza}i daca, in urmatoarele cazuri, patrulaterul MN PQ (notam cu O
9 mtersec@la dreptelor NP si NQ) este paralelogram si de ce?
) MN |QP si MQ |NP; b) MN =QP =4cm si MQ = NP = 6cm:

m (<}: QMN) =m (¥ NPQ)=30° si IL MNP = ¥ PQM; d) m@: QMN) =
= m(I NPQ) = 40° si m(L QMN) 4+ m(X MNP) = 180°; e) m(C OMN) =
=m(gC MPQ)=25°8iQM | PN;f) MN =QP= 4cm§1MN||QP g) MO = OP—
=2cm §i m(IQMO) = {NPO-—30° h) MO =0P = 3cm si NO_
= 00 = 2 cmy,

3. Si se calculeze mé&surile unghiurilor paralelogramulm ABCD (A s C
sint virfuri Opuse) in fiecare din urmatoarele cazuri: a) m(9< 4) = 40°; b) m(IB) =
= 120"15' ) m(=C C) = 56°15'45"; 9: D) = %

In paralelogramul ABCD §t1m cd m(3Z ABD) = 20°, m(3X ACB) = 80°
g1 cd unghml dintre diagonalele paralelogramului are mé#sura de 120°. Care sint
mésurile unghiurilor paralelogramului A BCD?

5. S& se calculeze lungimile laturilor paralelogramului ABCD, stiind ci

AB + BC + CD + DA = 18 cem si BC=%» AL
6. 54 se calculeze lungimile laturilor paralelogramului 4 BCD, stiind ca
DC — BC =6 cm si AD=—$—-AB.

7. 54 se ,construiascd“/un paralelogram ABCD, cunoscind ci:
a) AB =6 cm, AD = 5cm. Cite solufii are problema?
b) AB = 6cm, AD =5 om §i m(3- BAD) = 40°. Cite solutii are problema?




8. Sa se ,construiascd“ un paralelogram ABCD, stiind cd lungimile diago-
nalelor Iui sint de 6 cm si 12 cm, iar cea a laturii [AB] de 7 cm. ;

9. Sé se ,construiascd“ un paralelogram stiind ¢d diagonalele formeazd un
unghi cu mésura de 130°, iar lungimile acestor diagonale sint de 8 ¢cm si 14 cm.

10. Printr-un punct oarecare M, care apartine bazei unui triunghi isoscel
ABC (AB = AC = acm) se duc paralele la laturile congruente. S& se demon-
streze cd perimetrul paralelogramului astfel format (construit) este egal cu 2a cm.

11. Se dd paralelogramul ABCD cu laturile AB = 17,5 cm §i AD = 2,5 cm.

a) Si se demonstreze cd bisectoarele unghiurilor ADC si BCD impart latura [AB]
in trei segmente congruente. b) S& se determine masura unghiului format de aceste
bisectoare. ¢) Si se afle cu cit trebuie ,méirite«laturile [ A B]si[ A D] pentru ca bisec-
toarele de mai sus si se mtersecteze pe latura [AB] a paralelogramului.

12. S4 se demonstreze ca picioarelo' perpendicularelor din virfurile unui
paralelogram pe diagonale sint virfurile unui paralelogram care are acelagi centru
cu paralelogramul ‘dat.

13. Fie ABC un triunghi dreptunghm m(%: A = 90°) si E un punct care
apartine indltimii [AD] (D &(BC)). Perpendiculara in E pe CE intersecteazi dreapta

- AB in F. Paralela prin F la AB intersecteazd pe BC in G. Si se demonstreze c#

AGEF este paralelogram.

14. In paralelogramul PQRS, bisectoarea unghiului P intersecteazd latura
[RS]in punctul M, iar bisectoarea unghiului A intersecteazd latura( £PQ]in punctul NV.
Si se demonstreze cd:

a) patrulaterul MRN P este paralelogram;:

b) patrulaterul NSM(Q este paralelogram.

15. In exteriorul paralelogramului 4 BCD, din figura 259, s-au ,.construit®
pe laturile lui triunghiurile dreptunghice isoscele A BE si ADG cu unghiurile drepte
in A. Si se demonstreze cd triunghiurile AEG si ABC sint congruente.

16. Tn paralelogramul A BCD se iau pe laturile [BC)si[DA] segmentele[BE] =
= [DG] (fig. 260). Si se demonstreze ci BEDG este paralelogram gi cd punctul de-
intersectie a diagonalelor lui este acelasi cu cel de interseetie a diagonalelor parale-
logramului ABCD.

G
& ' A
//
-
7= /B) o -~
, A // //
&

8 fa Fig. 259 Fig. 260 Fig. 261

17. Pe laturile paralelogramuiui ' ABCD (cu unghiul A ascutit §1 cu maésura '
diferitd de 60°) se ,construiesc’, in exteriorul paralelogramului, triunghiurile echi-
laterale DCE si ADF (fig. 261). S& se demonstreze cd triunghiul EBF este echi-
lateral. :

18. Paralelogramele A BCD si ABEF au o laturd comund gi dreptele DC si
FE sint diferite. 53 se demonstreze ci DCEF este paralelogram.

19. Paralelogramele ABCD, BCEF si CDGE au doud cite doud o laturd
comuni. Si se demonstreze ¢d BG, AE, DF au toate un punct comun (sint concu-
rente in acelagi punct).

20. In patrulaterul convex ABCD distantele de la punctele A si € la diago-
nala [ BD] sint egale. De asemenea, distantele de la punctele B si D la diagonala
[AC] sint egale. Sa se demonstreze c& ABCD este paralelogram.

122




42. LINIA MIJLOCIE INTR-UN TRIUNGHI

Definitie. fntr-un triunghi, segmentul ale ciérui extremita{i
sint mijloacele a doud laturi se numeste linie mijlocie. : ,

De exemplu, consideram A ABC si mijloacele D si E ale laturilor.
[AB] si[AC] (fig. 262). Segmentul [DE] este olinie mijlocie. Conform
figurii, putem scrie [AD] = [DB] si [AE]=[EC].

Teoremid (asupra liniei mijlocii intr-un triunghi). Intr-un
triunghi segmentul care uneste mijloacele a doud laturi (linia mijlocie)
este paralel cu cea de-a treia laturd gi are ca lungime jumitate din

lungimea acesteia. )

cu F sipe D cu C.

in patrulaterul ADCF Fig. 262 Fig. 263
diagonalele [AC] §i [DF] au
proprietatile: [AE]= [EC] (din ipoteza) si [DE] = [EF] (din construc-
tia facuta).

Conform teoremei reciproce: ,Dacé intr-un patrulater convex
diagonalele au acelagi mijloe, atunci patrulaterul este un paralelo-
gram*, rezultd ca patrulaterul ADCF este paralelogram. Deci AD||
|FC si [AD]=[FC]. Cum AD este una si aceeasi dreaptd cu DB si
[AD]|=[BD] (din ipotezd), putem scrie DB|FC s [DB]=[FC]
Rezultd ca patrulaterul DBCF-este la rindul sau un paralelogram
(conform teoremei reciproce: ,Daca intr-un patrulater convex doud
laturi opuse sint congruente § paralele, atungd patrulaterul este
paralelogram*). |

Prin urmare, DE || BC (laturile opuse intr-un paralelogram sint

paralele) si DE = %-BC (laturile opuse intr-un paralelogram sin

: Demonstrajia. Fie ABC un o
triunghi si [DE] linie mijlocie. s
Facem o ,constructie ajuta- S
toare“. Pe dreapta DE ludm D E DA G
un punct F astfel ca [DE]= G b
= [EF] (fig. 263) gi unim pe A S
] \c B - C

: 1
congruente ([DF]=[BC(]), iar DE 5 DF (din constructie)).

(q.e.d.). p ;
Observagie. Intr-un triunghi existd trei linii mijlocii.

Teoremd reciproci. Intr-un triunghi A BC, paralela prin mijlocul
D allaturii [ 4 B] la latura[ BC] contine mijlocul E al laturii[ AC] si avem

DEZ%- BC.

Demonstratia. Demonstram mai intii ca [AE]=[EC]. Folosim
metoda ,reducerii la absurd®.
_ Presupunem ca £ nu ar fi mijlocul laturii[ AC], adica [AE)Z[EC].
Tn acest caz ar exista un alt punct, E' (fig. 264), care sa fie mijlocul
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laturii [AC] ([AE']=[E'C]). Atunci, ar insemna ci segmentul [ DE']
ar fi linie mijloeie in triunghiul 4BC si conform teoremei directe
asupra liniei mijlocii intr-un triunghi, ar insemna ca DE’|| BC.
Dar cum: din ipotezd stim c& DE|| BC, ar insemna ci prin punc-
tul D ar exista doua paralele (DE si DE’) la dreapta BC. Acest rezultat
A la care am ajuns contrazice axioma lui Euclid
(axioma ‘paralelelor), deci este absurd. Absurdi-
tatea se datoreste presupunerii ficute, ci nu
punctul E este mijlocul laturii AC, c¢i punctul E’
ar fi acest mijloc. Presupunerea ficutd este deci
falsd. : :
Fig. 264 Rezultd deci ci [AE]=[EC].

| Demonstratia pérfii a doua a concluziei (D :% : BC] este
‘ ' imediatd, deoarece [ DE] este linie mijlocie in A ABC si, conform teo-
remei directe asupra liniei mijlocii.intr-un triunghi, linia mijlocie

are ca lungime jumatate din lungimea laturii cu care este paralels.
Deci DE :% . BC (qe.d.).

! Aplicatie ‘
| Cu cunostintele dobindite asupra paralelogramului s1 cele despre
‘ linia mijlocie in triunghi, putem demonstra urmatoarea teorems:

Daci intr-un triunghi douii mediane sint congruente, atunci
triunghiul este isoscel.

| Ipoteza Concluzia

‘ AN ABC, _ A ABC isoscel.
D € (AB), [AD]=[DB],

E € (AC), [AE]=[EC],

[EB]=[DC]. '

Fig..265
B E

‘ Demonstragia. Folosim o ,constructie ajutitoare®. Construim pa-
ralela prin £ la DC i notdim cu F punctul de intersectie a acestei

paralele cu dreapta BC (fig. 265). Deci EF| DC..

Patrulaterul CFED este paralelogram, conform definitiei, deoa-
rece DE|CF ([DE] este linie mijlocie in triunghiul ABC) si EF|| DC
‘ (prin constructia efectuati). \
Rezultd ca: (1) [DC]1=[EFT] (ca laturi opuse in paralelogram),
(2) X F=< D, (ca unghiuri opuse in paralelogram).
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Cum [EB]=[DC] (din ipotezd) si [DC])=[EF] (s-a dovedit mai
sus (1)), rezultd, prin ,tranzitivitatea relatiei de congruenti®, ci
[EB]=[EF] si deci ca triunghiul EBF este isoscel, iar de aici ca:

(3) < By =X F (ca unghiuri de la baza triunghiului isoscel). -

Din (3) gi (2) deducem cd (4) ¥ B, =3 D, (tranzitivitatea
relatiel de congruenti). :

Pe de altd parte, (5) i9< D, =3 C, (alterne interne DE| CF,
secanta fiind DC).

Din (4) i (5) rezultd cd (6) < B, = X C, (tranzitivitatea rela-
tiel de congruenta).

Afirmdm c¢a A EBC= A DCB (cazul 1 — LUL), pentru ca:
[EB]=[DC] (din ipotezd), ¥ B, = X C, (s-a aratat mai sus (6)),
[BC] = [BC] (laturd comuni).

In aceste triunghiuri congruente laturilor congruente [BE] si
[CD] i se opun unghiuri congruente: X ECB = ¥ DBC. Deci triun-
ghiul ABC este isoscel (q.e.d.).

Observajie. Aceastd teoremd este reciprocid unei alte teoreme:
Dacd un triunghi este isoscel, atunci medianele corespunzitoare
laturilor congruente sint congruente. ;

Din cele doud teoreme de mai sus (directa si reciproca) rezulti ca
proprietatea: Inir-un triunghi doud mediane sint congruente este o
proprietate caracleristicd triunghiurilor isoscele (in sensul c¢i numai
aceste triunghiuri o au).

@ 27. Exercitii §i probleme .

1. In triunghiul ABC, M & (AB), N € (AC). Stiind c:

a) AM =3cm, MB=30mm, AN =7 cm, NC = 0,7 dm. Justificati de
ce MN || BC. b) AB=16dm, AM = 80 cm, AC = 24dm, AN = 120 c¢m. Jus-

tificati de ce MN = —;— B

2. In triunghiul 4 BC punctele M, N, P sint respectiv mijloacele laturilor
[AB],[BC], [CA]. Calculati, pentru fiecare caz in parte, lungimile laturilor:

a) triunghiului MNP, dScd AB = 68 mm, BC = 76 mm, CA — 102 mm.

b) triunghiului ABC, dacd MN = 29 mm, NP = 25 mm, M P = 24 mm.

Ce legdturd existd intre perimetrele triunghiurilor ABC si M N P?

3. Fie ABC un triunghi si [ EF]o .linie mijlocie* in acest triunghi (E & (4 B),
€ (AC)). Calculati lungimile segmentelor: a)[AB]si[AC], dacd AE = hem i FC =
7cm;b)[AB]5i[AC), dacd EB =7 cmsi AF = 2cm;c)[AE]si[AC], daci AB =
13 em i FC = 4,3 cm; d) [FC] si [AB], dacik AC = 12,4 dm §i AE = 4,2 dm.

4. Punctele M si N sint mijloacele a doud laturi ale triunghiului echilateral

ABC. S& se calculeze perimetrul triunghiului 4 BC stiind c&: a) MN = 4 cm;
b) MN = 0,7 dm.
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5. Triunghiul A BC este isoscel ([4 B] =[AC])), iar [CD] si [ BE] sint mediane
ale acestui triunghi (D&(AB), E€ (AC)). Sa se calculeze perlmetrul triunghiului
ABC, daca:

a) DE=2¢cm 8. AB =2 BC: bh) DE="15cm g AC =3-BC.

6. In triunghiul MNP, [MN]=[MP] si 3 NMQ =X PMQ Q< (N P)).
Stiind ca QR | NM (R&(MP)), sd se calculeze perimetrul triunghiului MN P,
dacd: a) PQ = 3 cm si QR =2 om; b) NQ = 4cem §i QR = 3 em; o) PQ“S(:m
sx ()R — 500 mm. In acest caz, care este misura unghiului M al trluncrhlulul MNP?

) NQ = 4,5 cm si QR = 45 mm. [n acest caz care este misura unghmlm Py

7. Fie [EF] »linie' mijlocie” in trmnghml ABC (E = (AB)).Calculati lungimile
laturilor [BC] 5i [CA], pentru fiecare caz in parte, dacd:a) AB = 6 cm, EF = 3,5 cm
si. perimetrul triunghiului A BC de 22 cm; b) AB = 7,8 crn, EF = 2,3 cm si peri-
metrul triunghiulut A BC de 23 em; ¢) AB = 80m EF = 4 cm s perlmetrul
triunghiului ABC de 23 cm; d) AB = 10cm, EF =5¢m si pemmetrul triun-
ghiului ABC de 30 cm.

8. Perimetrul unui triunghi isoscel este de 23 ¢cm. S& se calculeze lungimile
liniilor mijlocii dacd: a) AB + AC =18 cm; b) AB + BC = 14 cm. Problema
admite mai multe solutii?

9, In triunghiul ABC se stie ci EF || BC (E € (AB), F & (AC)). In urma-
toarele situatii, justificati de ce AF = FC': a) AE =3 cm; AB =6cm; b) AE =
= 0,4dm, EB = 400 mm; ¢) AB = 1,8cm, EB =9 mm; d) FC =7 cm, AC =
— 14 e

10. Fie B’ s1 C' mqloacele laturilor [ACT], respectiv [AB] ale unui triunghi
ABC. Si se demonstreze ci mijloacele indltimii, bisectoarei si medianei din virful 4
apartin dreptei B'C".

11. In triunghiul 4 BC se stie cd [AN], [ B P] i [C M] sint mediane (M € (4 B),
N € (BC), P& (CA)). Sa se demonstreze cd: a) Tnunghlurlle AMP, MBN, PNC
au unghiurile congruente cu cele ale triunghiului ABC. b) Triunghiurile NPM
si A BC au unghiurile respectiv congruente. (Triunghiul N PM se numeste triunght
median sau triunghi complementar triunghiului A BC, deoarece M, N, P sint ,pi-
cioarele medianelor lriunghiului ABC.)

12. Acelasi enunt ca la problema precedenha Sa se demonstreae ca: a) Patru-
laterul A MN P este paralelogram. Indicati inca doud paralelograme de acest fel
(determinate de ,picioarele® “medianelor M,N, P gi virfurile 4, B, C). b) Linia
mijlocie [ M P] imparte mediana [AN] in dous partl congruente si, invers, mediana
[AN] imparte linia mijlocie [ M P] in doud pirti congruente.

18. S# se demonstreze cd mijloacele laturilor unui patrulater sint virfurile
unui paralelogram. :

. 14. S& se demonstreze cé segmentele care au extremitdtile in mijloacele la-
turilor opuse ale unui patrulater se intersecteazd in pér{i congruente.

15. Sa se demonstreze ca punctul de intersectie a diagonalelor unui para-
lelogram apartine dreptei determinatd de mijloacele a doud laturi opuse ale para-
lelogramului.

16, In triunghiul 4 BC punctele D g1 E sint mijloacele laturilor [4 B], res-
pectiv [ BC). Dacé G este punctul de mtersectle a dreptelor AE si CD, demonstrati
cd 2:- DG =GC s 2- EG =GA.

17. Si se demonstreze cd dreapta determinatd de virful A al unui triunghi
ABC si mijlocul medianei din B intersecteazd latura | BC] intr-un punct E, asttel

ca BE:%-BC.
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43. PARALELOGRAME PARTICULARE

43.1. DREPTUNGHIULY

Definifie. Se numeste dreptunghi un paralelogram care are
un unghi drept.

Un dreptunghi se deseneazd ca cel din figura 266. Faptul ca
ABCD este un dreptunghl poate fi scris, spre exemplu, astfel:' AB ||
| DC, AD| BC, m(x B) = 90°.

Dreptunghiul fiind un .paralelogram, proprletatlle paralelogra-
mului (teoremele directe) sint adevarate si in cazul dreptunghiului.
Le vom enunta'(de fapt le repetam) fard a le mai demonstra (deoarece
au fost demonstrate la studiul paralelogramului). Deci:

1) Intr-un dreptunghi laturile opuse sint A D
congruente.

2) Intr-un dreptunghi unghiurile opuse :
sint congruente. B 90 c

3) Intr-un dreptunghi doua unghiuri con-
secutive sint suplementare.

4) Intr-un dreptunghi diagonalele au acelasi mijloc.

Fiind un paralelogram particular (care are o proprietate in plus:
un unghi cu misura de 90°) dreptunghiul, pe lingd proprietéfile para-

- lelogramului, are gi alte pI‘OpI‘letatﬂ (care sint numar ale dreptunghiu-
lui). Deei: ‘

Fig. 266

Teoremi. Dreptunghiul are toate unghiurile congruente si
deci toate sint unghiuri drepte (consecin{i a definifiei dreptunghiului).

(Aceastd teoremd mai poate fi enuntatd astfel: Dacd un patru-
later convex este dreptunghi, atunci toate unghiurile lui sint con-
gruente si deci toate sint unghiuri drepte.)

Demonstratia. Vom folosi figura 266. Fiind paralelogram, dreptun-
ghiul are unghiurile opuse congruente X B=xXD, (m( B) =
= m(X D) = 90°), dar si douid“unghiuri consecutive suplementare
m(X A4) + m(3< B) = 180°, ceea ce implicd: m(X A) =90°. Cum
m(x C) =m(L 4) — ca unghiuri opuse, rezultd ca si m(< C) = 90°.

Asadar, m( A) = m(X B) = m(X C) = m(X D) = 90° (q.ed.)

Teoremid reciproeid. Dacidi un patrulater are toate unghiurile
congruente si:deci sint drepte, atunci el este dreptunghi.

Demonstratia. Vom folosi tot figura 266. Este suficient si de-
monstram cd patrulaterul ABCD este paralelogram, deoarece, avind
un unghi drept (din ipotezd), el va fi dreptunghi.

Y Denumirea ,dreptunghi a fost introdusd in terminologia matematicd
roméneascd, in anul 1814, de omul de culturd Gheorghe A. Asachi (1788—'1869) '
intemeietorul inv atammiu]m in Moldova.
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Consideram dreptele AD si BC intersectate de secanta AB. Din
ipotezé: m(s< 4) = m(< B) = 90° deei m(3X A) 4+ m(< B) = 180°.
Rezultd cd unghiurile DAB si ABC, care sint unghiuri interne si de
aceeasi parte a secantel AB, sint suplementare, deci AD| BC.

Analog se demonstreaza ca AB| DC.

Agadar, patrulaterul ABCD este paralelogram. Avind un unghi
drept (ipotezd), patrulaterul este dreptunghi (q.e.d.). -

Proprietatea descrisd de teorema reciprocid este o proprietate
caracleristicd dreptunghiurilor.

O altd proprietate a dreptunghiului este datd de urmitoarea:

Teoremi. Diagonalele unui dreptunghi sint congruente.

~ Demonstratia. in dreptunghiul 4 BCD din figura 267, considerind
triunghiurile ABC §1 BAD, avem: [BC]=[AD] (ca laturi opuse
7 p in paralelogramul ABCD), %< ABC =X BAD
(m(X ABC) = m(X BAD) = 90° din ipotezi
§1 consecinta definitiei dreptunghiului), [A B]=
=[BA] (laturd comuni).

Fiind dreptunghice si avind catetele res-
pectiv congruente, cele doud triunghiuri drept-
unghice sint congruente. De aici rezultd si congurenta ipotenu-
zelor [AC]1=[BD] (q.e.d.).

Teoremd reciproci. Dacd diagonalele unui paralelogram sint
congruente, atunci paralelogramul este dreptunghi.

B (&

Fig. 267

: Demonstrajia. Fie paralelogramul ABCD cu diagonalele con-
gruente ([BD]=[AC]) din figura 268. Considerind triunghiurile
v p ABD si BAC, avem: [AB] = [BA] (laturd
comund); [BD]=[AC] (ipotezd), [AD] = [BC]
(ca laturi opuse in paralelogramul ABCD).
. - Conform cazului 3 de congruentd a triun-
B : ¢ ghiurilor oarecare (LLL), A ABD= A BAC.
Fig. 268 . 2 : e .

; In aceste triunghiuri congruente, laturilor
congruente [BD] si [AC] li se opun unghiuri congruente: % BAD =
=< ABC.

Dar aceste doud unghiuri sint unghiuri ale paralelogramului de
aceeasl parte a secantei 4B, adica sint unghiuri suplementare; deci
m(3< BAD) = m(X ABC) = 90°.

~ Asadar, paralelogramul ABCD, avind un unghi drept, este
dreptunghi (q.e.d.). 5

Proprietatea descrisi de aceastd teoremi reciproci este o pro-

prietate caracteristicd dreptunghiurilor:

Cu ajutorul teoremelor directe sau reciproce am enuntat proprie-
‘tatile dreptunghiului. Le recapitulim, formulindu-le -astfel:
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Teoremd. In orice dreptunghi toate unghinrile sint congruents
gi deci sint unghiuri drepte gi — reciproc — oriee patrulater comvex fn
care toate unghiurile sint congruente i deci siut unghiuri drepte este
dreptunghi.

Teoremi. In orice dreptunghi diagonalele sint congruente
§i — reciproc — orice paralelogram cu diagonalele congruente este
dreptunghi.

Dreptunghiul admite doud axe de simetrie si anume: mediatoa-
rele laturilor lui. In figura 269 axele de simetrie ale dreptunghiului
ABCD sint dreptele MV si PQ (M — mijlocul lui[AB], N — mijlocul
lui [CD], P — mijlocul lui [AD], Q — mijlocul lui [BC]).

Se observa ci axele de simetrie ale dreptunghiului sint perpen-
diculare intre ele, sint paralele cu laturile dreptunghiului gi confin

punctul de intersecfie a diagonalelor lui. i =

Daca E este un punct ce apartine figurii, A —t i
simetricul lui fatd de axa de simetrie MN :
(punctul E’) apartine, de asemenea, figurii; 5[ ] N
tot aga simetricul lui £ fatd de axa de sime- SEa T =
trie PQ (punctul E”) aparfine, de asemenea, E"la”
figurii.

Fig. 269

Constructia dreptunghiului

Putem desena un dreptunghi astfel:

a) Desenam un triunghi dreptunghic (virfurile lui vor fi trei
dintre virfurile unui dreptunghi) si apoi, prin virfurile unghiurilor
ascufite, desenfim paralelele la catetele triunghiului. Intersectia para-
lelelor reprezinta cel de-al patrulea virf al dreptunghiului. _

b) Desendm doud segmente congruente care s aiba acelasi mijloc.
Capetele (extremitatile) celdr doud segmente sint virfurile unui
dreptunghi.

c¢) Desendm doud drepte paralele si apoi desensim o perpendicu-
lara pe una dintre aceste drepte. Aceastd perpendiculara, impreuni
cu o altd dreaptd paralela cu ea, determina la intersectiile cu primele
doud drepte, virfurile unui dreptunghi.

® 28. Exercitii

1. In dreptunghiul 4 BCD, notdm AC N BD = {0}. S& se calculere:

a) perimetrul dreptunghiului, dacd: AB = 2,5 cm si BC = 0,2 dm: b) AC 4+
+ BD, dacd 40 =7,5cm; ¢) m(3 ADC) + m( DCB).

2. Justificati de ce, in urmiloarele cazuri, patrulaterul convex MN PQ
(MP N QN = {0}) este dreptunghi.

a) MN||QP g NP || MQ i m{3 M) =90°; b) MN = QP =3cm si NP =

=MQ0=4cm si MmALPL)=90° ¢) XM=XN ¢ mIN) = m(X P);

d) LOMN = NPQ si MQ | NP si m{3L MNP) = 90°; ¢) MN =QP = 6cm
si MN |QP si m(L Q) =90°; f) MO = OP = 3 em 5 ON = 0Q = 30 mm.
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43,2. ROMBULY)

Definifie. Se numegte romb un paralelogram care are dous
laturi consecutive congruente.

Un romb se deseneazd ca cel din figura 270. Faptul cd A BCD
este un romb poate fi scris, spre exemplu, astfel: AB|| DC, AD || BC,
[AB]= [BC]. ; _

Obignuim s& numim diagonalele rombului: diagonala mare si
diagonala micd. : . :

Lungimea segmentului perpendicularei comune a doud laturi
| opuse se numeste indlgimea rombului (fig. 271).

‘ 4 i ; 2 Rombul fiind un parale-

| / logram, proprietatile parale-
| : logramului (teoremele directe)
| sint adevérate gi in cazul rom-
‘ ' B % B 7 c

‘ bului. Le vom enunta, fird a
Fig. 270 Fig. 271 le mai demonstra:

1) Intr-un romb laturile opuse sint congruente. -

2) Intr-un romb unghiurile opuse sint congruente.

3) Intr-un romb doud unghiuri consecutive sint suplementare.
4) Intr-un romb diagonalele au acelagi mijloc.

Fiind un paralelogram particular (care are o proprietate in plus:
doud laturi consecutive congruente) rombul, pe lingd proprietatile
‘ paralelogramului, are si alte proprietafi (care sint numai ale rombului).
Deci: ' '

Teoremi. Toate laturile rombului sint eongruente (consecinga

a definitiel rombului).

| (Aceastd teoremid mai poate fi enuntatd astfel: Daed un patrulater
‘ convex este un romb, atunei toate laturile lui sint congruente.)

Demonstfapia. In rombul din figura 270 avem: [AB]=[BC(C]
(ipotezd), : ;
Eég]]:[[gg%} (ca laturi opuse in romb).
Rezultd cd [AB]=[BC]=[CD]=[DA] (folosind tranzitivita-
tea relatiel de congruentd) (q.e.d.).

Teoremd reciproci. Daci un patrulater convex are toate laturile
congruente, atunei el este romb.

Demonstratia. Este suficient si demonstram ci patrulaterul A BCD
(fig. 272) este paralelogram, deoarece, avind doud laturi consecutive
congruente (din ipoteza), el va fi romb.

‘ 1) Cuvintul ,romb* vine din limba greaci: rhombos = sfirleazi.
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Diagonala [ AC] determin& in patrulaterul i 0
dat triunghiurile. A BC si CDA, care sint con-
gruente — cazul 3 (LLL) — pentru ca:

%g]]i[[g% (ipoteza), ' g v
[AC] = [CA] (laturd comuni). Fig. 272

In triunghiurile congruente ABC s§i CDA avem: X ABC=
=¥CDA (1). :

Diagonala [BD] determina triunghiurile BAD si DCB, care sint,
de asemenea, congruente — cazul 3 (LLL)— pentru ca:

ng)%;%g%} (iﬁpotezé), | BD] =[DB] (laturd comuna).

In triunghiurile congruente BAD s$i DCB avem: ¥ BAD =
= DCB (2). ‘

Relatiile (1) si (2) exprimi c& in patrulaterul A BCD unghiurile
opuse sint congruente, deci el este paralelogram. Avind doua laturi
consecutive congruente (ipoteza) acest paralelogram este romb (q.e.d.).

Proprietatea descrisa de teorema reciproci este o proprietate
caracteristicd romburilor. ' :

Alte. proprietdft ale rombului

Teoremi. Intr-un romb diagonalele sint perpendiculare intre
ele gi sint bisectoarele unghiurilor lui. '
Teorema descrie doud proprietdfi si anume:

1) diagonalele sint perpendiculare intre ele; 4
2) diagonalele sint bisectoarele unghiurilor lui. - /i
Demonstratia. In rombul ABCD din figura 273, fie

AC 0 BD = {0}. Triunghiul ABD este isoscel ([AB]= g !

=[AD] — ipoteza), iar punctul O este mijlocul lui[ BD] 210
(diagonalele paralelogramului au acelasi mijloc). Deci
[AQ], mediana corespunzatoare bazei triunghiului este /
indltime (AO 1. BD) si bisectoare (X 4, = X A,). ha

Aseménator se demonstreazi ca in triunghiul CBD
segmentul [CO] este mediand, indltime gi bisectoare. Fig. 273

Asadar, AC | BD si diagonala [AC] este bisectoarea unghiurilor
BAD s BCD. :

In triunghiul isoscel BAC, mediana [ BO] este bisectoarea unghiu-
lui ABC (demonstratia este aseminitoare cu precedenta). Retinem
deci: ¥ B, =X B,. '

Considerind si triunghiul \isoscel ADC, mediana [DO] este bisec-
toarea unghiului ADC (X D, =X D,).

Asadar, diagonala [BD] este bisectoarea unghiurilor ABC si
ADC (q.e.d.).

Teorema precedentd are doua reciproce.
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Teorema reciproci 1. Daed un paralelogram are diagonalele per-
pendiculare, atuneci el este romb. . .

Demonstrajia. In pardlelogramul ABCD din figura 274, fie

AC N0 BD = {0}. Triunghiurile AOB i AOD sint dreptunghice

A (AO L BD ipotezd). Aceste doud triunghiuri sint con-

gruente avind catetele respectiv congruente: [A0] =

= [AO] (catetd comund) si [ BO] = [OD] (intr-un para-
B 0Ny lelogram diagonalele au acelasi mijloc).

Ry Din congruenta triunghiurilor AOB si AOD re-
zultd [AB]=[AD)]. Cum [ARB] si [AD] sint laturi con-
secutive ale paralelogramului ABCD rezulti ca el

Fig, 274 este rob (q.e.d.).

Teorema reciprocii 2. Daeci intr-un paralelogram o diagonald
este bisectoarea unui unghi, atunci paralelogramul este romb.

Demonstm;ia. In paralelogramul ABCD (fig. 275) avem:

(1) < BAC = < DAC (ipoteza), (2) X DAC =3 BCA (alterne
interne formate de dreptele. paralele AD i BC — ipotezd — cu se-
canta AC)

Din (1) 81 (2) deducem ca: (3) % BAC =X BCA (tranzitivitatea
relatiel de congruenta).

Triunghiul ABC este deci isoscel §i [AB]=[BC]. Cum laturile

[AB] st [BC] sint laturi consecutive ale paralelo-

A gramulm rezultd cd acesta este romb (q.e.d.).
\ Proprietatile descrise de teoremele reciproce de
‘ mal sus sint proprieta{i caracteristice romburilor.

Cu ajutorul teoremelor directe sau reciproce am
B D enuntat proprietdtile rombului. Le recapltulam for-
mulindu-le astfel:

Teoremi. In orice romh toate laturﬂe sint con-
r gruente g1 — reciproc — orice patrulater cu toate
laturile congruente este romp.

‘ Teoremi. In orice romb dlagonalele sint per-
pendiculare $i — reciproc — orice paralelogram cu dia-
gonalele perpendiculare este romb.

Teoremid. In orice romb diagonalele sint bisec-
toarele umghiurilor si — reciproc — orice paralelo-

gram in care o diagonali este gi bisectoarea unui unghi
este romb.

Rombul admite doud axe de simetrie gi anume:
dreptele care includ diagonalele rombului. Ca i la
dreptunghi, axele de simetrie ale rombului sint per-
Fig. 276 pendiculare intre ele.

-
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Fie rombul ABCD (fig. 276) si dreptele BD si AC axele lui de
simetrie. Dacd E este un punct ce apar’glne figurii, simetricul lui fata
de axa de simetrie BD (punctul E’) aparime de asemenea, figurii;

tot asa simetricul lui £ fa{a de axa de simetrie AC (punctul E”)‘_

apariine, de asemenea, figurii

Constructia rombului

Putem desena un romb astfel:

a) Desendm un unghi a carul masurd si fie diferitd de 90°. Pe
fiecare din laturile acestul unghi fixam cite un punct care, ¥mpreund
cu virful unghiului, si determine segmente congruente (cele doua
puncte si virful unghiului vor fi trei dintre virfurile unui romb).
Prin cele doud puncte alese desendm paralelele la laturile unghiului.
Intersectia paralelelor reprezintd cel de-al patrulea virf al rombului.

b) Desenam doud drepte perpendiculare. Fixam pe prima dreaptd
doud puncte simetrice fatd de a doua dreaptd. La fel, pe dreapta a
doua fixain doud puncte simetrice faja de prima dreapta, astfel incit
segmentele formate pe prima dreaptd sd nu fie congruente cu cele de
pe dreapta a doua. Cele patru puncte astfel ,fixate* sint virfurile
unui romb. ,

¢) Desendm un triunghi isoscel (virfurile lui vor fi trei dintre
virfurile unui romb). Apoi desenim simetricul virfului triunghiului
fatd de bazd. Acesta va fi cel de-al patrulea virf al rombulul

® 29. Exercitli

1. In rombul ABCD notdm AC N BD = {0}. Sa se calculeze:

a) Perimetrul rombului, dacd: 1) AB=0,02m, 2) €D = 0,003 hm;
m(%:UJB) dac.é m(3Z ABO) = 20°; c) m(L ABC) dacd m({3Z 0AB) = 40°%;
m(<< AOD); e) m(3 COD); f) lungimea diagonalei [AC), dacd m(3C 4 BC) = 60°

31 AB=—2 c:m1 g) lungimea dlagonalei [DB], dacd m(3Z DCO) = 30° 81 DC = 4 em.

2. Justificati de ce, in urmatoarele cazuri, patrulaterul M NPQ(MPNQN =
= {0}) este romb.

a) MN |QPsi NP | MQ.8i MN = NP—Som b) MN ||QP st NP || MQ

si MP 1 NQ; ¢) MN |QP si NP | MQ si m-}:MNO) = m(x. ONP) = 15%;

d) MN || QP si [MN] =[Q P] si m(<): MON) = 90°; e) MO =0OP = 1 cm gi NO =

=0Qﬁ3cm s1 [MN]=[NP]; ) MO = OP =2cm i NO = 00u3cm g1
MQ 1 ON.

43.3, PATRATULY

Definifie. Se numesgte pifrat un dreptunghi care ave doud
laturi eonsecutive comgruente.
Un patrat se deseneazd ca cel din figura 277, Faptul cd ABCD
este un patrat poate fi scris, spre exemplu, astfel: AB H DC,AD| BC,
m(LA)y=90° 81 [ABl= [AD]

Y) Cuvintul ,, pdtrai“ este format din numexalul patru. Denumirea pdtrai a
fost introdusd in ter nmologla matematicd romineascd, in anul 1821, de citre
carturarul iluminist rom&n Gheorghe Lazir (1779—1823), fondatorul invat,amin-
tului in limba nationald in Tara %Omanpasca (Muntenia).
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I poate fi considerat si un ,,romb particular®, anume:
' un romb care are un unghu drept.

Patratul, fiind dreptunghi si romb, are toate
proprietatile dreptunghlulm g1 toate proprleta‘plle
rombului (teoremele directe). Vom enunta aceste
proprietati, fara a le mal demonstra (deoarece au fost demonstrate
anterior). Deci:

1) Tntr-un patrat toate laturile sint congruente (romb)

I
2) Intr-un patrat toate unghiurile sint congruente si deci sint

D i Avind doud laturi consecutive congruente si ,
filnd un dreptunghi, deci un paralelogram, patratul

A« B
Fig. 277

ungiuri drepte (dreptunghi). ‘
3) Intr-un patrat diagonalele au acelagi mijloc (paralelogram).
4) Intr-un patrat diagonalele sint congruente (dreptunghi).
£ |p & 5) Intr-un patrat diagonalele sint perpendicu-
AR 71?  lare intre ele (romb).
|
)
[
1

N |y 6) Intr-un patrat diagonalele sint bisectoarele
< unghiurilor lui (romb).

Patratul admite patru axe de simetrie §i anume:
doud sint mediatoarele laturilor lui (ca la drept-
unghi) si doua sint dreptele care Includ diagonalele
Fig. 278 lui (ca la romb).

Fie patratul ABCD (fig. 278) si dreptele MN, PQ, AC 1 BD

axele lui 'de simetrie. Dacd E este un punct ce apart,lne flguru, sime-

/ trice lui fatd de cele patru axe de simetrie (punctele E,, E,, E;, E,)
apartin, de asemenea, figurii.

E3/

Erlgnrie

Construcjia pdtratului

| Putem desena un patrat astfel .

a) Desenam un unghi drept si pe laturile lui ludm doud segmente
congruente, ambele avind unul dintre capete in virful unghiului
(extremitatile segmentelor vor fi trei dintre virfurile unul pétrat).
Prin capetele segmentelor, diferite de virful unghiului, desendm para-
lelele la laturile unghiului. Intersectia paralelelor constituie cel de-al
patrulea virf al patratului.

b) Desendm doud drepte perpendiculare. Cu centrul in punctvl
de intersectie a celor doud perpendiculare, desendm un cerc. Inter-
| sectiile cercului cu cele doua drepte perpendiculare vor fi cele patru
virfuri ale unui patrat.
¢) Desendm un trlunghl dreptunghic isoscel (virfurile lui vor
|

fi trei dintre virfurile unui patrat). Apoi desenim simetricul virfului
unghiului drept fata de ipotenuza. Acesta va fi cel de-al patrulea virf
al patratului.
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@ 30. Exercitil

1. In pitratul ABCD, notdim AC N BD = {0}. S& se calculeze:

a) perimetrul patratulul dacd: 1) AB = 2/4cm; 2) CD = 36 mm; b) lun-
gimea diagonalei [AC) stiind ea BO = 0,7 dm; c) m(é:OAB) d) -§:COB : ‘

e) m(ICOAB) + m(X ODC'), ) m(X ODA —[— m(3Z OC B). ‘

2. Justificati de ce, in urmatoarele cazuri, patrulaterul MN PQ (MPNQN =
= {0}) este pitrat:

a) MN |QP, NP||QM, m( M) =90° si MN =NP=3cm; b) MN=
=NP=PQ = QM =3 cm si QM 1L MN; ¢) {OM = ON = OP = 0Q =
=1cm gi MP 1 NQ; d) MN=NP= PQ=Q0M =2cm si [MP]=[NQ];

6) X QMO = X OMN = & MNO = X ON P= ¥ N PO. |

*
® #

Dacé notdm cu P; multimea tuturor patrulaterelor, cu P, mul-
timea tuturor paralelogramelor, cu P; multimea tuturor dreptun-
ghiurilor, cu P, mulfimea tuturor romburilor gi cu Py multimea tutu-
ror patratelor, _putem reprezenta in doud desene (flg 279) ‘urméatoa-
rele incluziuni:

Py c P B e Roas o P,

Vom intelege ca oricare ar fi patratul Pj, el este si dreptunghi
P, si paralelogram P, si, evident, este patrulater P,. Oricare ar fi
dreptunghiul Py, el este gi paralelogram P, si, evident, este patru- ‘
later P, (primul desen). De asemenea, oricare ar fi patratul Py, el este |
gi romb P, etc. Oricare ar fi rombul P,, el este si paralelogram P,
etc (al doilea desen). o

Vom mai intelege si faptul c# oricare ar fi proprietatea parale-
logramului P,, ea este si proprietate a dreptunghiului P;, dar c&
acesta din urm3i are si alte proprietati pe care nu le are paralelogra-
mul. Ca oricare ar fi proprietatea dreptunghiului P;, ea este si pro-
prietate a patratului P;, dar ca patratul are gi alte proprietitl pe care
nu le are dreptunghiul.

Problemi rezolvatid (teoremd). Intr-un triunghi. drept-
unghie, mediana corespunziitoare ipotenuzei are Iungimea egali cu
jumdtate din lungimea ipotenuzei.
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Rezolvarea. Fie A BC vn triunghi dreptunghic (AB.L AC) 5i 0 mijlo-
cul ipotenuzei (fig. 280). Ne propunem sa demonstrim ci A0 = é— BC.

A Paralelele prin B gi C la catetele triunghiului
dreptunghic se intersecteazi in M. Patrulaternl

\ ABMC, avind laturile opuse paralele si un unghi
gé — drept, este dreptunghi. In acest dreptunghi, [BC]

: este diagonald si O mijlocul ei. Cum intr-un drep-
\ tunghi diagonalele au acelasi mijloc si sint congru-
ente, rezultd cd A0 — gi BC (q.e.d.).

Reciproc, dacd intr-un triunghi o mediand are lungimea cit jumi-
tatea lungimii laturii care-i corespunde, atunci triunghiul este drept-
unghic.

Pentru a demonstra reciproca, vom folosi aceeagi figura 280.
In triunghiul ABC se cunoaste ci O este mijlocul laturii [BC] si ca

1 7 : & |
ac — —Z—uBC; se cere sii se demonstreze ci AR 1 AC.

Pe dreapta ce include mediana luiim un punct M astfel ca [40] =
=[0M]. Se formeaz& un patrulater ABMC in care diagonalele au
acelasi mijloc si sint congruente. Acest patrulater este un dreptunghi

si deci AB 1 AC (q.e.d.)

@ 31. Probleme

1. Cercetinu wagramele din figura 279 si folosind semnificatia notatiilor
multimilor Py, Py, Py, Py, P;, stabiliti care din urmditoarele propozitii sint ade-
varate gi care sint false:

a) crice romb este palrulater;

b) orice romb este dreptunghi;

c) orice romb este pitrat;

d) orice dreptunghi este pdtrat;

e) orice paralelograrn este romb;

f) orice paralelogram este pitrat;

~g) orice dreptunghi este paralelogram.

2. 54 se deseneze un dreptunghi ABCD, avind AB = 4 c¢m § AC = 6 cm.

3. 5& se deseneze un dreptunghi ABCD, stiind ci diagonala AC = 6 ¢cm
gi m(C CAB) = 20°. ,

4. S& se deseneze un dreptunghi cu diagonala in lungime de 64 mm si unghiul
dintre diagonale cu misura de 60°. :

5. S5& se deseneze un drepfunghi cu o laturd cu lungimea de 6 cm, iar un-
ghiul dintre aceastd laturd si diagonala aldturati cu masura de 3(°.

6. 5 se deseneze un dreptunghi, cunoscind ci lungimea unei laturi este de
5 cm i unghiul dintre diagonale are méasura de 30°.

‘ 7. Sa se deseneze un romb cu lungimea laturii de 5 em si lungimea diagonalei
mari de 8 em.

8. 5d se deseneze un romb, avind diagonalele cu lungimile de 5 cm si 6 cm.

9. Sé se deseneze un romb, avind lungimea laturii de 6 cm gi misura unui
unghi de 60°. :
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10. S& se deseneze un pitrat cu lungimea diagonalei de 6 cm. :

11. Se unese, unul dupé altul, mijloaceleslaturilor unui romb. Si se arate ci
patrulaternl format este dreptunghi.

12. Se unesc mijloacele laturilor unui dreptunghi. S& se arate cd patru-
laterul format este romb.

13. S& se arate cd picioarele perpl,nfiwuldwiur din punctﬂl de intersectie
a diagonalelor unui romb pe latupile rombului sint virfurile unui dreptunghi.

14. Sd se arate cd picioarele perpendicularelor din virfurile unui dreptunghi
pe diagonale sint virfurile unui dreptunghi.

15. S& se arate ca intersectiile bisectoarelor unghiurilor unui paralelogram
sint virfurile unw  dreptunghi.

16. Se da un palran MNPQ (MN ||QP). Pe dreapta M P se ia, in exterio-
rul patratulul, un punct £ astfel ca[ PE] =[MN]. Si se calculeze masurile unghiu-
vilor triunghiului MNVE.

17. Pe diagonala [AC] a patratului ABCD se lixeazd un punct M, intre
A i O, astfel ca [AM] =[AB]. 54 se caleuleze mdésurile unghiurilor trmnghlu-
i BCM.

18. Romburile ABCD si ADEF sint diferite si au pe [AD] laturd comuna
(fig: 281). Sa se arate cd punectele B, D, F 'nu pot fi colineare.

19. Un romb ABCD are m(3C D) = 135° si latura [AD] comund cu patratul
ADEF, construit in exteriorul lui, ca in figura 282. S se demonstreze ci triunghiul
ACE este isoscel.

20. Pe laturile rombului 4 BCD se construiese, in afara lui, patratele ABEF
si ADGH (fig. 283). Sé se demonstreze cil triunghiurile ABC si AHF sint congru-
ente.

e

Fig. 281 Fig. 282 Fig. 283

/=

21. Romburile ABCD, CBFE i CEGD au, doui cite doud, o laturd comund
(fig. 284). Pe-dreapta AH, paralela cu DG, se ia [AH] =[DG] (H si G de aceeasi
-parte a dreptei 4D). Sa se demonstreze cd [HG) =[EG].

22. In figura 285, AMNP si ABCD sint pitrate. Sa se demonbtreze cé
[MB]=[DP]| i ¢cd MB_ DP (in ambele cazuri).




: 23. Pe laturile [AB] gi [ BC] ale piitratului A BCD se iau punctele M, respec-
tiv N, astfel incit [AM] =[BN] (fig. 286), S& se demonstreze cd [AN] =[DM]
i AN L DM, ; _

A D : A D

A -~

M

&

Fig. 286 Fig. 287 Fig. 268

24. Fie pitratul ABCD. Pe latura [AB] se ia punctul M si pe dreapta ce
include latura [ BC] se ia punctul E, in exteriorul pitratului, astfel ca [AM] =[CE]
(fig. 287). Si se demonstreze ci triunghiul DM E este dreptunghic si isoscel.

- 25, In figura 288, ABCD este pitrat gi DMN triunghi echilateral. S& se
calculeze mdisurile unghiurilor Dy, Dj, Mg, M4 Ny N

4. SIMETRIA FATA DE UN PUNCT

Fie un paralelogram ABCD i O punctul de intersecfie a diago-
nalelor sale. O dreaptd din planul paralelogramului céreia ii aparfine
punctul O intersecteazd doud laturi opuse ale paralelogramuluil, de
exemplu, in M si NV sau in P si Q (fig. 289, a, b).

Se demonstreazi cd punctul O este gi mijlocul segmentelor [MN]
si [PQ]. In triunghiurile AOM i CON (fig. 289, a) avem:

XOAM = ¥XOCN (alterne interne formate de dreptele paralele

i AB si DC intersectate de secanta AC),

[A0]=[0C] (jumitati de diagonald in paralelogramul ABCD ),

X AOM = X CON (opuse la virf).

A M D

8 N c
a

Fig. 289 b

1l Putem afirma deci ca A AOM = A CON (cazul 2 — ULU). in
I aceste triunghiuri congruente, unghiurilor congruente OAM si OCN
li se opun laturi congruente: [0 M]=[ON]. Deci punctul O este mijlo-
cul segmentului [ MN]. '
_ Analog se demonstreaza ca [0P]=[0Q] (din congruenfa triun-
ghiurilor AOP gi COQ sau BOP s1 DOQ, figura 289, b).
Definifie. S& considerdm o figurd geometricd pland (F (o
multime de puncte) si un punct fix (din planul figurii (F), pe care sa-l
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notidm, de exemplu, cu 0. Dacd orice dreaptd determinati de un
punct oarecare A al figurii geometrice considerate (4 € () si punctul |
O intersecteazi a doua oard figura intr-un punct A’, astfel incit O i
sa fie mijlocul segmentului [AA"], se spune cd figura notatd (F are un |
centru de simetrie. Punctul O se numeste centrul de simetrie. Punctul A’

se zice ca este simetricul lui A fata de O si, invers, punctul A este sime- |
tricul lui A’ fatd de acelagi centru de simetrie. |‘

Observam ca paralelogramu] are un centru de simetrie §i anume |
punctul de intersectie a diagonalelor, pe care obignuim- si-1 notam :
cu O. |

Se poate demonstra ca, intr-o figura geometrlca cu un centru i
de simetrie, daca punctelor M si P le corespund — ca simetrice —
punctele NV si respectiv Q, atunci [M P]=[NQ]. De exemplu, in figura
290, figura care admite centru de simetrie este paralelogramul A BCD
cu O centrul de simetrie. Congruenta [MP]=[NQ] rezulti din con-
gruenta triunghiurilor OMP si ONQ, a cérei demonstrare o ldsam pe
seama cititorilor. '

Segmentele [MP] si [NQ] din figura 290 sint simetrice fata
punctul O.

Se spune ca prin simetria fald de un
centru de simetrie distanjele se pdstreazd.
Evident, toate paralelogramele parti-
culare au centru de simetrie §i anume
punctul de intersectie a diagonalelor, care 7
obisnuit se numegte centrul figurii. B 5 ¢
Alte exemple de figuri care au centru Fig. 290
de simetrie: :

a) Un segment, pentru cd segmentul are ca centru de simetrie
mijlocul s&u.

b) O dreapta, pentru ci dreapta are ca centru de simetrie orice
punct al séu. .

¢) Un cerc, pentru cé cercul are ca centru de simetrie centrul
cercului.

d) Un punct poate fi considerat ca propriul siu simetric in raport
cu el insugl.

bul, patratul), figuri cu axe de simetrie care sint perpendiculare intre
ele, punctul de intersectie a axelor de simetrie este céntrul de simetrie
al figurii.
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@ 32. Probleme

1. Fie triunghiul ABC si D piciorul medianei corespunzétoare laturii [BC].
Si se deseneze simetricele B’ si €' ale punctelor B gi C, fatd de punctul A consi-
derat centru de simetrie. Si se arate cd punctul in care dreapta AD intersecteaza
B'C’ este piciorul unei mediane a triunghiului A B'C".

9. Se di un triunghi ABC si E simetricul lui A fatd de mijlocul laturii [ BC].
S4 se demonstreze ci patrulaterul 4 BEC este un paralelogram.

3. Se dau: segmentul [AB] si 0,,0, doud puncte distincte, care nu apartin
dreptei AB si 0,0, Jy AB. Fie [A,B,] 1 [A4,B,] simetricele lui [AB] fata de 0, res-
pectiv 0,. Sd se stabileascd natura patrulaterului 4,B,B,4,.

4, Fie 20y un unghi propriu si M un punct in interiorul lui. S& se deseneze |
un segment ale cirui extremitdti si apartind semidreptelor [Ox, respectiv [Oy,
jar punctul M si fie mijlocul lui. (Indicatie: se deseneazd simetrica uneia dintre
Jaturile unghiului — de exemplu a lui [Ox fatd de M, considerat centru de simetrie.)

5. Fie un triunghi A BC, o dreapté. d si un punct fixat F' (Fed). 53 se dese-
neze un segment ale cirui extremitditi sé apartind una dreptei d i alta uneia dintre
dreptele suport ale laturilor triunghiului A BC, iar M s3 fie mijlocul lut. Discutie.
(Aceeagi indicatie ca la problema precedentd.)

i 45. TRAPEZULY

Definitie. Se numegte trapez un paﬁrulater care are doud
laturi paralele si celelalte doud laturi neparalele.

In figura 291 sint desenate doud trapeze:- ABCD si MNPQ.
- Laturile paralele ale trapezului obignuim sale numim bazele trape-
zului i anume baza micd ([AD], respectiv [ MQ]) si baza mare ([BC],
respectiv [IVP]).
Lungimea perpendicularei comune celor doud baze se numeste
tndljimea trapezulul ((AE] si respectiv [QR] sint inaltimile trapezelor
din figura 291). 2

A: D M q
i
|

H

|
|
I
2
8 E e R p B
e | Fig. 292

Daca una din laturile neparalele este perpendiculard pe baze,
atunei trapezul se numeste irapez dreptunghic. In figura 291 trapezele
AECD gi MNRQ sint trapeze dreptunghice.

Dac# laturile neparalele sint congruente, atunci trapezul se
numeste irapes isoscel. In figura 292 trapezul ABCD este isoscel
(AD | BC si [AB]=[DC]).

1) Cuvintul ,trapez* vine din limba greacd: frapezion. Denumirea de trepez
a fost folositd pentru prima datd in sec. 4 i.c.n. - :
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Teoremdi Intr-un trapez isoscel unghiurile aliturate unei
baze sint congruente. )

Demonstratia. Fie ABCD un trapez isoscel cu AD | BCsi[AB]=
=[DC] (fig. 292). Vom folosi o ,constructie ajutdtoare”. Desenam,
spre exemplu, paralela prin D la AB si notim cu E intersecfia acesteia
cu baza mare [BC] (E € (BC) si DE || AB).

Patrulaterul ABED este paralelogram deocarece AD| BE (ipo-
tezd) si DE || AB (constructie). Rezultd ca [DE]=[AB] (laturi opuse
in paralelogram), dar [4 B] = [DC] (ipotezi), deci [DE]=[DC] (tran-
zitivitatea relafiei de congruentd). '

Asadar, triunghiul DEC este isoscel, deci 3XDCE= X DEC
(unghiuri de la baza triunghiului isoscel). Dar JXDEC = ABC
(corespondente formate de dreptele paralele AB §i DE cu secanta
BC). Rezultd cd X DCE= X ABC (tranzitivitatea relafieide con-
gruentd). ,

Am demonstrat ci unghiurile de la baza mare sint congruente.
Congruenta unghiurilor de la baza mica (SXBAD ¢ 3XCDA) rezultd
din faptul c¢i ele sint suplemente ale unghiurilor de la baza mare
(interne si de aceeagl parte a secantei). Se stie ca doud unghiuri care
au ca suplemente unghiuri congruente sint congruente. Deci I BAD =
=X CDA (q.e.d.).

Teorem# reciproeci. Dacd intr-un trapez unghiurile aliturate unei
baze sint congruente, atuneci trapezul este isoseel. '

Demonstratia. Fie ABCD un trapez cu AD || BC si << ABC =
= X DCBHB (fig. 293). Vom folosi ,,constructia ajutdtoare” precedenta
‘(DE || AB). Avem: X DEC =X ABC (corespondente), IXABC =
= X DCB (ipotezd).

Pe baza tranzitivitafii relatiei de congruen{d deducem ca
X DEC=XDCE si deci ci triunghiul DEC este isoscel, adica

[DE]=[DC] (1). Dar, patrulaterul A BED A )
" filnd paralelogram (AD| BC — ipotezd si o
DE| AB — constructie), laturile opuse sint o
congruente: [AB|=[DE] (2). \ g ;
Din (2) gi (1) rezultd ca [AB]=[D(C] 8 & C
(q.e_d.) Fig. 293 )

Propunem, ca tema pentru acasi, demonstrarea acestei teoreme
reciproce in cazul cind se cunoaste congruenfa unghiurilor de la baza
mica.

Proprietatea descrisdi de teorema reciprocd gl anume: trapezul
isoscel are douid unghiuri congruente este o proprietate caracteristicd
trapezelor isoscele.

Teoremd. Dacid un trapez este isoscel, atunei diagonalele lui
sint congruente. '
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Demonstra)tidf Fie ABCD un trapez isoscel cu AD| BC si [AB]=
=[DC), in care am desenat si diagonalele [AC] si [DB].(fig. 294).
Consideram triunghiurile A BC s1 DCB,

4 D in care: [AB]=[DC] (ipotezd), 3X ABC =
= 3 DCB (conform teoremei relative la un-
ghiurile de la baza unui trapez isoscel),

B ey \ ¢ [BC] = [CB] (laturd comuni).
* Conform cazului 1 (LUL) de congru-
entd a ‘triunghiurilor oarecare, A ABC = ADCB. In aceste triun-

ghiuri congruente, unghiurilor congruente li se opun laturi congru-

~ ente, deci[AC]=[DB] (q.e.d.).

Teoremi reciproci. Dacd intr-un trapez diagonalele sint con-
gruente, atunei trapezul este isoscel.

Demonstratia. Fie ABCD un trapez cu AD||BC, in care [AC]=
=[DB] (fig. 295).

Vom folosi o ,constructie ajutitoare gi anume: paralela din D
la diagonala [AC] — de exemplu —, care intersecteaza dreapta BC
! in E. S-a obtinut astfel patrulaterul ACED, care este un paralelogram,
avind laturile opuse paralele (pe de o parte bazele trapezului sint
paralele, iar pe de alta parte DE||AC — prin construcfie). Rezulta
ca [DE] = [ACT (laturile opuse intr-un paralelogram sint congruente).
Din ipoteza stim cd [AC]1=[DB]. Pe baza proprietatii de tranzitivi-
tate a relatiei de paralelism, deducem ca [DE]=[DB] si deeci ca tri--
unghiul DBE este isoscel. De aici i congruenta 3C DBC = s<DEB (1).

A D ‘Dar, X DEB =X ACB (2) (unghiuri
== corespondente formate de dreptele pa-
e N ralele DE si AC cu secanta BE). Din (1)
____rs  8i(2) rezults XDBC=X ACB (3).
! Hs s £ 3 Consideram triunghiurile ABC si
ig.

DCB care afirmim cd sint triunghiuri
congruente, conform cazului 1 de congruentd a triunghiurilor oare-
care (LUL), pentru ca: : :
[AC1=[DB] (ipotezd),
X ACB= XDBC (cum s-a demonstrat mai sus (3)),
[CB] =[BC] (laturd comund).
Din congruenta triunghiurilor ABC si DCB; rezultd cd [AB] =
=[DC] (se opun unghiurilor congruente ACB si DBC). '
Deci, trapezul ABCD este isoscel (q.e.d.).
Proprietatea ca: trapezul isoscel are diagonalele congruente

este o proprietate caracteristicd trapezelor isoscele.

46. LINIA MIJLOCIE INTR-UN TRAPEZ

Definitie. Segmentul care are ea extremitifi mijloacele latu-
rilor neparalele ale unui trapez se numeste linia mijlocie a trapezului.
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In figura 296 este desenat linia mijlocie[ EF] A 0
a trapezului ABCD. Faptul ci [EF] este linie g
mijlocie poate fi scris astfel: E € (AB), [AE]= ) ‘
=[EB)], F € (DC), [DF]=[FC]. | Fig. 29

Teoremi. Linia mijlocie a trapezului este paraleli eu bazele
gi are ca lungime jumdtate din suma lungimilor bazelor.

(Obignuim sd spunem mai pe scurt ci: linia mijlocie este para-
leld cu bazele si egald cu semisuma lor.)

Demonstratia. In trapezul ABCD, [AD] si [BC] sint bazele, E
mijlocul laturii [A B] i F mijlocul laturii [DC] (fig. 297). Vrem s& dove-

dim ci dreptele EF gi BC sint paralele si ¢a EF = B sy

Ne folosim de o ,constructie ajutdtoare“. Considerdim dreapta
determinati de punctele A gi F care intersecteazi dreapta BC in
punctul G (AF N BC = {G}). Afirmam ca triunghiurile ADF gi GCF
sint congruente, conform cazului 2 de congruen{d a triunghiurilor
oarecare (ULU), pentru ca: :

X F,=XF, (opuse la virf), A D

[DF]=[CF] (ipotezd), b

X Dy = X C; (alterne interne for-
mate de AD || BC intersectate de se-
canta . DC). s B c G

Din A ADF = A GCF, rezulta ca: Fig. 297

(1) [AF]=[GF] (se opun unghiurilor congruente D; si Cj),

(2) [AD]=[CG] (se opun unghiurilor congruente Fy gi Fj). -

Relatia (1) exprima faptul ca F este mijlocul laturii [AG] (a tri-
unghiului 4 BG). Cum E este mijlocul laturii [4B] (ipotezd), rezulté
ca segmentul [ EF] este linie mijlocie in triunghiul A BG si deci EF|| BG.
Dar BC si BG sint una si aceeasi dreaptd, deci EF || BC.

Din teorema asupra liniei mijlocii intr-un triunghi mai gtim c&

BG

\rh
S
(1'%
[#%] f/
/
/
/
/

EF = e Cum BG este o sumi de segmente, putem scrie: EF =
_ BC+CG
e g _

Tinind seama de (2) putem scrie: EF — BC;QAI{,

BC + AD

Rezumind: EF | BC si EF = constituie tocmai con-

cluzia teoremei noastre (q.e.d.).

Problemid rezolvatid. Si se demonstreze ci lungimea
segmentului inclus in linia mijlocie a unui trapez cuprins intre inter-
sectiile sale cu diagonalele este egald cu semidiferenfa lungimilor
bazelor. :
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Rezolvarea. Fie ABCD un trapez in care [AD] si [BC] sint bazele, [ £F] linia
mijlocie (E € (AB), [AE]=[EB], Fe (DC),[DF]=[FC]) si M si N intersectiile

diagonalelor ecu limia mijlmie (EF N BD = {M}, EF ﬂ AC = {N} (fig. 298).

Va trebui sd demonstrdm cd MN = M

Considerdm, pe rind, triunghiurile ABC
A D si ABD. Deoarece EF este linie mijlocie in tra-
pez, avem EF || BC si EF || AD. Conform reci-
procei teroemei asupra liniei mijlocii intr-un tri-

€ M N unghi, in triunghiul 4 BC, paralela prin mijlocul £
al laturii [A B]la latura [ BC]contine mijlocul V al
B c

laturii [AC] g1 avem:EN= —Bi—g- (1).

Fig. 298 i 9)
Aplicind aceeasi -teoremi reciproca in triunghiul A BD, paralela prin E la
latura [A D] contine mijlocul M al laturii [DB]si avem: EM = % (2).
Scazind relatiile (1) si (2), membru cu membru, obtinem:
A iy
By — B = 22— 20wy = ZL2ED (g

@ 33. Exercitii §i probleme

1. In trapezul isoscel ABCD (AD|BC), se noteazda AC N BD = {0}. Sa
se calculeze: a) perimetrul trapezului, dacd AD = DC =3 cm §i BC =2- AD;
b) AC + BD, dacd A0 = 0,2 dm si OC = 4 cm; ¢) misurile unghiurilor 4, B, C,
dacd m(9C D) = 130°.

2. Justificati de ce, in urmatoarele cazuri, patrulaterul convex MN PQ ([ M P]
dlagona]a si MP N NQ = {0}) este trape7 isoscel.

a) MQ|INP si m(X N)=m(¥ P)=236° b) MQ|NP, MP=NQ=
=6 em sl m({QNP) =15° ¢) NO=0P=4 cm, 0Q=0M =2 cm s
m(L QN P) = m(C MQN) = 27°; d) NQ = MP =17 cm, m( QNP) =
=m (I MPN) = 41° si 0Q = 2 em.

3. Intr-un trapez, baza micéd are lungimea de 5 cm, iar distanta dintre mij-
loacele laturilor neparalele este de 8 cm. Care este lungimea bazei mari?

4. Si se calculeze lungimea bazei mari a unui trapez, gtiind ¢ lungimea
liniel mijlocii este de 24 cm, iar cea a bazei mici cit jumditate din cea a bazei mari.

5. Intr-un trapez lungimea uneia dintre baze este de 6 cm, 1ar distanta dintre
mijloacele diagonalelor de 2 cm. Care este lungimea celeilalte baze?

6. Bazele unui trapez au lungimile de 6 em gi 10 em. 54 se afle lungimile
celor trei segmente determinate pe linia mijlocie de diagonale.

7. Un trapez isoscel are unghiul aldturat bazei mari de 45°, baza micd cu
lungimea de 4 cm si indltimea cu lungimea de 6 cm. S& se calculeze: a) misura
unghiurilor aldturate bazei mici; b) lungimea bazei mari.

8. In trapezul isoscel A BCD (ADHBC s1 [AB] =[DC]), para‘»ala din D la
A B intersecteazd dreapta BC in E si per pendiculara din D pe BC in F.

a) Si se demonstreze cd [CF] =[F£]; b) Se poate construi trapezul isoscel
ABCD daci AD =5 cm, BC = 8cm gi DF = 4cm?

Un trapez dreptunghic A BCD are baza micd AD = 3 cm, m(gZ () = 60°
si latuia neparaleld €D = 6 cm. a) Si se calculeze lungimea bazei mari ([BCI),
‘ precum si cea a diagonalei [BD] a trapezului; b) Se poate construi trapezul drept-
|
|
|

unghic ABCD?
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10. In trapezul ABCD (AD||BC), cu AD = 4om si BC = 8em, diago-
nala [AC] este perpendiculerd pe cealaltd diagonald si face cu baza mare un unghi
cu misura de 30°. Si se calculeze lungimea diagonalei [BD].

11. In trapezul dreptunghic ABCD (m(3 B) = 90°), diagonala AC = 8cm

formeazd cu baza mare ([ BC]) un unghi cu mésura de 30° si este bisectoarea unghiu-
lui BCD. a) S# se calculeze indltimea trapezului, b) S# se arate cd [AD] =[DC].
c) Se poate construi trapezul ABCD?

12. Demonstrati cd intr-un trapez in care baza micd este [AD], baza mare
[BC] si linia mijlocie [EF], are loc relatia: BC—EF = EF—AD.

_13. Paralelogramele ABCD si A'B'C'D’ au laturile [AB] si [A'B'] cu lun-
gimile de 3 cm st respectiv 7 cm si AB|CD|A'B'||C’'D'. Fie Ay, By, €y D
mijloacele segmentelor [AA’],[BB), [CC'1,[DD’]. a) Sd se calculeze lungimile
segmentelor [4,B;], [C1D;]. b) Ce fel de patrulater este A,B,C.D,? Justificati
rdspunsul.

14. Doua puncte, A si B, sint situate in interiorul unui unghi propriu z0y.
Distantele de la punctul A la laturile [0z, [0y sint de 4 cm s respectlv 6 cm, 1ar
distantele de la punctul B la aceste laturi de 8 cm si respectiv 2 cm. Care sint dis-
tantele de la mijlocul segmentului [AB] la laturile unghiului?

15. Cercetind diagramele din figura 279, indicati in ce loc al diagramelor
putem desena un trapez? Dar un trapez isoscel? Dar un trapez dreptunghic?

47. INEGALITATI INTRE ELEMENTELE TRIUNGHIULUI

Si pind acum am intilnit in judecdfile noastre inegalitdti. Un
exemplu il constituie urmatoarea consecin{d a teoremei asupra sumei
masurilor unghiurilor unui triunghi: intr-un triunghi isoscel, unghiu-
rile de la baza lui sint aseutite (pag. 102).

Cind spunem, de exemplu, cd un segment este ,mai mare® decit
altul, vom intelege cd lungimea sa este mai mare decit lungimea celui-

lalt. In acelasi mod ne vom exprima si referitor la unghiari.

Teoremi. Intr-un triunghi, unui unghi mai mare i se opune
o laturdi mai mare.

Demonstr&;ia. Fie ABC un triunghi in care XX ABC > X ACB
(fig. 299). Va trebul sd demonstram ¢d [AC] >[AB]. Vom folost o

_constructie ajutitoare” ce consta in a considera pe semidreapta [AC
un punct D astfel ca [AD]=[4B]. In triunghiul isoscel ABD. avem:
X ABD = ¥ ADB, deci m(X ABD) = — -[180° — m(X 4)] =

)

\

[m(3 ABC)+ m(X ACB)] <;»[m{\.< ABC) + m(3 ABC)] =

L
= :
= m(X A BC). Rezultd ci semidreapra [BD

este interioara unghiului 4ABC, deci ca / \‘
D este un punct interior -segmentulul /

-
—

[AC], deci [AC]>[AD]. Cum [AD]= [4B]
(constructie), rezultd ca [AC] >[AB] sl==_

(q.e.d.). Fig. 299
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m(X C) <m(3X B) < 90°, consideram inaltimea [AD], bisectoarea

-in caz contrar, unghiul adiacent si suplementar lui A BC (care este un unghi obtuz)

Consecinta 1. fntr-un triunghi, unei laturi mai mari
i se opune wun llIl{.';hl mai mare.

Consecinta 2. Intr-un triunghi dreptunghie, ipotenuza
este mai mare decit fiecare dintre catete.

Aceastd consecintd se poate enunta si astfel: Perpendiculara
dintr-un punet pe o dreaptd este mai seurti decit orlce oblici din ace-
lagi punet pe aceeasi dreapta.

Problemi rezolvatid. Intrun triunghi ABC in care

[AE] si mediana [AF] ( D E, F € (BC)). 54 se demonstreze ca D se
afla intre B si E, jar F intre E si C.

Rezolvarén. Folosim figura 300. Punctul D apartine semidreptei[ BC, deoarece,

ar fi un unghi al triunghiului dreptunghic A BD. Misura acestui unghi impreund
cu cea a unghiului drept al acestui triunghi ar da o suméd mai mare de 180° ceea
ce ar contraveni teoremei asupra sumei mésurilor unghiurilor unui triunghi.

In triunghiul ABD avem: m(3Z BAD) = 90° — m(L ABC) = % . [18()." —

_ 2. m(3s.ABC),
Cum m(X ABC) > m(3Z ACB) (ipotezd), se poate scrie in continuare:

m(C BAD) < % . [180° — (m(3X ABC) + m(37 ACB))] = % - m(J4Z BAC) |
= m(Y BAE). Deci D se afld intre Bsi £, . A

|

Fig. 300 Fig, 807, 7 ' s

Pentru a dovedi a doua parte a concluziei, folosim o ,,constructie ajutitoare®:
pe semidreapta [AF considerim un punct G astfel ca [AF] = [FG] (fig. 301).

Vom avea: [GC]=[AB] si [AB] < [AC]. In triunghiul ACG avem deci
[GC] < [AC] si X CAG < X AGC. Cum ¥ CGA = ¥ BAF, rezultdl ci 32 CAF <
< ¢ BAF. Suma misurilor celor doud unghiuri fiind egalé cu mésura unghiului

BAC, rezultd cd m(JL CAF) = % -m(Y BAC) = m(JC CAE), deci F se afla

intre K gi C' (q.e.d.).

Obseraapae Pind acum, fiecare consecinjd din text reprezenta pentru noi o
,problem#“ care consta in a-i gdsi demonstratia. Aceasta reprezintd gi un pro-
cedeu de a scurta textul, eliminind unele judeciti pe care cititorul le poate face
gi singur.

In rezolvarea probiemel de mai sus a apérut si un alt mod de a prescurta
textul: unele afirmatii, si anume [GC] =[AB] i { CGA = ¥ BAF, nu au mai
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fost demonstrate, considerind ca cititorul este capabil de a reconstitui, cu nsurinta

. . 3 ! i)
demonstratiile lor. Aceasta se face pentru a nu lungi demonstratiile, pentru a scoate
in evidentd numai ceea ce O demonstratie aduce nou in comparatie cu cele cu-

noscute anterior.

Teoremi (asupra oblicelor si perpendicularei dintr-un punct
la o dreaptd). Dintre douii oblice duse dintr-un punct spre aceeasi
dreaptd, cea ,mai depirtati“ de piciorul perpendicularei din acclasi

~ punet pe aceeasi dreaptd este ,cea mai lungid“.

; Demonstratia. Fie [MA) si [ MB] cele doua oblice din punctul M
la dreapta AB si N piciorul perpendicularei din M pe AB ((NB]>
> [NA]): Exista doud cazuri: : :

Cazul 1: A intre B si N (fig. 302). M
in acest caz, unghiul MAB este unghi ex-
terior triunghiului M N A gi deci m(sX MAB) =
= 90° + m(X NMA) > 90° > m(3<M BA).
in  triunghiul MAB, inegalitatea i A

XMAB > ¥XMBA (mai sus demonstratd)
implicd [MB] > [MA].

Cazul 2: N intre A si B (fig. 303).

in acest caz, folosim o ,constructie aju-
tatoare” si anume luim pe semidreapta [NB .
un punct A’, astfel incit [NA'] = [IVA].

Deoarece [NB] > [NA], rezulta si[VB] >

~ [INA’] sideci: A’ este intre B gi N. Conform
cazului 1, [MB] > [MA']. Dar, din congruenta- Fig. 303
triunghiurilor dreptunghice MNA si MNA'

deducem ci [MA] = [MA’]. Rezulta ca avem si [MB]> [MA]
(q.ed.).

Observatie. Aceastd teoremd se completeazd cu: doud oblice din
acelagi punct pe aceeasi dreapta, cu picioarele egal depiirtate de piciorul
perpendicularei sint congruente. - ]

Teoremd Intr-un triunghilungimea unei laturi este mai mica
decit suma lungimilor celorlalte doud.

de exemplu, c& BC < AB + AC. _ ‘ )
Consideram inal{imea[AD] a triunghiului. Deosebim tre cazuri:

Cazul 1. Punctul D se giseste intre B sl A
C (fig. 304).

Consideram punctul D ca picior al perpen-
dicularelor din B i C pe AD. Avem:

BD< AB

DC < AC (perpendiculara este ,mai

scurta® decit orice oblica). Fig. 304

Demonstrafia. Fie ABC un triunghi. Ne propunem sa ardtam, .




Adundm aceste inegalitd{i, membru cu membru; obtinem:
BD + DC < AB + AC sau BC < AB -+ AC. ;
Cazul 2. Punctul D coineide cu unu!l dintre virfurile triunghiului,
de exemplu cu C (fig. 305).
In acest caz, avem BC < AB (pe rpendioulara este , mai scurta®
decit oblica), deci si BC < AB + AC ‘ '
A

" Cazul 3. Punctul D se ga-

segte ,in afara“ laturii [BC],
de exemplu C intre B gi D
(fig. 306). In acest caz, BC <
<BD < AB < AB + AC. -
Observatie. Teorema se
poate aplica ,fiecirela dintre
Fig. 305 Fig. 306 cele trei laturi ale trinnghiulul
ABC*. Se obtin astfel inegali-
tatile: AB< BC4+CA,BC< CA 4+ AB, CA < AB 4+ BC.
Inegalitatile se pot transcrie astfel: BC > CA — AB, CA >
> AB — BC, AB> BC — CA. Dacd folosim notiunea de valoare
absoluta a unul numér, putem folosi. 0 noud transcriere:

| BC — CA| < AB < BC + CA.
In cuvinte aceasta se poate exprima astfel: lungimea unei laturi

2 upni triunghi este mai mare decit valoarea absolutd a diferentei
lungimilor celorlalte doui i mai micd deeit suma lungimilor lor.

Probleme rezolvate

Problema 1. Dacd ABG si A'B'G’ sint doud trmnvhmm in
care [AB]|=[A'B"], [AG] =fA'G'] si ¥4 > L A’, atunci BG > B'G'.

Rezolvarea. Putem presupune A = A gl Bi= B! (hg 307). Figura contine
gi ipoteza 9T A > 3L A", ,

Considerim  bisectoarea un-
ghiului GAG’'. Ea intersecteaza
dreapta BG intr-un punct D situat
in interiorul segmentului [ BG], ca in
figura 308.

Din congruenta triunghiurilor
AGD g1 AG'D (LUL), deducem ca

S 2 g [6D] =[G'D]. Deci BG = BD +

A=A B=8 + DG = BD + DG’ > BG'. Cum

Fig. 307 Fig. 308 B — B, rezulti ¢i BG > B'G'.
(g.e.d.).

Problema 2. §i se demonstreze ci dacd bisectoarele a doui|

unghiuri ale unui trivnghi sint congruente, afunei laturile care se

opun unghiuriler respective sint congruente (triunghiul este isoscel)

Rezolvarea. Fie A BC triunghiul in care [ BD si [C K sint bisectoarele unghiu-
rilor ABC (3X ABD = 9T DBC) si respectiv ACB %: ACE = 3 ECB) si [BD] =
=[CE] (fig. 309). Trebuie s& demonstram cd [AC] =[ARB].

Folosim metoda reducerii la absurd.

G
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Presupunem cd [AC] 3 [AB]. Ar insemna, de exem-
plu; cii AC < AB. Ar rezulta ¢ 3T ABC < 97 ACB, deci
¢d 9 DBC < 3 ECB (1) si s-ar obtine DC < EB (2).
Dacd vom considera pardlela prin D la BE si paralela
prin E la BD g vom nota cu F intersectia acestor paralele,
vom constata cd s-a obtinut patrulaterul BDFE care este
un paralelogram si deci [BE]=[DF] (laturl opuse in pa-
ralelogram). Inegalitatea (2) s-ar putea scrie DC < DF.
Atunci, in ACDF, am avea: 3 DFC < 3 DCF (3).
Pe de altd parte, 3 EFD = 37 EBD (unghiuri opuse

in paralelogram), dar si 3 EFD = 9 DBC. Tinind seama Fig. 309
de (1) am ‘putea scrie: I EFD < 3 ECB sau ¥ EFD <
< X ECD (4).

Adunind, membru cu membru, inegalitdtile (3) si (4) am obiine:
m(YZ DFC) 4 m{3< EFD) < m(¢L DCF) + m(3<C ECD) sau
%: EEFC < %: ECF.

Ar insemna cd in triunghiul ECF: EC < EF (unghiului mai mic 1 se opune
o laturd mai miecd). Dar cum [EC] =[BD] (ipotezd), ar insemna cd BD < EF,
ceea ce este absurd ([BD] si [EF] sint laturi opuse ale paralelogramului BDFE).

Am ajuns la un rezultat absurd pentru cf am pornit de la o presupunere falsa
anume aceea ¢i [AC] = [AB]. Deci triunghiul A BC este isoscel (q.e.d.).

34. Exercitii §i probleme ) -

1. Verificati, prin calcul, existenta triunghiului 4BC, daci:

1) a=238 cm, b=14 cm, c="7cm; 2) a=2 cm, b— 3omyyc— 7 cm;
3) a="7cm, b=10cm, ¢ =2cm; 4) a=10cm, b = 6 cm, ¢ =4 cm.

9.-Intr-un triunghi dreptunghic, care laturd este mai mare: cateta sau ipo-
tenuza ?

3. Se dau trei sepmente ale ciiror lungimi sint a, b, c. Ce calcule trebuie s
facem cu aceste lungimi pentru a putea sti dacd se poate ,construi” un triunghi
cu aceste segmente? S& se spund dacd se poate construi un triunghi cu segmentele
care au lungimile de: a) b, 8, 11; b) 7, 10, 18; ¢) 7,7, 5; d) 5, 5, 15 W e)as v

4. Considerim doud segmente: AB = 7 m §gi CD = 12 m. Care este cea mai
mare §i cea mai mic# lungime a segmentului [ EF] ca si putem construl un triunghi
cu aceste segmente? : - ‘

5. Notdm lungimile laturilor unui triunghi cu @, b, ¢. Stabiliti ce relatii exiatd
intre numerele @, b, ¢ pentru ca trianghiul si fie oarecare, isoscel, echilateral.

6. Fologind aceleagi notatii pentru lungimile laturilor unui triunghi oare-
care (a, b, ¢), si se compare lungimea unei laturi a triunghiului cu jumatate din
perimetrul triunghiului, apoi'sd se coinpare suma lungimilor a doud laturi cu ju-
mitate din perimetrul triunghiului. :

7. Si se demonstreze ca in orice patrulater convex, suma lungimilor diago-
nalelor este: a) mai mici decit suma lungimilor laturilor patrulaterului; b) mal
mare decit jumitatea acestei sume. 2

8. In triunghiul ABC stim ci: AB =5, BC =17, CA =9. 54 se scrie, in
ordinea crescétoare a mésurilor lor, unghiurile triunghiului ABC.

9. In triunghiul 4BC stim cd: m(3Z 4) = 30°, m(3< B) = 80°. S se scrie,
in ordinea crescitoare a lungimilor lor, laturile triunghiului 4 BC.

‘ 10. In triunghiul MNP, latura [M V] este cea mai micd dintre laturi. a) Un-
ghiul P poate fi ascutit sau obtuz sau drept? b) Daca unghiul M este obtuz, sa
se compare latura [V P] cu celelalte doud laturi ale triunghiului. '

11. S# se compare baza cu indltimea unui triunghi isoscel, dacé triunghiul
este: a) ascutlitunghic; bh) dreptunghic; ¢) obtuzunghic.

S# se demonstreze reci&-qcele. A
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19. Fie ABC un triunghi oarecare cu AB < AC si [AD] indltime. Sa se
compare unghiurile BAD §i DAC.

13. In triunghiul oarecare ABC, BC = 2- AB. S& se compare unghiul €
cu unghiurile A si B. ,

14. Fie ABC un triunghi in care [4 B] =& [AC). Pe care dintre aceste laturi
o intersecteazi mediatoarea segmentului [BC]? (Punctul de intersectie sd fie inte-
rior laturii.)

15. Si se demonstreze ¢ lungimea oricdrei mediane dintr-un triunghi este
mai micd decit media aritmeticd a lungimilor laturilor care pleacd din acelasi virf

cu ea.

16. Fie 20y un unghi §i [0z bisectoarea lui. Considersm un punct M in inte-
riorul unghiului 20y. Notdm cu M, si M, picioarele perpendicularelor din M pe
[Oz si respectiv [Oy. Sd se compare segmentele [ M M,] si [M M,], daca:

a) Punctul M apartine bisectoarei [0z; b) Punctul M nu apartine bisectoarei
[0z

Existd in interiorul unghiului zOy cel putin un punct sau cel mult un punct
care si fie egal depirtat de laturile unghiului z0y?

17. Fie D piciorul bisectoarei unghiului A din triunghiul ascutitunghic A BC.
Notim cu A4, si 4, piciogrele perpendicularelor din Z) pe laturile [A B] si respectiv
[AC]. S# se compare segmentele [AA4,] si[AA,]

18. Fie [AB] un segment si M un punct exterior segmentului. S& se compare
[MA)] si[MB], dacd: - '

a) Punctul M apartine mediatoarei segmentului [AB];

b) Punctul M nu aparfine mediatoarei segmentului [A B].

Existd cel putin un punct sau cel mult un punct care sd fie egal depértat
de punctele A si B? -

48. MEDIATOAREA UNUI SEGMENT §I BISECTOAREA UNUI UNGHI
CA LOCURI GEOMETRICEY '

in cele expuse pind acum in acest manual am vorbit despre
proprietatile unor figuri geometrice, independent de pozitia lor in plan.

Ne propunem acum sa studiem unele proprietdfi determinate
de pozitia unei figuri geometrice in raport cu altele. Vom incepe cu
cele mai simple figuri geometrice, cu punctele.

De exemplu, s& studiem pozifia punctelor care au distante egale
fata de doua puncte date A §i B. .

Daci vom considera punctele date A si B ca extremitatl ale
unui segment ([4B]) g1 daca notam cu O mijlocul segmentului, atunci

putem: scrie: AQO = 0B = e AB (vezi pagina 16). Deci, mijlocul

unui segment are distante egale ,la capetele segmentului“. Perpen-
diculara in O pe segmentul [AB] (mediatoarea segmentului) contine
puncte M care au ,proprietatea de a avea distante egale fata de
capetele segmentului.

1) Primele referiri asupra notiunii de ,loc geometric* apartin filozofului grec
Platon (427—347 {.e.n.), unul dintre cei mai mari ginditori ai antichitdjii.
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Se pun doud intrebari: 1) Oare toate punctele mediatoarei seg-
mentulul au distante egale fata de extremititile lui? 2) Nu existd

cumva si alte puncte, care sd nu aparfind mediatoarei segmentului,

dar care sa aibd (totusi) distante egale fatd de extremitatile segmen-

tului? : ‘ :
Raspunsul la aceste doud intrebéri ne este dat de urmétoarele
doud teoreme: :

Teoremi Daecd un punet aparfine mediatoarei unui segment,
atunci el are distante egale fati de extremititile acestui segment.

Teoremi reciproci. Daei un punct are distante egale
fati de extremitdfile unui segment, atunei el aparfine mediatoarei
acestui segment.

Demonstrarea primei teoreme se face cu usurinta (din congruenia
triunghiurilor dreptunghice MOA st MOB — figura 310).

Demonstrarea teoremei reciproce se face prin metoda reducerii
la absurd. '

Fie [AB] un segment, O mijlocul

M Z
lui §i zy mediatoarea acestui seg- p
ment (fig. 311). Presupunem ca ar | :
exista un punct P ale carui distante :
la extremititile segmentului sint egale i
(PA = PB — conform ipotezei), dar 4 B A
care n-ar aparfine mediatoarel zy ¢ v
(P & zy). Fie R piciorul ‘perpendi- y
cularei din P pe [AB]. Cum P & zy
(conform presupunerii ficute), ar in-

semna cad R # O.

Fig. 310 Fig. 311

Triunghiul PAB_este isoscel ((PA]=[PB] — din ipoteza), iar

[PR] ar {i inaltime. In triunghiurile dreptunghice PRA si PRB am
avea: [PA]=[PB] {din ipotezd) si [PR] =[PR] (laturd comund).
in baza cazului 2 de congruentd a triunghiurilor dreptunghice (IC),
A PRA = A PRB. Ar rezulta ca si celelalte doud catete ar fi con-
gruente [A R]=[RB]. Ar insemna ci R este mijlocul segmentului
[AB]. Dar cum din ipotezd stim ca O este mijlocul segmentului [AB]
si R # 0, ar insemna ca segmentul [AB] ar avea ,doud mijloace®,

~ ceea ce este absurd (q.e.d.).

-

Aceste doud teoreme (cea directa si cea reciprocd) pot fi reunite
intr-o singura propozifie matematica: ,Un punet are distanfe egale
la dous puncte date, daci si numai dacd el apartine mediatoarei
segmentului determinat de cele doud puncte date®.

O alta formulare a aceluiasi adevar ar putea fi aceasta: ,Media-
toarea unui segment contine foate punctele care au distante egale
fatd de extremititile segmentului gi numai aceste puncte.
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Aceastd proprietate remarcabild a mediatoarei unui segroent de
i dreapta se mai poate exprima si astfel: Locul geometric al punctelor
! egal depirtate de doud puncte date este mediatoarea segmentului
determinat de punctele date.

Am introdus astfel o notiune noud, nofiunea de loc geomeiric,
{ pe care o vom defini astfel: s -
it Locul geometric al punetelor care au o anumitd proprietate este
' figura care confine toate punctele avind proprietatea dati si numai
i acele puncte (in sensul ci nu contine nicl un punct care sd nu aiba
aceastd proprietate). :

Notiunea de loc geometric este folosita frecvent la definirea unor
i figuri geometrice. :
Un alt exemplu: sa studiem pozitia punctelor din interiorul unui
f unghi propriu care au distante egale la laturile unghiulul.
i Vom demonstra urmatoarea propozifie:

_ Un punect din jnteriorul unui unghi propriu aparfine bisecfoarei
1 unghinlui daci si numai daci distantele de la punct la laturile
| unghiului sint egale.

Asa cum s-a ardtat gi la pagina 62, o propozitie in formularea
cireia existd expresia ,dacd si numai daca“ contine, de fapt, douad
| propozitii: o propozitie directd si reciproca ei. In aceastd situatie,
| trebuie si demonstrim ambele propozifii.

Vom folosi figura 312 in care ipoteza comuni este m(«<MA0) =

= m(X MBO) = 90°. : :
Pentru prima demonstratie, completim 4
A2 ipoteza cu AXzOM = X yOM, iar concluzia va 5
90° fi: [MA]=[MB]. ' y
e M Avem:LOM] z[OM] (ipowtenuzﬁ conﬂmné‘) ¥
7 si X 2OM= X yOM (ipotezd). Rezultd ca 4
i 20° A AOM = A BOM (cazul {triunghiuri drept- \ |’
- unghice). Deci, [MA]=[MB]. \

1 g Pentru a doua demonstratie, completdm \ 1 ]
i Fig. 312 ipoteza cu [MA]=[MB], iar concluzia va fi: '

1 X 20M =X yoOM. |
| t:

Avem: [0 M] = [0 M] (ipotenuza comund) sl [MA]=[MB] (ipo-
{ tezd). Rezulta ca A AOM= A BOM (cazul 2 triunghiuri dreptun-
| ghice). Deci, 3 AOM = X BOM sau X a0M = X yOM.

Vom putea spune deci ci: locul geometric al punetelor din in-
terjorul unui unghi propriu pentru care distantele la cele douad
laturi ale unghiului sint egale este bisectoarea acelui unghi.

B 2
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PROBLEME RECAPITULATIVE

1. Doud laturi ale unui triunghi isosce! au lungimile de 10 em gi 20 cm. Care
te lungimea laturii a treia? {

2. In figura 313, triunghiurile ABC si ACD sint isoscele ([AB]=[AC],
{('| =[AD]). Demonstrati cd unghiurile ABD si ADB sint coagruente.

3. Fie ABC un triunghi isoscel ((AB] =[AC]) si fie M si N doud puncte
e (BC), astfel incit [BM] = [MC]. Aratati ci [AM] =[AN].

4. Determinati toate punctele M care apartin dreptei BC stiind cd mdsura
nghiului dintre dreapta A M si dreapta BC este mai micd decit cea a unghiului B
| triunghiulul 4 BC.

5. In triunghiul isoscel A BC ([AB]==[AC]), avem [BM] = [CN] (M = (AB),
€ (AC)) si [BP]=[0QC](P,Q¢& (BC)). S& se demonslreze ca [M P] =[NY].

6. Intr-un triunghi ascutitunghic isoscel ABC ([AB]=[AC]), considerdm
arpendiculara din B pe BC s indltimea [CP] & triunghinlui (P&(AB)), care se
‘tersecteazd in M (fig. 314). Stiind cd NV este piciorul inaltimii din B, s se demon-
reze cd unghiurile M B P si NBC sint congruente.

7. Existd un iriunghi isoscel A BC astfel incit [AM s [A N, care impart un-
hiul A in trei parti congruente, si intersecteze latura [ 5C] in punctele M si IV,
stfel dncit [BM] =[MN]=[NC]?

A
A
N
M N - M
, | o) P
B ¢ B A c B C
Fig. 313 Fig. 314 Fig. 315

8. In trunghiul echilateral ABC punctele M si N apartin laturilor [AB],
espectiv [AC], astfel incit [BM] =[AN] (fig. 315). Dreptele BNV si CM se inter-
ecteazd in P. Care este masura unghiului NPC?

9. Intr-un triunghi ABC, punctul M este mijlocul laturii [BC]. Fie P si Q
icioarele perpendicularelor din B, respectiv din € pe dreapta A M. 54 se demon-
treze cd [BP]=[CQ] i

10. Aceeasi problemi, dacd BP si CQ nu sint perpendiculare pe AM, ci nu-
nai paralele intre ele.

11. In figura 316, AM || BN s [AM]=[BN].. F
nanetele P si @ apartin segmentului [AB], asifel incit
WP || NQ. Sa se ﬁ{-att ca [AQ] =[BP].
12. In figura 317, [AD este bisectoa-
ea unghiului BAC, iar BE |[CF. Sa se =
rate ¢ AABC = NAEF. jl#




13. In triunghiul isoscel A BC ([AB] =[AC]), punctele M si N apartin latu-
rilor congruente (M =(AB) i N&(AC)) astlel ca MN || BC. S8 se demonstreze
cd [CM]=[BN]. :

14. Fie ABC un triunghi isoscel ((AB) =[AC]). Fie M si N doud puncte
astfel incit M si C sint de o parte gi de alta a dreptei AB, B i N sint de o parte
§1 de alta a dreptel AC s astfel incit [AM] =[CN] si [AN] _[BM] Sd se arate
cd AN nu poate fi paraleld cu BM.

15. Rémine adevaratd afirmatia din problema precedenta atunci cind [A M] =
=[AN] gi [BM]=[CN]?

16. Se d& triunghiul isoscel ABC ([A B] =[AC])). Perpendiculara din B pe

- AC intersecteazd perpendiculara din € pe BC in N, iar perpendlculara din € pe

A B intersecteazi perpendiculara din B pe BC in M. Sa se arate cd [BM] =[CN].

17. In trrunghiul ABC, m(9C 4) = 72°, [BM
$i [BN impart unghiul B intrei pdrti congruente;
la fel, [CM st [CN impart unghiul € in trei pérti
congruente (fig. 318). Care este magura unghiu-
lni CMN?

18. Fie unghiurile adiacente suplementare z'0 Y
gi yOx, 1ar [OA si [OB bisectoarele lor. Stiind ca
[OA] [0 B], si se calculeze médsura unghiului A BO.

: 19. In triunghiul 4 BC, punctul D este picio-
Figa18 rul bisectoarei interioare a unghiului A. Picioarele
perpendmularelor din D pe dreptele AB si AC sint punctele i si N. a) Calculati,
in functie de misura unghiului A, pe cea a unghiului M DN. b) Demonstrati cd
dacd trmnghlul ABC nu este isoscel si nici dreptunghic, triunghiurile MBD s

.NCD nu pot {i congruente.

20. in triunghiul ABC bisectoarele interioare ale unghiurilor B si C se in-
tersecteazi in punctul /. a) Demonstrail cd mésura unghiului B/C nu poate fi
de 90°: b) Poate fi m(3Z BIC) < 90°?

21. Doua segmente congruente ([AB]_[CL)]) au mediatoarele concurente
(M P, respectiv N P). Si se demonstreze ca:

a) Daca [M P]=[N P], atunci [APJ'—[BP]—-—[CP] =[D P].

b) Dacd [A P]=[CP], atunci [BP]=[DP] si [MP]=[N P].

29. Triunghiul ABC este dreptunghic in A. Semidreptele [B/ si [C] sint
bisectoarele unghiurilor B si C. a) Care este mésura unghiulmi BIC? b) Daci tri-
unghiul A BC este un triunghi oarecare, exprimati méasura unghiului BIC in functie
de cea a unghiului BAC.

" 23. Triunghiul ABC are m(3 B) = 156°, m( 32C) = 30°. Pe segmentul [4 B]
se 1a [AD] =[AC] si pe segmentul [BC] se ia [BE] =[APB]. S4 se calculeze mas\l
rile unghiurilor formate de [CD] §1 [AE] (care se intersecteazi in M). }

24, Doud triunghiuri ABC si A’B'C' au unghiurile B si B’, respectiv C su
C' complementare. Cum sint unghiurile 4 5 A4"? |

25. Fie ABC si DEF doud triunghiuri. Ce puteti spune despre aceste tri-
unghiuri stiind ca %( A=XD, X B=< E s [BC]=[EF]?

26. Fie ABC un triunghi, [AD] inidltimea din A (D &(BC)) si [BE bisec-
toarea unghiului B (E&(AC)). Dacd M este intersectia dreptelor AD si BE, iar

triunghiurile ABM si ADC sint isoscele, sd se cal- |
D culeze masurile unghiurilor triunghiului A BC.

ks 97. Cu notatiile din figura 319, avem [AM] =
=[BC], [BM]=[AD], AD | AB, BC | AB. 58
A M B Fig. 319 se calculeze mdasurile unghiurilor triunghiului CDM.




28. In Lriunghlul ABC, punctele E si F apartin medianei [ A D], astfel inoit
[AE]=[EF]=[FD], iar T este mijlocul Tui [BD] si 8 al lui [DC]. Latura [AB]
este intersectatd de [CE] in M st de [SF] in N, iar paralele]e din D si T la[SN]
o intersecteazd in si Q.

a) Acitati ci [QLM]:[MN]—[NP} [ PQ] =[QB].

b) Dacd CM = 4 cm, care sint lungimile segmentelor [ 7Q], [D P] si [ SN]?

29. Fie M un punct in interiorul unui triunghi oarecare ABC. Aritati ca

m(g< BMC) > m(3Z A4).

30. Fie ABCD un patrulater convex astfel incit 9T A = 32 C. Bisectoarea
unghiului D intersecteaza dreptele A B gi BC in M, respectiv N..Sd se demonstreze
cd triunghiul BMN este isoscel.

31. Fie ABCD un patrulater convex. Sd se caleuleze misurile unghiurilor
acestui patrulater stiind ca:

3)3-111(%:44)_‘2-m(%:B)_B-m@: C) =m(§i D).

=S TS IR T S A
b)z.m%{m2111(%6:8)_2'111?0) X B=3D

32: Intr-un patrulater convex ABCD avem m(3l A) = 120°, iar misurile
unghiurilor B, €' s1 D sint direct proportionale cu numerele 4, 5 si 9. S& se cal-
culeze mdsurile unghiurilor B, C, D.

33. Misurile unghiurilor A4, B, C, D ale unui patrulater convex sint direct
proportionale cu numerele 3, 4,5, 3. a) Calculati masurile unghiurilor patrulate-
rului ABCD. b) Dacd triunghiul BCD este isoscel, care sint misurile unghiurilor
triunghiului A BD?

;o 34, Sf se demonstreze cd dacd mésura unuia dintre unghiurile unui patru-
later convex este egald cu media aritmeticd a mdsurilor celorlalte unghiuri ale
. patrulaterului, atunci acel unghi este drept.

35. Masurile unghiurilor unui patrulater convex sint direct proportionale
cu numerele 2, 3, 6, 7. Sd se calculeze masurile unghiurilor acestui patrulater.

36. In figura 320, triunghiul ABC este echilateral, triunghiul ABD este
isoscel ([AB]=[AD]), iar segmentul [C E] este paralel si congruent cu [BD]. Se
gtie cd m(3Z BAD) = 30°. a) Demonstrati ¢d triunghiul DA E este isoscel. b) Cal-
culati mésura unghiului ECD. ¢) Demonstrati cad triunghiurile DAE si ABD sint
congruente.

37. Se dau paralelogramele A BCD si DCEF, iar*Ol s O, sint centrele lor.
Dacd BE = @, cit este lungimea segmentului [0,0,]?

38. Se dau paralelogramele ABCD de centru O si BOEF de centru A. Dacd
DE = 6 cm, calculati lungimea segmentului [CF].

39. Tn dreptunghlul ABCD, latura [AD] are lungimea cit dublul lungimii
laturii [A B], iar M si V sint ml_]l(}aCBIP laturilor opuse [ BC] si [AD]. In exteriorul
dreptunghiului se construiesc triunghiurile echilaterale APB si QCM (tig. 321).
Sd se arate cd IV PQ este triunghi dreptunghic isoscel.

A N D

A \




40. Si se arate oi punctele de intersectie ale bisectoarelor unghiurilor unui
paralelogram sint virfurile unui dreptunghi, dacd aceste bisectoare nu sint toate
concurente. Cind sint ele concurente? B

41, In triunghiul ABC, dreptunghic in A, punctul D este piciorul bisec-
toarei interioare unghiului A. Fie M i N picioarele perpendicularelor din D pe A B
resgectiv AC. Arétati ci AMDN este pétral.

49, Se da pitratul ABCD si in exteriorul lui se contruiesc triunghiurile
echilaterale MAD si NDC (fig. 322). a) Ardtati ca [MN]=[BN]. b) Care esfte
misura unghiului MNB? o) Ce fel de triunghi este MNB?

N

B i Fig. 322 B & Fig. 323

ISR

43. Triunghiurile 4 BC, BCD, BDE sint dreptunghice si isoscele (fig. 323).
Dacd m( AMC) = 90° gi CD =5cm, se cere lungimea segmentului [AN]
(A, M, N sint puncte colineare). -

44. Fie ABCD un patrulater convex cu toate laturile congruente si astiel
tneit 3 A =< B. 58 de arate cd acest patrulater are toate unghiurile congruente
(adicd este pdtrat). > ;

45, Acecagi problemd numai cd XA=XC

46, Pe laturile [AB] i [AC] ale unui triunghi carecare se construi@sc, in exte-
riorul triunghiului, patratele ABDE si ACFG. a) 53 se arate cd segmentele [CE]
si [BG] sint congruente si perpendiculare. b) Si se arate i mediana [AM] & tri- -
unghiului ABC (M c(BC)) g indltimea [AN] a triunghiulul 4 EG (N = (EG)) sint
incluse in aceeasi dreapid.

47. 1o figura 324, pitratele ABCD, CDEF, FCGH au laturile congruente.
S5 se demonstrez ci: a) Dreptele AF si EG sint perpendiculare; b) Unghiurile
‘AF}) si EGF sint congruente.

A D E 3
: /i
B e : A ‘ -
kN \
G = H  Fig. 324 B C Fig. 325

48. 1n figura 325, patrulaterul ABCD este paralelogram; iar ABEF si ADGH
sint pétrate. S& se demonstreze cd [AC] =[FH] ,

49. Se di triunghiul echilateral ABC si se construiesc in exteriorul lui pa-
iratele ABMN si BCQP. S& se arate cd: ‘

a) [AP]=[MC]; b) AP L MC;_c) Dacit punctele S g T sint intersectiile

dreptei MC _ cu AP, respectiv AQ, atunci ST = é— - AT.
50. 1n extériorul rombului 4 BCD se construieso patratele AMQB si ADPN.
Ce masurd trebuie si aiba unghiul ACD pentru ca [MN]=[DP]?
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INDICATIH §1 RASPUNSURI

28 (pag. 129) L. Aplicati, dupa caz, proprietitile relative la laturile sau la
unghiurile unui dreptunghi. 2. De exemplu, folosind congruente de triunghiuri,
convenabil alese, in toate cazurile se poate demonstra ca patrulaterul convex
MN PQ este un paralelogram cu un unghi drept.

29 (pag. 133) 1. Aplicati, dupé caz, proprietatile relative la laturile, unghiu-
sile sau diagonalele unui romb. 2. De exemplu, folosind congruente de triunghiuri,
convenabil alese, demonstrati ca patrulaterul convex MN PQ este un paralels-
gram cu doud latufi consecutive congruente.

30 (pag. 135) 1. Aplicati, dupé caz, proprietatile relative la laturile, unghiu-
vile sau diagonalele unui patrat. 9. De exemplu,-folosind congruente de triunghiuri,
convenabil alese, demonstrati cd patrulaterul convex M N PQ este un dreptunghi
cu doud laturi consecutive congruente. i

31 (pag. 136) 11. Aplicatie a liniei mijloeil intr-un triunghi. 12. Asemdnator
cu 11. 13. Fie ABCD un romb si O intersecfia diagonalelor [AC] si [BD]. Fie Oy,
0,5, 04,04 picioarele perpendicularelor din O perespectiv OB, BC,CD, DA. Deexem-
plu, demonstraty cd punctele 0y, O, Oy sint colineare, ¢i [0;0] =[00,] i apoi cé
[0,04] ==[0,0,] etc. 14, Asemanitor cu 13. 15. Intr-un paralelogram unghiurile
alaturate unei laturi sint suplementare. 16. 45°: 22°307; 142°30". 18. Unghiurile
ADB si ADF, fiind unghiuri de la baza unaor triunghiuri isoscele, sint unghiur
ascutite, lar ca unghiurl adiacente nu pot fi deci suplementare. 19. Rezultd din
congruenta /A DAC = ADCE. 20 Unghiurile ABC si FAH au acelagi suplement
(unghivl BAD), deci sint congruente. Congruenta cerutd este evidentd. 21. Si
AHED este romb. Sp foloseste transzitivitatea relatiei de congruentd. 22. Se de-
monstreazi “congruenta. unor unghiurl (cu laturile respectiv perpendiculare) sl
apoi congruenta triunghiurilor A BM $ ‘ADP. 23. Din congruenta unor triunghiuri
dreplunghice se demonstreaziica & ANB =9 AMD. Cum AB L AD, rezultd
cd si AN L DM. 94 Se fologeste indicatia de {a problema precedentd. 25. Se de-
monstreazi cd /A BMN este isoscel. Apoi rezultda m(C My) = m( Ng) = 45°,
m(3 M) = m(L Ny = 75° i m{ D,) = m(X Dy) = illse

32 (pag. 140). 1. Din congruenta A ABC = A AB'C' rezultd cd B'C’ || BC.
Apoi din A A BD = A AB'D' (D' fiind simetricul lui D fatd de A) rezultd cd

|BD]=[B'D'] si deci B'D' = % . B'C". 2. In patrulaterul ABEC diagonalele se

intersecteazd una pe alta in pérti congruente. 3. Patrulaterele ABA;B; si A BA,B,
sint paralelograme. De aici deducem cd Ay By I 4B, §i [Ay B = [A4,Bsl:

33 (pag. 144). 1. Aplicati, dupa caz, proprietitile celative laturilor, unghiu-
iJor sau diagonalelor unui trapez isoscel. 2. De exemply, folosind congruente de
teiunghiuri, convenabil M, se poate demonstra A patrulaterul M N PQ are doud
Jhturi paralele si alte doud laturi neparalele, dar congruente. 3. 11 ¢m. 4. 32 em.
5. De exemplu, notam trapezul A BCD (AD | BC), M si N mijloacele” diagonalelor
[BD], respectiv [CA] [EF] linia mijlocie in trapez (Ec(AR)). Tn triunghiul A BC,

[EN] este linie mijlocie etc. Problema are doui solutii, dupd cum lungimea daté

este a bazei mici sau a celei mari (10 em sau 2 cm). 6. Aseminitor cu 5. S8 gisesc
lungimile 3 em, 2 cm, 3 em. 7. a) 135°%; b) 16 em. 8. a) Proprietati intr-un triunghi

isoseel: b) Desenim doud drepte a si b paralele la distanta de 4 cm. Fixdm, de
exemplu, pe dreapta @ un punct, A i ducem AA, 1 b (A, ED) Construim triun-
ghiul isoseel ABC ([AB]=[4C)) cu B, ¢ b, BC =3 cm g indllimea AA, =
" 4 cm ete. 9. a) 6 cm; b) Da. Se construieste intii triunghiul dreptunghic DEC,
unde DE | BC si E€(B(), apoi dreptunghiul A BED. 10. 8 cm. 11. a) & ¢m; b)
triunghiul ADC este isoscel, avind doua unghiuri cu mésura de 30°; ¢) Da. Se
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construieste triunghiul dreptunghic ABC, apoi mediatoarea segmentului [AC]
intersecteazd paralela AD la BC in punctul D. 12, Paralela prin D la AB (spre
- exemplu) intersecteazd pe EI' in M, iar paralela prin I' la AB intersecteaza pe
BC in N. Se demonstreazd cd ADMF = AFNC si apoi din ME= EF — AD
si NC = BC — EF, rezultd relatia cerutd. 13. ABA'B’ este un trapez (ipotezd)
si [MB;] este linie mijlocie (ipoteza) etc. 4,B; = C,D; = b cm. 14. Distantele

sint egaleku s -2|" 5 = 1—2 =6 (cm) 51 —— = o = 4 (em),
34 (pag. 149) 4. CD — AB < EF < CD + AB, adicd 5 < EF < 19.
6. Scriem: G abie £ 05 g §i apol se compard a cu LT g ete.

2 2 2 2 2
7. Se folosesc inegalitdti intre laturile unui triunghi. 8. L B >y 4 > L C.
9. a < ¢ < b.10. a) Celei mai mici laturi i se opune cel mai mic unghi. Unghiul P
nu poate fi decit ascutit; b) NP > M P > MN. 11. Dacé se noteazd cu b baza si
cu h indltimea avem:a)b << 2k; b) b = 2h; ¢) b > 2h.-12. Se ia un punct E inte-
rior segmentului (DC) astfel ca [AB] =[A4E] si se compard unghiurile DAE, DAC
si BAD.13. In orice triunghi ABC avem AC > BC — AB. In cazul de fatd, AC >
>92- AB— AB — AB. Dar si BC =2+ AB > AB. Fiind cea mai ,mici"
laturd a triunghiului, i se opune unghiul ,cel mai mic®.... 14. Pe cea mai ,mare®
dintre laturile [4 B] si [AC].15. Fie ABC un triunghi si M mijlocul laturii [BC].

Trebuie de demonstrat ca AM < éB—jﬂ Se considerd paralelogramul A BA'C

unde A’ este simetricul [lui A fatd de M gi se scrie una dintre inegalitdtile laturilor
in AABA'.... 16. a) Se compard triunghiurile MOM, si MOM,; b) Fie M’ simetri-
cul lui M fatd de bisectoare si M{, M, picioarele perpendicularelor din M’ pe [Oxz,
respectiv [Oy. Din congruenta A\ MOM, = AM'OMj, rezultd [MM,] =[M'M,).
Ramin de comparat bazele unui trapez dreptunghie. : ;

Probleme recapitulative (pag. 153)

1. 20 cm. 2. Rezulta cd A A BD este isoscel... . 3. Se demonstreazd ¢cd ANABM =
= A ACN. 4. In A ABC, presupunind ci AB < AC, se gdseste pe (BC) pozitia
unui punct D pentru care [AB] =[AD]. Se compard m(JZ ABC) cu m(9C AM B)
pentru diferite pozitii ale lui M si se giseste cd M & (DC. b. Se demonstreazd cd
A MBP= /A NCQ. 6. Se demonstreaza cid au complemente congruente. 7. Nu!
Argumentati de ce nu pot fi congruente triunghiurile ABM, AMN si ANC. 8. 60°.
9. Se demonstreazid cd ABMP = A CMQ. 10. Aceeasi indicatie ca la 9. 11. Se
demonstreazd cd A AMP= A BNQ. 13. Se demonstreazd mai intii cd triun-
ghiul A M N este isoscel, apoi congruenta unor triunghiuri, de exemplu, A ABN =
= A ACM sau A BMC = ACNB. Se aplicd teorema relativd la doud drepte\-‘_
paralele-intersectate de o secantd si apoi, {inind seama de faptul cd triunghiurile |
ABE si ACF sint isoscele, se aplicd in final cazul 1 de congruentd a triunghiuriloe
(LUL). 14. Se aratd ca din A ABM = A CAN (LLL), rezultd 3L ABM = L CAN.
Dacd AN ar fi paraleli cu BM, ar insemna cd m(<3C ABM) = m(3 BAC) +
+ m(3 CAN) — (unghiurile alterne interne au méasurile egale). Adicé, ar insemna
¢4 unghiul de la virful triunghjului isoscel este un unghi nul!! 15. Afirmatia nu mai
ramine valabild., Cind 32 BAN = 3 ACN, AN este paraleld cu BM. 16. Se de-
monstreazd ci A BMC= ACNB. 17. 54°. 18. Se justificd de ce [0A | [OB. Tri-
unghiul A0 B este dreptunghic isoscel. Deci m(3Z A BO) = 45°.19. a) m(3C MDA) =

:90“'—% m (3 BAC), m (3 NDA) =90°~%-m(<): ABC); b) Se arata ci

numai cind D este mijlocul laturii [BC] triunghiurile dreptunghice M BD si NCD
pot fi congruente. 20. a) Dacid m(3Z BIC) ar fi de 90°, ar insemna cd m(9 A BC) +
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4+ m(Z ACB) ar fi de 180°, ceea ce este absurd!; b) Daca, m(3Z BIC) ar fi mai
micd de 90°, ar insemna cd m(3Z ABC) 4+ m(3C ACB) ar [i mai mare de 180° gi

' deci ar rezulta cd punctul 4 se gidseste in celilalt semiplan determinat de dreapta

BC. 21. a), b). Rezultd imediat din congruente de triunghiuri. 22. a) 135" ,'b) 90° +
-+ % -m(3Z A) - 28.75° 51 105°. 24. Sint congruente. 26, 75°, 60°,. 45°. 27. m(ILM)=
= 90°, m(¥ C) = m(IL D) = 45°. 28. a) Se demonstreazd ca dreptele CM, SN,

. DP, TQ sint drepte suport ale liniilor mijlocii din unele triunghiuri sau trapeze

ce s-au format; b) 1 em, 2 cm, 3 cm. 29. m(3Z BMC) = m(3L ABM) + m( 4) +
+ m(¥X ACM) > m(Z A). 30. Unghiurile M si N sint congruente. 31. a) 88°

| 84°, 140°, 48°; b) 70°, 120°, 50°, 120°. 82. 53°20", 60°40", 120°. 33, a) 72°, 96°, 120°,
| 790 b) 72°, 42°, 66°. 34. Evident. 35, 40°, 60°, 120°, 140°. 36. a) Patrulaterul BCED

este paralelogram si rezultd cid [DE] = [BC] =[AB] =[AD]; b) Se aratd cd A ACD

' este triunghi isoscel, m(3C ECD) = 45°; ¢) Din m(3C BCD) = m(gC BCA) —

— m( DCA), rezultid cd m(3< BCD) = 15° si apoi din9C BCD =9 EDC (alterne
interne) si din m@; ADE) = m(3Z ADC) — m(X EDC), rezultd cd m(3 ADE) =

= 30°. Congruenta A DAE = A ABD este evidentd (LUL). 37. 0,0, :g-

| 38. Din [FA]=[FO]=[0C] si FO — AC — ED — 6 cm, rezultd FC = 9 cm.

39. Se demonstreazd cd A APN = A MQN. 40 Se demonstreaza ca bisectoarele a

" doud unghiuri aldturate ale unui paralelogram sint perpendiculare. 41. Se demon-

streazii cd AMDN este un dreptunghi in care o diagonald formeazd cu latura un
unghi cu misura de 45°. 42. a) Rezultd din A BCN = AMDN ; b) m(X MNB) =
= 60°; ¢) echilateral, 43. AN = 10 cm. 44. Avind toate laturile congruente, patru-
latérul este romb, deci m(3Z A) + m(3x< B) = 180°. Cum ¥ 4 = ¥ B, rezulta
e m(X A) = m(¥ B) = 90°. 4b. Congruenta a doud unghiuri opuse (X A =3 C)
nu contine nici o informatie suplimentard fatd de congruenta tuturor laturilor,
deci patrulaterul este un roml oarecare. 46. a) Congruenta segmentelor [CE] si
[BG] rezulté din congruenta triunghiurilor AEC si ABG, -iar perpendicularitatea
lor din faptul c& unghiul dintre ele este cel de-al patrulea unghi al unui patrulater

| in care doud unghiuri opuse sint suplementare gi un al treilea este drept; b) se ,,com-
" pleteazid“ paralelogramul care ‘are ,ca’ jumitate* triunghiul ABC (ABLC). Se

demonstreazd ¢ I ACL = I EAG gi apoi ¢i A ACL = A GAE, de unde rezultd

| i Y CAL = X AGE. Se aratd ci unghiul ascutit dintre dreptele LA si AG este

complementar cu unghiul CAL si deci si cu unghiul AGE. Este evident cd LA_L EG.

| 47. a) Se demonstreazicd A AEF = A EHG (LUL), rezultd I EAF = 3 HEG.

|

‘s
|
i
1

Cum AE _| HE, inseamnd cd si AF | EG; b) Rezultd din congruenta A ADF =
= A EFG. 48. Se demonstreazd congruenta A ABC= A AFH. 49.Din A BMC=
— A BPA; b) m( BAP) = m(X BCM) = 15° si m(¥ PAC) = m(X MCA) =
— 45°; ¢) m( SAT) = 30°. 50. Triunghiul AMN este echilateral si A AMN =
— A DAC, deci m(3 ACD) = 60°.,
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