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PUNCTE, DREPTE, PLANE |

Introducere

; L - { In clasele precedente ne-am ocupat cu studiul anumitor multimi de puncte
Manualul a fost elaborat pe baza programei scolare aprobate de Ministerul Educajiel ale unui plan. Le-am numit figuri geometrice i le-am, concretizat prin desene.
si Invéfimintului cu nr. 29636/1981 1 Dar lumea care ne inconjoard nu este o lume de figuri plane. Existd o deose-
bire intre personajele ,plate ale unui film de cinematograf si cele ,,in spatin®,
in relief de pe scena unui teatru, cum, existd o deosebire intre fotografie g1
! obiectul fotografiat. |
In geometria in spatiu ne vom ocupa, prin abstractizare, cu mulfimi de
puncte din lumea care ,are relief”. Pentru aceasta trebuie sd pornim de la
notiuni ,primare“, de la lucruri despre care ,stim. ce inseamn&*, pe care nu le ‘
definim prin altele, ci, cel mult, le descriem pentru infelegere prin comparafii, J‘
|
|

REFERENTI:

Prof. univ. DAN PAPUC
Prof. DUMITRA OROS
Prof. CONSTANTIN CARBUNARU |

Prof. MARCEL CHIRITA prin concretizari.
Prof. IOAN MITRACHE f E din geometria in spatiu este similar cu cel din geometria in
plan. Nu are ,intindere gi nu poate fi confundat cu o bulind.

: ‘ ‘ , de asemenea, 0 cunoagtem din geometria in plan. Este com-
parabild cu un fir bine intins, presupus ,prelungit oricit“, dar, spre deosebire
o o . o g utiil de acesta, n-are grosime. Se considerd.a fi o mul{ime de puncte.
La definitivarea manualului s-a inut seamd gi de observagnle [ este comparabil cu suprafata unei ape linigtite. Asemdnarea |
unor colective de cadre didactice din judetele Arges, Bragov este insd foarte aproximativé, pentru cd ,apa linistita“ este 0 portiune a unui
§i Galati, care l-au analizat sub form# de proiect. glob (cel terestru). Planul n-are nici el grosime, nu este ,strat”, confine drepte,
este o multime de puncte.

In figura 1.1 sint desenate un punct A, o dreaptd d si un plan
Notdm punctul cu o literd mare, iar dreapta cu o literd micd din alfabetul |
latin si planul cu o literd din alfabetul grec. Aceasta este o simpld conventie
de notatie, de la care ne putem uneori abate. |

-

Y

| Planul il desenim (desi este nemdrginit, continind drepte, aga cum vom
vedea mai departe), printr-o portiune a sa dreptunghiulara, care, in perspec-

tivi* va apadrea ca un paralelogram.
Alteori, pentru a nu complica figura, vom reprezenta, in desen, planul ca

Redactor: Prof. IOAN $T. MUSAT ( _
Tehnoredactor: VICTORIA GHIMIS pe un triunghi.
' Coperta: DUMITRU NEGRESCU 7 * Vom explica intr-una din lectiile urmédtoare ce se infelege prin ,perspectivd®.




PROPOZ!TH DESPRE PUNCTE, DREPTE $I PLANE

Considerdm adevirate, de la inceput, urmitoarele propozifii:
Pl-

Prima parte a acestei afirmafii se mai poate formula gi astfel:
Doud puncte determind o dreaptd si numai una.
PZ-
(Postulatul lui Euclid.) (Acceptdm deci implicit ca
doud paralele sint In acelagi plan.)

Py :

Prima parte a acestei afirmatii se mai poate formula:

Trei puncte necoliniare determing un plan §i numai unul.

Daca punctul A este in planul « (fig. 1.2) se scrie A & « gi dacd punctul
B nu apartine planului «, se scrie B & .

&

Fig. 1.2

A
@

Obseryagie. Proporzitiile P; gi P, erau adevirate gi in geometria pland.

P,.

&

Altfel spus: Dreapia determinaid de punctele A si B, situate in planul a«,
este conjinutd (saw situatd) in planul o (fig. 1.3). '

d
A B

Fig. 1.3
A

Din aceastd ultima propozitie. rezultd cd un plan este nemdirginit, aga cum
afirmam in pagina anterioara.

Ps-

Consecintd:

Intr-adevir, dacd planele « §i p au un punct P comun, mai au incd un
punct Q comun, deci au gi dreapta PQ comund (am notat, de data aceasta,
dreapta, nu printr-o singurd liters mic#, ¢l prin doui din punctele ei) (fig. 1.4)

\ <f// / &
\/a

Fig. 1.k

Observatie. Consecinta de mai sus nu exclude existenta a doud plane care n-au nicl
un punct comun (acestea se numesc plane paralele si de ele ne vom ocupa mai tirziu).

.

R

Aceastd pro-

T < A S e - ;.
pozitie, impreund cu Pg, ne ,scoate in spatiu“. Fird ea am studia tot
geometria * in plan.

%
it *

In fiecare plan din spafiu, considerim adevérate toate propozitiile (axio;
mele i teoremele) valabile in geometria plana. In plus, relatiile d.e con'gru'en’ga
§i aseminare ,opereazi“ gi in planuri diferite. De pildd, doud triunghiuri poi;
fi congruente, chiar dacdl nu sint in ¢celagi plan (bineinteles aceasta inseamna
ci am acceptat aceeagi afirmatie pentru segmente gi unghiuri). Toate re-
latiile de ordine se menfin, de asemenea.

DETERMINAREA PLANULUI

1) P, ne afirmi ca:

Din acest motiv, uneori, vom nota planul care coniine punctele 4, B, C,
astfel: (ABC).

Vom, demonstra cd:

2) +  (Prin ,deter-
miné ‘un plan® infelegem c# existd un plan §i numai unul care le 'con’gine.).

Intr-adevir, fie d gi A & d (fig. 1.5). Tinind seama de a doua parte a lul
P,, putem considera dou# puncte B i C apar}inind drepteid. Pun_ctele A,B,C
determind un plan care confine gi dreapta d, pentru cd {i apartin atit B cit

5




A A 7
g X ] - =
Vit (4 b C

Fig. 1.5

i C. Acest. plan este unic. Dac#i ar mai exista un alt plan, care s% contini
=7J.1’6al.}_1;ta d si punctul 4, atunci gi B i C i-ar apartine, deci aces,t. plan ar coin(,:ide
:;:lu pi‘%!ﬂ.!ll p}an (conform cu Pg). Uneori vom nota planul determinat de
dreapta d §i de punctul A astfel: (d, 4).

3)
_ Fie dreptele d; §i d;, concurente in A (fig. 1.6). Luim M € d, N € d
Punctele 4, M, N determind un plan care, evident, contine dre;;”céle dat;:

A A -
7 % 9 d, 4/ d
Fig. 1.6

Dacé i exi a ina
_ 4 ar mal exista un a_lt‘plan, care si contind aceste drepte, ar contine gi
cele trei puncte, deci ar coincide cu primul.

4)
. F,Ie d gi g doudl tlre.pte paralele gi A € d. Punctul 4 si dreapta gldeter-
mind planul «. Dacd {inem seama de P,, afirmim c& d si g sint coplanare

Fie B planul lor. Dar planele « gi B au comd i
e Al o §1 B au comune dreapta g gi punctul A, deci

A
g X

& Fig. 1.7 g

POZITIILE RELATIVE ALE DREPTELOR §I ALE PLANELOR
IN SPATIU . ‘

POZITIILE RELATIVE A DOUA DREPTE IN SPATIU

Stim, din geometria in plan, ca doud drepte (situate in acelagi plan) pot
avea un punct comun (pot fi concurente) sau pot si nu aibéd un punct comun
(sd fie paralele) (fig. 1.8).

oﬂ"“‘x\i%‘“ | Q PRI /BN .5
b — o LR 8 SRR

Iig. 1.8

v In spatiu existd insd gi drepte care, degi nu sint paralele, n-au nici un
punct comun. Ca exempluy, inchipuiti-vé incéperea din figura 1.9. Considerati
marginea ¢ a peretelui pe care existd tabla gi latura b a podelei. Bineinteles
cd aceasta nu constituie o demonstratiel Si incercdm sd demonstram aceasta

propozifie.

..

./ \g

Fig. 1.9 Fig. 1.10

Ne vom folosi de P, Fie punctele 4, B, C, D nesituate in acelagi plan.
Considerim dreapta d (care trece prin 4 gi B) §i g dreapta (care trece
prin C i D) (fig. 1.10), dng = @. Dacs d i g s-ar intilni, ar insemna cé

A, B, C, D ar fi coplanare. Dar aceasta este contrard ipotezei. !

Vom numi astfel
de drepte, care nu au nici un punct comun §i nu sint nici paralele, drepte

necop anare.




$t1.m .cé, in general, desendm dreptele ca pe nigte interioare de segmente.
De obicei vom desena ca in figura 1.11: '

5o

drepte paralele drepte necoplanare

drepte concurente

Fig. 1.11

Problemd rezolvatd. Fie A, B, C, D patru puncte, nesituate toate intr-un
acelasi plan. Cite plane determini aceste patru puncte?

Rezalo_m-le. Fie u.planul determinaf de punctele 4, B s5i C (fig. 1.12). Evident, 4, B, C
nu ;ir;t coliniare, ciciy dac ar fi coliniare, atunci dreapta care le contine impreu,né ;cu ,D
ar determina un plan gi deci 4, B, C, D ar fi coplanare. Deci in af ok io ri ,
i iy P . Deci in afara planului « rimine

Fig. 1.12

BPu‘nc,tu'l D impf'eml.’i cu A §i B determind un plan «,. Analog, punétul D impreuni
cu B si Cu §i cu A si C determind cife un plan «, §i respectiv ;. Deci cele patrupuncte
determind planele (ABC), (ABD), (BCD) si (ACD).

Am mai putea gindi i astfel: cite grupe de cite treipuncte, dintre punctele 4, B, C, D
putem forma, astfel ilncit g:lmfﬁ grupe sd difere intre ele printr-un punct? Pute;n ‘luei
p'erecl?ea (A4, B) cu C si cu D, si obfinem (ABC), (ABD). Putem lua perechea (B, C) cu D
si ob;n?em (BCD) (cu A s-a considerat mai sus). Dac# mai considerim si grupai (ACD)
am, obtinuf cele patru plane determinate de punctele 4, B, C, D :

Sau altfel: odatd ce am ales trei puncte din i {care def i

patru (care det :h
in aIIara acestui plan un singur punct. ( e e
n cite moduri poate rdmine un punct ,,afar3“? Evident, in i, Deci
» ) atr i
ke i : patru meduri. Deci existd

8

PROBLEME 1

1. Fie 4, B, €, D patru puncte necoplanare.
a) Pot fi coliniare? Justificafi rdspunsul dat.
b) Unindu-le doud cite doud, cite astfel de drepte se pot duce?

s

2. Dindu-se patru puncte, dintre care oricare trei sint coliniare, cite drepte determu
nate de ¢jte doud dintre ele se pot duce? {In loe de ,ze pot duce® putem spune Hexistd®,
deoarece uneori nu le vom desena ci numai vom demonstra ci ele sint determinate.)

3. Din patru puncte date, exact trei sint coliniare.

a) Cite plane diferite, care sd confind trei dintre ele, necoliniare, existd?

b) Cite plane care si contind trei dintre ele existd?

4. Fie d 51 g, douil drepte coplanare. Fie 4 un punct apartinind lui d sk B un punet
apartinind lui g. S84 se arate ci M. mijlocul segmentului AB, se afld in planul determinat
de d si g. \

5. Intr-un plan « sint date punctelé distincte M,, M,, My, M,, My, M, §i, in afar:

Iui, un punct M,. :
a) Care este cel mai mic numir de plane, exceptind planul «, determinate de tret dintre

ele siin ce situafie se obtine? b) Dar cel mai mare? ¢) Existd numai trei astfel de plane?
“¢*, Intr-un plan « sint date 6 puncie distincte, M, M, M, M,, My M, siin
afara lui, un punct M,. :
a) Care este cel mai mic numdir de drepte, care s4 treac prin cel putin doud dintre
ele? b ) Dar cel mai mare numér?
7. n figura 1.3, punctele A si B nu sint situate in planul o.. Dacd {P} = ABNasiQ
un punct oarecare al planului o, sd se arate ci PA — PB > |04 — QB |.

7L V53
2

Fig. 1.13

% @
a

N\

e

8. Se dau dreptele paralele d si g. S4 se arate ca toate dreptele care au un punct
comun cu 4 gi unul cu g sint confinute in planul determinat de d si g. -

9. Daci dreapta d, este coplanard cu d, si d, este coplanary cu dj, rezulti ci d; si dy
sint coplanare?

10. Dindu-se dou# drepte concurente d §i g, sl se giiseascd locul geometric al punc-
telor dreptelor-care se sprijind pe d gi sint paralele cu g (Prin ,se sprijind® infelegem ci
au un punci comun cu d).

* Vom nota cu* problemele a ciror rezolvare implicd, dupd pirerea noastrd, o inge-
niozitate sporitd. Este o indicafie pentru predarea diferentiatd.




dreptelor care frec prin A §i printr-un punct mobil B e d.

POZITIILE RELATIVE ALE UNEi DREPTE FATA DE UN PLAN

1. O dreaptd poate avea comun cu un plan doud puncte.

Stim atunci cd ea este in intregime continutd in acest plan (Py).
9 O dreaptd poale avea un singur punct comun cu un plan.

Priviti, de exemplu, linia de intersecfie a doi pereti si planul podelei. Dar
cum aceastd observatie nu este o demonstrafie, s ddm una:

Fie planul o, un punct A € xgiun punct B nesituat in planul « (B & o).
Dreapta d, care trece prin 4 si B, are numai punctul A comun cu «. Daca
ar mai avea incd un punct C in «, ar fi continutd in intregime in «, ceea
ce nu este adevirat: (B & «) (fig. 2.1).

*8

Fig. 2.1

Convenjie. De multe ori, cind o dreaptd are un punct comun cu planul,
vom, utiliza §i o exprimare mai familiard: dreapta ,inteapid“ planul. Vom
desena segmentul ,mascat® de portiunea de plan figuratd, punctat, in rest
dreapta va fi desenatd neintrerupt (fig. 2.2).

Baers \d
\E.
= ’\\'
Fig. 2.2 \"’\ .
. TR P
a \
e \\

8. O dreapid d pocte sa nu aibd nici un punct comun cu planul (ANa= &)

10

11. Se d& un punct fix A §i dreapta d. S se giseascd locul geometric al punctelor .

-

Vom, spune, in acest caz, ci dreapta este paraleld cu planul,
S% ardtim cd existd astfel de drepte. Fie un plan «, o dreaptd @ situatd
in acest plan (¢ C «) si un punct A nesituat in planul « (A & o) (fig. 2.3).

A
*®

i . fiaiif ko o s
AR P A

Fig. 2.3

>
o>
\(h
o>
n
Q}.

Prin A ducem dreapta b paraleld cu a. Afirm#m cé b este paraleld cu planul a.
Proceddm prin reducere la absurd. Presupunem, cd b infeapd planul in punc-
tul B(bN« = {B}). Notém planul determinat de dreptele paralele @ $i b cu B.
Planele « §i f au comun¥ dreapta . Dacd B nu s-ar afla pe 4, ar insemna
cd B §i o ar coincide, pentru cd au o dreaptd a gi un punct B exterior ei,
cothune. Deci B, aparfinind intersectiei celor doud plane, se afld pe a. Dar
Yaceasta este imposibil, pentru c& @ §i b sint paralele.
in fond, am demonstrat prin aceasta urméitoarea

Teorems.

Rezumind deci, o dreapti poate avea, relativ la un plan, urméitoarele trei
pozitii:

1) s& fie continutd in plan;

2) si aibd un singur punct comun cu planul;

3) si fie paraleld cu planul (nici un punct comun cu el).

POZITIILE RELATIVE A DOUA PLANE

Stim din Py ca daca doud plane au trei puncte necoliniare comune, ele coincid.

Existd plane care au numai o dreapté comuni? Da, sintem indemnati s
gpunem, privind linia dupd care se intilnegte un perete al clasei cu tavanull
Dar si gi demonstrim. S& considerdm un plan «, o dreaptd dC « gi un
punct A & «. Dreapta d si punctul 4 determind un plan 3, care are comun
cu planul @ numai dreapta d. Intr-adevir, dacid f ar mai avea comun cu &
incd un punct B, neapartinind lui d, ar coincide cu a«, deci A € «, ceea ce
este fals (fig. 2.4).

11




¥ A ﬁ :(A .
PR e =
/
d 4 d
a aL
Fig. 2.4

ariitat ci existd plane (cum sint « gi B),
altfel spus: se intilnesc dupa o dreapté.

punct comun? Un exemplu ar fi

Demonstratia precedentd ne-a
care au numai o dreaptd comuna,

Dar existd oare plane care n-au nici un
podeaua gi tavanul. Dar 58 dam si o demonstratie.

Pentru aceasta si demonstrim urmatoarea:

Lemil (teorem# ajutitoare).

intr-adevir, astfel de plane: ludm un punct C care nu-inici pe &,
cu b respectiv planele céutate. Intersectia lor ¢
te paraleld cu b. Dacé dreptele b i ¢ n-ar fi
ar avea un punct comun D (fig. 2.5).

Exista,
nici pe b, el determind cu @ gl
trece prin C gi afirmim cd es
paralele, fiind coplanare (situate in B),

Fig. 2.5

Considersm acum planul y, determinat de dreptele paralele @ si b. Punctul
| D ar apartine planului y, deoarece apartine dreptei b, continutd in vy, (D€ bC
‘ cy = D € ¥). Dar D € « (pentru ci D € ¢ C «). Deci, punctul D s-ar
afla la interseciia planelor « iy, deci pe dreapta a. Cu alte cuvinte, punctul
D ar aparfine atit dreptei a cit i dreptei b. Dar acest lucru este imposibil,
pentru ci a §i b sint paralele.
‘ Putem acum demonstra cé : Fie un plan «, doud

| drépte @ si b in planul o, concurente in P §i un punct Q exterior planului.
Prin Q ducem dreapta a’, paraleld cu @, gi dreapta b’, paraleld cu b (fig. 2.6)-

12

x &
Fa P & c
a O I ax b

Fig. 2.6

Dreptele a’ §i b' determind un plan {. Daci planele « gi § n-ar fi paralele,
ar avea o dreaptd comuni ¢, care ar trebui sd fie paraleld atit cu b cit si cu q,
ceea ce ar contrazice postulatul lui Euclid, @ si b filnd concurente in P.

Rezumind:
Altd siiuafie nu exista!

Din demonstrajia anterioard, rezultd si urmitoarea teoremd, utild la

rezolvarea multor probleme:

-

\  CITEVA TEOREME DE PARALELISM

Teorema 1. o

=

Fig. 2.7

Demonstrajie. Dreptele d gi g, fiind coplanare (fig. 2.7), sint fie paralele, fie

concurente. Dacd ar fi concurente (in A), ar rezulta ci acest punct aparfine §i
dreptei d gi planului a. Dar cum d si o sint paralele, rezultd cd i d si g sint
paralele. Aceastd teoremd poate fi consideratd o reciprocd a celei de la
pagina 11.

Teorema 2.

|
|
|




Fig. 2.8

Demonstragie. Presupunem, prin reducere la absurd, cé g nu este continuta
in « (fig. 2.8). Considerdm planul determinat de dreptele 4 gi g, notat cu p.
Planele « si B se taie dupd b. Deci, in planul 8, prin punctul A trec dreptele
g 51 b, ambele paralele cu d, ceea ce este imposibil.

Teorema 3. Tranzitivitatea relatiei de paralelism.

Demonstrajie. Dacd dreptele sint toate trei coplanare, este vorba de o
consecintd evidentd a axiomei paralelelor din geometria in plan. Daci sint
numai doud cite doud coplanare, presupunem cd al|| b si bl gi vom ardta
cd a || ¢ (fig. 2.9). Considerdm planul @, determinat de b gi ¢, 8i ducem, printr-un

punct A € ¢, o dreaptd g|| a. Conform teoremei precedente, g C B. Fatd de

O & a
b h b B
Fig. 2.9

dreapta b, dreapta g poate fi paraleld sau o poate intilni intr-un punct B.
Dacd s-ar intilni intr-un punct B, ar rezulta ¢ prin B se pot duce doud paralele
distincte, b i g, la a. S-ar contrazice astfel postulatul lui Euclid. Rezulta deci
cd dreapta g coincide cu ¢ §i deci tranzitivitatea este demonstrata.

Problem rezolvaid. Se dau trei drepte dy, d; §i dj, astfel incit oricare pereche
din ele s# fie necoplanard, si nici toate trei sé nu fie paralele cu un acelagi
plan. S se arate cd existd o dreaptd g care se »Sprijind“ pe d, gi pe d, §i
care este paraleld cu d;. Si se arate cd aceastd dreaptd este unic.

14

Existenja. Considerdm un punct 4 pe d; §i ducem prin 4 dreapta ds paraleld cu
“d,. Dreptele d, si dy determin un plan o, paralel cu dy (peniru cd d3 C o §i ds || d;), care
intersecteazi dreapta d in punctul B (fig. 2.10).

9
. 0 -
7 pr

A

9
55N
X

Fig. 2.10

" Ducem prin punctul B dreapta BC paraleld cu d, (C = d,); dreapta BC este chiar
dreapta g ciutati.

Vom da, ca s3 puteti spune unde este greseala, o

Falsi demonsiratie de unicitate. Desi punctul A este arbitrar ales pe d, planul «
paradel cu 4, este unic. Acest plan esfe intersectat de dreapta d, intr-un punct B, evident
thic. Din postulatul lui Euclid. pavalela BC la ds, deci la d;, este evident unicii. Deci
dreapta g este unici.

Chiar daci este adevirat ci dreapta g este unicl, demonstratia de mai sus trebuie
s-o considerfim' totugi eronat#. Gregeala consti fn faptul c¢i metoda de constructie
folosit¥ la demonstrarea existenfei nu este singura metodd posibild §i astfel, demonstra-
fia unicititii a devenit dependentd de constructia aleasd.

Unicitatea. Considerim® cH, ,sprijinindu-se® pe d; §i d,, existd doud drepte CB si
EF, amindoui paralele cu d, (fig. 2.11). Aceste drepte, CB si EF, vor fi deci paralele intre
ele, si deci coplanare. Deci si dreapta CE = d, si dreapta BF = d, se giisesc intr-un acelasi
plan deferminat de €B si EF. Aceastd concluzie insd este absurdd, pentru ¢d in ipotezd
am precizat ci d, si d; nu sint coplanare.

Aceasta este o demonstratie de unicitate corect¥, pentru ci face abstractie de modul
cum s-a demonstrat existenta. Ne-am oprit mai mult la comentarea acestei probleme
penfru a pune fn evident¥ un tip de eroare de rafionament, destul de des intilnit, dar
care trebuie evitat cu mulis griji.

Atentie! La o demonstratie de unicitate, evitati sd folositi demonstratia de
existentd. E

-

15




PROBLEME 2 POZITIILE RELATIVE A TRE! PLANE

Stim in ce pozitii relative se pot afla doud plane. S& vedem in ce situatii
relative se pot afla trei plane, diferite doua cite doua.

Fristd trei plane care au 0 dreapid comund §1. numai una ([1g. 3.1).

1. Doui dreptunghiuri ABCD si MNCD au o laturd comuni CD si sint situate {n
plane diferite. Demonstrati ci AB si MN sint paralele.

2. Trapezul ABCD are latura neparaleld CD situati tn planul «, ca in figura 2.12,
(A si B nu se afld in planul «), Daci AB = 5 cm, BC = 3 cm, €D = & em, calculafi DE,

i Spre exemplu, un dosar cu o fild.
E fiind punctul unde 4B inteapd planul «.

A Cf/
e AL
T a /
3 i B :
Fig. 2.12 AN\
5 3 X 5\
2 s 4 3 Fig. 3.1

Intr-adevir, considersm dreapta d gi un plan & care intersecteaza dreapta d
in punctul P. Prin P ducem, in planul §, trei drepte @, b, ¢, distincte. Drep-

| ( o i sl ul v. Aceste plane
4 'S0 dan doudi pland i B gt douBdrepte’ac asibc P Dack a (/6 5i bjla i o« nulRELe ¢ §i d determind planul «, b 5i d planul 8, ¢ ‘3‘81 ‘i plzn t{ Vi Comﬁné i
este paraleld cu b, si se demonstreze c planele « si p sint paralele. sint distincte: dacd ar fi confundate, ar coincide cu g, dar dreapta !

3. Daci dreptele a [|&\]| ¢, rezultd cd sint toate coplanare? '

ot 1 nu este confinutd in &.
b. Fiind date patru puncte necoplanar upi cite drepte se intersecteaz? 1 . : .l ]
; 3 : p g B:duD S . L Existd trei plane care au un punclt comun §i. numal unu.
determinate de cite trei din aceste puncte?

Intr-adevar, in planul « desendm dreptele b si ¢, care trec prin punctul P.'
Fie A un punct exterior planului « (fig. 3.2). Notam dreapta AP cu a gl
planele determinate de @, b cu vy si @, c cu B. Planele «, §, y au toate trel

6. Dindu-se dou# plane paralele, aritafi ci orice dreaptd din primul plan este paraleld
cu al doilea. '

7. *Formulafi o reciprocd a propozifiei din problema 6 si verificati daci aceasla esie
sau nu adevirati. . ¥

8. Hste oare suficienf ca doud plane s# fie paralele cu aceeasi dreaptd, ca si fie para- ‘J x A
lele intre ele? |

9. Dindu-se doud plane paralele, orice dreaptd din primul plaﬁ este paraleld eu orice c ¢
dreaptd din al doilea? b P b
10. Un triunghi 4 BC are latura BC continutd in planul «, iar M € AB i N € AC. | a
Stabilifi pozifia dreptei MN fatd de planul « dacd: a) AM = 5 cm, AN = 10 ¢cm, MB = ' -
— 3 ¢m, NC = 6 cm; b) AM = 1 cm, AN = 38 cm, MB = 1 cm, NG = 5 ¢m. . o IR
11. Dacd un plan este paralel cu doud laturi ale unui triunghi, demonsirafi cd este 3 un punct comun si numai unul (P). Daci ar mai avea unul, s-ar ajunge la
pRISE R b TR o) ‘ : concluzia ¢ a, b, ¢ coincid, ceea ce este imposibil pentru ¢d A nu este continu
12 Un trapez ABCD (AB| CD) are latura AB confinutd intr-un plan «. Un plan . in planul_ . ‘ : ‘
ce contine dreapta €D intersecteazd planul o dupd o dreaptd g. Stabilifi pozifia dreptelor Mai departe vom vedea ci existd si trei plane care nu au, doud cile Goud
AB i g. nici un punct comun (trei plane paralele ) Pentru aceasta va trebui sa demon-

strim citeva teoreme ajutitoare.
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e = r
T'eorema. prinir-un punct (A), exterwor unwt plan (a), trece un Spigur
’u_l‘.ri 1 {!;r:.i‘(.':’.“.l (‘.'Q el.

Existenfa. Prin punctul dat se duc doud drepte distincte paralele eu
planul, iar planul determinat de aceste drepte este cel cdutat.

Unicitatea. 53 presupunem cé prin 4 trec doud plane distincte (B si )
paralele cu « (fig. 3.3). Ele, avind un punct comun (4), du o dreapta comuna.
Fie d aceastd dreaptd (d || «). In planul a, considerdm doua puncte, B si C,

a

Fig. h ) G @

astfel incit dreapta lor si nu fie paraleld cu d (alegerea acestor puncte este
simpld: ducem prin B o dreaptd d’||d si punctul € il ludm nesituat pe d’).
Punctele 4, B, C determind un plan 8, care taie planele § gi y dupd dreptele
csib (c || BC gib || BC). Existd doud posibilitati: dreptele ¢ si b sau s fie in
prelungire, sau diferite. Daca ar fi in prelungire, atunci ar apartine ambelor
plane (B si y) si deci s-ar confunda cu, d, ceea ce este imposibil intrucit, prin
constructie, 4 nu este paraleld cu BC. Dacd b sic ar fi diferite, ele trebuind
sa fie paralele cu BC, s-ar contrazice postulatul lui Euclid. Unicitatea este deci
demonstrata.

Teoremd. o plane (distincte ), paralele cu un al treilea plan (distinct de
ele ), sint paralele intre ele.

Fie a || B si P || yv- Dacd « gi y n-ar fi paralele, ar insemna c¢d au cel putin
un punct B comun. Or, prin B trece un singur plan paralel cu 3, ar insemna
cd « §1 y nu ar fi distincte. Deci s-ar contrazice presupunerea cd « gi y sint
distincte. Aceastd teoremi-ne demonstreazd implicit cd existd tret plane
paralele (care n-au, doud cite doud, nici un punct comun). Dar sd construim
efectiv trei plane distincte paralele intre ele.

I ; 18

Jata cum: pe dreapta d consideram punctele (lis’tinc‘te A,‘B’ gi C (fig. 3.4),
pucem prin ele respectiv dreptele a || b || ¢ gia’ || b’ e (asia dll:at‘]l:e).‘ Pla-
ole «, B, v determinate de a, @’ de b, b’ si de ¢, ¢’ =int paralele gi distincte,
’ Mai dam urmitoarea teoremd utild in demonstratil:

Teoremi.
Demonstragie. Cu notatiile din figura 3.5, presupunem cd « |/ P § ca ¥

i a dreaph: 38 Jdia gl ar insemna cd printr-un
aie pe a dupd dreapta a. Dacd y nu ar tala s1 pe B, ;
;unc]z A € a, s-ar putea duce doud plane (a i v) paralele la B, ceea ce este

| Fig, 3.5
gbsurd. Deci y N B = b. Mai departe, dreptele a si b sint CO]?’]M};W-E.'LD?-%
n-ar fi paralele, ar insemna ca ar avea un p‘u‘nct comun (236 GGy Ciipna_:t;‘m_lnt
‘ dreptelor a si b, ar apartine gi pl-aneivor « §iin B, in care ace:v,t.le] r(.(g e 8 np
respectiv continute. Ar insemna ca « §l B nu ar fi paralele. Leea ce
este absurd!

Teoremd.

i ins& rati abui 83 asiguram cd astfel
Inainte de a face insd demonstratia, ar trebui sd ne.‘uh(;gqu‘;am cd a
de plane existd; acest fapt rezultd din teorema de la pagina 17/.

Al v 3 - : e g1
Demonstragie. Cu notatiile din figura 3.6, dacd de pildd-a m b n-ar fi
v 1 51 X J T B 1
paralele, ar trebui sd se intilneascd Intr-un punct C, care ar eparjine deoi
tuturor celor trei plane «, P §i v, ceea ce contrazice ipoteza.
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PROBLEME 8 ALTE TEOREME DE PARALELISM

1. Doud drepte paralele cu acelasi plan sint necpirat paralele intre ele? 1. Segmente paralele intre plane paralele*.

2. 52 dau doud drepte necoplanare o si b siun punct €. S# se ducd prin € o dreapty

sopl d atit it si b. . :
i ok 43 g Galaadog sl Demonstrajie. Planele paralele sint o §1 B, dreptele paralele sint dsgig

8. Daci drepfele d si g sint paralele 5i g este paraleld cu planul «, atunci si dreapta ¢ W8 (fig- 4.1). Planul (d, g) intersecteazd pe « gi pe B dupd doud drqptec piraj%e
este paraleli cu planul « (sau confinuti in el). . (4B si DC). Rezulti cé patrulaterul A BCD este paralelogram, deci BC = -

4. Dindu-se punctele A, B, ¢, D necoplanare, segmentele AB, BC, CD, DA alci.
tuiesc ceea ce se cheami un patrulater strimb; AC si BD sint diagonalele lui. Intersec- 3¢ ‘B
tind laturile sale cu un plan paralel cu o diagonald, stabilifi natura poligonului convex s f/;

cu virfurile in aceste puncte de interseefie. \

&. DacX doua drepte paralele a si b sint tdiate de un plan variabil, in punctele 4 ! 0\ \g
respectiv B, si se gidseascil locul geometric al mijlocului segmentului 4 B. .

6. Prin doudl drepte paralele d si g trec doudl plane « i B tdiate de un al treilea - / Vc/
plan y. In ce condifii dreptele @ = « N y si & = B N v sint paralele? | g0

! Fig. 4.1

7. Dacd d si g sint doud drepte necoplanare, atunci existi un plan si numai unul J
care sl confind pe d si si fie paralel cu g. l\ 8. Teorems lui Thales in spafiu.

8. Stim c4 un plan taie doudt plane paralele dup# doui drepte paralele. Formulafi o | %
reciprocd -si cercetafi dacX este adevirati. o

9. Doud triunghiuri ABC si ACD au laturile AB si AD confinute intr-un plan «. | Demonstragie. Fie o, B 5i y trei plane paralele, distincte doud cite dous,
Fie M = AC, astfel ca A'M = MC. Pa}ralela prin M la AB intersecteazi dreapta BC gi fie d, si d; doud drepte distincte, care taie cele trei plane in punctele A,
in punctul . Paralela prin M la AD intersecteazi dreapta €D in punctul P. Stabilifi | tiv A, B, C, (fig. 4.2)
pozitia planelor (ABD) si (MNP). B,, C, respectiv Ay, By, (5 (18- 2.5).

10. Se dau trei plane paralele «, B, y si punctele A, B in planul «, iar ¢, D in 0’\ G;’ Ag
planul B. Dreptele AC, BC, BD, AD taie planul y in punctele E, F, G, H. 84 se arate | 2

a
cl figura EFGH este un paralelogram. i / / 4, \ V
I i
‘ (2 Gme] i

11. Fie 4, B, ¢, D patru puncte necoplanare §i M, N, P, @, R. S, mijloacele seg- / \

mentelor AB, BC, CD, DA, AC, BD (in aceast# ordine). Si se arate ci:
a) MNPQ este paralelogram;

b) MRPS este paralelogram; Fig. 4.2 5y A ‘B B
¢) NROS este paralelogram; 0| J 3 )
d) dreptele M P, NQ si RS sint concurente. . [ J_L—
] 6‘ ¥
12. Fie patru puncie necoplanare A, B, €, D si M, N, P, Q mijloacele respective " il C:; 6‘2 Cg
ale segmentelor AB, BC, CD, DA. Aviita{i ci M, N, P, Q sint coplanare, :

18. Doud plane paralele cu doudl drepte coplanare sint paralele intre ele? Adidugati |
o conditie in enun{ pentru ca el si devind afirmativ.

: ] * Folosim aceast denumire, degi improprie, pentru ci este intratd /
14. Se dau dreptele a paraleld cu & si ¢ neparaleld cu ele §i necoplanard cu nici una in uz. Este improprie pentru ci s-ar putea ivi cazul din figura &.3. —
din ele. Punctul 4 parcurge dreapta ¢. Planele determinate de a si A si de b gi A se U

taie dupd o dreaptd d. Aflati locul geometric al punctelor dreptei d. Fig. 4.3
| ]g. -
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Ducem. prin A, o paraleld d la dreapta d, si fie B; si (5 intersectiile
dreptei dy cu planele B gi v. "

Astfel, in triunghiul 4,C,C5, segmentul B,B; este paralel cu C,Cy i putem
scrie deci:

éﬁ& P .AE—_B, Rezulté- S SO =l
B,C, B3C, Ay B,y ByC,

Tnsd A B, = A,B, si B,C; = B,C,. Rezulty ci 3B _ 5l
F A;By = B,Cy
Obsefuaﬁe. In enunful teoremei am vorbit despre ,,mai multe plane paralele® si nu
despre trei plane aga cum apare in demonstratie. Daci am avea doar doud plane, atunci

A, B, : :
raportul =2—2 nu am avea cu cine si-l compardm. DacH am avea mai mult decit trei
11
plane paralele, am obtine un gir de rapoarte egale (numérul de rapoarte fiind egal cu
numirul planelor micgorat ecu 1). :

3. Fie 9 20y si 32’0y’ doud unghiuri
necoplanare, cu laturile respectiv paralele Oz |0z’ si Oy || 0%’ si astfel
incit Oz, 0'z’ sé fie in acelasi semiplan determinat de dreapta 00', la fel
81 Oy cu O'y’. S& demonstrim cd I 20y = I 2’0"y’ (fig. 4.4).

Fig, 4.4

Vom lua pe laturile paralele segmentele 04 = 0'A’, (04 =a) =
OB = O0'B’, (OB = b). Afirmam ca triunghiurile OAB si 0’A’B’ sint con-
gruente. Intr-adeviir, patrulaterul AQO'A’ este paralelogram, avind latu-
rile OA gi 0'A’ congruente gi paralele. La fel 5i BOO'B’ este paralelogram.
De aici rezulti cd 5i ABB'A’ este paralelogram, avind doud laturi AA’ gi BB’
paralele gi congruente. Rezultd c& AOAB = AO'A’B’ (avind laturile respectiv
congruente), deei 3TAOB = J7A'0'B’ si propozitia este demonstrata.

Dac3 numai o pereche dintre laturile paralele se afld in semiplane diferite
fatd de OO’ se demonstreazi ugor c¢d unghiurile sint suplementare (fig.-4.5).
Putem deeci afirma:

22

Fig. 4.5

Teoremi. Doud unghiuri cu laturile respectiv paralele sint congruente sau

suplementare

PROBLEME 4

1. tn figura 4.6, planele «, B, y sint paralele si A’C’, AC sint doud secante. Stiind

‘oA A’B’ = © ¢m, B'C' = 3 cm 5i AC = 12 cm, calculati AB si BC.

Fig. 4.6

2. Se dii o dreaptd d si un punct 4, exterior ei. Se considerd mulfimea planelor care
trec prin A si sint paralele cu d. Si se arate ci aceste plane au o dreaptd comuni.

3. Fie planul « si un punct exterior lui, 4. Care este locul geometric al mijlocului
segmentului AB, cind B parcurge of

4, Fie planul o si dreapta d || «. Dacd A parcurge d gi B este punctul curent (poate
ocupa orice pozifie) in «, care este locul geometric al mijlocului segmentului AB?

6. Se dau doud drepte neconcurentein spatiu, d si g. Care este locul geometric al
mijlocului segmentului DG unde D  d, G < g, cind: a) d || g; b) € si g sint necoplanare.

6. Aceeasi problems, daci tn loc de dreptele d §i g se dau segmentele AB si PQ:
a) AB || PQ; b) AB necoplanar cu PQ.

7. Demonstrati ci daci patru drepte paralele determind, pe un plan dat, virfurile
unui paralelogram, atunci determind pe orice plan care le taie virfurile unui paralelogram.

8. Aratati ci dacd doudi drepte concurente se infersecteazd cu doull plane paralele
in punctele 4, B si respectiv €, D, astfel incit patrulaterul ABCD si fie inscriptibil,
atunci acesta este fie dreptunghi, fie trapez isoscel.

9. Dacd doud plane paralele determind pe doud secante segmente congruente, aceste
secante sint paralele? Justificati rdspunsul dat,
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10. Se dau trei drepte concurente in spafiu, care intersecteazd trei plane paralele,
a) 83 se arafe ci punctele de intersectie ale dreptelor cu planele, formeaz4, in fiecare

plan, un triunghi si cd cele trei triunghiuri sint asemenea.

b) Centrele de greutate ale acestor friunghiuri sint coliniare.
¢) Centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor sint, de asemenea, coliniare.

11. Se considerd doud plane
paralele w 5i 3. Se jau A= a, B= /
si apoi un punct C pe segmentul AB b

aga incit he 3. Ce figurd descrie ¢
CB

cind A si B parcurg a §irespectiv f?

12*, Linia frintd inchisd ABCD
este tdiatd de planul 6 in punctele
M, N, P, Q (Me AB, N = BC,
P = CD,Q = DA). Ducind prin 4,
B, C, D respectiv planele «, B8, v, &
paralele cu 0 si apoio dreaptd d, care
taie aceste plane in A’, B’, C', D/,
sd se dovedeascd relatia

AM BN CP DO _, :

MB NC PD QA

(Vezi l’igura.la,?). Fig. 4.7

PERPENDICULARITATE IN SPATIU

Drepte perpendiculare

Stim ce inseamnd drepte perpendiculare continute in acelagi plan.

Fie a, b doud drepte, in general necoplanare. Fie P un punct oarecare in
spatiu. S& ducem prin P dreptele e’ si b’, paralele respectiv cu a si b.
Dacé P’ este un alt punct in spafiu, sd ducem gi prin el dreptele ¢” || @, b” || b.
Avem a" || a’ §i b" || b’; teorema asupra unghiurilor cu laturi paralele arata
cd @' L b’, dacd gi numai dacd, ¢” | b”. Ajungem la:

Definifie. Doud drepte a gi b in spajiu se numesc perpendiculare dacd para-

lelele duse printr-un punct P la ele sint perpendiculare. Scriem a 1 b (fig. 5.1).

Kig sS04
o

90
P b

Am, vézut mai sus cd dacd aceasta se intimpla relativ la un punct By
atunci acelagi lucru este valabil relativ la orice punct din spatiu.

24

Dreapta perpendiculard pe un plan

Pentru a explica aceastd notiune vom cduta sd ardtim cé&, dindu-se o
dreapté @ gi un punct A € «, existd un plan « care s& treacd prin punctul A,
astfel incit orice dreaptd a acestui plan sd fie perpendiculard pe dreapta a.

Vom considera doud plane { gi y, care conyin-dreapta ¢, §i vom duce in
ficcare din ele dou¥ drepte b (b < B) si ¢ (c € y), perpendiculare in A pe
dreapta a. Planul determinat de dreptele b si ¢ este cel ciutat (fig. 5.2).

Fig, 5.2 /3 ; Fig. 5.3

-

Y Vom demonstra acest fapt. Pentru dreptele din « paralele cu & sau cu ¢,
este evident, unghiurile lor cu @ fiind chiar unghiurile drepte A, sau A, din
figura 5.3.

Si demonstrim acest lucru pentru o dreaptd oarecare d C «, care nu este
paraleld cu nici una din dreptele b i ¢ (fig. 5.3).

Ducem prin A o paraleld d’ la aceastd dreaptd. Se aratd ugor ca ea este
confinutd in planul a.

Alegem o altd dreaptd in planul «, care nu trece prin A gi care taie drep-
tele b, ¢, 4’ in B, C, F. Putem presupune cd F se afld intre B i C.

Ludm pe a dou# puncte £ gi E’, de o parte §i de alta a lui A, aga incit
AE = AFE'. - '

Avem EB = E'B, EC = E'C, din perechile de triunghiuri dreptunghice
congruente EAB, E'AB gi EAC, E'AC (fig. 5.4).

Fig, 5.4




Deci tFiunghiurile EBC, E'BC sint congruente (au toate laturile respectiv. 3
congruente) gi deducem JLEBC = X E'BC. ‘
Aceasta permite si afirm#m c# triunghiurile EBF si E'BF sint congruente
(au doud laturi gi unghiul cuprins inftre ele respectiv congruente). Rezulta
EF = E'F, adici triunghiul EFE’ este isoscel; in el, mediana FA va fi
indltime, ceea ce reprezintd concluzia doritd: d’ L a, adicd d _L a.

Printr-un punct A al unei drepte a trece dect un plan astfel incit orice dreaptd :
eonjinutd in acest plan sd fie perpendiculard pe dreapta a.

e a
Ne propunem acum urmitoarea problemd: Printr-un punct exterior unei big, A
drepte, se poate duce un plan care sé aibd toate dreptele, continute in el, Putem da deci urmatoarea:
perpendiculare pe dreapta inifiald? Definifio
Rispunsul este afirmativ. Presupunem datd dreapta @ si punctul 4 ;
exterior ei (fig. 5.5). ! ;
(hg ) : Din cele demonstrate anterior rezultd cé:
B A ,\
b A= Teorems. H
|

-

\ . Demonstrajie. Cazul 1. Punctul M apartine planului «. S& presupunem,
a prin absurd, cd prin punctul M am. putéa duce doui perpendiculare d, §i dy
pe planul «. Dreptele dy §i dy determind un plan f. Fie a dreapta de inter- |
, . gecie a planelor « gi B. Dreptele d, sid,, presupuse perpendiculare pe planul «, i‘
fig 675, vyor fi, deci, perpendiculare gi pe dreapta a C a (fig. 5.7). |
' - Problema devine o problem# de geometrie in plan: In planul B, in punc-

In planul determinat de dreapta a §i de punctul 4, ducem dreapta AB tul M, s-ar putea duce doud perpendiculare in acest punct pe dreapta a.
! I  Or acest lucru este imposibil. Deci relatia d, # dy este absurdd. Rezultd

perpendiculard pe dreapta a (B € a). Intr-un plan care contine pe a, dar | SR i ‘ i
este diferit de planul (a, 4), ridicim din B o perpendiculard b pe @. Dreptele | °8 PrD punctul M, pl planului «, se poate duce pe acesta o perpendiculard
§i numai una.

AB si b determind un plan care indeplineste, conform, celor aratate mai sus,
conditiile cerute, trecind prin B € @ gi continind doud drepte neparalele

perpendiculare pe a.
Vom, demonsfra acum urmatoarea ‘ |
. i _ 4\ /% 4\ [%
Teoremd. Dinir-un punci exierior unui plan, se poate consirut o dreaptd | Y gl ol B I
perpendiculard pe doud drepte neparalele sitwate in planul dat. ‘ / \/ ol o
e. Fie A t terior pl i i fie d; i d; doud
Demonstrajie. Fie A punctul exterior planului dat gi fie d, 1 d, doua /e M / M 4

drepte neparalele conjinute in planul « (fig. 5.6).

Ducem prin punctul A planul §; care si aibd toate dreptele, confinute 3 Fig. 5.7 Fig: 5.8
in el, perpendiculare pe d;. Ducem prin A planul B, care s aibd toate dreptele,
confinute in el, perpendiculare pe dj. Planele B, si B3, avind un punct comun 4,
au o dreapti comun# a, care este perpendiculard, deci, si pe dy si pe da
Cum, d; si dg nu sint paralele, urmeazd cd dreapta a este perpendiculard pe
orice dreaptd a planului o.

(i '
i 26 | : ' at

Cazul 2. Punctul M @& «. Presupunem c# putem duce prin punctul M
dreptele d, §i d, perpendiculare pe planul « (fig. 5.8). Fie A gi B picioarele
acestor perpendiculare. Ar urma o3 triunghiul AMB are doud unghiuri
drepte, ceea ce este absurd.




Teoremsd.

Demonstrajie. Fie « planul perpendicular pe d in punctul 4 (fig. 5.9).

_ d M
“ 7 d b
/V/ /'
£ A @ A et A
Fig. 5.9

Orice dreaptd din o este perpendiculard pe d. In particular, toate cele E

care trec prin A gi sint continute in: e

Presupunem c# existd un punct M & o, astfel incit dreapta MA =1b
gi b L d, deci, cii existd o dreaptd b (b L dgidb & «) gid € b

Fie planul (d, b), care taie « dupa dreapta ¢. Pentru cd d | a §i ¢ C «,
rezultd cii d | e¢. Deci, in planul (d, b), ar rezulta cé se pot duce doud drepte
b si ¢ perpendiculare intr-un punct A pe aceeasi dreaptd d, ceea ce este
imposibil.

PROBLEME b

1. Se dau dreptele paralele a, b, ¢ §i un punct 0, nesituat pe ele. Ducem din O perpen-
dicularele OA, OB, OC respectiv pe a, by ¢ (A € a, B = b, C  c). Sint dreptele 04,
OB, OC coplanare?

2, Se dau punctele A si B. Prin 4 trec dreptele a, @', a”, iar prin B trec dreptele
b, b’, b”, perpendiculare si concurente respectiv cu primele, in C, C’, C". 84 se arate cd
existd un punct O, astfel incit segmentele 04 = 0B =0C = oc’ =0cC”.

8. O dreapté d-este perpendiculard pe planul . Doud drepte a gi & sint concurente s
paralele cu «. Este dreapta d, perpendiculard pe planul lor?

4, Fie OA si OB doud drepte perpendiculare. Un plan « ce contine dreapta OA
intersecteazd un alt plan B dupd dreapta g. Stabiliti dacdi dreptele OB si g sint perpendi-
culare.

. Fie ABC un triunghi dreptunghic (2 = 90°). Pe AB ca laturd se construiegte drept-
unghiul ABMN, (MN ¢ (ABC)). Stabilifi pozifia dreptei AB fajit de planul (ACN).

6. Si se determine locul geometric, in spafiu, al punctelor egal depiriate de doud
puncte distincte 4 si B date.
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7. Se dau trei puncte necoliniare. Si se demonstreze ci lceul geometric al punctelor
din spatiu, egal depirtate de cele trei puncte, este o dreaptd.

8. Se dau patru puncte necoplanare. 5i se demonsireze ¢l existi un punct egal depir-
tat de ele si si se determine acest punct.

9. Pe planul triunghiului ABC cu AB = 7 cm, 8@ duc perpendicularele AA" = 7 cm
si BB’ = 7 cm, Dack A'C = B'C, AC = 71/ em, ardtati el triunghiul ABC este
echilateral.

10. Pe planul triunghiului ABC se ridicd perpendiculara in B, Pe aceasla se ia un
punct B’, astfel incit BB’ = AB = AC, (AB = a). Daci B'C = al/ 2, aritati cé triunghiul
ABC este echilateral.

11. Un triunghi dreptunghic variabil ABC, cu unghiul 4 = 90°, are virfurile 4 §i B
fixe si cateta AC de lungime constantd. Care este locul geometric al virfului c?

12. Fie, intr-un plan «, un hexagon regulat, ABCDEF, de laturd 4 (puteti Jua orice
unitate de masurd & m, &4 dm, 4 km etc.). In punctele 4, B, €, D se ridicd perpendicularele
AA’, BB, CC', DD’, pe planul siu, de lungimi: 4, 4, 2, 7 (In aceastd ordine). S& se afle
distantele A"B’, A'C’, A'D', B'G! BIDCADE.

18. Intr-un punct 4, al unui cerc de centru O, se duce perpendiculara pe planul
cercului pe care se ia un punct A’ astfel inclt 44" = 5 m. Stiind ca distanta A0 = 13 m,
a. sd se afle raza cercului;

b. locul geometric al lui M, mijlocul lui A’0, cind A descrie eercul.

14, Pe planul dreptunghiului ABCD se construiesc perpendicularele in 4, B, D, pe
care se ian segmentele: A4’ = 19 cm, BB’ = 14 cm, DD’* = 23 em. Dacd A’B” = 13 cm,
si A’D’ = 5 cm, gasi{i laturile dreptunghiului ABCD.

156. Si se giseascd locul geometrie al punctelor din spajiu egal depéirtate de punciele
unui cere,

16. Sa se giseascll locul geometric al punctelor din spatiu eral depiirtate de virfurile
unui pétrat. -

17. tn ce caz se poate duce printr-o dreaptd a, datd, un plan perpendicular pe o altd
dreaptd datd b.

18. Si se demonstreze cii daci doudi drepte d, si d, sint perpendiculare, fari si fie
situate in acelasi plan, toate dreptele care intilnesc pe d, si sint perpendiculare pe d;
sint confinute in acelagi plan.

19. Dreptele d, si d, fiind date, in ce caz existd un plan care contine pe d, i esle
perpendicular pe d,?

20*, Dacii dreapta d, care trece prin punctul 4 al planului «, nu este perpendiculari
pe «, atunci existd o dreaptd e, confinutd in «, gi numai una, perpendiculard in A pe d.




Teorema celor trel perpendiculare’

Demonstrajie. Se dd d 1. o, aC a, bC a, a L b §i se cere sd se arate
cd ¢ L b (fig. 6.1). Dreapta b, fiind continutd in planul a, este perpendiculard
pe d. Dar b este perpendiculard gi pe @, deci b este perpendiculard pe planul
determinat de a si d. Este, prin urmare, perpendiculard pe orice dreaptd con-
tinutd in acest plan (@, d). Cum dreapta ¢ are doud puncte (M i P) in acest
plan, deci este continutd in el, rezultd c# dreapta b este perpendiculara pe.c.

M

b /;

& R R

&

a VA 4

Fig. 6.1 Fig. 6.2

Altd demonstrajie (notatiile fiind cele din figura 6.2 gi literele mici repre-
zentind, de data aceasta, misurile segmentelor gi nu dreptele).

Lu#m pe a treia perpendiculard un punct T' (PT = b) si, aplicind teorema
lui Pitagora, in triunghiurile MAP g APT, avem:

d? = c® — a?: e® = a? | b?; fa: d? + e2,
(unde f = MT, e = A T). Inlocuim, in a treia relajie, pe d® din prima relatie

gi pe e? din a doua relatie gi obfinem f2 = ¢ — @® + a® + b? sau f? =¢? +
+ b2. Din reciproca teoremei lui Pitagora rezultd ci IIMPT = 90°.
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Reciproce ale teoremer celor trel perpendiculare

Ni se pare mai simplu si le formulim folosind direct figura.
1) Sedid | « aCa, b, ¢ b Secereq | b (fig. 6.3).

Demonsiragie. Dreapta b este perpendicularé pe planul tri'ﬁnghiului MAP
pentru ci este perpendiculard pe doud drepte concurente din acest plan (pe d
gi' pe ¢). Dar a este confinutd in planul triunghiului MAP. Rezulti ca b L a.

2) Seddg | a,c 1l b alb aCa bCa Se core 4 | o .
=
a" o

c

b
/ Al—”;%
A _ 7

Tig. 6.3

Demonstrajie. Dreapta b este perpendiculard pe planul triunghiului MAP,
fiind perpendicular pe ¢ si pe a. Deci, este perpendiculard gi pe d, care este
confinutéd in planul lui MPA, avind doud puncte (M §i A) in acest plan.
Deci d _L. b. Din ipotezd d _L a, deci d 1 « (pentru cd « contine atit pe a
cit i pe b, concurente in P). :

Exereijin. Incercati si demonstrati una din aceste reciproce ale teoremei
celor trei perpendiculare gi prin reciproca teoremei lui Pitagora.

Comentariu. Cum se consiruieste perpendiculara dinir-un punct pe un plan,
folosind teorema celor trei perpendiculare? Ludm o dreapté b in planul «. Fixim
piciorul P al perpendicularei din M pe b. Ducem. apoi, in planul «, perpen-
diculara @ in P pe dreapta b (fig. 6.4).

ST
| (T LT[

Considersm perpendiculara din M pe a (dusé in planul determinat de M
§i a). Aceasta este dreapta cautatd (MA).
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Obgervagie. Acest proceden, in comparatie cu cel din constructia antericard a perpcndi. &

sularei pe un plan dintr-nn punct exterior, nu foleseste intersectii de plane, date prin ele.
mentele lor, ci numai constructia unui plan ce trece printr-un punct i o dreaptd dati,
Vom vedea cd aceastd construcfie se va dovedi utild in multe probleme de calcul,

De ce apar doud teoreme reciproce la teorema celoi erei perpendiculare?
Pentru cd ipoteza este formatd din doud propozitii gi am vézut, in clasa
a Vl-a, cd, intr-o astfel de situatie, pot aparea doud reciproce.

¢

PROBLEME 6

4 A )

1. fn virful A al triunghiului dreptunghic ABC (A = 90°) se ridicd perpendiculara pe

planul triunghiului, pe care se ia AM = 10 cm. $tiind cd AB = 40 cm 51 AC = 30 cm,
si se determine distan{a lui M la BC.

2. Pe cercul (C) de centru O gi razd r = 8 cm se iau doud puncte A si B astfel incit
AB — 120°. in O se ridick perpendiculara pe planul cercului pe care se ia OM = 3 cm.

54 se determine distanta lui M la dreapta AB.

8. Fie ABCD un dreptunghi cu laturile AB = 9 em $i AD = 3 cm. Fie E un punct

AE |

pe diagonala AQ, astfel Incit T fn E se ridicA perpendiculara pe planul
3 :

dreptunghiului, pe care se ia EF = 5 cm, S# se determine distanfa lui F* la laturile drept-
unghiului..

4. fn virful 4 al unui hexagon regulal de latur# e, se ridiei o perpendiculara pe pla-
nul s3u, pe care se ia un segment AM = b, S84 se calculeze distantele lui M la laturile
hexagonului dat.

B. Aceleasi date de maisus, si se calculeze distantele lui M la diagonalele hexagonului.

6. Fie ABC un triunghi dreptunghic isoscel (4B = AC i AB = a). In punctul D,

-piciorul inéil{imii din A, se ridicd perpendiculara pe planul triunghiului, pe care se ia un

punct M astfel incit DM = b. S4 se arate ei triunghiul AMC este isoscel.

7. Pe planul unui cerc (C), in centrul acestuia, se ridicd perpendiculara pe care se alege
un punct M. Si se arate cd dreapta care unegte pe M cu un punct N de.pe cercul (C)
este perpendiculari pe tangenta in N la cercul (O).

8. Pe planul unui triunghi echilateral A BC de laturd_a, se ridicd perpendicularele A4’
si BB’. Se stie ci BB’ = a. Si se giseascd AA" astfel inctt:
3 A
a. triunghiul A’B’C sé fie dreptunghic (B" = 90°).
b. triunghiul A’B’C sd fie isoscel, cu A’B’ = 4'C.
9. O dreaptd d intflnegte un plan « in punctul 4. Pe d se ia un punct fix B si fie

o dreaptd variabild g, care trece prin A si este confinutd in «. 34 se determine locul
geometric al picioarelor perpendicularelor din B pe dreapia g.
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10. Se dau o dreapta fixd d si un punct fix A{A ¢ d). Un plan mobil e centine
dreapta d. Din A ducem perpendiculara AP pe planul & (P < «). Se cere;

a) si se arate cd P dcscrie o curbd coplanard;

b) si se giseascd locul geometric al punctului P in spatiu;

¢) ce descrie punctul P pe planul o?

11. Fie O un punct in planul triunghiului ABC si D un punct pe pe.rpc-ndic.mlara in 0
e acest plan. Si se arate ci dacd AD | BC, atunci O se afld pe indltimea din A4 a tri-

unghiului A BC.

12. Fie H ortacentrul unui triunghi A BC. Pe perpendiculara b, in H, pe planul {4BC,
se ia un punc.t oarecare M. SH se arate cd dach A’, B’, ¢’ sint p[c!.oai:elila perpendu.:ula-.
relor din M respectiv pe BC, AC si AB, atunci AA’, BB'si e’ sint inilfimile triunghiului

ABC.

13. Fie 4 un punct al unui plan dat « i d, g doud drepte concurente .in H (H # A)
continute fn . Pe perpendiculara in A pe planul o se ia un punct B, dnj care se §11c
perpendicularele BD si BG, respectivpe d si g (D = d, G  g). Saseara te ca pu_l:‘u!a{.urt}l
cu virfurile H, A, G, D este inscriptibil. ‘

Plane perpendiculare

Fie un plan « §i o dreaptd d perpendiculard pe el (fig. 7.1). Ele au un punch
comun A. (Afirmatia este evidentd: dacd d nu ar infepa planul in A, ar
rezulta ci d || «. In acest caz, ducind prin d un plan §, mneparalel cu a, ar
téia planul « dupd o dreaptd g(g|| d). Deci in « ar exista o dreapta g care
nu ar fi perpendiculard pe d, or d, fiind perpendiculard pe o, este perpendi-
culard pe orice dreaptd din «). Prin d, ducem un plan y. Spunem cd planul y
este perpendicular pe planul «.

|a’
s ¥
A

Fig. 7.4
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Deci putem da urmatoarea:

nef!ﬂ]tlﬂ Un ;!/CH: Y este ;,J.'JI;;;',.'H','f'u/m pe un alt plan «, dacd conline u

~dreapti (d < v) perpendiculard pe acesta (d 1 o)

Vom demonstra ¢ dacd y L «, atunci si « L y. Notdm cu g intersectia
planelor « si ¥ (g = « N y) (lig. 7.2). Ducem in planul «. perpendiculara a
pe g in punctul A. (Deci acC o, a L g, A E a). Dreapta a este perpenlli-

ﬁd

A /

Fig. 7.2

culard pe planul vy, pentru ca este perpendiculard pe doua drepte ale sale
a 1 g a_ d (d se giseste in planul y si este perpendiculard pe o). Cu
alte cuvinte, planul « contine dreapta a care este perpendiculard pe .
Deci o L y. Am demonstrat astfel

Teorema. I'iind date doud plane o st v, dacd y L « atunct st 1. ¥.
S3 cautam sa demonstram inca o teorema.

Teorema. Dacd se dau doud plane ndiculare (e L. B), f’fl'.'?fl'-.:'lf“‘i'{'fr"'."L'

dintr-un punct oarecare al unuia (A € o celdlalt, este in intregime continuli

i 4'L B) - ;

Demonstrajie. Notdm. cu m = « N @. Prin reducere la absurd, presupunem
cd AA’ | B nu este continutd in planul o. Dar o este perpendicular pe B,
deci existd in @ o dreaptd g perpendiculard pe B (fig. 7.3), adica pe orice

L .’”"'f-’f‘”‘i ].‘l‘f"w (AAd'c a, A" € B

dreaptd a lui B. Ducem prin A dreapta d paralela cu g. $1ea va face acelagi
unghi cu toate dreptele din B. Dreapta d intilneste dreapta m in B. In planul
determinat de A, A’, B, ar exista deci doud drepte AB gsi AA" perpendiculare
pe BA'. Dar acest lucru este imposibil, pentru cd AB si AA" sint concurente.

Rimine numai cazul cind g ar trece prin A, dar atunci problema este
rezolvatd, g fiind, prin definitie, confinutd in «.

Perpendiculara comund a doud drepte

Teoremd. i a gi b sint doud di _ fu}
Cu alte cuvinte, existd o dreaptd si numail una; perpendiculara pe doud

drepte necoplanare i care sd se sprijine pe ele.

Ezistenta. Dintr-un punct P al lui @, ducem b’ paraleld cu b si considerdm
planul o determinat de a si b (fig. 7.4). Ducem planul g perpendicular pe «
si care contine dreapta a. Acesta se intersecteaza cu (lr-eapta-b in M. Perpen-
diculara MN (din M pe a) este dreapta cdutatd. Intr-adevir, pentru ca
«l B; MN c B, MN L a, rezultd MN _L «, deci MN _1_b', deci MN _L b.
Si din constructie, MN _L a.




Unicitatea. Presupunem, prin absurd, ca ar exista dous perpendiculare
MN si PQ pe a si b, cu punctele M, P situate pe b si N, Q pe a, (a sib
fiind necoplanare) (fig. 7.5). Din @ ducem QS paraleli cu MN g1 considerdm

a N a2 a N ‘0
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planul y determinat de PQ s @s. Dreptele @ si b sint perpendiculare,
ambele, pe planul v, fiind perpendiculare pe doud din dreptele sale. Ar
insemna ca a si b sint paralele, dar ele sint necoplanare, iata contradietia.
Ar rdmine de studiat cazul cind cele dous perpendiculare ar avea pe una
din dreptele a sau b, un punct comun. De pildi N = Q. Liisim pe seamg
cititorului sa elimine® si acest caz.

Perpendicularitate si paralelism

In plan, aceasti legitura se exprima prin: Doud drepte perpendiculare
pe o a freta sint paralele. :

In spatiu apar dous asemenea proprietati:

1) Doud plane perpendiculare pe aceeasi dreapid sint paralele.

Demonstratie. Daca ar avea un punct comun atunci, unindu-1 cu punctele
de intersectie ale celor doui plane cu dreapta pe care sint perpendiculare
am. obtine dou# perpendiculare din acel punct pe dreaptd (situate in planul
determinat de acel punct i dreapti), ceea ce este imposibil. :

2) Doud drepte perpendiculare pe un-nlan sint paralele.

Demonstragie: Fie d | o. Orice paraleli la d este perpendiculard pe toate
dreptele din o, deci este perpendiculard pe «. Fie d’ perpendiculara pe « in
punctul M. Ducem. prin M paralela d” la d. Conform, faptului c¢& dintr-un
punct se poate duce o singurid perpendiculari pe un plan, cd d' = d".

Observatie. n spatiu, nu este adeviirat ci dous drepte perpendiculare pe o a treia
sint paralele,
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PERPENDICULARE S| OBLICE. DISTANTA DE LA UN PUNCT
LA UN PLAN

Teorema. F've M un punct in spafin, « un plan si N piciorul perpendiculare:
duse din M pe a.

a. Daca P& o, P £ N. atunci MP > MN.

b. Daca P,, P, sint puncte din «, atunci NP, = NP, dacd.si numai
dacd, MP, = MP,.

Demonstratia esle imediata, considerind triunghiul MNP, respectiv tri-
unghiurile MNP, MNP, (fig. 7.6).

\ !
[T SO

Fig. 7.6

=

Observatie. Teorema se poate formula si astfel: perpendiculara dinte-un punect pe
plan este mai scurtd decit orice oblicd dusa din acelasi punct la plan; douf oblice duse din
welagi punct la un plan sint congruente, atunci $i numai atunei, cind picioarele lor sinl

rgal departate de piciorul perpendicularei
Il def I perj

Definitie. Prin distania de la un punct M la un plan o, intelegem lungimea
/ /

WN, unde N € o este piciorul perpendicularei duse din M pe o

Teoremi. Fie o, B doud plane paralele. Atunct distanta de la punctele M € «

la ,il/rr,',‘.'.f." ‘, este constanla. Aceasta constanld se numesie 'f.’.wf!h/!‘.r. Lnire ;A/rm.ur

paralele o s1 B

Demonstrajie. Fie M), M, & « si N;, N, picioarele perpendicularelor din
M, M, pe B (fig. 7.7).

3
§
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Stim cd M,N,|| M;N, (perpendicularitate si paralelism), deei M;, N,,
N,, M, sint in acelasi plan. De la proprietétile planelor paralele stim ca
M, My|| NN, deci M;N,N,M, este dreptunghi si deci MV, = M,N,,
ceea ce trebuia demonstral.

Aplicajii. Se pot dovedi usor, folosind teorema asupra oblicelor congruente,
urmdtoarele afirmatii:

Demonstragie. Cu notaliile din figura 7.8, A, B, € sint virfurile triunghiului, O ccnfrul
cercului circumseris, d perpendiculara in O pe planul triunghiului si M un punct oarecare
al ei. Stim cd razele 04 = OB = 0C, deci MA = MB = MC, ca oblice duse din acelasi
punct, egal depirfate de piciorul perpendicularei. Reciproc: dacd N este un punct in
spatiu, astfel incit N4 = NB = NC gi N’ este piciorul perpendicularei din N pe planul
(ARG), atunci N'4 = N'B = N'C, deci N’ coincide eu O. .

Fig, 7.8 Fig. 7.9

Demonstratie. Gu notatiile din figura 7.9, 4, B, € sint virfurile triunghiului, I centrul
cercului inscris, d perpendiculara in 7 pe planul triunghinlui si M un punct curent al ei.
Avem: MA’ = MB' = MC’, ca oblice duse din acelasi punct, egal depértate de piciorul
perpendicularei. Deci,orice punct M = d are proprietatea cerutd. Reciproc, considerind
un punct M exterior planului triunghiului (4 BC), astlel incit distantele la laturile lui sd
fie egale (MA’ = MB' = MC’), ducind din M perpendiculara M7’ pe planul triunghiului
(I"in acest plan) si aplicind o reciprocd a teoremei celor trei perpendiculare avem:
I'A" = I'B' = I'C"; deci [ si I’ eoineid.
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PROBLEME 7

——

1. Dreptunghiul ABCD cu laturile AB = 3 ¢cm, £EC = 12 cm, se indoaie de-a lungul
dreptei MN (M mijlocul lui AD, N mijlecul Tui EC), pind cind planele AMB si DCN
devin perpendiculare, S se afle lungimea segmentului BD. dupd indoire,

2. Un trapez isoscel AECD are baza mare AB = 22 cm, baza micd €D = 10 cm gi
latura neparaleld egald cu 10 cm, Se indoaie trapezul in lungul liniei mijlccii MN, pind cind
planele (ABM) si (DCN) devin perpendiculare. Si =e afle distanfa, dupd indoire, de la
punctul 2 la baza AB.

8. Dreptunghiul A BCD se indoaie de-a lungul diagonalei AC, pind cind planele ACB
si ACD devin perpendiculare. Dacii AB = 3 cm si EC = & cm, si se afle lungimea seg-
mentului BD, dupd indoire.

A
4. Un triunghi dreptunghic ABC (4 = 90°) e indoaie fn lungul indl{imii 4D, pind
¢ind planele ABD si ADC devin perpendiculare. Stiind c¢a AB =2 /6 em i
AC = 21/10 cm, sii se calculeze distanta intre punctele B si €, dupd indoire.

A P
5. Dou#i Lriunghiuri dreptunghice iscscele AEC, (A = 90°) si ALC, (€ = 90°) au
cateta AC — a comuni si planele perpendiculare. 54 se calculeze lungimea gegmentului BD.

6. Fie « si p douii plane perpendiculare si 4 $i B doud puncte (4 € «, B < B).
Stiind cd punctele A, B sint situale la o distants de 3 m fa{i de dreapta de interseclie

a celor dous plane si ¢ AB — |/34 m, si se calculeze distanta intre M si N (picioarele .

perpendicularelor duse din A si B pe dreapta de intersecfie a celor doua plane).
7. Si se determine locul geometric al punctelor egal depirtate de dcui drepte paralele.

8. Si se determine locul geometric al puncteler egal depidrtate de doud drepte con-
curente.

9. Si se determine locul geometric al punclelor egal departate de douad cemiplane
mirginite de aceeasi dreapta.

10. Dacd numim ,,plan bisector* lecul geometric gisit 1a preblema precedentd, atunci,
54 se arate ci, fiind date trei plane care au un punct comun, si numai unul, planele bisec-
toare au o dreapti comund.

11. Fie 0A, OB, OC trei segmente perpendiculare doud cite doud. Perpendiculara
din O pe planul triunghinlui ABC cade in punctul de intilnire al iniltimilor trivnghiului
ABC.

12, Un triunghi dreptunghic isoscel ABC {;; = 90°) se indeaie de-a lungul indl{imi
AA’, pini cind planele triunghiurilor 44°B, AA’C devin perpendiculare. S& ce demonsireze
¢i triunghiul A BC, obtinut dupd indoire, are un unghi de 60°,
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18. In triunghlul ABE, se consldera linla mijlecle MN (M = AB 51 N e At 5
gecanta AP(P e BC), APNMN = P’, Se indoaie triunghiul de-a lungu] lui MN, astfe|
incit planele AMN si BMN si fie perpendiculare. SA se demonstreze ca triunghiul noy
fopmat. PP’A este isoscel,

14%. S4 se arate cd prin orice dreapts, situatd inlr-un plan «, trcce un plan unicper-
pendicular pe o,

16. Daci dreptele a si b sint perpendiculare si dacia | agib | B (xsipfiind dculd
plane), atunci o | B.

16. Dacd o dreaptd d este intersecfia a doui plane «, B perpendiculare pe un plen v,
atunci d | 7. ;

PROIECTII

" Definitie.

(intr-un plan care coniine punctul P gi
dreapta d) (fig. 8.1).

La fel ca in geometria in plan, se
constatd ca proiectia unui segment pe
o dreaptd este un punct sau un seg-
ment (fig. 8.2).

In teoremele de mai jos vom
conveni s considerdm, cos 0° =1 si
cos 90° = 0.

Teorems.

Demonstrajie. Teorema este cunoscutd in cazul in care 4, B si d sint co-
planare. -In cazul cind A, B si d nu sint coplanare, avem, desigur: B # B,
A # A’ iar A, A’, B nu sint coliniare.

1VY sfituim si refineti resultatele problemelor 14, 15, 16 pentru cd ele vd pot fi
utile in rezolvarea altora...
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Si alegem, pe paralela la AB dusa prin A’, de aceeasi parte a dreptei AA’
ca si B, un punct B” asa incit A'B" = AR (fg. 8.3).

l5}
A

Fig. 8.3
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A

Patrulaterul AA’B"B este un paralelogram, deci BB"| AA', BB" 1 d.
Sau B" este pe dreapta BB', sau d perpendiculard pe planul BB'B”.
In ambele cazuri, B” este in planul perpendicular pe d in B, deci B’ este
proiectia lui B” pe d. Cum u este unghiul dintre d §i A'B", iar dsi A'B"

sint coplanare, avem A'B'= A'B"-cos u = AB- cos u.

PROIECTII PE UN PLAN
Definitie.

Perpendiculara din punctul 4 pe plan se numeste proiectanta lui A. Proec-
tanta lui A pe un plan este unicd. Intr-adevir, si presupunem, ci ar fi doud,
unind picioarele perpendicularelor pe plan am obfine, impreund cu punctul
A, un triunghi cu doud unghiuri drepte, ceea ce este imposibil.

Evident, cind punctul se gdseste pe plan, atunci el coincide cu proiectia
sa (fig. 8.4). :

A

Fig. 8.4

Pentru ci deocamdata nu cunoastem altd proiectie decit cea ortogonald
{i vom. spune acesteia, pe scurt, proiectie.

Prin proiectia unei figuri oarecare pe un plan, intelegem locul geometric
al proiectiilor punctelor sale pe acel plan.

Teorema.
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Demonstratie. Cazul 1, Cind dreapta d nu este perpendiculara pe plan,
abunci proiectia ei pe acest plan este o-dreaptd (fig. 8.9). .

| = [ | IR

S oy

| | | 1 |

s Bie

A8 Al
Fig. 8.5

Considerdm punctul A fix pe dreaptd si punctul B mobil pe aceeagi
dreaptd. Fie A’ gi B’ proiectiile acestor puncte pe planul dat. BB’, »Spriji-
nindu-se* pe dreapta d §i avind o directie datd (aceeasi cu a Jui- A4" —
pentru ¢ doud drepte perpendiculare pe un plan sint paralele), genereaza un
plan. Intersectia acestuia cu planul inifial « este evident o dreapta. Cea cau-
tati. Evident, orice punct M’ & A'B’ este proiectia unui punct M € AB,
pentru ci dacd o secantd taie 0 dreaptd, taie orice paraleld a el. '

Observatie. Dacd dreapta este paraleld cu planul, proiectia ei va fi paraleld cu ea. Daci
dreapta este confinutd in plan, ea coincide cu proiecfia ei.

A
Cazul 2. Dreapta este perpendicu- J
lard pe-plan.
in acest caz proiecfia el esle un / vLA/
punct, deoarece proiectanta oricdrui X

punct A de pe d pe a este d insasi.
Deci proiectia lui 4 pe planul « se
reduce la punctul de interseciie a
lui d cu « (fig. 8.6).

Observajie. Nu trebuie infeles insd ci )
dacé proiectia unei curbe pe un plan este o E
dreaptd, curba aceasta este o dreapta. Astfel,
proieclia oriciirei curbe plane pe un plan

perpendicular pe planul ei esfe o porliune
din dreapla de intersectie a celor doud plane
(fig. 8.7). Fig. 8.7
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Teorem. i sar

lan.

Problemé se reduce la o problemi de geometrie in plan, in planul deter-
minat de proiectante (fig. 8.8).

Fig. 8.8

Cazul 2. Segmentul, care se proiecteazd; este perpendicular pe plan, atunci
proiecfia sa este un punch.

Intr-adevir, intreaga dreaptd-suport a segmentului se proiecteazd intr-
un punct. Deci gi segmentul continut in ea.

PROBLEME 8

1. Trei puncte coliniare 4, B, C se proiecteazi pe un plan in 4’, B’, ¢’. Bl se demon-
AB A’B’
streze ¢ — = ——.
C - B'C’

2, Fie 4BC un triunghi i A’B'C’ proiectia lui pe un plan «. Dacd 4,, By, C; sint mij-
loacele segmentelor BC, CA, AB, atunci aceste trei puncte se proiecteazdi, pe «, in mij-
loacele segmentelor B'C’, C'A’, A'E’,

8. Fie a, b dous drepte paralele. Ce puteti spune despre proiectiile lor, a’si b’, pe un
acelasi plan?

4, Se proiecteaz un triunghi oarecare ABC pe un plan « in A'B'C’'. 84 se demon-

streze ci proiectia centrului de greutate G al triunghiului ABC este centrul de greutate G
al triunghiului A’B‘C’.

5. Triunghiul echilateral ABC (AB = a) are latura BC continutd in planul e, iar A*
este proieciia lui 4 pe w. Stiind ¢ <tBA'C = 90°, sé se calculeze ig A’BA.
N
8. Unghiul 40B = 90° are latura OA paraleld cu planul «. Dacd 4’ O’, B’ sint pro-
iectiile punctelor 4, O, B pe «, aritafici m’ = 90%
7. Triunghiul isoscel ABC (4B = AC) are puncful B in planul «, iar € 5i Ade aceeasi

parte a planului «. Fie 4’ gi €’ proiectiile punctelor 4 §i C pe «. Stiind c# triunghiurile
AA'B si A’BC’ sint dreptunghice i isoscele (4'B = BC’ si A'B = a), si se calculeze
lungimea segmentului CC”.
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Demonstrajie. Cazul 1. Segmentul de proiectat nu este perpendicular pe*




8. Triunghiulisoscel A BC se proiecteazd pe planul «, ce confine pe BC, dupé triunghiul
dreptunghic A"BC. Stiind ¢ A’B = 4 cm, A'C = 3 cm, si se calenleze:

a) cosinusul unghiului ABC;

b) lungimea laturii necongruente cu celelalte ale triunghiului A EC,

UNGHIUL A DOUA DREPTE

Teorema asupra congruentei unghiurilor cu laturile paralele ne permite sa
dim o definitie unghiului a doud drepte, in general necoplanare. Sa observam
cdi, avind doud perechi de drepte paralele ce trec prin punctele P si P’
putem alege totdeauna semidrepte pe ele, cu originile in P, respectiv P’y
astfel incit ipotezele din teorema citatd si fie satisficute.

Dﬁﬁnitiﬂo Frin ungnii, a "i“‘- wre fe din

paralele la dreptele :
De multe ori vom folosi drept ,unghi a doud drepte”, masura T,

a

-

Observajie. Unghiul a doud dreple este 0° daci gi numai dacd dreptele sint paralele.

UNGHIUL UNEI DREPTE CU UN PLAN
Detinitie. Numim unghiul unei dreple cu un plan, unghiul fdcut de acea

dreapld cu proiecjia ei pe plan (in cazul cind dreapta nu este perpendiculari
pe plan si nici paraleld cu el) (fig. 9.2).

Fig. 9.2
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Dacé dreapta este perpendicularé pe plan, vom considers, unghiul dreptei
ou planul respectiv de 90° (fig. 9.3, a).

00
v’ 90°
S i PR
02
a b

Fig. 9.3

Dacil dreapta este paraleld cu planul, vom conveni s spunem cd dreapta
face cu planul un unghi de 0° (fig. 9.3, b).

Unghiul = al unei drepte cu un plan este deci cuprins intre 0° gi 90°
(u € [0° 90°)).

Peoremd. Unghiul unei drepte d cu un plan « este cel mai mic dintre unghiu-
rile formate de acea dreaptd cu o dreapld oarecare a planului.

\M
¢

d. \ \A / Fig. 9.4
7 8 M

Demonsirajie. Dreapta d se proiecteazd pe planul & dupd dreapta d'(4 =
— d N «). Considerdm o alty dreaptd d” C «, pe care 0 putem presupune ca
trece prin A. Din M € d, ducem MB L d'. Lusm pe d”, in direcfia in care
formeazd un unghi ascutit cu d, segmentul AC = AB. Triunghiurile MAB
gi MAC au cite doud laturi respectiv congruente (M A comund §i AB= AC)
si MC > MB (segmentul oblicei este mai mare declt segmentul perpendicu-
larei). Se gtie cd in doud triunghiuri care au cite doud laturi respectiv con-
gruente, laturei a treia mai mari i se opune un unghi mai mare §i reciproc,
deci ILMAC > L MAB, §i teorema este demonstrati.

Observagie. in particular, daci unghiul unei drepte a (din planul &) cu d, este congruent
cu unghiul dreptei d cu proiecfia sa pe e, putem trage concluzia cii acea dreaptd o este
paraleld cu proiectia dreptei d pe e.

Comentariu. Definitia distantei de la un punct la un plan si definitia
unghiului dintre o dreapté §i un plan apar analoage: anume ambele elemente
gint cele mai mici posibile, dintre toate cele care pot fi propuse.
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Observatie, Unghiul dintre o dreapt# si un plan este complementar unghiului dintre
acea dreapti si o perpendiculard pe acel plan, Aceasta ar fi putut fi luatd gi ca definitie.

Reamintindu-ne o observatie relativa la unghiul unei drepte cu un plan,
precum gi faptul cd doud perpendiculare pe acelagi plan sint paralele, ddm
urmétoarea:

])eﬁnitie. '8 o, B doud plLane rin unehiul dinire « [3 intelegem

vk @ tuturor ungALuriior jorma | oOwd arep @§L 0,1

_ Teoremd. Fie o §i B doud plane care se intersecteazd dupd dreapta d. Sd
alegem un punct PEd gi si ducem dreptele a C a, b C B, perpendiculare in p
pe 4. - :

a st b.

Demonstrajie. Sa considerim planul =, perpendicular. in P pe d. El va
contine dreptele @ si b (fig. 9.5). Planul = va fi perpendicular pe planele «
gi B, deci el va contine doud drepte a’, b" ce trec prin P, perpendiculare pe «
respectiv p (fig. 9.6). Rezultd @' L a, b 1L b. Unghiul dintre planele-a«,
este congruent cu unghiul ascutit format de o gi b, care, avind laturile
perpendiculare pe cele ale unghiului ascutit format de @ §i b, este congruent
cu acesta.

Atunci unghiul dintre planele «, B este congruent cu unghiul dinire dreptele

T
a
N
a
a
Fig. 9.5 Fig. 9.6

Observagie. Dou# plame sint perpendiculare daca si numai dacit unghiul lor este de 90°.
Dou# planme sint paralele dacd gi numai dac#l unghiul lor este de 0°

UNGHIURI DIEDRE

Definitie.

(f1g97) Fig, 9.7
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Vom numi unghi plan al unghinlui diedra valoarea unghiului dintre doudg

semidrepte a, b, ambele avind originea inir-un punct P & d, conjinule respectiv
in cele doud semiplane ce formeazd diedrul, si perpendiculare pe d

Obserpatie. Unghiul planelor « si B este congruent cu unghiul plan al diedrului, daci
acesta nu este obtuz, si cu suplementul acestuia, in caz contrar.

Problemd rezolvaid. Se dau in spatiu doud semiplane « §i B, care au muchia
comund m. Se cunoaste ci perpendicularele din acelagi punct Mem, ucCa
si v C B pe muchia m, fac intre ele unghiul 6 (fig. 9.8):

Fig. 9.8
Fie pe muchia m, segmentul AB = ¢, si in planele « si B segmentele

A'A = a, B'B = b, ambele perpendiculare pe c.

Fig. 9.9

S se calculeze in functie de a, b, ¢ si 0 segmentul A’B".

Ducem segmentul BD paralel si congruent cu A4’ deci BD = a. Ducem DT perpen-
dicular pe BB’, deci triunghiurile BDT, A’T' B’ 5i A'DT sint dreptunghice. Rezultd DT =
— @ -~sin 0 si de aici A'T? = DT? +'A'D? = ¢* + a®* sinz0, In friunghiul A’TB’ se poate
aplica teorema lui Pitagora: A'B® = (6 — a: cos B)® + ¢* 4 abs sin? B =
_b® — 9ab-cos 8 — a*-cos O & ¢® - a?-sin O si, stiind cd sin?6 + cos?@ = {1,
rezulti: A’B2 — q® + b2 + ¢ — 2ab- cos 0.

Aceastd formuld ,seamini“ cu teorema cosinusului. Unghiul 0 joaci un rol deosebit
in caleulul unui segment cu capetele in doud plane care au o dreaptd comund, in fond 0
nu este deeit unghiul plan al unghiului diedru initial...
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Teorems.

Demonstrajie. Dacd @ L «, atunci w = 90° si cos u = 0, proiectia este un
punct etc. Dacd u # 90° fie d’ proiectia lui d pe o Proiectia segmentului
pe planul « coincide cu proiectia sa pe dreapta d’, w este, prin definitie,
unghiul dintre dreptele d si d’ si teorema rezultd adeviratd pe baza celei
precedente. :

Inainte de a stabili un rezultat asupra ariei unei proiectii, vom demonstra:

Peoremi ajutitoare. Fie « si p doud plane neperpendiculare, ce se intersec-
teazd dupd o dreaptd d. Dacd b este o dreaptd din B, perpendiculard pe d, atunci
proieciia lui b pe o este perpendiculard pe d, iar unghiul dinire b si « este egal
cu unghiul dintre planele o si B.

Demonstratie. Fie P punctul de intersectie al lui b cu d (fig. 9.10). S&
ducem un plan = _L d, prin P. El va contine pe b si va fi perpendicular

FFig. 9.10

'pe «, deci proiectia lui b pe planul « va fi dreapta ¢ == N «, care va fi

perpendiculard pe d (b nu este perpendiculard pe «, deoarece B nu este
perpendicular pe ).

S-a vizub in teorema ajutitoare ci unghiul dintre « si B este egal cu
unghiul dintre b i d, care, prin definitie, este egal cu unghiul dintre b si a.
Acum putem dovedi:

Teorema.

Demonstratie. Dacd u = 90°, triunghiul se proiecteaza dupd un segment
(cos u = 0) etc. Dacd u = 0°, triunghiul se proiecteaza dupd unul egal cu
el, conform teoremei precedente (cos u = 1) ete.

Fie deci, 0° < u < 90°. Planul « va avea cu planul triunghiului o dreapta
comund d.

Si consideram intii cazul in care triunghiul ABC are o laturd, (fie ea A B),
paraleli cu d (fig. 9.11). S& ducem inéljimea C'D a triunghiului. Conform teo-
remei ajutdtoare, proiectia lui C'D este indlyimea C'D' a triunghiului A'B'C",
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Fig, 9.11 ' 0

| 5%

¢

jar unghiul dintre C'D si « este egal cu u. Conform teoremei relative la pro-
iectia unui segment pe un plan vom avea: C'D' = CD-cos u §5i A'B" = AB,

deci aria A'B'C’ = %-A'B’ 0D =% .AB-CD -cos u = (aria ABC)-cos u.

In cazul general, observim ¢& orice triunghi se descompune in triunghiuri,

avind fiecare cite o laturd paraleld cu o dreaptd datd d din planul sdu
(fig. 9.12).

Fig. 9.12

Scriem relatia de demonstrat pentru fiecare din aceste triunghiuri, le
adunim si obtinem relafia dorita.

Observatie. Teorema se generalizeazdi la orice poligon plan.

Teorema lui Desargues*. Din punctul V pornesc irev semidrepte a, b, ¢,
necoplanare toale irei. Pe semidreapte a ludm punctele A, A’, pe semi-
dreapta b ludm B, B' si pe semidreapia ¢ ludm C, C', asifel incit laturile
trinnghiurilor ABC si A'B'C’ sd nu fie, respectiv, paralele. Atunct dreptele
AB si A'B', BC si B'C', CA 51 C'A’ se intilnesc in trei puncte coliniare
(fig. 9.13).

Demonstragie. Vom ardta, mai intii, ¢i dreptele AC cu A’C’, AB cu A’B’ si BC
cu B'C’ se intilnesc si apoi cd punctele lor de intersectie sint coliniare.

fntr-adevir, punctele 4, A’, €, €’ sint coplanare (4 si A’ sint situate pe dreapta a,
iar € si ¢’ pe dreapta c; dreptele a sic sint concurente, deci coplanare).

* Textele insemnate cu o bard la marginea paginii sint facultative.
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Fig.9.13

Din ipotezd, dreptele AC si 4’C’ nu sinf paralele, deci, fiind coplanare, se intil-
nese. Fie N punctul lor de intersectie.

La fel, AB si A’B’ se intilnesc in P, BC si B’C’ in M, Dar punctele M, N, P,
situate pe dreptele BC, CA, AB, apariin planului triunghiului ABC; aceleagi puncte
M, N, P, fiind situate si pe dreptele B'C’, C'4’, A’B’, apartin si planului triunghiului
A’B’c’, deci sint situate pe dreapta de inferseclie a planelor. Rezulid cd M, N, P
sint coliniare.

Observatit. 1, Dacii dou# din laturile triunghiurilor de exemplu AC si A°C’, sint
paralele si restul enunfului rimine acelagi, se dovedeste usor cd dreptele MP, A°C’
si AC sint paralele. :

2. Daci AC || A’C’, BC || B’C’ atunci si AB || A’B’ si planul friunghiului ABC
este paralel cu cel al triunghiului A’B°C’ (fig. 9.14).

Fig. 9.14

Dacd vom conveni sd spunem c# doud drepte paralele au un punct comun la
infinif i ¢4 doud plane paralele au o dreaptd comund la infinit, in enunful teoremei lui
Desargues nu mai este nevoie de specificat cd laturile triunghiurilor ABG 5i A’B'C’
nu sint respectiv paralele. Enuntul se simplifici, in schimb sensul siu capitd un plus
de incércatura, prin _generalizare,
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Problemi rezolpatd, Ne-am deprins, pind acum, si folesim uneori geometria in
plan pentru a rezolva probleme sau pér{i din probleme de geometrie in spatiu. ,Meteda
proiectiei” ne di posibilitatea sd facem si drumul invers: si rezolvim probleme de
geometrie pland cu ajutorul geometriei in spatiu. Teorema lui Desargues este un exemplu
clasic in aceastdl privin{i. ‘

Se daw trei drepte in plan (de date aceasta) a, b, ¢ concurente in V (fig. 9.15). Doud
triunghiuri ABC si A’B’C’ au virfurile respectiv pe aceste drepte ginu au laturile cores-
punzitoare paralele. Si dovedim atunci cd acestea se intilnesc in irei puncte coliniare
AN, R, . ‘ .

Fie o planul dreptelor a, b, ¢ $i g un alt plan (B | «), care trece prin V si printr-o
dreapti a’ (V < ') ce se proiecteazd in « dupd dreapta a (fig. 9.16). Fie 4, = o/, qunc-
tul care se proiecteazi in 4 pe « §i A’y € «, punctul care se proiecteazd in A’ pe o

\ . c C"’

Fig. 9.15

Laturile triunghiurilor 4; BC si A3B’C’, care indeplinesc conditiile teoremei lui D?sar-
gues in spafiu, se infersecleazd in trei puncte coliniare M, IV;, Py, care se vor prmevcta.
in M, N, P pe planul «. Dar, proiectia unei drepte fiind tot o dreaptd, rezultd cd §i

Fig. 9.16
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M, N, P sint coliniare. Veti obiecta cii proiectia unei drepte poate fi si un punct, dar
acesta se intimpli cind dreapta este perpendiculard pe plan. In cazul nostru M,NV,
este intersectia planelor 4,BC si A’;BC, care ar trebui atunci si fie perpendiculare i
ele pe « (deoarece contin o dreaptd perpendiculard pe «). Dar atunci n-am mai avea in «
un ,triunghi“ ABC ci trei puncte pe un segment 4, B, C.

PROBLEME 9

1. Un segment AB = 10 cm face cu planul « un unghi de: a) 45°; b) 30°; ¢) 60°. Aflati
misura proiectiei segmentului 4B pe planul «, in cele trei cazuri.

2. Triunghiul dreptunghic ABC (A = 90°) are cateta AB continutd in planul e,
Proiectia punctului € pe « este C’. Si se demonétreze cd triunghiul ABC” este dreptunghic.

3. Triunghiul dreptunghic isoscel ABC (A = 90°) are latura BC continutd in planul
o, si se proiecteazi pe acest plan dupid A’BC. Stiind ci SC BA'C = 120° si cd BC = a, sd
se afle: ;

a) indl{imea A’D (D e BC) a triunghiului BA’C in functie de a;

b) una din functiile trigonometrice ale unghiurilor formate de 4B si AC cu planul a.

4, Se di unghiul 20y si un punct M ce nu apariine planului unghiului. Si se arate
¢ii, dacd proiectia lui M pe planul unghiului aparfine bisectoarei acestuia, atunci punctul /1

‘este egal depirtat de laturile unghiului z0y.

5. Un trapez dreptunghic ABCD (AR ||CD, <tA = 90°) are baza :are AB conti-
nutd in planul «, Stiind ¢i AB = 5 cm, CD = 2 ¢cm, BC = 6 cm, si cil planul trapezului
formeazi cu o un unghi egal cu unghiul siiu ascutit, se cere:

a) s4 se arate ci patrulaterul ABC'DY, (C* D’ — proiectiile lui € §i D pe a) este trapez
dreptunghic;

b) s se calculeze dimensiunile trapezului ABC’D".

6. Un segment AR se proiecfeazi pe un plan « dupd A’B’. $tiind ¢d A’B’ = & ABRB,
- 5

s# se calculeze tangenta unghiului format de segmentul AB cu a.

7. Un triunghi echilateral ABC cu latura de 6 cm se proiecteazd pe un plan «, ce
contine punctul A4, dupd AB’C’. Se stie cd JB'AC" = 90°, AB §i AC fac cu o unghiuri
congruente, si_cd sint de aceeasi parte a lui «. 54 se calculeze unghiul format de A5 si
AC cu .

8. Doud oblice, care pleacd din acelasi punct exterior unui plan, au lungimile de 20 cm

si 16 cm. Proieclia pe plan a primei oblice este de 15 cm. Si se afle lungimea proiecfiei
celei de a doua oblice.

9. Triunghiul A BC se proiecteazi pe,planul «, care confine pe BC, durd triunghiul
A’BC. Stiind cd: JLBAC = 90°, LABC = 45°, XBAC = 75° 5i cd indliimea AD a
triunghiului ABC, (D e BC) are lungimea a, si se calculeze:

a) segmentele BD si DC in functie de a;

b) iniltimea corespunzitoare laturii BC a triunghiului BA'C;

¢) cosinusurile unghiurilor formate de AB §i AC cu planul o.

10. Un triunghi dreptunghic ABC (¥4 = 90°),cu AB = 6 cm, AC = 8 cm se proiec-
teazd pe un plan « dupd A’B’C’. $tiind ci aria triunghiului A’B’C’ este de 12 cm? sd se
afle unghiul plan al diedrului format de « cu planul triunghiului.
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11. Un trapez dreptunghic, cu bazele de 2 em si (2 — 3|/ 3)cm, are latura oblicd de
6 cm. Se proiecteazi acest trapez pe un plan. Acest plan face cu planul trapezului un
unghi ctt unghinl ascufit al trapezului. S se afle aria proiectiei trapezului.

12. Triunghiul 4 BC se indoaie de-a lungul liniei mijlocii MN (M = AB, N  AC),
astfel incit planul triunghiului AMN si cel al trapezului MNC B sa formeze un diedru drept.

a) Si se determine unghiul plan al diedrului format de planul trapezului MNCB st
cel determinat de punctele 4, B, C.

b) Notind cu § aria friunghiului inifial ABC, si se determine, in functie de S, aria
noului triunghi obtinut dupd indoire.

18. Un trapez isoscel are baza mici si laturile oblice egale fiecare cu 2a, iar unghiurile
ascufite egale cu 60°. Sd se calculeze aria proiectiei acestui trapez pe un plan care face cu

“ planul trapezului un upghi congruent cu unghiul ascufit al diagonalelor.

14, Un trapez ABCD, cu baza mare 4B, continutd in planul «, are raportul bazelor

£D = i Stiind ca distanfa de la punctul ¢ la planul o este de 24 cm, si se afle

AB 7
distanta de la punctul O, de intersectie a diagonalelor trapezului, la planul e.

63




POLIEDRE PARTICULARE

TETRAEDRUL

.Ini;elegem p]:in ,ploliedru o figurd care, prin proprietdtile ei spatiale; ne
amintegte proprietétile poligonului, ca figurd plani. ’

VOIT). 'incepe prin a studia diferite poliedre particulare. S& mentiondm cd
parale]_lplpedul, de pildd (intilnit in clasa a cincea), este un poliedru.

Poliedrul, analog triunghiului din plan, este tetraedrul.

g Un tetraedru este definit prin patru puncte, numite virfuri, care trebuie
sd fie p.atru pgncte necoplanare (la fel, in plan, triunghiul este definit prin
cele ’91“91 virfuri ale sale, care trebuie sd fie necoliniare).

S& unim cele. patru puncte in toate modurile posibile: (fig. 10. 1). Segmentele
dg dreapta_ qbpln}lte le numim muchiile tetraedrului. Triunghiurile care se
formeaza g1 interioarele lor alcdtuiesc fefele tetraedrului. Reuniunea acestor
fete este suprafata tetraedrului.

Unind eu un segment doud puncte de pe suprafata unui tetraedru, neage-
zate pe aceeagl fatd, orice punct din interiorul acestui segment se numeste
punct interior tetraedrului. :

3euniunea dintre suprafata tetraedrului gi interiorul siu formeazi un corp
numit tetraedrul. Uneori, vom considera in probleme drept tetraedru numai
suprafata sa.

5% e a I L : - Dacé
considerdm tetraedrul ,agezat“ pe una din fefe, 0 vom numi pe aceasta bazi
iar pe celelalte, fete laterale. )

Distanta dia l.a un virf (de pildd A) la fata opusd lui (ADBC), (fig. 10.1),
se numegte indltimea tetraedrului (&, din fig. 10.1). Luatd astfel, indltimea
este un numdir. In unele probleme o vom considera i ca segment cuun capét

in virf i cu celdlalt capdt in planul fetei ce nu trece prin virful respectiv.
Un tetraedru are patru indl{imi.

A
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Despre volum. Obiectele din- jurul nostru ocupd ,loc* mai mare sau mai
mic. Un dulap de bucdtérie, de pildd, dacé este ,mai mare* lasd ,mail pufin
Joc* de trecere in jurul siu, deci el ocupa ,mai mult loc* din ,cantitatea de
loc“ a camerei. Bineinteles cd fortim putin modul de exprimare pentru a
vorbi de lucruri cunoscute. Sintem condusi in mod firesc sd compardm,
tntr-un fel oarecare, ¢it loc ocupd un obiect, cu cit loc ocupd alt obiect, din
gpatiul inconjurédtor. Apare ideea de a asocia fiecdrui corp din spatiu cite un
numdr, pe care il vom numi volumul siu, care si ne permita si facem astfel
de comparatii. :

Volumul tetraedrulut este un numdr egal cu ¢ i

si indl{imea care este perpendiculard pe ea.

erme ain prof wsul arntre aria

uneL jeLe ¢ L pe
Aceastd definitie necesitd precizari. in primul rind trebuie ardtat cd acest
numir este acelasi, oricare ar fi alegerea fetel tetraedrului, consideratd ca
bazd, si a indltimii corespunzitoare ei.
Pentru aceasta, ducem indltimile fetelor ABC si DBC (AM = ay DN =
— a,) si indltimile tetraedrului AQ = h,, DP = b, (fig. 10.2).

Fig. 10.2

Si demonstrim egalitatea produselor a;f, § azh,. Pentru aceasta vom
constata congruenta unghiurilor QA M si PDN. Dreptele MQ si ND sint_per-
pendiculare pe BC (DN fiind indltime gi MQ din una dintre reciprocele teo-
remei celor trei perpendiculare). Deci MQ || ND. La fel, MA || PN. Ingeamni
cd 3L AMQ = PND. Rezultd cd si complementele lor sint congruente
(32 MAQ = I NDP), (3 MAQ = «). Exprimém, in doud moduri, cosinusul
unghiului «: cos &= L si, egalind produsul mezilor cu al extremilor,

sy ay 3
obtinem egalitatea ciutatd. ;
Vom nota cu Sgep 8i Spea ariile fetelor BCD, respectiv BCA. Sa dovedim
3 S—Fﬁcg' by _ SBcA - hy  BC: Gk _ 0SS 'Salhl <> a;hy, = ash,, relatie demon-
3 6 ;
strati. Dar, intr-un tetraedru, oricare doud fete au o laturid comund, deci
oricare ar fi fata aleasd cu indltimea corespunzatoare, produsul lor este acelasi.

Daci se di un tetraedru A BC.D si prin dreapta AD se duce un plan care
taie muchia BC intr-un punct interior M, este evident cd suma volumelor
tetraedrelor ABMD si ACMD este egald cu volumul tetraedrului A BCD,
pentru cd suma ariilor ABMD s AMCD este aria ABCD, iar indltimea
corespunzitoare acestor fete este aceeasi (fig. 10.3).
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Fig. 10.3

Cind desendm un tetraedru, avem grijd, in general, 8§ figurdm muchiile
care nu se vid, punctat. Exemple in fig. 10.4:

- SGA

L?'ecpiuni intr-un teiraedru. Intersectia unui plan cu un tetraedru se numegte
sectiunea determinatd de plan in tetraedru.

O problemd de desen. Dindu-se tetraedrul ABCD §i punctele M, N, P pe

muchiile sale, aga cum ne aratg figura 10.5, s desenam secfiunea determinati
in tetraedru de planul ce trece prin M, VP '

Fig. 10.5

A A A A |
M M M M
5 7D B D B 05 f/]
C "c A A
Q a

Observim cd segmentul MN este continut in fata ABC, la fel MP c
C(ABD). Le figurdm, unind M cu N si M cu P. Dreapta MN are comun
cu dreapta BC punctul Q, care, fiind pe BC, aparine si planului (BCD ), la fel
ca §i punctul P, deci dreapta PQ este continutd in planul (BCD ). Dreapta PQ
intersecteazd pe CD in T. Segmentul TP este o laturd a sectiunii. Punctele

NV i T sint pe aceeasi fatd, deci sectiunea este poligonul NMPT cu interiorul
sAu.
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A Ay

Fig. 10.6

Desfigurarea unui tetraedru. Presupunem, prin concretizare, un tetraedru
din carton (tetraedru-suprafatd deci, nu tetraedru-corp). , T#indu-1“, de exem-
plu de-alungul muchiilor AB, AC, AD, sé-i,rabatem" fetele, fard a le deforma,
pind se ajunge la un poligon plan A;BA,CA3D, care reprezintd o desfdgurare
a tetraedrului ABCD. (Atentie A,B = A,B, A,C = CA,;, A;D = DA,)
(fig. 10.6).

PROBLEME 10

1. Un tetraedru are baza un triunghi dreptunghic, cu ipotenuza de 10 cm si o catetd
de 8 cm. Indltimea tetraedrului este de 10 cm. Care este volumul siu?

2. Tetraedrul VABC are fata ABC un triunghi echilateral cu latura 8 /3 cm, stiind
ci distan{a lui ¥ la planul (ABC) este 10 cm, sd se afle volumul tetraedrului.

8. Un triunghi dreptunghic ABC are catetele AB =3 m §i AC = & m. In 4 se
ridicd o perpendicularid pe planul triunghiului, pe care se ia un segment AV = 2,4 m.
S4 se afle:

a) volumul tetraedrului VABC;

b) aria totald a tetraedrului VABC;

c¢) unghiul plan al diedrului format de fata ¥BC si planul triunghiului 4 BC.

4. Tetraedrul VABC are fata ABC un triunghi isoscel (4B = AC), iar piciorul per-
pendicularei din ¥V pe planul (4 BC) este punctul A. Stiind ci: AB = AC = 5 m, BC =
= 6 cm §i AV = 3 m, si se calculeze aria totald gi volumul tetraedrului,

b. Pe perpendiculara in A pe planul dreptunghiului AECD se ia punctul M, astfel
incit MB = 20 cm, MC =5|/17 cm i MD = 13 cm. Se cere:

a) si se demonstreze cd triunghiurile MBC si MDC sint dreptunghice;

b) si se calculeze volumul tetraedrului MARBC.

6. Tetraedrul VABC are fata ABC un triunghi echilateral, iar distanta lui V la
planul ABC este de 8 cm. Stiind cd raza cercului circumseris triunghiului ABC este

R = 4|/3 cm, si se afle volumul tetraedrului,

57




s

—_

7. Intersectind un tetraedru regulat cu un plan ce trece prin mijloacele a trel muchil

ce pornesc din acelagi virf, 84 se determine forma gi aria sectiunii in funcfie de lafura

,a" a tetraedrului,

8. Cunoscind latura ,,a* a unui tetraedru regulat, si se calculeze aria totald si yolumul
tetraedrului.

9%, Giisifi o desfdgurare a unui tetraedru regulat, astfel incit fiecare fa(d si aibi cel
mult doud laturi comune cu o altd fajd. Ardtati cd, tn acest caz, doud din laturile poli.
gonului obfinut sint paralele §i congruente.

Fig. 10.7

10. n figura 10.7 punctele M, N, sint mijloacele muchiilor A B si AD, iar P un punct
interior muchiei CD. S4 se determine natura secfiunii determinate in tetraedru, de planul
ce trece prin M, N, P si si se deseneze aceastd secfiune.

11. Fie ABCD un tetraedru si A’, B’, C’, D', centrele de greutate ale fetelor opuse vir-
furilor 4, B, C, D. S# se arate cil A4’, BB’, CC’ 5i DD’ sint concurente intr-un punct G.

12*, Un triunghi ascufitunghic ,se tndoaie“ de-a lungul liniilor mijlocii piné se obfine
un tetraedru. 84 se arate ci o indlfime a tetraedrului obtinut cade in ortocentrul triunghiu-
lui initial.

18. 84 se arate cd perbendicu]arele in centrele cercurilor circumscrise fefelor unui
tetraedru sint concurente.

14. Daci intr-un tetraedru cu toate fejele triunghiuri dreptunghice se intilnesc intr-un
virt doud unghiuri drepte, atunci mai existd un virf al tetraedrului, in care se intilnesc
doud unghiuri drepte. %

16. Fie OABC un tetraedru astfelincit04 | OB | OC | OA, Sdse arate cd pétratul
ariei fetei A BC este egal cu suma patratelor ariilor fetelor OAB, OAC, OBC.

16. Fie ABCD un tetraedru in care AB | CD. S# se arate cé piciorul perpendicularei
din A pe planul BCD cade pe inil{imea din B a triunghiului BCD. Dac4, in plus, AC | BD,
atunci 4D | BC si tndlfimile tetraedrului sint concurente,

a8

PRISMA

S& considerim, in spatiu, un poligon — presupus plan pentrua simplifica
Jucrurile, numit poligon director-gi o dreapta d, care nu este paraleld cu planul
poligonului. O dreaptd care se ,,migcd“, sprijinindu-se pe poligonul director gi
rimine, tot timpul, paraleld cu d, genereazd o suprafatd pe care 0 numim
suprafatd prismaticd. Cu alte cuvinte: Locul geomeiric ol pun telor dreptelo
p ole eu d, care 7 s
faid prismaticd (fig- 11.1).

[ireclior, se numesie supra

Fig. 11.1

Intersectind aceastd supralatd cu doud plane paralele (« s1 ), se obtin,
in aceste plane, doud poligoane cu laturile respectiv paralele si concurente, §i,
in zona dintre cele doud plane, un numdr de paralelograme egal cu cel al
Jaturilor poligonului director. Poligoanele din planele paralele, impreund cu
interioarele lor, se numesc baze, paralelogramele, cu interioarele lor, de pe
suprafata prismaticd, fete laterale. Reuniunea fetelor laterale cu bazele for-
meazd suprafaje prismei. Suma ariilor fetel '

Un punct interior segmentulul care unegte doud puncte de pe fete diferite
gl care nu se gisesc pe aceeagi muchie, se numeste punct interior prismei.
Mulsimea punctelor interioare reunitd cu suprafaja prismei alcdluiesc corpul
npumit prismd.

Uneori, ca si nu mai lungim exprimarea, vom numi prisma numai supra-
fata sa.

Dacs muchiile laterale sint perpendiculare pe planele bazelor, atunci prisma
se numeste dreaptd, iar fetele ei laterale sint dreptunghiuri.

La o prismd distanja dinire baze se numegte indlgime. (Reamintim cd dis-
tanja dintre doud plane este lungimea segmentului de dreaptd determinat
de plane pe perpendiculara comuna.)

La prisma dreaptd indltimea este cit muchia laterald.

Prismele se deosebese, ca denumire, dupi numdrul laturilor poligonului

‘de bazi (de exemplu, in fig. 41.2 prism# triunghiularg, prisma patrulaterd,

prismd pentagonald).
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Fig. 11.2

Paradlelipipedul este.o prismd cu bazele paralelograme, deci are toate fefele
paralelograme. El poate fi considerat prismd in trei n,moduri“ diferite. Oricare
ain paralelogramele care determind fetele paralelipipedului poate fi considerat
poligon director. Dacé fetele laterale sint dreptunghiuri, adicd dacd muchia
laterald este perpendiculard pe bazd, paralelipipedul se numegste drept. (Obser-
vam ci aceastd denumire este arbitrard: dacd alegem ca bazd o fatd laterald,
paralelipipedul drept ne apare acum oblic.) (fig. 11.3).

0 L

|
A==t
|

1 £

Fig. 11.3

Un paralelipiped cu toate fetele dreptunghiuri se numeste dreptunghic.

Vom spune deci ¢i un paralelipiped dreptunghic este o prismi dreapta
in trei moduri diferite, iar un paralelipiped drept este o prismi dreapt# numai
intr-un singur mod. Evident orice paralelipiped dreptunghic este drept, nu
insd orice paralelipiped drept este dreptunghic.

|

)
el

I

|

I

|
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Fig. 11.4

Observagie: Ultima propozilie pare mai simplu de inteles decit de desenat, pentru cid
bazele, din cauza perspectivei, ne apar sila cel drept si la cel drcplunghic tef paralelo-
grame, care nu sint dreptunghiuri (fig. 11.4). in figurs, ca s evitim confuzia, am marcat;
si pe baza unghiurile drepte.
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PROBLEME 11

R

1. O prism# exagonald regulatd dreaptd are toate muchiile de 2 cm (5i muchiile de la

" pazi si muchiile laterale). S4 i se calculeze aria laterald.

9. Pe muchiile AA’, BB’ si €C’ ale unei prisme triunghiulare ABCA’B'C’, alegem
punctele M, 2, i

a) S4 se arate ci dacd G este punctul de. intilnire al medianelor triunghiului ABC,
jar S cel al medianelor triunghiului MNP, atunci GS || AA’,

b) Cunoscind ci AM = 6 cm, BN = 8 cm, CP — 10 cm, si se calculeze GS. -

¢) Si se rezolve problema in cazul AM = a, BN = b, CP = c.

3. Fie ABCDA’B’C’D’ un paralelipiped. Sd se arate cd mijloacele muchiilor A4’
A'B’, B'C’,C'C, CD si DA sint coplanare i formeazd un hexagon cu laturile opuse paralele
si congruente.

4. S& se descrie toate tipurile de sectiuni ale unei prisme triunghiulare cu un plan.

5. Aceeasi problemd pentru o prismd patrulaterd.

6. Fie ABCDA'B'C’D’ un paralelipiped dreptunghic. Fie N mijlocul lui AB, P al
lui BC, M al lui A’D’, R allui D'C’. Si se arate c:

a) MR si NP sint congruente si paralele;

b) MXN si RP sint paralele.

7. Fie ABCDA’B'C’D’ un paralelipiped. Prin punctul O de intersectie a dreptelor
AC’ si A’C ducem un plan oarecare «. Sa se demonstreze ci suma distantelor virfurilor
unei baze la planul « este egald cu suma distantelor virfurilor celeilalte baze la «.

Diagonala paralelipipedulut dreptunghic este segmentul de dreaptd care
unegte doud virfuri, care nu sint pe aceeagi fatd (de exemplu A'D din figura
12.1). Intr-un paralelipiped existd patru diagonale. Presupunem, in aceastd
figurd, ci dimensiunile paralelipipedului sint @, b, ¢, si diagonala A’'D = d.
Si demonstram ci:

d® = a® -+ b* 4 c* |?

formuld utila pentru caleulul -diagonalei si care este teorema Iui Pitagora in
spapiu (fig. 12.1).

0 a z
D |
B LA’
14
WA Fig, 12.1
(gjiraes
T 5
S N 1))
(i a A
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In triunghiul dreptunghic AA’D (JCA’AD = 90°) : d? = ¢ 4 2% = ¢* £
+ a® -+ b?, gi relatia este demonstrata. -
O problemd de secfiune. Se dd cubul din figura 12.2 cu notafiile ei, undes

M e DD';, Ne& C'C, P& AB. Si se deseneze sectiunea determinatd de
MNP in cub.

01 cl DI C,l DI C.f
| ;
L) 7 T s i iy
E w | w i .y
| :
s | DRGNS Jlbedi e S8 ¢ e s 2 AR
///_ // Q § //)—
// i3 /7 5
AR Vs A P B A=t Vo
Fig. 12.2

Unim M cu NV (fiind pe aceeasi fatdl), prelungim dreapta lor pind taie pe DC in Q,
care apartine deci planului (C’CD). Unim Q cu P. Notém R = CB 1 PQ. Am obfinut
gegmentul VR al sectiunii, Ducem, pe fata 44’D'D, MS || NR, (§ € A’4). Unim S cu P,
Secjiunea ciutatd este PRNMS,

Dupé cum ii alegem baza, sintem obignuiti, la un paralelipiped dreptunghie,
88 numim muchiile de mdrimi diferite: lungime, latime gi indltime; luyngimea
gi layimea sint laturile bazei, in aceastd ordine (lungimea este mai mare decit
1atimea), Numim. uneori lungimea, litimea si inil{imea, ,cele trei dimensiuni
ale paralelipipedului®, Dacd le notdm cu a, b, ¢, aria totald a paralelipipedului
dreptunghic va fi: :

(fig. 12.3) @ = lungime, b = ldtime, ¢ = indltime.

: (]
Fig. 12.4 gl Fig. 12.4
b

a

Un oaz particular de paralelipiped dreptunghic este cubul, care are toﬁte
muchiile congruente, deci toate fefele sint p#trate. Notind lungimea muchiei
lui cu ¢, aria sa toteld va fi (fig. 12.4).

.pesfdgurarea paralelipipedului dreptunghic. La fel ca la tetraedru, prin
ybiliere de-a-lungul muchiilor gi rabatare®, se obtine un poligon plan. Consis
dertim figura 12.5 destul de elocventd...
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In triunghiul dreptunghic ABD (3B = 90°): a® = a® 4 b2, (x = AD) "

Al ol @il A
= A i e &
‘.;4’ AR f
| —0 | |
1R s |
b D IS0 B 5 R fns i) i
A W4 A a A
/s | |
PRI |
A A ¢
A 8
F_iﬁ. 12,5

Mai existd gi alte moduri de desfagurare a unui paralelipiped. Gasiti gi voi
un exemplu. :

Obsergajie. Numim prism# concavd, o prismi cu poligoanele de bazd concave™; con-
statim ci existd gi prisme concave nedesfagurabile (fig. 12,6).

Fig, 12.6

PROBLEME 12

1. Un paralelipiped ‘dreptunghic ABCDA'B'¢’D’ are dimensiunile AB = 3 cm,
BC = 4 cm gi AA’ = 12 cm. 8% se calculeze:

a) lungimea diagonalei sale; :

b) distanta de la punctul C la dreapta AC"

9, Un paralelipiped drept ABCDA’B'C'D’ are baza ABCD un romb cu latura de
8 cm i unghiul 4 de 120°. §tiind c4 muchia laterald a paralelipipedului este de 6 cm, sd

se calculeze:
a) aria laterald a paralelipipedului;
b) lungimea segmentelor A’C si BD’.

8. Un cub are muchia a. 83 se afle distantele de la virfurile sale la o diagonald.

4, Un paralelipiped drept are laturile bazei de 6 cm si 10 cm si unghiul dintre ele de
60°, stiind c# fndl{imea paralelipipedulvi este de 12 cm, sd se afle aria sa tofald.

* {n general, o mulfime de puncte o numim convex, dact unind cu un segment oricare
doud puncte ale ei, interiorul acestuia este confinut, in intregime, in aceastd mulfime. Se
aratd ci in cadrul poligoanelor plane acest fapt revine la a spune ci poligonul se géseste in
intregime de aceeagi parte a dreptei-suport a oricdrei laturi, :
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5. Fie ABCDA’B'C’D’ un cub (figura 12.7).
a) Dintre planele determinate de punctele din figur#, sl se indice unul care este per.
pendicular pe muchia AB,

b) 84 se indice « dreaptd determinati de punctele din figurd; perpendiculari pe
dreapfa AC’,
7 (i

Fig. 12.7

6. S¥ se demonsireze ci intr-un cub ABCDA'B’C’D’ perpendiculara din D pe diago-

nala AC’ o taie pe aceasta intr-un punct Q, astfel incit iig; = i.

7. Fie ABCDA’B'C'D’ un paralelipiped dreptunghic cu AB = 9 em, AD =.15 cm
si AA’ = 20 cm. Se cere distanta lui B’ la diagonala AD’.

8. Un paralelipiped ABCDA'B'C’D’ are baza ABCD un p#trat, Muchiile laterale
formeazd cu plahul bazei unghiuri de 30°, iar planele AA’B’ 5si DD'C’ sint perpendiculare
pe plahul bazei. Cunoseind ch AB = 4 cm §i A4’ = 6 cm, sd se calculeze aria totald
a paralelipipedului. '

9. Fie ABCA’B’'C’ o prismi dreaptd, cu baza A BC un triunghi dreptunghic in 4, cu
AB = 15¢ém, AC = 20 cm §i A4A" = 30 cm. Fie M mijlocul lui CC’. Sd se determine forma
gi perimetrul secfiunii prismei cu planul determinat de punctele A’, M, B.

10. fntr-un paralelipiped dreptunghic ABCDA’B’C’D’, cu baza ABCD un pitrat,
tnil{imea este de 8 cm, iar dreptunghiul ABB’A’ are aria de 21 cm® S& se afle dimen-
siunile paralelipipedului.

11. Se d4 un paralelipiped drept cu baza un romb, in care se cunosc: indl{imea &,
latura e a rombului, precum si un unghi ascutit 0, al rombului. 84 se calculeze, in funciie
de a, k, 0, diagonalele paralelipipedului.

12. Si se determine, in cuburile din figura 12.8, secfiunile determinate de planele ce
trec prin punctele M, N, P. ‘

N 2 M”P

| |

! |
gl pgs Josles L
y 174 7 b7k

(Figurile se vor copia intoemai pe caiet.)
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13. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile proportionale cu numerc.ale O 857155
gtiind ci diagonala paralelipipedului este de 21/38 cm, si se afle dimensiunile parale-
1ipipedu1ui.

14. Pe planul triunghiului dreptunghic isoscel ABC, (AB = AC§iAB = a), ducem per-
pendiculara AA’ — a. Din A’ ducem un segment A’'D = a |/2, perpendicular pe Aza’l’.
Daci BD este perpendiculari pe AB gi dacid D este de aceeasi parte a planului AA°B
ca gi C, atunci triunghiul DBC este echilateral.

o

VOLUMUL UNEI PRISME TRIUNGHIULARE

Inainte de a-1 defini, vom face urmitoarea constatare:

(fig. 13.1).

ABCD = ABC'D’ = otiep = otwcp
h=F
A o h '
@ aBcp = _QZL_ =
.Q'i ol "i’
@aBcp = _ELSE_' & V

S3i demonstrim urmatoarea:
Lemi.

Considerdm prisma triunghiulard ABCA'B’C’, si prin punctele ¢, 4% B
ducem o secfiune pland. Vom obtine astfel doudt corpuri: tetraedrul CA'B'C :
si corpul ABCA'B’ (fig. 13.2). Vom nota tetraedrul cu P,. Ne vom ocupa,

A b

Fig. 13.2
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acum, de cel de-al doilea corp. Sectionind corpul ABCA’'B’ cu planul deter-
minat de punctele A’, C, B, vom nota cele dou# tetraedre obtinute (fig. 13.3)
cu Py si cu Py (tetraedrul ACBA’ este P, gi A'B'BC este P;). Am obtinut

Fig. 13.3

astfel trei tefraedre (fig. 13.4). Ele sint echivalente doui cite doud: P, ~ P, °

deoarece au bazele ABC si A'B'C’ triunghiuri congruente gi Indljimea cores-
punz#toare lor aceeagi (este in fond indlfimen prismei, adicd distanta dintre

r
s \\ 2 ff(\‘f"
AR

A ”\L//,,\fﬁ sillyie
\

it

Fig. 18.4

planele bazelor ei). P, =~ P; pentru ci au doud baze respectiv congruente
ABA' si BA'B’ ca jumitadti din acelagi paralelogram gi aceeagi indljime:
distanta de la C la planul paralelogramului ABB’A’. Deci, P, = P, ~ P,
gl teorema este demonstratd pentru prisma triunghiularg.

Acesta nu este insd singurul mod de a impé#r§i, de a sectiona prisma
in trei tetraedre echivalente. Expresia volumului lui P; si egalitatea celor
trei volume ne conduce 83 afirmim cé:

Volumual el prisme trignghi lare esie egal ¢ produsul dint rr sy o

Orice prismé poate fi impartita intr-un numdr de prisme triunghiulare:
ducem in planele bazelor, din doud virfuri de pe aceeagi muchie laterald (de
pild& A, A’), toate diagonalele bazelor. Cu sectiunile pe care le determin doua
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astfel de diagonale pafélele (fig. 13.5), (de.l exemplu AC gi {l’C') sepa!‘ﬁl‘l},
tgiem prisma in mai multe prisme triungi_zmlarq (n = 2, ‘.iaca n este numd-
rul laturilor poligonului de bazd). Volumul prismei mari este suma volu-

melor acestor prisme triunghiulare, gi cum inﬁlt_.imille lor sir}tv egale,upllltem
spune ci: Volumul unei prisme este egal cu aria bazer inmauljitd cu indljimea.

mpr = chvazei * h.

paralelipipedului d
par alellplf

le (fig. 13.6), iar al cub

k] . 13w O3
esgte deci egal cu 'gww’m:;ul dimen-

a cub (fig. 13.7).

rtunghic

Volumul

!

5 TJ111 o1 D “hig
glunilor sa alul cu muchia

Fig. 13.6 Fig. 13.7

|
|
|
-t
7 =
: a

b

(Dza.b.c 0 = a?

PROBLEME 13

1. O prismé dreapt# are ca bazd un triunghi echilateral cu la_tura de 6 em. Stiind c&
aria laterald a prismei este de 288 cm?, sd se afle volumul prismei.

2. O prismi are baza un paralelogram cu dimensiunile 6 cm i 8 cm §i ung.hiuI. ascufit
egal cu 60°. Stiind cd inil{imea prismei este de 10 cm, sa 8@ afle volumul prismel.

8. O prism4 hexagonald regulatd dreaptd are aria totald de 224)/ 3 m? §i cea late-
rald de 200 /3 m®, 84 se calculeze volumul prismei. :

4, O prism4 triunghiulard are ca bazd un triunghi dreptunghic cu cs:.xtetelende ; m
gi 12 m. Muchiile laterale sint egale cu 6 m si fac cu planul bazei unghiuri de 45°. 84 se

afle volumul prismei.
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&.* i
O prisma dreaptd are ca bazi un pitrat de laturd a. $tiind c4 diagonala prismej
i

formeazi cu o fatd laterald ce porneste din acelasi virf un unghi de 30°, s& se afle volu.
9 U=

mul prismei,

diculﬁ;.r eBgii?.eu;ii }érscs;'?ﬁnzbliic.e este lgajfulateru] ABCD in care diagonalele sint perpen
: ! ; a diagona A'C'C este i { ¢ al
aria egald cu @2 iar diagonala BD = b. 84 se afle iszii?ﬁﬁfef Sl

i :G nS]e ;}gsfegi pﬂl’a'lellpl’pedul dreptunghic ABCDA’B'C’D’ cu dimensiunile 4B —
e ,AL “_H;m. sid4 = 3,2 cm, Pe 1.nuchia ABseia Al = & cm, iar pe much;
e _1 1 5i se s.ectloneaz:i paralelipipedul cu planul A’IL, Se cere:
volumu poliedrului rdmas dupé inldturarea tetraedrului A’A7L: .
b) aria totald a poliedrului rémas, iz 5

8. O prismi patrulateri re ‘
8. gulatdi ABCDA’B'C'D’ i : i
cului circumscris bazei de 6 cm. S4 se afle volumul pggin:]iagonald PR b sy

g : ; .
fn figura 13.8 este desenati o prismi hexagonald regulati dreapti. Stiind cj

EB’:zecm‘ia ote i LA i
si apotema bazei OP = g — ¢m, si se determine volumul si aria late-

rald a prismei.

- 10« in fig'ul‘a 13 8 care re ]EZ. { rism h X ona a [a j
i O, p 1N ﬁ 1] p 8 ﬁ exa 1' E) S Cc
] j g Pegu tﬁ d.l‘ea 2 € Cunos
AB = 6 cm $] F .D —j cm. Sa se Cﬁ!culeze Ell'ia tﬂta]d $1 Volumul prisme i. ,

/:t fl
7 RS |
AN L 8
v
N4
| N
Fig. 13.8 : fk‘
oI
Py D
A o > )
\
B

11. O prismi oblici are bazele hexa
— I i goane regulate ABCDEF si A’B'C’D'E’F’ si
inil’pu}ze A’0, O fiind centrul bazei A BCDEF. Daci latura hexa 0'1;111 {BC L ce}
L AAO = 60°, sil se calculeze: < REL o
a) volumul prismei;
b) unghiul fefei ABB'A’ ¢ i i
e u planul bazei. (Valoarea unei functii trigonometrice a

12. Pe o mas# se giiseste o vazi pli i
. plind cu api, avind forma uriui paralelipi
:;gz;ci’nm;gbaza un pfitratl 'de laturd 8 em si indlfimea egald cu 42 c:fx See if;ﬁ?}i 5l
cit una din muchiile bazei sd rdmind pe mas#, pinid cind porj,.iunile neudarasull’
e ale

muchillor au Iunglmea d_e 4 cin, Dllp 1 V ev (1]
: i aceasfa vas p i !
‘ T e in Z];]a ln]t,]a]a_ a ce ina

3’: U!l Bﬁ!aedlu are etele ateIale tI]UIlg]llll]l 1505(}813 cu ullghlullle e viriu
1 i f 1 i i i i d la Af 1

comun format de laturile con ° si i ;|
A gruente de 30° si muchia laterald «. S4 se afle volumul
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14%, Un paralelipiped are toate muchiile egale cu a §i toate fetele sint romburi, avind
un unghi ascufit de 60°. 33 ge calculeze volumul paralelipipedului.

16. tn cubul ABCDA’B'C’D’ de muchie a, O este centrul s¥u, Oy, cel al fetei ABCD,
0,, cel al fetei BB'C'C, 0, al fefei CDD'C’, M mijlocul Iui D, N mijlocul luiCc’, P al
lui € B. Dupi inléturarea cubului, 0, PCMO0;NO;, cum s-a modificat aria corpului rdmas
fafi de aria totald a cubului. Dar volumul?

16. fn cubul ABCDA'B'C’'D’, M este mijlocul muchiei AD, iar N este mijlocul
muchiei GD. $tiind ¢d MN = 5 I/ 2 m, si se afle volumul si aria totald a cubului.

17. in cubul ABCDA'B'C’'D’, N este mijlocul muchiei C’B’. Segmentul AN = 3 dm.
g4 se afle aria totald si volumul cubului.

18. Suma tuturor muchiilor unui paralelipiped dreptunghic este de 48 m, iar diagonala

de 51/ 2 m. 94 se afle aria totald a paralelipipedului.

19. O prism& dreaptd cu baza un trapez oarecare ABCD,cu AB || CD, AB = 25 cm,
13 cm si indltimea de 5 cm, este sectionatd cu doud plane paralele ce

¢D = 8cm, BC =
ze volumele si ariile corpurilor

trec prin D si C gi sint perpendiculare pe CD. 5 se calcule
formate, stiind cd indl{imea prismei este de 10 cm.

PIRAMIDA

O piramidd este definitd de un poligon plan, pe care il numim bazd, i

un punct exterior planului séu, pe care il numim. ¢irful piramider. Unim acest

punct cu toate virfurile poligonului plan (fig. 14.1). Un triunghi care are un

virf in virful piramidei i latura opusé virfului este o laturd a bazei se numegte
il 14 o piramider. (Considerdm fata piramidei cu interiorul ei cu tot.)

fatd Later

-

L&)

Segmentul (cu interiorul siu), care unegte virful piramidei cu un virf al
bazei se numeste muchie laterald. Laturile poligonului de la baza piramidei
se numesc muchiile de | Muchiile laterale ale piramidei, impreund cu
muchiile de la bazi se numese muchiile pirami .Reuniunea punctelor din
interiorul fetelor laterale, a muchiilor Jaterale, a muchiilor de la baza gi a

Fig. 14.1
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interiorului bazei alcdtuiegte supra/af Interiorul piramidei gq !
defmeqte in mod asemanator ca ]a tetraedru gi la pnsma

Citeodata insa prin p1ram1da vom int,elege numai suprafata sa.
Dzstanta dintre virf gi planul bazei se numegte indljime. Luatd astfe],
indlfimea este un numér. In unele probleme o vom considera gi ca segment
cu un capdt in virf si cu celdlalt in planul bazei (fig. 14.2).

Inljimea unei piramide pcate si cadi

in interiorul intr-un virf pe o laturd in exteriorul
siu al bazei a bazei bazei

Fig. 14.2

Dupé natura poligonului de baz#, piramida se numeste patrulaters, exa-

gonald etc., tetraedrul este in fond o piramidi triunghiulara.

~ Dac# baza piramidei este un poligon regulat, iar inilfimea coboritd din

virful piramidei trece prin centrul bazei, piramida se numegte ,,regulat 1t
Intr-o piramid¥ regulatd, inilfimea unei fefe se numeste, apotema pira-

midei. Ea este ipotenuza intr~un tr1ungh1 dreptunghw in care catetele sint

inalplmea piramidei gi apot.ema bazei. Aplicind teorema lui Pitagora ob{inem,

cu notatiile din figura 14.3: a® + At
/ m

b

Fig. 14.3

Dacé notdm cu R raza cercului circumscris bazei §i cu m muchia laterald
a piramidei, putem expnma, cu ajutorul teoremei lui Pitagora, iniltimea,
incd intr-un mod: Se mai poate stabili o legdturd intre
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" midei regulate, ea se obtine din formula £,

j emei lui Pitagora:
lomentele bazei unei piramide regulate, tot ou ajutorul teoremei lui Pitagora
elemer

b® 2
g 4 — = R ,
¥ le. In cazul pira-

LI LLUL

" unde p este perimetrul

— n I l tv Tr1io 1) zZel l?) latu ©

, uma ul atu l T a Ay ra

el1, @ Ute . I tsl = C].E.’;‘\J ar, avei. e[,e atel !e § rl fleCaI ela
brao

P (e 4
n+bela’+a) gau chiot =
2

obtine, in cazul piramidei regulate: Aoy =
desfagura® o piramidi. (Expresm ,,8 des-

Dism mai jos doud S lipiped (fig. 14.4 §i fig. 14.5).

fagura” are acelagi inteles ca la tetraedru $l parale




VOLUMUL PIRAMIDEI

Rezolvare. Cele patru desene din figura 14.7 rezolvdl problema propusé. Cititorii vor
d face singuri comentariul in aceeagi manierd cu cel de la problemele rezolvate privind
gectiunile cu un plan, de la tetraedru si paralelipiped.

o ﬁﬁi"ﬁiﬂim ¢d s-au dus diagonalele bazei care porneso dintr-un virf g ¥
i i eI s e sl
etraedr i tnglti : :
e de aceeasgi indljime (fig. 14.6). Suma VOlumeIo;» Problemd rezolvatd. Se di o piramidd hexagonald regulatd VABCDEF
cu elemente de lungimi cunoscute (fig. 14.8). Vom calcula citeva din elemen-
tele-unghiuri eare apar.

Fig. 14.8

Fig. 14.6

lor o vom numi vol iramidei

umul piramidei. Volumul este i
Lk . : idei. Vol este independent de a
= 1111‘]1111 h?zal sau a unui punct din interiorul ei. Fie s;, s, s ariileletgierea -

10t : a8 un-
ghiurilor in care a fost impértit poligonul de bazi si k inilti enmae ' . . __—- e ‘ : |
B = s ol § niltimea piramidei 1. Unghiul o dintre AB gi VA. In triunghiul isoscel VAB, fie M mijlocul lui AB.
. Aria bazei est =

si volumul /) = %% 4. b snh ste S =s;+ 53+ ... + s, Avem cos @ = M Cum VA = /B + a2, rezultd: cos o= Wi

3+-_3_+...—]———-=(S1+32+...+S)-_£ v an

3 n) " 2 Cum AB || DE remltd ok « = &(DE, VD) = %(AB, VD) si analog « = (45,

Dec;, volu . 37 o : 2 : 7 VE) si « = <(4B, VB).
; nire a )azel 2, Unghiul B dintre AB §i VC. Avem AB || CF, deci unghiul @ se determind din

triunghiul isoscel VCF:

‘ O problemd de d i . :
! Fio M, N g P uese;z. ]::‘l'e VABCD o plll‘amldﬁ patrulaterd cu baza ABCD tgB= VO Tl
E 3 J; ABp ncte mtuVa;e pe muchiile AB, VB si respectiv VD astfei gR= s
| neit M= e I e ¥D . ¥ ’ 7
f ) o >~ Sk se determine forma sectiunii Agem i P il R,
- 8. Unghiul y dintre VA gi VB. Din triunghiul VAB avem y = 180° — 2a = 2(90°—a).

] : piramidei VABCD cu planul determi
erminat de punctele M, NV si i
: si P (fig. 14.7). . 4. Unghiul 8 dintre VA 3i VC. Acest unghi se determind din triunghiul isoscel VAC.

AC este latura triunghiului echilateral inscris in cercul de razd e, deci AC =a /3 si
obtinem:
AC
I‘ sin = = et = -——a-,l/——,_g._—" .
2 VA 2/ aP LAk
1 b. Unghiul e dinire VA si VD. Din triunghiul isoscel VAD, congruent cu triunghiul
- VCF, avem: 2
e = 180° — 2B = 2(90° — B).
8. Unghiul diedru = dintre planul bazei gi planul unei fete (VAF) este unghiul din Q-
al triunghiului ¥0Q, deci
| e
. e Vo h 2h|/ 3
| ' 0Q aV 3a
| 72 2

=]
esl
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7. Unghiul diedru o dintre pl [
; planele fefelor VAE gi VBC. Perpendicularele i
A $i € pe VB cad in acelagi punct H; AH = CH, deci, in triunghiul ACH fi?eii'te S

AC
g 2 e)/3
Bl — &= ——— = = . — . A P .
2 AH i AH* VB = AB* VM (dublul ariei triunghiului VAB)

AB' VM= GV’{}_‘:Z_}_ 30_2
VB gl/m

8. Unghiul diedru o dintre planele fejelor VCD gi VAF. Avem CD || AF, deci AR

I(FCD), deci planele fetel 7 i i
e 1;)/ telor VCD gi VAF se intersecteazd dupi o paraleld la CD si AR,

deci AH = ol

Avem VR.L €D, .V0 L AW, @0t o= B70) fa > =22 o 8V(B,

PROBLEME 14 ’

1. 8% se determine aria laterald aunei pirami i
: : a nei piramide friunghiulare r i indlti
este de & cm, iar apotema piramidei este de 8 cm. - e T
2. Aria laterald a unei piramide
! patrulatere regulate este de 14,76 m?, i
de 18 m®. 84 se defermine latura bazei i indlfimea piramidei, g

i ui.g gucf;lfﬁla:galljt srgliizsiirjs?:de triunghiularfa regulate i‘fn‘meazﬁ cu planul bazei
S 3 g ste egald cu a. S& se determine aria laterald a pira-
ph‘mi.i&Ielzt;;:epé;ag;iie“:ﬂpeg;t;iaterﬁ regulatd aplote.ma bazei este de 24 cm, iar apotema
P ]B_tc!:a ik 2 i calculeze : muchia laterald a piramidei, inXl{imea si aria

‘ :“ii. Intrio pi-rantlidﬁ triunghiulari regulati se cunosc: latura bhazei I, = 5/ 3 m si
”.Ié timea piramidei 2 = 6 m. S& se calculeze muchia laterald, apotema i idei i ol
heh iy , , ap piramidei si aria
s 126, in?r-o p}i;arrlxidé hexagonald regulatd se di: raza cercului circumscris bazei R =
— m i muchia aterald m = 13 cm. Si se calculeze aria laterald, aria totald si in&l
fimea piramidei. ’ By
VA;. If}r}lgg;rgiggia T;leCD, ba'za A?'B-C.D este un pitrat cu latura g,iar fetele laterale

9, ) | i .Dsu?t triunghiuri echilaterale. Si se determine (in fuflci_;ie de a):

a) func[,l'ille tr‘xgonomet.r]ce ale unghiului dintre fetele VAD si VAB; -

b) funci‘inle t.mgonometriee ale unghiului dintre fefele VAB si VDC ;

¢) unghiul dintre VA4 si planul (4.BC). ,

8. Be clonside,:?ﬁ pil'E_lmida triunghiulard ABCD cu muchiile AB = BC = CD = DA
AB = ¢. Fie M si N mijloacele muchiilor AC si BD. S4 se arate ci MN 9;3 g
culari pe AC si BD. s geslg

!535 Se di un tetraedru regulat de muchie a.

a) S se determine inlil{imea gi apotema tetr i I

a) 845 jetraedrul i i
unghiului dintre doud fefe ale tetraedrului. GES i pup e S

b) S#4 se determine distantele unui

: punct oarecare de pe inil{i T i

fetele laterale, in functie de distan{a & a acestuia la planul bazeli) e

¢) Utilizind rezultatul obfinut la 3 ci

: punctul b), sé se arate ci su i i i

punct de pe indltime la fejele tetraedrului este constanti. e cnd
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plan paralel cu una din fefele latera

10. Prin mijlocul indl{imii unei piramide triunghiulare regulate VABC se duce un
le. 84 se afle aria sectiunii formate, stiind cd aria unei

fete laterale este de 72 cm?,

un triunghi echilateral cu latura de 8 cm. Una dintre

11. Baza unei piramide este
plan este perpendicular

fetele laterale este, de asemenea, un friunghi echilateral, al cirui
pe planul bazei. 53 se determine aria laterald a acestei piramide.

A A
12. O piramid4 are ca bazi trapezul dreptunghic ABCD (AD || BC, A = B =90
AD — a, BO = 2a §i AB = 2a). {nal{imea piramidei VO cade in punctul 0, mijlogul
gegmentului AB. §tiind ¢& VO =g, s4 se calculeze:
a) ariile triunghiurilor VAB, VAD, VBC;
b) volumul piramidei.
am ABCD si vicful V', astfel incit muchia

13. O piramid are ca bazd un paralelogr
oteazs cu M mijlocul muchiei VB, B fiind

¥ D si tie perpendiculard pe planul bazei. Se n
virfgl opus lui D in paralelogramul 4 BCD. 84 se arate ci:
a) planele MAC si MBD sint perpendiculare pe planul bazei si MB = MD;
b) unghiurile fefelor MAD si MBC cu planul bazei sint congruente.

14, O piramidd patrulaterd regulatd are latura bazei egald cu e, iar secfiunea diago-
nald este echivalents cu baza. Sd se determine aria laterald a piramidei.

15. O piramid4 are baza un paralelogram. Ce -poligon se objine secfionind aceastd
piramidd cu un plan paralel cu o fa{d laterald a sa?

18. 94 se arate ci oricum am alege trei muchii ale unei piramide, cel putin doud sint

situate in acelasi plan.

17. fntr-o piramidd patrulaterd regulati VABCD, cu muchia bazei egald cu 8 cm, se
duce, prin mijlocul muchiei ¥4, un plan paralel cu planul, triunghiului VBD. Stiind ci
muchiile piramidei sint congruente cu diagonala bazei, s se calculeze:

a) aria laterald si volumul piramidei; :

b) aria sectiunii determinatd in piramidd.
laters regulatd cu baza un pitrat ABCD de laturd 1 cm.

18. Fie o piramidi patru
oud fete opuse sint congruente cu unghiurile diedre pe caré

Stiind ci unghiurile diedre a d
acestea le formeazd cu baza, si se determine :

a) muchile laterale;

b) inil{imea piramidei;

¢) aria laterald si aria totald. )

19. O piramidd cu baza ABCD dreptunghi, are AB = 2a, BC = e §i indl{imea
SD — 2a. Pe muchia $B se ia mijlocul ei, P.

a) Si se arate ci triunghiul APC este isoscel si s4 se calculeze aria sa.

b) S4 se calculeze aria laterald a piramidei.

20. Fie SABCD o piramidd regulatd cu baza pétratul ABCD de laturd 32 s

muchie laterald 5.
a) S4 se afle aria laterald si volumul piramidei.
b) Daci notim cu O centrul pitratului si considerdm un punct M pe muchia SB,

. s se determine cosinusul unghiului format de OM cu planul pitratului, astfel incit aria
triunghiului ACM sé fie minimA. .
21#, Daci o piramidi triunghiulard regulats are muchia laterald de mirime e con-
stantd si latura z a bazel variabild (dar baza este mereu un triunghi echilateral de laturd @),
54 se giseasci marimea lui z pentru care volumul piramidei este maxim.

5




22, intr-o piramida de indl{ime &, si se spund la ce dis.tant,i de virf trebuie dus un

plan paralel cu baza, astfel incit aria totald a piramidei mici obfinute, si fie de douX orj
mai micd decit a celei initiale,

28. O piramidd are muchiile laterale congruente si ele formeaz# cu planul bazei un.
ghiuri de 45° Baza este un trapez isoscel cu unghiurile ascutite de cite 60° si bazele de
6 cm si 8 cm. S4 se calculeze:

a) raza cercului circumscris trapezului isoscel;

b) volumul piramidei.

24. O piramid4 triunghiulard regulats are latura bazei de 6/ 3 m $i apofema (pira-
midei) de 5 m. S4 se afle volumul piramidei. '

26. Dreptunghiul ABCD este baza unui paralelipiped dreptunghic A BCDEFGH, in
care AB = AE, AB = 22 §i AD =a|/3. Fie P mijlocul laturii AB si Q mijlocul
laturii AE. 83 se calculeze volumul tetraedrului FHPQ in funciie de a.

26. Printr-una din laturile bazei unei piramide triunghiulare regulate eu inil{imea

h = & |/ 3 cm si latura bazei 5 cm, se duce planul perpendicular pe muchia opusi. Si se
calculeze aria sectiunii obfinute,

27. Fefele unei piramide triunghiulare regulate sint triunghiuri isoscele de bazi 4
gi unghi la virf 30°. 84 se exprime volumul piramidei, cu ajutorul unor funetii trigonome-
trice ale unghiului de 15°.

28. Fie OABC o.piramidd triunghiularé cu muchiile 04, OB, OC perpendiculare, doud
cite doud, 5i 04 = 30 cm, OB = 40 cm, OC = 70 cm. Si se afle distanta de la virful O
la planul ABgC. E ;

29. Fie SABC un tetraedru regulat si M mijlocul muchiei SC.

a) S se demonstreze c4 dreapta SC este perpendiculari pe planul MAB.
b) Si se afle raportul dintre volumele piramidelor SABM si MABC.
c) Si se arate cii ariile totale ale acestor piramide sint egale.

d) Ce pozifie trebuie si aibd punctul M pe SC, penfru ca aria triunghiulyi 4 BM si
fie minimi.

80%*, Sectionind partea superioari a unui acoperis, se obfine un corp ca in figura 14,9
cu dimensiunile de acolo (bazele sint dreptunghiuri, iar fefele laterale trapeze isoscele),
Prelungind 4A’, DD’ si BB’, CC”, pini se intilnesc, si se giiseascd volumul acoperigului
din care provine aceastd secfiune, i

D' A

Fig. 14.9 Fig. 14.10

81*. In figura 14.10 este reprezentat un cort, cu baza un dreptunghi, dou fete triun-

ghiuri echilaterale gi doudl fote trapeze isoscele. S4 se determine volumul cortului.
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82. Pe un cub ABCDA’B'C’D’ cu muchia DC = a se asazd o piramidi regulatd
VABCD, cu toate fetele triunghiuri erhilal(i;a]e (figura 14.11).

Fig. 14.11

|

|

-
A

I/ C’
a) 84 se determine volumul corpului obtinuf.
b) S4 se arate ¢ AV | VC.

¢) DacH nu se cunoagte latura a ci numai lungimea segmentului VA= 3]/ 2 /2
metri, si se gliseascd lungimea laturii a.

83. Se d# o prismi triunghiulari ABCA’B’C’ de volum 8 m®. Fie M mijlocul muchiei
laterale BB’. 84 se afle volumul piramidei MACC A’.

84. O piramidi regulati VABCD are latura bazei AB = & cm si apotema piramidei
egali cu 2,5 cm. Fie A’, B’, €', D’ mijloacele muchiilor laterale V4, VB, VC,.VD'(in.
aceastd ordine) si fie IV un punct oarecare in planul bazei. Si se afle volumul piramidei
NA'B'C'D’, 5

8. fnfr-o cutie cubicd cu capacul ABCD gi muchia AB = 2 dm, punem o piramida
vegulati VA’B'C’D’ unde A’B'C’D’ este cealaltd bazi a cubului. Dar capacul ABCD nu
se mai inchide. Bl face un unghi de 45° cu planul bazei.

a) Care este volumul piramidei? : _

b) 84 se giseascd sinusul unghiului plan al diedrului format de o fat# laterald a pira-
midei cu baza acesteia.

86. Dacd desfisurim suprafata laterald a unei piramide triunghiulare regulate, obfi-
nem figura 14.12. Stiind c# latura bazei este BC = 10 dm, si se afle aria si volumul
piramidei (¥4, VA’ sint in prellg.ngire).

Fig. 14.12

o e

87. Se d4 o piramid3 patrulaterd regulatd cu virful ¥ si baza ABCD (VA = VB =
= CV = DV, VA = a) si unghiurile de la virf ale fefelor laterale de 30°. 0 furnicé por-
negte din virful A gi merge pe toate fefele laterale, in linie dreapid, pind revine fn punctul
A Se noteazd cu B’, €', D’ punctele unde furnica traverseazi respectiv muchiile ¥ B, VG

si VD. Se cere: . o
a) sd se desfisoare pe un plan suprafaa laterald a piramidei §1 si se traseze pe ea

drumul furnicii; : _ .
b) cind este drumul acesta cel mai scurt si in acest caz si se calculeze lungimea luij

¢) unghiurile sub care drumul furnicii taie muchiile laterale.

38. Si se arate ci perpendicularele pe fefele unui tetraedru, in centrele cercurilor
circumscrise acestor fefe, sinf concurente.

77




Trunchi de piramidid

.Corpul ce rezultd indepirtind dintr-o piramidd o piramidd mai mic,
obtinut# sectionind piramida initiald cu un plan paralel cu baza ei, se numeste

trunchi de piramidd.
AL \ =
ey
Fig. 15.1 f/,’ . ,\?5"\ =N
[ Ll R

Cu notatiile din figura 15.1: e |

a) Poligonul (70} se numegte baza mare

b) Poligonul din planul de sectiune (7)) se numeste baza mied.

c) Toate trapezele ce rémin din fefele laterale, in urma sectiondrii gi
indepértirii piramidei mai mici, se numesc [¢f¢ laterale F

Este ugor de aritat ciil cele doud baze sint poligoane asemenea. Lisim
aceastd demonstratie pe seama cititorului.

Dacéd trunchiul de piramidd provine dintr-o piramidd regulatd, el se
numegte trunchi de piramidé regulatd. Fetele sale laterale sint trapeze isoscele
congruente. Vom numi indliimea unei astfel de fete, apotema trunchiului de
piramidd. Deci, la un trunchi de piramidd regulatd, avem trei feluri de
apoteme: apolema ir unchiului, apotema bazei mari si apotema bazei mici.

Aria laterald a unui trunchi de piramidg regulatd este suma ariilor tuturor
fetelor laterale. Notind cu # numérul laturilor unei baze, cu @; apotema
t?unchiului, cu ! lungimea laturii bazei mici §i cu L cea a bazei mari, of
fiind aria laterald, se obtine, printr-un procedeu asemindtor cu cel d; lal
piramida, ci:

Aria totald a trunchiului de piramida se objine adunind la aria sa laterald
suma ariilor celor doud baze. Dack notim cu of, aria totald, cu ay apotema
bazei mari §i cu a,, pe cea a bazei miei:

L-ay + 1 am

oty = oby + 2 °n
Desfagurarea trunchiului de piramid¥ se face asemandtor cu cea a unei
prisme (fig. 15.3): 4 g
0, C,
0’ 4
5'7
=8
Al E f
Fig. 15.3 Ay B,

Distanfa dintre planele bazelor trunchiului de piramidi o numim inaljime.
Luat# astfel, ea este numar. in unele probleme o vom considera gi ca un seg-
ment cu capetele respective in planele bazelor gi perpendicular pe acesie baze.

Calculul indljimii trunchiwlut de piramidd regulatd

Notim cu L si I laturile bazelor, cu ay si a,, apotemele respective ale
bazelor, cu a; apotema trunchiului, cu m muchia lui laterald, cu Ry §i Hn
razele cercurilor circumscrise bazelor §i cu A indljimea trunchiului de piramidé.

a) S# se exprime, in functie de ay, a@m $1 2y, {ndltimea & (fig. 15.4).

b) $4 se exprime, in funciie de Ry, Ry i m, indltimea % (fig. 15.5).

h? = m? — (-“M o Rm)z

h* = a’? — (an — a‘m)z ]




mind incd 0 piramidd cu baza A'B'C’... M'N’ si cu acelagi virf P, pe can
o0 vom. numi ,,asemenea“ cu piramida mare, pentru ci toate fe‘gele deti ’ul PA;
sint asemenea cu cele de tipul PA'R’, bazele ABC ... MN si A'B’CP M'N'
sint 1 ele asemenea §i raportul lor de aseménare. (raportul a doug
segmente omoloage), prin tranzitivitate, se poate dovedi ‘c¥_este acelagi&

» Dac#, in plan, raportul ariilor a doud poligoane psemenea_es’te egal c.
pitratul raportului de aseminare (fapt valabil gi.pentru ariile laterale :
totale ale celor doudi piramide), vom putea afirma urmitoarea: ' g

Teoremi. |

Demonsirajie. Daci notdm raportul de aseminare cu n, avem:

SABC ... MN o o b
——=———=nfs —=n
SA'B'C‘ e M'N? h’ 2
unde % este indltimea piramidei initiale §i 2" a celei mici, iar

© _ SABC..MN"h
@  Samwc ..k

=n2.n=ﬁ3.

VOLUMUL TRUNCHIULUI DE PIRAMIDA

Teoremd.
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In general, un plan paralel cu baza ABC ... MN a unei piramide deter- &

Avem deci de ardtat ca ,unde (@ este volumul

trunchiului, I este indl{imea trunchiului de piramidd, § aria bazei mari §i §

aria bazei mici. H si k sint marimi ajutitoare, i anume, indltimile pirami-
delor aga cum se formeaza ele in desen, prin prelungirea muchiilor, iar @,
gl ¥; volumele piramidelor respective (fig. 15.6).
3 -. . o .
Stim ca @ _ I’{—a gi, dintr-o proporfie derivatd, obtinem:
vy h

s Ve H“—h"-

Uy h?®
Deci,
_vl(H—h)(H“+Hh+h"’)__z_g H* W H )
D= R == ey S
Dar 5:@. Rezulta:
NV

0= (E V24 t)=Los + Vs +9),
3h \s V s 3

ceea ce trebuia demonstrat.

PROBLEME 15

1. Un trynchi de piramidd triunghiulara regulati are latura bazei mari de 6 [/ 3 m,
latura bazei mici de 21/ 3 m s muchia lateralid de 5 m. §ése calculeze aria laterala si
volumul trunchiului.

@. Un trunchi de piramid4 patrulaterd regulata are latura bazei mari L, latura bazei
mici ! §i indl{imea h. S& se calculeze,in funciie de L, ! §i &, indl{imea piramidei din care
provine trunchiul.

8. O piramid4 are aria bazei de 8 ¢m? si indl{imea de 10 cm. Se secfioneazd cu
un plan paralel cu baza dus prin mijlocul in#lfimii. Se cere volumul trunchiului
de piramida. s

4, fntr-un trunchi de piramidd hexagonald
regulati se cunosc (notatiile fiind cele din
figura 15.7): indlfimea A'P = 3 cm, distanta
B'E’ =8 cm si latura bazei mari DE = 8 cm.

a) S4 se calculeze volumul trunchiului de
piramidé.

b) S4 se calculeze aria laterald a trunchiului
de piramida. Tig. 15.7
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5. Se dd o piramidd regulatd VABED, avind baza un patrat A BCD sl lungimea fnil.
fimii egald cu 8 cm. La ce distant de planul bazei trebuie dus un plan paralel cu planu]
bazei, astfel incit raportul dintre volumul trunchiului de piramidd obt{inut si volumul

piramidei VABCD sk fie egal cu - ?
8

8. Intr-un trunchi de piramidd triunghiulars regulati se cunosc: latura bazei mari

L = 12 cm, latura bazei mici ! = 0,6 dm §i volumul (7) = 63|/ 3 cm?®, S se afle inXl-
f{imea, apotema, muchia si aria laterald a trunchiului.

7. Intr-un trunchi de piramida triunghinlard regulatd se cunosc: latura bazei mari
L = 10 m, raza cercului circumsecris bazei mici r — tiL/S—g m gi aria laterald o) =
= 168 m?. 54 se afle volumul si muchia laterald a trunchiului de piramids.

8. Un trunchi de piramida patrulateri regulati are diagonala de 9 m si laturile bazelor
de 7 m gi 5 m. Se cere aria laterald si volumul siu.

9. Un trunchi de piramida are ca baze dou# romburi cu laturile de 6 cm si 8 em gi
cu cite un unghi de 120°. In#l{imea trunchiului este egald cu triplul diagonalei mari a

bazei mari §i uneste cenfrele romburilor. S4 se calculeze indliimea piramidei din care
provine trunchiul,

10. O piramidd are muchiile laterale congruente si ele formeazdi cu planul bazei
unghiuri de 45°. Baza este un trapez isoscel cu unghiurile ascufite. de ctte 60° si bazele de
6 cm si 8 cm. Se secfioneazd piramida cu un plan paralel cu baza i care imparte Inilfi-
mea In doud pir{i egale. Si se afle yolumul trunchiului de piramida obfinut.

11. O piramida regulat are inil{imea de 12 cm. La ce distant¥ de virf trebuie s se
facd o secfiune, printr-un plan paralel cu baza, astfel incit aria laterala a piramidei mici,
ce se formeazd, sd fie egald cu aria laterals a trunchiului de piramidi regulati.

12. Un trunchi de piramida regulaty are ca baze doui triunghiuri echilaterale cu latu-
rile a gi respectiv 2a. Apotema trunchiului este egald cu 4a. Si se calculeze, in functie de a,
aria totald si volumul trunchiului de piramidi.

18. Un trunchi de piramid# triunghinlard regulats are lafura bazei mari de e metri,
latura bazei mici de & metri si unghiul format de muchia laterald cu muchia bazei mari,
care pornesc din acelagi virf, egal cu 60°. 84 se calculeze volumul trunchiului de piramidi.

14*. Un trunchi de piramidd are ariile bazelor egale cu &, si §,. Se face o secfiune
printr-un plan paralel cu bazele, la aceeasi distantd faj de ambele baze S4 se calculeze
aria S a acestei secjiuni in funcfie de S, si S,.

16. Un trunchi de piramida are ariile bazelor § §i s si in#l{imea I. S4 se calculeze,
in funcfie de S, s si 7, volumul piramidei din care face parte trunchiul.

POLIEDRE CONVEXE IN GENERAL

Am studiat pind acum oiteva poliedre particulare: prisma, piramida gi
trunchiul de piramidd. Trunchiul de piramidd a fost obfinut prin intersectia
unei piramide cu un plan gi ,indepirtarea® unei pdr{i din piramida ini}iald.
De asemenea, in toate problemele de seciune cu un plan a poliedrelor parti-

82

culare obtinute pind acum, acest plan a determinat, de o parte.gi ‘d? alta a
ga, doud corpuri care nu sint neapfrat ambele prisme, sau piramide, sau
trunchiuri de piramidy (fig. 16.1).

Corpurile obginute, printr-o astfel de sectionare, pot fi §i”ele sec!;ionate.
mai departe gi apoi separate cele-doud pérti etc. Aceste operafii (una sau mai
multe succesiv), aceste ,ciopliri“, ca sd le numim aga, duc la nigte corpuri pe
care le vom numi poliedre convexe (fig. 16.2).

&
B
S

Fig. 16.2

Ele au un numér finit de fete, care sint poligoane convexe, iar laturile
acestora se numesc muchii. O muchie (fird capete) este cor.mmé pt'antrfl doud
si numai pentru doud fete. Virfurile fetelor sint .virfurile pollefirulm. .Dmtr-un
virf pornesc tot atitea muchii cite fefe. Din orice vir‘f a‘l pﬂlledl:}ﬂul convex,
la un virf se poate ajunge pe un traseu format numai din muchii.

Acestea sint numai o parte din proprietafile poliedrelor convexe.

=
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TRANSFORMARI IN SPATIU

SIMETRIA FATA DE UN PUNCT

A A

In fond, definitia este asem#ndtoare cu cea dim plan.

. Fig. 17.1

Cu alte cuvmte daca avem dOué puncte A #i B gi cons;deram. sime-

tricele lor fatd de O, A’ i respectiv B’, putem scrie congruenfa segmentelor
AB = A'B’ (fig. 17.1).

Evident, segmentele AA’, BB’ sint coplanare (au O comun). Triunghiurile
AOB gi A'OB' sint congruente (cazul I de congruentd), de unde rezultd c&
AB e=m A'B’. Deci simetria fatd de un punct este o izometrie. -

Consecinfe. Prin aceastd transformare:

i) -;:—'-'—'-‘:""w'"!"‘"“' Unu Caifetlet ot Wt ft [ il LIGLET LUT Lo CEMLCTLLULIL L W L ] O7

il (segmentului simetric). Fie C un punct interior segmentului A4B. Deci,
AC + CB = AB. Fie C' simetricul lui C. Dacé €’ nu ar fi interior lui 4’B’,
atunci A’'C’' + C'B' > A’'B’. Dar cum AC = A'C' 3i CB = C'B’, ar rezulta
¢ AB > A'B’ gi s-ar contrazice feoréma anterioard. Deci C’ este interior
segmentului AR,

2) 5 ] ur iunghi
pastreaza GOngrueni;a laturllor

3) o ' eple e Se iau oricare trei puncte pe o
dreapta d A B’ C Slgur unul dln ele se afli intre celelalte doud, de
exemplu B intre A 8iC. Atunci AB 4+ BC = AC gi distanfele rémin aceleagi,
procedind prin reducere la absurd s-ar ajunge la 4°'C* < AC, fals...

Evident, se

84

R o e, T S e e

&) Simetricul unui ungi b1 esie un unghi congruent cu el

E)wdent mmetmcul vn*fulm este virful mmetrmulm (Apartinind ambelor
drepte- suport) Luim (cu notatiile din figura 17.2) B € Az, C € Ay =
= B c Az, C' € A'y’, deci AC = A'C', ‘AB= A'B’, BC = B'C' =
= /_\ABC = AA BC" = %:A a%}:A’

5) . ‘ieul unui pla , se demonstreazd ugor, ca 0 urmare '
a faptulm cd 0 dreapta e transforma intr -0 dreapta.

o
A/ﬂc 5 x

Fig, 17.2 g |
X ]

Observagie. Cele 5 consecinte de mai sus

renzd ¢

fulus PP 2 U Cu alte cuvmte ducind dln P perpen
dlculara PO pe a (0 = a) gl prelungmd o cu segmentul 0P’ == OP, punctul P’
se numeste simetricul lui P. S§ ar#tim ci simetria fatd de o .axd este o
izometrie (p#streazd distanfa).

8 A Vi B
4 A c
T T fr g
| ! el
5 ot N %
B"/ Bi
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Fie in spatiu A, A" simetrice fatd de a si B, B’ simetrice fatd de a (fig,
17.3). Prin Q, mijlocul segmentului BB’, ducem segmentul CC’, congruent gj
paralel cu AA’, astfel incit CC’ 83 aibd mijlocul tot in Q. Planul determinat
de CC’, 3i BB’ este perpendicular pe a. In acest plan, ACBQ = AC'B'Q’. Dar
51 AC = A'C’, ca laturi opuse ale unui dreptunghi. $tiind cd AC || A'C” || 0Q,

deci AC si A'C' sint perpendiculare pe planul (BB'C), deci AC L CB,

A'C" | C'B’. Rezultd congruenta triunghiurilor dreptunghice ACB g
A'C'B' = AB = A'B’. Deci, simetria fatd de o axid pistreazd distanta De(;i

SIMETRIA FATA DE UN PLAN

HSimetri.cul .unui_punct (4) fatd de un plan («) este simetricul punctului
fatd de proiectia sa pe plan. Cu alte cuvinte, daci ducem A0 | « gi prelungim
segmentul 40 cu 0A' = A0 (tig. 17.4), obtinem simetricul 4’ al lui 4,

A A
i g ; 7/ I} g ; Fig. 17.4
AI

. Sé ardtdm cd aceastd simetrie pistreazd i ea distanta dintre dous puncte.
Fie A’ simetricul lui A §i B’ simetricul lui B fatd de planul « (fig. 17.5).
OA=04', BC =CB', A0 1 a, BC 1 «. Evident, AA’ | BB’ (perpendicu-
lare pe acelasi plan), deci AA’ §i BB’ sint coplanare.

0] i)

A
é 0%\“ 7 Z ”I: ‘1/
5 4%

BI

N

Fig. 17.5

i

Ducem AM | OC | A'N (M € BC, N € CB’). Rezulti o XM, = XN,
M, = 90°, AM = A'N (paralele ouprinse intre paralele), BM = N B’
(diferente de segmente congruente). Deci AAMB = AA'NB'ss AB = A'B'.
Consecintele 1...5 opereazd deci.
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TRANSLATIE IN SPATIU

Fie 4B un segment in spatiu, cu virfurile in ordinea scrisd (un vector). S&
=

explicim, ce inseamn¥ s translatim un punct M in spatiu cu vectorul AB
(fig. 17.6). Considerim pentru aceasta planul « determinat de A, B, M.

Fig. 17.6 A Fig. 17.7
' i e ; e
in acest plan considerim vectorul MM' = AB. Spunem ci M’ este obtinut
e =
printr-o translatie in spafiu a punctului M cu vectorul A 8. Este oare transla-

P "
tia in spatiu si ea o izometrie? Si translatém cu vectorul AB punctele M si N
in M’ si N' (fig. 17.7). Constatim ci patrulaterul MNN"M' este un parale-
logram. (MM’ = NN', MM'|| NN', prin tranzitivitatea congruentei gi para-

lelismului cu A—E). Rezultd, de aici, congruenta segmentelor NM = N'M".

ROTATIE IN JURUL UNEI AXE

Se dau: o axd a si, intr-un plan perpendicular pe ea, un unghi orientat ~¢6,
cu virful pe ax¥ (fig. 17.8). Ce inseamn# a roti punctul M din spatiu, cu
unghiul 260, in jurul axei a?

M”

x M ' AM

Fig. 17.8 a

(B [El

Ducem MM' | &, (M' € &). Considerim translatia de vector MM a
planului «. Planul translatat trece prin M, iar O devine, prin translatie, 0'E€a.
Aplicim lui M o rotatie de unghi 260, in planul translatat, si M" va fi
wrobtitul® lui M in jurul axei ¢ cu unghiul 260,
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Si demonstrim ci rotatia in jurul unei axe este o izometrie. Dacd, prin
rotatia de axd @ gi de unghi 60, seduce 4 in 4’, aceasta se scrie A'=Riq, 0y(4),

S5 demonstram ci dacd R, 04 =A'si Ry, 0B = B', atunci AB = A'B’,
Proiectdm pe planul «, pe O'B in 0C si pe O'B' in 0C' (vezi notatiile dip

Bl’ > BI

Fig. 17.9

figura 17.9). Rezultd: AOCA = NOC'A’ (cazul 1 de congruenti, unghiurile
ntre unghiuri congruente

gruenta triunghiurilor dreptunghice BCA

cu laturile respectiv congruente, fiind diferente di

cu acelagi unghi). De aici rezulta con
i B'C'A’ (catete congruente), deci AB = A'B’ g.e.d.

CONGRUENTA FIGURILOR IN SPATIU

Dacé punctele unei multimi in gpatiu (de pildd ale unui corp) se obtin
plicind o izometrie sau 0 COMPpUNEre

te si se spune ci am

toate din toate punctele altei multimi, a
de mai multe izometrii*, multimile se numesc congruen

suprapus o multime peste cealalta.

CENTRU, AXA, PLAN DE SIMETRIE ALE UNEI MULTIMI DE PUNCTE

Dacd toate punctele unei mulfimi au, fata
simetricele lor tot in aceastd mulfime, se spune cd m
simetrie.

Tn mod aserndnitor se vorbeste de axa, sau de pl
multimi de puncte (de pildd corp).

# Care este in fond tot o izometriel
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de acelagi centru de gimetrie,
ul{imea are un centru de

anul, de simetrie al unei

i

|

5
AL

a b 4
Fig. 17.10

Paralelipipedul are un centru de simetrie care este intersectia diagonalelor
(fig. 17.10, a), dar numai cel dreptunghic are plane de simetrie: planele media-
toare ale muchiilor (fig. 17.10, b) gi axe de gimetrie: dreptele care uneso

mijloacele fetelor opuse (fig. 17.10, c).

PROBLEME 17

1. Care sint planele de simetrie ale unui diedru?

2. Care sint planele de simetrie- a dou# plane distincte? Discutie (dupd cum ele sint
paralele sau secante),

8. Dar cara sint axele de simetrie a acgstor plane?

4. Cjte centre, axe si plane de simetrie are un cub?

5. Cite centre, axe si plane de simetrie are un tetraedru regulat?

§. Care sint prismele regulate, care au centru de simetrie? Dar axe? Dar plane? Cite?

7. Aceleasi intrebiri pentru piramidele regulate.

8. Se dau, in spafiu, o dreaptd d si doud puncte P §i Q. Se iau simetricsle P’ ale
punctului P fajd de fiecare punct al dreptei d, apoi simetricele Q" ale fiecirui punctal
dreptei d fatd de Q. SA se arate cd toate punctele P’ gi Q' sint situate in acelagi plan o
paralel cu d. ‘ g

9%, Un triunghi ABC, cu unghiurile B gi C ascutite, se proiecteazd pe un plan e,
care contine latura BC. Fie A’ proiecfia lui A pe «. Si se demonstreze cli JCBA'C >
> L BAC.
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c. O suprafatd ocurbd este fﬁt,a (imaginea) upui corp rotund (fig. 18.4),
O tesdturd, deformatd chiar, este o suprafatd curba (fig. 18.5), ‘

Fig. 18.4 )

Tesatura este format# din fire; o linie curbd in migcare descrie (genereaza) ‘
o suprafatd curbd (fig. 18.5 si 18.6).

SUPRAFETE $1 CORPURL ROTUNDE

GENERALITATI. CONSIDERATI! INTUITIVE

a. In capitolele de geometrie in spatiu de pind acum, am studiat figuni
geometrice formate din linii drepte sau porfiuni de linii drepte (segmente),
suprafete plane sau portiuni de suprafete plane (poligoane) i corpuri méps
ginite de astfel de suprafete. '

Viata de toate zilele gi diverse alte activité}i ne pun insd mereu in contach
cu linii curbe, cu suprafele curbe, cu corpuri mérginite de suprafete curbe,
pe care, in mod obignuit, le numim corpuri rotunde.

Nu avem intentia si ddm definitia generald a unei linii curbe sau a unes

o g S Fig. 18.5 ) Fig. 18.6
suprafefe curbe (aceasta necesitd cunoaglerea nofiunii de confinuitate, care 8 & _
se predd abia in clasa a XI-a). . 2 ol Pozitia unui punct pe o suprafatdi curbd se poate preciza numai dind
In acest paragraf intentiondm sé descriem citeva fapte intuitive, care si doud coordonate ale sale (fig. 18.7).

contureze mai bine aceste notiuni. Abia in paragrafele urméatoare, unde vom
defini si studia citeva suprafete curbe particulare, vom folosi un limbaj
matematic precis.

b. Un punct in migcare descrie o linie curba (fig. 18.1); nu orice linie
curbd este continutd intr-un plan. _

Un fir-de at#, indiferent cum l-am deforma, ne sugereazd o linie curha

, (tig. 18.1). - -
‘ Abscisa

Ordonata

Fig. 18.7

d. Oricum am lua o linie curbd gi un fir de ata, putem deforma acest fir, \!
fird a-1 intinde sau rupe, astfel incit el si "coincidd cu linia curbd datd |
(fig. 18.8). |

Fig. 18.1 Fig. 18.2

II Muchia unui corp este, in general, o linie curba (fig. 18.2).
! : Evident cd noi considerim linia dreaptd ca un caz particular al liniei
‘;‘ curbe. Pozitiile diferitelor puncte pe o linie curbd datd se pot preciza, dacd
Iu am fixat un punct pe acea curbi ca origine, prin distantele pe curbd de la
ele pind la acel punct, deci printr-un numdr real (fig. 18.3).

O curbi ,,n-are nici ldtime, nici grosime", ¢i numai lungime.

| Fig. 18.3 W
| ad A
| 90 “
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Acest fapt nu este adeviirat pentru suprafete. Nu putem aseza o foaie de
hirtie peste o minge, fird a o ,strica”. Aceasta face ca desenarea unui plani-
glob sii fie dificild si s nu se poatd face decit obfinind o imagine deformaty
a suprafetei Padmintului.

o. Suprafefe cilindrice. Am, afirmat c4 orice linie curbd in miscare descrie
o suprafat# curbd. O linie dreaptd d, care se migei paralel cu ea insdgi, intilnind
in permanentd o dreaptd datd descrie un plan (fig. 18.9).

Fig. 18.9 : a

$tim cd o linie dreaptd d, care se miscd paralel cu pozitia ei initiald, intil-
nind in permanentd un poligon plan () dat, situat intr-un plan neparalel
cu d, descrie o suprafad prismaticd. S& fnlocuim acum poligonul (D) eu o
linie curbd oarecare fixatd. Sintem condugi astfel la urmitoarea:

Definifie. /77¢ (

o Y LAWY Q|
L2t LB (! 5L Sint

Drepte]e d se numesc generaioarele suprafépei cilin.drice, iar (C) se numeste
wrba direcivare a suprafefei cilindrice (fig. 18.10).

Fig, 18.10

Dacé o este perpendiculard pe planul lui (C) suprafata se numegte su:
jd cilindricd dreaptd, de bazd (C).-

Observatie. Pe o suprafatd cilindric datd existd multe curbe plane (intersectia supra- =

fefei cllindrice cu diverse plane). Oricare din ele, care intersecteazi toate generafoarele,
poate fi folosita pentru generarea suprafetei cilindrice, ca in definifia de mai sus.

n acest mod, orice suprafatd cilindricd poate apérea ca suprafafi cilindrici dreaptd,
(daci vom considera ca directoare intersecfia ei cu un plan perpendicular pe generatoare),
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O linje curbi plan# poate.fi un arc, o curbd inchiss, sau poate avea auto-

intersectii (fig. 18,11),

Fig. 18,11

Suprafetele cilindrice generate au forme corespunzitoare celor din fig. 18.12,

Irig. 18.12

O proprietate important¥ a suprafetei cilindrice generate de un arc simplu
este aceea cd ea se poate ,desfigura® si ageza pe o suprafatd pland. Cel mai
simplu se vede acest lucru reprezentind suprafata ca o suprafajd cilindrici
dreaptd de bazd (C), ,indreptind“ (C) pini la o dreaptd d gi apoi agezind
generatoarele suprafefei perpendicular pe g.

Fig. 18.13

f. Pinze conice. Fie (C) o curbg pland gi P un punet situat in afara planului
ei. Totalitatea semidreptelor cu originea in P gi avind un punot situat pe

o

93




(C) formeazé pinza conicd de virf P gi bazd (C). Semidreptele se numesc
generatoare ale pinzei conice (fig. 18.14).

Observatie. Pe o pinzi conicd’existd mul te curbe plane (intersectiile ei cu diferite plane),
Oricare din ele, care intersecteazd toate generatoarele, poate fi considerald cd genereazi
pinza conici.

Pinzele conice pot fi generate i de curbe in spatiu.

Si pinzele conice generate de arce de curbd, nsuficient de scurte“, pot fi
desfigurate si agezate pe un plan. Cel mai simplu mod de a face aceasta este
de a alege o distan{d !, de a ageza pe fiecare generatoare un segment de lun-
gime I, obtinind 0 curbé (in general nepland) (fig. 18.15).

Fig. 18.15

Asezim curba peste un arc de cerc de razd [ (ceea ce este posibil dacé
lungimea curbei nu depdseste 2=l) §i generatoarele respective peste razele
corespunzitoare ale cercului.

g. Observajie. Suprafetele cilindrice ne-au apérut drept ,analoagele curbhe®
ale suprafefelor prismatice, iar pinzele conice drept nanaloagele curbe“ ale
suprafetelor piramidale. :

CILINDRII CIRCULARI

Definitie. a) Fie (C) un cerc situat in planul « i a o dreaptd neparaleld cu o.
Prin suprafajd cilindricd circulard generatd de (C) g @, ingelegem totalitatea
punctelor situate pe toate dreptele paralele cu a, care trec prin puncle ale lui (C).

b)- Prin suprafapd cilindricd circulard dreaptd generaid de cercul (C) din
planul «, injelegem suprafaja cilindricd generatd de (C) st de o perpendiculard
a pe «. Aceasta este, de fapt, totalitatea punctelor situate pe toate dreptele per-
pendiculare pe «, care irec prin puncie ale lui (C).

Ea poate fi definitd i drept totalitatea punctelor a cdror proiectit pe « sint
situate pe (C).

i cilindricd gi un plan P, paralel cu

ciia dintre o suprafaj

Teoremi. [niers

¥ 3 Yors f47 IRy, M g » S, T et T o
planul a, al cercului (C) care o gemercazd, esie un cerc de razd R, egald cu

AL,

'
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Demonstrajie. Fie O centrul lui (C), b paralela (fig. 18.16) prin O la @ gi 0’
intersectia lui b ou planul «. S& ardtdm o intersecyia lui § cu suprafata
cilindricy este cercul de centru O’ gi de razd R, situat in planul f.

Fie P! € @. 11 considersm diferit de 0', deoarece 0’ nu se afld pe suprafaja
cilindricd.

Sd ducem planul (P'00’) (unic determinat). Acest plan taie planele « gi @
dup& douX drepte paralele. Ducind i paralela-din P’ la 00', se formeaza
in planul (P’00’) un paralelogram P'0'0P (P € a) (fig 18.17).

Fig. 18.17

Punctul P’ se afl§ pe suprafata cilindrics, dacd gi numai dacd, P € (C),
decarece P'P ||0'0|| e, adicé dacé §i numai dacs, PO = R. Cum PO’ = PO,
PO = R este echivalent cu P’'0’ = R gi teorema este demonstrata.

Definifie. reular, il c CUpri

FArara CLLLRGrice IFrCULATre St i plane alsiincie pal

PINZE CONICE CIRCULARE

Definifie. Fie (C) un cerc gi P un punct nesituat in planul « al cercului. Se
numegte pinzd conicd circulard de virf P gi bazd (C), totalitatea punctelor situate
pe semidreptele cu originea in P ce inillnesc cercul (C) (fig. 18.18).

,D

/

o~
b 4
\

Fig, 18.18




Definitle. O pinzd conicd circulard de virf P §i bazd (C) se numegste dreapid
dacd proiectia lui P pe planul cercului (C) este centrul lui (C),

|
Fig, 18.19 : /\

Detinitie.

(fig. 18.20),

Fig. 18.20

()

Teoremd.

Fig. 18.21

Demonstraie. Fie P virful conului, (C) cercul de bazd, O centrul siu, e
planul cercului (C) §i f un plan paralel cu planul «. S& considersm intersectia
0’ a lui PO ou planul p. Si alegem M’ € B (M’ # O') (fig. 18.21).

Planul (M'OP) taie planul « dupi o dreaptd OM| O'M'. Fie M € PM'.
Avem, L s

o'M’ PO’

Punctul M’ se afli pe pinza conicd, daci §i numai daci, M se afld pe (C),

deci, dacé §i numai dacd, OM = R este raza lui (C). Conform relafiei de mai

= k (constant).

sus, aceasta este adeviiraty, dacd gi numai dacé, 0'M’ =% , ceea ce inseamnd

o M’ se afld pe cercul de centru O’ gi de razi ‘% , situat in planul £.

06

Comentariu. Centrele cercurilor de seciiune sint coliniare cu virful, deci,
inlocuind cercul generator al unei pinze conice circulare drepte cu un cerc
dintr-un plan paralel cu acesta, situat pe pinza conicd, se obtine un alt cere
generator in raport cu care pinza conicd este tot dreapta.

Definifie.
A
et
Fig. 18.22 -

Observagie. I

SFERA

Definitie. -

Fig. 18.23

Teoremi. . nicrsec linire un plan §i 0 Sjer

/J

R<OP<0M aP=0M=R 0P<R
Fig. 18.24 Fig. 18.25 : Fig. 18.26

(24
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Demonstrajie. Fie O centrul sferei, R raza sa sifie « un plan. Ceea ce cere
enuntul este de a determina locul geometric al punctelor M din «, pentru
care OM = R.

Fie P piciorul perpendicularei din O pe planul «.

Daci R < PO, cum OM > OP, oricare ar fi M € o, atunci nu existi
puncte M pentru care OM = R (fig. 18.24).

Daci B = OP, atunciOM = R, M € « este posibil numai pentru M = P
(fig. 18.25), oblicele fiind mai lungi decit perpendiculara. In acest caz inter-

~ sectia se reduce la punctul P.

Dacd R >OP, atunci OM = R este echivalent cu MP = |/ R* — OP?,
deoarece OP 1. PM, si deci, intersectia este cercul de centru P si razi

I/ R2— OP* (fig. 18.26).
Teorema. Iniersecli

X xz
Fig. 18.27 g g

A
Demonstrajie. Este clar ci dacd sferele sint concentrice distincte intersectia
lor este vida.

ek

Fig. 18.28

Fie 0, 0' centrele sferelor §i R, R’ razele lor. Fie M un punct comun al
celor doud sfere. Avem MO = R §i MO' = R', 00' = constant (fig. 18.27).

98

Existenta lui M reclamd 00’ < OM + O'M=R -+ R'. Deci daci
R + R' < 00’, intersectia este vida (fig. 18.28). Acelagi lucru se intimpld

_ daci 00' < |R—R'|.

Dacsi 00' = R - R’ sau daca 00' = |R — R’ |, atunci M trebuie sé se
afle pe 00, intr-un punct bine determinat de OM = R, 0'M = R’, deci,
in acest caz, intersectia se reduce la un punct.

In fine, daci | R — R’ | < 00' < R + R/, atunei, in orice plan ce trece
prin dreapta 00’, putem construi un triunghi (neredus la o dreaptd) Moo’
cu MO = R, MO' = R".

S& observim ci triunghiul MO0’ este bine determinat, fiind date virfurile
0, 0’ ca si lungimile laturilor O.M si 0" M. In particular, lungimile OP gi MP,
unde P este piciorul perpendicularei din M pe 00’, sint bine determinate (fap-

tul ci P este de aceeasi parte a lui O ca §i O’ sau nu, de asemenea, este bine

determinat), P este deci fix. M este situat in planul p perpendicular pe 00’
in P, la distanti fixa de P, deci descrie un cerc de centru P, situat in planul §.

TANGENTA SUPRAFETELOR CURBE

In cazul cind intersectia dintre o sferd i un plan este formatd dintr-un
singur punct, spunem cd planul este tangeni la sferd (fig. 18.29).

In cazul cind intersectia a doud sfere este formatd dintr-un singur punct,
spunem cd sferele sint langente.

I

Fig. 18.29

Nu totdeauna doud supraféte tangente au un singur punct comun. Farad a
incerca s3 definim riguros tangenta suprafefelor, ddm citeva exemple
(fig. 18.30). '

—
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totalitatea punctelor situate pe toate cercurile avind centrele pe e, continute

in plane perpendiculare pe @ si care au puncte comune cu (C).

A

o

Teoremi. Oi

CoRey

(r)

Conform observatiei precedente, suprafata de rotatie se poate defini gi ca _
|

i
E Fig. 18.33
J = a d |
, SN
i
i Fig. 18.30 4 . _ 3 e
. : Demonstrajie. S& consideram suprafata cilindrica dreapta definitd de un
gerc (C) cu centrul pe @, gituat intr-un plan « perpendicular pe @ gi care ‘I

Dreapta d va fio generatoare a ei,

trece prin intersectia lui « cu d (fig. 18.33).
in plane perpendi-

deci va fi continutd in ea. Sectiunile acestel suprafete, pr
oate cercurile de raze congruente cu razele lui (C), cu cen-

SUPRAFETE DE ROTATIE

|
} culare pe a, vor fit |
Obseroagie. Dac aplictim unui punct M toate rotafiile in jurul unei drepte @, obli- trele pe @. Deci, cu centrul in orice punct dat al lui @, putem duce, intr-un |

3 [ . 2 : 3 s o " . . .. C |

N ) ﬂeli“’ Qe 16 toa;&f punc-t;}e corgniml cettxelc? prin M, situa i;l planul perpendi- plan perpendicular pe @, un cerc care intilneste d. Aceste cercurl yumplu® L
: cular pe a i care confine pe M, cerc cu tentrul in proiectia Iui M pe a (fig. 18.31). : . i |
\ : suprafata de rotate. | : |
i : Teoremi. Suprafaje de rotajie a unei semidrepte d in jurul uner or ‘
it ‘ ce irece prin originea ei O, neperpendiculara este o pinzd conicd circulard : |
a pm— = i a fy 4 I |
i x M ’f-:f }ELm‘,—_;g M ‘
gl o — |

|T‘|‘I 0

I

i ad a

i a d

Fig. 18.34

| a

I Demonstrajie. S& ludm un punct M pe d i si considerdm cercul (C) cu ‘

: centrul in proiectia N a lui M pe @, situat in planul « ce trece prin M
perpendicular pe @ (fig. 18.34). Cum d L a, N +# 0, deci O & o §i cum d # a,
avem M # N. ;

Fie pinza conicd circular
generatoare a ei, iar sectiunile el pr
cercurile cu centrele in intersectia
cu d. Acestea sint toate cercurile ce consti

Observatie. Daci d | a, atunci suprafata de rotatie este planul perpendicular in O
4 |

' Definitie. Fie ¢

\ jurul

% dreapt#i generatd de O g1 (C). Dreapta d este o
in toate planele B paralele cu planul « sint
lui B cu a §i care trec prin intersectia lui P .-
tuie suprafata de rotatie in discutie. ':

Fig. 18.32 S8
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Teoremi. a) Suprafaja de rotajie a unui

Obsergatie. in cazurile b), ¢) din teoremi, daci dreapta este perpendiculard pe segment,
se obline un cerc (inclusiv interiorul sdu), respectiv o coroand circulard (cuprinsa intre doud
cercuri concentrice) (fig. 18.35).

Fig. 18.35

Teoremd. Suprafelt

s fer

Demonstrajie. Fie R raza lui (C). Fie (5) sfera de centru O, egal cu centrul
lui (C) de razd R. Dacd « este planul lui (C}, atunci (C) este intersectia lui o
cu (8).

Fie a o dreapta care trece prin centrul cercului (C ) si care este continutd
in planul siu. Si considerdm un plan arbitrar B _L @, care taie sfera (fig. 18,36).
I El taie ¢ dupi un punct M din interiorul lui (C), deci dreapta d = « N §

| Pt S
T e
0

a

taie (C) in doud puncte P 5i Q. Stim c& P taie sfera dupd un cerc, care trece
| prin P §i Q, avind drept centru proiectia lui O pe B, care este . Aceste cercuri
E_ ,vor umple® suprafata de rotatie.
| 2

g Definiie.

‘ 102

" Fig. 18.37
calota calota
. ; M
Din cele de mai sus, rezultd cd o calotd d c
sferic poate fi consideratd un caz particular :
de zoni sferici. d
S# considerdim un plan « gi pe el doud 4 N’
drepte d gi ¢, formind un unghi ascutit
H in N (fig. 18.38). Fig. 18.38

Agezéim d pe generatoarea unui cilindru circular drept i infdgurdm apoi
planul pe cilindru, astfel incit IV ' & vind in NV si M sise afle pe d. (Bineinfeles
am presupus c¢i lungimea cercului de bazi al cilindrului este egald, ca mésura,
cu segmentul NN'.) Perpendiculara in N pe d se va infigura pe cercul de
bazi al cilindrului. Dreapta ¢ se va infégura determinind o curbd numitd
elice. Filetul unui surub este o elice.

Problemd rezolvatd. Un con circular drept de razi R i indliime 2R este
intersectat cu o sferd cu diametrul cit inaljimea conului gi cu centrul la jumi-

tatea iniltimii conului, dupd un cerc. Si se afle raza cercului de sectiune,
in functie de R.
v

Fig. 18.39

Rezolpare. Din triunghiul dreptunghic VOB (fig. 18.39) deducem VB®= VO? | OB".
Deci, VB = RY5.
Observidm ci triunghiul VNNO este, de asemenea, dreptunghic, fiind inscris intr-un

LR? L ;
= —— = —'E Din AVO'N ~ AVOB, unde O’ este centrul cercului de sectiune si =
|/ oR /5 |
raza sa, deducem:
AR
Y s P Vs e AR
vB R’ RYS R 5 °
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semicerc, deci VIV este proiectia lui VO pe VB. Deducem ci: 4R® = VB-VN; VN = -




PROBLEME 18

1. Un cilindru se desfigoard pe un plan dupé un dreptunghi, ale cérui diagonale sint

egale cu 2 @ i formeazi intre ele un unghi de 120°. 54 se afle raza si generatoarea cilin-
drului,

2. Un cilindru circular drept, asezat cu baza intr-un plan crizontal, are generatoarea
g= 6]/ 3 m giraza de 6 m. Se inclin cilindrul, astfel incit centrul unei baze si se proiec-

teze verticalintr-un punct al cercului celeilalte baze. Ce unghi formeazd in acest caz genera.
toarea cu planul orizontal?

3. Un plan ce contine centrele celor doud baze ale unui cilindru circular drept inter-
secteazd cercurile celor dousi baze in A si B si respectiv in A’ si B’, (4, A’ sint pe aceeasi
generatoare, B, B la fel.) Giisifi distan{a dintre punctele 4 si B’, in funclie de raza R a
bazei si generatoarea G.

4. Un con circular drept, cu raza bazei 9 cm §i indltimea 20 cm, este intersectat cu un

plan paralel cu baza. La ce distan{d de virf trebuie dus planul, astfel incit raza cercului de
sectiune sd fie 6 em?

. Un con circular drept are diametrul bazei de 12 em i indlfimea egald cu 2/3 din
diametru. La ce distan{i de virful conului trebuie Ticutd o sectiune printr-un plan paralel
cu baza, astfel incit lungimea cercului de secfiune s# fie 9n?

6. Un con cu generafoarea de 16 cm se _desfég,oaré pe un plan,‘dupé un sfert de cere.
G#siti raza bazei conului.

. fntr-un trunchi de con circular drept cu R = 16 cm si r = 8 cm, se inscriu doud
conuri care au ca baze, bazele trunchiului si generatoarele unuia in prelungirea generatoa-

relor celuilalt. Stiind cd indlfimea trunchiului este de 12 c¢m, sii se afle indl{imile celor dou#
conuri.

8. Fie d o semidreapti de origine O, si un unghi ascufit 8, ambele date. Gésiti locul
geometric al punctelor M din spatiu pentru care unghiul dintre OM si d este 0.

9. O dreapti ce trece prin centrul unei sfere cu raza R = 10 cm, intersecteazd un
plan « intr-un punct M, astiel cd OM = 26 cm. Stiind c# distanfa de la M la proiecfia
lui O pe « este 24 cm, stabilifi pozitia planului « fatd de sferi.

10. Un plan «intersecteazi o sferd cu raza R = 0,5 m, astiel incit aria cercului de sec-

tiune este de & ori mai micd decit aria unui cerc mare al sferei. Gisi{i distanfa de la- centrul
sferei la planul de secfiune.

11. Fie doud sfere de centre O si 0" siraze R 5i R’

. In fiecare din situafiile urmé#tcare
precizati pozifiile sferelor: )

a) R=8cm, R" =& cru, 00’ = 3 cm;

b) R = 13,5 cm, R’ = 4,5 cm, OO0’ = 20 cm;

¢) R=2)/3cm, R"=2(2 —|/3) cm, 00’ = 3 cm;

d) R=2(4—/2) em, R"=2(3—2})/3), ecm, 00’ =1 cm.
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12. Dou# plane paralele intersecteazd sfera de razi R = 5 cm, dupd dou# cercuri

cu razele respectiv r = 3 cm §i »” = & cm. Aflafi indlfimea zonei sferice determinaté de
cele doud plane.

18. Gasiti locul geometric al_picioarelor perpendicularelor duse din punctul fix 4 pe
planul variabil ce trece prin punctul fix B.

VOLUMELE $I ARIILE CORPURILOR ROTUNDE

VOLUMUL CILINDRULUI

Am vizut ci suprafata prismaticd era descrisi de o dreaptd care se spri-
jinea pe o linie poligonald gi rdiminea mereu paraleld cu o dreaptd daté a.

Am obtinut apoi prisma prin sectionarea suprafetei prismatice cu doud
plane paralele.

Intr-un mod analog se obtine si cilindrul, doar ci dreapta, care genereaza
suprafata cilindricd, nu se mai sprijind acum pe 0 linje poligonali, ¢i pe o linie
curba. !

De asemenea, aga cum am aritat la pag. 94, am considerat suprafata
cilindrici drept ,analogul curb® al suprafetei prismatice.

Vom putea accepta cd: Volumul cilindrului este egal cu aria bazei inmul{iid
cu distanta dinire cele doud plane ale bazelor, numild si indllimea cilinaruluy.

Fig. 19.1

”~

Evident ci analogia de mai sus ‘constituie un argument, dar nu o demon-
stratie riguroasa. :

VOLUMUL CONULUI

Aici vom face analogia intre piramidi gi con. Acolo am unit un punct
exterior unui poligon plan cu toate punctele poligonului.

In cazul conului, punctul exterior-virful conului-se unegte cu toate punc-
tele unei curbe plane. Avind in vedere aceasta analogie, vom accepta od:
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La fel ca la cilindru, aceasta analogie nu constituie o demonstratie rigu-
roasd, ci doar o justificare intuitiva.

Demonstratiile riguroase pentru calculul acestor volume se vor da in
clagele urmaétoare.

ARIA LATERALA A CILINDRULUI §I A CONULUI

Este mult mai dificil de a defini exact ce intelegem prin aria unei portiuni
dintr-o suprafatd curbd. Tn cazul nostru avem de a face cu doud suprafete
care se pot ,ageza pe un plan®, fard a modifica lungimile curbelor de pe ele.
Este natural s presupunem cd aceasta ,asezare” nu modifica nici ariile por-
tiunilor din aceste suprafete, portiuni care se ,agazi“ pe nigte portiuni din
plan.

ARIA LATERALA A CILIN.DRULUI DREPT

‘ Dac taiem cilindrul drept dupd o generatoare, obtinem o suprafatd care

i se poate ,ageza“ pe un plan, devenind un dreptunghi, cu baza segmentul

provenit din curba de bazi a cilindrului, iar indltimea, generatoarea dupd

i care a fost tdiat cilindrul. Deci:
| Aria laterald a cilindrulut @

‘|' ‘oarea). unde se observd cé generatoarea este

egald cu indliimea (fig.. 19.3).
A Vi A

B

\ g Fig. 19.3

[ " A B’ A

H : ¥ "; "L :‘;w.:"f‘ {1 ‘:4‘.‘!1‘;‘:‘:} f‘ e O i1 ] il Tl L 1T L{ [ ) ld. ar f‘ :'«-'f.

congruente, ariile lor vor i egale. Deci:

ooLL 1  Lat Lif

| baze. Cum cele doud baze sint
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unde cf,, ot §i of, sint respectiv aria totald, aria laterald si aria bazei.

In cazul cilindrului circular drept, avind raza bazei R si generatoarea G,
aria totald este

Ve B2 ) 1 | 2\

Observatie. Un cilindru oblic se poate transforma intr-unul drefit,e[ectuind o sectiune
printr-un plan perpendicular pe generatoare (sectiune normald) si translatind una din parti
in directia generatoarei, pin# cind baza ei se suprapune peste cealalld bazi. '

Fig. 19.4

Deci: aria laterald unut cilind

== e v
MALE LILALULLLLG

ARIA LATERALA A CONULUI CIRCULAR DREPT

Am vizut ¢d, tiind un con circular drept dupd o generatoare, suprafata
obtinuti se poate ,ageza® pe un plan, devenind un sector de cerc, avind ca raza

generatoarea, lar ca arc un arc ce corespunde cercului de bazid al conului
(fig. 19.5).

A AA
Fig. 19.5

Cum aria unui seclor de cerc este jumatate din produsul lungimii arcului

e . 1 ey
siu si raza cercului, in cazul nostru o (2w R)G, rezultd ca:

Aria laterald a conului circular drept este egald cu
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unde of; este aria laterald, R este raza bazei conului, iar G este gene-
ratoarsa sa.

bazei sale; iar in cazul conului circular drept de razd R i generatoare G,
aria totald este egald cu \

Aria laterald a uinui con oblic este mult mai dificil de calculat.

ARIA §I VOLUMUL TRUNCHIULUI DE CON
CIRCULAR DREPT

Prin analogie cu trunchiul de piramid, la fel ca mai sus,” pentru con §i
cilindru, deducem.: : '
Volumul unui trunchi de con circular drept este

% Ly | g | 5 Y
—t - it e 1= eV
@ = — (R*+r* + hr),

>
unde k este iniltimea sa, R gi r razele bazelor.
Aria laterald a unui trunchi de con circular drept este

ot = (R + r)G,
unde G este generatoarea, iar R §ir razele bazelor sale.
Putem deduce aceste formule gi din formulele corespunzétoare pentru
con, astfel:
Fiind dat trunchiul de con circular drept (fig. 19.6) figurdm pinza conicd
din care provine (fig. 19.7) si determinim elementele z si g, din relatiile:
T

r
z -+ h R g+ G

—_———————

de unde: zR = r(z + k), decl z =

g1, analo = .
R —_p s 1 g" g R 4 B

Fig. 19.6 Fig. 19.7
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Volumul trunchiului de con este diferenta volumelor celor doud conuri;

(az‘ff'(”-ﬁ—h) R —T% 2 x4 b= Rh_
3 g i R—r
deci;
7 R? e wh
== h. . s SR 0 ] .
& 3 [Bwr R—'I‘) 3 ( i +R’)
(se imparte R3 — r® la R — r ca polinoame in R in r).
Analog,
GR
oA ==nR(G+8) —wg; G+E=73
R —r
deci:
oy =G [ GR )
L (Bﬁr_mﬁ}’n( 341 ;

ARIA SFEREI

Suprafata unei sfere nu se poate ,ageza“ pe un plan.
Vom incepe prin a studia aria laterald a unui trunchi de con circular drept
inscris in sferd (fig. 19.8).

Fig. 19.8

Dack sectiondm figura cu un plan ce trece prin cele doua centre C gi D ale
bazelor trunchiului de con, plan ce va trece prin centrul O al sferei, intersectia
on sfera va da un cerc cu centrul in 0. Generatoarea trunchiului de con va fi
o coardd AB in acest cerc. Fie M mijlocul acestei coarde. Lungimea MN a

perpendicularei din M pe dreapta 0C este egald cu 4 ;L L. Dacd P este

piciorul perpendicularei din A pe BD, atunci AOMN este asemenea cu

ANAPB, deci MN _ AP .o MN-AB = OM - AP. Deci, aria laterald a
- OM AB
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trunchiului de con circular drept poate fi sorisd of, = n- 2MN - AB =
— -20M- AP = 2r- OM - CD. Aceasta permite sumarea unor astfel de
arii, deoarece OM este acelagi. Anume:

S3 considersm, o ,zond sfericd”, sectionatd cu un plan ce trece prin cen-
trele C, D ale cercurilor ce 0 formeaza (fig. 19.9).

Fig. 19.9

S facem, in acest caz un rafionament mai riguros decit in cazul celorlalte
suprafete curbe pe care le-am considerat pind acum.

S impartim arcul AB in n pirti egale prin punctele A=Ay An
A, = B si s considerdm cele n trunchiuri de con circular drept ce au ca
generatoare Apdn gi drept centre ale fefelor (bazelor) proiectiile Dp, Dryy
ale lui ApAny pe CD.

Suma ariilor laterale ale acestor trunchiuri de con va aproxima aria zonei
sferice.

Fie My mijlocul lui Apdpyy. Stim cd aria laterald a trunchiului de con
respectiv este 7+ 20Mp * DrDpys- Dar OMj, este acelasi pentru toti k, deci
suma. acestor arii este 2nO My - CD. ‘

Ficind pe 7 tot mai mare, AxAnyy devine tot mai mic, OMy se apropie
de raza R a sferei. Deci:

Aria unei zone sferice este egald cu 2nR - H unde R este raza sferei din
care face parte, iar H este distanta dintre acele plane care determiné zona
sfericd. Aceastd formuld se foloseste gi la caleulul ariei unei calote sferice.

Pentru H = 2R obtinem, toatd sfera, deci aria sferei de razd R este

egald cu

VOLUMUL SFERE|

Volumul unei sfere de razi R este egal cu o treime din produsul dintre aria
acestei sfere §i raza et, adicd:
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Aceastd afirmatie se poate argumenta in acelagimod in care 8-a argumentat
faptul cd aria cercului este egald cu o jumitate din produsul dintre lungimea
cercului i razd. Vom presupune sfera umplutd cu piramide cu virfurile in
centrul -ei gi bazele patrulatere cu virfurile pe sferd. Vom observa cd indltimile
Jor aproximeazi raza sferei, iar suma ariilor bazelor lor aproximeazi aria sferei.
Suma volumelor lor va’aproxima volumul aforei gi va fi o treime din indl-
{imea comund (raza sferei) inmul{itd cu suma ariilor bazelor (aria sferei).
LwR®

3

® =2 - R =

Fig. 19.10

Problemd rezolvatd. Un trapez are bazele de 30 cm si 45 cm, iar
laturile neparalele de 9 cm gi 12 om. Si se calculeze aria totald gi volumul
corpului obtinut prin rotirea trapezului in jurul laturii de 12 cm.

r

A
7
///ﬂ}/
///’
////
// ,P
/
(]
/1
,’0 ’ 70 4
Fig. 19.11 {’ 9 72
A 0]
A S
45

Rezolvare, Inainte de a incepe rezolvarea propriu-zisad a problemei, atragem atenfia
asupra modului in care este bine si face}i desenul corpurilor de rota ie. ;

Cind vreti sd vedeti ce formd are un corp, provenind din rotirea unei figuri plane in
jurul unei axe, este bine si procedati tn modul urmétor: desenaii simetrica figurii plane A’
fatd de ax#, iar cu extremitafile in virfurile simetrice duceti elipse, cu axa micd cit mai

micé.
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Spfe exemplu, in cazul problemei noastre, notdm cu P = AD N BC si CC’ || AD,

ACC’'B~APAB= ig-’q = -?—2{-3 = -41-2 =3, AP=27cm, BP=36cm, Din ACC'B~APDC=
PC 18 2 2 2
sy 9, PC = 24 cm. Observdm ci AP2 - BP*= AB® (27® 4 36° = 45%).

Deci L APR = 90°. Fie A’ gi D’ simetricele lui 4 i D fajii de BC, ele se vor gisi
pe prelungirea lui AP. Descriem cercuri cu diametrele AA’ si DD’ (pe care le desenim
fn spafiu aga cum se vede in figura 19.11). Simetricele punctelor B si C fajd de axa de
rotatie coincid cu ele fnsele. _

Deci, acum observim ci s-a format un con circular drept {cu virful in B si cu baza
cercul de diametru A4’) din care lipsegte un alt con (cu virful in C si cu baza cercul de
diametru . DD’), asemenea cu el i

2.
Volumul conului mic este v = ,’."%_24_ cm?,
2.
Volumul conului mare este (7) = "—213—36cm3. Deci,
2. 36 182« 2.
m—vzzﬂma AT = N n9312 (323 —22-2) =x9% + 4 * 19 = 6 156m,

(@) = 6 156w cm?.
Pentru a calcula aria totald, vom observa aseminarea dinire cele doud conuri, raportul

de aseminare fiind% . Notind cu of; aria laterald a conului mic §i cu oy aria laterald

a conului mare, putem scrie:

—"a-i—f=i, 9‘Z;=i e qe 2745 = 540n cm?
Ay 9 9

A’ — 540m + 12157 + 405m = 2160%w; o' = 21607 cm®.

PROBLEME 19

1. Dintr-o bari de ofel, sub form# de prismi pafrulaterd regulati cu latura bazei
de 12 cm si in#ltimea de 4,5 m, se strunjegte un ax cilindric, cu pierdere minimé de mate-
rial, 84 se afle volumul axului objinut.

9. 84 se afle volumul unui cilindru circular drept inscris intr-o prisméd triunghiulard

regulati dreapti care are latura bazei 4 I/ 3 dm si inil{imea de 10 dm.

8. Un con circular drept are raza bazei de 6 cm si generatoarea de 10 cm. Gasiti
volumul conului.

A
4. Un triunghi dreptunghic ABC (A = 90°) se roteste, pe rind, in jurul catetelor si
apoi al ipotenuzei. i :
a) Daci AB = 5 dm gi AC = 12 dm, giisiti cele trei volume (7)y, (@s $1 @s-
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b) Dach AB = ¢, AC = b, (@), §i U stnt volumele obfinute prin rotirea triunghiv
lui in jurul catetelor, iar ¢g) prin rotirea in jurul ipotenuzei, aréitafi cé:

Iy P I
o' @i ©F
~ ¢) Formulafi gi demonstrafi o reciproci la punctul b).
&*, Un con circular drept are raza bazei r = 0,8 m. El are trei generatoare doud cite
doudi perpendiculare.
a) Aflafi velumul conului.
b) Rezolvali problema in cazul general, cind raza bazei este r.

6*. Calculafi volumul unui con circumseris unui fetraedru regulat de muchie ¢ = 6cm.

7. Un dreptunghi cu laturile a§ib (a < b) se roteste in jurullui @ i apoi in jurul luid.

a) In ce caz se obfine aria laterald mai mare?
b) In ce caz se obtine volumul mai mare?

8. Un trapez dreptunghic ABCD (ﬁ = 'é — 90°) se roteste in jurul unei paralele cu
BC, distanta de la BC la ax4 fiind de 3 cm (se considerd axa in planul trapezului, dar fn
afara lui). Daci AR = 12 cm, AD = 10 cm §i CD = & cm, 8i se afle aria totald si volu-
mul corpului format. h

9. Aria totald a unui cilindru circular drept este de 182z cm?, iar cea laterald 96n cm?,
84 se afle volumul cilindrului.

10. Un con se desfiisoard pe un plan dup# un semicerc cu diametrul de 20 cm. B4 se
afle volumul conului. '

11%, Un trapez dreptunghic se rotegte, odat¥ in jurul bazei mici, altd datd in jurul
bazei mari. Cunoscind volumele (7); si (7, ale corpurilor astfel objinute, precum silatura o
perpendiculard pe baze, si se calculeze, in functie de (), (¥)z 51 @, diferenta dintre bazele
trapezului.

12#, tntr-un con circular drept cu diametrul bazei egal cu 12 I/ 2 cm si indl{imea egald
cu 6 cm, se inscrie un cub astfel incit o fajd a sa sd se giseascd in planul bazei conului, iar
virfurile celeilalte baze si fie situate pe pinza conici.

a) S# se gdseascd volumul cubului.

b) Rezolvali aceeasi problemi in cazul cind diamefrul bazei cercului este 2a 1/5 s
indl{imea conului a, 1

18. Un con circular drept, care are raza bazei ae 8 m gi indl{imea de 16 m, se taie
cu un plan paralel ca planul bazei, determinind astfel un trunchi de con de indl{ime 12 m.

a) 94 se caleuleze volumul frunchiului de con format. I

h) S4 se determine la ce distan{d de planul bazei trebuie sd se facd o secfiune i
con, printr-un plan paralel cu baza, astfel ca ariile laterale ale celor deud corpuri formate
sd fie egale,

A
14, Un triunghi dreptunghic ABC (A = 90°) se rotegte in jurul perpendicularei in B
pe BC. Daci AB = 3 cm 5i AC = & cm, gisiti volumul corpului format.

15. Un trunchi de con circular drept are aria laterald 220w cm® gi generatoarea 10cm.

Stiind ei raporful razelor trunchiului eswe de & :7, i se afle aria totald si volumul

trunchiului de con.
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16. tntr-o sferd cu raza R = 5 m, se inscrie un con cu indltimea - =8 m. 54
se afle:

a) aria si volumul sferei;

b) aria si volumul conului;

c¢) ariile calotelor formate.

17. Un con circular drept, in care generatoarele fac unghiuri de 30° cu indlfimea, taie
dintr-o sferd, cu centrul in virful conului, o calotd. Raza sferei fiind R, sd se afle aria
calotei.

18*. O piramidd, cu baza pdtrat de laturé a, are toate fetele laterale triunghiuri echila-
tarale. Calculafi raza semisferei cu cenfrul in centrul bazei piramidei §i tangenti la fetele
laterale ale piramidei.

19. Daci doudi cercuri necoplanare au doud puncte comune, atunci ele sint situate pe
aceeasi sferd.

20*. Daci un poliedru are toafe virfurile sale pe o sferd, atunci toate fefele sale sint
poligoane inscriptibile.

91*. Piramida VA BCD are baza A BCD dreptunghi. Din C ducem CP | VA (P e AV),
jar din D ducem DQ | VB (Q « BV). Demonstrati ci PQBA este un patrulater inscrip-
tibil.

29, Dacd existd o sferd tangent Ia toate muchiile unui tetraedru, atunci suma oricéror
doui muchii opuse ale tetraedrului este aceeasi. (Prin muchii opuse infelegem doud
muchii care n-au nici un virf comun.) ¥

23*, Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare, Fie M §i N doud puncte variabile
astfel incit M4 | AN, MB | BN, MC | NC, MD | ND. S¥se arate c segmentul MN
are lungime constanté.

%ﬁ

PROBLEME RECAPITULATIVE

1. So dau cinci puncte, din care, nu existd trei coliniare gi nici patru coplanare, Cite
plane, care sd confind trei dintre ele, se pot duce?

2. Folosind P,, demonstrati ci existd in spatiu drepte care nu sint nici paralele nici
concurente.

3%, Se dau dreapta d,planul « (d & «), punctele A si B, care nu sint situate nici in
plan, nici pe dreaptd. 54 se determine punctele D e d si C € «, astfel incit ACBD (cu
yirfurile in aceastd ordine) si fie paralelogram, Discutie.

4*, Fie a, b, ¢, d, patru drepte oarecare in spafiu, S# se construiascd un trapez, avind
cite un virf al unei baze pe a, b si cite un virf al celeilalte baze pe ¢, d. Si se efectueze
constructia:

a) virfurile pe e, b sint date;

b) virfurile pe a, ¢ sint date.

5. Formulati si demonstrafi o reciprocd a teoremei lui Desargues.

6*. Fie ABC un triunghi, O un punct in planul siu «, D un punct pe perpendiculara
tn O pe planul «. S& se arate ci AD | BC, daci si numai daci, O se afld pe indl{imea
din A a triunghiului ABC.

7%, Dreptele d, si d;, parpendiculare §i concurente in 4, intersecteazd planul « in
dou#t puncte diferite. Unghiurile dintre aceste doua drepte si planul « au misurile de 30° si
respectiv 45°. Si se calculeze mésura unghiului dintre planyl o si planul determinat de dy
gi dy. (Distanta de la A la planul « este egald cu a.)

8%, Fie 4, B, C, D, patru puncte necoplanare. Printr-un punct M de pe segmentul AB
ge duce un plan paralel cu AC si BD. Acest plan intersecteazi pe BC in Q, pe CDin P
si pe AD in N.

a) S se arate cii patrulaterul MNPQ este paralelogram.

b) tn cazul AM = z cm, AB = 5 cm, AC = 12 em §i BD = 7 cm, s se calculeze,
tn functie de , perimetrul patrulaterului MNPQ.

9. Se d4 triunghiul dreptunghic 4 BC ale cirui catete sint AB =2 |/251 AC = /5.
Pe planul triunghiului se ridicd, de aceeasi parte, perpendicularele AA’ = 8, BB’ = &,
CcC’ = 2. Fie 4,, B,, C, mijloacele segmentelor A4’, BB’ si respectiv CC’.

a) 84 se arate cit triunghiul A’B’C’ este dreptunghic.

b) S4 se arate ci triunghiul 4,B,C, este echilateral.

(Probhe de verificarea cunogtintelor pentru inscrierea in treapta I de liceu, Jud.
Prahova — 1975),

10. Fie M la distanta MA = 3 cm de un plan o §i la distanta MB = 8 cm de un
alt plan @, paralel cu primul. Fie BC un segment de dreaptd de lungime egald cu 6 cm,

situat in planul 8. Dreapta MC intersecteazi planul « in D, Si se afle perimetrul triun-
ghiului MAD.
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i1. Se da un cub ABCDA’B’C’D’ de muchie a.
a) 54 se calculeze distantele de la punctele A, C, B'la diagonala BD’.
b) S# se arate cd segmentele ale ciror masuri le-am caloulat la pet, 2) sint coneurente
intr-un punct 7' T
B

TD'
d) 84 se afle unghiul dintre AB’ si AC.

c) Si se arate cd == é—
(G.M. nr. &/1975)
19. fn virful ¢ al dreptunghiului ARCD, cu dimensiunile 4B =al/3 si BC = a,
ge ridied perpendiculara pe planul dreptunghiului, pe care se ja un punct M astfel incit
L MAC = 30°.
a) 54 se calculeze yolumul prismei care are o bazd dreptunghiul ABCD i inil-
timea CMM. '
b) Prisma de mai sus s intersecteazi cu un plan ce trece prin punctele BMD. S se
calculeze aria acestei secfiuni.
¢) in centrul O, al dreptunghiniui ABCD, se ridicd perpendiculara pe planul séu care
intilneste pe AM in E. Este triunghiul BEM dreptunghic?
(Concurs, faza locald, Ploiesti, 1976, prof. N. Radu)

18. Un cub gol, din tabld groasi de 5 mm, are muchia in interior de 40 cm. Sa se
afle masa corpului stiind ci densitatea tablei este de 7,8 - 10° kg/m?.

14, Pe planul triunghiului dreptunghic ABC (AB = AC, AB = a) se duce perpendi-
culara MC = a.

a) S se arate ci MA = CB.

b) Ducem prin M o dreapti paraleld cu GB. Fie D un punct pe aceastd dreaptd, astfel
ineit proiectia lui D pe planul triung‘niu“[ui ABC si coincidd cu mijlocul segmentului CB.
g4 ge arate ci triunghiul ABD este isoscel, ;

16. O prismi oblicd are ca bazi un triunghi echilateral ABC, cu AB = & m. Faja
CBB’C’ este un romb cu un unghi de 60° si este perpendiculari pe planul bazei. Se cere:

a) Volumul prismei; b) aria laterali a prismei. '

(Concurs, etapa locald, Sibiu 1978)

18. Un trunchi de piramidd patrulaterd regulatd are inil{imea de 6 cm, latura bazei
miari egald cu 5 din iniltime i latura bazei mici egald cu-{;- din latura bazei mari, Se

cere !
a) Volumul trunchiului de piramida;
b) volumul piramidei din care provine trunchiul;
¢) ariile laterale ale trunchiului de piramidi gi piramidei. ;
{Probe de verificarea cunogtinfelor pentru fnscrierea in treapta 1 de liceu — Jud,
Olt, 1978.)

17. Sectiunea axiald a unui con circular drept este un triunghi isoscel al cdrui perie
metru este de 18 cm, iar lungimea segmentului care unegte mijloacele laturilor congruente
ale triunghiului este de & cm. fn con se face o secfiune, printr-un plan paralel cu baza,

situat fafi de virf la % din inil{imea conului. Se cere:

a) S se calculeze aria laterald si aria total a conului initialy “
b) si se arafe ¢i yolumul conului inifial este de 16w cm®;

c) si se calculeze aria laterald gi volumul trunchiului de con obtinut;
d) si se calculeze aria gi volumul sferei inscrisd in conul inifial,

(Probe de verificarea cunogtintelor pentru inscrierea tn freapta I de liceu — Jud, Caray
Severin.)
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18. Un trunchi de con are generatoarea de 26 cm, raza bazei mari de 15 em gi indl-
{imea de 2& cm.

a) Si se determine volumul si aria fotald a trunchiului de con.

b) 84 se calculeze volumul conului din care provine trunchiul de con.

c) Si se calculeze raza sferei circumscrise conului din care provine trunchiul de eon.
(Probe de verificarea cunostintelor pentru {nscrierea in treapta I de liceu — Bucuresti, 1978.)

19. Se d# o prism# patrulaterd regulatd dreaptd, ABCDA’B’C’D’. Latura bazei este
de 2 dm, iar diagonala AC’ a prismei este de & dm.

a) S4 se arafe cll triunghiul ACC’ este isoscel.

b) 94 se calculeze aria totald a piramidei cu yirful in ¢’ si baza ABCD.

¢) Presupunind cd prisma este metalicd si ¢i prin topire se transform in alta a cérei
bazd este un dreptunghi cu lungimea de 2 dm si Hifimea de /2 dm, si se arate cf inalti-
mea aczstei prisme este egald cu diagonala prismei initiale.

{Concurs, faza locals, jud. Prahova, 1972)

20. fntr-un cerc de razd R se inscrie un triunghi dreptunghic ABC (A = 90°%), arcele

AC i AB fiind invers proporiionale cu numerele 1,(3)si 0,(6). Pe perpendiculara ridicatd

s 3R
in A pe planul triunghiului ABC se 1a un segment AV = s S4 se afle:

a) masura arcelor AC si AB;
b) aria triunghiului VBC; :
¢) unghiul plan al diedrului format de planele (VBC) si (ABC).
(Probe de verificarea cunostinfelor penfru {nscrierea in treapfa I deliceu, jud. Prahova, 1976.)

91. Fie ABCD un romb de laturd egals cu a §i unghiul 4 = 60 fn punctul A4 se
: g 3
ridicd perpendiculara d pe planul (ABC), pe care se 1aun segment AM = ~2E . B4 seafle:

a) volumul prismei drepte care are ca bazi rombul ABCD si indl{imea egald cu AM;
b) ce putefi spune despre unghiul format de (ABC) si (BMA)?; enuntali propozifia
pe care ati aplicat-o;

¢) unghiul plan al diedrului format de (4BC) i (BMD);

d) distanta de la punctul M la dreapta BC;

e) volumul piramidei cu yirful in B si baza AMD.

99, O prismi dreaptd are ¢a bazi un trapez dreptunghic ABCD, (XA =<D = 90°)
5i diagonala BD perpendiculari pe latura BC (BC = 10 em). Linia mijlocie a trapezului
MW intilneste diagonalele BDsi ACin P §iQ. Cunoscind ci PQ = & om si cd {n#dl{imea
prismei este de 10 cm, si se calouleze: a) aria laterald si volumul prismei; b) lungimea

i lei BD.
diagonalel (G.M. nr. 5/1977)

98*, Se di paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B'C'D’. 54 se arate ¢i dacd perpefi-
dicularele din B, D si A’ pe diagonala AC’ sint concurente intr-un punct M, apartinind
acestei diagonale, atunci paralelipipedul este cub,

24, Pe latura OX a unghiului XOY = 60° se ia punctul 4 astfel tneit OA = a, din
care se duce perpendiculara pe OX si care taie pe OY in B. Din B se duce perpendiculara d
pe planul unghiului dat si se ia peea BM = OA. Fie BE perpendiculara pe AM (E = AM),
AC perpendiculara pe OB (C = OB) si CD perpendiculara pe AM (D & AM).

a) S4 se determine unghiurile triunghinlui ABM si lungimea indl{imii BE.

b) S4 se afle raportul

AD

DE

c¢) 84 se calculeze perimetrul triunghiului OAM.

(Concurs faza locald, Tirgovigte, N. Bebea)
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S —————

; 2{‘::4BSE se calcul}(:zel volumul prismei patrulatere regulate ABCDA’B'C'D’ cu latura
azzi = o §i unghiul dintre MD si NC’ de 60° (M si N sint mij ii
e § (M s sint mijloacele muchiilor late-

{Concurs etapa locald, Bucuresti, 1978 — C. Cirbunaru)

26. Sf? considerd un paralelipi]::ed dreptunghic ABCDA’B'C’D’, cu laturile bazei
AB = a si BC = b. Si se demonstreze .ci daci indl{imea paralelipipedului este 44’ =

— |/ 2ab, diagonala paralelipipeduluf este egals cu suma a doud laturi aliturate bazei.

29. Se di piramida triunghiu.larii VABC astfel incit: AV = BV =CV, A
. = = 3 V =
LAVE = 60°, LAVC = 90°, LBVC = 120°. 3
a) S84 se calculeze laturile triunghiului ABC.
b) 84 se calculeze aria laterald a piramidei cu virful ¥ gi baza ABC.

28, fntr-un tetraedru regulat SABC de muchie a, se face o secfiune printr-un plan
¢e trece prin punctele 4, P, Q (P i Q sint situate pe SC si respectiv SB, astfel incit
SP = 2PC gi SQ = 20B).

a) 84 se afle aria sectiunii.

b) 84 se afle volumul piramidei cu baza PAQ si cu virful in .

(lf;r;%b;a de verificarea cunostinfelor pentru inscrierea in treapta I de liceu, Constanta,

. 29, Se di trapezul 4BCD in care AD || BC si AB= AD = DC, AB = a i BC = 2a.
Diagonalele AC si BD se’intersecteazi in O, In O se ridic4 perpendiculara pe planul trape-

zului, pe care se ia un punct § astfel ca SO = Lo
2

a) 84 se arate ci unghiurile ascufite ale trapezului au fiecare cite 60° si ci AC este
perpendiculari pe AB, iar BD este perpendiculard pe DC.

b) 84 se arate cfl triunghiul SAB este dreptunghic.

¢) S4 se determine unghiul diedru format de planul (SAD) cu planul trapezului.

d) Prin mijlocul segmentului SO se duce un plan paralel cu planul trapezului, care
intilnegte segmentele SA4, SB, SC, SD respectiv in 4,, B;, Cy, Dy. i

Fie () si v volumele piramidelor care au virful § §i ca baze poligoanele ABCD si
respectiv A, B,C,D;. $4 se arate ci (f) = 8uv. '

(Concurs, faza locald, Prahova, 1970)

80. Volumul unui trunchi de piramid4 regulati cu baze pitrate este de sapte ori mai
mare decit volumul unui paralelipiped dreptunghic cu lungimea de 7 dm, lifimea de 40 em
si inil{imea de 0,3 m; fnil{imea trunchiului de piramidd este de 4 dl;l, far latura bazei
mici este de 2,25 ori mai mare decit aceastd in#l{ime,

Se cere:

a) volumul trunchiului de piramidi;

b) latura bazei mari;

¢) aria laterald a trunchiului;

d) la ce distan{4 de planul bazei mari trebuie ficutd o secfiune paraleld cu bazele
astfel incit aria acestei secfiuni 84 fie egald cu 144 dm? :

(Concurs pentru admiterea in clasa a IX-a, 1971)

: 81. Un trapez dreptunghic are baza mare egald cu 16 ¢m, indl{imea de 30 mm gi baza
mic# egald cu 0,75 din baza mare, 54 se afle:
a) perimetrul i aria trapezului; y
b) aria totald gi volumul corpului obtinut prin rotirea trapezului tn jurul bazei mici,
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82, O dreaptd perpendiculars pe ipofenuza BC a unui triunghi dreptunghic ABC
intersecteazd catetele AB gi AC in S, respectivin T.

a) 84 se arate ci CS | BT.
b) Daci AB = 5 cm i AC = 12 cm, sd se afle volumul corpului obfinuf prin rotirea

triunghiului ABC in jurul ipotenuzei BC.

88, intr-un trapez isoscel ABCD, un unghi ascutit este de 45°. Latura oblicd AD este

congruentd cu baza mick CD (4D = 10 cm),
a) S se afle lungimea diagonalei BD.
b) 84 se afle volumul corpului obtinut prin rotirea trapezului in jurul bazei mari.

84. Un trapez isoscel ABCD are baza mare AB = 10 cm, baza micd CD si laturile
neparalele sint egale, fiecare, cu cite 5 cm., Se cere:
a) s# se afle unghiurile trapezului;

b) sd se demonstreze cd AD | BD; -
c) s4 se afle volumul corpului objinut prin rotirea frapezului in jurul dreptei ce trece

prin mijloacele bazelor.

85. Se considerd un trapez cu ambele unghiuri de la baza mare ascufite.

a) Rotim frapezul in jurul bazei mici. p

b) Rotim trapezul in jurul bazei mari.

Cind este mai mare volumul obtinuf, in cazul a) sau in cazul b)? Volumele pot fi egale?
(Concurs, 1973 — L.C. Ligor)

86*. Dintr-o piesii uzati, in formd de con circular drept, cu raza bazei de 2 dm si in#l-
{imea 2 |/ 2 dm, se taie un corp in forma de cub, cu una din fefe asezatd pe baza conului,
de volum maxim. S& se arate ci in felul acesta se foloseste mai putin de un sferf din

material.
(Concurs elevi, 1973)

87. Triunghiul AB’C’ (;1\ — 90°, AB’ = AC’) se proiecteazd pe un plan care confine
inilfimea lui, AD, dupd triunghiul echilateral ABC. 54 se gaseascl valoarea unei functii
trigonometrice a unghiului pe care il fac fiecare dintre dreptele AB’si AC’ cu planul tri-

unghiului ABC.

88. Un triunghi ABC, dreptunghic in 4, se proiecteazd pe un plan « care contine

virful B (4, C sint de aceeagi parte a planului).

Proiecfia triunghiului ABC este triunghiul A’BC’. Stiind ci A4’ = CC’ si ci distanfa
dintre A si C este a, ci unghiurile dreptelor CB si BA cu « sint respectiv de 30° §i 45°
s se determine, in functie de a, segmentele BA’, BC' si CC'.

89. Fie OX, OY, OZ trei semidrepte in spatiu, astfel cd mésura unghiului format de

oricare pereche dintre ele este de 60°.
a) 94 se demonstreze cd una dintre aceste semidrepte se proiecteazd pe planul deter-

minat de celelalte doud dupid bisectoarea lor.
b) Fie punctul A pe OZ, situat la distanta e de O si fie A’ proieciia lui A pe planul
XOY. S s& caleuleze distanfa AA". 5

40. Se considerd un con circalar drept cu raza bazei R gi indl{imea VO =2 R,V fiind
virful conului i O centrul cercului de bazd. S4 se calculeze raza cercului de intersectie a
conului cu semisfera avind drept cerc mare baza conului.
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41*, O gileatd tn formi de trunchi de con, din tabld, are dimensiunile r = 10 em,
R = 25 cm, G = 30 cm. Cita tabld a fost necesard pentru confecfionarea ei. (Se consumy
Ja imbiniri 89, din suprafata tablei folosite.) Ce capacitate are?

Cite grade are sectorul de cerc care cuprinde porfiunea de coroand circulard din desfi.
surarea suprafefei laterale a trunchiului de con?
(Probe de verificarea cunostintelor pentru inscrierea in treapta I delicen — jud. Vaslui)

42. Un trunchi de con circular drept, ale cirui generatoare fac cu planul bazei unghiupj
de 45°, este circumscris unei sfere cu raza de 3 cm. 94 se calculeze razele bazelor si arig
laterald a trunchiului de con.

43. tntr-osferi derazi B = 5 cmse inscrie un cilindru circular drept de indl{ime 6 cm,
Se cere: .

a) aria calotei sferice aflate deasupra bazel cilindrului;

b) aria laterald gi volumul cilindrului.

44, in triunghiul ABC cunoagtem: BC = % cm, indl{imea AH —.1/3 cm si unghiul
B = 30°. O paraleld la latura BC intersecteazd pe AB si AC respectiv in punctele D si E|
iar DE intersecteazd pe AH in I.

a) S# se calculeze lungimile segmentelor AB,AC si BH.

b) Dacé IH = '/33

¢) S4 se caleuleze aria totald a corpului obtinut prin rotirea trapezului BDEC, in
jurul lui BC. '

45*, Se dau doud cercuri de raze a si b sifuate pe o sferd de razii R, tangente exterior,
Se cere distanta dintre centrele lor.

em, s4 se calculeze lungimile segmentelor BD, DE si EC.

46*. Fiind dat un con circular drept cu indltimea A §i raza bazei r, sd se determine
pozitia unui punct P, care este sifuat la aceeasi distantd de virful conului §i punctele de pe
cercul bazei.

47, Un pitrat de laturd 4 cm se proiecteazd pe un plan care face cu planul patratului
un unghi de 60°.

a) 94 se afle aria proiectiei.

b) S4 se demonstreze ci, in general, proiecfia pAtratului este un paralelogram, Cind
este un dreptunghi? Cind este un romb?

INDICATIl SI RASPUNSURI

PROBLEME 1 (pagina 9)

1. a) Toate patru nu pot fi coliniare. Daci ar fi coliniare, ar fi situate fntr-un acelasi
plan; b) Vom uni, pe rind, pe 4 cu B, cu ¢ si cu D. Pe B il vom uni numai cu C si
cu D, ciici cu A l-am unit. Apoi vom unipe C cu D. Deci obfinem 3 +2 + 1 = 6 (drepte).

2, O singurd dreaptd. (Daci 4, B, C sint coliniare §i B, C, D sint coliniare, rezulti
ci A, B, C, D sint coliniare,)

3. 9% notim cele trei puncte coliniare cu 4, B, C. a) Toate planele con{in pe D si cel
putin dou# din punctele 4, B, C. Deci, existd un singur plan; b). O infinitate de plane,
(Toate planele care trec prin dreapta AB.)

4. Se foloseste propozitia P,. :

5. a) Un singur plan, in sifuafia cind M,, M,, M,, M,, M, M, sint coliniare. Spre
exemplu, planul deferminat de M, cu M, si M,, contine si toate celelalte puncfe; b); Cel

" mai mare numir de plane se obtine cind oricare trei dinfre cele sase puncte din plan sint

necoliniare. (15 plane); ¢) Nu.

6. a) Sapte drepte, in cazul in care toate cele sase puncte din planul dat sinf coliniare;
b) In cazul in care oricare trei puncte, dintre cele sase din planul dat, nu sinf coliniare, se
obtin dreptele M,M;, M, M, ..., M,M, (sase drepte) si incd 15 drepte determinate in
planul dat. Deci, in total, 21 de drepte.

7. Pe dreapta AB avem: PA — PB = AB. In triunghiul AQB avem:
AB > |QA — QB | (fig. R.1).

A

Jis

N\
. / \p
Fig. R.1 a SR

8. Dach A = d si B =g, dreapta AB este situatd in planul determmat de 2 si g.
9. in general nu. Privi{i figura R. 2.

9
7

Fig. R. 2
\fa \

10. Planul determinat de dreptele & si g.




11. Planul determinat de A si d, mai pufin semidreptele ce trec prin A lg,l sint paralelg
cu d. (Punctul A aparjine locului geometric.)

PROBLEME 2 (pagina 16)

1. Doud drepte paralele cu a treia sint paralele intre ele. (Tranzitivitatea relafiei de
paralelism.)

2. DE = 8 cm.

8. Nu. Puteti da un exemplu,

4. Presupunen ci o nu ar fi paralel cu 8, deci « N = c. Atunci a llesib e, deei
a || b, ceea ce contrazice ipoteza, deci e || 8.

b. Sase drepfe.

6. Fie a o dreaptd din planul «, despre care presupunem cd nu ar fi paraleld cu B
(aNB = {M}). Ar rezulta ci Mea 5i Mef, deci ¢ « 5i 8 nu ar fi paralele, deci a ||,

7. Daci orice dreaptd confinuti in planul « este paraleld cu planul B, atunci
«|| B. Reciproca este adevérata.

8. Nu. Se considerd « si p doud plane gi «N B = a. Fie d o dreaptd (d || a) sid@ e,
d B, alld,plid#alp.

9, Nu, Fie « si B cele doudl plane paralele gi dc B. Prinfr-un punct 4 € « trece o
singurdl paraleld (g) continutd in « si paraleld la d. Ducem prin 4, tot in «, o dreaptd &,
diferitd de g. Dreptele d si k nu sint paralele.

10. a) MN este paraleli cu planul «; b) MN infeapd planul e.

11. Fie ABC un triunghisi «un plan (a [| ABsi« || AC) = « || (ABC); BCC (ABC)=
= a|| BC.

12. AB | g.

PROBLEME 8 (pagina 20)
1. Nu. Priviti figura R. 3.

a
b
(22
2, Punctul C si dreapta a determini un plan «, iar punctul C si dreapla b determiné

un alt plan B. Planele « i 3, avind un punct comun (€), conform lui Py, mai au incd
unul, deci se intersecteazii dupil o dreapld d. Aceasta este dreapta ciutatd (fig. R.4).

\ a
Fig, R.4
\}

xC : .
8. Presupunem ci dreapta 4 are un puncl cemun cu planul ;, atunci ea este toafd
continuti in planul e, peniru ci este paraleld cu g, si g este paraleld cu «. Dacdl nu are
un punct comun cu « este, evident, paraleld cu .

Fig. R.3
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4. Si presupunem ci o || BD (fig. R.5). Deoarece.
BD || «, planul (ABD) va tiia pe o dupd o dreaptd para-
Jeli cu BD. Deci MQ || BD. in mod asemdndior se
demonstreazd cd NP || BD. Rezultd ci MQ || NP si deci
ci MNPQ este un trapez.

5. Segmentul AB apar{ine planului determinat de
dreptele a si b. Problema s-a redus la o problemi de
gsometrie in plan.(Locul geometric al mijlocului unui
segment ce se sprijind pe doud drepte paralele.)

6. Dacd y [la.

7. Fie A un punct oarecare al dreptei d. Punctul A si
dreapta g determind un plan j. Prin A ducem in planul 8

paralela la g, pe care o notdm cu g’. Dreptele g’ si d
determini un plan paralel cu g.Cu aceasta am demonstrat
existenta. Unicitatea se demonstreazi prin metoda redu-
cerii la absurd.

8. ,Daci un plan o taie doud plane B si v dupé doud
drepte paralele, atunci B si y sint paralele® este o afir-
matie falsi. Planele 3 si y se pot intilni dupid o dreaptd
paraleld cu a...

9. (ABD) || (MNP).

10. Din triunghiurile ABC si ABD (fig. R.6) rezultd
¢i EF || AB si HG || AB = EF || HG, iar din triunghiu-
rvile AGD si BCD :EH ||CD si FG || CD= EH || FG.
Deci EFGH este paralelogram,

11. a) MN || AC si MN i‘;’ . Ac, PQ || AC :

si PQ = —;- . AC. Rezulti deci ci MNPQ este paralelogram., fn mod analog, folosind

teorema liniei mijlocii in triunghi, se araté si despre colelalte patrulatere de la pet.
b) si ¢ cd sint paralelograme. d) Paralelogramele MNPQ si MRPS au diagonala MP
comuni. Deci RS trece prin mijlocul lui MP. Analog, MRPS si NRQS au diagonala RS
comuni, deci NQ trece prin mijlocul lui RS. Cum MP, NQ'si RS au mijloacele in
acelasi punct, rezultd cd sint concurente.

12. MN este linie mijlocie in triunghiul ABC: MN = i42£
; - MN = PQ.
PQ este linie mijlocie in triunghiul DAC : PQ = ﬁzﬂ

Analog se demonstreazd cii: MQ || NP si MQ = MP.

18. Nu neapirat. Pot fi ambele paralzle cu doud drepte paralele. Ele se pot intersecta
dupi o dreapti paraleld cu dreptele. Daci adiugam conditia ca dreptele initiale si nu fie
paralele, afirmatia devine adeviraté. i

14. Din enunt rezultd cd d || 5i d || b. Locul gzomstric este planul determinat de
d si ¢, deci planul care contine pe ¢ si este paralel cu a si cu b.
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PROBLEME 4 (pagina 23)

1. AB = 7,5 em, BC = 4,5 cm.

2. Oricare dintre plane contine paraiela prin 4 la d.

8, Fie {B} e a5i M mijlocul lui AB. Locul geometric cste planul ce conjine pe M gi
cste paralel cu «a. 1 . :
4. Solutia este similaré cu cea a problemei precedcnte.

5. a) O dreaptd paraleld cu d si g; b) Un plan paralel cu d sig.

6. a) Linia mijlocie a trapezului APQB; b) Un paralelogram si interiorul séu...

7. Daci d,, dg, dg, d, sint cele patru drepte si 4, B, C, D, respectlv A’, B, G, D8
sint punctele in care ele intersecteazi doui plane oarecare o si B, iar BC este paralel si
congruent cu AD, atunci planele (BCB') si (ADA’) sint paralele, Presupunem cd B'C’
nu este paraleld cu 4’D’, atunci B'C' N A'D'={M} = (M} = (BCE') si {M} e (ADA") =
= {M} e (BCC') N (ADA’), ceea ce contrazice concluzia de mai sus.

8. Doud drepte concurente determind un plan. Acest plan este intersectat de doud
plane, dupd qoud drepte paralele. Deci, patrulaterul inscriptibil ABCD are doud laturi
paralele, El este deci dreptunghi sau trapez isoscel.

9, Nu, vezi problema precedentd.
10. a) Se formeazd triunghiuri ale ciror unghiuri au laturile respectiv paralele.

b) si c) Se va folosi raportul Je asem#nare al triunghiurilor.
1 5 s e 5 b LB o A A"C”
11. Daci 4’, A” € «; B, B" B, 1ar C’ si C” satisfac relatiile —— =3, —— = 3
C'B’ Cc”B"

3

alinei leeul geometric este planul (CC’C”), paralel cu a.
12, Daci R este punctul in care d intersecteazi planul 0, atunci:
AM BN CP D@ A'R B'R C'R DR

15" NG -PD | QA : RE' RC" RD “ RA

PROBLEME b (pagina 28)

1. Dach dreptele a, b, ¢, sint toate trei coplanare, perpendicularele 0A, OB 5i OC se
gisesc in planul perpendicular pe planul determinat de a, b, ¢ si' care contine pe 0. Dacl
a. b, ¢ sint necoplanare si planul (OARB) ar fi diferit de (0BC), ar rezulta ¢4 prin punctul
O s-ar duce doui plane perpendiculare pe b, ceea ce este imposibil. Deci drep tele OA, OB
si OC sint coplanare numai daci dreptele a, b, ¢ sint toate trei coplanare.

2, ‘Punctul O este mijlocul lui AB. 8. Rispunsul este afirmativ.

4.0B | g.

5. AB | (ACN).

6. Planul perpendicular in O {mijlocul lui AB), pe AB.

w. Dack A, B gi C sint cele trei puncte necoliniare, locul geometric ciutat este dreapta
de intersectie a planelor mediatoare ale segmentelor AB si BC (prin care frece $i planul
mediator al segmentului CA).

8. Punctul de intersectie al dreptei determinate la problema precedentd cu planul
mediator al segmentului CD. (Am considerat cele patru puncte necoplanare 4, B, C, D.)

9. Din triunghiurile dreptunghice A’AC si B’BC rezultd cd AC = 7 ecm, BC = 7 cm,=

deci AB = BC = CA. i
10. Din triunghiul dreptunghic B’BC remulti ci BC = g, deci AB = AC = BC.
11. Cateta AC, riminind perpendiculard pe AB, este continutd in planul perpendicular
in A pe AB. Locul geometric este un cerc de centru A si razi AC, situat in planul men-
{ionat mai sus.
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2. Prin A’ ducem paralela la AB, care intersecteazi pe BB’ in B*. In med analog,
prin A’ se duce paralela la AC, care taie pe €C' in punctul C* etc. Din triunghiul A4°B*B*:
A’B’ — 5, in mod analog se gdsSC: A'C' = 17, A'D’ = 10, B'C' = 2 I'5, B'D' = |/57
si C'D’ = |/41. ‘ ' :

18. a) A4’ | 04 = 0A = 12 m; b) Un cerc cu centrul in punctul 07, situat pe per-
pendiculara in O pe planul cercului dat si avind raza de 6 m. (Locul geometric este confinut
tntr-un plan paralel cu planul cercului dat.)

14, AB = 12 em, BC = 3 cm.

15. O dréaptii perpendiculard pe planul cercului in punctul O, centrul sdu.

16. O dreaptd perpendiculard pe planul pAtratului dusd in punctul O de intersectie
a diagonalelor lui.

17. Fie « planul perpendicular pe b dus prin a gi care intersecteazé pe b in 4, Se duce
prin punctul A dreapta ¢, paraleld cu @, Avem b | ¢ = b | a. Deci, cele doud drepte date
{a si b) trebuie sd fie perpendiculare, _

18. Fie M un punct pe dy. Prin M ducem planul «, care este perpendicular pe d, apoi
in M ridicim o perpendiculard a pe «. Rezultd ci a || dy i cd a | dy, ceea ce inseamné
¢4 d, trebuie sd se giseascd, in tntregime, fn planul e, care este planul ciutat.

19. Daci d, i d, sint perpendiculare, ducem perpendiculara comund d a lui d; si dg
si planul (dg, d,) este cel cdutat.

90. Intersectia lui « cu planul perpendicular pe & care trece prin 4.

PROBLEME 6 (pagina 32)

1, Ducem iniiljimea AD a triunghiului ABC. Avem: BC: AD = AB- AC = AD =
— 924 cm. Stiind ¢d MA L (ABC) = MA | AD gi MD | BC. Din triunghiul drepts
unghic MAD rezultd cd MD = 26 cm.

2. Dacd D este mijlocul segmentului AB, OD = & cm, iar MD = 5 cm. !

3. Paralela prin E la BC taie pe ABin M sipe CDin M, iar paralela prin E la AB

taie pe AD in N si pe BC in N’;EM=3'—;Tcm= iem; EN.-= 9-%cm= 3 cm;

FM=|/5"+1= |/§T5 (em); AN = /5% + 38 = I/EZ (cm3), FM" = |/ 52 98 — 1/2—5 (em),

FN’ = |/5" + 6 = |/61 (em).
4, Fie ABCDEF hexagonul dat. Vom observa ci distantele lui M la EF, ED si res-
pectiy BC gi DC sint egale. Deci, vom caleula numai distantele lui M la BC si DC. Fie P

piciorul perpendicularei din M pe BC; AP = 0'23 ; MP = Vba-fgf:j =

9.8 L Lp?
- l/i’:_jii Se observi i AC | CD, si~deci, MC = |/B7+3a® (evident distanfa

lui M la AB si AF este b).

5. Hexagonul are 9 diagonale. Nu vom mai calcula distantele lui M la cele trei diagonale
care pornesc din 4. De asemenea, vom observa ca distantele lui M la BE gi BD sint respectiv
egale cu cele la FC gi FD. Vom calcula distantele dy, dy, dy, 24, ale lui M la BF, BE, BD

Lb? - a? V/3a% + 4b® —— 9a® + 4b?
4 - . dg=--izi-—: dg= |/ 531 a?; (gif_l/;‘;‘__.

pi EC, gisim: dy=

6. Din triunghiul dreptunghic ADM, AM = Vb’ -+ a—; . Din triunghiul, de aseme-

nea, dreptunghic MDC, MC = Vb‘-‘ i ;'fi . Deci MA = MC.
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7. Fie O contrul corcului $i « planul siu si tangenta NP. Avem: MO | as
ON | NP = MN | NP.

8. a) Notdm A4’ = z; « — va fi solutie a ecuatiei:
2¢% + a® + (a — z)? = a® + $9=>.1':=-3—;-;

b) « va fi solufie a ecuaticiza® + (@ — )2 =@ f- 2" =8 =

m]s:

9, Un cerc continut in planul « cu diametrul AP, P fiind piciorul perpendicularei din
B pe o.

10. a) Dacd B esfe piciorul perpendicularei din A pe d, picioarele perpendicularelor
din A pe planul mobilsint confinute in planul perpendicular pe din B;b) Locul geometrio

B . e :
este un cerc de razé -A—)-— si cu cenfrul in O, mijlocul Tui AB; ¢) Un segment AA’ pentru
care d este mediatoare.

11. BC | AD si BC | OD = BC este perpendiculard pe planul determinat de AD
si OD, deci pe orice dreaptd din acest plan. in particular, BC | AO, deci O se afld pe
indltimea din A.

12. MA’ | BC, MH | (ABC)=HA’ | BC. Cum 'H aparfine findl{imii din 4
rezultit ¢ AA’ | BC. Analog pentru BE’, CC'".

I&ABly,BDLdaADld({ADH:QW,ABL% BG | g=AG | g
(L AGH = 90°). ;

PROBLEME 7 (pagina 39)

1. BD = 9 cm. 2. 41/2 cm.

8. Fie M si N picioarele perpendicularelor 0
din D si B pe AC (fig. R, 7). DB =
— |/DME + MB* = |/DM? + MN* + NB* =

X |/ 337 (cm).
9 . M N
4, BC =|/3 cm. 6. BD =a|/3. A. . A
6. MN = & m. 7. Un plan paralel cu cele V
doud drepte, situat la egald depirtare de acestea.
‘8. Doud plane perpendiculare pe planul celor b

douii drepte, si care contin bisectoarele unghiu-

rilor formate de aceste drepte. Fig. R.7

9. Un plan care confine dreapta de intersectie a planelor date i care se numeste »plan

bisector®.

10. Dou# plane bisectoare se taie dupi o dreaptd. Se va ardita cf aceastdl dreapti este
continutd si in cel de-al treilea plan bisector.

11. Fie OM perpendiculara dusd pe planul ABC. Planul COM este perpendicular pe

ABC. Daci ON | AB, conform unei reciproce a teoremei celor trei perpendiculare,
MN | AB.
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1 12, Se noteazd cu e lungimea catetelor triunghiului dreptunghic dat. Se calculeaza
distanja BC, dupd tndoire, si s3 giseste BC = a. Cum AB = AC, AB = a, rezulti ci,
dupi indoire, triunghiul ABC este echilateral.

13. AP’ = PP’.

- 14, fntr-un punct A e dC «, ducem ¢ _|_d. Planul (g, d) este cel ciutat. Unicitatea:
presupunem existenfa a dou# plane care intersectate cu al treilea contrazic unicitatea
perpendicularei pe o dreaptd in acest plan,

16. Se foloseste definifia planelor perpendiculare.

16. Rafionament aseminitor cu cel de la constructia perpendicularei dintr-un punct
pe un plan.

PROBLEME 8 (pagina 43)

1. Proicctantele AA4’, BB’, CC’ sint paralele si deci determind, pe orice sccantd,
segmente proporfionale.

2, Sa aplici rezultatul problemei precedente.

8. Dreptele o’ i b’ sau sint paralele, sau coincid. Sint paralele, cind planul lor este
neparalel cu planul pe care 8¢ face proiecfia si coincid, cind planele sint perpendiculare-

4, Medianele lui ABC se proiecteazd pe medianele lui A’B°C".

al/2

5. A’B= A'C, A'B=—5

9 P
= AN 312/—24-, teA’BA = 1.
6. AB= AC = AC’, AB = a)/2, AA'C’C este un dreptunghi = CcC’ = a.

% , : e L (TR
7. Se demonstreazii ci AB==AC. Daci AB = BC, cos ABC = = §

=, N 2[/§ i =
AC = 3)/2 cm. Dacd AC = BC, cos ABC=—¢— §l AR = &})/2 cm.

PROBLEME 9 (pagina 52)

1. a) 5)/2cm;b) 51/3 cm;c) 5 em.

2. Se aplicd una din reciprocele teoremei celor trei perpendiculare,

P B
: b) cos ACA’=—2—=L3§—.

21/3 ; /6

4, Se formeazi douil triunghiuri dreptunghice care au catetele respectiv congruente,

8.a) A'D =

b. a) D'A _l_ AR (conform uneia dintre reciprocele teoremei celor trei perpendicu-

lare), C'D’ || AB; b) AB =5, AD'= 3‘? . D'C’ =2, BC' = ﬂgl

C_,"“P

6. tg u =

7. Se va observa ci triunghiul B’AC este dreptunghic isoscel 4B’ —AC’ = 3)/2,
/\-’ I/E‘ ’
cos BAC' = =5 L BAC’ = 45°.
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1I¥

|
I EH

8. 9 cm.

T T ~ 3+ 3
9. 8) BD = a, DC = ‘“ga ;b}A’D2=_a%?_; c) cosABA'=\/—I/—6-H-,

N —
“ces ACA’=-;—]/1 +1/3.

10. 60°.
1]
11. ?’_(gi;ﬁ}_cma
2
12. a) 45°; b) §' = Sr—l—/z-— 3
/5
18. u = 60°; o = 3a2|/3 ;

14. 00’ = 14 cm.

PROBLEME 10 (pagina 62)

1. (7) — 80 cm?.

2, () = 160}/3 cm?.

8. a) (@ = 48 md; b) ofy = 6(2,& + |/2) m?; c) 45°.

4, A, = 42 m?, (@ = 12 m®.

b. a) Se aplici teorema celor trci perpendiculare; b) @ = 320 em?.
6. (7) = 96)/3 cm®.

7. Triunghi echilateral cu latura I = —g- ; =

8 oy = a2)/3, @O - “352 A

9. Se obtine un hexagon din care lipsesc doud triunghiuri echilatcrale,
10. Trapez.
11. Dreapta de intersectie a planelor (4 BA) si (ACA’) se intersecteazd cu 00’ intr-un

" punct G.

12. Se aplici teorema celor trei perpendiculare i se {ine seama cé intersectiile a doud
plane perpendiculare pe un al treilea este o dreaptd perpendiculard pe acesta.

13. Toate trec printr-un punct eg.;al dep#rtat de cele'patru virfuri.

14, Muchia comuni a celor dou# unghiuri drepte este perpendiculard pe planul celor-
lalte dou# muchii respective i se aplicd teorema celor trei perpendiculare.

3 ac ab
16. Notim: OA —a, OB = b, OC = ¢, Rezultd ¢4 Spac = - » SoAB= —, , SoBc =
4 2 2
be . . o o " = ab
i—2- _ Fie €D o inilfime a triunghiului ABC. Atunci, OD = __——l/m T
2hH2 2.2 b[‘. 2 2b2 4 2,2 + Bb‘A + bzcﬁ
oD = 2l a®h =l/ac+ e + a si SABc=I/aC a‘ )
a® 4 b® Va* + b 2
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18. Din B ducem BE, indl{imea triunghiului BCD (E = CD). Se demonstreazd ci
CD | (ABE) gi apoi ci (BCD) | (ABE), rezultind astfel ci indl{imea din A a tetra-
edrului cade pe BE.

Fie H piciorul in#ltimii din 4. Daci, in plus, AC | BD, atunci H « CF (CF fiind
in¥ltimea fotei BCD). Deci BC | (DHA) si BC | AD.

Laturile opuse ale tetraedrului fiind respectiv perpendiculare, picioarele indl{imilor
tetraedrului sint: ortocentrele fetelor.

PROBLEME 11 (pagina 61)

1. 4d; = 24 cm?,

2, a) G si § impart in acelasi raport medianele triunghiurilor AB'C si MNF;
b) Dacd D si E sint mijloacele lui BC si NP, DE = 9 cm, fiind linie mijlocie in trape-
il BOPN. Se duce MF || AD. Daca MFNSG = {L},LG=DF =AM, AM = 6 cm,

FE — 3 em. 1 - triunghiul MFE: SL|EF, 25 M5 _ 2 16— 2 cm, S6=8 om;
FE ME 3

o (G = S b ke
3

8. Mijloacele muchiilor menjionate sint confinute in sectiunea realizati de un plan
ce trece prin mijloacele segmentelor AA’, A’B’, A’D. Oricare din laturi se calculeazd ca
linie mijlocie intr-un triunghi cu baza o diagonald a unei fefe.

4, Triunghi, patrulater, pentagon.

5. Idem cu 4, plus hexagon,

_ 6. a), b) se formeazd un paralelogram,

7. Se exprimi fiecare sumd in funcfie de distanta dintre punctele de intersecfie ale

diagonalelor bazelor si .

PROBLEME 12 (pagina 63)
1. a) 13 cm; b) 50 ¢m.
13

2. a) 192 em?; b) BD’ = 2}/57 cm, AC’ = 10 cm.

2
3. a VE :
4, (384 + 60)/3) cm?,
b. a) BB'CC’; b) BD | AC’.
8. Se calculeazi AQ ca proiectie a catetei AD din triunghiul drep tunghic ADC’.
7. Daci A’'Q | AD’, din triunghiul dreptunghic B’A’Q = B'Q = 15 cm.
8. 104 cm?, J
9. Un triunghi cu dimensiunile de 25 cm, 5|/3% cm si 15 /5 cm.
10. 7 cm, 3 cm.

ilils @i, = Vh* + 4a? sin*‘%, dy = VhE + 4a? cos”—g— a
18. 4 cm, 6 cm, 10 cm.
14. Se construieste cubul cu un virf in A gi muchii AB, AC, AA’. Se observd cd

A'D este diagonala fetei paraleld cu (4BC). AD = a|/3. Din triunghiurile dreptunghice
ADB §i ADC = BD = a|/2 i DC =a)/2.
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PROBLEME 13 (pagina 67)

1. @ = 144 |/3 cm?.

2, () = 240|/3 m?,

8. oy — of) = 2odp; op =12)/3 m? (U= 300)/2 m?,

4. @ =90})/2 ms,
5.({):&2'111!/27:0.3[/2—.
2
8] = s
==
; 7.(0:16-12-3,2—3'—2’*—'?:%=sos(cma},gﬁﬂﬁsscmz.

‘, 8. (@ = 360 cm?,

9. EB este diametrul cercului ecircumscris bazei. EB = 10 cm, BB’ = 24 cm,
(@ = 900 /3 cm®, «f; = 720 cm?.

10. FF' = 6 cm, oy =108 (2 +|/.3) cm?, (@ = 324}/ 3 cm?.

11. a) Se consider’ triunghiul dreptunghic A04’, 4’0 — ‘*‘;3 em, @ = 96 cmd;
g 4[?3 : 41/3 2

2 3"

12. Volumul de apd care se scurge din vas este egal cu volumul uneéi prisme ce are
ca baz# un triunghi dreptunghic cu catetele de 4 em 5i 8 cm si ca indl{ime, latura pitratu-
b lui, (@, = 128 em?, () api rdmasd = 768 — 128 = 640 (cm?); h = 640: 64 = 10 (cm).
) 18. Latura bazei este egald cu 2a sin 15°,

5 \/ , La?sin? 15° _\/3 — 4 sin?15°
‘ = = = Sl
i iV 3) 3

€’ 14, Priviti in figura R.8: <X BAD =

= JBAA'= DAA’, <<BAD = 60°. M = AB,

A'M | AB, Ne AD, A'N | AD, A’'M = A'N,
o _a

AWM ==, AM = =

Ducem A’O | (ABD), (0 = (ABD)),0M | AB;

OM:O?A, OAf— MY = AM?, OAV— 22 8
4

2 ”
| A o oa- W, 0=
| & & 3

- a? A _a,l/g.. )a,a[/ﬂ_
_Vaz_?, AO.——S—, @ = s

| :

15. Aria corpului a rimas aceeagi. Volumul corpului s-a micgorat cu 2.

|!: 186. MD = ND, MD=5m, [ = 10 m, () = 1 000 m3, «f; = 600 m®.

| 2

| 17. Fie P mijlocul lui BC., Avem: AN?= AP? 4 NP?= -g-L, l=2dm,
I

‘ (7 = 8 dm®.

»
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18, ofy = 9& m?,
19. Se obfin dou# prisme triunghiulare drepte si un paralelipiped dreptunghic,
1 =00 e (m®), (@ = 400 cm®, (Qy = 300 cm?, oy = 25(5 + 21/Z) cm®,
2

oy = 340 cm?, o, = 360 cm®.

PROBLEME 14 (pagina 74)

1. 288 cm?;
2, 1,8 m gi & m,

3. @V/15
—
4. |/1 945 cm, /793 cm, 3 552 cm®,

5. |/61 m,-1—23— m, -—1—3-55K-3—m’;

6. 36 /133 cm?, 36()/133 + 6/ 8) em?, 5 cm.

P §- P 1
7.8) Me VA, BM | VA,sin BMD = 2"; , COS BMD:——a-; b) E = AB,

N A~
AE = EB, F e CD, CF = FD, sin EVF = 2{2- , cos EVF =3;c) 45°,

8. Se aratd ci triunghiurile ANC gi BMD stut isoscele.

Vs 1

g COBU =5

av%—-— T
: b) d = ———— ; ¢) Suma distan-

o
9.8) h=a 3 =0 3

telor este a V

ce| s

10. Sectiunea format¥ S’ este un triunghi asemenea cu VBC. Se utilizeazi faptul cd
raportul ariilor este egal cu pitratul raportului de aseménare.

11. ol = 16 )/ 3(1 + |/ 5) cm®.

21/ -
12. a) a%, % 12/2 , a2}/ Z; b) a®.

18. a) MD = . VB = MB; b) ducem inil{imea NP(N e BC, P € AD), prin O,
2

a paralelogramulni; SCMNO = LM PO,
14. 3q°

15. Trapez,

16. 3 = 2 4 1 si doudl muchii apartin, fie bazei, fie sint muchii laterale, concurente
fiind, determini un plan,

17. a) 64)/7 cm?, -—%/—6— cm?®; b) 8)/3 cm?.
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’ a=s= =

cm; b) —I/—ch; c) o) = 2 cm?, ; = 3 cm?®

V5
2 2

18, a)

19, a) AP, CP sint mediane in triunghiuri dreptunghice cu aceeagi ipotenuzd (§B),
21/5 5 =
2 ‘2/5 i b) a¥(3 + V5 + 1V 2).

2 N
20. a) 6|/ %1, 24; b) cos MOB = 0,8.

21. Se considerd ca bazd a piramidei o fat¥ laterald. Se {ine seama intti ci din toate
piramidele cu aceeagi bazi si cu muchia laterald constantd, cea cu volum maxim este cea
fn care muchia lateral¥ este indl{ime; apoi, ¢4 din toate triunghiurile isoscele cu laturile con-
gruente de lungime constanti, cel de arie maxim4 este triunghiul dreptunghic. Se giseste

z=al2. '

dr o z®

24, i G ; (unde 2 este distanta de la virf la plan), 2 = L
oy “y h? 2 0y
28. a) 21/89 m; b) 14)/13 cm?®.
3 3
24, 36)/3 m®,
e
25, m:%.ginQ-HE, [(0:“ ‘2/3]

26. Se exprim# volumul piramidei in doud moduri: o datd cu baza triunghiul echila-
teral si o dati ca sum# de doui piramide cu baza S, [S = % cm’].

81/3 — Lsin® 15°

2 3 sin 15°

gau —lgﬁ- /12 cos® 15°— 1,

28, Se calculeazi volumul in doud moduri: (@) = Suue0agn, em? = 14 000 cm?3 si

2
slaBc 37

29. b) 1; d) pozitia datd in enunf,

(/) =%-‘ﬂABc'h. Se obtine: h =

80. Fie M, N intersectiile dreptelor AA’ si DD’, respectiv BB’ si CC’, Ducind prin
M i N plane perpendiculare pe (4BC) si paralele cu AD, acoperisul se descompune in
doud piramide (cu bazele dreptunghiuri congruente s avind ca inil{ime distanta dreptei
MN la planul (ABC) i o prismé cu baza un triunghi isoscel i indl{imea NM ).

Pentru determinarea dimensiunilor necunoscute se foloseste asem#narea. Se giseste

iniltimea acoperigului al/423 si ldtimea bazelor piramidelor%EI . Volumul - ciutat este
3a® |/ 23
16 ’

81, 27 [2/2 ms,

82. a) a? [1 -+ 1/62 }; b) Se araty ci VA? -+ VC? = AC'-"; c) Se aplicd teorema lui
Pitagora in triunghiul 74’0’ (O’ centrul pitratului A’B'C’D’) gi se giseste a = 3 m,
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g8, 18 ma,
3

84. 1 cmd,
86. a) & dm?; b) sin u = 3}/0,1.
86. 100 |/ 3 dm?, 2—5-097'/—2- dm?,

87. a) figura R.9; b) ¢/ 3; c) 30°, 60° 90°.

i)
A
/
/
/
,/}«\ ~ o 0
i
A , C
Vi
Fig. R.9

88. Punct interior egal depdrtat de virfuri,

-PROBLEME 15 (pagina 81)

B - 12
1. %='\/25 - (ﬁ_'/-a'__??—'/—a) =)/ —12=)18; h =25 —(R—r)?,
unde R si r sint razele cercurilor circumscrise bazelor (R=6m,r =2m, h = 3 m),
Ay =121/39m?, @ = 39)/ 3 m®,

S
-
B.Ecma.
3

4. a) (@) = 168)/3 cm?; b) o = 36)/21 cm?.
5. Notdm cu (¢); volumul piramidei inliturate si cu (7) volumul piramidei mari.
: 1 @ R e S SR £l e o i
Evident =—of); LL=|—| =—; —=— = cH—h="—;
Vi ? @1 8 (O ) [ ] ’ H 9 2 ’

H AR g
H—h=4cm; h=4%4 cm.
! O h b o e . .
6.63)/8 =—2.(36)/8+9 /3 + 181/ 3), h = 3 cm. Se calculeazi apoi si celelalte
dimensiuni: a, = 2¢/3 cm, muchia = |/21 cm, o(; = 54 /3 cm?,

7. I = & m, Apotema trunchiului de piramidi este de 8 m. Se formeazd triunghiul
dreptunghic care are ca ipotenuzd apotema trunchiului si catetele: indlfimea trunchiului
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4

muchia lateraly = /73 m.

8. Daci se noteazi tl‘-unchiul cu ABCDA’B'C’'D’,se considerd trapezul isoscel ACgr4e \
An care se cunosc bazele §i diagonala. Inil{imea trapezului este tniljime gi pentru i‘.l‘unchju‘l:: '
de piramidi. «{; = 24)/10 m?, &) = 109 m?, ‘

— — s'
9. olp = 32)/3 cm?, oAp = 18)/3 cm®; h = 2 |[/3 cm,[H"_hJ oy
H—4 3 H e *
I; =—4—,H=961/§cm. :

10. Muchiile laterale ale piramidei fiind congruente, piciorul in4l{imii este centrul cep.
cului circumscris trapezului, Unghiurile ascutite ale trapezului fiind de ctte 60°, diagonalels
lui sint cit latura triunghiului echilateral tnscris fn cerc. Muchiile laterale formind cu planul
bazei unghiuri de cite 45° rezults c# in#il{imea piramidei este ctt raza cercului circumserig

trapezului. Se giseste ci indl{imea piramidei este de 2 V;SQ cm, iar volumul trunchiulyj

49)/13

de piramidi 12

cm?,

11. Se foloseste relafia 22
P4

1 o : ;
N {p, a tiind perimetrul i apotema piramidei mici

si P, A ale celei mari). Dac notdm cu z distanfa de la virf la sectiunea in piramidi;

2! 1 De unde, z = 6}/ 2
— T e— ) = cm.
144 2 i
2 s

12. h? = (4a)?® — {255) » b fiind Indlfimea trunchiului de piramidd, of, =
_ 2458 L /191 .
e o Do,

18. Apotema trunchiului este A4 =—-{—'}‘-——Z)'I—/i m. Se calculeazd apoi in#lfimea

trunchiului, din triunghiul dreptunghic care are ipotenuza A si catete: inilfimea h 8i
A’ —a', unde A’ §i o' sint apotemele bazelor. Se ghsegte h = —(a;?—lia—m i

@=@=0V2 VE .
12

14. Dacd notim cu H inilfimea piramidei din care face parte trunchiul si cu A

}l ]
¢ : Wl o O R ] s i
in#l{imea trunchiului, putem scrie: [ ) el | | e R £
b = 5, § r T Din prima
VS =S i
: H (/8 — |/ 8) vt VS, + /S,
relafie ge scoate h = —= 2 ¥ "1 Avem: o= 1 g s :
§ V3, q 2/, , iar relajia a doua
o SN L o
devine: (Lﬁjrl/s_‘) = .LS‘.. sau S = ..LV._SI_-!-V_S‘):..
2/, 8 4

134

§i (R —r): 2. Obfinem: h = )/1 m,S=25V§m=,s=4|/'§m=,(0=13|/'1‘g§m§.
ol

15, Dacd se noteazd cu x Indl{imea piramidei mici, avem: . Vs . De unde:
I+ s
= =-—:_-I/—s——: sau x = -—;lé—_-. Inalfimea H a piramidei este: H = —m:_{wl-/—s—_ '
L S —=Va VS —Vs VS~ Vs
jar volumul: @ = —gﬁ:
WS —V's)

PROBLEME 17 (pagina 89)

1. Planul bisector si orice plan perpendicular pe muchia comund,

2, Planele bisectoare ale celor patru diedre formate (sint dou#i plane perpendiculare)
si orice plan perpendicular pe intersectia lor, tn cazul cind planele inijiale nu sint paralele,
iar, in cazul cind planele sint paralele, un plan paralel cu ele, situat tntre ele, la distante
egale de acestea i orice plan perpendicular pe ele.

8. Dacl planele sint secante, axa de simetrie este muchia lor comund sau orice dreapté
dintr-un plan bisector, perpendiculari pe muchia lor comund; dacd planele sintparalele,
axa de simetrie este orice dreaptd perpendiculard pe ele sau confinutd in planul echidistant.

4, Are un centruy de simetrie, 8 4 6 = 9 axe de gimetrie i 3 4 6 = 9 plane de simetrie.

5. Nu are nici un centru de simatrie, sase plane de simetrie, trei axe de simetrie,

6. Cele cu numdr par de laturi la poligonul de bazi, Plane de simetrie sint n la cele
cu un numir impar (n) de laturi la poligonul de bazi i 2n la cele cu un numdr par (n)
de laturi ale poligonului de bazi, Axe de simetrie au numai prismele cu numir par de
laturi ale bazei.

7. Piramidele regulate cu numér » par de laturi ale poligonului de baz¥ au 2n plane
de gimetrie, Cele cu n impar, au n plane de simetrie. Ambele au o singuré axi de simetrie.

8. Locul geometric al lui P este o dreapt¥ p | d. Locul geometric al lui @’ este o
dreaptd ¢ ||d. Rezultd cd p | ¢, decl coplanare. Atentie! Nu orice punct al acestui plan
aparfine acestor locuri geometrice.

9. Rotim triunghiul ABC tn jurul lui BC pini cind punctul A ajunge in planul de
proiecfie, Punctul 4’ va fiinterior triunghiului ABC, A4’ N BC = M. Exprimém unghiu-
rile A §i A’ ca sume de doud unghiuri (din care cele din A’ sint exterioare triunghiului),

PROBLEME 18 (pagina 104)
1. Cu notatiile din figura R.10, AADM este echilateral, deci generatoarea AD = a

§i AB =a)/8 = 2znR, de unde R = ili/-;ra—-. Problema admite gi o a doun solufie:

e a
G=al3 fi R= o,

Fig. 11.10 Rt el

—————

-

2. 60°,
8. B’A = |/4r? 48,
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6. 6 cm,

6. Din figura R.1 se ajunge la: 8w = 2gp,
deci 7 = & cm.

7. 8 cm §i & cm, y

8. O pinzd conicd fn care generatoarea face ey

centru la plan este egald cu raza, (10 cm).

10. d = 0,25)/3 m.

11. a) Una interioard celeilalte; b) exterioare;
¢) secante; d) imposibil: sfera a doua arc raza
negativi,

12. Dou# solufil: 7 cm sau 1 cm. i

18. O sferd de diametru AB. '

PROBLEME 19 (pagina 112)
1. r = 6 cm, (@) = 16 200m cm®. s

2. R =4 dm, () = 40n dm?.
8. (7 = 96w cm?,

Fig. R.12

1 1 1

b) Se foloseste teorema lui Pitagera.

4, Figura R.12 (0 = 100w cm?, o

1200
Qe = 260 cm?, ([ = T

cm®,

3

b3 (3~ [rbie ) 1
3a’-aJ [ 3 }

(‘n:

b 136

a }? 1) 1)® a? 1 1
[mnb]s = (520’] =(E] +(:;a] = et bler i cib? 5

o q? = ¢? + b2,

tridreptunghic (fig. R.13). Rezolvim intli punctul

b) si particulariziim la a), dupd aceea. .
Dacs notdm cu A virful conului, cu AB, AC,

AD cele trel generatoare §i cu k indlfimea conului,

dverm:

H a} (() = T:O,Ba l/62 7m? = _Oh’zaéi “VE. mb,

d un unghi 9.
9. Planul este tangent la sferd. Distanta de la ‘

B. Este in fond un con circumscris unui triedru i

e i = ‘.' )
6. h = Va“ — %—- = V—% (T = —-UZ;E ) (fig R 14)

Caz particular (7) == '3—[? —em? — 8]/ 6 cmd

f NG

X

Fig. R.14

Fig R.14

b) ma® se compard cu wha. evident, dac b > a = b'aw > o'bn

8. Cu notatiile din figura R.16 i caloulind cu teorema lui Pitagora inal{imea trapezului,
so giseste BC =6 cm.

Fig:- K. 16

'g{tat T ““émr, a tr. de eon = Syyep018 o oilindrului — 2 pgzei oilindrului =

= 710{7 + 15) + 77% 4 w152 4 36w — 2m + 9 = (220 + 49 + 225 + 36 — 18) = 512 (cm?),

Pentru volum:

78 L 45 Iy w96 =

: ; . rigleg 4
(@ = (@ trunchiului de con — (@ cilindrului = = — (15% 4 7% + 15

d

= 9970 — 54m — 758% — 54w — 704im (cm?)

9. R=3)/% cm; (U = 187+ 8|/2 = 144 )/2 = (em).
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- - " p—
l 10, G = 10 cm, r = 95 cm, h=51/3 onu(():%lip/:}f:rm“.

1
11. Din cilindrul circumseris conului hagurat in figura R.17 a) lipsegte o trelme, iar
din cel din figura R.17 b)lipsesc doud treimi, deci diferenta de volum (@ — (0)q e8te 0

| B - 2 | |
| N : \ J Fig, R.19 Al ot
! 1' \
| \ Ifl ! ,‘ } ; . b) Raportul de aseménare intre conul mic gi cel mare trebuie s fie, in acest caz, l/lf
\ L / : 1 :
i a) b) Deci Ih“ﬁ = Zﬁ—% . h = 8)/2 cm si distanfa de la bazd va fi16 —8)/2 =8(2 — 1/'2) em.
L Fig. R.17 Se mai poate calcula gi direct, calculind intii aria laterald a conului mare etc.”

| 14, @irunchl = 29,792n cm®; Doy = 2,9927 em®; eorp = 27,37 em® (fig. R.20).

treime din cilindra (ca volum), deci un con - n_(B‘_—é_b_)g_E = [y — Da=

\ 3((’01 =) ‘/UP) '

' B—-b=2 =
! ma®

‘ 18. Rezolvim punctul b) i particularizim apoi pentru ¢ = 6 cm, Facem o secfiune
R axiald in con, determinatd de secfiunea diagonald ACC’A’ prin cub (tig. R.18). Notind cu =

. latura cubului s, tinind seama de aseminarea triunghiurilor SAC cu-SPQ, obfinem:
: ; Fig. R.20 ‘

I:.‘ | "Il/_é E‘I,—--"EI l=b‘1_ :.2_(1} (U:Sdﬂ..
2}/ 2 2 s 27 16. 8) ©10 (R + r) = 220, duce la: R +r =22, r= %1{, deci % R — 29;

o 3 :
r fn cazul a), unde a b cm, T = e R=1% cem, r = 8 cm; s = gan cm?, S = 196n om?, sl = 480w cm?,
» %’E (196 + 64 -+ 14 - 8) cm® = 993w om®,

16. Din fig. R.21, rezulti: r? = 16 = r = L m; a) olsg = 4+ 25 = 1007 (m?), ;

b |

| Fig. R.18 Y i

18. a) Raportul de aseminare dintre conul mic §i .Gonul mare este —1’: (fig. R.19). - Blg Fed) l

= l;" 1024 em?, al conului mic (@, =£§ W) = % + 16 cm?, Du= g,“.%’ o E%E (m?); b) stopn = 74 Vﬁ + 116 = 16n{1 +V3) (), :
ﬂ)wn=m=-1—2-3§f(m“);c)Lailzh-s-sm“=80nm”,.¢£g;2-rc~5-2m“=20rcm*. il

“Tolumul conului mare este )

|
1 02 16
l {ar cel al trunchiului de con @y = ) — 0 = L%E e —%E = 3367 (cm®),

N
| 138 139 |




17. (Fig, R.22) hgy = R = 3_12/;3_ 2 %(2 —V/3), gy = 2mRh = R¥(2 — /" 3)m,

18. (Fig. R.23) Se exprimi volumul in doud moduri:

19. Centrul sferei se afld in planul mediator al coardei comune,

20. Virfurile unei fefe apartin intersectiei planului acelei fete cu sfera, care este un cerc.

@1, Punctele P, Q, B, A sint pe intersecfia sferei cu diametrul cit diagonala drept
unghiului, cu planul 4PQ. ‘

29, Se folosegte faptul ci tangentele duse dinfr-un punect la un cere, coplanar cu el,
sint congruente.

98, MN este diametrul sferei circumscrise tetraedrului ABCD.

PROBLEME RECAPITULATIVE (pagina 145)

1. 10 plane (se las4, pe rind, cite dou#t puncte in afara planului determinat de celelalte
trei).

2. Dacd A4, B, ¢, D sint patru puncte necoplapare, D nu aparfie planului(A4B¢)
Existd drepte care trec prin D si nu aparfin lui (ABC). Fie dy [ 4B, deci dy nu esle
paraleld cu BC gi nici coplanard cu BC. ‘

8. Considertim problema rezolvati. Ne bazim pe faptul cil diagonalele unui parale-
logram se tnjumitifesc. Deci, mijlocul M al segmentului AB este gi mijlocul lui CD.
Simetrica lui d fat# de M va intersecta planul « in C. CM infersecteazi pe d in D. ABCD
este paralelogramul cHutat.

4, a) Consider#m problema rezolvatd. Planul determinat de d gi C conjine dreapta

¢D. Planul determinat de ¢ si D confine si el dreapta CD. Deci CD este intersecfia celor

doud plane,

Problema revine deci la a intersecta planul care con{ine pe d i este paralel cu AB cu
cel care confine pe ¢ si este paralel cu AD. Intersecfia lor va fi dreapta CD, iar punctele
tn-care ¢ si d le infeap# respectiv sint punctele C i D.

8. Se aplici teorema celor trei perpendiculare.

7. 60°.

8. a) Stim cd dacd dou¥ plane neparalele (in cazul nostru DAC si NMQ) intersecteazi
pe al treilea (ABC) dup# doudt drepte paralele, atunci gi intersectia lor (NP) va fi para-
leld cu aceste drepte. Deci NP || MQ. Analog se aratd céi i MN || PQ; b) in triunghiul ABC:

4—C—=—4-Ii. l‘z—=--5—»MQ$E—(§:—x}. fn triunghiul ABD: M:‘E—j}-{.

MQ MB MQ 5 =z 5 BD  AB

f-”yiv == o MN = 7_; ¥ = 2(MQ + MN), ? = % (60 — 12z + 7z), ¥ = 2(12 — 2).
5

9. a) Se calculeazd lungimile segmentelor A’C’, B'C’, C'A" si se aplictl reciproca teo-
remei lui Pitagora; b) Se calculeazi lungimile segmentelor A, By, B,C,, C14,.

10. 9 em. A

11. a) Toate au lungimile av% , si sint tndlfimi in triunghiuri dreptunghice

a da

congruente,- ce au ipotenuza comund; ¢) BT = — , TD" = —=; d) 60°.
g p Vs Vs
; kel a/
12. a) MC =—~2-%- , (0 =ay/ 3 —z%= 24%; b) ol = 2a. 5“_: 2 = ici—l-/-—d; c¢) Nu.
/3 3 : 9/ 3 6

I 4 ‘ ]
tn triunghiul dreptunghic neisoscel BAM(MB L AB, AB = al/'3 si BM = a\/;) :
E este mijlocul ipotenuzei. Triunghiul BEM cste isosccl, dar nu dreptunghic.
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18, 38,3838 kg.

14. 8) MA — o/, BC =0/ 2; b) AD= BD, AD = a\/%

16. a) @ = —L/ﬁ «2)/ 3 = 24 (m®) (perpendiculara din ¢’ pe BC este indljimea

prismei); b) oy = 8(1/ 3 4 &) m?,
16. a) Latura bazei mari este 8 cm, latura bazei mici este 5 cm. Se tnlocuieste in
formula volumului, (@ = 258 cm?;

B! 1024 — —
b) (M= 8 316 cm?® = —33 em®; ¢) oty = 39)/17 c?, oy = 64}/ 17 cm®.

17. a) Laturile congruente au lungimile de cite 5 em.
] = nRG = wh* 5 = 207 (cm?), o = 207 + 16w = 36w {em?);

____—- liB
b) h:_l/Ga—R [/25—16 cmdscm,@~%§ em? = 167 cm?;
'1001t 3047
el oy = Q) = — cm¥;
Sy m @ =5
A i
T oa
& 4?2 64w o9 44
d) rge = 3 cm, oy = 4w (E] cm? = = cm?, g = T cm? = ™ [—34) cm®.
18. a) r=5cm, @ = 9 6007 cm?, st = 770w cm?; b) H = 36 cm, () = 2700w cm?;
¢) Se afly R din relafia (36 — R)® + 225 = RS, R = LE: cm.
19. a) CC’ = AC, AC =2|/ 2 dm; b) Spocr = 22'/2 91/ 7 (dm?),

2”‘;'/3 =2)/3 (dm?) = Sapc, = (1412 +
—l—[/?ﬂdm”‘,c)@zsl/_idmﬂ,h=_@.dm’h;_§l{£
el

V2 21/ 2

80. a) AC — 60°, 4B = 120°, AC = R, AB = RY/3; b) RY/3; o 60°.

Spoc’ =2!/_§ (dm“), Sc'AB =

dm = & dm.

21. a) M_ﬁ_ i b) Unghml este drept. Dacd un plan confine o dreaptd perpendiculard

a¥)/ 3

pe un alt plan, cele doud plane sint perpendiculare; c). 60°. d) o)/ 3; e) =
SN S P e e 64 — 36,

2
h =6 cm, 100 =
b) BD = 7,5 cm.

0 (&
|
Fig. R.24 P_ﬁa ': >
4
N
A ' C 56 8
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8.B, B = 12,5 cm, b = 4,5 cm, sy = 330 em?, (@) = 510 cm?;

23, Dach in triunghiurile drep tunghice ABC’, ADC' si AA’ ¢’ indl{imile din virfurile
unghiurilor drepte sint concurente intr-un punct T, situat pe ipotenuza comund AC’,
rezultd ci tndltimile sint congruente (teorema in#ltimii), Fie =, v, 2 Jungimile celor trei
muchii ale paralelipipedului (fig. R. 925), avem:

A 28 28 I z0 28 L y®
BT R pp TR L o
!/mu+ya+£a Va4 y* + 2t l/:c“—l—y“-{—z“

Fig. R. 25

Egalind si reducind termenii asemened, &€ obtine: z = y = 2.

L " o 1_a'a[/_ﬂ.' al/‘i e
24, 30°, 60°, 90°, BE = Y )'lE =

25, Trinnghiul A’NC” este echilateral. Tniil;imea prismei este k = 2a, (@ = 2a®,
98, b - b® + 2ab = d¥ = d? = (a+b)2 d=a + b

a7. ﬁ) AB = a, BC -—a|/3 AC = (LI/2 b) ASCVA-—--— SAVE = Efz..i.
W3 14 1/ 8)a®
Scva = E_.l/__ ‘ 1=(~——t—-§ _)a -
28 PQ ) k. e o
. 8) ASPQ~ASBC, 2o, == , PQ = —;, QB=PC, PC——. AAPQ este

isoscel, In#ltimea din 4 a triunghmlm APQ este chiar indljimea tetraedrului, deci este de

—i.-'- 1 2a _2— a’[/(-‘)
a == SA —_—e— ._-=___-‘
\/3’ A \/3 g

b) Se calculeazi volumul piramidei cu virful in A si baza SPQ, care are aceeasi
3
tnélfime ca si tetraedrul daf, h = Mﬁ, @ = il/ Ay,
99. a) Se calculeazd lungimile proiectiilor pe baza mare ale laturilor neparalele gi 8o
deduce c# unghiurile ascutite au tiecare cite 60°, Se calculeazi fndlfimea trapezului §i apo
diagonala lui, Folosind reciproca teoremei lui Pitagora, se demonsireazti ci diagonalele
gint perpendiculare pe laturile neparalele;

143




b) Conform teoremei celor ftrei perpendiculare, SO | (04B) si 04 | AB =
= SA | AB;

c) 60°;
Q) 4B B0 6D Dy 1 Aupiciny - 1,50 1,
e T TEe. e DA T3 “Hamep i
. — WAIDUL'[LM AQ(')i 1

20. a) 588 dm®; b) L = 15 dm; ot w240 armey i Distacys este jumitate din
tnitlfimea trunchiului de piramidi,

81, a) ? = 36 cm, =42 cm?; D) Ao = 1207 cm?, (7) = 132m cm?,

89, a) BT este iniil{ime in triunghiul SBC. b) Se obline un corp format din doud

120 (l ki
conuri ¢u aceeasi bazd cu volumul — em?:
13

88, a) 1()1/2"|7[R/:; em;

) )nn(_-)_l_d_[/ z) o

84, a) 60° si 120°; b) hnmghml ABD este dreptunghic; ¢) se obfine un trunchi de

1(1(1 l]u,
¢on cu volumul de - ol oem®

8h. (), = ﬂ—}l;: (28 +b), a = ”?‘— (7 2b). Volumul este mai mare in cazul a).

\'t)hlrnule—' nu polb Ii egale,

6. So duce o sectiune axialit in con prin planul dit wonal al cubului, Notim cu 2
muchin cwbului si, folosind asemfnarea Lriunghiup ilor, se gliseste o = /2 com, Volumul

conului vste () — )l/% Eem?, ine cel al cubului ) 21/ 2 emt. S verified  ugor cit

(s
el

87. Fie AB = a §i <xBA’B = u. Conform uneia dintre reciprocele teoremei celor
trei perpendiculare, BC | AD. I{vmlt‘n i i triunghiul echilateral ABC, D este mijlocul
laturii BC (BD = BC) (lig. R.26). fn teiunghiul dreptunghic B'BA, avem: AB = a cos u

a 08 U

si B'B = g sinu;in triunghiul echilateral A BC: BD = ——— in triunghiul dreptunghic
2
’ ‘ nl/
AB'D: B'D = - TFolosind teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic B'BD,
/9 st
oblinem: a*sin®u - - ” ”H “ ‘s ("l____} , san: sinfu 4 mf\-—! e —+ De unde; 4sin®e +
4 2 4 p)
4 1 — sln%w= 2 gisinu = —

/3

144

bazei mari.

Fig. R.26

'{
'i
|

|

'i

ol

Altd solutie: Notind AB = x, vom obtine: AD =
2 l/Ts

veo8

=

e

cos U = al/

2

ol

88, Fie AA’=z. Din triunghiul AA'B : AB = z})/ 2, iar din tl.riunghiul
CC’B:BC = 2x. Folosim teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic ABC:

,E_l/.-—ﬁ- CC’i—q!——z"
R 2

2 ’ T
BC?* — AB* = AC?, Lot — et =al=> o= &lg — BA’, BC' =

39, a) Se aratdl & proiectia unui punct de pe Oz — spre exemplu — pe planul 20y

: 2
este egal departatd de Oz 510Y; b) aV—S— :

w0. 2.
5

41, (Figura R. 27). Atenlie!Tu deferminarea cantitdtii de tabld nu adunafi §i aria

39 1/ T s s
Se obfin urmitoarele rezultate: 1250% cm?® de tabld; —5— litri; 4180°%

Fig. R.27

[z
(=
o™

10 — Geometrie cL a VII-2




' ici i i (fig. R.30). Raza sferei esie
42. (Figura R.28). Se {ine seama ci generatoarea este egald cu suma razelop g 46. Punctul P este centrul sferei circumsecrise oonului (fig )

se aplica teorema lui Pitagora. Se giseste: R =3(/ 2 + 1) om, r =3(/2 — 1) o, o 2
sy = 72m cm?. =

°

Fig. R.28

Fig. R.80

| i i ile bazel
48, a) Raza bazei cilindrului este de & cm. Indl{imea calotei este de 2 cm, 47. a) &Pcos 60° = 8 (cm?); b) Proiectia este un dreph'mghl Cmi una c:{;lztgztra'eului
oy = 16m cm?; b) of; = 48z cm?; () = 96m cm?. o pa;'alel.’i L v i arun e

i
% /5 8 este paraleld cu planul de proiectie. |
44, a) AB =2/ 3cm, AC = 2c¢cm, BH = 3cm; b) BD = 4 3 o DE.—:F -

2 . . o = !
—cm; ¢) Se obtine un cilindru reunit cu doull conuri, avind aceleasi raze,
3

EC =

| =21+ 3/ o
1 2

. 45. Fie T punctul de pe sferd in care cele doud cercuri sint tangente, O centrul sferei
b | si A, B centrele celor doud cercuri tangente (fig. R.29). Se demonstreazi ci patrulaterul
'E ' AOBT este inscriptibil, apoi se calculeazi 4B ca sumi a proiectiilor segmentelor AT si BT

2 g2 AT
pe AB. Se giseste: AB = W R a ;“VR b, .

Fig. R.29
I 146
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