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PUNCTE, DREPTE, PLANE |

Introducere

; L - { In clasele precedente ne-am ocupat cu studiul anumitor multimi de puncte
Manualul a fost elaborat pe baza programei scolare aprobate de Ministerul Educajiel ale unui plan. Le-am numit figuri geometrice i le-am, concretizat prin desene.
si Invéfimintului cu nr. 29636/1981 1 Dar lumea care ne inconjoard nu este o lume de figuri plane. Existd o deose-
bire intre personajele ,plate ale unui film de cinematograf si cele ,,in spatin®,
in relief de pe scena unui teatru, cum, existd o deosebire intre fotografie g1
! obiectul fotografiat. |
In geometria in spatiu ne vom ocupa, prin abstractizare, cu mulfimi de
puncte din lumea care ,are relief”. Pentru aceasta trebuie sd pornim de la
notiuni ,primare“, de la lucruri despre care ,stim. ce inseamn&*, pe care nu le ‘
definim prin altele, ci, cel mult, le descriem pentru infelegere prin comparafii, J‘
|
|

REFERENTI:

Prof. univ. DAN PAPUC
Prof. DUMITRA OROS
Prof. CONSTANTIN CARBUNARU |

Prof. MARCEL CHIRITA prin concretizari.
Prof. IOAN MITRACHE f E din geometria in spatiu este similar cu cel din geometria in
plan. Nu are ,intindere gi nu poate fi confundat cu o bulind.

: ‘ ‘ , de asemenea, 0 cunoagtem din geometria in plan. Este com-
parabild cu un fir bine intins, presupus ,prelungit oricit“, dar, spre deosebire
o o . o g utiil de acesta, n-are grosime. Se considerd.a fi o mul{ime de puncte.
La definitivarea manualului s-a inut seamd gi de observagnle [ este comparabil cu suprafata unei ape linigtite. Asemdnarea |
unor colective de cadre didactice din judetele Arges, Bragov este insd foarte aproximativé, pentru cd ,apa linistita“ este 0 portiune a unui
§i Galati, care l-au analizat sub form# de proiect. glob (cel terestru). Planul n-are nici el grosime, nu este ,strat”, confine drepte,
este o multime de puncte.

In figura 1.1 sint desenate un punct A, o dreaptd d si un plan
Notdm punctul cu o literd mare, iar dreapta cu o literd micd din alfabetul |
latin si planul cu o literd din alfabetul grec. Aceasta este o simpld conventie
de notatie, de la care ne putem uneori abate. |

-

Y

| Planul il desenim (desi este nemdrginit, continind drepte, aga cum vom
vedea mai departe), printr-o portiune a sa dreptunghiulara, care, in perspec-

tivi* va apadrea ca un paralelogram.
Alteori, pentru a nu complica figura, vom reprezenta, in desen, planul ca

Redactor: Prof. IOAN $T. MUSAT ( _
Tehnoredactor: VICTORIA GHIMIS pe un triunghi.
' Coperta: DUMITRU NEGRESCU 7 * Vom explica intr-una din lectiile urmédtoare ce se infelege prin ,perspectivd®.




PROPOZ!TH DESPRE PUNCTE, DREPTE $I PLANE

Considerdm adevirate, de la inceput, urmitoarele propozifii:
Pl-

Prima parte a acestei afirmafii se mai poate formula gi astfel:
Doud puncte determind o dreaptd si numai una.
PZ-
(Postulatul lui Euclid.) (Acceptdm deci implicit ca
doud paralele sint In acelagi plan.)

Py :

Prima parte a acestei afirmatii se mai poate formula:

Trei puncte necoliniare determing un plan §i numai unul.

Daca punctul A este in planul « (fig. 1.2) se scrie A & « gi dacd punctul
B nu apartine planului «, se scrie B & .

&

Fig. 1.2

A
@

Obseryagie. Proporzitiile P; gi P, erau adevirate gi in geometria pland.

P,.

&

Altfel spus: Dreapia determinaid de punctele A si B, situate in planul a«,
este conjinutd (saw situatd) in planul o (fig. 1.3). '

d
A B

Fig. 1.3
A

Din aceastd ultima propozitie. rezultd cd un plan este nemdirginit, aga cum
afirmam in pagina anterioara.

Ps-

Consecintd:

Intr-adevir, dacd planele « §i p au un punct P comun, mai au incd un
punct Q comun, deci au gi dreapta PQ comund (am notat, de data aceasta,
dreapta, nu printr-o singurd liters mic#, ¢l prin doui din punctele ei) (fig. 1.4)

\ <f// / &
\/a

Fig. 1.k

Observatie. Consecinta de mai sus nu exclude existenta a doud plane care n-au nicl
un punct comun (acestea se numesc plane paralele si de ele ne vom ocupa mai tirziu).

.

R

Aceastd pro-

T < A S e - ;.
pozitie, impreund cu Pg, ne ,scoate in spatiu“. Fird ea am studia tot
geometria * in plan.

%
it *

In fiecare plan din spafiu, considerim adevérate toate propozitiile (axio;
mele i teoremele) valabile in geometria plana. In plus, relatiile d.e con'gru'en’ga
§i aseminare ,opereazi“ gi in planuri diferite. De pildd, doud triunghiuri poi;
fi congruente, chiar dacdl nu sint in ¢celagi plan (bineinteles aceasta inseamna
ci am acceptat aceeagi afirmatie pentru segmente gi unghiuri). Toate re-
latiile de ordine se menfin, de asemenea.

DETERMINAREA PLANULUI

1) P, ne afirmi ca:

Din acest motiv, uneori, vom nota planul care coniine punctele 4, B, C,
astfel: (ABC).

Vom, demonstra cd:

2) +  (Prin ,deter-
miné ‘un plan® infelegem c# existd un plan §i numai unul care le 'con’gine.).

Intr-adevir, fie d gi A & d (fig. 1.5). Tinind seama de a doua parte a lul
P,, putem considera dou# puncte B i C apar}inind drepteid. Pun_ctele A,B,C
determind un plan care confine gi dreapta d, pentru cd {i apartin atit B cit

5




A A 7
g X ] - =
Vit (4 b C

Fig. 1.5

i C. Acest. plan este unic. Dac#i ar mai exista un alt plan, care s% contini
=7J.1’6al.}_1;ta d si punctul 4, atunci gi B i C i-ar apartine, deci aces,t. plan ar coin(,:ide
:;:lu pi‘%!ﬂ.!ll p}an (conform cu Pg). Uneori vom nota planul determinat de
dreapta d §i de punctul A astfel: (d, 4).

3)
_ Fie dreptele d; §i d;, concurente in A (fig. 1.6). Luim M € d, N € d
Punctele 4, M, N determind un plan care, evident, contine dre;;”céle dat;:

A A -
7 % 9 d, 4/ d
Fig. 1.6

Dacé i exi a ina
_ 4 ar mal exista un a_lt‘plan, care si contind aceste drepte, ar contine gi
cele trei puncte, deci ar coincide cu primul.

4)
. F,Ie d gi g doudl tlre.pte paralele gi A € d. Punctul 4 si dreapta gldeter-
mind planul «. Dacd {inem seama de P,, afirmim c& d si g sint coplanare

Fie B planul lor. Dar planele « gi B au comd i
e Al o §1 B au comune dreapta g gi punctul A, deci

A
g X

& Fig. 1.7 g

POZITIILE RELATIVE ALE DREPTELOR §I ALE PLANELOR
IN SPATIU . ‘

POZITIILE RELATIVE A DOUA DREPTE IN SPATIU

Stim, din geometria in plan, ca doud drepte (situate in acelagi plan) pot
avea un punct comun (pot fi concurente) sau pot si nu aibéd un punct comun
(sd fie paralele) (fig. 1.8).

oﬂ"“‘x\i%‘“ | Q PRI /BN .5
b — o LR 8 SRR

Iig. 1.8

v In spatiu existd insd gi drepte care, degi nu sint paralele, n-au nici un
punct comun. Ca exempluy, inchipuiti-vé incéperea din figura 1.9. Considerati
marginea ¢ a peretelui pe care existd tabla gi latura b a podelei. Bineinteles
cd aceasta nu constituie o demonstratiel Si incercdm sd demonstram aceasta

propozifie.

..

./ \g

Fig. 1.9 Fig. 1.10

Ne vom folosi de P, Fie punctele 4, B, C, D nesituate in acelagi plan.
Considerim dreapta d (care trece prin 4 gi B) §i g dreapta (care trece
prin C i D) (fig. 1.10), dng = @. Dacs d i g s-ar intilni, ar insemna cé

A, B, C, D ar fi coplanare. Dar aceasta este contrard ipotezei. !

Vom numi astfel
de drepte, care nu au nici un punct comun §i nu sint nici paralele, drepte

necop anare.




$t1.m .cé, in general, desendm dreptele ca pe nigte interioare de segmente.
De obicei vom desena ca in figura 1.11: '

5o

drepte paralele drepte necoplanare

drepte concurente

Fig. 1.11

Problemd rezolvatd. Fie A, B, C, D patru puncte, nesituate toate intr-un
acelasi plan. Cite plane determini aceste patru puncte?

Rezalo_m-le. Fie u.planul determinaf de punctele 4, B s5i C (fig. 1.12). Evident, 4, B, C
nu ;ir;t coliniare, ciciy dac ar fi coliniare, atunci dreapta care le contine impreu,né ;cu ,D
ar determina un plan gi deci 4, B, C, D ar fi coplanare. Deci in af ok io ri ,
i iy P . Deci in afara planului « rimine

Fig. 1.12

BPu‘nc,tu'l D impf'eml.’i cu A §i B determind un plan «,. Analog, punétul D impreuni
cu B si Cu §i cu A si C determind cife un plan «, §i respectiv ;. Deci cele patrupuncte
determind planele (ABC), (ABD), (BCD) si (ACD).

Am mai putea gindi i astfel: cite grupe de cite treipuncte, dintre punctele 4, B, C, D
putem forma, astfel ilncit g:lmfﬁ grupe sd difere intre ele printr-un punct? Pute;n ‘luei
p'erecl?ea (A4, B) cu C si cu D, si obfinem (ABC), (ABD). Putem lua perechea (B, C) cu D
si ob;n?em (BCD) (cu A s-a considerat mai sus). Dac# mai considerim si grupai (ACD)
am, obtinuf cele patru plane determinate de punctele 4, B, C, D :

Sau altfel: odatd ce am ales trei puncte din i {care def i

patru (care det :h
in aIIara acestui plan un singur punct. ( e e
n cite moduri poate rdmine un punct ,,afar3“? Evident, in i, Deci
» ) atr i
ke i : patru meduri. Deci existd

8

PROBLEME 1

1. Fie 4, B, €, D patru puncte necoplanare.
a) Pot fi coliniare? Justificafi rdspunsul dat.
b) Unindu-le doud cite doud, cite astfel de drepte se pot duce?

s

2. Dindu-se patru puncte, dintre care oricare trei sint coliniare, cite drepte determu
nate de ¢jte doud dintre ele se pot duce? {In loe de ,ze pot duce® putem spune Hexistd®,
deoarece uneori nu le vom desena ci numai vom demonstra ci ele sint determinate.)

3. Din patru puncte date, exact trei sint coliniare.

a) Cite plane diferite, care sd confind trei dintre ele, necoliniare, existd?

b) Cite plane care si contind trei dintre ele existd?

4. Fie d 51 g, douil drepte coplanare. Fie 4 un punct apartinind lui d sk B un punet
apartinind lui g. S84 se arate ci M. mijlocul segmentului AB, se afld in planul determinat
de d si g. \

5. Intr-un plan « sint date punctelé distincte M,, M,, My, M,, My, M, §i, in afar:

Iui, un punct M,. :
a) Care este cel mai mic numir de plane, exceptind planul «, determinate de tret dintre

ele siin ce situafie se obtine? b) Dar cel mai mare? ¢) Existd numai trei astfel de plane?
“¢*, Intr-un plan « sint date 6 puncie distincte, M, M, M, M,, My M, siin
afara lui, un punct M,. :
a) Care este cel mai mic numdir de drepte, care s4 treac prin cel putin doud dintre
ele? b ) Dar cel mai mare numér?
7. n figura 1.3, punctele A si B nu sint situate in planul o.. Dacd {P} = ABNasiQ
un punct oarecare al planului o, sd se arate ci PA — PB > |04 — QB |.

7L V53
2

Fig. 1.13

% @
a

N\

e

8. Se dau dreptele paralele d si g. S4 se arate ca toate dreptele care au un punct
comun cu 4 gi unul cu g sint confinute in planul determinat de d si g. -

9. Daci dreapta d, este coplanard cu d, si d, este coplanary cu dj, rezulti ci d; si dy
sint coplanare?

10. Dindu-se dou# drepte concurente d §i g, sl se giiseascd locul geometric al punc-
telor dreptelor-care se sprijind pe d gi sint paralele cu g (Prin ,se sprijind® infelegem ci
au un punci comun cu d).

* Vom nota cu* problemele a ciror rezolvare implicd, dupd pirerea noastrd, o inge-
niozitate sporitd. Este o indicafie pentru predarea diferentiatd.




dreptelor care frec prin A §i printr-un punct mobil B e d.

POZITIILE RELATIVE ALE UNEi DREPTE FATA DE UN PLAN

1. O dreaptd poate avea comun cu un plan doud puncte.

Stim atunci cd ea este in intregime continutd in acest plan (Py).
9 O dreaptd poale avea un singur punct comun cu un plan.

Priviti, de exemplu, linia de intersecfie a doi pereti si planul podelei. Dar
cum aceastd observatie nu este o demonstrafie, s ddm una:

Fie planul o, un punct A € xgiun punct B nesituat in planul « (B & o).
Dreapta d, care trece prin 4 si B, are numai punctul A comun cu «. Daca
ar mai avea incd un punct C in «, ar fi continutd in intregime in «, ceea
ce nu este adevirat: (B & «) (fig. 2.1).

*8

Fig. 2.1

Convenjie. De multe ori, cind o dreaptd are un punct comun cu planul,
vom, utiliza §i o exprimare mai familiard: dreapta ,inteapid“ planul. Vom
desena segmentul ,mascat® de portiunea de plan figuratd, punctat, in rest
dreapta va fi desenatd neintrerupt (fig. 2.2).

Baers \d
\E.
= ’\\'
Fig. 2.2 \"’\ .
. TR P
a \
e \\

8. O dreapid d pocte sa nu aibd nici un punct comun cu planul (ANa= &)

10

11. Se d& un punct fix A §i dreapta d. S se giseascd locul geometric al punctelor .

-

Vom, spune, in acest caz, ci dreapta este paraleld cu planul,
S% ardtim cd existd astfel de drepte. Fie un plan «, o dreaptd @ situatd
in acest plan (¢ C «) si un punct A nesituat in planul « (A & o) (fig. 2.3).

A
*®

i . fiaiif ko o s
AR P A

Fig. 2.3

>
o>
\(h
o>
n
Q}.

Prin A ducem dreapta b paraleld cu a. Afirm#m cé b este paraleld cu planul a.
Proceddm prin reducere la absurd. Presupunem, cd b infeapd planul in punc-
tul B(bN« = {B}). Notém planul determinat de dreptele paralele @ $i b cu B.
Planele « §i f au comun¥ dreapta . Dacd B nu s-ar afla pe 4, ar insemna
cd B §i o ar coincide, pentru cd au o dreaptd a gi un punct B exterior ei,
cothune. Deci B, aparfinind intersectiei celor doud plane, se afld pe a. Dar
Yaceasta este imposibil, pentru c& @ §i b sint paralele.
in fond, am demonstrat prin aceasta urméitoarea

Teorems.

Rezumind deci, o dreapti poate avea, relativ la un plan, urméitoarele trei
pozitii:

1) s& fie continutd in plan;

2) si aibd un singur punct comun cu planul;

3) si fie paraleld cu planul (nici un punct comun cu el).

POZITIILE RELATIVE A DOUA PLANE

Stim din Py ca daca doud plane au trei puncte necoliniare comune, ele coincid.

Existd plane care au numai o dreapté comuni? Da, sintem indemnati s
gpunem, privind linia dupd care se intilnegte un perete al clasei cu tavanull
Dar si gi demonstrim. S& considerdm un plan «, o dreaptd dC « gi un
punct A & «. Dreapta d si punctul 4 determind un plan 3, care are comun
cu planul @ numai dreapta d. Intr-adevir, dacid f ar mai avea comun cu &
incd un punct B, neapartinind lui d, ar coincide cu a«, deci A € «, ceea ce
este fals (fig. 2.4).

11




¥ A ﬁ :(A .
PR e =
/
d 4 d
a aL
Fig. 2.4

ariitat ci existd plane (cum sint « gi B),
altfel spus: se intilnesc dupa o dreapté.

punct comun? Un exemplu ar fi

Demonstratia precedentd ne-a
care au numai o dreaptd comuna,

Dar existd oare plane care n-au nici un
podeaua gi tavanul. Dar 58 dam si o demonstratie.

Pentru aceasta si demonstrim urmatoarea:

Lemil (teorem# ajutitoare).

intr-adevir, astfel de plane: ludm un punct C care nu-inici pe &,
cu b respectiv planele céutate. Intersectia lor ¢
te paraleld cu b. Dacé dreptele b i ¢ n-ar fi
ar avea un punct comun D (fig. 2.5).

Exista,
nici pe b, el determind cu @ gl
trece prin C gi afirmim cd es
paralele, fiind coplanare (situate in B),

Fig. 2.5

Considersm acum planul y, determinat de dreptele paralele @ si b. Punctul
| D ar apartine planului y, deoarece apartine dreptei b, continutd in vy, (D€ bC
‘ cy = D € ¥). Dar D € « (pentru ci D € ¢ C «). Deci, punctul D s-ar
afla la interseciia planelor « iy, deci pe dreapta a. Cu alte cuvinte, punctul
D ar aparfine atit dreptei a cit i dreptei b. Dar acest lucru este imposibil,
pentru ci a §i b sint paralele.
‘ Putem acum demonstra cé : Fie un plan «, doud

| drépte @ si b in planul o, concurente in P §i un punct Q exterior planului.
Prin Q ducem dreapta a’, paraleld cu @, gi dreapta b’, paraleld cu b (fig. 2.6)-

12

x &
Fa P & c
a O I ax b

Fig. 2.6

Dreptele a’ §i b' determind un plan {. Daci planele « gi § n-ar fi paralele,
ar avea o dreaptd comuni ¢, care ar trebui sd fie paraleld atit cu b cit si cu q,
ceea ce ar contrazice postulatul lui Euclid, @ si b filnd concurente in P.

Rezumind:
Altd siiuafie nu exista!

Din demonstrajia anterioard, rezultd si urmitoarea teoremd, utild la

rezolvarea multor probleme:

-

\  CITEVA TEOREME DE PARALELISM

Teorema 1. o

=

Fig. 2.7

Demonstrajie. Dreptele d gi g, fiind coplanare (fig. 2.7), sint fie paralele, fie

concurente. Dacd ar fi concurente (in A), ar rezulta ci acest punct aparfine §i
dreptei d gi planului a. Dar cum d si o sint paralele, rezultd cd i d si g sint
paralele. Aceastd teoremd poate fi consideratd o reciprocd a celei de la
pagina 11.

Teorema 2.

|
|
|




Fig. 2.8

Demonstragie. Presupunem, prin reducere la absurd, cé g nu este continuta
in « (fig. 2.8). Considerdm planul determinat de dreptele 4 gi g, notat cu p.
Planele « si B se taie dupd b. Deci, in planul 8, prin punctul A trec dreptele
g 51 b, ambele paralele cu d, ceea ce este imposibil.

Teorema 3. Tranzitivitatea relatiei de paralelism.

Demonstrajie. Dacd dreptele sint toate trei coplanare, este vorba de o
consecintd evidentd a axiomei paralelelor din geometria in plan. Daci sint
numai doud cite doud coplanare, presupunem cd al|| b si bl gi vom ardta
cd a || ¢ (fig. 2.9). Considerdm planul @, determinat de b gi ¢, 8i ducem, printr-un

punct A € ¢, o dreaptd g|| a. Conform teoremei precedente, g C B. Fatd de

O & a
b h b B
Fig. 2.9

dreapta b, dreapta g poate fi paraleld sau o poate intilni intr-un punct B.
Dacd s-ar intilni intr-un punct B, ar rezulta ¢ prin B se pot duce doud paralele
distincte, b i g, la a. S-ar contrazice astfel postulatul lui Euclid. Rezulta deci
cd dreapta g coincide cu ¢ §i deci tranzitivitatea este demonstrata.

Problem rezolvaid. Se dau trei drepte dy, d; §i dj, astfel incit oricare pereche
din ele s# fie necoplanard, si nici toate trei sé nu fie paralele cu un acelagi
plan. S se arate cd existd o dreaptd g care se »Sprijind“ pe d, gi pe d, §i
care este paraleld cu d;. Si se arate cd aceastd dreaptd este unic.

14

Existenja. Considerdm un punct 4 pe d; §i ducem prin 4 dreapta ds paraleld cu
“d,. Dreptele d, si dy determin un plan o, paralel cu dy (peniru cd d3 C o §i ds || d;), care
intersecteazi dreapta d in punctul B (fig. 2.10).

9
. 0 -
7 pr

A

9
55N
X

Fig. 2.10

" Ducem prin punctul B dreapta BC paraleld cu d, (C = d,); dreapta BC este chiar
dreapta g ciutati.

Vom da, ca s3 puteti spune unde este greseala, o

Falsi demonsiratie de unicitate. Desi punctul A este arbitrar ales pe d, planul «
paradel cu 4, este unic. Acest plan esfe intersectat de dreapta d, intr-un punct B, evident
thic. Din postulatul lui Euclid. pavalela BC la ds, deci la d;, este evident unicii. Deci
dreapta g este unici.

Chiar daci este adevirat ci dreapta g este unicl, demonstratia de mai sus trebuie
s-o considerfim' totugi eronat#. Gregeala consti fn faptul c¢i metoda de constructie
folosit¥ la demonstrarea existenfei nu este singura metodd posibild §i astfel, demonstra-
fia unicititii a devenit dependentd de constructia aleasd.

Unicitatea. Considerim® cH, ,sprijinindu-se® pe d; §i d,, existd doud drepte CB si
EF, amindoui paralele cu d, (fig. 2.11). Aceste drepte, CB si EF, vor fi deci paralele intre
ele, si deci coplanare. Deci si dreapta CE = d, si dreapta BF = d, se giisesc intr-un acelasi
plan deferminat de €B si EF. Aceastd concluzie insd este absurdd, pentru ¢d in ipotezd
am precizat ci d, si d; nu sint coplanare.

Aceasta este o demonstratie de unicitate corect¥, pentru ci face abstractie de modul
cum s-a demonstrat existenta. Ne-am oprit mai mult la comentarea acestei probleme
penfru a pune fn evident¥ un tip de eroare de rafionament, destul de des intilnit, dar
care trebuie evitat cu mulis griji.

Atentie! La o demonstratie de unicitate, evitati sd folositi demonstratia de
existentd. E

-

15




PROBLEME 2 POZITIILE RELATIVE A TRE! PLANE

Stim in ce pozitii relative se pot afla doud plane. S& vedem in ce situatii
relative se pot afla trei plane, diferite doua cite doua.

Fristd trei plane care au 0 dreapid comund §1. numai una ([1g. 3.1).

1. Doui dreptunghiuri ABCD si MNCD au o laturd comuni CD si sint situate {n
plane diferite. Demonstrati ci AB si MN sint paralele.

2. Trapezul ABCD are latura neparaleld CD situati tn planul «, ca in figura 2.12,
(A si B nu se afld in planul «), Daci AB = 5 cm, BC = 3 cm, €D = & em, calculafi DE,

i Spre exemplu, un dosar cu o fild.
E fiind punctul unde 4B inteapd planul «.

A Cf/
e AL
T a /
3 i B :
Fig. 2.12 AN\
5 3 X 5\
2 s 4 3 Fig. 3.1

Intr-adevir, considersm dreapta d gi un plan & care intersecteaza dreapta d
in punctul P. Prin P ducem, in planul §, trei drepte @, b, ¢, distincte. Drep-

| ( o i sl ul v. Aceste plane
4 'S0 dan doudi pland i B gt douBdrepte’ac asibc P Dack a (/6 5i bjla i o« nulRELe ¢ §i d determind planul «, b 5i d planul 8, ¢ ‘3‘81 ‘i plzn t{ Vi Comﬁné i
este paraleld cu b, si se demonstreze c planele « si p sint paralele. sint distincte: dacd ar fi confundate, ar coincide cu g, dar dreapta !

3. Daci dreptele a [|&\]| ¢, rezultd cd sint toate coplanare? '

ot 1 nu este confinutd in &.
b. Fiind date patru puncte necoplanar upi cite drepte se intersecteaz? 1 . : .l ]
; 3 : p g B:duD S . L Existd trei plane care au un punclt comun §i. numal unu.
determinate de cite trei din aceste puncte?

Intr-adevar, in planul « desendm dreptele b si ¢, care trec prin punctul P.'
Fie A un punct exterior planului « (fig. 3.2). Notam dreapta AP cu a gl
planele determinate de @, b cu vy si @, c cu B. Planele «, §, y au toate trel

6. Dindu-se dou# plane paralele, aritafi ci orice dreaptd din primul plan este paraleld
cu al doilea. '

7. *Formulafi o reciprocd a propozifiei din problema 6 si verificati daci aceasla esie
sau nu adevirati. . ¥

8. Hste oare suficienf ca doud plane s# fie paralele cu aceeasi dreaptd, ca si fie para- ‘J x A
lele intre ele? |

9. Dindu-se doud plane paralele, orice dreaptd din primul plaﬁ este paraleld eu orice c ¢
dreaptd din al doilea? b P b
10. Un triunghi 4 BC are latura BC continutd in planul «, iar M € AB i N € AC. | a
Stabilifi pozifia dreptei MN fatd de planul « dacd: a) AM = 5 cm, AN = 10 ¢cm, MB = ' -
— 3 ¢m, NC = 6 cm; b) AM = 1 cm, AN = 38 cm, MB = 1 cm, NG = 5 ¢m. . o IR
11. Dacd un plan este paralel cu doud laturi ale unui triunghi, demonsirafi cd este 3 un punct comun si numai unul (P). Daci ar mai avea unul, s-ar ajunge la
pRISE R b TR o) ‘ : concluzia ¢ a, b, ¢ coincid, ceea ce este imposibil pentru ¢d A nu este continu
12 Un trapez ABCD (AB| CD) are latura AB confinutd intr-un plan «. Un plan . in planul_ . ‘ : ‘
ce contine dreapta €D intersecteazd planul o dupd o dreaptd g. Stabilifi pozifia dreptelor Mai departe vom vedea ci existd si trei plane care nu au, doud cile Goud
AB i g. nici un punct comun (trei plane paralele ) Pentru aceasta va trebui sa demon-

strim citeva teoreme ajutitoare.
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e = r
T'eorema. prinir-un punct (A), exterwor unwt plan (a), trece un Spigur
’u_l‘.ri 1 {!;r:.i‘(.':’.“.l (‘.'Q el.

Existenfa. Prin punctul dat se duc doud drepte distincte paralele eu
planul, iar planul determinat de aceste drepte este cel cdutat.

Unicitatea. 53 presupunem cé prin 4 trec doud plane distincte (B si )
paralele cu « (fig. 3.3). Ele, avind un punct comun (4), du o dreapta comuna.
Fie d aceastd dreaptd (d || «). In planul a, considerdm doua puncte, B si C,

a

Fig. h ) G @

astfel incit dreapta lor si nu fie paraleld cu d (alegerea acestor puncte este
simpld: ducem prin B o dreaptd d’||d si punctul € il ludm nesituat pe d’).
Punctele 4, B, C determind un plan 8, care taie planele § gi y dupd dreptele
csib (c || BC gib || BC). Existd doud posibilitati: dreptele ¢ si b sau s fie in
prelungire, sau diferite. Daca ar fi in prelungire, atunci ar apartine ambelor
plane (B si y) si deci s-ar confunda cu, d, ceea ce este imposibil intrucit, prin
constructie, 4 nu este paraleld cu BC. Dacd b sic ar fi diferite, ele trebuind
sa fie paralele cu BC, s-ar contrazice postulatul lui Euclid. Unicitatea este deci
demonstrata.

Teoremd. o plane (distincte ), paralele cu un al treilea plan (distinct de
ele ), sint paralele intre ele.

Fie a || B si P || yv- Dacd « gi y n-ar fi paralele, ar insemna c¢d au cel putin
un punct B comun. Or, prin B trece un singur plan paralel cu 3, ar insemna
cd « §1 y nu ar fi distincte. Deci s-ar contrazice presupunerea cd « gi y sint
distincte. Aceastd teoremi-ne demonstreazd implicit cd existd tret plane
paralele (care n-au, doud cite doud, nici un punct comun). Dar sd construim
efectiv trei plane distincte paralele intre ele.

I ; 18

Jata cum: pe dreapta d consideram punctele (lis’tinc‘te A,‘B’ gi C (fig. 3.4),
pucem prin ele respectiv dreptele a || b || ¢ gia’ || b’ e (asia dll:at‘]l:e).‘ Pla-
ole «, B, v determinate de a, @’ de b, b’ si de ¢, ¢’ =int paralele gi distincte,
’ Mai dam urmitoarea teoremd utild in demonstratil:

Teoremi.
Demonstragie. Cu notatiile din figura 3.5, presupunem cd « |/ P § ca ¥

i a dreaph: 38 Jdia gl ar insemna cd printr-un
aie pe a dupd dreapta a. Dacd y nu ar tala s1 pe B, ;
;unc]z A € a, s-ar putea duce doud plane (a i v) paralele la B, ceea ce este

| Fig, 3.5
gbsurd. Deci y N B = b. Mai departe, dreptele a si b sint CO]?’]M};W-E.'LD?-%
n-ar fi paralele, ar insemna ca ar avea un p‘u‘nct comun (236 GGy Ciipna_:t;‘m_lnt
‘ dreptelor a si b, ar apartine gi pl-aneivor « §iin B, in care ace:v,t.le] r(.(g e 8 np
respectiv continute. Ar insemna ca « §l B nu ar fi paralele. Leea ce
este absurd!

Teoremd.

i ins& rati abui 83 asiguram cd astfel
Inainte de a face insd demonstratia, ar trebui sd ne.‘uh(;gqu‘;am cd a
de plane existd; acest fapt rezultd din teorema de la pagina 17/.

Al v 3 - : e g1
Demonstragie. Cu notatiile din figura 3.6, dacd de pildd-a m b n-ar fi
v 1 51 X J T B 1
paralele, ar trebui sd se intilneascd Intr-un punct C, care ar eparjine deoi
tuturor celor trei plane «, P §i v, ceea ce contrazice ipoteza.
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PROBLEME 8 ALTE TEOREME DE PARALELISM

1. Doud drepte paralele cu acelasi plan sint necpirat paralele intre ele? 1. Segmente paralele intre plane paralele*.

2. 52 dau doud drepte necoplanare o si b siun punct €. S# se ducd prin € o dreapty

sopl d atit it si b. . :
i ok 43 g Galaadog sl Demonstrajie. Planele paralele sint o §1 B, dreptele paralele sint dsgig

8. Daci drepfele d si g sint paralele 5i g este paraleld cu planul «, atunci si dreapta ¢ W8 (fig- 4.1). Planul (d, g) intersecteazd pe « gi pe B dupd doud drqptec piraj%e
este paraleli cu planul « (sau confinuti in el). . (4B si DC). Rezulti cé patrulaterul A BCD este paralelogram, deci BC = -

4. Dindu-se punctele A, B, ¢, D necoplanare, segmentele AB, BC, CD, DA alci.
tuiesc ceea ce se cheami un patrulater strimb; AC si BD sint diagonalele lui. Intersec- 3¢ ‘B
tind laturile sale cu un plan paralel cu o diagonald, stabilifi natura poligonului convex s f/;

cu virfurile in aceste puncte de interseefie. \

&. DacX doua drepte paralele a si b sint tdiate de un plan variabil, in punctele 4 ! 0\ \g
respectiv B, si se gidseascil locul geometric al mijlocului segmentului 4 B. .

6. Prin doudl drepte paralele d si g trec doudl plane « i B tdiate de un al treilea - / Vc/
plan y. In ce condifii dreptele @ = « N y si & = B N v sint paralele? | g0

! Fig. 4.1

7. Dacd d si g sint doud drepte necoplanare, atunci existi un plan si numai unul J
care sl confind pe d si si fie paralel cu g. l\ 8. Teorems lui Thales in spafiu.

8. Stim c4 un plan taie doudt plane paralele dup# doui drepte paralele. Formulafi o | %
reciprocd -si cercetafi dacX este adevirati. o

9. Doud triunghiuri ABC si ACD au laturile AB si AD confinute intr-un plan «. | Demonstragie. Fie o, B 5i y trei plane paralele, distincte doud cite dous,
Fie M = AC, astfel ca A'M = MC. Pa}ralela prin M la AB intersecteazi dreapta BC gi fie d, si d; doud drepte distincte, care taie cele trei plane in punctele A,
in punctul . Paralela prin M la AD intersecteazi dreapta €D in punctul P. Stabilifi | tiv A, B, C, (fig. 4.2)
pozitia planelor (ABD) si (MNP). B,, C, respectiv Ay, By, (5 (18- 2.5).

10. Se dau trei plane paralele «, B, y si punctele A, B in planul «, iar ¢, D in 0’\ G;’ Ag
planul B. Dreptele AC, BC, BD, AD taie planul y in punctele E, F, G, H. 84 se arate | 2

a
cl figura EFGH este un paralelogram. i / / 4, \ V
I i
‘ (2 Gme] i

11. Fie 4, B, ¢, D patru puncte necoplanare §i M, N, P, @, R. S, mijloacele seg- / \

mentelor AB, BC, CD, DA, AC, BD (in aceast# ordine). Si se arate ci:
a) MNPQ este paralelogram;

b) MRPS este paralelogram; Fig. 4.2 5y A ‘B B
¢) NROS este paralelogram; 0| J 3 )
d) dreptele M P, NQ si RS sint concurente. . [ J_L—
] 6‘ ¥
12. Fie patru puncie necoplanare A, B, €, D si M, N, P, Q mijloacele respective " il C:; 6‘2 Cg
ale segmentelor AB, BC, CD, DA. Aviita{i ci M, N, P, Q sint coplanare, :

18. Doud plane paralele cu doudl drepte coplanare sint paralele intre ele? Adidugati |
o conditie in enun{ pentru ca el si devind afirmativ.

: ] * Folosim aceast denumire, degi improprie, pentru ci este intratd /
14. Se dau dreptele a paraleld cu & si ¢ neparaleld cu ele §i necoplanard cu nici una in uz. Este improprie pentru ci s-ar putea ivi cazul din figura &.3. —
din ele. Punctul 4 parcurge dreapta ¢. Planele determinate de a si A si de b gi A se U

taie dupd o dreaptd d. Aflati locul geometric al punctelor dreptei d. Fig. 4.3
| ]g. -
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Ducem. prin A, o paraleld d la dreapta d, si fie B; si (5 intersectiile
dreptei dy cu planele B gi v. "

Astfel, in triunghiul 4,C,C5, segmentul B,B; este paralel cu C,Cy i putem
scrie deci:

éﬁ& P .AE—_B, Rezulté- S SO =l
B,C, B3C, Ay B,y ByC,

Tnsd A B, = A,B, si B,C; = B,C,. Rezulty ci 3B _ 5l
F A;By = B,Cy
Obsefuaﬁe. In enunful teoremei am vorbit despre ,,mai multe plane paralele® si nu
despre trei plane aga cum apare in demonstratie. Daci am avea doar doud plane, atunci

A, B, : :
raportul =2—2 nu am avea cu cine si-l compardm. DacH am avea mai mult decit trei
11
plane paralele, am obtine un gir de rapoarte egale (numérul de rapoarte fiind egal cu
numirul planelor micgorat ecu 1). :

3. Fie 9 20y si 32’0y’ doud unghiuri
necoplanare, cu laturile respectiv paralele Oz |0z’ si Oy || 0%’ si astfel
incit Oz, 0'z’ sé fie in acelasi semiplan determinat de dreapta 00', la fel
81 Oy cu O'y’. S& demonstrim cd I 20y = I 2’0"y’ (fig. 4.4).

Fig, 4.4

Vom lua pe laturile paralele segmentele 04 = 0'A’, (04 =a) =
OB = O0'B’, (OB = b). Afirmam ca triunghiurile OAB si 0’A’B’ sint con-
gruente. Intr-adeviir, patrulaterul AQO'A’ este paralelogram, avind latu-
rile OA gi 0'A’ congruente gi paralele. La fel 5i BOO'B’ este paralelogram.
De aici rezulti cd 5i ABB'A’ este paralelogram, avind doud laturi AA’ gi BB’
paralele gi congruente. Rezultd c& AOAB = AO'A’B’ (avind laturile respectiv
congruente), deei 3TAOB = J7A'0'B’ si propozitia este demonstrata.

Dac3 numai o pereche dintre laturile paralele se afld in semiplane diferite
fatd de OO’ se demonstreazi ugor c¢d unghiurile sint suplementare (fig.-4.5).
Putem deeci afirma:

22

Fig. 4.5

Teoremi. Doud unghiuri cu laturile respectiv paralele sint congruente sau

suplementare

PROBLEME 4

1. tn figura 4.6, planele «, B, y sint paralele si A’C’, AC sint doud secante. Stiind

‘oA A’B’ = © ¢m, B'C' = 3 cm 5i AC = 12 cm, calculati AB si BC.

Fig. 4.6

2. Se dii o dreaptd d si un punct 4, exterior ei. Se considerd mulfimea planelor care
trec prin A si sint paralele cu d. Si se arate ci aceste plane au o dreaptd comuni.

3. Fie planul « si un punct exterior lui, 4. Care este locul geometric al mijlocului
segmentului AB, cind B parcurge of

4, Fie planul o si dreapta d || «. Dacd A parcurge d gi B este punctul curent (poate
ocupa orice pozifie) in «, care este locul geometric al mijlocului segmentului AB?

6. Se dau doud drepte neconcurentein spatiu, d si g. Care este locul geometric al
mijlocului segmentului DG unde D  d, G < g, cind: a) d || g; b) € si g sint necoplanare.

6. Aceeasi problems, daci tn loc de dreptele d §i g se dau segmentele AB si PQ:
a) AB || PQ; b) AB necoplanar cu PQ.

7. Demonstrati ci daci patru drepte paralele determind, pe un plan dat, virfurile
unui paralelogram, atunci determind pe orice plan care le taie virfurile unui paralelogram.

8. Aratati ci dacd doudi drepte concurente se infersecteazd cu doull plane paralele
in punctele 4, B si respectiv €, D, astfel incit patrulaterul ABCD si fie inscriptibil,
atunci acesta este fie dreptunghi, fie trapez isoscel.

9. Dacd doud plane paralele determind pe doud secante segmente congruente, aceste
secante sint paralele? Justificati rdspunsul dat,
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10. Se dau trei drepte concurente in spafiu, care intersecteazd trei plane paralele,
a) 83 se arafe ci punctele de intersectie ale dreptelor cu planele, formeaz4, in fiecare

plan, un triunghi si cd cele trei triunghiuri sint asemenea.

b) Centrele de greutate ale acestor friunghiuri sint coliniare.
¢) Centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor sint, de asemenea, coliniare.

11. Se considerd doud plane
paralele w 5i 3. Se jau A= a, B= /
si apoi un punct C pe segmentul AB b

aga incit he 3. Ce figurd descrie ¢
CB

cind A si B parcurg a §irespectiv f?

12*, Linia frintd inchisd ABCD
este tdiatd de planul 6 in punctele
M, N, P, Q (Me AB, N = BC,
P = CD,Q = DA). Ducind prin 4,
B, C, D respectiv planele «, B8, v, &
paralele cu 0 si apoio dreaptd d, care
taie aceste plane in A’, B’, C', D/,
sd se dovedeascd relatia

AM BN CP DO _, :

MB NC PD QA

(Vezi l’igura.la,?). Fig. 4.7

PERPENDICULARITATE IN SPATIU

Drepte perpendiculare

Stim ce inseamnd drepte perpendiculare continute in acelagi plan.

Fie a, b doud drepte, in general necoplanare. Fie P un punct oarecare in
spatiu. S& ducem prin P dreptele e’ si b’, paralele respectiv cu a si b.
Dacé P’ este un alt punct in spafiu, sd ducem gi prin el dreptele ¢” || @, b” || b.
Avem a" || a’ §i b" || b’; teorema asupra unghiurilor cu laturi paralele arata
cd @' L b’, dacd gi numai dacd, ¢” | b”. Ajungem la:

Definifie. Doud drepte a gi b in spajiu se numesc perpendiculare dacd para-

lelele duse printr-un punct P la ele sint perpendiculare. Scriem a 1 b (fig. 5.1).

Kig sS04
o

90
P b

Am, vézut mai sus cd dacd aceasta se intimpla relativ la un punct By
atunci acelagi lucru este valabil relativ la orice punct din spatiu.

24

Dreapta perpendiculard pe un plan

Pentru a explica aceastd notiune vom cduta sd ardtim cé&, dindu-se o
dreapté @ gi un punct A € «, existd un plan « care s& treacd prin punctul A,
astfel incit orice dreaptd a acestui plan sd fie perpendiculard pe dreapta a.

Vom considera doud plane { gi y, care conyin-dreapta ¢, §i vom duce in
ficcare din ele dou¥ drepte b (b < B) si ¢ (c € y), perpendiculare in A pe
dreapta a. Planul determinat de dreptele b si ¢ este cel ciutat (fig. 5.2).

Fig, 5.2 /3 ; Fig. 5.3

-

Y Vom demonstra acest fapt. Pentru dreptele din « paralele cu & sau cu ¢,
este evident, unghiurile lor cu @ fiind chiar unghiurile drepte A, sau A, din
figura 5.3.

Si demonstrim acest lucru pentru o dreaptd oarecare d C «, care nu este
paraleld cu nici una din dreptele b i ¢ (fig. 5.3).

Ducem prin A o paraleld d’ la aceastd dreaptd. Se aratd ugor ca ea este
confinutd in planul a.

Alegem o altd dreaptd in planul «, care nu trece prin A gi care taie drep-
tele b, ¢, 4’ in B, C, F. Putem presupune cd F se afld intre B i C.

Ludm pe a dou# puncte £ gi E’, de o parte §i de alta a lui A, aga incit
AE = AFE'. - '

Avem EB = E'B, EC = E'C, din perechile de triunghiuri dreptunghice
congruente EAB, E'AB gi EAC, E'AC (fig. 5.4).

Fig, 5.4




































































































































































































