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j fn multe tél‘nl, printre care gi in tara noastrd, s-a trecut la predarea axiomatici a
: geometriei in liceu.

| Se pune intrebarea: ce fel de axiome s stea la baza manualului de Geometrie peniru
| " clasa a I[X-a?

Tinind seama de dificult3tile conceptuale si tehnice legate de axiomatica lui Hilbert,
g-au propus si s-au pus in aplicare, in difevile tAri, variate sisteme de axiome, mai accesibile |
pentru elevi. Avem la dispozitie, in limba roméni: traducerile manualelor Alef zero, care
prezintd de fapt un model algebric al geometriei (definind suecesiv structurile vector iale,
afine gi metrice) gi care au la baza lor axiomaticile lui H. Weyl, respectiv J. Dleudonné-
traducerea din limba rusd a manualului de geometrie pentru clasele VI—VILI, redactat

Lia definitivarea manualului s-a {inut seam# si de propu-~
uerile unor colective de cadre didaclice din oragele Alexan-
dria, Craiova si Timigoara, care au analizat proiectul

de manual.

Notatii folosite in acest manual

Puncte: 4, B, C, ...

Drepte: a, b, e, ...

Begmentul deschis (4B)
Segmentul inchis [4R]
Semidreapta deschisd (4B
Semidreapta inchisd [AB
Distan{a de la A la B } AB
Lungimea segmentului AB
Planul determinat de o dreapti d
si de un punct A nesituat pe d (d4) sau (Ad)
Semiplan deschis (dA

Semiplan inchis [d4

Plane «, 8, 7y, ...

Redactor: Prof. Valentin Radu
Tehnoredactor: Ilinca Prosan
Coperta: Nicolae Sirbu

de un colectiv condus de academicianul A.N. Kolmogorov; traducerea din Ilmha englezd
a cirtii lui Ii. Moise ,, Geometrie elementard dintr-un punct de vedere superior®, in care go
expune intr-o forma modilicatd sistemul de axiome propus de G.D. Birkhoff (in 1932) si
care st la baza noilor manuale de gesmetrie in S.U.A. Mentionam c4 se folosesc si sisteme
de axiome care modeleazd grupul generat de simetriile axiale plane, de exemplu cel al
lui G. Pickert, In axiomatica lui Kolmogorov simetriile axiale ocupa de asemenea un loc
central. )

Dintre toate acestea am adoptat axiomele lui G.D. Birkhoff in varianta lui BE. Moise
cu mici modifictiri, criteriile noastre fiind nrmatoarele:

a) mentinerea unui paralelism intre nivelul abstract si cel concret al aindirii;

b) refleclarea gi posibilitatea interpretirii cunostinfelor cit mai direct in realita=
tea fizici;

c) asigurarea unui grad sporit de accesibilitate

d) posibilitatea participiirii active a elevilor la lectii;

e) inlegrarea cunostintelor de geometrie in ansamblul invitamintului matemalic;

f) valorificarea traditiilor invatimintulni de geometrie din tara noastra,

La redactarea manualului ne-am bazat pe unele cunostinte de logicy matematici,
mul{imi, functii, numere reale pe care elevii le au din clasele anterioare sau le obtin in
primele lectil de la cursul de algebri,

Simplificarea realizatd prin axiomatica lui Birkhoff, ca dealtfel si prin accea a lui
Kolmogorov, rezidd in acceptarea distan{ei printre notnnuli_ fundamentale ale geometrlel
§iin atragerea in acest mod a numerelor reale in tratarea geometriei.

Mentiondim c4 fn acest mod geometria unidimensionald va fi algebrizats, tratarea
aspectelor bidimensionale raminind sintetici, apropiati de cea tradjtmna]a Capltolu] cu
privire la pujinele clemente de geometrie analitici se leagi organic de lratarea sintetici
prin punerea in prim plan a teoremei directe si reciproce a lui Pitagora.




Este clar ci pentru fncepitori problema independentei axiomelor se situeazd pe un
ullim plan. Totusi mention&m c# axiomele noastre sint independente, ceea ce nu inseamni
fnsi cid nu pot fi tnlocuite cu axiome mai slabe. Din axioma riglei, ultima parte poate fi
eliminati, axioma de separare a planului poate fi inlocuit} cu axioma lui Pasch, iar axioma
L.U.L. poate fi restrinsi la formularea lui Hilbert, dar nu fird a canza unele complicafii
tehnice. Misura unghiurilor poate fi scoasi dintre notiunile fundamentale si atunci axioma
U.3. devine superflus, dar acest lucru creeazd dificultiti mai mari.

Credem ci este un avantaj ci notiunile delicate de ,a fi intre” si ,,congruenti au
primit definifii directe, proprieti{ile de ordonare devenind exercifii cu module. De asemenca,
s-au eliminat dificultdfile legate de aspectul dublu al proprietitilor ‘de continuitate
(pe dreaptd s1 in R).

Cu privire la capitolul IV dorim si observim c3 instrumentul principal este formula
distantei intre doud puncile. Din aceastd formuld decurge imediat conditia de perpendicu-
laritate, iar de aici ecuatia dreptei. Cu aceleasi mijloace stabilim formula cos (@ — &) =
= ¢os a cos b + sin a sih & pentru orice a, b = R, fird a fi necesar si se deosebeascd
mai multe cazuri.

In legdtura cu folosirea materialelor bibliografice traditionale trebuig si aritim ci in
geometrie avem proprietdti de: inciden{d (coliniaritdfi si concurente), congruenti, parale-
lism i ordonare (pozitia unui punct pe un segment, pe o semidreaptd, intr-un semiplan saa
a unei semidrepte in interiorul unui unghi ete.); solutia traditionald a unei probleme mai
complexe constd in rezolvarea riguroasi a aspectelor de incidentd, congruenti si paratelism
si admiterea unor situatii de ordonare pe bazi intuitivd. De reguld, o asemenea soluiie
poate i completatd (uneori eu usurinid, alteori mai greu, eventual cu analiza mai mulior
cazuri posibile). Daci s-a atins un anumit nivel de pregitire gi elevul a infeles legitura dintre
intuitie si deductie, si solufia traditionald poate fi acceptatii (sub rezerva posibilititii de
completare). ;

De aceste consideratii se leagi si o observatie cu privire la rezolvarea problemelor de
geometrie cu un grad de dificultate mai ridicat. Dup4 ce problema a fost abordatd la nivel
concret, in mod intuitiv, pe baza desenului, solutia intreziriti va fi contrclati in od
riguros mai fntii sub aspectul proprietitilor de incidentd, congruenti si paralelism (deci in
mod traditional) si abia dup# aceea in privinta ordonirilor. intr-o ultimi fazd rezolvarca
se redacteazd la mnivel abstract. Acest procedeu se motiveazi prin faptul ci momental
decisiv in gisirea solutiei este cel tradifional, in timp cc aspectele de ordonare sint mai
tehnice.

Pirtile din text insemnate cu o linie laterali nu sint obligatorii.

Teoremele trebuie si fie refinute intocmai, chiar daci demonstratiile sint lacultative,
cici problemcle nu pot fi abordate cu succes decit pe temeiul cunoasterii sizure
a teoremelor,

Unele dintre exercitiile si problemele din manual au fost preluate din alts manuale,
culegeri de probleme si Gazeta matematici, fird a mai indica sursa.

Ne face o deosebitd plicere si mulfumim profesorului universitar Radé Francisc pentru
sprijinul acordat gi sugestiile sale la elaborarea acestui manual.

Multumim de asemenea colectivelor de cadre didactice din Timicoara, Alexandria,
Craiova, Constanta, Galati, referentilor gi colegilor pentru observatiile ficute, care ne-au
fost de un realfolosin definitivarea acestui manual,

Autorii

Cunostintele de geometrie le obtinem in doud moduri: intuttie gi deductiv.
Cunogtintele intuitive sint extrase din observalii si experienfe. Din anumite
cunostinte geometrice putem deduce cu ajutorul logicii alte cunostinfe;
acestea din urmai sint obtinute pe cale deductivi, prin demonstratie, fird a se
recurge la intuitie. :

In tratarea modernd a geometriei se cautd a se prezenta cit mai multe
proprietdti pe eale deductivd. Bineinfeles, cunostiniele intuitive nu pot fi
eliminate complet, cici geometria prin ele se ancoreazi in lumea reald, obiec-
tivil. Pe de alti parte noi trebuie sd avem la dispozitie de la inceput o colectie
de proprietiti geometrice, din care apoi si putem deduce altele. Aceastd
colectie se limiteaz# la un minim de propozitii, care se numesc aztome. Axiomele
sint admise fdrd demonstratie gi reprezintd punctul de plecare in tratarea

_geometriei.

In axiome i in consecintele lor intervin notiuni de logica si de teoria mul-
timilor sl notiunea de numdr real, pe care le presupunem cunoscute. Afard de
acestea, in axiome apar citeva notiuni specifice geometriel, numite nofiuni
geometrice fundamentale. Aceste notiuni, extrase din lumea obiectivd, nu
primesc in geometrie o definifie directd, insusi sistemul de axiome constituind
definitia lor. Celelalte notiuni geometrice sint introduse cu ajutorul notiunilor
fundamentale prin definitii directe. Proprietdtile geometrice demonstrate cu
ajutorul axiomelor gi definitiilor se numesc teoreme (cele de importantd mai
micd sau care pregitesc alte teoreme se mai numesc leme sau propozilic).

Asadar, la baza unui studiu modern al geometriei stau notiunile funda-
mentale §i axiomele care exprimd proprietiti ale acestor nofiuni. Existad
diverse posibilititi de a alege din multitudinea de notiuni gi proprietiti geome-
trice notiunile fundamentale si axiomele. Noi vom considera urmétoarele
notiuni fundamentale: punct, dreaptd, plan, distanid i mdsura unghiurilor*,

N

* fn axiomatica lui Hilbert notiunile fundamentale sint: punctul, dreapta, planul,
incidenta, relatia ,intre* si congruenta,




In acest manual vom studia geometria in plan in care se considers existenta
unui singur plan. Axiomele acestei geometrii le grupidm in axiome de incidenti,
axioma riglei, axioma de separare a planului, axiomele unghiului, axioma de
congruentd gi axioma paralelelor. Treptat, dupid ce vom introduce cite o
axiomd, vom defini imediat unele notiuni si vom demenstra un numir de
teoreme. Se recomanda s& refinem care dintre teoreme se bazeazi numai pe o
parte dinfre axiome, cdci astfel vom intelege mai pr&)fund legitura logicd
dintre proprietitile geometrice gi ne vom insusi esenfa metodei axiomatice
in matematicé. '

Prima prezentare axiomaticil a geometriei a fost dati de Euclid (365—300 {.e.n.), care:
a servit ca model pentru cirlile de geometrie pinid la sfirsitul secolului trecut. Axiomatica
lui Euclid nu este perfectd; in axiome nu se vorbeste de pildd despre proprietiti de ordonare
5i din aceastd cauzd in demonstralii se face uz de intuitie in mod tacit. Primul sistem
axiomatic complet al geometriei a fost dat de D. Hilbert fn 1899. In acest manual, asa
cum am ardtat si in prefatd, se pleacii de la axiomele lui G.D. Birkhoff*, intr-o formi
usor modificata.

in {ara noastrd geometria a stat in atenfia multor savanti ilustri, care pe ling8 cerce-
tirile lor originale au realizat si valoroase lucrdri didactice, impulsionind invatdmintul
geometric romAnesc. Dintre el amintim pe Gheorghe Tifeica (1873—1939), Alexandru
Myller (1879—1965), Gheorghe Vrinceanu (1900—1979), care au intemeiat o renumiti
scoald de geometrie diferentiald, pe Traian Lalescu (1882—1929), Dimitrie Pompeiu (1873 —
1954), care odatd cu cercetdrile lor de analizd matematicd au adus o remarcabild contributie
si in geometrie, Cu studii de "axiomatica geometriei s-a preocupat renumitul algebrist Dan
Barbilian (1895—1961), cunoscut si ca poet sub pseudonimul Ton Barbu. Gazeta Matema-
ticl (infiintatd in 1895) antreneazi si stimuleazi tineretul in studiul geometriei.

Primul grup de axiome se enuntd astfel:

Dacd A este un punct 1 @ o dreaptd, relatia A & d se citegte astfel:
punctul A apariine dreptei d sau A este situat pe d sau d confine pe A sau d
trece prin A sau punctul A si dreapta d sint incidente. Punctele 4, B, C se
zic colintare, daci existd o dreaptd d astfel ca A € d, B & d, C € d.

Fie A gi B doud puncte diferite. Potrivit axiomei 1.4 existd o singurd
dreaptd d astfelincit 4 € dgi B € d; aceastd dreaptd d va fi notatd cu A B.

Demonstrafie. S& presupunem cd teorema nu este adevidratda. Atunci
existd doud drepte d;, d, §i doud puncte P, Q astfel incit d; # d,, P # Q,

* George David Birkhoff (1884—1944) matematician american,

P,Q € d, P,Q € d,.Conform axiomei 1.4 d, = PQ, d, = PQ, deci d; = d,,
in contradictie cu d; # d,. Agsadar presupunerea noastri ne-a condus la o
contradietie. Rezultd cd teorema este adevirati. ; :

Observafie. Metoda folositi in aceasti demonstratie se numegte metoda reducerii la .
absurd. Ea constd in a arita cd negarea concluziei teoremei conduce la o contradiciie,

Exercitil
1. Oricare ar fi dreapta d, putem giisi in planul 2 un punct nesituat pe d.

Rezolpare, Presupunind contrariul, toate punctele planului sint sitnate ps dreapta d,
ceea ce este in contradictie cu axioma L3, '

2. Dacdi 4, B, C sint trei puncte necoliniare, dreptele AR, BC, CA sint distincie
doud cite .doui. :

8. Presupunind ci existd in % punctele 4, B, C, D dintre care nu avem frei coliniare,
sl se arate cd dreptele AB, AC, AD, BC, BD, CD sint distincte doul cite dou#.

4*. 83 presupunem ci 4, B, C, D, E sint cinci puncte diferite, A, B, € sint coliniare
si D, E & AB. Dintre dreplele AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE, DE cite pot
fi distincte cel mult? Ariitati o situatie in care avem mai pufize drepte distincte,

b*. Pot exista 5 puricte in # astfel incit unite doui cite dou#,si obtinem exact 7 drepte
distincte?

3 stanta si axioma riglel

Stim din experientd ci fixind o ,unitate de mésurd“ (un ,segment etalon*)
gi-folosind procedeul de misurare, fiecdrei perechi de puncte putem face sd-i
corespunda un numdr real (nenegativ) unic, ,distanta intre esle dous puncte®.

In tratarea noastrdi, distanfa este o nofiune fundamentald. Admitem deci
cil oricare ar fi punctele 4, B & (P existd un numdr real unic, notat cu AB
sau d (4, B), care se numeste distanja intre A st B.

Pentru doud puncte oarecare A gi B, distanta AB este un numdr
real unic.

Obsereatie. In aplicatiile practice se folosesc mai multe unitifi de misurd, de exemplu
1 m, 1 km, 1 cm etc.; 1n aceste cazuri trebuie si se indice unitatea respectivd. Spre deose-
bire de aceasti situatie, la noi distanta este un numir real. De exemplu d(4, B) = AB =
= 5 si nu 5 cm.

Notiunea fundamentald este de fapt o funcfie § : 2 x P — R, numitd funcfie-
distantd. Intr-adevir, stim ¢4 un element oarecare al produsului cartesian ? x P este
o pereche de puncte (4, B) si deoarece acesteia fi corespunde numirul real AB
determinat fn mod unic, avem o functie definitd pe mulfimea ? x ? cu valori in R.

In clasa a VII-a s-a invitat despre reprezentarea numerelor reale pe o
dreaptd, ceea ce permite sd definim o functie bijectivi fintre multimea punctelor
unei drepte d si multimea numerelor reale R. Intuitiv, punem in evidentd
aceastd functie insemnind unele puncte de pe dreapfa & gi scriind sub ele
numerele care le corespund, de exemplu punctului 4 ii corespunde 2, punctului

* Problemele previizute cu stelutd se adreseazd cercurilor de elevi.
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B 0,6 punctului ¢ —1,3 (fig. I.1). In acest fel dreapta d apare ca o ,rigli
gradatd infinitd“. Cu ajutorul ei putem cunoaste distanta dintre doud puncte

" situate pe dreapta d. Pe figura I.1 avem AB = BA = 1,4, AC = CA = 3,3,

BC = CB = 1,9. Observati ci distantele sint pozitive, in timp ce gradatiile
(valorile functiei f) pot fi pozitive sau negative.

Prin axioma urméitoare admitem existenta si precizim proprietitile
acestel functii f. '

(1)

Prin aceastd axiom# se mai precizeazi ci funetia f : d — R, definitd prin
f(M) = x4, oste determinati in mod unic de conditiile 1), 2) si 3).

Functia f :d — R .se numeste sistem de coordonate pentrn
dreapta d (sau pe dreepta d), punctul A originea lui, iar numirul z, abscisa
sau coordonata punctului M (in sistemul de coordonate considerat).

Observayii. Conditia 1) arati ci funcfia f : d — R este bijectivi.

Condifia 2) arati ci oricum s-ar da'doud puncte M si IV pe o dreapti d, existii un sistem
de coordonate pentru care abscisa lui M este 0, iar abscisa lui IV esté pozitivii (M reprezinti
originea sistemului de coordonate, iar rolul lui V este de a preciza un sens de parcurgere
pe dreaptd) (fig. [.2, e 5i b). Dacd s-ar permite si modificarea ,,unititii de misurd® am putea
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asocia punctului dat IV abscisa 1, lucru care in teoria noastrd nu este posibil, deoarece —
precum s-a precizat — functia distantd este fixatd.

Conditia 3) indicd o legdturd intre distante si abscise. Dacil cunoastem abscisele a
douli puncte, putem calcula distanta dintre ele cu ajutorul formulei (1). De exemplu, in
cazul figurii 1.3 24 =1, a =4 51 AB=3 = |ap — x4 |; sau a4 =1, xgc = —1
st AC=2=|zg—za|=|—-1—-1]|=]|—-21]

2)
)
()

Demonstraiie. Fie d o dreaptd ce contine punctele date P gi Q. Conform
axiomei riglei existd un sistem de coordonate pe d §i avem

PQ=|29—2zp]| > 0;
PQ = | 2g — zp | ='| 2a — g | = QP;
PQ=0« |2q—2p | =0 2p =125« P =0,

ultima echivalentd rezultind din condifia 1) (sau altfel spus din faptul ci
functia f : d - R, f(M) = zy este injectivd). In cazul R € d putem scrie

PR:|$R“—-TP,|:t(xn;fq)'f‘(xq—ﬁJ))[-<_
< |xg — 29|+ | 2g — zp | = QR + PQ.

Observaie. Deoarece la baza nofiunii de distantd std procedeul de misurare, s-ar pirea
ci ar fi fost mai natural si definim distanta ca un numér pozitiv, si nu ca un numdr real.
Atragem din nou atenfia asupra faptului c¢i in axiome -postuldm cit se poate de putin;
presupunind numai PQ R, din teoremid rezulti PQ > 0,

1. Fie AB = 4. Exist¥ un sistem de coordonate pe AB cu x4 — 5, ap — 8?
2. 24 = — 2,23 =3, 79 = 10. Si se afle AB, AC si BC.

8. Intr-un sistem de coordonate pe dreapta AB, z4 — 3, AB = 3, zp < 0. a) S3
se afle zp. b) Si se determine zg stiind & C  AB, BC — 7 5i AC < BO.




4* z4 = —2, zp = 5; s se determine punctele M, N = AB, stiind & AM = &,
MN =41, NB = 2.

B* z4 =1, ap — & Si se afle M, N = AB, stind c& AM =1, MN =4,
NB = 2.

Intuitiv, pe figura 1.4 punctul M este ,intre A i B“. Dim deflinitia acestei
notiuni,
A M B
Fig. 1.&

Fie A si B puncte diferite. Zicem cd punctul M este inire
A gl B (sau M separd punctele 4 si B) dacd

(1) A, M, B sint puncte coliniare diferite
g '
(2) AM + MB = AB.

Prin segmentul deschis (ARB) intelegem multimmea punctelor intre A si' B,
iar segmentul inchis [A B] este multimea (4B) U {4, B}.
Apadar

(3) [AB] = {M € AB| AM 4+ MB = AB},
(4) (AB) =[AB] — {4, B}.
Notatiile (ARB) 5i [AB] pot fi folosite gi in cazul 4 = B, dar atunci

nu inseamnid segmente: (A4) = @, [44] = {4}. |
Prin lungimea segmentului [AB] se intelege distanta AB.

1. Aritati cii egalitatea (2) este satisficutd daci M = 4 si dacd M = B.
2. Demonstrati: dact C este intre A si B, atunci C esie si intre B gi 4.

Indicagie. ‘Se admit conditiile (1) i (2). Trebuie si demonstrim (1) §i (2) cu literele 4
i B schimbate intre ele. Se tine seama de formula (4) dela § 3.
8. B4 se arate cdl [AB] = [BA].

4. Fie C € AB, z4 = 2, a2 = 10, .zg = 4. B este intre 4 si C? dar C intre
A si B?dar 4 inire 4 si B?

Indicatie. Deoarece AB = |z —z4 |=8, BU=|6— 10| =651 4C=|4—2|=12,
condifia (2) nu este satisficutd, deci B mu este intre A gi C. C este fnire 4 si B.
-Punctul 4 nu este fntre A si B, cici condifia (1) nu este satisficuti.

10

Segmentele pot fi caracterizate cu ajutorul absciselor:

(5)
©

(7)
(8)

Demonstrajie. Fie z, << zp. Deoarece (5) este o egalitate fintre doui
multimi, va trebui sd luiim un element din membrul I si ¥ aritim cii el
apartine §i membrului II, i invers,

Fie P € [AB]. Tinind cont de (2) avem AP + PB = AB, prin
urmare '

(9) Clap—xu |+ |2 — Tp | = 25 — Ty,

(cdci zp > z,). Considerim urmétoarele cazuri:
a) Zp < x4;atunci din z, < 2 deducem zp < x5 gl egalitatea (9) devine

Ty — Bp 4 Tp — Tp = Tp — Ty

Reducind termenii asemenea, ob{inem 2z, = 2zp, deci z, = x,, In contra-
dictie cu zp > z,. Asadar, acest caz nu este posibil.

b) zp > xp; acum relatia (9) se scrie
Zp — %4 + Tp — Tp = Tp — Ty

sau zp = zp. Nici acest cax nu este posibil.
Rezultd cd z4 < 2p < 2p, deci P € {M € AB |z, € 2y < 23}
Fie acum M un punct din membrul IT al egalitiifii (5). Atunci M € AB s

(10) .’EAQ_:IM < T
Din (10) rezultd zy — z, > 0 gl 2p — x5 > 0, deci
AM'l’IMB_|xM_"’rA|+|xﬂ_'ﬂM|—‘xM'—'TA+$B"'-TMH

Prin urmare M < [AB].

Tinind seama de (4), formula (6) rezult§ imediat din (5). Formulele (7)
§1 (8) se obtin din (5) si (6) observind c& [A B] = [BA]si(4 B) = (BA).
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5. Care dintre'urmitoarcle relajii sint adevirate, daci punctele A, B, C au abscisele
8,2, 7 :

A = [BCl, B e (AC), C < (AB), C < [AB)?

8. Punctele coliniare A, B, C'au abscisele 6, -—3,- —2. Unul dintre punctele 4, B, C
este situat intre celelalte doud?

Afirmatiile teoremei urmétoare, numite proprietdft de ordonare ale punctelor
pe o dreaptd, sint evidente sub aspect intuitiv. Totusi trebuie sd le demon-
stram, deoarece numai axiomele sint admise fird demonstratie.

Demonsiraie. Alegem un sistem de coordonate astfel ca 2z = 0, z; > 0.

Din relatia (11) rezultii ¢i z, < 0. Deoarece zy < 75 A intre BsiC
ne-ar conduce la 0 = z, < 2, < g, adicii z4 > 0, in contradictie cu z, < 0.
Faptul cd C nu este intre A si B se arata in mod analog.

7. M € AB, A & [MP)], B&[MA]l=> M = (4B).

8. M € AB, A & (MB), B & (MA) = M = [AB].

9. C e (AB), D &< (AC) = D = (AD).
10. C & (AB) = (AC) c (AB).
11. ¢, D = (4B) = [CD] c (4B).
128. C = (AB), B = (CD)=C, B « (AD),
18. Orice segment contine o infinifate de puncte.
14. Fie m un numir real > 1. Ardtafi cif existd® un punct M = (AB) astfel

ineit AM = i :

1»———{AB}—J- L
Fiind date purctele distincte
A §1 B, semidreapta inchisd[ A B sisemidreapta
8 M deschisi (AB se definesc astfel (fig. 1.5):
2 —481—) det e )‘
{48 [AB={M | M €[AB] sau B & (AM)},

Fig. 15 (ABEZ[AB — {A}.
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Dreapta AB este suportul semidreptelor [AB gi (AB, 1ar punctul 4 origi-
nea lor.
Daci B & (AC), semidreptele [ BA si [BC se zic opuse, la fel (BA s (BC.
Semidreptele pot fi precizate cu ajutorul absciselor:

(12)
(13)

(14)
(15) ,
Demonstratie. Presupunind z, < zp, din teorema 1 obtinem

M €[AB) <« g4 < 2y < g

BE(AM)#.’EA < Tp < Zy-
Asadar M € [AB <> z, <zy < ¥s 8au zp < Ty, Ceea ce se scrie mai simplu:
M € [AB <« x4 < xy, deci are loc egalitatea (12). Egalitafile (13), (14) si
(15) rezultd in mod analog.

: - : in notatia (4B,
punctul B poate fi inlocuiv cu oricare punct al semidreptei (4 B.

Un unghi este reuniunea a doud semidrepte inchise avind

aceeagi origine (fig. 1.6).
Daci cele doudt semidrepte sint o = [AB si k = [AC, unghiul va fi notat

Wk sau Bff&' sau A (dacd nu e pericol de confuzie). Punctul A se numegte
¢irful, iar semidreptele k, k se numesc laturile unghiului ﬁ

Dacd h = k, 7k 5o numegte mnghi nul, iar dacd h i k sint semidrepte
opuse, atunci I?i; este un anghi alungit. Un unghi care nu este nici nul, nici

alungit, se numeste unghi propriu.

Dacid punctele A, B,C nu sint coliniare, mulfimea
ABCE[AB)U [BCIU [CA]
se numeste triunghi. Punctele 4, B, C sint virfa- '
rile, segmentele [AB], [ BC], [CA] sint laturile, iar c

AN N S y
unghiurile BAC, CBA, AC B sint unghiurile triun-
ghiului.
Daci doud (respectiv trei) laturi au lungimi .
egale, triunghiul se numegte isoscel (respectiv
echilateral). Fig. 1.6
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exercitil

15. Fie 24 = 2, # = 10, xg = 14. Care dintre urmitoarele egalitifi sint adevitrate:
[AB = [AC, (AB = (AC, (BA = (BC, (CA = (CB; (AC = (BC?

16, Fie 2y = —1, zp = 3, zg = 5, zp = 8. Slise arate cil B e (4AC, [BC]c (AD,
B e (AD, D & (CA.
17. Sedauzg = —3, ap =0, ¢ = 5, ap = 9. Si se afle (CA N[BD]si [CA N (BD.

18. S84 se arate: [AB|c [AD (A == B).

19. Daci A =t B, atunci: a) (dB N (BA = (4B), b)[AB N [BA = [AB], .

c) (AB U (BA = AB.

ma de separare a planulul
Fie d o dreaptd si 4, B doud puncte ale planului 0, nesi-
tuate pe d. Dacd segmentul [4B] are un punct comun cu d, spunem ci
dreapta d separd punctele 4 gi B sau ci A i B sint de o parte §i de alta
a dreptei d. In caz contrar se spune ¢i A §i B sint de aceeagi parte a lui d.
Pe figura’ 1.7 dreapta d separi punctele 4 gi B, de asemenea punclele A
st C, dar nu separd pe B gi C. Expresiile ,d separit A gi B* gi ,,d nu separd
A gi B au sens numai daci 4 §i B nu se afli pe d.
Admitem urm#toarea aziomd de separare a planului:

)y Miwpant g 10) " ¥ ato o 1 9 ] saX’ 27 e - X 3
) & O Greapui ¢o separd punciele A gi £, Dacd d nn separd punciele
y T /£ T M\ y

Observatie. Pentru puncte coliniare 4, B, C afirmatia § face parte din teorema 2
de la_ § % (punctul 5). Asadar este suficient si se considere in axioma numai puncte
necoliniare. Sub aceastd form# mai slabi axioma 8 se numeste azioma lui Pasch.
Pentru a simplifica referirile, am cuprins in axiomd ambele situatii.

1*. Oricare ar fi dreapta d si punctul A nesituat pe d, arditati ci existd un punct
Be®—dastfel ca d si nu separe A,5i B §i existi un punct C astfel ca d si
separe A4 si C.

) Rezolpare. Ludm un punct P pe dreapta d. Stim c# existi B gi C astfel ca 4 = (PB)
§1 P < (CA) (§ 4, teorema 2,3). Atunci d nu separii pe 4, B 8 sepai-ﬁ pe A, C.
A 2. Dach dreapta d nu separi A4 §i B si nici B si C,
atunci d nu separd punctele 4 si C.

\ . Rezolvare. Intr-adevar, in caz contrar d ar separa A si
\ ¢ C si atunci din axioma 8 ar rezulta c¢i d separd 4 si B
\ (ctici nu separd C si B), in contradicfie cu ipoteza.
\ ) ) 1, 1 dreaptdi d separii afit
8 \.C 1 B 5 31 tolo C, atuone
Fig, 1.7 ) L (11 )

Demonstratie. Daci punctele 4, B, €
sint coliniare, teorema revine la punctul 4)
din teorema 2, § 4 Vom admite deci cd
punctele A4, B, C nu sint coliniare. S&
presupunem ci teorema nu e adeviratd,
Atunci existd pe dreapta d punctele M, N, P
astfel fncit M e (AB), N e (4AC) si
P e (BC) (fig. 1.8). Cum punctele M, IV, P
sint coliniare, unul din aceste puncte va 8 B s
fi situat intre celelalte douli (teorema 2, § & | [
punctul 1). Pentru a face o alegere, s pre- Fig. 1.8
supunem cd M este intre IV gi P,

Asadar dreapta AB separd N si P; pe de altd parte AB nu separd IV gi C (chci
conform teoremei 2.2), § & din N e (AC) rezultd cd A nu este intre N si C), deci
din axioma S deducem ci AB separd punctele P si €, adici B = (PG). Dar avem si
P < (BC) in contradictie cu punctul 2) al teoremei amintite.

8. Dacidreapta d separd 4 si B side asemenea C §i D, dar nu separd A4 si C, atunci d
nu separd punctele B si D.

4. Fie A, B, C, D puncte distincte, Dacii 4 si B sint de aceeagi parte a lui CD, putem
afirma ci C si D sint de aceeasi parte a lui AB? '

Fie A un punct nesituat pe dreapta d (fig. 1.9). Considerim toate
punetele M de aceeagi parte a lui d, ca gi A. Multimea formatd din aceste
puncte gi punctul A se noteazi cu (dA gi se numegte semiplan (deschis).
Spunem c# dreapta d este frontiera lui §i ¢d semiplanul (dA este lLimitat de
dreapta d.

Avem

(1) : (@4 = {M € P |[AM]Nd = OF.

Intr-adevir, pentru M # A4, relatia [AM]Nd = O Inseamnd ci A g M
gint de aceeagi parte a lui d; iar pentru M = A relafia [A4]N d = O este
verificaty, cici [A4d] = {A} & d.

In notatia (d4 punctul A poate fi inlocuit cu PN \
orice punct al semiplanului (dA4:
2) B € (dA = (dA = (dB.
intr-adevdr, cum [AB]Nd = @, exercitiul 2 ne
arati ci[AM]INd = @si[BMINd = @ sint conditii \ i
d

echivalente, deci mulfimile de puncte, care le veri- .
fic4, coincid. i Fig. 1.9
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1)

2)
3)

Semiplanele S gi S’ se numesc opuse.

Demonstrajie. Ludim un punct 4 nesituat i i
Ll U pe. d; stim cd existi un punct B astfel
(;jl .d dsﬁ S%pare A si B (exerc. 1). S4 considerdm semiplanele § = (d4 si § = (dB.
DZE; }ﬂrl ES?J — d, s ardtdm ci M e SU S, Daci M < § afirmatia este evidenti.
i f : dreapta’d separd A si M, deci conform teorcmei 1 dreapta d nu separa
5 ,va ich M 5, Asadar ? — d C S U & gi deoarece incluziunea inversi este
evidenti, ? —d = SU S
S presupunem c¢id P = §NS’; atunci d nu separd A si P ginici B si P. Cunt d
zepar'ﬁ AssiBsinu separél'l A si P deducem din axioma § c# d separi B si P. Contra-
mtlaTdoved?ste cd nu existd nici un punctin § N5 si astfel am demonstrat afirmatia 2).
Un semiplan oarecare §* limitat de dreapta d se serie sub forma $* = (dQ, unde
0 SA? —Sd{. A{n{ ()i]emonstrat mai sus ¢ Q = §, sau @ = &', In primul caz (,dQ =
= = & (vezi (2)), iar in al doilea caz (dQ = (dB = §’. A * = ®.— 5t
si afirmatia 1) este demonstrati. R S i
gFl;)) P,ﬁQPe S:g Af}gnci g = (dP si din definitia semiplanului urmeazi cii [PQ]N d =
= @. Dac eS Re S, avem § = (dP si [PRINd ci si afi i
este demonstratd. ( i Bt B R

Reuniunea unui semiplan cu frontiera sa se numeste semiplan

y : det
tnehis. Sunlboful _[dA:C(dA U d se citegte ,semiplanul inchis limitat de
dreapta d si con}inind punctul A%,

5. Dacit i : : - : .
[AB}c:.S‘fm punctele A si B apdrfin semiplanului § (deschis sau inchis), atunci

6*. Dacl 4 & d 5i B = d, atunci (BA) c (d4 (fig. 1.11).
Indicatie. Se va ariita: M e (BA)= B & [AM] =

A =M e [dA.
e 7*. Dacii A & d i B e d, atunci'(BA4 c (d4.
Indicatie. Se ia un punct M e (BA s se . disting
cazurile: '
d
7 s ' 1° M & (BA); atunci ‘M e (dA conform exercitiului 6;
Fig. L.14 2° M =A; 3 4c (BM). '
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8%, S& se arale ci intersectia dintre o dreaptd d
si un semiplan deschis este sau dreapta d sau o semi-
dreapt4 deschisi sau mul{imea vida.

9*. Daci M este un punct pe latura [AB] a unui
triunghi ABC, iar P un punct ce sé gaseste de aceeasi
parte a dreptei AB,ca §i C, atunci semidreapta (MP
intersecteazy latura [BC] sau [CA] a triunghiului
(fig. 1.12).
 Indicatie. Conform axiomei S, dreapta MP taie
segmentul [BC] sau [CA] intr-un punct Q. Trebuie sii se
demonstreze ci punctul Q este situat pe semidreapta (MP. In acest scop se va ariita ca
P i @ sint de aceeasi parte a lui AB, ceea ce implici [PQ] N AB = @.

10. Fie ABC un triunghi, B’ € (AC) 5i ¢’ & {(AB). S4 se arate ci segmentele (BB)
si {CC’) au un punct comun. :

11. Folosind notatiile exercijiului 10, fie D' (BC). 84 se arate cd (AD) D

N (B'C") =+ @.

Fig. 1.12

Se numeste mulfime convexd o mulfime de puncte, care are
urmitoarea proprictate: daci P, ¢ sint doud puncte distincte oarecare ale
multimii 4 (fig. 1.13), atunci contine toate punctele segmentului (PQ) :

(1) P, Q € M= (PQ) c J
Multimea vidd si multimile formate dintr-un singur punct se considerd

convexe, deoarece pentru ele nu se pune nici o conditie.
O multime format# din doud puncte nu este convexi. Multimea din figura

113 este convexd, cea din figura I1.14 nu este convexa.

Fig. 1.13 : Fig. 1.14

1. Aritati ci planul ? si orice dreaptd sint multimi convexe.

2, Orice segment gi orice semidreapti sint multimi convexe.

Indicatie. Fie de exemplu (4B) un segment deschis. Daca P si Q0 = (4B), atunci
(PQ)c (AB) (§ &, exerc. 11). ;
8. Aritati ci semiplanele deschise si semiplanele inchise sint mul{imi convexe.

Din multimi convexe putem forma ‘alte multimi convexe cu ajutorul
teoremei urmiitoare.
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Fig. 115 Fig. 1.16

: Jﬂpen(zi;n.s:;':ﬂe;n])_emo?strﬁm tfaoxzema pentru doud mul{imi convexe , Jf,

apétgjn N jl; IIU.J; tor mul@x@ convexe se rationeazd la fel). Trebuie si

APy S; » Qg es ?/,lo multime c<.3nvex5. Fie P, Q& M, N_M,. Atunci

S 1 950 € S, Cum. My $i A, sint multimi convexe, (PQ) <
1 81 (PQ) C M, Dar atunci (PQ) c Ay N My

- . - . A
b b,.;ﬁf' B Interiorul unghinlui propriu BAC este multimea de puncte
= (6C€ N (cB, unde b = AB, ¢ = AC (fig. 1.15).

Int BAC fiind i i
intergectia a doud semi . .
: ; iplane deschise 5 5 G
convexe, este o mulfime convexd. , adicd a doud mulfimi

Dou# unghiuri proprii i i ‘
: prit cu acelagi virf §i cu o laturd i
o ghiuri | urd comuni se
/\esc. ad/m\cente, dacd interioarele lor nu au nici un punct comun (unghiurile
AOB g BOC p/e\figuri]e I.16 g 17).
Unghiurile 408 si BOC se n ure

| z umese unghi ' 1

(0A 81 (OC sint semidrepte opuse (fig. iiSH}TL Rt e
. :

Hipst.47 Fig. 1.18

4*. Fie BAC un unghi propriu. S5 se arate:

N
al (BC) < Int BAT; b) D < Int BAC = (AD  Int BAC
5%, Interiorul unui triunghi ABC se definegte astfel

It 4BC % (a4 0 (3B 0 (cC.
18

A B E 8 A B
Fig 1.19 Fig. 1.20

unde ¢ = BC, b = CA, ¢c = AB. 5 se arate:
1) Int ABC este o mulfime convexi.
Py N P
2) Int ABC = Int ABCNInt BCAN Int CAB.
P
3) Int ABC = (ad N Int BAC.
6. Fie ABC un triunghi i D  (BC). Se iau punctele E si F in agsa fel ca
B e (AE) si D e (AF) (fig. 1.19). 84 se arate ca F' = Int TBE‘

Indicaie. Se va ardta ci C, F sint de aceeasi parte alui BE i E, F de aceeagi parte
a lui RC.

N ~ o~ ~
7%, Fi BAC un unghi propriu si D < Int BAC. Si se arate ¢d Int BAD c Int BAC,

i punoctul D

Demonstrapie. Fie (AB’ semidreapta opusd lui (AB (fig. 1.20). Semidreapta (AD
intersecteazi segmentul (B’C) sau segmantul (BC) (§ 5, exerc. 9). Dar (AD nu poate
intersecta pe (B’C), deoarece aceste mulfimi stnt de o parte i de alta a dreptei AC
(§ 5, exerc. 6 §i 7).

~ ' N
8, Fie BAC un unghi propriu 5i D < Int BAC. 84 se arate cfi punctele B i C sint de
o parte gi de alta a dreptei AD.
Indicajie. Se aplicd teorema trangversalei.

9>, Fie punciele B gi C situate de aceeasi parte a dreptei OA. S8 se arate cd

N P ~~ _~
C e« 1nt AOB sau B & Int AOC sau AOB = AGC.

: —~
Indicajie. E suficient si considerim cazul B ¢ Int AOC si B & (OC, cicl altfel afir-
N
matia este evidentd. Daci am avea (AB) N OC =@, ar rezulta ¢ B  Int AO0C sau

B < (0C, deci A si B sint de o parte si de alta a dreptei OC. Asadar (AB)NOC =

~~ P
= {P}. Aritati ci P e (OC, de unde va rezulta (OP c Int AOB §i C = Int A0B.
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10. Daca punctul # aparfine interiorului tri iului ‘
3 riunghiului ABC, atunci dreapta i :
secteazd segmentul [BC]intr-un punct A’ i P e (AA). - i s

11*. Dac¥ dreapta d trece printr-un i i
; y -un punct P, situat in interiorul tri iului
atunci dreapta d infersecteazd triunghiul. In cite puncte? e rmnshlulm i

o e ; :
12*, Fie A-.$l C de o parte si de alta a dreptei BB, jar O = (BE’), O & AC. 8i
se arate ci dintre semidreptele (OB si (OB’ exact uma este situati in interi.orul

Ao
unghiului 40C.

13*. Fie P un punct fn interiorul unghinlui propriu z&)}?, iar @ un punct in exte
; i “N -
riorul lui (adici Q & Int AOB U[0A U[OB). Sise arate ci segmentul

b (PQ) intersecteazs
o laturd a unghiului 4A0B.

~
Delinitic

O linie poligonali este o muit;ime- de forma
L =[P,P] U [P,P] U ... U [PyPy,,).

E’-’;n;tele Py, ..., Ppyy se numese virfurile liniei L, 1ar segmentele [P, P,]

1 se numesc laturile ei: i i 6. ot
(ﬁ; ?E e urie ei; Jlaturile [Py Py] si [PyPyr,,] se zic vecine
: 'Linia poligtonala L se numegte inchisd, daci P, = P,,, (fig. 1.2, b gi\ c)
g? simplu inchltsd dacd in plus oricare dous laturi nevecine nu au punc’t comun
gi dou.é’ailatun vecine au suporturi diferite. O linie poligonali simplu inchisi
86 mal‘numegte poligon. Linia poligonald din figura 1.21,b) nu este poligon;
un pohfgon nu se antowntersecteazd! Un poligon, cu trei laturi este un triﬁnghi,
Unrpohgon cu 4, 5,. 6, ... laturi se numesgte Patrulater, pentagon, exagon etc-
Poligonul cu virfurile P,, P,, ..., P, va fi notat cu P, P;...P,. Segmentele
[PPy), care nu sint laturi, se numesc diagonale.

» Poligonul .PIPT..P.ﬂ §e numegte poligon convex, daci, pentru fiecare latury
[ kP,,,rl], toate virfurile diferite de P gi Py e giisesc de aceeagi parte a
dreptei PPy, (pentru k = n, P, = P,)) (fig.1.21, ¢)

8’“7 B
/ g R
R -1 &
/ 2
/ 4 7
/
P 2 A
1
\/3 R % 3
2 B
a) b) cj
Fig. 1.21
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Un poligon convex PyP,...Py nu este g o
(care se defineste precum urmeazd) este
o mulfime convex#. Interiorul unui po-
ligon convex este intersectia gemiplanelor
deschise limitate de suporturile laturilor
poligonului si care contin virfurile nesi-
notim dy=PPy, pentru k=1, ..., n—1 }?\ /Fé
§i dy = PP, atunci Int PP, ... Pp = Fig. 1.22
= (d,P,, N (dpPy OV ... (A Pr.

Reuniunea dintre un poligon convex P, P,... P, si interiorul sdu se numeste
suprafatd poligonald convexd, care se noteazd prin [P P,...Py]

o multime convexd, dar interiorul siu ’,/
tuate pe laturile respective (fig. 1.22): daca /
[P,P, ... P,] = PPy .. Po U Int P P;... Py

In cazul unui tritnghi 4 BC multimea [4 BC] se numeste suprafafd triun-

ghiulard.

14. S4 se arate ci diagonalele [AC] 5i [BD] ale unui patrulater convex ABCD an
un punect comun (fig. 1.23).

15. Daci diagonalele [AC]si [BD] ale patrulaterului ABCD au un punct comun,
atunci patrulaterul este convex.

18*. Intersectia semiplanelor inchise, limitate de suporturile latarilor unui poligon
convex P coincide cu multimea Int £ U P,

17*. Reuniunea unui poligon convex cu interiorul siu este o muliime convexi.

18*, Fie P,P,... Ppyy o linie poligonald. Daci 7} e

P, si Pry sint de o partesi de alta a unei «drepte d,
atunci aceasti dreaptd intersecteazi linia poligonala.

19*, Daci o dreaptd d nu este suportul unei :
laturi a unui poligon convex, atunci d are cel mult A
2 puncte comune cu poligonul dat.
20*, Dact P,P,... P, este un poligon convex,
unde n > &, atunci PyP;...P, este de asemenea un
poligon convex. Fig. 1.23

Vom nota cu @{ multimea unghiurilor.

Misurind unghiurile cu raportorul (fig. I.24), fiecirui unghi i se asociazi
un numir real. Astfel se obtine o functie definitd pe £ cu valori in intervalul
inchis [0,180].
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180 0

Fig. 124 : Fig. 1.25

Ultima notiun f i
Ll tiune fundamentaldi, pe care o introducem in geometrie, este
Inspiratd de procedeul de mésurare cu raportorul.

Admitem existenta unei functii m: % —[0,180], numitd funcfic mdsura

unghiurtlor (in grade), care satisface urmitoarele axiome (evidente sub
aspect intnitiv):

Din U.2 vezultd imediat

(1)

In particular, suma méisurilor unghiurilor a douii unghiuri adiacente suple-

mentare este egald cu 180.
Deoarece in capitolul III se mai introduce o mésurd (In radiani) pehtru

5 TN
unghiuri, pentru a distinge cele doud mdsurl, in loc de m(A0B) = o,
N
«<[0,180] vom adopta notatia m(AOB) = «°. Mentiondm c¢d In numeroase
Y e : o £
cirti se utilizeazd gi notatia AOB = o .

Definifil. Doys unghiuri se numesc suplementare dacd suma misurilor
lor este egald cu 180°. Atunci fiecare este un suplement al celuilalt.
Dou unghiuri cu acelagi virf se numesc opuse la virf dacd laturile lor sint

P A .
semidrepte opuse (AOB gi COD pe fig. 1.28).

7

chiuri opuse la

- . /\ - /\ . .
Demonstragie. Fie AOB §i COD doud unghiuri opuse la virf. Avem

S Py o
m(AOB) 4 m(BOD) = m(40D) = 180°,

N P N
m(COD) + m(BOD) = m(COB) = 180°,
R S

deci m(A0B) = m(COD).
Teorema 2 are gi 0 reciprocd:
] 3, Fie O € (A4) ]
1A, Daci 11‘(',’7’J;':“) == i.\'l(.'-ili“rji;:)) atunel semidre) (;»",,3 B gl (f.;'jj!'r

Demonstragie. Fie (OC semidreapta opusi lui (OB’. Conform teoremei 2,
m(A0C) = m(A'0B’); dar m(A0B) = m(A'0OB’), deci m(A0C) = m(40B).

Din teorema 1 ob{inem e (0B = (OC, agadar (05 gl (OB’ sint opuse.




Fig. 1.81

. N N
1. Fie m(40B) + m(BOC) = 180°. Rezulti'cs 4, O, C sint coliniare?
2. Care dintre urmitoarele egalitiiti sint valabile in cazul figurii I.30:
N N P N N ey
a) m(4A0B) + m(BOC) = m(COA), b) m(BOC) + m(COD) = m(BOD),
N P ~~
¢) m(COD) + m({DOA) = m(COA)?
3. Stiind ¢d m(A0C) = 60°, B « Int A0C si m(AOB) = 23°, s34 se afle m(BOC).
4. Pe figura 1.31 m(COD) = 30°. S4 se afle m{AOC) si m(DOB), stiind  ci
A~ -~
m(DOB) = 2 m(A0C).
b. Fie AOC un unghi propriu, 4 si Cde o parte side alta a dreptei OB si m(A0R) 4
N ) P
+ m({HOC) < 180°; atunci (OB c Int AOC.
N
Indicatie. Fie (OB opusi cu (OB. Presupunind ci (OB ¢ Int AOC, avem (OB c

ClInt AOC (§ 6, exerc. 12), deci m(4A0B')+m(B'OC) = m(A0C) < 18¢°, din care se va
deduce o contradictie.

Delinitie. Spunem ci segmentele (AB) gi (4'B’) sint congruente si
. ~ N
scriem (A B) = (A'B’) daci AB = A’'B’. Analog, unghiurile AOB gi A'O'B’
. A~ sl A~
§¢ numesc congruenle $i"se noteazd AOB = A'0'B’ daci m(AOB) =
N
— m(A"0'B").
(1) v (A8
@ (AB) = (CD) = (CD) = (Al
3) ,(AB)=(CD), (CD) = (EF) = (AB)
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o A B € D E
Fig. 1.32,
B8
15 &
=) ’
B
o &
48° Cﬁ'/‘n-’
P
o A (5 :
Fig. 1.33 Fig. 1.34

Demonstrajie. Aritim proprietatea (3). Din ipotezd rezultd AB = CD
si CD = EF, deci AB = EF, ceea ce inseamni cd (4B) = (EF). Pro-
prietdtile (1) si (2) se aratd la fel. . e

Enuntati, in analogie cu teorema 1, o teoremd pentru unghiuri!

1. Punctele 4, B, C, D, E, situate pe.o dreaptd, au abscisele zg = 1, 7B = fg,frc — 9.
zp = 11, zg — 12. Gasiti segmentc_(:(‘mgruen?e determinate de aceste puncte (lig.[.32).
2. Gasiti unghiuri congruente pe figura I.33.

Demonstratie. Alegem sistemul de coordonate pentru dreapt_a“CD astfel
ca £g = 0 si zp > 0. Punctul P trebuie sé. satisfacd doud CDDdli":ll:
a) P € (CD, ceea ce inseamnd xp > 0 (vezl §4 fom'lula (13)), st b) CP =
— AB, adici | 2p — 0 | = AB. Asadar zp, = AB si astfel punctul P este
determinat in mod unic.

(4) (A'B"), (BC) == (B'C’) = (AC) = (A4'C")

©®) ) ), (AB) = (A'B') = (BC) = (B'C’).
Demonstrajie. Deoarece B este intre A gi C' si B’ intre A', C*
(6) ~ AC = AB + BC A B e
si A'C' = A'B' + B'C".
Din ipotezele implicatiei (4) rezultd A B’ o
AB = A'B’ i BC = B'(". Fig. 1.35
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Folosind. egalitétile (6) obtinem cii AC = A'C’, deci (AC) = (A'C’). — Din
ipotezele lul (5) deducem AC = A'C’, AB = A'BR', ceea ce impreund cu
(6) ne d& BC = B'C’, adicd (BC) = (B'C").

Observatie. Daci B e (AC), segmentul (AC) este numit uneori ,,suma® segmentelor

(AB) si (BC), iar segmentul (BC) ,diferenta® lui (A B) si (AC). De aici provine denumirea
Leoremei 3.

Definitie. Spunem ci segmentul (AB) este mai mare declt segmentul
(CD) si scriem (AB) > (CD), dacit AB > CD. In acest caz se mai spune ca
(CD) este mai mic decit (AB) ((CD) < (AB)).

exercitii

3. Aritati cd (4B) > (CD) dacd si numai daci existd un punct M = (AB) astlel
ca (AM) = (CD).

4*. (AB) > (€D), (CD) > (EF) = (4AB) > (EF). ‘

b* (AB) = (4’B’), (CD) = (C'D’), (AB) > (CD) = (4’B’) > (C’D’).

6*. Fie B e (AC) si B’ e (A’C’). Ardtali ci atunci a) (4B) > (A’B’), (BC) >
> (B’C’) implicd (A4AC) > (4'C’).

b) (AC) > (A’C’), (BC) < (B’C’) implici (AB) > (A’B’).

Definitie. Spunem cd punctul M este mijlocul segmentului (AB) daci
M €-AB si (AM) = (MB).

Obsereatie. Dacd un obiect matematic se definegte printr-o conditie, atunci se pun in
mod necesar doud intrebiri: 1) condifia poate {i satislicuti? (adicd existd cel putin un ase-
menea obiect?), si 2) cite obiecte satisfac conditia? Definilia respectivi este corectd, daci

conditia este satisfdcutd de un singur obiect. Vom demonstra acum ci definitia de mai sus
este corectd.

Tfeorema jrice segment ( L 5) are un singur mijloe M 51 M (A B)

/

Demonstragic. Fie z, = a, g = b sia < b. Punctul M & AB este mijlo-
cul lui (AB) dacd §i numai dacd AM = MB, ceea ce este echivalent cu

|2y —a|=|b— 2y |

Deosebim cazurile: 1) z)y < a, 2) zy > b, 3) a < Ty < b. Cazul zy; <a ne
conduce la ¢ — 2y = b — zy 5i @ = b, in contradictie cu a <b; la fel, nici
cazul zy > b nu este posibil. Prin urmare numai cazul 3) este posibil. Dar
atunci zy — a = b — =z, de tnde

£ a--b
(7) Ty = ; 5

Agadal.'_abscisa Ty este determinatd in mod unie, §i impreund cu ea si punctul
M, mijlocul lui (AB). Cum

a - b
2

a < < b,

rezultd M & (4AB).
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7. Fie € mijlocul segmentului (4 B) si D un punct cu proprictatea cii B este mijlocul
lui (CD). 84 se arate ci B e (AD). Si se calculeze z¢ §i zp, stiind il 24 = 2, zp = 7.

8. Se considerd trei puncte coliniare 4, B, C si mijloacele D, E, F ale segmentelor
(AB), (BC), (AC). Sd se arate cd (DE) si (BF) au acelasi mijloc.

Din axioma U.2 rezultd imediat

(8).
)

Demonstrafte. Folosind axioma U.3 putem scrie

A~ A~ P
m(A0C) - m(COB) = m(A0B)
10 A~ Py S
0 m(A'0°C") + m(C'0'B’) = m(A'0'B’).
‘ o e Tl W
Din ipotezele implicatiei (8) rezultd m(A0C) = m(A'0'C"), m(COB) =
TN : s sy
= m(C'0’B’), ceea ce impreund cu (10) ne conduce la m(A0B) = m(A'0'B’),
deci 115}3 = A@’. Analog, din ipotezele lui (9) i egalitdtile (10) obtinem
N AT i AT
m(COB) = m(C'0’'B’), de unde COB = C'0'B".
Observatie. Dacd (OCc Int AOLB, unghiul AOK este uneori numit ,suma® unghiurilor

25&' si COB, iar unghiul COB este numit ,diferenfa“ unghiurilor AOL si AOC.
Spunem ci unghiul &k este mai mare decit lm si scriem kk > im

N P
dacd m(kk) > m(ln).




b)

. pe s . .
Demonstratie. a) Dacd (OB c Int AOC, atunci folosind axioma adunirii
unghiurilor, avem m(A0B) + m(BOC) = m(A0C). Deci m{A/O\J\B‘) < m(A'Z)‘Z')
N ~
de unde AOB < AOC.

b) Conform exercifiului 9 de la § 6, unul dintre urmitoarele cazuri

-~ _ N
are loc: (OC < Int AOR, sau (OB c Int AOC, sau A/C;:B’ = A/(}\(:'. LEsle
clar cd ultimul caz nu este posibil. Nici primul nu este posibil, deoarece din

~~
(OC < Int AOB rezultd in virtutea axiomei U.3 : m(fi?)??) — m{:@) -

| N -~ o i
+ m(COB) > m(A0C). Dar atuneci AOB > AOC, in contradictie cu ipoteza.

1 A N s P
9. Ardtali: bk > BN, KIS > Rk = I:}r = h/”\:'\‘”.
A N A N A
10. bk = Wk, Im = U, hk > Im= B > Uny.
. N N
11. Fie € = Int AOFB, ¢’ e Int A’0’B’. 84 se arate:
(s F P g i AN N
a) 40C > 40'C", COB > C'O'B = AOD >~ ALo'b.
—~ P o e A~
b) 408 = L0¥, 408 > A0C = COB < EOV,
e e e ;
12. Aritali c¢i AOB > COD dacd i numai dacd existi o semidreapli (OM C
s ~ ~
cInt AOFB astifel incit AOM = COD.
Semidreapta [OC se numeste biscctoarea unghiului propriu

T TN SN
A0B dacs (0C cInt A0B 5 AOC = COB (tig. 1.38).
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P ; P ;
Demonstrajie. Fie AOB un unghi dat, m{40B) = «°, 0<<a® < 180° gi a = A0
P N
(tig. 1.38). S4 presupunem ¢4 [OC este o bisectoare a unghiului AOB; atunci m(40C) -+
N ~ ~ N oS el !
-+ m(COB) = m(40B) = «° 5i m(A0C) = m(COB), deci m(AOC) = o Tinind seama
si de faptul ¢i (OC C (aB, din axioma U2 deducem c# semidreapta (OC este deter-

N
minati fn mod unic. Asadar, din ipoteza ¢4 AOB are o bisectoare rezulti c8 aceasta este

~ unici. Rimine si aritim existen{a bisectoarei. Construim conform axiomei U.2 semi-
o

P o
dreapta (OC’ astfel ca m(40C") =

= si B, C' s¥ fie de aceeasi parte a dreptei OA.

Din teorema 7 b rezultd ci (0C’ < Int AOBE si astfel m{40C’) 4 m(C'0B) = m(408B);

N o® . . o TN
deci m(C'OB) = . Prin urmare [OC”’ este bisecloarea lui AO0B.

nitie. Se numeste unghi drept orice unghi, care este congruent cu un
suplement al sdu (fig. 1.39).
Din axioma U.3 rezultd imediat:
Un unghi este drept dacd si numat dacd mdsura lui este 90°. De aici obfinem:
Un unghi congruent cu un unghi drept este un unght drept.

Spunem cd semidreptele [OA si [OB sint perpendiculare i

scriem [OA | [OB dacd A/O})‘ este un unghi drept. In acest caz vom spune
¢i OA si OB sint drepte perpendiculare sau drepte ortogonale gi vom scrie
0A 1 OB (si [04] L [0B]).

Un unghi propriu mai mic (mare) decit un unghi drept se numesgte ascufit
(obtuz).

Demonstrati cu ajutorul axiomei U.2:

10 E ad .-‘:‘,Ml DT ’,.;.'\1‘ ' ﬂ"f“'] 0 singt » 8

3]

J

A la) A
13. Daci hk = Im, atunci un suplement al lui kk este congruent cu orice suple-

ment al Iui I;.-\w.
14. Fie [OC bisectoarea unghiului propriu

AOB, iar [OD, [OE bisectoarele unghiurilor AOC 8
N
si COB. S4 se arate cd [OC este bisectoarea un-

ghinlui DOE.
15. Demonstrati c¢i bisectoarele a doud
unghiuri opuse la virf sint semidrepte opuse. /
16. Demonstraji c#i hisectoarele a doud
unghiuri adiacente suplementare sint perpen- c 0
diculare. Fig. 1.39
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A\

= BOC = COA, atunci bisectoarea unghiului BOC este semidreapta opusi cu [0A.

18. Fie [0A | [0A’ 5i [OB | [OB’. 84 se arate ci unghiurile A/(;B si A{a}?’ sint
‘congruente sau suplementare.

Y Qo i et , T
§ 9. Congruenta triunghiuril

Delinitie. Fie ABC gi A’B'C’ douj triunghiuri. Daci

(1) (4B8) = (4'B'), (AC) = (A’C"), (BC) = (B'C’),
(2) i .2', B 3", C'= 5’,

altunc.i spunem ci existd o comgruenfi intre triunghiurile 4BC §i A’B'C’
g1 scriem
3) ' AABC = NA'B'C".
] .Obserm,tfe._Re]atia &EFG = ALMN implic4 E‘ = j:, J/} = I{f}, C?E IG, deci nu este
indiferentd m-dmc_aa in care sint scrise virfurile triunghiurilor. Pentru a scoate in eviden{y
acest ll}cru, folosim £?1mholul A care altrage atenjia asupra faptului ¢4 ordinea literelor este
determu{liatﬁ.)Pelr;echllg [dedvir'furl E i L, FsiM,Gsi N se numese virfuri omolpage (sau
corespondente ). Perechile de laturi congruente [EF] si [LM]: [EG] si : i :
B¢ numesc laturi omoloage. = SRR R L
7 Exemple. Pe figurall.ao, intre triunghiurile LMN si X¥Z existi congruenta ALMN =
:15 AYXZ;intre PQR si LMN nu existi nici o congruen{d; intre POR si UYW avem ci;i;
oud cong.ruenp?: APQR = AUV'WT 5L APQR = AUWYV. Comparind triunghinl PQR
cu el insusi, pe ling4 congruenta trivials APQR = APQR observim si APOR = APRQ

Definitie. Triunghiurile ABC si DEF se numesc congruente dacd existy
{cel putin) o congruenti intre ele,

30

i ; —~
17. Dacd semidreptele (04, (OB, (OC sint distincte doui cite doud si AOB =

‘ D a C
: 45° 4
1. Care dintre urmitoarele rela{ii sint adevirate 3 2
fn cazul figurii 1.41: _ 45 b b/ 45
: o
AADE = ABCE, AADE = AEDC, e SLO>
o o
AADE = ADAE, AADE = AEDA? @ 90° 40 g

2, Aflati i alle perechi de triunghiuri congruente is® b,/ 99° N\ e

pe figura I1.41. 7 =
3. Demonstrati >\450 5

ANABC = NA'B'C! 51 ANA'BC' = ANA"B"C" = A _ a o
= ANABC = NA"B"C”. Fig. 1.4

Admilem urmitoarea aziomd de congruenid:

A 8 A g
Fig. 1.42

Obsergagie: Intultiv, aceastdi axiom3 se justifici cu ajutorul ideii de ,,miscare” (,,a unui
rigid®). In cursul unei astfel de misciri lungimile segmentelor si misurile unghiurilor nu se
schimbd, deci prin miscare un segment se transformd intr-un segment congruent, la fel un
unghi intr-un unghi congruent. Si ne imaginim cd triunghiul 4°87C’ este o placd cu o fala
neagrd si cealaltd rogie. Ba se poate deplasa liber pe un plan cu fata rosie fu sus, si poale
fi si intoarsi cu fata neagrd in sus. Fie triunghiul ABC fixat in planul considerat si
sd presupunem cd au loc relatiile (5). Deplasdm placa A’B’C’ cu fata rosie in sus in aga fel
ca A’ si acopere pe 4, iar B’ pe B {ceea ce este posibil cici[4 B] si [A’B’]au lungimi egale).
Deosebim doud cazuri: 1) Placa se giiseste acum in acel semiplan limitat de AB, in care se

afli C. Atunci: unghiul B’A’C’ va acoperi unghiul BAC, prin urmare semidreapta [A’C’

A A A
va acoperi pe [AC si punctul C* pe C. Rezultd (BC) = (B'C’). BE=B si C = (', deci
AABC = ANA'B’C’. 2) Placa se giseste in semiplanul opus. intorcindu-l, ajungem la

. aceeasi situatie ca si in cazul 1) cu deosebirea ca fata neagrdl este sus.
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A B A B’
Fig. 143

Demonstratie. Determindm conform teoremei de constructgie a }mui segment
punctul P € (A'C’ astfel ca (AC) = (A’P). Folosind axioma L.U.L.

rezultd

(6) AABC = AA'B'P,

A & P i ’ . . w . '} A
deci B = A{‘B\’P. Pe de altid parte B = A'B'C’ (din 1p0teze_1) gi P, C. smi‘;
de aceeagi parte a lui A'B’, prin urmare [B'C’' = [B’P in virtutea axiomei
U.2. Rezultd €' = P i astfel relatia (6) devine AABC = AA'BC’.

Demonstratie. Aplicind axioma L.UL., din (4AB)= (4C) rezultd

MNABC=AACB, deci B C. Teorema U.L. U. ne aratd cd B = C implici
(AB) = (AC).

Demonstrajie. Din ipotezd rezulti cd segmentul (CC’) infersecteazi
dreapta AB intr-un punct O. Deosebim urmitoarele cazuri:

a) O € (4AB) (fig. 1.45, a)). Triunghiurile ACC’ gi BCC" sint isoscele, deci
conform teoremei 2

D R A~
) ACC" = A¢'C §i BCC' = BC'C.
c c
A |
f |
A }o g 0 A B
| )
I
c c
8 c a) b)
Fig. 1.44 Fig. 145
32

Cum (CC' < Int AC B putem aplica teorema de adunare a l]ﬂ"}]ll]!‘]]Ol" § 8,

teorema 6), deci’ fl(,b’ — A("B Din axioma L.U.L. rezulti A A4 BC = NABC.
b) A4 € (0B) (lig. 1.45, b). Re]aLHIP (7) se deduc ca la punctul a). Din
teorema 8 de la § 6 obtinem ACB A(,”B Agadar gi in acest caz AABC =
= NABC’,
¢) B &€ (0A). Demonstratie ca la punctul b).
d) O = A sau 0 = B. Lema rezulti imediat din teorema 2 gi axioma L.U.L.
Teorema 3. (Teorema deo congruentd L.I.L.) Daei irlunﬂ"luurlle ABC
§i A'B'C' a
(8) (AB) = (A'B’), (AC) = (A'C"), (BC) = (B'C"),
atunei AADBC = NA'B'C'.

Demonstrafie. In semiplanul limitat de BC care nu contine puneclul A,
ducem in lelm‘mlLELB cu teorema de constructie a unui unghi, wnndwdptd
(BP astlel ca (,_b‘P = P’, apoi determinim pe (BP punctul P astfel ca
(BP) = (B'A") (fig. 1.46). Atunci APBC = AA'B'C’ in virtutea axiomei
L.U.L. Din (PB) = (A4'B'), (PC) = (A'C’) si relatiile (8) obtinem:
(AB) = (PB), (AC) = (PC). Conform lemei avemn AARC — APBC. Cum
APBC = AA'B'CY, rezulti ci NABC = ANA'B'C".

Exercigli
4. Fie' AABC = ANA'B'CY. 8e iau punctele D = (BC) si D' = (B'CY) asllel ca
( N 2 A
(BD) = (B'D"). Sa se arate c¢i BAD = B'A’'D’ 1 DAC = D’A’C,
. Fie ABC un (riunghi isoscel ((AB) = (AC)). Si se arate ci bisectoarea un-

ghiului A taie segmentul (BC) intr-un punct A4’ si s se arale ci A’ yeste mijlocul lui
(BC) i AA” | BC,

+ 6. In triunghiul 4ABC avem (AB) = (AC); bisectoarele unghiurilor j}, (? taie laturile
[AC]), [AB] in B’, C'. 84 se arate cd (BB') = (Cc).

* 7. Fie ABC [)F un ;)Pntaﬂon convex cu ll![ll.ll,[)d!‘(’[[‘ proprietiti: (BC) = (ED),
P
(AC) = ( AD), BCD = ( DE. 34 se arate ca A BE = AER.

* 8. Pe laturile unui triunghi echi-

A A
Tateral” ABC se considerd punclele
P e (BC), Q e (CA), R = (AB)
astlel ca (BP) = (CQ) = (AR). De-
monstrati  cd Uriunghiul POR  este Z\
echilateral. B : C & s c

' < . A 3
9. Se ia un punct M in inte-

riorul triunghiului isoscel ABC ((AB)=
N N
(AC)) astfel ca ABM = ACH /2

d - se arale cd M se giseste pe

fi

ey

bisectoarea unghiului BAC, Fig. 1.46
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Indicatie. Se va ariita ci BMC este un triunghi isoscel, apol AAMB = AAMC (L.L.L.).

10. Pe laturile congruente [AB], [AC] ale unui trinnghi isoscel se iau punctele D i B
astfel ca (AD) = (AE). Si se arate cii segmenlele (BE) si (CD) au un punclt comun

N
si cii acesta este situal pe bisectoarea unghiului BAC.

11. De o parte si de alta a unei dreple 4B se duc semidreplele [AM si [BN care [or-
meazi cu [4AB respectiv [BA unghiuri congruente. Te aceste semidrepte se iau segmentele
congruente (AC) si (BD). Sd se arate: a) (CD) si {AB) se intersecteazi intr-un punct O;
b) O este mijlocul segmentului (A5).

¥ 12, Fie punctul B interior unghiului AOC si A’ B’, ¢’ ¢ite un punct pe serfdreptele
opuse lui (04, (OB, (OC asifel ca (Od) = (047, (OB) = (0B'), (0C) = (0C’). Be
presupune ci punctele A, B, C nu sint coliniare, SA se arale ci nici A, B, ¢’ nu sint
coliniare 5i ANABC = ANA'B'C.

§ 10. Inegalitdti geometrice
Unghiul exterior al unui triunghi

Definitie. (j ynghi se numeste unghi eaterior al unui triunghi dacd este
adiacent cu unul din unghiurile triunghiului gi suplementar cu el.
N
In figura 1.47, (BM s (BC sint semidrepte opuse, unghiurile ABC g
/\ . . . A . . . .
ABM sint adiacente gi suplementare, iar ABC este unghi al triunghiului,
e - . ) .
deci ABM este un unghi exterior al triunghiului 4 BC.

Un triunghi are sase unghiuri exterioare, cite doud cu acelagl virf. Unghiu-
rile exterioare cu acelagi virf sint congruente fiind si opuse la virf. Un unghi
exterior al triunghiului ABC, cu virlul in A, este neadiacent cu unghiu-

A A
rile B si C ale triunghiului (fig. I.48).

Teorema 1. (Teorema unghiului exterior.) Un unghi exterior al unui

friunghi este mai mare decit oricare din unghiurile friunghiuluai, neadiacent

A
M A
B C ey
/
7 ;
B &

Fig. 1.48

ou acel unghi.

Xt

Fig. 1.47

T

- Demonstrajie. Fie triunghiul ABC gi £

/

Pt
CAM un unghi exterior (fig. 1.49). Se va

o e

ardta o m(CAM) >m(ACB). D fiind mij- o

locul. segmentului (AC), pe semidreapta

opusé semidreptei (DB se considerd punc-

tul E astfel incit' (BD) = (DE). M A 8

Deoarece E € Int CAM, (ex. 6, §6), Fig. 1.49

din teorema semidreptei interioare unui unghi rezulti cd C/A;\E < mf ]

pe de altd parte’ ADAE = ADCB (din L.U.L.), deci mtzif%) Em(‘D/JEE') =

< m(Cﬁ}f) Pentr : A B
: Y). Pen ug a ardta cd m(CAM)> m(ABC) se face un rationament
analog, folosind insd compararea cu cellalt nnghi exterior cu virful in A

1 b .l le a;. e IntI: un triunghi cu dou# laturi necongruente, laturii
¢u lungimea niai mare i se opune unghiul mai mare -gi.reciproé.

Demonstrajie. In triunghiul ABC cu AC ig. 1.
b In ul . > AB (fig. 1.50), se con-
siderd D € (AC) astfel incit (AD) = (AB). Atunci ABD este triunghi

isoscel si ABD = ADB > ACB, ADB fiind -unghi* exterior triunghiului

BDC. | AP s N s
- C Pent.ru cd D E (AC), (BD c Int ABC, deci ABC > ABD > AE‘\B
emonstratia afirmatiei reciproce se face prin reducere la absurd:
7-']. oor 4; m 4 2. Suma lungimilor a doudi laturi ale unui triunghi este
mal mare deecit lungimea celei de a freia laturi. |

\

Demonstrajie. ABC fiind un triunghi (fig. I.51 1 3
idian ghi (fig. 1.51), ne propunem s# demonstram

AB + BC > AC.

Fie M € AB, astfel incit B c (4AM) si (BC) = i
trebuie demonstrats revine la: ARG S

AB + BM — AM > AC.

Fig. 1.50

Fig 1.51




Pentru-a demonstra cd AM > AC este suficient sd se demonstreze c¢&

m(ACM) > m(AMC). Prin constructie, triunghiul CBM este isoscel decl
P TN 7 ek
AMC = BCM. Deoarece B € Int -ACM,

N TN S
m(ACM) > m(BCM) = m(AMC),
ceea ce demonstreazd teorema.

Observatie. Pentru un triunghi ABC au loc inegalitifile
AB i+ BC > AC,
AC + BC > AB,

care sint echivalente cu
BC > AC — AB,
BC > AB — AC = —(AC — AB).

Deci
BC > | AC — AB |

sau: lungimea oricirei lafuri a unui triunghi este mai mare decit valoarea absolutdl a dife-
rentei lungimilor celorlalte doud laturi.

Vom reaminti urmitoarele notiuni: triunghiul cu un unghi drept se numesbe
triunghi dreptunghic. Laturile care formeazi unghiul drept se numesc calele,
jar latura opusd unghiului drept se numeste ipolenuzd.

Perimetrul unui poligon este suma lungimilor laturilor sale.

Exercitil

1. Douid drepte distincte, perpendiculare pe aceeasi dreaptd, nu sint concurenfe.

9. Daci un triunghi are un unghi drept’ (sau obtuz), celelalte doud unghiuri

sint ascutite.
2. intr-un triunghi dreptunghic, lungimea ipotenuzei este mai.mare decit lungimea

oriciirei catele.
4. Fie triunghiul ABC si M, N doud puncte astfel incit ‘B = (MC), C e (BN).
P A A A ]
93 se demonstreze ci m(MAN) < m(A4) + m(B) + m(C).

A A
b. Si se arate cd oricare ar fi unghiurile proprii /k 51 Ppg, existd un triunghi ABC

A A A A 1 A ~
astfel incit m(4) + m(B) 4+ m(C) > m(kk) si m(A) < m(pq).
i 6. Fie patrulaterul convex ABCD in care (AD) este latura cea mai lungd i
{BC) cea mai scurtd; atunci:
~ 2 o N S
m(ABC) > m(ADC) si m(BCD) > m(BAD).

. P P ;
fn triunghiul ABD, AD > AB, deci m(ABD) = m(ADB) (fig. 1.52).
) N
BC) > m(BDC). Adunind membru cu membru

Indicajie.
fn triunghiul BCD, BC < CD, deci m(
cele doud inegalitdli, se obfine:
TN

~~ P —~ N —~
m(ABD) + m(DBC) > m(ADB) + m(BDC) sau m(ABC) > m(ADC).

La fel se demonstreazd si cea de a doua inegalitate.
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Fig. 1.52 Fig. 1.53

+ 7. In triunghiul ABC se considers
g :rd punctele A4 B
ca A4, | BC, BB, | AC, €C, | ARB. 84 se arate lcée i e e b
Ad, + BB, + CC; < AB + AC + BC.

» 8* Se considerd triunghiul ABC in care AB < AC si punctul D tfel
, astfe

C = (AD). 84 se arate'ca pentru orice punct M, M < (BC) are loc: i

N i S
m(ABM) + m(BILA) >m(EMD) + m(I1DO).
s+ 9. I'ie triunghiul ABC gi O e Int ABC. S& se demonstieze ci
BC + CA + AB
2

<04 4 0B 4 0C < BC + CA + AB.

Indicapie, In triunghiurile 048, 0AC, OBC au loc:

; 04 + 08 > AB, 04 + OC > AC, OB 4 OC > BC (fig. 1.53).
Adunind membru cu membru se obtine:

0A + OB + 0OC > % (AB + AC + BC).

Pe s L g ;
+‘Jfg(';“<ﬂjgllﬂ lgi&){dlltnte fie {D} = AON BC. Avem D = (BC) si inegalitifile A0
AP BD++ DC*;;’SCAE AD + DC, AD < AB + BD; rewulti ca AO + OC z
o ettt o : BU: 4 + OC <« AB + BC. Se obtin in mod analog alt
galitafi si apoi se adund membru cu membru. & alte dona

LO*, Un:,ltl > E: ¢ ¢ g
te: . n
l.r gimea unu segment este ‘mal n 1ca dEC t lu 1glmea oricarel l]nu poll l)lldle
care are extr EInltab”e S(,g'[ne[ tului ca virlur |

Indicajie. Dacd linia poligonald are doud laturi atunci se aplici direct teorema 2
Dacé linia poligonald are virfurvile 4, M,, M s
Bt A iy
AB < AM, + M8, M\B < M\M, 4 M,B, ..., My_,B < My_,M + Mp_,B
—24M N—1 = s
My B < My My + M,B. A

Se adund membru cu membru si se obfine

2y .y My, B, se scriu inegalitifile:’

Ab M e
3+ M8+ o+ My B < AMy + MMy + ... + My My -~ MuB + M,B -
+ MyB + ... 4 Mn,B, I‘
AB < AM, + MM, + ... + M,B.
11*. Se considerd poligoanele convexe P’ si P”, Daci suprafata poli:gonalﬁ del
7 yLer-

minatd de P’ este inclusd in supraf li
! Ll £ prafata poligonald determinati de P”, & i i
poligonului P’ este mai mic sau egal decit perimetrul poligonului P* oo

sau
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Indicatie. Se considerd intii cazul cind P’ §i P” au o laturd comund.
12. Fie triunghiul A BC si D mijlocul laturii (BC). 54 se arate ca:
AB + AC
A
18. Se considerd triunghiul ABC si 4,, By, C; respectiv mijloacele laturilor (BC),
{AC), (AB). S4 se arate ca:

AD <

AB + AC + BC _ 44 4 BB, + €C, < AB + AC + BC.
2

14*, e considerd doud puncte A4 si B si o dreaptd d care nu trece prin nici tmu'l ?intrc?
ele. 84 se determine un punct C, C = 4d astfel ca oricare ar ii M, M = d', sd aibd loc:

AC + CB < AM + MB.

Indicatie. Se disting doud cazuri: a) dreapta d nu separd punctele A si B. Fie AA’_J_(;’:,
{0} = AA; Nd, (0A) = (04") si 0 = (44"); A" 51 B fiind in semiplane opuse, existd
C, (A’B)Nd = {C}si '
A’B = A’C + BC = AC + BC;

fie Med, M#C

b) daci d separd pe 4 si B, {C} = (4B) Nd.

16%, (Problema biliardului). Fie doud mingi de biliard situate in punr_te.leAv si B $v1
(CD) o laturd a mesei. 9a se determine punctul M, M < (CD) in care t.ltl:‘hllle si atmgft
latura (CD) dupd lovire una din bile pentru ca s o ciocneascd in continuare pe cealaltd,

. N

stiind ¢d AMC = BMD.

§ 11. Alte cazuri de congruentd ale triunghiurilor

Teorema de congruentd a triunghiurilor L.U.U.
"Teoremi 1. Daci triunghiurile A BC si A'B'C’ sint astiel incit (AB) =
= (A'B'), A = A’ §i C = C' atunci AABC = AA'B'C".

Demonstratie. Pe semidreapta (4'C’ se considerd punctlul C" astfel incit
(AC) = (4'C") (fig. 1.54). Atunci AABC = AATRE fdin LALL.)
a) Dacd ¢’ = C", teorema este demonstrati.

N N .‘/\’. . el
b) Daci C" €(4'C’), atunci A’'C"B' = ACB = A’C'B’, ceea ce nu este

posibil deoarece A’C"B’ este unghi exterior triunghiului B'C'C".

5

- r 1 ¥all = /\
¢) Dack C' € (4'C") atunci A7C"B' = ACB = AW,
asemenea nu este posibil intrucit Aﬁ'
BICICH.
Deci singura pozitie posibild este ¢’ = C” adick AABC = NA'B'C".

ceea ce de
este unghi exterior triunghiului

Congruenta triunghiurilor dreptunghice

In cazul particular al triunghiurilor dreptunghice, teoremele de congruenti
se pot formula astfel_: se considerd triunghiurile ABCwi A'B'C, j’i = ;1\ " =90°,

Cazul I (C.C.) Dacd (AB)=(A'B') si (AC) = (
sint congruente.

Cazul II (C.U.) Daci (AB)= (A'B') §i B= B,

sint congruente.

Cazul 11" (C.U.) Daci (AB)= (A'F) gl C - ¢ atunci triunghiurile
sint congruente.

A'C’) atunci triunghiurile

atunci triunghiurile

Cazul 111 (1.U.) Dack (BC)= (B'C’) §i B = 5 atunci triunghiurile
sint congruente.
Pentru triunghiurile dreptunghice exist# gl un caz special de congruenta.

Teoremi 2. (Cazul IV.C.I.) Dacii triunghiurile A BC si A'B'C' en

m(A) = m(A’) = 90°, verifics condifiile (AB) = (4°B’) 8i (BC) = (B'C)
atunei triunghiurile sint eongruente. ,

Demonstrajie. Pe semidreapta (4’C’ se consideri punctul C* astfel ipcit
(AC) = (4'C") (fig. 1.55). Atunci AABC = AA’'B'C" (din cazul C.C.).

a) Dacd €’ = (", teorema este demonstrati.

b) Dacd C"€(A’C’) atunci (B'C”) = (BC) = (B'C") §i tri i 'cre”

. /f’\(” ) Abon ( )/\( C) = (B'C’) § triunghiul B'C"C

este 1soic&], B'C C"’\——_—g B'C"C’. Dar B'C"C’ este exterior triunghiulii A’B'C"
deci B'C'C" = B'C"C" > A’ céea ce nu este posibil - pentru c# triunghiul
B'C’C" nu poate avea doud unghiuri obtuze. '

c¢) Dacd C;\E (4'C”), in mod analog rezulti ci triunghiul B'C"C’ este
isoscel; dar B'C’'C” este exterior triunghiului A’ B’C’ deci B"/C}C"E B’/C’\C”> A,
ceea ce de asemenea nu este posibil.

Prin urmare singura pozitie posibils este ¢’ — C",deci AABC = AA'B'C’

c”

c
c

c




Exerclgii
1. Fie teiunghiuvile isoscele ABC gi A'B'C” ((AB) = (AC), (A'B’) = A’C’)), in care
/\ /‘\ 2l ’ Fald
(AR) = (A'B’) i ABC = A'B’C’. 8 se demonstreze ci NABC = ANA'B'C".
A 1 S A
2. Dacid in patrulaterul convex A BCD, [,1\ = C si [#D este bisectoarea unghiului 5,

A
alunci [DB este bisectoarea unghiului D. : .
3. Daci in triunghiul ABC, AA’ | BC, BB' | AC, A" e (BC), B e (AC) si

(44’) = (BB’), atunci triunghiul este isoscel.

4. S& se arate ci daci AABC = ADEF si AA, | BC, DD, | EF, A, < BC,
D, e IIF, atunci (44,) = (DDy).
A A !
5. Se considerd patrulaterul convex ABCD in care m(f3) = m(D) = 90° si punclele
N S )
M e {BC), N e (DC). Si se arate cit daca (AM) = (A N) si BAM = DAN, alunci
(BC) = (DC).

§ 12. Distanta de la un punct la o dreaptd

Teorema 1. Find dati dreapta d si punetul M, M & d, existd o

singurd dreaptit ', astfel incit M & d' gi d' 1 d.

Demonsiragice. a) Existenja. Se considerd A si B, A € .d, B = tli, A#D
(Tig. 1.56). Dacd MA 1. dsau MB 1 d, existenta perpendicularei din M pe d
este demonstratd. In caz contrar, fie in semiplanul determinat de d care nu-l

o o il e
contine pe M, semidreapta (AP astfel incit MAB = PAB §i C e(AP,
(AM) = (AC). M si C fiind in semiplane opuse fatd de d, existd punctul

M’: dN(MC) = {M'}. ANAM'M = AAM'C (din L.U.L.) deci A/A‘I\’\C =
=: Afl;’\M gl Aﬁ', A/M:IM suplementare. Rezulta ci m(fﬁi\’C'):m(Aml)z-
— 90° ceea ce demonstreazd existenta perpendicularei.

b) Unicitatea. Se arati prin reducere la absurd (fig. [.57). Dacd MA L d:
MB 1 d A cd, B¢cd A # B, atunci triunghiul 374 B are doud unghiuri
drepte ceea ce nu este posibil.

a) si b) demonstreazd teorema.

M M
d A M’ B
C}\ d A B
Fig. 1.56 Fig. 1.57
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|
|
|
}
l
|
d A M la
Fig. 1.58 Fig. 1.59

Punctul de intersectie al perpendicularei pe d din M, cu d, se numeste
piciorul perpendicularet duse din.M pe dreapta d.

Teorema 2. Se considerd dreapta d, punctul M, M & d gi M’ pieiorul
perpendicularei din )/ pe . Atunci, orieare.ar {i punetul 4, 4 &€ d, A # I,
are loc MM < MA.

Demonstrafie. Triunghiul AM M’ este dreptunghic (fig. 1.58), (MM')
fiind o catetd, lungimea catetei este mai micd decit lungimea ipotenuzei (M A).

Din teoremele 1 gi 2 rezultd cil existd pe dreapta d un punct unic 7,
astfel incit MM < MA oricare ar fi punctul A4, 4 & d. ;

Definitie. Se numeste distanfa de la un punct la o dreaptd céreia nu-i apar-
{ine, cea mai mici distanté dintre acel punct i punctele dreptei.

Din cele de mai sus rezulti ca distﬂh’ga de la un punect la o dreapti este
distanta dintre punct si piciorul perpendicularei duse din punct pe dreapta.
Se noteazd d(J, d) = min MP = d(M, M') = MM, unde M & d s
M L d. i

Daca M & d, se definegte d(M, d) = 0.

Uneori ge va utiliza si notiunea de distantd de la un punct la o semidreaptd,
infelegindu-se distanta de la punct la suportul semidreptei.

Definitii, Punctele A si A" se numesc simetrice fatd de dreapta d, dacd
A=A € dsan AA" | d st mijlocul lui (AA’) se afli pe d. In acest caz,
punctul A’ se numeste simetricul lut A faid de d.

Punctele A §i A" se numesc simetrice futa de punctul O dacd O este mijlocul
lui (AA")sau A =A4" = O. Mulbimile de puncte L si ' se numesc simetrice
fald de dreapta d (sauw punctul O) daca ' este multimea
simetricelor punctelor din _# fatd de dreapta d (sau A
fald de punctul 0).

In figura 1.59 A si A’ sint simetrice fati de d, in
figura 1.60 A si A" sint simelrice fatd de O, iar in figu-

.

vile 161 &1 1.63 /L si A sint simetrice fatd de d res- g
pectiv. 0. In figurile 1.62 si 164 # = M. In

acesl caz, ¢ se numeste o axd de simetrie a lui /f iar y/

O centru de simetrie a lui /. Fig. 1.60
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Fig. 1.61 Fig. 1.62

%

Fig. 1.63 : Fig. 1.64

Exerciil

1. Fie triunghiul ABC si A, piciorul perpendicularei duse din A pe BC. 84 se de-

monstreze ci dacd ﬁ si 6 sint ascutite, atunci 4, .= (BC), iar dacd ﬁ este obtuz, atunci
B = (4,0).

2. Se consideri o dreaptd, d, punctul 4, A & d si A" piciorul perpendicularei din
A pe d. 84 se demanstreze ci dacd punctele B si C, B ed, € =d sint astfel incit
A'B < A'C atunci AB < AC. 8i se formuleze si sii se demonstreze afirmatia reciproci
acesteia,

8%, Dacd ABC este un triunghi isoscel cu (AB) = (AC), atunci pentru oricé punct
D. = (BC), are loc AD < AB.

4*, Daci ABC este un -triunghi isescel cu (AB) = (AC) si D e BC astfel incit
AD < AB, atunci D = (BC).

6*. Se considerd triunghiul ABC in care AB < AC. S# se arate cd pentru orice
punct D e (BC), AD < AC.

6*. Fie A un punct situat pe o dreapti d, B d si C = AB. Se noteazi cu
B’ gi €’ simetricele lui B si C fatd de dreapta d. S& se demonstreze td punctele A,
B’, C’ sint coliniare.

Indicatie. Fie D si E picioarele perpendicula-
rélor din B si C pe d. Se considerfi doud cazuri:
1) C = (AB (fig. 1.65). Are loc: (BD) = (DBE'),

P (CE) = (EC’) si astfel ANABD = NAB'D, NACE =
AN N
= NAC’E. Rezulti EAB’ = EAC" si deoarece B’,
€’ sint de ‘aceeasi parte a lui d, din teorema.de con-
" Fig. 1.65 structie a unui unghi se deduce ci (4B’ = (AC',
42

2) A e (BC). Rationind in mod analog,

?
N e » ) C B
DAB’ = EAC’ si din teorema 3, § 7, rezulii ci \I\\
(AB’ gi (AC’ sint semidrepte opuse’ (fig. 1.66). _

7*, Si se arate cd: a) simetrica unei drepte d |€ A o
fatda de o alti dreaptd, pe care o taie, este tot
o dreaptd. b) O dreapti admite o infinitate de
axe de simetrie. Sa se afle aceste axe. ¢) Sime-
tricul unui segment faid de o dreapti este un
segment de aceeasi lungime. d) Si se afle axele de simetrie ale unuj segment.

Fig. 1.66

§ 13. Mediatoare. Bisectoare. Locuri geometrice

Definitie, Mediatoarea unui segment este dreapta perpendiculard pe seg-
ment dusd prin mijlocul segmentului.
Existenta gi unicitatea mediatoarei rezultd din faptul ei mijlocul unui

segment existd i este unic, perpendiculara printr-un punct al dreptei pe
dreaptd existd si este unica.

Teorema 1. Orice punct de pe mediatoarea unui segment este egal
depirtat de capetele segmentului.

Demonstrafie. Se considerd (AB), O € (AB), (0A)= (0B), si M un
punct de pe mediatoarea segmentului (A4R) (fig. 1.67). Daci M = ()
afirmatia este evidentd. Dacd M # 0, ANAOM = ABOM'(C.C.) si rezulty
(AM) = (BM) deci AM = BM. i

Teorema 2. (Reciproed.) .Orice punet egal depiirtat de capetele unui
segment aparfine mediatoarei segmentului,

Demonstrajie. Se considerd (AB) si M un punct astfel incit (MA) =
= (MB) (fig. 1.68). Dacd M & AB atunci M este mijlocul segmentului

(AB) si apartine mediatoarei. Dacd M @& AB, lie O mijlocul segmentului

(AB). ANAOM = ABOM (din L.L.L.). Deci AOM = BOM. Deoarece cele
doud unghiuri sint gi suplementare, rezulti cd MO | AB, ceea ce inseamnd ci
MO este mediatoarea segmentului (4 B).

Din cele doua teoreme rezultd c¢d mediatoarea unui segment este multimea
punctelor care au proprietatea cd sint egal depirtate de capetele segmentului.

M
M
A
t E A 0 8
Fig. 1.67 Fig. 1.68
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Pentru o multime de puncte care verificd o anumitd proprietate 7D se folo-
seste si denumirea de ,locul geometric al punctelor care au proprietatea (D«
Astfel mediatoarea unui segment este locul geometric al punctelor egal
depiirtate de ecapetele segmentului.

in general, pentru a demonstra ¢ii 0 multime / de puncte este locul geo-
metric al punctelor care verifici o proprietate P se va demonstra cii orice
element al multimii . verificd proprietatea () gi ci orice punct care verificd
proprietatea (0 apartine multimii .

Un alt exemplu de multime de puncte care verificid o anumitd proprietate
este bisectoarea unui unghi.

Teorema 3. Bisectoarea unui unghi proprin este locul geomefric al
punctelor din interiorul unghiului egal depirtate de laturile unghiului, reunit

cu virful unghiului.
Demonstrajie. a) Se va aréta cd orice punct de pe bisectoare are proprie-

tatea enuntati (fig. 1.69). Fie bl un unghl O virful unghiului, s bisectoarea
luisi M € s — {O0}. Se noteazd cu A gi B picioarele perpendicularelor din M
pe suportunle lui % i k. AE€h cici altfel triunghiul OAM ar avea un unghi
obtuz si unul drept analog, B & k. NOAM =ANO0BM (din L1.U.); rezultd
(MA) = (MB), deci d(M, h) = d(M, k).

b) Se va arita od orice punct M cu proprietatea d(M,h) = d(M, k) si M = Inthk

apartine bisectoarei unghlulul h.’r Daci A si B sint picioarele perpendicularelor din
M pe suporturile lui k si &, se va demonstra ¢i A = hsi B = k. Presupunind con-
trariul, de exemplu A ¢ h, rezulti ci segmentul (AM) intersecteaza latura k,
deoarece din exercitiul 43, § 6 deducem cd (AM) intersecteazd una din laturile
unghinlui si aceasta nu poate fi decit k. Fie {C} = (AM) N k. Deoarece MC > MB
(teorema 2, §12) si AM > CM, rezulti ci AM > MB, ceea ce contrazice ipoleza.
La fel se arati c¢i B = h. Din (MA) = (MB) rezultd ci AOAMH/_\OBM (C.1.),

N N
deci AOM = BOM si rezulti cd (OM este bisecloarea unghiului Mc.

Pe baza proprietétilor de loc geometric ale bisectoarelor gi mediatoarelor
se pot demonstra urmitoarele doud teoreme referitoare la concurenba bisec-
toarelor gi mediatoarelor unui triunghi.

Teorema 4 Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sint concurente.
Demonstrane. Dm teorema transversalei rezulti ci  bisectoarele

unghiurilor - A si B intersecteazii pe (BC) si (AC) in cite un punct D

respectiv E (fig. 1.70). Din aceeagi teoremd rezultd ci existd punctul I,

A

Fig. 1.69 Fig. 1.70
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unghiului c.

{I} = (AD)N(BE = (BE) N (AD). Asadar

I € Int A/C\B. Din proprietatea punctelor
bisectoarei unui unghi rezultd d(f, BC) =
— d(, AB), d(I, AB) = d(J, AC) si deci
d(Z, BC) = d(I, AC) s pentru cd [ &

A~
& Int ACB rezultd cd [C[I este bisectoarea

8 ld> £
Teorema &6 Daci doud dintre Fig. 1.71
mediatoarele laturilor unui friunghi sint con-
curente, atunci cele trei mediatoare ale laturiler friunghiului sint concurente.

Demonstrajie. Fie triunghiul A BC, d, si d, mediatoarele segmentelor (4 B)
respectiv (BC), {0} = d, Nd, (fig. 1.71.) Din proprietatea punctelor media-
toarei rezultd ci (0A) = (0B), (0B) = (0C) deci. (0A) = (0OC), ceea ce
inseamnd cd O aparfine mediatoarei segmentului (AC).

Se observii ci aceastd teoremi nu asigurd faptul cd in orice triunghi media-
toarele laturilor sint concurente, ci exprimd doar o conditie suficientd pentru
concurentd. Cu axiomele admise, pind acum, nu putem demonstra cd media-
toarele a doudl laturi ale unui triunghi sint concurente. Acest lucru se va face
in capitolul IT dupd enuntarea unei alte axiome, ,axioma paralelelor®.

Exercitil

1. Fie punctele distincte 4 i B. Sid se afle Tocul geomelric al punctelor M pen=-
tru care AM | AB.

2. Tie punciele distincte A gi* B si numirul real « < (0, 180). S# se afle locul

7
geometric al punctelor M pentru care m(MAB) = «°.

3. Fie triunghinl ABC si cele dou#t unghiuri exterioare ale triunghiului care au ca
laturd [BC respectiv [CB. 84 se' demonstreze. cd dacd bisectoarele celor doud unghiuri

A
exterioare sint concurente intr-un punct M, atunci M apar{ine si bisectoarei unghiului 4.

4. Se considerit punctele 4 si B gi o dreapti d, 4 & d, B & d. Si se determine
un punct €, C e d astfel ca (4C) = (BC). Disculie.

6. Fie unghiul hk si doud puncte 4 i B. Si se determine un punct C astfel ca
(AC) = (CB) i d(C, h) = d(C, k).

§ 14. Drepte neconcurente

Din axiomele de incident# a rezultat cit doud drepte distincte au cel mult
un punct comun, fird sd se pund problema daci existd doud drepte care s§
nu aibd nici un punet comun. Rdspunsul la aceastd intrebare este afirmativ
gi este justifical in urmditoarea:
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Teorema 1. Pentru orice dreapti d
gi orice punct M & d, existd o dreaptd A,
astfel neit M € hgidNh = O

' Demonstratie. Fie dreapta d, M & -d si
d vz MM 1 d, M' € d; se considerd .dreapta A,
: Mchgg hl MM. Se va ardita cd & sl
Fig: Li2 d nu sint concurente, prin reducere la
absurd (fig. 1.72).

Se presupune ci {P} =k N d. Dacd M, M’, P sint necoliniare atunci
triunghiul M M’ P are doud unghiuri drepte ceea ce este absurd. Dacd M, M’, P
sint coliniare atunci k = d (pentru cd h = MP i d = M'P), deci M €d,
ceea ce contrazice ipoteza.

Obsercatie. Din teoremd rezultd ci, fiind datd o dreaptd d, prin orice punct M al
planului care nu apartine dreptei d, trece cel pufin o dreaptd neconcurenti cu d, dar nu
exclude existenfa mai multor drepte cu aceeasi proprietate.

Utilizind ideea din demonstratia teoremei 1 se pot stabili conditii pentru
ca dou# drepte si nu. fie concurente. Inainte de aceasta se vor introduce

citeva notiuni.

Definitie. O dreaptd se numegte secanltd (sau transversald) pentru doud
gau mai multe drepte dacd intersecteazd fiecare din aceste drepte in puncte
distincte.

In figura 1.73 dreapta d este o transversald pentru d,, ds, d,, dreapta d,

este o transversald pentru d;, d,, d.

Definitic. Doudt unghiuri se numese alterne interne dacd intersectia a doud
laturi este un segment, iar celelalte doud laturi sint situate in semiplane opuse

fatd de dreapta ce contine segmentul.

3 AN N
In figura 1.74 CAB i ABD sint unghiuri alterne interne, pentru ci
(AB N (BA = (AB), Csi D filnd in semiplane opuse fatd de AB. Dreapta
AB este o secantii pentru dreptele AC i BD. Se observi cd in figura compusi

Fig. 1.73
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de dou¥ drepte §i o secantd se formeazd doud perechi de unghiuri alterne
interne.
Fie dreptele d, d, si secanta d (fig. 1.75).
Ced,Ded, Ecdy FEdy dNd; ={4}, dnd, = {B}, A €(CD),
Bc (EF), Mcd, N cd AE (MB), B (AN).

o N P 8
Perechile- de unghiuri (CAB, ABF), (DAB, ABE) se numesc allerne
interne. Perechile de unghiuri (MAC, ABE), (CAB, EBN), (MAD, ABF),
(DAB, FBN) se numesc corespondente. Perechile de unghiuri (#’BA, DAB),
e
(CAB, ABE) se numesc interne de aceeagi parte a secaniel:
Teorema 2. Daci pentru doud drepte distinete existi o secantd cu

poreche de unghiuri alterne inferne congruente atunci dreptele
nu sinf concurente.

Demonstratie. Fie d, # d,, secantad, {A} = d, N d, {B} = d,Nd,C € &,

rare formes:

D € d,, d separd C 51 D, le\}_? = A*E}), (fig. 1:76). Se presupune prin absurd
¢4 dy Nd, = {P}. Daci A, B, P sint necoliniare triunghiul ABP are un
unghi exterior congruent cu un unghi interior neadiacent cu el, ceea ce
este absurd. Daci A, B, P sint coliniare atunci d, = d,, ceea ce contrazice
ipoteza.

Exercitii

1. 8% se demonstreze ci daci douii -drepte distincle formeagii cu o secantd o pereche
de unghiuri corespondente congruente sau o pereche de unghiuri interne de aceeagi parte
a secantei suplemeritare, atunci dreptele sint nesecante.

2. 9% se demonstreze ci dac# segmentele (AB) si (CD) nesituate pe aceeasi dréapts
au mijlocul comun, atunci AC 0N BD = @, AD N BC = @&.
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Exercigil recapitulative

1. 8e consideri triunghiul ABC in care m(BAC) > m(ABC) + m(ACB) si D

este mijlocul segmentului (BC). 84 se arale ci AD < 26 .
e N N N N N
Indicafie. Din ipotézd m(BAC) = m(BAD) 4+ m(DAC) > m(ABC) + m(ACBH)

; N 0, ~ N
deci sau m(BAD) > m(ABC) ¢i BD > AD sau m(DAC) > m(ACB) si €D > AD

(fig. 1.77).
2% Dacd in patrulaterul convex ARCD, AB + BD < AC 4 CD, atunci AT < AC.

Indicagie. Se araty in prealabil c¢ii suma lungimilor a dou#l laturi opuse este mak
micd decit suma lungimilor diagonalelor. Se obfine: AB 4+ €D < AC 4+ BD si prin
adunare membru cu membru cu inegalitatea din ipetezi se obline concluzia (fig. 1.78).

3. Dacit pentru triunghiurile ABC si A’B'C’ au loc: (AB) = (A’B’), B= ﬁ’,
atunci d(A, BC) — d(4’, B'CY). :

4. Se considerd triunghiurile ABC si A’B’C’ in care (AB) = (A’B’), {AC) = (A'C’),
A

A A
B = B’. Sd se arate ¢ dacdl unghiurile ) gi €’ sint ambele ascufite (sau ambele obtuze}
atunci AABC = ANA'B'C".

N
b. Fie d bisectoarea unghiului proprin BAC gi d' perpendiculara pe d, dusii prin B.
84 se arate e d’ N (AC == @.

Indicajie. Se ia B’ & (AC astlel ca (AB) = (AB') gi se aratd ¢d d’ coincide
cu BB, :

6*, Reuniunea a doult drepte concurente, are douli- axe de simetrie perpendiculare.

7%, Daci dreptele OA gi OB nu sint perpendiculare, dreapta OC este o axii de sime-

" . ' . 3 ; . . /\ . /\
trie.a multimii 04 U OB dacd gi numai dacit unghiurile COA g COPB sint congruente gau
suplemen tare, i
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8*. Fie 4 BCD un patrulater convexcn 4 = B si (DA) E'(CB]. Sise arate cd Imedl‘z_l

toarea d a segmentului (AB) intersecteazd segmentul (DC) gi cd d este 0 axdl de simetrie
a patrulaterului ABCD.

9%, Daci doud drepte au o perpendiculard comund alunci multimea formati din
reuniunea celor doud drepte are axd de simetrie.

10. Fie 4 un punct dat, d o dreapti datd si P un punct variabil pe 4. i se afle locul
geometric al simetricului punctului P fata de 4.

11. Se da un unghi propriu ﬁi. 91 se afle locul geometric al punctelor M astfel incit

/\ . . . . r

(OB s4 fie hisectoarea unghiului A0 M. in ce caz locul geometric este diferit de mullimea
vida?

12#, Se considerd punctele M, IV, P si O pe laturile[ A B], (BC], [CD], [DA] alel pa;ru-
laterului convex ABCD. Sa se arate ¢ patrulaterul MNPQ este convex, Generalizare.




Capitolul

Yaralelism. Asemanare

1. Axioma paralelelor

j;r,‘,-i’i”iii,;.‘ Doud drepte d, si d,, situate in planul P, se numesc paralele
daca m{ au punct comun. Se noteazd d, || d,. Deci d, || dy <> d; N dy, = @.
Doua segment.e se numesc paralele dacd dreptele care le éonti.n sint para-
lele. '-Teorem:a 1 din § 14 cap. I poate fi reformulati astfel: Pr{ntrﬁun punct
exterior unel drepte trece cel putin o dreaptd paraleli cu ee;:‘.
Sé ne punem acum problema: fiind data o dreapti d si un punct M nesituat
pe ea, ex1std mal multe drepte care trec prin M si sint paralele eu d?
(tig. TL.1). : .
Intu-itiv se pare cd rispunsul este negativ, adicd existd o singurd paraleld
cu d frln M. Incd 'din antichitate au existat incerciri pentru -a demonstra
acest lucru. Matematicianul grec Euclid (sec. I11.1 i
a prezentat proprietatea subbforma unei(SaP:iof'i: ;jr;rrlli't)i;ndca‘r tfea Sa“”Elemente‘f
| . 3 tind astfel, cd nu poate fi
‘demonfltr‘ata. Aceastd solutie nu a mulfumit pe matematicieni care au incercat
In continuare s& o demonstreze, apirind numeroase demonstratii. care ulterior‘
s-au d‘ovedit gresite. De-abia in secolul trecut, din lucririle m:agematicienibr
Bollyal, Lobacevski, Gauss, precum si din modelele date de Beltrami Klein
Poincaré se desprinde faptul cd axiomele prezentate pind aici nu sint sujficierit(;
pentru a demonstra afirmatia unicitatii paralelei la o dreaptd printr-un punct

cé nu-1 apartine, dar nici negatia ei. Aceasta inseamni cj proprietatea este

Independenta de aceste axiome §i va fi admisd ca o noui axioms

— M Axioma paralelelor. Printr-un
punct A exterior unei drepte o, trece cel mult
o dreapti paraleld cu 4.

O primd consecintd a acestei axiome este:

Feorema 1. Printr-un puncet A, exterior

Fig. 1i.1 i
g dreptei d, trece o singurd paraleli cu o

50

T

Demonsiratie. Existenta paralelei este asi- g
gurati de teorema 1 § 14 cap. 1, 1ar unicitatea L !
de axioma paraleleloc.

Teoremele demonstrate {ird a folosi ,axio-
ma paralelelor alcdtuiesc ceea ce se numeste d,
sgeometria absoluta®. Prin admiterea axiomei
paralelelor (npumitd s postulatul lul Euchd)
¢i in consecinta a tututor teoremelor ce decurg
.din ea se obline ngeometria euclidiand®. In
continuare se vor relua unele teoreme din ,geometria absolutd” care in
ygeometria euclidiand® vor avea un continut mai bogat si se vor demonstra
noi teoreme. Trebuie totusi mentionat ¢d nu toate proprietagile care apar in
continuare in acest manual sint valabile numai in geometria ,euclidiand®, dar
prezentarea prin separare totald a rezultatelor genmetriei ,absolute de cea
yeuclidiand* ar fi ingreunat expunerea.

(%)
10

E B
P :
(2}

big. 11.2

Teorema 2. (Teorcma paralelelor tiiate de o seeanti.) Doud drepte
paralele formeazd ecu orice secanti perechi de unghiuri alterne iriterne
congruente, i

Demonstratie. Fie dy || dy, secanta d, d N dy = {4}, d N dy = {B}. C&dy,
F cd, Cg F de o parte gi de alta a lui d (tig. 11.2).

TN > s : A .
Se presupune cd CAB = ADI; atunct, in semiplanul (dF existd semi-

N TN i b
dreapta unica (BM, BM # do, astfelincit CAB = ABM. Rezultd c& BM || dy,
deci prin B trec dp si BM, paralele cu d,, ceea ce este in contradictie cu

axioma paralelelor.

Detinitie. Patrulaterui cu iaturile opuse paralele se nurmeste paralelogram.

Teorema 3. Intr-un paralelogram 4 BCD, cu A BHCD, BC )| A D,

sint verilicate wrmitoarele proprietati:
i) (AB) = (CD), (BC)=(AD),

i) DAB = DEB, ADC =4 BC,

i) Dacd {0} = AC N BD atunci (0A) = (0C), (0B) = (OD),

i) Dacid {0} = AC N BD atunct O este cenirul de simetrie al pairulaterulut
ABCD.

Teorema 4. Daci in patruiaterul A BCD este verilicatd una din pro-
prietitile i), ii), iii), iv) atunei patrulaterul este paralelogram.
Demonstratiile acestor doudl teoreme se lasd sub formi de exercitiu. Se disting

urméitoarele paralelagrame particulare.

ol
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Definitii. Paralelogramul cu un unghi drept se numeste dreptunghi. Parale-
logramul cu doud laturi aldturate congruente se numeste romb.

Dreptunghiul cu doud laturi al§turate congruente se numeste pdirat.
Exercitii

1, Doud drepte paralele formeazd cu o secantd perechi de unghiuri corespondente
congruente si perechi de Unghiuri interne de aceeagl parte a secantei suplementare.

2. Doud drepte distincte paralele cu a treia dreaptd sint paralele intre ele.

3. 'Unghiurile cu laturile respectiv paralele sint congruente sau suplementare,

4. Daci d | 'd; atunci d este perpendiculari pe orice dreaptd paraleld cu d,,

b. Diagonalele unui dreptunghi sint congruente,

6 Si se determine axele de simetrie ale unui dreptunghi, romb, pitrat.

7. 54 se arate cil diagonalele unui romb sint bisectoarele unghiurilor rombului.

8. I'ie 'Lriunghiul ARC, m(ﬁ) = 90° §5i M e (BC), (MB) = (MC). 84 se demon-

streze cd AM = %

9. Dacd in triunghiul ABC, M este mijlocul laturii (BC) si AM — BTC , atunci
triunghiul este dreptunghic,

10 Si se demonstreze ci locul geometric al punctelor situate la aceeasi distanty de
o dreaptd datd este reuniunea a doua drepte paralele cu acea dreaptd.

11. Diagonalele unui romb sint perpendiculare,

12. Se di paralelogramul A BCDH (AB || €D, AD || BC) in care (BD) = (AD), Fie M
mijlocul latuvii [CH]si (ME) = (BM), M = (BE). Sase arate ci: a) 81 1 CD b)A, D, E
coliniare ¢} (AD) = (DE).

18. Dacd doud laturi opuse ale unui patrulater 4BCD sint

paralele gi congruente
atunci patrulaterul este paralelogram.

Obseratie. La aplicarea teoremei 4 si a exerc. 13 trebuie sj verificim cu atentie
conditia ca ABCI si lie patrutater in sensul detiniliei date: doudt luturi opuse sd nu aibj
un punct comun.

§ 2. Suma misurilor unghiutilor unui triunghi

Teorema 1. Intr-un triunghi, miisura orielirui unghi exterior este egali
cu suma misurilor unghiurilor interioare neadiacente cu el

N -
Demansirafie. Fie ACD un unghi exterior al triunghiului 4 BC si d paralela
prin €' la AB. Atunci 4 si B stat de aceeasi parte a lui d, iar B gi D de o

parte si de alta a lui d, de unde re-
A Y wultd ¥ segmentul (AD) intersecteazd
dreapta d intr-un punct’ £ (fig. 11.3).

Z Rezultid B € Int ACD i m(ACD) —
P N .
5 o n = M(ACE) 4 m(LCD) (axioma U.3)
N A
#ig. 113 Pe de altd parte ACE = A ca un-
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TN
TN A b A 3 g g
ghiuri alterne interne si ECD = B ca unghiuri corespondente, deci m(ACD)
el A
= m(4) + m(B). . o ;
Aceasti teoremi este o completare a teoremel unghn_ﬂul extertlor_ demon-.
tratd in cap. I si ea permile determinarea sumel masurilor unghiurilor unw
$ Ls

triunghi.

i i s i i i esten 181)
Teorema 2. Suma misurilor unghiurilor unui triunghi este 13

o)

' A B Y —m(ACE) + m(ECD
Demonstratie. In figura 11.3 m(A) + m(B) + m(C)=m(ACE) + m(ECD) +
i &
+ m(ACB) = m(BCD) = 180°.

Exercitii
1. Suma misurilor unghiurilor ascutite ale unui triunghi dreptunghic este 90°.

ot A0 - ; 5
9, Misura fiecarui unghi a unui triunghi echilateral este GO°.

Ay B) = 30°, atunci AC =
3. Dacd intr-un triunghi dreptunghic ABC, m(4) = 90°, m(B) = 30°, atunc
BC ;

2

. < . 3 i 3 ]ele]
4 il 1“ ng i C se 3 ec 3 A 4. (.A. = BC) ar p in A" s d pﬂ a

trin hlu] AB S duc b]S Loarea I. I . e l, I e
A M '$ A/N 1a lal;llllle (AB) $l ‘l\AC) (ﬂi = AC, N = AB) 54 se arate cd A.E”A N este un

romb. 4 . :
5 ) D e BC).
5. in triungniul dreptunghic ABC (m(A4) = 90°) se duce ftniltimea AD( ‘ e i
Se uneste D cu mijleacele E si &1 ale laturilor AB si AC. Si se arate cii m(FDE) = 90°
Fie AA’, BR’, CC’ bisectoarele unghiurilor tranghiului ABC(A’ « BC, B’ € AC,
AB). 800 arste ca m{APY) + mEFD) + mGOR) — 20
¢’ = AB). S4 se arate ci m(AA’'B) + m(BB C) + m = :
7. Pe laturile {AB) si (AC) ale triunghinlui echil\ateral ABC ﬁB-Ct)]‘l‘SideI'ﬁ respec.tl.;
punct.eie D si E astfel ca (AD) = (CE) si fie {M}= (BE)N (CD). Sa se arale ¢
m(m = 1207

8, S4 se demonstreze ci dacd un patrulater convex are doud unghiuri opuse (‘.Ung‘l‘li-
te a'ﬁunci bisectoarele celorialte doud unghiuri sint paralele gi reciproc, cl_aca l)lse({m? elg
:ndm;ﬁ unghiur: opuse ale unui patrulater convex sint paralele atuncj  celelaite dou
unghiuri sint congruente, o
= = z ’ . ’ — ’ n .r-
9. Fie triunghiul A BC ascufitunghic §i AA’ | BC, BB | AC, {M} = AA

A
Atunci m(}ﬁl&'\ﬁ'} = m(ﬁ) + m(B).

10. Bisectoarele unghiurilor unui paralelogram iormeazi un dreptunghi al_e cirui

diagonale sint paralele cu laturile paralelogramului.

11. Doufi unghiuri cu laturile respectiv perpendicuﬂl‘are sint congruente sau suple-
mentare. ' " ! .
12. Se considera df‘eapta d, O @& d gi O piciorul perpendicularei din O pe d. Fie

A ='d, astfel incit m(@)) — 45° Pentru fiecare punct M, M = d, astfel incitj:? ef[(:;ﬂ;i’ll
se conétruieﬂe segmentul (MN) astiel fucit, MN | OM si (MN) = (OM), ii
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semiplanul § limitat de 4 si continind O. S se arate ¢ locul geometric al punctului NV cind

M descrie semidreapta i lui ; 5 ’
situatd I 5. pta opusd lui (AP, este o semidreaptd perpendiculard in .4 pe OA,

18*, SA sé demonstreze ci dacd intr-un :
: a inir-un patrulater convex douid unghiuri
obtuze atunci lungimea diagonalei determinati d i m : m 5 dosil Tne msmt
3 e vi 3 ai mie: i
e virfurile lcr este mai micd decit lungimea

§ 3. Linia mijlocie
Definitic. Segmentul determinat de mijl 8 i
' jni ul ¢ , > mijloacele a doud laturi al i
trlungh% se numeste linie mijlocie a triunghiului. B s
In figura 11.4 (MA) = (MB), (NA) = (NC) si (PB)=(PC). (MN), (NP)
(MP) sm_t linii mijlocii ale triunghiului ABC. Are loc urméitoarea t:aore &
foarte utllﬁ intr-o serie de aplicatii. ' a

Teorem: Lini: Mlnela ' : g Y
'eorema 1. Linia mijlocie a wnui triunghi, determinati de doung

laturi, este puraleli ca cea de a treia laturd si are ca lungimo - din lungimea

celel de a freia laturi,

Demonstragie. Se considerd triunghiut ABC, M < (AB), N < (AC
(MA) = (MB), (NA) = (NC). Fie P astfel incit N < (MP), (MN) —
= (N P), (‘flg. 1L.5). Din teorema 4, iii, § 1, rezultd cid A MCP es';e paralelo-
gram. Decl‘PC | AB si (PC) = (MB). B si P sint de o parte si de alta a
h.ll MC, deci M BCP este un patrulater, care are laturile ( PC) si (;’li"B) aralele
§1 congruente.. Atunci, din ex. 13, §1, rezultd ci patr‘ulaterjul MBFPP est
paralelogram, deci MP || BC, (MP) = (BC) s deoarece MP : 2 M[\?’
rezalti BN =1 BC. :

Yeorema (Reciproeid teoremei 1.) Daecd A7 esto miiloesn] lati;

(A L) a frinnghidlui ABC si MN || BC, N = (AC) atunei N esto i

luturii (AC) .
Se demonstreazd usor prin reducere la absurd.

Rooge el 7 s e by 5 i
‘i,.. linitie, Un patrulater cu doua laturi opuse paralele gi celelalte doug
: 1 s lalte
De].aahrfllele se numeste frapez. Laturile paralele ale trapezului se numese baze
‘ = ale
acd laturile neparalele sint congruente, trapezul se numeste isoscel

1

Definitie. Segmentul determinat de mijloacele laturilor neparalele ale unui
trapez se.ni;lmegte linie mijlocie a irapezulut.

In figura 11.6, AB||CD, AD nu este paralel cu BC, ABCD este trapez,
(A B) baza mare (DC) haza mici. (AM) = (MD), (BN) = (NC), (MN)
linie mijlocie a trapezului. (AC) si (BDj se numesc diagonale iar
{0} = (BD)N (AC), O este intersectia diagonalelor, Dacd unul dintre unghiuri

este drept, trapezul se va numi dreptunghic.

Teorema3. Linia mijlocie a umui trapez este paraleli cu bazele trape-
zului si are lungimea egali cu semisuma lungimilor celor doud baze.

Demonstratie. Fie trapezul ABCD, (AB || CD) si (MN) linia mijlocie,
M € (AD), N € (BC) (fig. 11.7). Se noteazd cu E intersectia diagonalei
(AC) cu (MN). Se presupune prin absurd c& E nu este mijlocul segmentului
(AC). Fie deci, E' # E mijlocul segmentului (AC). In triunghiul ABC, (E'N)
este linie mijlocie, deci E'N || AB iar in triunghiul ADC, (E'M) este linie
mijlocie, deci E'M || DC; dar AB || DC deci E'M || AB s E'N || AB. Din
axioma de paralelism rezultd cd M, E’, N sint coliniare deci E = E’ si
MN || AB, MN || DC.

ME:%DC, NE:%AB si MN=ME+NE=T:« (AB + DC).

Exercitii

1. Pe laturile patrulateruiui convex A BCD se considerid punctele M, N, P,Q; mijloa-
cele segmentelor (AB), (BC), (CD), (DA). 84 se arale ca patrulaterul MNPQ este para-
lelogram. ‘

2, Pe laturile (AB), (CD) ale paralelogramului ABCD se iau arbitrar punctele M
si V. Dreapta d, determinata de mijloacele laturilor (BC) si (AD), intersecteazd succesiv
segmentele (AN), (MD), (BN), (MC) in E, F, G, H. Si se demonstreze cd (EF) = (GH).

3. Fie triunghiul echilateral A BC si punctele D si E astfel ca C & (BD), A = (CE)

6i (DC) = (AE) = (AB). Se noteazi {F} = DEN AB. S se arate ci AF = %AB.

Fig. 11.6 Fig. I1.7
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Indicatie. Se construieste CG || AB, G = DE; (GC) este linie mijlocie fn triunghiul
BDF, iar (AF) este linie mijlocie in triunghiul ACG.

4. Sa se demonstreze c¢d diagonalele trapezului isoscel sint congruenle si unghiurile
adiacente unei baze sint de asemenea cungruente.

5. 81 se determine axa de simetrie a unui trapez isoscel.

6. Se considerd trapezul ABCD in care AB || GDsi AD = AB + CD. Si se demon-

Eo
streze cd daca £ este mijlocul segmentului (BC) atunci m{4AED) = 90°,

iB—J; o8 = T—D doci

triunghiurile DEF si AEF sint isoscele si aplir;ind leorema relativd la suina masurilor

Indicatie. Fie (EF) linia mijlocie a trapezului, FF =

unghiurilor triunghiului AED rezultd ca m(ALD) = 90°,

7. Se considerd un triunghi isoscel 4BC, (ADB) = (AC) si pnnntelc' variabile P e
e (AB), @ = (AC) astfel ca (BP) = (40). Fie O mijlocul segmentului (PQ).
i) Sa se demonstreze ci d(0, BC) este constanta,

ii) 8a se afle locul geometric al punctului O.

§ 4. Concurenta unor drepte in triunghi

In capitolul I, § 13 s-a demonstrat concurenta hisectoarelor unghiurilor
unui triunghi i s-a enuntat o conditie suficientd pentru ca mediatoarele
laturilor triunghiului si fie concurente.

Dificultatea a constat in faptul ci nu s-a putut alirma cu certitudine
concurenta a doud dintre mediatoarele laturilor triunghiului, in geomelria
absolutd nefiind admisd axioma paralelelor. Se poate acum enunta:

Teorema 1. In orice triunghi, mediatoarele laturilor sint concurente.

Demonstratie. Este suficient si se demonstreze concurenta a doud media-
toare. Fie triunghiul A BC, d, §i d, mediatoarele segmentelor (AB) respectiv
(BC) (fig. 11.8). Presupunind cd d, si d, nu sint concurente, rezultd d, || i
Pentru cd d, | BC rezultd si d;, | BC. Dar
d; | BA. Deci prin B trec doud perpendi-
culare distincte pe dréapta dy, s anume
BA 1 dy, BC | d,, ceea ce nu este pogibil.

Prin urmare d, si d, sint concurente. In
continuare se aplicd teorema 5 din cap. 1,§ 13.

Relativ la ta?iunghi se definesc i alte
drepte (linii) impdrtante.

Definitii. Dreapta determimatd de virful

d, unuw triunghi si mijlocul laturii opuse se
Fig. 11.8 numeste mediand.
1
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Perpendiculara prin virful unui triunghi pe dreapta determinatd de latura
opusil se numeste indltime.

Teorema 2. Iniltimile unui triunghi sint concurente.

Demonstragie. Fie triunghiul ABC, A’, B, C' picioarele perpendicularelor
din A, B, C, respectiv pe BC, AC, AB si DEF triunghiul format. de para-
lelele duse la laturile triunghiului A BC prin virfurile acestuia (fig. II:9).

Din constructie, A BCF §i BCAD sint paralelograme deci (BC) = (A-F ) =
= (AD). Pentru ci BC || DF 5i AA’ | BC rezultd cd AA’ L DF. Degi AA’
este mediatoarea segmentuluil (DF). In mod analog se aratd cid BB’ 51 C.C’
sint mediatoarele segmentelor (DE) respectiv, (EF). Prin ui’mare.iné_lp-lml.le
triunghiului A BC' sint mediatoarele laturilor triunghiului DEF g1 deci din
teorema 1 rezultd cd sint concurente.

Teorema 3. Medi unui triunghi sint concurente. Punctul de
ul fiecdrei laturi un segment a cidrui lungime

ii pe care-! determind cu virful opus laturii.

intersectie determind eu mijloc
este 1/2 din lungimea segmentul

Demonstragie. Fie triunghiul ABC, D si E mijloacele laturilor (BC) res-

‘ N
pectiv (AC). Deoarece in triunghiul BAD, (BE CInt ABC, A € (BA,
D € (BC, rezultd ca (BE §1 (AD au un punct comun G (fig. I11.10).

2N .
Deoarece (AD) c Int BAE rezultd cd {G} = gAD) .ﬂ (BE). Fie M, N
mijloacele segmentelor (AG) respectiv (BG). in triunghiul A BG, (MN) este

linie mijlocie, deci MN || AB §i MN = é- AB. In triunghiul ABC, (DE)

este linie mijlocie, deci DE || AB §i DE =% AB. Rezultd ci (DE)= (MN)

$i DE||MN. MNDE este patrulater si depi este paralelogram (ex. 13,§ 1, II).

Rezultd GD = MG = AM = % AD. Fie acum F mijlocul laturii (4 B)
1

si {G'} = (FC) N (AD). In mod analog rezultdi DG = o AD. Deoarece

G, G' € (DA), din teorema de constructie a unui segment rezultd G==G.

D : A F
c .
4 8
H
B A oy
E
Fig. 11.9 Fig. 11.10
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Observatii. Punctul i de concurentd al indl{imilor se numeste ortocentrul triunghiului,
Punctul G de concurentd al medianelor se numes'e centril de greutate al triunghiului. Gentrul
de greutate al triunghiului si punctul de-concurentd al bisectoarelor unghiurilor unui tri-
unghi apartin interiorului triunghiului. Ortocentrul triu nghiului'si punctil de concurent al
mediatoarelor triunghinlui pot si nu aparlind interiorului triunghiului. n unele probleme-
de geometrie prin cuvintele , mediani® san »bisecloare” se va infelege segmentul determinat

de virful triunghiului cu mijlocul laturii opuse, respectiv segmentul determinat de virful

triunghinlui si intersecfia bisectoarei cn lalura opusd unghiului. Termenul ,indl{ime* va
desemna segmen{ul determinat de virful triunghiului si piciorul perpendicularei din vief pe
dreapla determinatd de latura opusi. Se pot folosi de asemenea termenii de ,mediani®
»bisectoare”, | iniltime* si pentru lungimile acestor segmente [drd a exista pericol de con-
fuzie deoarece rezulti din text sensul care 1i se atribuie. Astlel, teorema 3 poate fi reformu-
Jatd tnte-un enunf usor de memorat: »~Medianele unui triunghi sint concurente intr-un punct
siluat la 2/3 de virf si 1/3 de baza pe fiecare dintre ele®,

Exercitii

1. 54 se determine pozilia ortecentrului unuj triunghi dreptunghic si pozifia punctului
de concuren{d a mediatoarelor laturilor sale.

2: Fie triunghiul ABC si cele doui unghiuri exterioare ale triunghiului care au ca
laturd (BC respectiv (CB. Si se demonstreze ci bisectoarele acestor unghiuri exterioare s

. . /\ A
bisectoarea unghiului BAC sint concurente (completarea ex. 1, § 13 cap. I).

h A A
8. Unghiurile opuse 4 si C ale patrulaterului convex A BCD sint drepte. AD N BC =
= {E}, ABN DC = {F}. 34 se demonstreze ¢i BD W ER

4*, Se considerd triunghiul ascutitunghic ABC, H ortocentrul sid"e(HA, B =
e (HB, ¢’ = (HC astfel ca (HA’) = (BC), (HB’) = (CA), (HC') = (AB). 84 se arate ci:

i) dacA M, N, P sint mijloacele laturilor (BC), (AC), (AB) atunci B'C’ = 2 AM,
A'C' = 2 BN, A’'B’ = 2 CP.

i) H este centrul de greutate al triunghiului 4’B’C",
6. in paralelogramul A BCD se duce CE | BC, AE 1 AB. Sésearate ci DE | AC,

A
6*. In triunghiul ABC (n(A4) = 90°) se duce indltimea AD, D = BC si se considerd
F = (AD). Perpendiculara in # pe FC intersecteazd pe AB in G. Paralela prin A la FG
intersecteazd BC in H. Si se arate ci patrulaterul AGFH este paralelogram.

§ 5. Paralele echidistante

Fie d, si d, douil drepte distincte, dy|ldy i My, €dy, M, €dy, M, M,

picioarele perpendicularelor din M, respectiv M, pe d, (fig. II. 11). Atunci

M, M, M\ MMM, este un dreptunghi ‘deci ({IIIM;) =

d = (M;M;) sau d(M,, d,) = d(M,, dy) si oricare ar fi

punctul M & d,, d(M, d,) este constant. Oricare

ar fi N € d,, d(IV, d;) este de asemenea constantd,

d(M, d,) = d(N, d,). Valoarea acestei constante

M M se numeste distanja dintre dreptele paralele d, si d?
Fig. 11.11 sl se va nota d(d,, d,).
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M Ms My M, :
& 4 M My el
P
i
5
dn-1 fAn-1 Bp-1 B

e
-
o
3
&~
Uiy,

Fig. 11.12 ! Fig. I1.13
T4 | { ie vdleeanta 4 punetele
Teoremdi., (Teorema paralelelor echidistante.) Fie dreapta d put
distinete A, A | .1, Au(n €N, n > 2), astlel ea (A, {,) (AqA,) s
AP IR A0 Al 3y 2%y “Epely - ; ] &
z (AgAd,) = ... =s (A, _A,) si dreptele dy, dy, dy, ..., ), A, & d, : dy
4 = ‘('/ A 1 d,. Daeit d, || dy | dy |l ... || d, atunci dreptele dy, ds, (g i
ddn T 5 A IRCLIICHRC S 6 /) Yi? ALY | 2.4 *3 i n

-determinii pe orice secanti segmente congruente,

Demonstragie. Fie s secanta dreptelor dy, dp,; ds, ..., d, 1 {Bl} ) dlﬂf',
{B,;} = dyNs, {Bg} = d3Ns,..., {Bn} =dxNs (fig. 11.42). Se considera (I:J’urim'-
tele C, € dy, C3 & ds,..., C,Ed, astfel ca Al_C.z II's, AzC;H Syeeny Azlcr;li
AAAC, = NAAL; = ... = AApAyC, (din L.UL), dect {Ble =
= (4,C,) = ... = (4,.,C,). Din paralelogramele A,C,B,B,, Aijl 362, =,
An1CnBrBay rezultd cd (4;C,) = (B1By), (AyCy) = (ByBs)yeery (A n) =
= (B, ,B,), deci (ByB;) = (ByB,) = ... = (B,1B,)

Observatie. Daci secanta s este perpendiculard pe drepl.ele'para]t?le dy, d23 {med d?
atunci segn{untele determinafe pe seca_nm.au lt-mgimile .egale si cu (list.?n't,;;]gn;al;z mO(I]:
drepte paralele consecutive. Din acest motiv trei S'al-l mai multe drepte parale
plinesc conditiile teoremei se numese paralele echidistanie.

Exercitii

1. Fiind dat segmentul (AB) si se determine un segment (MN) asttel ca SMN =
= AB (generalizare: nMN — AB).

: . .
Indicajie: Se considerit pe semidreapta (AX(AX # AB) (lig. 11.13), En{;eg}"m}et;
oarecare (AP, si punctele distincte P,, Py, Py, P, astfel incit (APﬂ(:l ‘1 ZPI)»
(PoPy) = (P,P,) = (P,P;). Prin Py, P,, P,, P,, P; se duc drepte paralele cu £750

= oL5) = 3 = 2

= M, =
care intersecteazi (AB) in My, M,, M, M,, (AM;)= (MM, = (MyMy) = (MyM,)

1
= (M.B) 5i AM, = — AB.

@, 53 se formuleze o reciproci a teoremei 3, § 3, folosind teorema paralelelor echi-

distante.
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6. Teore i . .
S ma lui Thales : respectiv in Ny, Ngy.., Ny Deoarece’ DE este una dintre aceste paralele,
il Dofinitie. miing E = N,, Din teorema paralalelor echidistante rezultd cé
' =2 18 Fiind dat e :
\ Bt _ ate mul{imile ordonate de numere reale 4 — (a1, ag,...,a,) (AN,) == (N;N,) = ... = (N, 4,0).
; ( 1 bz,---, b ) n=2 n e N el ¢ : 1y Y2302 y%n/y 5
numér real b SO ¢l€ se numesc proporfionale dacd existd un Atunc .
s » nenul £, astfel incit e, — kb, @y = Kb, ., @, = kb : AE = mAN, si AC =nAN,,
e 4 L . 5 ) Lt ] = . .
numeste in acest caz coeficient de proporiionalilate. L ) daak AD AE
AR me ANy T e PO
Exemplu AC n+ ANy n AB AC
. AD
4 =259, B=6 15 27), Cazul II. Fie A—B-: o unde « & Q.
A si B sint pr i ol '
5 sint proportionale, coeficientul de propor{ionalitate fiind k — A —— Se presupune cil ‘f—i’g = B # a (fig. I1.15).
. i i 2 P 2
| G i, B='nll g =t Lo Cu 1, existd tul unic E’, E’ e (AC), E’ # E, astfel incit:
3 e 9 3.27‘ Se poate spune ci si (6, 15, 27) sint proporfionale cu ALY e e R ( }AE’#
(2, 5, 9), in acest caz coeficientul de proportionalitate Hind W3 1 AE’ = o AC deci =~
k = 1. celel d_o!m mulfimi de numere coincid. Duci 1;11me1-ele b#b. i ezl p?mcmﬂr « - s : ’ e
atunci definifia dati este echivalentd cu egalililile: 15 by, by nu sint nule a) Dacd B > « atunci B’ = (4E) i AE’ < AE. Existi n e N*, astfel fincit
. i’ B £'< EE’. Se construiesc pe (AC) punctele Ny, Ny,..., Ny, care fmpact (AC) in
= il F
8 by by by, n segmente congruente de lungime & unde k = — si ‘
ofinitie. Fiind 4 5 j it
! ate ; i .
multimile ordonate de segmente AN, = k, AN, = 2k,..., ANp_y = (n — )k, AC = n -k |
((4,By), (AyBy),..., (A,B )) Deoarece EE’ > k, rezulti ca cel putin unul dintre punctele de diviziune, de exemplu ‘
P n 7 - i
‘B oy i, N; = (EE’). Atunci
((A1B1), (A3By)yeey (ALB), n > 2, n €N e s ABO A e I ‘
ele se numesc proporfionale daci mullimile ordonate de numere (A ‘ o T e |
. A3By, vy 4,By), (A}By, A,B, ..., A, B,) sint proportionale it Prml 4 i A e e S e
Teorema 1, (Teorema lui Th 1 : : ToRLi
o ' ales.) Fie triunghiul A4 BC si Il BC N ;
D € (AB), E € (AC). Atunci g ABC si DE | BC. 1 AaMg ANyt o &
) (AC) iei (1) AB 56
Ab . ,A_fi_ﬁ_. Pe de altii parte, deoarece M;N;l| DE punctul M; e (AD) deci AM; < AD si
Demonstrajie : : AB ~ AB
itat i fiind contradictorii rezultd cd nu este posibil f > e.
Gzl . Sk vpen . AD 2 Inegalititile (1) si (2)
presupune ci i unde m, n&N*; rezulti AD . A7 b) Dacad B < « atunci E’ e (EC) si existd n e N* astfel inoit €% < EE’
deci (4D AB) si (m p o m n ) n : |
Lo ; , 1) sint proportionale. Iie %k > 0 coeficientul d (tig. 11.16). Analog cazului IL. a) punctele Ny, N, ..., Np; impart segmentul (AC) |
proportionalitate. Deci AD=km si AB—=k-n Se i e P |
; . e Imparle segmen- Ny
tul (AB) in n segmente congruente \ A
. g
prin - punctele M,, M,, ... M
. ’ n—
astfel ineit ¥
AMy =k, AM, = 9F,.. 3 |
AMyq = (n — 1)k, AB = n-k M N Mif— =g
(hig. T1.14). Pentru c¢d AD — m -k DF : \E
£ regultd ¢ D = M. Prin punctelo 7 / \
Fig. [144 ¢ My, My, ..y Mpy se duc paralele 8 i & ' e
g. Ll la. BC care intersecteazi (AC) . Fig. 1115 Fig. I1.16




in n segmente congruente de lungime k, k — 40 si deoarece ci k < EE’, existd
n
un punct de diviziune N; e (EE’). Atunci
AN; = ik < AE 5 AN _ @ _ AF
AC n AC
Se construieste N;M; || BC si M, < (AB).
cazul [, rezultd

(3) . 2 A d

AR — 40" §
si devarece M;N; | DE, M; = (BD) deci AM; > AD adici

= .

Aplicind rezultatul demonstrat la

() A 4D _
AB AR

Inegalitdtile (3) si (4) fiind contradictorii rezultd cd nu este posibil § < «.
Din IT a) si b) rezulti o = B ceea ce demonstreazi teorema.

Obsercatie. Enunful teoremei lui Thales este mai usor de memorat in formul
paraléla la una din laturile unui triunghi determin
tionale.

Folosind proprietitile proportiilor se pot obtine si

area: O
A pe celelalte laturi segmente propor-

alte proportii echivalente cu

AD  AE AD  AE AB - Ao
= 5,'31 anume: . =

AB  AC DB . EC DB~ EcC

Teorema 2, ((‘nn‘sm'in!{t a teoremei lui Thales.) Fie triunghiul 4 BC
d||BC §i (D} =d N AB, {E} =d N AC, A &'d. Atunei
AD AE
AB " dc
Demonstraie
Cazul 1. Dacd D € (AB) se aplicd teorema 1 (
triunghiului ABC §i dreptei DE (fig. II. 17)
Cazul Il. Dacd B < (AD)
dreptei BC (fig. I1I. 18).

demonstratd anterior),

se aplicd teorema 1 triunghiului ADE si

Cazul II1. Daci A € (BD) se construiesc segmentele (AM) = (AD),
(AN) = (AE), (AM) C (AB, (AN) c (AC (fig. 11.19). Atunci EMND este
paralelogram si MN || ED || BC, Daci M € (4 B)

A

se aplicd teorema 1

Fig. 11.17 Fig. I1.1s
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3 ica tri-
triunchiului A BC si dreptei MN, dacd B € (A M), se aplicd teorema 1
) 3 ;
unghiului AMN g dreptei BC. ‘ AT
Teorema 3. (Reeiproca teoremei 1.) Fie triunghiul A 5C
E e (AC, astfel ineit | iy
AD AE AD AL AB \|C

- gal - = sau =

T e DB EC DB K

0 D I (5

atunei DE || BC. )
" Demonstratia se face folosind metoda reducerii la absurd.
Teoremele 1, 2, 3 pot fi enuntate §1 astliel: Ly

Teorema lui Thales. Fie triunghinl A

; ; (tol ineit D si £ se afli amindoud
lifer { ~ AR E & AC astlel incit D 8§ £
tincte diferite de A, De A 2, L y

BC gi punctele 0, E dis

Al

,/““‘_ - y Ha ana e 1I“il]|‘!‘i e L

i o ] y pre ririle acestorg. Al .

fie pe laturile unghiului BAC fie pe prelungirile acestory e 10

dacii si numai daci DE || BC. o .
A i bleme care cer stabilirea

e a eroase aplicatn in pro : : r

ceastd teorema are num ! ' : emie

relatii intre lungimi de segmente sau in demonstrarea paralehsmul

te. » | . it )
dre’lﬁj‘ eoroma 4. (Teorema paralelelor umwim!mi:.r.n‘iAv..y :’j“ ‘:,::\:(1:.'1 ;!_rwi\i
e d.. =2 di| dgll e || s :«j';n;ivh} s 8k o8l I“f ctelp 1dys =
tele dy, dgyoy Gy, L] (41 d, N s {B}=d Nk {Bf= d,
—dy N s, {Ag} =d; N8 e {An} =0dn v {B1}
0Ok, iy {Bp} =dy N k. Atuncl
. Ady _ Agdy o Anadn
D | 13D BiJas i

Demonstratie. Dacd s || k, atunci .
A,A,B,By, AzA3B3By, o, An_yAnByBpny sint paralelograme g1
3 Gl e o & ’
Ads _ Apty——— Andn _ q(fig. 11.20).
BB, BB, By B 2 .
Daci s nu este paralel cu k, fie {0} = sNk. Se aplicd teorema lui Thales
i iului OA,,,B,,, i dreptei A;B;
triunghiului OA,;,B;,; % i b

A—iA,iﬂ ~ BiBin
de unde se obtine
04; Ay
i 08, = Bibu
Aplicind teorema Tui Thlales triunghiului 04, ,B; 4
gi dreptei 4,B, se obfine:

04; __ Aisdi
(2) OB.,. N Bi—lBi
Din (1) si (2) rezulté cé
Aidi _ Al d s
B;_1B; BB, 71{*1 \B"'I

1i trui=1,2,..,n—1,
Seriind aceste proportl pen ) 2, .
ge obtine girul de rapoarte egale din teorema.




Exercigil

1. Fie triunghiul isoscel 4 BC, (AB) = (40) si d o dreapts
Dacd {M} = d N AB, {N} = d N AC s se arate ¢ triun

ABC este echilateral atunci §i AMN este echilateral,

paraleld cu BC, 4 & d.
ghiul AMN este isoscel, iar dacy

2. Se considera trei semidrepte cu aceeasi origine M, cuprinse in drepte distincte si
punclele: 4, B pe prima semidreapti, ¢, D Pe a doua si N pe a treia, astfel ca
d(M, A). = 18, d(M, B) = 54, d(M, C) = 25, d(M, D) = 95, 0 dreaptd ce trece prin A

§i este paralela cu BN intersecteazd MN in E. in ce condifii paralela Ia A D prin E confine
punctul C? y

8. Se considers patrulaterul convex 4BCD. Paralela pr
teaza dreapta AC in E, iar paralela prin 4 1a 1
F. 83 se arate ¢ EF || C

in B la latura AD intersec-
atura BC intersecteazi dreapta BD in

4. Fie triunghiul A BC siMN || BC, M = AB, N e AC. Se duc MM 1 AC, NN’ ||
NAB (M < BC, N' = B ). Prin M §i N” se duc M'P 4B si NG AC, P = Ac,
Q= AB. Sa se demonstreze cj PQ || MN, ' :

b. Fie triunghinl 4ABC $iD, EF, G H mijloacele se
{EF), (ED). Fie QH NAC = {I} si BEN AC — {J}. At

) 47 = 3'1¢,

i) HI = 3 GH,

iii) BE = 3 EJ.

gmentelor (BC), (4.D), (BD),
unci

§ 7. Teorema bisectoarel

Teoromii. Fie triunghiul A BC §i D € (BC). Atunei (AD este bisec-
N
wiarca unghinlui BAC daed §i numai dacy 22 _ A8

==
Dc AC
: e gy - . : Oy s
Demonstrafie. 1. Se arati of dac (AD este bisectoarea unghiului BAC
. BD AB
atunei —= = £2
bc AcC

Se construiegte prin ¢ paralelala AD care intersecteazi 4 B in E (tig. 11.21).

Din' teorema lui Thales rezultd ci 22 _ ii—lz. Triunghiul ACE este isoscel

DC AE
pentru cd AEC = BAD (unghiuri corespondente), ACE = DAC (unghiuri
Ntz SN 2o e
c alterne interne) §i BAD = DAC (din ipotezi

(AD bisectoare). Deci (AE) = (AC) de unde
rezultd egalitatea din teoremd.

i 2. Se aratd, prin reducere la absurd, c§ daci
LN atunci [AD este bisectoarea unghiu-
DC AC

RS
lui BAC (fig. I1.22). Intr-adevér, dacd [4 D nu este
bisectoare, fie D' & (BC) astfel ineit (AD' este

8 0 & . T . ; ?
; bisectoarea unghiului B4 Atunci B __ 4B
Fig. IL.21 ng  de
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si deci 1)’ imparte segmentul (BC) in anel.as,j.l
’ sibi
raport ca si punctul D ceea ce nu este posibil
: b .
decit daca D = UV,

! 3 8 X mula
Si  aceastd teoremid se pnntn’ for
intr-un ehunt usor de memorat: ,bisectoarea
) '_ 5 2 ¥, T 1 . -
unui unghi al unui triunghi detes mind pe latura . -, :
opusii unghiului segmente proportionale cu A
- ' i l [ ‘1. ¢ ‘(c { s it e
laturile unghilm 51 reciproc”.

Exercitii

€ & ; 1[4 sle hisecloarea unuia
1. Fie triunchiul ABC, D e BC s D ¢ (BC). Atunci [AD esle bisecloarea u
« 1916 1riungt ¢ ss ;

i
frinnghinlui, dacid si numai dacil —— =

din unghinrile cu vietul in A si exlerioare 0
b i i iulni exterior).

- ﬂ—lf— {teorema bisectoarei unghiului exterior)
AC . ;

v 3 4 se cul-
i lrinnehi SRERY \' R — ¢ AC = b, BU =a. siiseica
2, Lungimile laturilor unui lrvinnghi A BC fiind ¢ = bl ; o
| " L“nh:l]]::}]!c lc;ilrltl‘:'r:ﬂn'ﬂe de bisectonrea unui unght a triunghiului pe natul.\{nﬁ?n
uleze segmentele de b o bis i 1o e
¥ ”: intecun friunghi A BC, bisectoarele nnghiurilor lormarte cIl,o. l};ﬂ(fjll:; BBJ“‘.{m. (E,,vl
) ke i e it oBlol a laturi in si Q. Ba se ar i
e (BC)) cu latura (BC) wtersecteazi celelalte doull la : & ﬁ
2C. Reciproe, dacd M < (BC), MP si MQ sinl bisectoarele unghiurilor AM B
PQ|| BC. aciproc, daca )y > ) 3 7
i i M s il Talurii (BC).
Tari 3 9) si PQ j| BC, atupei M este mijlocul
respecliv AMC (P = (AB), Q e (AC) 51 PO || ok i ;}
i i o AB =2 BC = 30, [BD Dbisectoarea ung 4
Se di leiunghinl ABC en, 48 20, ) e e
4(.,4.2‘[) d‘lll Ir:}:lt!lhD‘E || AB (& (BRC)) si dreapta EF || BD (F e AC)). Si se dele
D e, >), dreapt: . D= :
ming AC. daca AD — FC —= 1.

§ 8. Aseminarea triunghiurilor :

Definitie. e triunghiurile ABC si A'B'C". Daci

R

AR de By
A AR A B¢
-~ l!\ /\J A ,\1
(2) A=A Bl 0=

i i 1 ’ le (;J- sSLose .,'('1"“,
se bpllf e ¢d ex .S‘l'a O ascmanare ,nL]' Ll'lu ih'h‘ll] ll A fj(‘ 51 ‘ 'B
3 g @ A L e ny e SL S S v

AABC ~ AA'B'C’

a 9 i | i 1 1 L s 1§ i 1 lLll £ ase-
L" "\'i 1n Cﬂ!ul ('('}llof'u[.ntt. 3 1‘]1;1’ ) dﬂua Ll'lung iurt pOL ,,\lbhd ma
A 9 i ] o 3 3 ) h 1 ey 5 3
manat i. ‘
s I i i ] 4 senenea (la[‘a mntre
lin i i 3 numesc ascmen

U l“'l - L)UUH L['lunghlu‘ll AB(, g1 ,4. B (; se '. 2

Ble ex1s lu (_':P,] pu[‘ili O asemanare.

S i o
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Exercigil

1*, 84 se demonstreze ci dacd NABC ~ NA'B'C’ si NA'B'C’' ~ ANAYB"C”, atunci
AABC ~ AA"B*C”.

2*, B84 se demonstreze cd dacdi ANABC ~ AA'BC’ 51 NA'B'C"' = NA"B”C”, atunci
ANABC ~ NA"B“C”,

Prin notatia AABC ~ AA'B'C’ se intelege c# ordinea virfurilor este dati
gl are loc aseménarea definitd de egalitifile (1) si (2). In acest caz, perechile
de virfuri (4, A"); (B, B’); (C, C’) si perechile de laturi ((BC), (B'C")), (AC),
(A°C"), ((AB), (A'B’)) se numesc eorespondente sau omoloage. Raportul lun-
gimilor a dou#i laturi omoloage se numegte raportul de asemdnare al celor
doud triunghiuri. Evident, doud triunghiuri congruente sint asemenea, ra-
portul de aseménare fiind egal cu 1 si oricare doud triunghiuri echilaterale
sint asemenea. O altd situatie in care sint puse in evidentd triunghiuri ase-
menea este datd de urmitoarea:

Teorema 1. (Teorema fundamentali a . aseminirii). Iie

ABC 4i DE | BC, A # D, D € AB,"E € AC. Atunci ANADE

Demonstrajie. Existd trei situatii posibile: 1) D & (AB), 2) B € (AD),
3) A € (BD). Se va da demonstratia numai pentru cazul 1), intrucit cele-
lalte cazuri se trateazdi in mod analog cazurilor considerate la consecinta
teoremei lui Thales.

Deoarece DE || BC rezulti ADE = ABC (unghiuri corespondente),

AED = ACB (unghiuri corespondente), DAE = BAC (fig. 11.23). Din teo-

AD AL

rema lui Thales rezultd ci e Se construieste EF | AB, F € BC

o o AB o BR 2 <

g1 atunei e Deoarece BDEF este paralelogram rezultd (DE) = (BF)

sl AL _ On deci se obtine il Rl DE  Riind indeplinite egalitiitile
AcC BC AB AC

din definifie, rezultd cd AADE ~ AABC. Notiunea de aseminare se poate
extinde gi pentru poligoane.

Definific. Doud poligoane convexe A;4,4; ...

4 oAy 81 B B,B; ... B, se numesc asemenea dacd
dhidy Fdaia o Hoady
‘BIBE. ZB:{ BTL—IB'H.
8 s A A A A A A
0 5 Ll Ay= By, Ay, = B,, ..., 4, = B,

Pe baza teoremel 1 se pot demonstra Leore-
mele asemindrii, numite gi cazuri de aseminare,
g & ¢ care stabilese conditii necesare si suficiente pentru

Fig. 11.23 ~ ca doud triunghiuri sd fie asemenea.
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A
B’ c
Fig. 11.24
Fie triunghiurile 4 BC si A'B'C':
Teorema 2, Daci A = A' gi B= B atunci ANABC ~ AA'B'C’
1 Y y 1 AC A g S ) I
Teorema 3. Daca A = A4' 81 -5 = - atunei ANABC ~ NA'B'C
3 4B "0
3¢
I 4., Dacs s e n { BC AT

Demonsirajit. Fie D & (AB astfel incit (A'B')= (AD) si DE || BC,
E € (AC. AADE ~ AABC conform teoremei fundamentale a asemiini-
rii (fig. 11.24). Se va demonstra ci in ipotezele fiecireia dintre cele trei teo-
reme AADE = ANA'B'C! s deei NABC ~ ANA'B'C.

1) A=A {(din ipoteza teoremei 2)
I T A
ADE = ABC = B’ (din constructie gi ipoteza teoremei 2)

(AD) = (A'B’) (din constructie).

Deci AADE = NA'B'C’ (din U.L.U.).
AB

1 3 . .
2 s e T oteza teoremei 3
) A’B’ AC! ( P )
AB AC rezulta aln 040
:,] 5= 1_‘ ! (pentru ca ANADE ~ AABC) AT T AR

(AD) = (A'B’) (din constructie)

deci (A’C") = (AE), deoarece A = A’ §i (AD) = (A'B') rezultd o
AADE = AA'B'C’ (din L.U.L.).

AD AC BC - ' -
. = = ——— (din ipoteza teoremei 4)
1‘11}.)’ _‘_‘Jilcl jf’cl

o Bk (pentru cd AADE ~ AABC) si (AD) = (A'B),

3)

‘AD ~ AE  DE
rezultil ca
_AB AB AC AC BC BC

A'B°  AD _ A'C" . AE  BC _ DE'

Egalitatea rapoartelor cu aceeasi numdératori implicé‘ egalitatea numitorilor
deci A'C' = AE 51 B'C' = DE gau (A'C') = (AE) §i (B'C’') = (DE). Rezulti
gl in acest caz ca AADE = AA'B'C’ (din L.L.L.)
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(& ll,;t,w,w;r;

\ 1. Sa se masoare adincimea unei fintini
pind la .nivelul apei prin mijloace simple.
Rezolvare. Observdtorul aflat in punctul D
priveste din punctul C (ochiul) bordura, punctul
B, zérind suprafata apei in punctul A, astfel
incit A, bordura B g ochiul ' sa fie in linie
dreaptd (fig. 11.25). In acest caz ABCD ~

~ AABE si Z2 _ 8Py ynoimile €D, BD,

BE = AE
AE sint respectiv iniiltimea observatorului,
distanta de la acesta la bordurd si ldrgimea fintinii deci pot fi misurate

gl rezultd BE = Loy

Fig. 11.25

BD
2. Determinarea indltimii unui copac folosind legile reflexiei intr-o oglinda
plana.

) Rezolyare. Intr-un punct O este situati o oglindi pland, indltimea copacului
fiind A B, observatorul.situat in punctul D, O & (AD) se deplaseazd astfel
ncit din punctul € (ochi) ziireste in oglinda virful copacului (fig. 11.26).

Stiind ¢d BOM = MOC (unghiul de incidentd este congruent cu unghiul de

reflexie) rezult{ AAOB ~ ADOC, deci %’?:.‘i‘?- 40, OD, €D fiind

Do’
respectlv distanta de la copac la oglindd, distanta de la oglinda la obser-
vator si indl{imea observatorului; in urma inlocuirii acestora in proportie
se abtine: AB = v e

DO -
3. Determinarea indliimii unui copac, despértit de observator printr-un

ohstacol, fo_losind legile reflexiei intr-o oglindd pland.

Rezolvare. Se agazi oglinda in O si observatorul se deplaseazd in punctul
D, O < (AD), astfel ineit din (' (ochi) zireste in oglindd virful copacului

8

//K\“l LIS S ANT L LN KN L N

Fig. 11,26
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(fig. 11.27). Atunci AAOB ~ ADOC. Se deplaseazi oglinda In O', 1ar
ohservatorul se deplaseazi in D' repelind observatia, se obtine NAO'B ~
~ AD'O'C’ Seriind  proportionalitatea laturilor triunghiurilor asemenea
obhtinute, avem: j

AL = ol sl _/LP = LO—’ deoarece DC = D'C’ rezulta AR = e = -1-}-;— —
D 10/0] D'C’ Do’ De no o D'e’

00’ !

oL AGl . A0 - A0
LpOT L DO — Do . B0 — B0
Prin urmare

AB N Og’g

nc Dot — no’

o b : ok = . ; DG - 00’
00', DC, D'O', DO se delermind cu mijloace simple dect AB = })Ii),—])&

Exercitii

8. I'ie ABC un triunghi si fie 47, #’, €’ trei puncie coliniare distincte astlel. ca

‘A e BC, B e €4, U e AD, 5 se arale ca

A’_Ii' BC C'A

= — g =1 (teorema hii" Menelaus).
AC B'A OB

Indicatie. Se duce o pavaleld prin € la A B care infersecteazd pe A’B’ in P.- Din pro-
portionalitatea laturilor rezultatd din aseminirile ACPA” ~ ABC'A’, NABC’ ~ ACB™P.
se obtine relafia cerntd.

4%, Se considerd pundtele 4’ &, €’ situate pe dreptele BC, AC, AB determinate de
laturiie trinnghiului ABC. Dacit dond dintre ele sint situate pe laturile triunghiului si unul
pe prelungirea laturii, sau nici unu! nu e sitvat- pe laturile trinnghiylui §i este verificata
relatia din problema precedenli, atunci cele trel puncte sint coliniare (reciproca teoremei
lni Menelaus). ;
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{A”} = BC N B’C’. Din relatia dati gi din exerciliul 8 rezulti 4’ = A"

8. Se considerd un triunghi ABC si Lrei drepte cohcurente AM, BM, CM care mai
intersecteazd suporturile laturilor tl'iunghiului in punctele 4°, B’, €’. Sa se demonstreze
refatia

A'B BC C'A
A'C BA oB

Indicatie. Se aplica teorema lui Menelaus in. triunghiul B’BC pentru punctele coliniare

A, M, A’ si in triunghiul ABB’ penlru punctele coliniare C, M; ¢,

6*. Fie A’, B’, ¢’ trei puncte situate pe laturile (BC), (AB), (AC) ale trmnghu]lu[
ABC. Si se demonstrezé ci daca este verificati relatia din problema precedenta alunci
dreptele AA’, BB, CC’ sint congurente (reciproca teoremei Ini Ceva).

7. Sd se demonstreze i intr-un triunghi produsul dintre lungimea unei inal{ini si
lungimea jaturi corespunzitoare este acelagi pentru fiecare iniltime.

8., S se demons}rean ca distantele de la un punct M al medianei (AD) la laturile
{4 B), (AC) ale unui triunghi sint in raport invers cu lungimile acestor laturi. Se va

deduce ci distantele de la ceniral de greutate la latuu sint invers pmpor;mna]e cu
lungunile laturilor. : ¢

= 1 (teorema lui VCeva).

!
9. Dintr-o tabld triunghiulard se cere si se taie un pdlrat cu o latura pe latura cea
mai mare a triunghiului 1 cu celelalte dona virfuri pe celel; alte laturi ale trinnghiului.

10. Pe latura (AB) a triunghiului 4 RC se considerd un punet. Gy, Prin A se duce
paralela la €C; care intersecleazd BC in A, si prin B paralela la CC, care intersecteazd

AC in By, $a se demonsireze ci --——-{— bt

BB, cC0C,
Indicatie \
60, A€ ' 66, /. 6R

Bl CAB T AR
€6, 4 CC _ AC + 6B

- = = 1.
4,4 ' BB AR

11*, In triunghiul 4 BC se considera bisectoares unghiului U care intersecleazd latura

(AB) in D. Demonstrati ¢ CD < |fAC - BC. /

Indicatie. Fie E = (AC). astlel ca CDE = CKD. Deoarece CDA > CBD si
CHB cD

s CD?* = CE-CB < CB - AC.
(87)) CF

12. Prin punctul de mter‘seoLle O al diagonalelor unui trapez se duce o paraleli la haze,
care taie laturile nepa[alele in B siF. Sidse avale cd O este mijlocul segmentului (EF) .

13. 54 se arate ca dreypla determinata de punctul de intersectie al laturilor neparalele

ale unui trapez $1 punctul de inlersectie O al diagonalelor trece prin mijloacele bazelor (ra-

pezului.

§ 9. Relatii metrice

Nefinitie. Fie o dreaptd d i un punct M, M & d. Se numeste proicciie
orlogonald a punctului M pe dreapta d piciorul perpendicularei din M pe d.
Dacd MM’ | d, M' & d, se noteazi M’ = praM. Pentru M & d se definegte

70

Indicagle. Se arati ci de exemplu B‘C’ nu poate fi paraleld en BC gi se noteazii

p’rdM = M. Pentru prescurtarea exprimdrii, in continuare, se va folosi doar
termenul proiecjie care va desemna proiectia ortogonald (fig. 11.28).

Delinitie Fie M o multime de puncte si d o dreaptd. Mul{imea _#’
5 : i b R
se numeyue proiectia ortogonala a multimi i pe d dacd ' este mulfimea
Y i 3 3 1 b ma e
proiecsilor pe 4 a punctelor muitimii . .Se noteazd M' = pro .
!.“:}':\-,‘l‘i'i';h.ii

1. $4 se arate ¢i proiectia unui ségment (AB) pe o dreaptd d este segmentul (CD)

ande € = pryd si D = pryB.

9. 3 se arate ¢it proieciia unui poligon pe o dreapld esls un segment inchis.

Teorema 1, (Teoptmn catetel.) Lungimea eatelel lhsllln li’lrnlar'.,‘h‘l dropt-
unghie este medie proporgionald futre lungimen ipotenuzei §i a proiectiei catetei

po ipotenuzil

Teorema 2. (Teoremn fniltimii) Intr-un triunghi dreptunghie, lon-
gimen inal{imii duse din virtul vughiului deept este medie proportionali intre
=] )

ol imile s b e it voeatetelor pe inotenuazil,
lungimile prokciiilor ecatetelor pe i) A

Se reaminteste ci numérul pozitiv ,a“ se numeste medie proporfionald,

(saﬂ geometricd) a nwuerelor pozitive 0% gi ¢ daca a? = be.
: " g ‘ ‘
Demonstratie. Fie triunghiul A BC, m(4) = 90° si fie D=pryA (fig. I1.20).
Deoarece ZA} gl 2‘ sint ascutite rezultd cd D & (BC) (ex..'l $12.1) sl (B.U) =
= prg(AB), (CD) = prgc(AC). ABDA ~ ABAC fiind dreptunghice sl

4 . AB __ BD :=CB+ BD ceea
avind unghiul B comun, deci "7 = 70 de unde AB

ce demonstreazii teorema 1. B

Analog AADC ~ ABAC de unde rezultd ABDA ~ AADC si ]

r's

o deci DA? = DB+ DC ceea ce demonstreazd leorema 4.
DC

Teorema 3. (Teorema lui Pitagora) Totr-un triunghi

2 - _, ; b e e it S a nitr: . eimilor
dreptunghic patratul lungimii ipotenuzei esle egal cu suma, pitratelor lungimilor

catetelor

A
M
[}
i
|
|
i
{
J v B D c
Fig. 11.28 Fig. 11.29
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A A
B D c B8 D c
Fig. 11.30 Fig. 11.31
Demonstragie 2
Fie triunghiul ABC, m(4) = 90° 5i D = prgya (fig. 11.30). Atunci
AB? = BC- BD,
AC* = BC- DC.

Deci AB* 4 AC* = B( - (BD \DC) BC2

ea in M.I‘Tf.i_’_\“:.;firf;h.\ii

Demonsiraite. Se cousidera trei cazuri

a) _)’ ascutit, atunci D € (BC) (tig. 11.31). Trluncluumlp ABD i ADC

fiind dreptunghice au loc egalitatile:

(2) AB: = AD*® -+ BD‘Z
(3) vADE=AC? —
(4) BD'= BC — DC.

Se inlocuieste in (2) AD si BD date de ealitatile (3) si' (4), atunci
AB* =-A(? — DC* 4 (BC — DC),
AB* = AC* 4+ BC? — 2BC - DC.

A b) B nhtuz, atunel. B (DC), (fig. 11.32)
egahtatllc (2) 51 (3) vémin adevirate si are loc
(5) BD = DC — BC.
Inlocuind in (2) AD si BD date de (3) si (5)
D se obtine
8 c 2 !
Pig. u.alz AB? = AC* — DC% 4 (DC — RC)?

e N T = ek S -y

deci ‘ A
AB?2 = AC? 4 BC?* — 2BC « DC.

c) m(B ) 90°, atunci (1) rezultad
din teorema lui Pitagora.

_ - D
h uz 1,:‘; = prgsA, Fig. 11.33

Demonstrajie.’C fiind obtuz rezultd ci ¢ < (BD) (fig. 11.33). Din triun-

. ghiurile dreptunghice ABD si ACD se obtine:

@), 5t ' AB®= AD®+ BD?,
(8) AD? = AC? — CD?,
) BD = BC + CD.

Inlocuind AD, BD din (8) gi (9) in egalitatea (7) se obtine:
AB?2 = AC? + BC® + 2BC - DC.

1 6. (Reciproca teoremei

« <LHTCL ( \ HNZNiiE  esve are _.-.-,[u
Demomrm;ae Se consider trlunghml 4 BC in care
AB? = AC?* 4+ BC?

Fie D proiectia lui A pe BC. Daca A(’B nu este unghi drept atunc1 D+t C,

Tinind seama de ipoteza si de relatiile (1) sau (6), (dupd, cum l("H exte
ascutit sau obtuz) rezultd BC - DC = 0, adicd DC = 0, ceea ce este in con-

; AN .
tradictie cu C # D. Rezultd cd m(ACB) = 90°.

Aplicatie, 5a se arate ci fiind date’trei humere reale pozitive a, b, ¢ astfel incit e < b +
+e,b<a+e ¢c<a+ b existd un triunghi ABC pentru care AB = ¢, A(, = b
BC = a.

Rezolvare, Se poate presupune cia < b < ¢, sipeo dmaptédse considerd punclele
A, B astfel ca AF = c. Se va arita ci se poate determina pomtm unui punct M,
M e (ABN si a unui punct .C care apar’l;me perpendicularei in M pe AB astfel ca
AC ='b si BC = a. Pozilia acestor puncte este determinatd daci Se  CUnose

fn acest SCOp vom presupune ca existi triun-
ghial cerut ARC si notind ca M proiectia lui C
pe A& se calculeaza valorile lui z si y. Deoarece
am presupus ¢l a < b < ¢ rezultd cd unghiurile
A4 si B sint ascutite si deci M e (AB) (ex. 1,
§ 12, I). Aplicind teorema lui Pitagora generali-
zatd se obtine e = 02 + ¢® — 203, devi:
b2 '1- L' T Ll!

10 — e Pl Ry B oA
Fig. 11.34 LR Es T e RS S

; numerele x = AM si y = MC (lig. 11.34). .




in ipoteza ca triunghiul ABC existd, rozultil ci exisld si segmenlele (AM), (C M),
Geci & >0 g1 & < b.

3e trece acum la rezolvarea propriu-zisi a problemei propuse. Se va arilla od in
ipotezele ficute in enuny si @ < b £ ¢, numerele x si y definite prin formulele (Lo}
existi si sint pozitive ceea cerevine la 0.<< 2 < b. Diné > asic > 0 rezultdi & > 0:
Pe de altid parte, prin ipoteziic < a + b, deci 0 < ¢ — b < o si asllel (¢ — b)? < a®
De aici se deduce cid b2 + ¢? — 2bc < a?5ib% | ¢ — k< 2be, de unde rezultii

2 el g
=LL£_(b.
2e

Se determin#i pe (AB (pe baza teoremei de constructie a unui segment) punctur M
astfel ca AM = z si pe perpenditulara in M pe 4B punctul C astiel ca MC = y.
Cum =z <b < ¢, rezulti M = (AB)si AC? = z8 4 y? = 2% {- b® — a* = b%, BC* =

; b2 g= T8 9
= MB? 4} CM?2 = (¢ — z)2 4 y* = ¢ — 2cx + 22 4 y? = c® — 2¢ +L‘2 a-}-
¢ e

4 a? + b — 2% = gt

S-a demonstrat cd triunghiul ABC astfel construit indeplineste cerinfele problemei.

Exercitii

A
3. Se considera triunghiul ABC (m(4) = 9G°) tn care AD | BC, D = B(C. Siise wale cll

i
. AD? AB"‘ i AC°

4, 54 se demonstreze cd raportul lungimilor proiectiilor catetelor unui triunghi drept-
unghic pe ipotenuza este egal cu raportul pitratelor lnngimilor catetelor.

6. Se considerd un friunghi ABC gi fie D proiectia lui A pe BC. Perpendiculara in A
pe AB intersecleazd pe BC in E. Daci AB = 138, BC = 21 i AD = 12 si se alle peri-
metrul triunghiului ACE.

6. Prin virful 4 al triunghiului isoscel A BC se duce o paraleli la BC pe ¢are se consi-
derd un punct M. S se demonstreze ci: \

MB?* + MC* = 2(MA* + ABY). i

Indicatie, Se noteazd cu B’, C’ proiectiile lui B, € pe AM. Unul din trinnghiurile MAB'
5i MAC are unghiul din A obtuz gi celd]a]tare unghiul dip 4 asculit. Se calculeazd cu Leo-
rema lui Pitagora generalizata MB* gi MG? §i se Ei'hllld

7. In dreptunghinl ARCD, perpendigulara din A pe diagonala (BD) inlersecteazd
dreapta BC in F. Si se demonstreze cd

AB? = BF - BC.

8. Se considerd triunghiul AB’C, m{ﬁ) = 90° in care AB = AC + 6 si BC == 30,

i A
84 se determine CD, (CD fiind bigsectoarea unghinlui C, D e (47).
9, Se ‘considerd triunghiul ABC sl indllimea BD, D e {AC). Pe laturile (AB) si
{BC) se vonstruiese triunghiurile dreptunghice ABE, BCH,

N, N
, m(BAE) = m(BCF) = 90° 5i (4E) = (DC), (¥C) = (AD).

54 se arate ca (BF) = (BE).
10.. Se considerd patratul ABCD, cu AB = & si punctul £ e (4AD), astfel ca AE = 1.
Sa se afle distanta de la punctul B'la dreapta CE.

Indicatie: Se foloseste proprietatea td intr-un triunghi produsul dintre lungimea
indltimii si lungimea laturii corespunzatoare este vonstant,

4

Exercitli' recapitulative

1. Lungimile bazelor unui trapez sint a, b, a > b i distanta dintre baze este k. 34
se alle:

i) distanta dinire punctul de intersectie a laturilor neparalele si baza micd,

il) distania dintre punch.ll.de intersectie a diagonalelor si baza mare.

2, Si se arate cil lungimea medianei (AM) (M < (BC)) a (rinnghiului ABC, esie:
2AB*+ AC?) — BC?

4

3. Se gonsidera Lrinnghiul ABC in care AB = 40, #C = 50, CA = 60 si hisectoarea
(AD, D e (BC). Si se alle in ce raport imparte bisecloarea (BE, segmentul (AD).

4. Se di un patrat ABCD si M < Int ABCD astlel incit

AM? =

B e AN
m(MCD) = m(MDC) = 15°,

54 se arate ci triunghiul 440 este echilateral.
5. Se considerd patratul ARCD si punclele E, F, care determini pe CD segmentelé
(DE) = (EF) = (FC). Fie {G} = AE N BC si H mijlocul lui (AG). 84 se arale cd DIl =

=L g

6. IMie (AC) cra mai lungii dintre diagonalele paralelogramulni 4 BCD gi I, I, picioa-
rele perpendicularelor din C pe AB si AD. 54 se arale ci:

AB - AE 4 AD+ AF = AC2.

7. 8e considerii lriunghiul ascufitunghic ABC si D piciorul perpendu.uldrm dm A
pe BC. Se noteazd cu [2 i & intersectia perpendicularelor pe BC in punctele B si Le
cu infilfimile din C si B. $9a se demonstreze cii dacd (AD) = (BC) alunci:

i) triunghiuvile BDE si CDF sint isoscele,

ii) triunghiul EDF este dreplunghic si (DA este hisecloarea unghiului ED#,

8. Fie 4, B, C, D, centrele de simelrie ale pdlralelor conslruile in exlerior pe latu-
rilz unui romb, S& se arate cad 4 BCD este patral,

9. Se considera triunghiul ABC eu

AB = 34, BC = 56, M = (AC), (AM) = (MC) BM = 39.

Si se afle distanta de la M la dreapta BC.
10. Se consideril triunghiul A BC cu

e :
AB = AC, BAC obtuz si AD | AB, D = (BC).
= BREGE) S e O e
Sa se alle S stiind i BC = 32 si distanta de la 4 la dreapla BC este 12,

11. Se considerd triunghiul dreptunghic A BC (m{;i\) = 90°), M pieiorul perpendicu-
larei din A pe BC, N mijlocul laturii (BC) si P intersectia dreptei AN cu perpendiculara
dir. M pe AC. Dacl (AP) = (PN), si se arale cd unghiurile asculite ale triunghiului A BC
au misurile 60° si 30°,

12. I'ie un dreptunghi ABCD. Si se demonslreze cd pentru orice punct M esle veri-
licatda relatia MA®* 4 MC?* = MB? | MDD

Indicatie. Se ulilizeazid rezultalul exercitiului 2.

5




|

13. A4, B, C fiind trei puncte coliniare B = (AC) $i O un punct exlerior dreptei AC,
sd se demonstreze relatia: OA*+ BC — OB+ AC + OC®* AE = 'AB+ BC+ AC, (Relatia
lui Stewart.)

Indicatie. Se aplica teorema lui Pitagora generalizatd in triunghivrile OAB i OBC.
relatiile obtinute se inmultese respectiv.en BC si AB si se adund membru cu membru.

14%..8d se afle locul geometric al punctelor 14, pentru care diferenta patratelor’dis-
tantelor la doua puncte dale A, B si fie o constanta k.

Indicatie. Fie O mijlocul segmentului (AB) si N proieclia lui M pe 4 8. Presupunind
k> 0, avem MA > MB si N e (BO. Aplicind teorema lui Pitagora generalizati in

Lriunghiurile AMO si BMO se deduce: MA® — MB* = 248+ NO = k, NO = it

deci VO este constant si locul geomelric este perpendiculara pe AE, dusid prin punctul
fix NV

15. Se da piteatul ABCD cu latirile de lungime a. Pe laturile (BC) si (CD) se iau
punctele E, respectiv F astfel incit BE = % a §i Cl' = -if @. S se aralte ¢i Lrinnghiul
AEF esle dreptunghic.

16. Sa s& demonsireze cd intr-un paralelogram, suma pitratelor lungimilor diagona-
lelor este egald cu suma patratelor lungimilor laturilor,

17. Sd se afle raportul dintre suma patratelor lungimilor lalureilor unui triunghi si
suma, patratelor medianelor. Sa se dedued de aici cd intr-un triunghi deeptunghic, suma
patratelor medianelor corespunzitoare catetelor este egald cu de cinci ori pilralul me-
dianei relativd la ipotenuzi. 3

18. Se considerdi trapezul ABCD. Paralela cu bazele BC si AD afe lrapezului ce
trece’prin punctul de interseciic al diagonalelov intersecleaza Inburile neparalele in punclele
Esi F. Sa se argte ca: : '

s
B = Tmm_]—r :
BC " AD

19%, In patralaternl convex ARCD | I@ esle mijlocul laburii (A4 £) 51 4 mijlocul laturii
(CD). 84 se demonstreze ci ml;loacele segmentelor (AF), (CE), (BF), (DE) sinl viclurile
unui paralelogram. . .

20. Printr-un punct variabil D situat pe latura [BC] a unui lriunghi ABC se duce
o paraleld la mediana A/M, M flind mijlocul laturii (BC). Aceastii paraleld inlersecleazi
dreptele AB si AC in punctele E, respectiv /. 83 se arale ca:

AF _ AE
AC ~ AB

si DE + DF = const.

N

I
21. Se considerd un trapez isoscel ABC!)_CU hazele (AB), (DC), AB = 2q, DC = 2b,

Fay
in care diagonala AC este bisectoarea unghiuloi 4. Sa se exprime cu o si b lungimile
diagonalelor si lungimile laturilor neparalele ale trapezului. (Se bresupune b < a < 80.)

]
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In capitolele precedente s-au dehmt i studiat diferite multimi de puncte
din plan (unghi, poligon convex, mediatoare, bisectoare etc.). Utilizind
notiunea de loc geometric se pot defini si alte tipuri de multimi de puncte
dintre care, in acest capitol, vom studia cercul.

Definitie. Fie r € R, r > 0 si O un punct din plan. Se nume%te cerc de
centru O i razi r locul geometric al punctelor M din plan pentru care OM=r.
Se noteazd @(0Q, r) = {M |OM =r}. Pentru trasarea cercului se folosegte
compasul (fig. 1I1.4). Daci M € €(0, r) atunci pentru segmentul (OM)
se va folosi denumirea de raza (OM). Deci cuvintul ,razi* are doud senswuri:
poate fi un numdr r sau un segment (OM). In general, din text se intelege
despre care sens este vorba.

[ .. Fiind dat cercul @(Q, r) multimea punctelor P din plan pentru
care OP < r se numeste inleriorul cercului. Se noteaza

Int @O, r) = {P'|0P <r}.
Se. defineste si exteriorul unui cerc si anume: Ext @O,r)= {Q |0Q >r}.

Teorema 1. Interiorul unui cerc est ) muliime

Demonstratie. Fie @0, r) si A € Int @(0 r), B € Int @0, r), deci
0A <r,OB <r (fig. 111.2). Daci P € (AB) atunci OP < 0A sau OP <OB
(vezi ex. 5 § 12, cap. 1). In ambele cazuri,rezultds OP <r, deci P&lInt (0, 7).

)’

Delinitie. Se numeste disc de centru A~
O si razd r,r > 0, multimea €(0, r)U A )
U Int €(0, r). - fi v
Se observi cd €(0, r)U Int @(0,r) = ; 0
Dou# cercuri care au razele egale .

ge numesc congriente. Fig. I11.1 . Fig. .z

(i




Pozitia unei drepte fatd de un cerc

Teorema 2. Fie cercul (f(| r), r > 0 si dreapta A.

a) Daei d(O, h) <r,
comune,

atunei dreapta A i cercul (0, r) au exact douni

b) Dacii d(0, k) = r, atuneci dreapta L si eercul €0, r) m
comun.

¢) Daeil d(O, k) = r atunei dr reapta % si cerenl @(0, r) nu au punete com
Demonstratie. a) Dacit d(0, k) = 0 deci O  h, alunci pe cele doud semidreple

W' si h” determinate de O pe k, existd cile un singur punct A e ', B < h”
04 = OB = r (lig. 111.3).

, asllel ca

Dacd 0 < d(0, &) = r; <r, atunci se noteazi 0’ — praC (lig. 111.4) si pe semi-
dreptele 4’ si 2” determinate de O’ pe &, existi punctele unice 4 e h’, B'= h”, astlel
incit lungimile segmentelor (0’A) si (O'B) si lie de o anumita Valmu‘e de U\unplu

I _ ’ == . 2
OA=0'B ]/r — rq. Triunghiurile 00’4 si O0’B fiind dreptunghice, din teorema

lui Pitagora se determind 04 = OB = |/007 + O’A% = r, deci puncte A si B apartin

cercului @(0, r). Oricare ar fi punctul 34, M < &, astlel incit O’ /]/f — r':f1 rezulli
cid O = |/OO® OB < p si M = Int €(0, r), iar dacd O'M = l/r“ — rf, atunci
OM > r, si M e Ext (0, r). '

b) Daci d(0, k) = r, fie O’ = pr,0, deci 00’ = r adici O = 2(0, r) Dacd Mk,
M s O, atunci OM > 00’ = r si deci M = Ext 6( r) (fig. 111.5).

¢) Dacil d(0, k) > r alunci pentru orice punct M, M = h, OM > d(0, &)
deci M e Ext €(0, r) (lig. I11.6).

=

Fig. 111.4

Fig. II1.5 Fig. 111.6
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Definitie. Dreapta h se numeste tangentd cercului @(0, r) daci existd exact
un punct comun cercului @0, r) si dreptei A. -

Din teorema 2 rezultd cd dreapta h este tangentd la cercul . €(0, r) dacit
si numai dacii d(Q, h) = r. Punctul 0’ comun tangentei £ si cercului @(0, r) se
numeste punct de tangentd. Din demonstratia punctului b) a teoremei 2 rezultd
ci

~raza (00') este perpendiculard pe ‘tangenta prin O'.

O dreaptd h se numeste secantd unui cerc dacd dreapta % si cercul au doui

puncte distincte comune. Dieapta h se numeste exterioard unui cerc daba
dreapta A si cercul nu au nici un punct comun.

Exercitii

1. Sa se arate cd prin doni puncte distincte trec o infinitate de cercuri, si si se deter-
mine locul geometric al centrelor acestor cercuri,

2. Fie A, B, C trei puncte distincte ale unui cerc. $i se arate cii ele nu pot fi coliniare
si cii centrul cercului este intersecfia mediatoarelor laturilor triunghiului ABC. ‘

3. 84 se arate cit daci doud cercuri au trei puncte distincte comune, cercurile coincid.

4%, S& se arate ci discul este 0 multime convexd.

65*. 53 se demonstreze ci centrul unui cerc este centru de simetrie al siu si al discului
pe care-l determind.

6%, Ardtati cd orice dreaptd care conline centrul cercului este axii de simetrie a cer-
cului (si a discului).

Indicatie. Se considerd un punct M pentru care OM = r gi o dreaptd d care contine
centrul cercului; dacd M’ este simetricul punctului M fafd de dreapta 4 atunci OM’ =
=0M = r,

7%, Si se arate ci dacd punctele 4 si B apartin unui disc de razii r atuncirAB < 2r.

Indicagie. In triunghiul OAB (O centrul cercului), AB < OA + OB < 2r.

Dacd 4, O, B sint coliniare §i O e[Af], AB = A0 + OB < 2r, iar dacii A = (0B)
sau B e (0A) atunci AB < 04 4 OB < 2r. |

8*, S5i searale cii o dreapti care contine un punct din interiorul unui cerc intersecteazii
cercul.

9%, Fied o tangentd sau o dreapti exterioard cercului @(0, r). Aritati c €(0, r) < [dO.

10. Sa se afle locul geomelric al centrelor cercurilor tangente la o diedpta datd intr-un
punct dat. =

11. Fie A, B douil puncte fixe. Se considerd un cerc variabil de centru M, tangent
dreptei AB in punctul B. Perpendiculara din B pe AM taie din nou cercul in T'. Si se
alle locul geomelric al punclului T

12. 8a se afle locul geometric al mijloacelor segmentelor care unesc un punct fix A
cu un punct variabil A, situat pe un cere dat (0, r).

13. Virfurile 4, B ale triunghiului A B M sint fixe, iar M este un punct var labl] Si se
afle locul geometric al punctului M, stiind cd mediana (AA4’) a triunghiului ABM are o
lungime data 7.

14. Dacai virfurile unui patrulater aparfin unui cerc, atunci patrulaterul ecste convex,

§ 2. Coarde. Arce. Unghiuri la centru

Segmentul determmat de doud puncte ale unui cerc se numeste coardi.
Dacié coarda contine centrul cercului atunci ea se numeste digmetru, iar

capetele unui diametru se numesc puncte diametral opuse. Pentru un cerc de
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Fig. 111.7 ' Fig. 111.8

razil r, lunglmea unui diametru este 2 7 si este mai mare sau egald decit lun-
gimea oriciirei coarde.

Definitie, Un unghi cu virful in centrul, unui cere se nameste unghi la
contru pentru acel cerc.

Fie cercul @0, r) si punctele A = @, r). B = @0, r); dacd A s1 B nu

TN
orin OB

7R este un

sint diametral opuse atunci ele determini unghivl la centin pro

>_

=

(fig. 111.7). Dacd A § B sint diametral opuse atunci unghiul 4
unghi alungit.

Definitig. Fie A si B douli pungte-ale cercului (0. r) care nu sint diamel ral
; . LN . 9 o . = . .
opuse. Se numeste arc mic A B mulfimea formald din 4 B si punctele cercului

€(0, r) care aparin interiorului unghiului AQRB. Se numeste arc mare AR
multimea punctelor cercului’ @O,) care nu apartin interiorulut unghiu-

lui AOB. A si B se numesc capetele celor doui arce (fig. 111.8).
Se introduce o notatie a arcului fologind fncit un punct M al lai, diferit

) & x A2 3 5
de capete: AMB este arcul cu capetele 4, B ciircia ii apartine si punctul .

= : : A~ % =
Daca nu e perlco] de confuzie, arcul AMB poate fi notal. A5. De exemplu

dacil se precizeazd are ml(, arc mare. Mullimea 4B — {4; B} de numeste ,

arc deschis.

. Definifre. Dacd A st B sint puncte diametral opuse ra]e cercului @(0; r)
si M un punct al cercului diferit de acestea, atunci arcul 4 AMB este multimea
punctelor cercului situate in semiplanul inchis determinal de dreapta AR
cdreia il apartine punctul M si se numeste semicercul AMB.

Evident, crice diametru determini douil semicercuri.

In capitolul T fiecdrui unghi i s-a pus in coresponden{d’ un numdir real
@, o & [0, 180] care reprezintd misura unghiului. Deoarece arcele unui cere

sint. determinate prin unghiuri, rezultd ci fieciirui arc i se poule: asocia un
numdar real, numit méasura arcului.

Delinitie. Fie A si B doud puncte ale cercului @(0, r).
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1. Dacii A si B nu sint diametral 0puse mdsura arculul mnc AB este en*a]a,

¢u mitsura unghiului la centru AOB adica m(AB) = m(AOB)
2. Dacd A si B nu sint diametral opuse, mdsura arcwlui mare AB este

egald cu 360 minus masura unghiului la centru AOB, adici. m(AB)

- m(AOB)
3. Daci A si B sint diametral opuse, mésura semlcerculul AB este 180,

adicd m(A B) 180.

e g
Se poate considera convention nal ¢d un cerc este un arc mare A ale ciarm

e _ - 5 .

ete A si B coincid, dect m(A0B) = 0 i masura cerculul este conform
(r\p :
definitiei egald cu 360.

Observatie. Adoptind aceeasi (onven;m de notatie ca gi pentru unghiuri se va scrie

mIAB) = o* unde a = [0,360].

1 1 glu i )
ua arce B]e ellHﬂSl cere (sau dlﬂ (‘lOUd cercurt con e e
l’( 1] 5"1’{ l')o C ac (

8e humese congruente daci au aceeasi masurd. . ;

in multe probleme teoretice sl practlce se pune problema determinar )
masurii unui are cind acesta poate fi considerat ca ‘reuniune de doua arce
comun doar unul din capete. Pentru o rezolvare corectd a problemelor

avind :
st fel, reprezentarea intuitiva nefiind o justificare, se va stabili urma

de ace
toarea teorsma.

— e o
Teorema 1. Fie eercul €0, r), AB un are al eercului i M
) |

diferit de A si B.al arcului 17} Atunci, m(A MB) = m(AM)—~ n
; ! /-':-\ y —

unde Bg AM si A& BM.
Demonsirajie. |

1] Daci AMB este un arc mic, deoarece [OMC Int —1OB (l‘ig 11.9) are loc

P e
m(AOB) = m(A/Ii\ﬂ + m(FT0P) adicd m(AMB) = m{AM) + m(BM] e L
") Dacit A AMB este un semicerc (fig. T11.10) atunci m{AMB) 180°, iar AOM si

+ m(BM") == 180°.

3) Daca AMB este un arc mare, punciele A4 si B fiind situate in acelasi wnuplan

fata de dreapta OM (fig. 111 11) si presupnnind c¢a B apariine arcului mic AM se

M M a B
B b
‘ M
A . 4 A
Fig. 111.9 Fig. 111.10 Fig. 11141
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B()M sinl suplementare, m(AOM) + m(BOM) = 180, adicd m(AMBﬁ _m(A M) :




- N —
noteazi m(AOB) = o, m(MORB) = ¢°. Atunci m(AMB) = 360° — a”; pentru arcul

= — pr—
mare AM, m(AM) = 360° — m(A0M) = 360° — (a”+ &°).  Deci

— —_— e,
m(AM) 4 m(MI) = 360° — (a° -} 6°) + B° = 360° — ¢° — m(AMB).

—

Dacd I aparline arcului mare AM, demonstralia se face tn mod analog.
e i » . . =
4) Daci AMB esle un arc mare, iar punctele 4 §i B sint in semiplane opuse fali
-\
de dreapta OM, M’ fiind diametral opus lui M, {lig. I11.12), avem (OM’ C Int AOR

cici M & Int AOB (Cap - L, §6, ex. 12). Se noteazi m(AOB),= a°, m(M'OA) = b°,

ey, /\ 3
m(AMB) = 360° — m(AOB) = 360° — ¢°.
T AN Pl .
m(M'OB) = o — 1°, m(MOB) = 180° — (a° — b°), m(MOA) = 180° — p°,

Alunci m(AM) + m(B) = 180° — b - 180° »- (a° — b°) = 360° — a° = m{AD1B),

e |
5) Dact AMB este un arc mare, M si A (sau M si B) fiind diametral opuse

—— e N
; {tig. LIL.13), m(AM) = 180°, m(MOB) = 180° — m(AOR) deci
| : TN
= 360° — m(AOB) = m(AMB).

Se vor stabili in continuare citeva proprietiti relative la arce i co

a ciror demonstratie poate reprezenta si un exerciliu pentru cititor,

= — N P
; m(AM) 4 m(BM) = 180° 4 180° — m(AOB) =

arde

|

|

\

- N - ¥ o] ¥ 2 L O .
Punctul M se numeste mijlocul arcului A B daci apartine arcului A B si

el ST M ey a LA . e . .
arcele mici AM gi BM sint congruente. Existenta mijlocului unui are r

ezulta
din

Teorema 2. Dack A i B sint punecte distinete ale unui eere, atunei
diametrul perpendicular pe eoarda (AB) contine mijloeul coardei (AB) si

mijloacele arcelor AB (arcul mic gi arcul mare),
Demonstrajie. Dacd A si B nu sint diametral opuse se noteazi 0" = pr 450
(fig. I11. 14). Fie {C} = @O, r)N (00’ $i D punctul diametral opus lui C,
. ~ N ~ N
AA0O" = ABOO' (C.1.), deci (A0') = (BO), AOC = BOC si AOD = BOD

=} : |
. B A
M ¢ 8
0
A 10
¢ M D
Fig. 11112 Tig. I11.13 Fig. 111.14
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Teorétma 3. Daci doud coarde (AB) §i (CD) din acelagi cere €(0, r)

— e 3 TR L o

¢int coneruente, atunei areele mici AB si CD sint congruente §i reciproe, (].lf it

: P 5 — == 3 S ) atur '. 08 [] le ‘jj‘

le mici AB i CD ale unui cerc sint congruente, atuneci c r Q (A B)
si (CD) sint congruente.

Demonstratie. a) Dacii (AB) = (CD), (AB), (CD) lind coarde ale

NSRS G
cercului @0, r), alunci AAOB = ACOD (L.L.L.), deci AOB = COD deci
1B = OD (fig. 111 15). b) Daci AB = CP atunci AA0B = ACOD (L.U.L.)
dect (AB) = (CD). '

T rema 4. Daeli donit coarde ale unui eere sint congruente atunei
ceore ¢ . ook a
distantele de la centrul cercului la coarde sint egale.

Demonsirapie. Daéﬁ (AD) = ((.l'l)}‘, (AB), (CD) fiind coarde aie. C(‘.T‘Ct.l}.l]:l
@(()-r) aiiunci AAOB = ACOD si indltimile din O ale acestor triunghiuri
. 3 - FLs = -7-' (] .
sint congruente (fig. 111.16). ] _‘
'1‘00£'em91e 3 ¢i 4 sint adevirate si daca cele douii coarde apartin la doud

cercuri congruente

’VIJ‘ corema b Daei donit coarde (AB) si (CD) ale cercului €(0, r) sint

|ilh 1 &i € tiind sitnate in acelagi semiplan fatd de diametrul perpen-
paralele, A § . ; tiple s B9 .
dlenlar pe cole douil coarde, atunei arcele mici AC si BD rslnl. qtml;.!,i“uulllu §i
dfl):’ll'ili‘llf- (AC) si (BD) sint congruente.

Demonstratie. Fie (MN) diametrul perpendicular ]‘)9 coarda (;lh’)., 'M
g1 [V ﬁpm*tinir;d cerculul astfel ca M 51 A sd fie de acegagi parte a drepter CD
(Fig. 111.17). i

Atunci AM = B CN E:{T)\ folosind teorema 1 se obfine m(AC) =

o A (@R j i ﬁ = 'n(é'D) Deci
= 180° — [m(A M) + m(CN)]'= 180° — (m(MB) 4 m(ND)] =1 !

AC = BD si (AC) = (BD).

. N
Fig. 11115 Fig. I11.16 Fig. 111,17
g.
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Teorema 5 poate fi formulatd intr-un enunt mai usor de memorat, dar

nu suficient de precis: parcele situate intre douil coarde paralele sint
congruente®.

Exercitii

1. S4 se demonstreze ca dacit diamelrul anui cers conline mijlocul ununi are AB sau
a coardel (4 B), atunci diametrul este perpendicular pe coarda (4 B) (reciproca teoremei 2).

2. Daci centrul unui cerc este la distante egale de douil coarde ale cercului, atunci
coardele sint congruente (l‘BLlpIOC{ Leoremei 4).

3*. Dacit coardele (AB) si (CD) ale unui cerc sint LOl’]U'I nente atunci AC || BD sau
AD || BC (reciproca teoremei 5).

4. Se considerd cercul @(0, r), punctul M = @0, r) si h tangenta in M la cevc. Si
se demonstreze ci pennu orice coardd (AB), Ab’“ h, punc,tul M este mijlocul arcului

A BM.

/

6. Se dau: un cerc €0, r), un punct 4 = (0, ) i un numir real « = (0.360).

iy |
"ioog 180, Sit se arate ca existd exact doud puncte M, M & c(o, r)iastl'r-l ca m(ﬂ\w) == o

8. 5 se afle locul geometric-al mijloacelor LO'l!dGIOl unui cere, care au o lungime
data.

7. He dau puncteie distincte A, B si (!;'eapt.l d perpendiculari pe AB. M fiind un

punct varinbil pe d, sa se afle locul fJ'EDITH‘Ll ic al punctului diamelval opus lui M m cercul
care lrece prin 4, B si M.

8%, Doud cercuri se intersecteazd in 4, B. O secantd variabili trecind prin 4 {aie
cercurile 4 doua oard in M, N. Si se afle locul geomelric al mijlocului segmentului (MN).

§ 3. Unghi inscris

N i
Definitie. Unghiul AM B se numeste unghi inscris unui cerc @(0, r) dac

A, M, B sint puncte ale cercului @0, r).

Arcul AB céruia nu-i apartine punctul M se numeste arc cuprins inire
laturile unghiului.

din masura arcu

u . 7y = 1
Teorema 1. Misura unui unghi fnseris in cerc este —

lui cuprins intre laturile sale.

t

Demonstrajie. Se considerd unghiul A M B inscris in cercul e(o, r).
- Cazul 1. Una din laturile unghiului contine centrul cercului, de _exemplu

0 & AM (fig. 111.18); atunci AORB este exterior triunghiului isoscel O M B
. P i TN 1 —_
st m(AMB) =5 m(A0B) = + m(4B).
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M M M
A
8
A B
B ;
A M M

Fig. 111.18 Fig. ILT 19 : Fig. 111.20

e :
Cazul 11. Centrul cercului este in interiorul unghiului A MB (fig. 111.19).
Atunci M’ tiind diametral opus lui M, din cazul 1 gi teorema 1 § 2 rezultd

SNy o A 1 /’\ iyt 1 T
m(A%) - m(ﬁﬁf') 4+ m(M' MB) z%m(AM )+ 5 m(M'B) = 5m(AB).

: G
Cazul 111. Centrul cercului nu apartine interiorului unghwlui AMB
(fig. 111.20). Punctul M’ fiind diametral opus punctului M si (MBC

c Int Aﬁ’ prin aplicarea cazului 1 se obtine:

—

*-f:?'m(A )

1 Y

i N . ; ;
m(AMB) = mAMM) — m(EMN') =+ m(AM') —

bo) =
2
=
|

Cele trei cazuri demonstreazi teorema.

Din teorema 1 rezulti ca fiind date doud puncte fixe A §1 B ale unui cerc

i
si un punct M variabil pe arcul mare AB diferit de A si B; unghiurile A M B

R

L I % .
au aceeasi masurd, egald cu 5 m(AOB), iar dacd M apartine arc_ulm mic A B,
TN . = 1 S
masura unghiurilor AMB este de asemenea constantd egald cu + (360
TN
- m(:!’\()B)). Dacd AB este semicerc, m(A M B) =

[ 3 T i en virt " a din laturi fiind
Teorema 2. Misura unui unghi eu virful pe cerc, una din laturi fii

| Je ool :
i, i i noeenti eercului este — sura areulut
secantd eercului, iar cealalti tangenti ecercului este = din méasara a i

de cerc inelus in interiorul unghiului.

A~ :
Demonstratie. Fie unghiul AMB, M € €, r),
B € @(0,r), MA tangentd cercului.

TN .

Cazul 1. (fig. 111.21) AMB este un u_nghl
ascufit; M’ fiind punctul diametral opus .]m M,
tinind seama cd B si M’ sint de aceeasi parte

a tangentei, rezultd (MB < Int AMM’, deci Fig. 111.21
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P AN y N
BM'M = AMB (avind acelagi complement BMM'),

iar BM'M este un unghi inscris. Alunci
A T ot — —— i
m(AMB) = m(BEM'M) = + m(BM), arcul BM fiind

un arc mie.

e P '
Cazul 11. AMB este un unghi obtuz (fig. 111.22).
Fie€ € AM, M & (AC); iar D un punct al arcului

Rig. 1122 o il e ok |
mare BAM. Unghiurile CMB si AMB sint suplemen-

tare; C'M B fiind un unghi ascutit, conform cazului T, m(C M B) .=§I m(M B)
(arcul mic }FE)) Alunei

m(AMB) = 180° — m(CM 3)

\

et Py
= 5 [360° — 2m(C M B)] =

—

= --[360° — m(M )] = 1

F
5 m(BOM).

&3]

Cazul HI. Daci'A M B este unghi drept, atunci M, B sint diametral opuse

T Rt | y S J
§1 MB este semicerc, deci m(AMB) = 90° = (MB)

=t
Definifie. Unghiul A 4B se numeste unghiul cu virful in mtcnorul unuj
cerc €(0, r) dacid M < Int @0, r), 1ar A si B sint puncte ale cercului @(0 r),

Dacii f/ﬁi este un unghi cu virful in interiorul unui cerc ,(fw 111. 23),
dreptele MA §i MB avind un punct in interiorul cercului vor avea cite doud

EEs
puncte comune cu cercul 4,4’ respectiv B,B’. Unghiul A" M B’ este de aseme-
. i . i Al o S SN 3 ‘ . -
nea un unghi cu virful in interiorul cercului §i A MB = A'MB' ca unghiuri
opuse la virl. Arcele ‘AB gi A'B’ care sint incluse in Int AMB respectiy

Int A"MB' se numesc arc cuprins intre laturile unghiului, respectiv. arc
cuprins intre prelungirile laturilor unghiului cu virful in lnterlorul cerculul,

Teorema 3. Misura unui unghi eu virful in _interiorul unui cere
oste 2 din suma misurilor arcului ecuprinse intre laturile unghiului gi

a arcalui cuprins intte prelungirile
acestora,

B’
An

Demonsirajie. Fle unghlul AMB cu
M < Int €0, r) si A MB" opus la

TN
vitfcu AMB,A' € AM, B & BM, A"
§i B’ liind pe cercul @(Q, r) (tig. T11.24). -

Unghiurile A'AB’ si AB'B {iind Fig. 111.23 Fig. 11124
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‘ Az' 1 » ] _‘__
unghturi inscrise in cerc, m(A’AB’) = 5 m{4 B') si m(AR B) = 5 m(A ).

‘ Unghiul _Aﬁ?}? este un unghi exterior pentru tritinghiul AMB' g deci

(A1) = m(AAB) + m(ABB) = 2 [m(A'E") + m(AB)}.

Definitie. Unghiul hk se numeste unghi cu virful in exteriorul unul cerc
daca virful siu apartine exteriorului cercului, iar semidreptele & §i & sint
tangente sau secante cercului, : '

Laturile unui unghi exterior determind pé cerc doud arce care aparfin
interiorului unghiului; acestea se vumese arce -cuprinse intre laturile

unghiului.
1

T e n 4 dasara unui anghi eu virful in exteriorul unui cerc este
Teorema 4. Masar \ g

eoalid cu — din valoarea absolutii a diferedtei misarilor arcelor cuprinse intre
B . 9

Jaturile sale.

Demonstratie. Fie hh un unghi cu virful in M, M & Ext .(’J' r).
Cazul 1. Laturile k gi k sint secante cercului in punctele 4, (f. respectiv B,
D.Ach CEh Ac(MC), BEL DEk BeiMD) (fig. 111.25).

s
no‘hiurile (’C;].\) g m fiind unghiuri inscrise in cercul €0, r), m(CAD) =

I ce P - :
= — m( C])) ADB) Tm{zlij’). Unghiul CAD este un unghi exterior
o 2

N P P 3

triunghiului AMD deci m(CAD) = m(le M) + m(CMD), de unde rezultd
AN

cé nx(CﬁD) m(CAD) —m(ADM) = [m(@D) — m(AB J

Cazul T1. Latura & este tangentd cercului in 4, iar k este secanta cercului

€(0, r), B i D fiind punctele comune cercului gi secantei, B & (MD) (fig.

111.26). Se alege un punct C, C € h, A € (CM); CAD fiind unghi exterior

TN /T\. M
triunghiului A MD, m(CAD) =
e N M
— m(AMD) + m(ADM). i Y
/“‘\ — o
Dar, m(ADM) = 5 m(AB) ) ‘,//
81 m(@) % m(;l-B\). Rezultd
o Fiy e (& (64
n(AMD) =m(CAD)—m(ADM)= . A
] i — h ) 5
= 1 w(AD) — 3 m(AB) = =
2 -
o %[ (AD) — m( B)]' Fig. 111,25 g 10126
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Cazul 111. Laturile A i k& sint tangente cercului
in punctele 4 5i B, A €k, B c'k (fig. I11.27). Se
alege punctul €, C € h, A € (CM) §i un punct D

al arcului mare AB. Unghiul CAB este exterior
et

P s R Pl
+m(MBA) si m(CAB) = 3 m(ADB), m(i1BA) =

1 —

Fig. T11.27 Atunci

N TN AN ] — B
m(AMB) = m(CAB) — m(ABA) = L (m(ADH) — IR

Aplicatie. Arc capabil de unghi dat

Se considerd punctele fixe 4 si B si un numdir real «.-a2 = (0, 1 80). 'Sa '
se determine locul geometric al punctelor' M situate inte-unul din semiplanele

o N
limitate de dreapta 4 B, peniru care m(4d MB) = o°.

Rezoloare. Se considerd punctele, 4, B, 4 # B sl S unul din sémiplanele
limitate de dreapta 4 B (fig. 111. 28).

~ Fie semidreapta (AC) in semiplanul opus lui S astfel incit m(CAB) = «° si
O punctul de intersectie al mediatoarei segmentului (4 B) cu perpendiculara
prin A pe AC. Pe cercul de centru O si razi r =04, punctele 4 s1 B

TN ~
determind arcul ‘A B situat in semiplanul S. Se va arita cd acest arc, fird

y - . . . TR -
capetele A, B este locul geometric cdutal. Fie M un punct al arculut AB din

semiplanul .5 §i N un punct al cercului care nu apartine semiplanului 8.

Atunci m{A MB) = % m(4NB). Deoarece AC este tangenta cercului (4C |
; B AN g e N
1L AO), rezultii ci m(CAB) = ; m(ANB) deci -m(AWB) = m(AB) = o

Rémine de ardtat cd pentru orice punct Q al semipla-
. = ! T TN o
nulut § nesituat pe arcul AB, m(AQB) +# o°. (ntr-a-
i TN
devir, daci Q < Int @O, r) N S, reznlta ca m(AQB) >
s ¢ AN
> j m(ANB) = o° decarece AQB este un unghi cu -virful
in interiorul cercului,' jar dacd Q € Ext @O,r) N S
2 - TN 1 m——— L e—
reznltdl cd m(AQB) < 5 M(ANB) = oa°. Arcul deschis AMB

din semiplanul S astfel constenit este locul geometric
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- - - A
triunghiului. ABM deci m(CA B) = m(AMB) 4+ -~

TN ’
al punctelor M pentru care m(AMB) =« §i se numeste arc capabil
de o

Arcul deschis ANB din semiplanul ‘opus este arcul capabil de unghiul
180° — o°.

cercitii

‘ ARG
1. Pe cercul €(0, r) se consideri coarda (A B) si unghiul ABM. S se demonstreze
o o TN ] —— _— . . ; N .
cil dacit m{ABM) = o-m(AB), arcul A8 fliind inclus 'in Int ABM, atunci BM esie

tangentd cercului @(O, r) in B,

2. Doud cercuri‘se inlersecteazi in M si N. Fie M’ si M” punclele diametral opuse
lui M in cele doud cercuri. Si se arate cd M, ¥ si M” sint coliniare.

3. Intr-un cerc se duc doud coarde perpendiculare (AB) si (CD). Fie M un punct

W —_ —_ ” e TN |
Al cercului situal pe arcul BD sau AC. Si se arale cit m(AMD) |- m(BMC) = 99°.
?: A A
4. Intr-un cerc €(0, r) se inscrie triunghiul ABC. Dacid m(B) = 35° si m(C) = au°,

NN
sil se giseasc misurile unghiurilor BAO gi CAO.
5. In triunghiul A BC inscris intr-un’cere @(0, r) se duc indltimile corespunzitoare
virturile B i € si diametrul prin punctul 4. Si se drale i cele doudt initlbimi si diametral
determind un triunghi asemenea cu ABC. 4

6. Pe un cerc se dau trei puncte parecare 4, B, C. Fie D mijlocul arcului ;l—E', L mij-

focul arcului ;‘1—6; dreapta DE intersecleazii pe AB in F si pe AC in G. Si se 'nmh‘. ¢l
(AF) = (AG). : _ g
7. Se da triunghiul 4 BC inscris in cercul €(0, r) si se noteazi cu D mijlocul arcuini

i
e . . - . - s e
BC. 54 se demonstreze ol milsura unghinlui ADO esle egald cu jumitalea diferentei dintre

masurile nunghinrilor ABC §i ACB.
8. Se da un cerc €(0, r) 5i un punct exlerior A din care se duc tangenlele 47 si AC.

N N
Dreapta BO intersecteazi cercul a doua oard in E. Si se arale ¢id BAO = ECF, unde F
este intersectia dinlre tangenta AC si dreapta BE. :
9. 1n triunghiul 4 BC inscris intr-un cerc G (0, r) se duce perpendiculara din 4 pe BC
care taie cercul a doua oard in D. Notind cu E punclul diametral opus lui 4, si se arate

cd unghiurile BAC si DAE au aceeasi bisecloare.
10. Doud cercuri se intersecteazii in A si B. O secanlii variabild trecind prin A laie

cercurile a doua oard respectiv in M si V. a) S se arate cii misura unghiului ]ﬁ’B?V
este constantit. b) Si se determine pozitia secantei MV astfel ca distanta MV si fie maximi.

11, S& se afle locul geometric al mifloacelor coardelor unui cerc @(0, r) care trec
printr-un  punct fix 4.

12. Fie {AB) un diametrn fix al unui cerc €(0, r), iar M un punct variabil pe cerc,
Se ia .pe raza (OM) un-punct P astfel ca OP sa fie egald cu distanta de la M la dreapta
AB. 54 se alle locul geometric al punctului P.

13. Fie (AB) o coardi lixi a unui cere, iar (PQ) o coardd variabild ca pozitie, dar do
lungime {ixd. Si se alle locurile geomelrice ale punctelor AP N BQ si AQ N BP,

" 14. (AB) fiind .0 coardd fixa, iar M un punct variabil al unui cerc, si se afle locul

geonfetric al punctuldi P astfel incit M = (AP) i (MP) = (MB).
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15%, Se dau un cercy pe el un punct {ix 4, o dreaptii 4 si un.punct fix B = d. Prin
A si B ducem un cere variabil, care taie din neu cercul dat in & si dreapta datd in Q.

' 84 se arate ca dreapta PQ trece printr-un punct fix.

16, Fie A BC un triunghi, (CB’ semidreapta opusid lui (CB, iar D = Int A,E}:". R

se arate ca dreapta CD este tangentd cercului circumscris triunghinlui ABC daci §i numai
N P
daci ACD = ABC,

17. Fie (AB) un diametru al unui cere, (AC) o coardd, D = (AB), E = prach
si # unul dintre punctele de interseclie ple dreptei DE cu cercul dat,-Sd se.demonstreze ci
cercurile civcumscrise triunghiurilor FCE gi FBD sint tangente. _

18. Triunghiul MAB inscris in cercul dat €(0, r) ave virlurile 4 gi B fixe, ige virful
M variabil pe cerc. 84 se afle locurile geometrice descrise de: a) ortocentral, b) centrul
cercului inscris si ¢) central de greulate al triunghiului MAB,

§ 4. Poligoane finscrise §i circumscrise

Definitie. Un poligon se numeste fnscris inir-un cere dach virfurile poligo-
nuius apartin cercului. In acest caz cercul se numeste circuniscris poligonulul.
Un poligon se numeste circumseris unui cerc daca laturile sale sint tangente
la cere: In acest caz, cercul se numeste inscris in poligon.
*  TFiind dat un triunghi A BC, existd fntotdeauna un cerc unic circumscris
triunghiului g1 un cerc unic inscris in triunghi. Centrul cercului, circumscris
triunghiului este punctul de concurenti al mediatoarelor laturilor triunghiulut

s centrul cercului ingeris in triunghi este punctul de concurentd al bisectoare-

lor unghiurilor triunghiului. In cazul poligoanelor cu mai mult de tréi laturi
nu intotdeanna existd cerc ingeris sau elrcumscris. 1
Teorema 1, Unpoligon convex poate fi inseris intr-un cere daecit media-
toarele laturilor sale sint concurente gi reeciproe, daelt un poligon convex este
fnseris ntr-un cere, atunei mediatoarele laturilor sale sint concurente,

Deinonstraie. a) Se considerd poligonul Ay A, Ag ... A, gi se presupune ci
mediatoarele laturilor sale au un punct comun O (fig. 111.29). Atunci pe baza
proprietdtii punctelor mediatoarei rezulti- ci 0A; =04, = ... =04,
Deci virfurile A,, A,,...,A, apartin unui cerc de centru O si razi r = 0A,.

b) Daci poligonul A,4,...A, are virfurile pe cercul €(Q, r) atunci 04, =
=04, = .. =0A, =r, deci O se afld pe mediatoarele segmentelor (4,4,),
(AzAsg),..s(Anada), (Andy)-

Un poiigon care poate fi inscris intr-un cerc se numeste poligon inseripfibil

eircumscris unui cerc dacd hisectoarele unghiurilor
sale sint concurente si reciprde, dacii un poligon con-
vex este circumseris unui cere atunei hisectoarele
unghiurilor sale sint concurente.

Demonstrajie. a) se considerd poligonul A, 4,4,...4,,
Fig: 111.29 st O punctul de concurentd al bisectoarelor unghiu-
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Teorema 2. Un poligon convex poate fi ~

’ Fig. 111.36. Fig. 111,81

rilor sale (fig. IT1.30). Atunci pe baza proprietiitii punctelor bisectoarei
rezultd ca d(0, A14,) = d(Q, 4,45 = ... =d(0, A,A4,). Cercul de centru
O i razi r = d(0, A;4,) este tangent [fieciirei laturi a poligonului.
b) Daca poligonul A,A4,4,..4, are laturile tangente cercului @(0, r)
atunci d(0, A;4,) = d(0, A,4;) = ... = d(O, A,4;) =r deci O se afli ne

A A A A
bisectoarele unghiurilor A,, A, Aj,..., A,

Delfinitie. Un poligon convex se numeste ‘mligon regulat dacii toate laturile
. ,

si toate unghiurile sint congruente.

Teorema 3. Orico poligon regulat poate fi fnserid Intr-un cere si poute
fi ecircumseris unui cere.

Demonsirajie. a) Fie poligonul regulat A,4,4,...4, (fig. I11.31). Media-

toarele laturilor (A,4,) §i(A,4;) sint coneurente intr-un punct Q. Triunghiu-

. . A . . . s SN
rile OA;4, 51 04,4, sint isoscele §i congruente, deci OA(A, =0A,4, =
. ) A A A ~ 5 N
= 0dyAg = AyA30. Deoarece A, = A, = A3 = ... = A, rezulti ci 4,4,0 ==
Pt S .
= OAgd,, deci AOAzA, = NOAA, (L.UL.). Rezulta cd 0AgA, este
isodcel, (OAg) == (04,), deci O apartine si mediatoarei ‘segmentului (A,4,).
In mod analog se aratd succesiv ¢fl Lriunghiurile OA4,A.,...,04,4, sint isosccle
si congruente, deci O apartine mediatoarelor laturilor policonului. Mediatoa-
rele fiind concurente, conlorm teoremei 1, poligonul A;A,A,..4, poate fi
inscris intr-un cere.
b) Din demonstratia de la punctul a) rezultii ca (4,0, (4,0, (A40,..., (4,0

sint bisectoarele unghiurilor jl, ;ig, ;1‘3,..., /Jl\,.t. O fiind deci punctul lor comun,
conform teoremei 2 poligonul 4,4,4,...4, poate [i circumscris unui cerc.

Se observi ed in cazul poligoanelor regulate centrul cercului inseris coincide
cu centrul cercului circumscris si se numeste centrul poligonului. Raza
cercului inseris inte-un poligon regulat se mai numeste si. apotema poli-
gonului ‘regulat. )

a
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Patrulatere inscriptibile

Stim ci un patrulater inscriptibil este conver (§ 1, exer. 14). In cazul pa-
trulaterelor convexé pot fi stabilite conditii de inscriptibilitate caracteristice.

-Teore [:’HL 4. Daed un. patrulater este inseriptibll atunei orice unghi-
‘determinat de o diagonald si o laturi este 'congruent cu unghiul .determinat
de cealaltdi diagonali cu thum opusd primei laturi i reciproe dacid un patri-
later este convex si un unghi determinat de o laturii si o diagonali este con-
groent eu unghiul determinat de latura opusii primei laturi i cealaltd diago-
-mald, -atunci patrylaterul este inscriptibil.

Demonstrajie. a) Fie patrulaterull A BCD inscriptibil st @ (0 r) cercul cir-

AN
cumscris acestuia (fig. 1IL32); atunci m(DAC) = m(l)Bﬁ (!)()

b) Fie patrulaterul ABCD convex si mL@) == m(ACD) (fig. I11.33).
Atunci tinind seama cii- B si € se afld in acelasi semiplan limitat de A D,
din proprietatea arcului capabil de unghi dat, rezulta cd punclele B si €' apar-
tin unui cerc in care (AD) este coarda.

Teorema 5. Daci un patrulater este inseriptibil atunci suma miisu-
rilor a doudi unghiuri opuse este 180° si reciproc daci suma misurilor a doui
unghiuri opuse dintr-un patrulater convex este 180°, atunei patrulaternl este
inseriptibil.

[

Demonstratla acestei teoreme se lasd ca exercitiu.

i

C D c

Fig. 11.32 Fig. 111.33
Exercitii

1. Fiind dat'triunghiul ABC, si se arate ed exisli patru cercuri tangente dreptelor
AB, RC, CA (un cerc inséris si trei cercuri exinserise).

2, Sase (alculbze apotema si lungimea laturii unui poligon rmru],ll cu n laluri, inscris
fn cercul de ram r penLru n =38, 4,6,8.

3. Si se arate i orice dreptunghi este inscriptibil,

4. Sise arate cii dacdt in trapezul isoscel A BCD poate li inscris un cere, atunci distanta
dintre cele doud baze este medie proportionald intre lungimile hazelor.

5. S84 se arale cd dach un trapez este inscriptibil, aturici el este isoscel.

6. Si se determine misura arcuplui mic determinat de o laturd a unui poligon regulat -
cu n laturi inseris in €(0, r).
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7*, Fie un cerci (0, r). Si se demonstreze cii pentru orice numir natural n > 2
existfi un poligon regulat cu r laturi inscris in cerc i un poligon regulat cu n laturi circum-
seris  cerenlui,

Indicatie. Se utilizeazd axioma de constructie a unghlumlm si faptul cd méisura unghiu-
lui' la centru ale ciirui laturi trec prin doudi virfuri,consecutive ale polmonulm este o =

2 18(]

n 5 =
B*, Se considerd un cerc C(0, r) si douil poligoane regulate cu n laturi, nnul inscris
si celdlall cirenmseris cercului. Sa se arate cé dacii se noteazii cu I, si Ly, lungimile laturilor
celor doud poligoane, atunci

2rly,

Lh =
I/ 4rt — 2
9. Sa se arale cd intr-un patrulater inscriptibil o bisectoare interioard se inlersecleaza
cu bisectoarea exterioarii a unghiului opus, pe cercul circumseris patrulaterului.
Indicatie. Se aratd cd se obfine un patrulater inscriptibil.

10. Prin punctele comune 4 i B a doud cercuri G(0y, ry) 5i €(0y, r3) se duc secanfele
arbitrare MAN 5i PBQ, M = €(0y, ry) 5i P = C(Oy, ry). 34 se demonstreze cii MP || NO.

11. In cercul €(0, r) se duce diametrul (AB) si tangenta in A, pe care se iau doui
puncte oarecare C i D, A separd C i D. Dreptele CB si DB intersecteazdi cercul €(0, r)
in E si F. Sii se arate cil patrulaterul CDFE este inscriptibil. Ce (levme acest patrulater in
cazitl cind (AC) = (AD).

Indieajie.. Se aratd cii un unghi interior al pal‘i.mlatem[m este congruent cu unghiul

opus éxterior; in cazul parficular se ob{ine trapez isoscel.

12*. 54 se arale cd un paralelogram este inscriptibil dacé si numai dacé esfe.un drept-
unghi.

18. Fie A", B’, €’ mijloacele laturilor unui Lriunghi ABC, iar D piciorul unei indl{imi
(D = prpcd). 5a se arvate cd punctele A’, B’, €’ i D sinl pe un cere.

14. Fie ABC un triunghi, A°, B’ mijloacele laturilor (BC) si (4C), D piciorul inal-
limii duse din A, H ortocentrul, iar 4, muloc‘ul segmentului (AH). 84 se arate cd pune-
lr'le A’ B, A, 51D sint situale pe un cere in fiecare din urmiitoarele cazuri posibile:

) He (4AD). b) H=D,c¢) A e (HD)

15. Fie ABC un Leiunghi, D, h,F pluuat‘ele inaltimilor, A’, B, C’ muloa(le laturilor,
H orlocentrul, iar' A,. B,, C, mijloacele sggmentelm (AH),. (BH) (CH). Sa se arate ca
punciele D, E, F, A’, B', C', A,, By, C;sint pe un ¢ ere (numit ,,cercul lui Eulm“ sau ,cercul
celor noud puncte” al |1|un'_vhml|n A8BC).

Indicatie. Se vor folosi exercitiile 13 si 14.

16*. Folosind nolatiile exercitiului 15 si se arate e dreptele A’4;, B'B;, C'C, sint
concurenle.

17. Fie ABC un triunghi si ), £, F picioarele jniltimilor. S se arate ¢i cercurile:
cirenmscrise triunghineilor AEF, BFD, CDE au un punct comun.

18. Se considera un patrulater convex avind diagonalele perpendiculare, care se inter-
secteaza in punclul 0. 58 se arvate ca proiectiile lui O pe laturi sint virfurile unui patrulater

[inscripfibil.

19. Fie AOI; un unghi drept, M si NV puncte variabile respectiv pe (0A si (OB, i
MNPQ un patrat asllel ca M si se separve punctele O si P. Si se afle locul, geometric dL
cenlrutui palratului.
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20*, Fie ABC un triunghi ascubitunghic si » e (BC) un punct fix. Paralela prin £
la AB taie AC in E. Fie M un punct variabil pe segmentul (AF) si {N} = AB N DM.
Cereurile. circumserise triunghiurvilor CDM si AMN se intersecleazd a doua oard in P.
Sa se afle locul geometric al' punctului P.

1%, Fie A BC un triunghi si D, £, F picioarele indltimilor. Si se arate: a) triunghiurile,
AEF, DEC si DBI sint asemenea cu triunghiul A BC. b) Bisecloarele triunghiului DER
(numit ,triunghi ortic”) coincid cu inaltimie triunghiului ABCT

22%, Se ia ud punct M pe cercul circumseris unui triunghi ascutitunghic ALC. Si se
drale ci proiectiile P, Q, R ale-punctului A7 pe BC, CA, AR sint trei puncle situate pe o
dreaptd (,,dreapta Tui Simson®). 8i se considere apoi cazul triunghiului obtuzunghic.

§ 5. Pozitia relativi a doud cercuri

Fiind date doud cercuri @0y, ry) si €(0
existd puncte comune cercurilor si cite sint acestea. Din ex. 3
doud cercuri distincte nu pot avea decit cel mult doud puncte comune. Stabili-
rea exactd a numddrulut de puncte comune a doud cercurl se face prin urma-

ry), O # 0, se pune problema daca
§ 1 rezulta ca

“toarea teorema:

Ta)y Oh 7 0y 81 id = 0,0,

ry - 1, cercurile riu au punete comune

Teoreméa. Fie cercurile @(0,, r;), €(0,,
Dacd 1) d >

2) d = ry 4 r,, cereurile au exaet un punct comun

3)d<ry+r, 81 d> |ry,—r |, cereurile au exact doud punecte
comune
4) d = |r-—r, |, eereurile au exact un punct comun

D) d < |r, =ry,|, cereurile nu au punecte comune.

Demonstralie. 1. Presupunind ¢d # este un punct comun celor doué cercuri
adicd Oy M =1, §1 O,M = ry, are loc 0,0, < O, M + O,M sau d < r, +r,,
ceea ce contrazice ipoteza (lig. I11.34).

2. Pe semidreapta (@0, se construieste punctul unic M, astfel incit O, M=
=r; (fig. TL1.35). Deoarece d > ry, rezultd cd M < (Q,0,), deci O,M =
=d — r; = ry; asadar M apartine celor doud cercuri. Pentru orice alt punct Q,
Q & (0,0y) arve loc inegalitatea: 0,Q -+ 0,0 > 0,0, =71, 4 1y, deci Q nu

pnaL(, [t comun celor doud cercurl.

(0]

Fio. 111.34 Tig. T11.35
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" cazul cercurilor cu centre diferite. Daci

'rile se vor numi concenirice. Este ugor

Fig. 111.36 Fig. 11137

3. Sepresupunecir, > rsiseva ariita ci numerele r,,r,d pot fi lungimile
laturilor unui triunghi (fig. 111.36). Din d > |ry — ry |rezultd d > ry — ry
adicd ry <<d —+ ry. Inegalitatea d <<r, 4-r, este verificatd prin ipotezd, iar
ry <r, -+ drezultd din presupunerea r, > ry. Din § 9 cap: I1, aplicatii, rezultd

cd existd un triunghi A4 BC cu AB = ry, BC =r,, AC = d = 0,0, (fig. 111.37).
Intr-unul did semiplanele determmato de dreapta 00, sp construlesc semi-
o

dreptele (O4M s (O,N astfel incit 0, 0 M = CAB s 0, 0 L,V == BC‘A Se no-
teazdi cu P punctul de intersectie al semidreptelor (01M si (O,N. NOO,P =
= AACB deci O,P =r; §i O,P =r, Fie P’ simetricul lui’ P fatd de 0,0,.
Atunci O\ P" = O, P = ry, deci P gi P’ apartin cercului €(0y, 1)) 51 O,P'=
= 0,P =r,, deci P gi P’ apartin cercului €(0,, r,). Daci r, > r, se face un
rationament, analog.
4. Se presupune r, > ry, deci ry = d + r, (fig. III 38). Pe semidreapta

" (0,0, existii punctul unic M astfel incit O, M = r,. Atungi 0, & (O, M) si

01M = ry, deci M apartine celor dou# cercuri. S ariitim ca cercurile nu au
nici un alt punct comun. Dacd M’ este diametral opus lui M in cercul @(0yyr,),
atunci M'Oy =1, + d > ry deci pe dreapta 0,0, nu poate exista alt punct
comun celor douii cercurl. Fie P un punct pe cercul @0, r,), P & 0,0,.
Atunci O, P > O0,P — 0,0; =r, —d =r,, deci P nu poate aparfine si cer-
cului @(0,, ry). ;

5. Presupunind cd M este un punct comun celor doud cercuri (fig. I111.39),
adicd O;M =r, 81 O,M = r,, are loc

> |0 M — O, M |

sau d > |ry —ry |, ceea ce contrazice ipoteza.

Definitie. Doud cercuri se numese tangente dacd au exact un punct_comun
§i se numesc secanle dacd au doud puncte distincte comune.

In teorema precedenti s-a studiat

centrele a doudi cercuri coineid, cercu-

) P

(R D)
de verificat cd douéi cercuri concentrice W 0
sau coincid sau nu au nici un punect '

comun, Fig. 111.38 - Fig. 111.39
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Aplicapii

’ :
1. Tangente dintr-un pumet exterior

Teoremdi. Prin orice punet exterior unui cere
tree doui drepte tangente la ecere.

Figad 1140 o ' Demonsiratie. Se considera cercul €0, r) si un
punct M < Ext @0, r). Fie O, mijlocul segmen-

tului (OM) sir, = Q;i Deoarece 0,0 =r, si OM > r rezulta ca r, r,, 00,

verificd conditiile de la punctul 3 al teoremei, deci cercurile eo.r) si 0y, ry)
: ] Pt P P

sint secante in punctele A si B (fig. 111.40), m(OA M) = m(OBM) = 90° fund

ingerise in semicercurile m sl m rezultd cd OA L AM st OB 1 BM,
deci AM, si BM, sint tangente din M la cercul €(0, r).

Aratati ¢d nu existd alte tangente din M la cercul €(0, r)!

2. Puterea unui punct faii de un ecerc

Teorema 1. Fie cercul €O, r) si M < Int @0, r). Atunei pentru orice
coardd (4 B) eare contine punetul A/, pmduhul AM - BM este eonstant.

Demonstrafie. In cercul @(0, r) se considerd coardele (AB) si (CD) care

' L A
contin punctul M (fig. 11L.41). AMAC ~ AMDB deoarece CMA = BMD

(opuse la virf) st CAB = CDB (cuprind. acelagi arc intre laturi).
Atunci 24 _ MO G ya . MB = MC- MD.
MD MB
Valoarea constantd a acestui produs inmultitd cu (—1) se noteazd o(M)
gi se iumeste puterea punctului M, interior cercului, fatd de cerc.
Teorema 2. Fie cereul €(0, r) si M < Ext @(0, r). Atunei pentru orice
secanti AB, A = €(0, r), B € €(0, r) care confine punctul M, produsul
MA - MB este ('onst.ant ;

Demonstratie. Se considerd secantele AB si CD care contin punctut M

(ig. 111.42), 4, B, C, D fiind pe cercul (0, ), A € (BM) §i C & (D)
AN /\ N ;
AMBC ~ AMDA devarece BMC = DMA s MB( MDA (cuprind

5

M

A

£

8 (4
B
D
A

D Y

Fig. 11141 Fig. 1142
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Fig. 111.43 Fig. 111,44

acelasi arc’ intre laturi). Atunc £ —MD—, deci MA - MB = MC - MD.
AMC MA

Valvoarea constantd a acestui produs se noteaza cu p( /) si se numeste
puterea punclulug M, -exterior cercului, fatd de cere.

Se va da in continuare expresia pulerii unui punct fatd de cerc cind se
cunoasle raza cerculul r si dislanta de la punet la centrul cercului.

a) M = Int @0, r) (hg. 111.43). Fie (EF) diametrul prin M. Alunci
o(M)y=—ME-MNF = —[r—0M)[r+0M])= —(r2 —~0M?* = 0> r2

by M < Ext @0, r) (fig. 111.44). (£F) fiind un diametru si 2 & (M),
are loc: p(M)= ME- MF =[OM —r]-[OM +r] =0M2 — r®

Se observad ci dacd M7 este tangentd la cerce;, T fiind punctul de tangenta,
TM> =0M* —r?>= p(Al).

Obsercatie. In mod conventional, daci punctul M apartine cerculni €(0. r). ol M) = 0.

{n concluzie, oricare ar fi punctul 37 din planul cereului C{O, r.), avem

o(A) = 0ar® — 2

= - 1 f o
a. AXa radicala a doua cercuri

Se considerd doud cercuri @(0,, r)) si €(0,, r,), Oy # O, si se pune pro-
blema sa se géseascd locul geometric al punctelor care au puleri ecale fala
de cele doud cercuri (fig. 111.43). Aceasta revine la gisicea punctelor A,
pentru care

;2 — 12 =0, M2 — ri ol
Daci ry = r, atunci se poate mnota
a* = r? — rj si condifia se scrie

_ 2,0 —0, %= u"

Dect trebuie gidsit locul geometric al 9 0,
punctelor pentru care diferenta patra-
telor distantelorla doud puncte fixe este
constantd. In exerciliul recapitulativ Fig. II11.45
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nr. 16, cap. II s-a rezolvat aceastd problemd §i s-a giisit cil locul geometric
este o dreaptd perpendiculard pe 0,0,.
Dreapta astfel determinatd se numeste axa radicald a cercurilor @(0,, r,)

E’! @(OZa rz)-

Se considerd urmétoarele operafii numite constructii geometrice fundamentale:
— trasarea unei drepte cu rigla cind se cunosc douil puncte distincte care ii apartin;
— determinarea punctului de intersectic a doud drepte date;

— ftrasarea cu compasul a unui cerc cind este'dat centrnl si un segment a cirui
lungime esle raza;

~— determinarea punctelor de intersectie dinlre o dreaptd si-un cerc;
— determinarea punctelor de interseclie a doud cercuri.

Prin constructie geometrici sau constructie cu rigla (negradatd) si compasul se va
intelege o succesiune de constructii geometrice fundamentale.

in clasele precedente s-au invitat diferite constructii geometrice.

O altd constructie geometrici, la care se aplicd puterea punctului, este determinarea
unui segment a cirui lungime este medie proportionald a doui segmente date.

Fie segmentele (AB) si (CD) cu AR —a, CD = b,
a > b (fig. 111.46). Sd se construinsed un segment de
lungime |/a-b. Pe segmentul (AB) se construieste
punctul M, astfel ca AM = b. Se construiesc in conti-
nuare punctele O,, mijlocul segmentului (MB), si O,,
mijlocul segmentului (A0,). Se noteazi cu &V si P punciele
de intersectie ale cercurilor cu centrele in O, si0, de raze
O, B, respectiv O,4. Triunghinl ANO, esle dreptunghic de
. unde rezultd ci AN este tangentd la cercul C(0,, O,B)
Fig. 111.46 si deci AN?* = AM -+ AB = a-+b. Analog, AP? — a-b.

1. Doudi cercuri @(04, ry) si @(0,, ry) au razele ry = ﬁ, = 3, 0.0; = d. 88 se
studieze pozitiile relative ale celor doud cercuri dupa valorile lui d.

2. Se did un cerc (0, r), r = 3, si punctul 0’, 00" = 2. Fie cercul (0, z). Si se
studieze pozitiile relative ale celor doud cercuri dupa valorile lui .

3. Fiind date cercurile €(0,, r), €(0,, 5) si 0,0, = 2 (r — 5), sii se discule dupi valo-
rile lui r pozijiile relative ale celor doud cercuri.

4. Sd se arate cd doud cercuri tangente au o tangentd comund in punctul comun,

b. Sa se arate cé doud cercuri cu interioarele disjuncte au tangente comune.
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8. Fie cercurile €(0,, ry) 5i €0, r,). Si se arate cil daci existd punctele A & €(0;, ry)
si B e €(0,, ry) astlel incit 4 = Int e[0,, ry) si B  Ext €(0,, r;), atunci cercurile sint
gecante.

7. Si se arate ci, dacd cereurile €0, ry) si @0,, ry) sint tangente, axa Jor radicald
este tangenta comuna, iar dacd cercurile sint secarte. axa lor radicald este dreapta deter-

minati de punétele comune celor dou# cercuri.

"8%, ‘34 se construiascd tangentele comune la doud cercuri date.

9*.. S se construiascd tangentele la un cete, paralele cu o dreapti datd.

10%. Sk se construiascd ceroul care trece prin doud puncte date si este tangent unei
drepte date. ' ' : ‘

11*, Si se construiascd cercul care trece prin punctele 4 si B §i este tangent unui
cerc dat €(0, r).

12+, Si se construiascd un cerc care si treacd printr-un punct dat gi.sd fie tangent la
doud drepte date.

18. Se di un cerc €0, r) in care este Inscris triunghiul isoscel ABC ({4B) = (AC)).
Prin 4 se duce o secantd care intersecteazd BC in E si cercul in FF. 5S4 se arate cd AB
este tangentd la cercul circumscris triunghiului BEF.

14. Se d4 cercul €(0, r) si punctul exterior M a cirui distan}d la centrul cercului
este 2r. Din' M se duce tangenta MN la cercul (0, r) si se prelungeste (MO) pind ce
intersecteazi cercul in P. Tangenta in P la cerc intersecteazd tangenta MN in Q. B& se
arate cd 2PQ = MQ si QM = 2|/ 3 r, iar triunghiul PQN este echilateral.

15. Fiind aata punctele A, C si B & (AC), ducem tangenta CT' la cercul de diametru
{AB). Cercul cu centrul C gi razi (CT) intersecteazd AB in M gi V. 84 se arate cd avem
relatia AM + AN = AB- AC.

Indicatie. Se scrie puterea punctului ¢ fatd de cercul de diametru (4AB) si apoi
puterea punctului A fatd de cercul cu diametru (MN) sub forma AM - AN = (4C —
—CT): (4G 4-CT).

16#*. O dreaptd arbitrari d taie doud cercuti in punctele 4, B, C, D si axa lor radicald
fin 0. Si se arate cil avem relatiile:

OA €A DA

OB~ CB DB’

Lungimea unui segment. a fost consideratd ca notiune fundamentald, insa
lungimea unui cerc sau a unui arc de cerc sint notiuni care se definesc.

Lungimea unui cerc este un numér real pozitiv nai mare decit
perimetrul oricdrui poligon convex inscris in cerc gi mai mic decit perimetrul
oricdrui poligon convex circumsecris cercului.

Admitem c& orice cerc are lungime.
O proprietate importantd .a lungimii cercului este datd de:

13 y Inmoedmman imiir aore o lnnoriman raeal  oacto
jHtre lungimea unu ere¢ Si-junLimes razeél estd
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Yom accepta fira dpmonbtrahe aceasta teoremd intrucit necesitd cunos-
tinte suplimentare.

Numarul care reprezintd raportul dintre lungimea unul cerc oarecare si
lungimea diametrului siu se noteazdi.cu m. Acesta este un numir irational
§1 0 aproximare a ‘'sa este x = 31415, ’

Cu aceasts atlie oy 3 0f 1 f 1 3

LU aceasta notatle rezulld cd lungimea unui cerc @(0, r) notatd L. este:

lecre = 277
Pentru a defini lungimea unui arc al unui cerc  @(0, r) se poate proceda

in mod analog considerindu-se linii poligonale inscrise in cerc si avind aceleasi
extremitati cu areul.

Calcularea Inngimii unui are se face Linind cont de faptul ed arcele congruente an
lungimi egale si dacd un arc este reaninnea a doui ArCe care au un singur punct comun,

atnnei lungimea sa esle suma lungimilor celor douii arce. in acest mod va rezulla (prin
analogic cu demonstratia teoremei lui Thales) ci:

a) lunrimea unui are AB penlra care nn’:{AH) = p'—ls-n— , ;o e N* este

I
b o2e i 5
Al £ I <
b) dacd m(AB) = 2° « = [0,180], alunci [ — 2%,
AR 180 '

a) lungimea nnni are mare A8 penfra care m(A4 5) = 360° — &° este

. G =
o Irr — = (360 A a-)
B 180 180
Astlel, rezulla;
Teoren 2, Pentru oriee arc AR, ! _ = " . m(AB).

/

180
])ln.;acpast.n .tpm'(—‘ma rezulta cd raportul dintre ]ungimea unul are .'.;‘i raza
cercului nu depinde decit de méisura arcului respecliv. Aceasta face posibila
introducerea unei noi mésuri pentru arce si unghiuri.

Misura in radiant a unui arc A B al cerculul @(0, r), notatd p(;—rﬁ)

esle
— ”-\ 7
y AR 1 g
u(AB) = ‘, 1g M(AB)

£ . . . . s A =
Mdsura in radiant a unut unghi Ak este lungimea arcului de pe cercul de

razii 1 si cu centrul in vieful unghiului, apartinind interiorului unghiului.

Se observé cd, de fapt, misura in radiani a unul unghi este misura in

radiant a unut arc de pe un cerc de raza r cu centrul in virful unghiului, apar-

+ a . - . . . . . o e o ca
tinind interiorulul unghiului. Reamintim ¢d misura notatd m(/ik) este masura
in grade a unghiului.
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Exercitii

1. S4 se afle misura in radiani a unghiurilor de 30°, £5°, 20°, 12°, 135°.

2, 83 se calculeze o valoare aproximativi a lui = cu ajutorul unui octogon regulat
inscris. inlr-un cere.

4. Fie cercurile C(0,, r,) si C(0,, r;) si patrnlalerele convexe A,B,C.f;, A4.1,C.D,,
inscrise respectiv in cercurile @(0y, r) si €(0,, ry). S se arate cd dacil palrulalerele sint
asemenea, alunci

Perimetrul 4,B,C,D; _ Perimeirul A4,B,C,0,

T Ty

4. S se afle lungimea unui arc cuprins intre laturile unui unghi la centrn cu misura
de 1 radian si misura in grade a acestui unghi. (Se considera cercul de razd 1.)

5. Fie cercurile €(0y, ry), €(0,, r;) pentru care 00, = 2, r; = 1, ry = /3.
8 se arate ci sint secante si sii se alle perimetrul figirii formale din cele dond arce mici
delerminate de punctele comune eelor doudl cercuri.

8. Fie (AB) un diametru al cercului €(0, »)si M, N doui puncte distincte, Me(A4B),

(AB) si cercurile C(M, ry), GO, ry), C(NV, ry), astlel incit perechile de cercuri
C(M, ry), €O, r;) si C(O, ry), C(IV, ry) sii fie tangente exlerioare, iar cercurile €(M, r,) si
(B(N r.) si fie tangente interior cu cerenl €(0, r). Si se calculeze suma lungimilor cercurilor

C(M, ry), ClO, ry), €(N, ry) in functie de r. Generalizare.

1. Si se arate cilungimea segmentului determinat de punctele de tangeniii pe tangenla
comuni la douil cercuri Langenle exterioare este media geometricii a diametrelor celor doud
cercuri.

2. Si se calculeze raza cercului circumscris unui triunghi isoscel A BC, in care AR =
= AC = 20, BC = 24

3*, Distanla de la un punct oarecare al unui cerc la o coardd dald este media geome-
tricii-a distantelor de la acelasi punct la tangentele duse la cerc prin extremililile coardei.

4, Fie doud puncie fixe A4, B situate pe diametrul unui semicerc si egal depiirtale de
cenlru, iar M si N douil puncle variabile pe semicere, astlel ca A || BN, 54 se demon-
slreze cil produsul AM « BN este constant. :

5. Fie H ortocentrul unui triunghi A BC, iar A’, B’, ¢’ picicarcle inaliimilor. 3a se
arale cii: HA+HA' = HB-HB = HC* HC'.

6. Pe laturile unni hexagon regulat se construiese in exlervior pitrale care au cile o
laturd comund cu hexagonul. Si se arate ci virfurile acestor pittrate, diferile de virfurile
hexagonului, formeazi un dodecagon regulat.

7. Dacd trei cercuri sint doud cite dounii tangenle exlerioare, care esle raportul inlre
suma lungimilor acestor cercuri si perimetrul triunghiului formal de centrele lor?

8. Considerim trapezul ABCD cu laturile paraiele (ARB) si (CD); lie £ interseclia
dreptei 4D cu cercul circumscris triunghinlui BCD si F intersectia dreplei A0 cu paralela
din C la BE. Presupunind cii D) = (4£), sil se arate ca

1) Patrulaterul ABCF este inscriplibil

2) BC este medie geomelricd inlre AD si EF.

9. Se dau cercuri C(0y, ry) i €(0,, r,) tangente exterioare. Prin punclul lor comun de
tangentd T se duc doudt drepte arbitrare ATEC si DT'B care inlersecteazi cerenl {0y, ry)
in A si D si cercul @(0y, ry) In C gi B. 5 se arate cd patrulaterul A BCD este un trapez
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10*. Se dd triunghiul 4BC inscris in cercul €(0, r), O e Int ABC; se duce iniiltimea
AD si diamebrul prin 4. Se proiecteazi virfurile B si C pe acest diametru in £ si F' si
se inbevsecteazdd DE si DF cuAC si AB, respectiv, in G si H, Sise demonstreze cd purictele
A, H, D, G sint coneiclice.

11. Fie cercurile e(ql, r1), €(0g,ry) secante in 4 si B. Prin punctele A si B se duc doui
secante paralele C4.D si EBF care intersecteazd cele doud cercuri, respectiv, in punctele
C, D si E, F. 54 se demonstreze ci patrulaterul CDFE este paralelogram.

12. Se dau doud cercuri €{0y, ry) i €(0,, ry), cercul (0, r,) trecind prin centrul O,.
Tangentele comune la aceste cercuri au punctele de contact cu cercul @(0,, r;) in A si B.
54 se demonstreze i dreapta AB este tangentd cercului €(0y, ry).

13. Se considerd doud cercuri €(01, r4), 51 €[04, ry) tangente exterioare in punctul 7.
Tangenta exterioard comund AR se inlersecteazd cu tangenta in T la cele douidl cercuri
in punctul C, iar cu linia centrelor 0,0, in punctul if.

1) Si se calculeze lungimea segmentelor (A4 B) si (TC) in functie de ry si r,.
2) Sd se arate ci dreptele AT si BT sint perpendiculare.

N
3) 54 se calculeze lungimea segmentului (MO;) si misura unghiului OMA in cazul
particular ry = @, ry = 3a.

Alegem in plan dreptele perpendiculare OA si OB, 04 =1, OB =1
(fig. IV. 1) si considerdm cite un sistem de coordonate pe 04, respectiv, OB
astfel ca 2p = 0, z,> 0 8i yo.= 0, y5> 0 (notdm coordonatele pe OA cu
si pe OB cu ). Cum OA = 1, OB = 1, rezultd z, =1, yp =1. Dacd P e'she
un punct din plan, existd o singurd dreaptd paraleli cu OB care conjine
punctul P gi care intersecteazd dreapta OA in M. De asemenea, existd o
singurd dreaptd paraleld cu OA, care ¢ontine punctul P si care intersecteaza
pe OB in N. Dacd z = 2 §i ¥ = ¥y, atunci punctului P i se asociazd in
acest fel o pereche ordonatid unicd de numere reale (z, y). Numirul z se
numeste abscisa punctului P, iar numérul ¥ se numeste ordonata lui P. Axa
04 o numim aza absciselor, iar axa OB axza ordonatelor.

Fiind date numerele reale = si », conform axiomei riglei numérului z 1 se
asociazd un punct unic M pe OA cu zy = z §i numdrului ¥ i se asociazd un
singur punct N pe OB cu yy = y. Ducind
prin M o paraleld la OB si prin N o paraleld
la OA, cele doud paralele se intersecteazd fin
punctul unic P. In acest fel, perechii de numere
reale (z, y) i se asociazd punctul unic P.

Constatdm deci c# existd o functie bijectiva

NS W
—
|
]
I

definitd pe multimea punctelor planului g cu

-~
(ST
i e = Ty

~in

valori in R X R, care asociaza fiecirui punct P 5
din plan o pereche ordonatd de numere reale
(z, y).
Functia descrisds mai sus ne defineste
asa-numitul sistem de coordonate in. plan. ~31
Punctele 0, A, B determind sistemul de
coordonate in mod unic. Tripletul ordonat Fig. 1V. 1

1
L]

%

o

(]

21T
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(O, A, B) se numeste reperul sistemului de coordonate. Reperul determind in
mod unic sistemul de coordonate.
Fie A', B’ cite un punct pe semidreptele opuse lui (OA, respectiv, (OB.

Multimile de puncte Int AOB, Int BOA’, Int A’OB’, Int m 5€ Numesc, res-
pectiv, cadranele I, II, III, IV.

(z, y) € Cadranului [ <« z >0 si y >0,

(z, y) € Cadranulul Il < 2 <0 51 y > 0,
(%, ¥) € Cadranului IIl <+ 2 <0 si y <0,
(z, y) € Cadranului IV <2 >0 si y <0.

Ezemplu. Pe figura V. 2 avem A(1, 0}, B(0, 1), A/(—1, 0), B’(O; —1), €(3, 2)
D(—2, 3). E(0. —3), F(—2, —1), G(2, —1). - ol i

Exercitii
1. Figura{i punctele M(3, 5), N(—1, &), P(2, —2), Q(0, &), B(—6, 0).

2. Allati locul geemelric al punclelor Mz, 2), cind z ia. toate valorile din R.
3. Aflali locul geometric al punctelor care au abscisa egald cu 5.

Demonstrajie. Dacd -2, = 75, evident z = 2, = 2 e
9

. Fie m; & %, 6

M,, Ny, P,, proiectiile pe axa absciselor a punctelor M, N, P (fig. 1V.3).

4
) e
i
| , N
PR = == P jo#
I I I
; 148 { M| i
l I
| 6 a - iy
= = -
78 2 2 < i ! '
L 1|8 : gy, i t
F e o} e S i O IO
2 1 Xr X P X2
A
Fig. 1V.2 Fig. 1V.3
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Proprietatea liniei mijlocii in frapez ne aratd cd P, este mijlocul lui (M, N,)
gi prima formuld (1) rezultd din teorema 4, Cap. I. § 8. Analog se aratd si
a doua formula.

recitii

4, S se alle coordonatele mijlocnlui segmentului (CD), sliind cit C{1, 6), D(5, 3).

5. Fie M(2, —1) si V{4, 3). Sd se afle coordonatele simetricelor lui M fata de originea
Osi fagéfde punctul ¥V, 53 se arate cil abscisele si ordonatele a doud puncle simetrice fald
de originea O a axelor de coordonate sint numere opuse.

(2) UN = | £1)* + (Y2 — Y1)

Demonsirajie. Fie M,;, N, si M,, N, proiectiile punctelor M si N pe cele
doua axe de coordonate (fig. 1V.4) si {Q} = M M,N NN,. Dacd =, = x,,
atunci dreptele MN si OB sint paralele si |4, — z;| = 0. In acest caz, for-

mula rezultd astfel:

MN = |y; — ¥ | = .1/(?1'2 =)= [/ Ty — 2,)* + (Y2 — y1)%

Cazul y, = y, se demonstreaza in mod analog.

S presupunem cd x; # x, §i ¥, # Y, Triunghiul MNQ (fig. IV.4) este
dreptunghic in Q §i MQ = |z, — 7y |, QN = M,N; = | y, — y, |. Conform
teoremei lui Pitagora, MN? = MQ? + QN?* = |z, — o, * + |y — ¥, |* I
formula (2) rezultd imediat.

1. Aflati distanta dintre punctele M(a ++ 2, b — 3) si N{a —

—5 b4+ 7.
“Solufie. Aplicind formula demonstratd, rezulti:
MN*=(a—5—a—2)>4+ (b+7 — b+ 3)* = 149.
Deci MN = |/ 149.
2. S& se arate cd triunghiul cu virfurile in punctele M(a, 2a — 1), N(5,
— 1) si P(1, 1) este dreptunghic in P, oricare ar fi numirul real a # 1.
Solutie. Se calculeazd lungimile laturilor:
PM = (a =17+ (2a — 2) =
= |la~=L1]15, PN =25 s
MN — |/ Ta =B 2 =
= |/'5a? — 10a + 25.
Deoarece PM? 4 PN% = Ha®> — 10a +

o

4 25 = MN2, conform reciprocei teoremei
lui Pitagora, triunghiul este dreptunghic,
oricare ar fi valorile lui a, @ # 1. In cazul
cind a = 1, punctele P gsi M coincid §i nu
existd triunghiul. _ Fig. 1V.4

@]
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6. Aflati distania dintre punctele:
a) M(—2, 7) si N(5, —2); b) P(-— z, 2)'§i Q[? 2);

c) S(—21/5, —4/5)si T(6)/5, 21/5);
d) Pla, b + 1) ¢i Ofa — 3, B).
7. B4 se deterniine z stiind ca distarita dintre punctele P(—5, 2) si 6(7, x) este 13,

8. Si se arate cd triunghiul cu virfurile in punctele M(1, 2), -N(;‘i, —4), 5i P{5. —2)
este dreptunghic.

9. 94 se arate .cll triunghiul .cu virfurile in punctsle’ M(1, 2), N(4, 5), P(a, 6 — a)

- . i 5
este isoscel, oricare ar fi ¢ numirul real, ¢ # —.
‘ 2

0. 54 se arate ci pa‘t-rulaterul cu virfurile in punctele M (1,5), N(E , 1_?.], P(2, 3),
\5 ]

0 { % : 2; ] este dreptunghi.

Indicatie. Se aratd ci laturile opuse sint congruente si ci diagonalele sint si ele con-
gruente.

d, Demonstrajie. Avem d, | d, < P,P,P,
4, triunghi dreptunghic « PP} 4 P P} =

7 = P, P}, ceea ce se scrie conform cu (2)

1
2 sub forma

Ny

0 (%4 o Ze)® 4 (Y1 — ¥o)® + (zy — zo)* +
Uy — U = (23— ) + (g — y1)?

Fig. IV.5 efectuind caleulele, se obtine relajia ‘(3').

11. S4 se arate ci triunghiul cu virfurile M(1, 2), N(6, —1) 5i P(5, —2) este drept-
unghit. i
12. Fia M(2, 3), N(3, 2). 84 se afle punctul P(z, ), gtiind ci MP | MN.

18. Fie M(1, 3), N(—8, 5). Si se afle intersecia .axei ordonatelor cu mediatoarea
segmentului (M),

Problema 1. Se dau punctele Py(3,1), Py(5,2) i e noteazi cu d perpen-
diculara pe P,P, dusd prin P; (fig. IV.6). Ce conditie trebuie sd wverifice
z 8 y pentru ca punctul P(z, y) sd fie situat pe dreapta d?
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Solujie. S8 ne ocupim mai intii de punc- [
tele P, P # P,. Atunci P € d < PPy L \i
L P,P g putem aplica teorema 3,§1: P & 27 Py
EdepoSe—ah@ b= 1 L N e
=02z —3)+y—1) =0 A@adrar.ug 1 -\\ﬁ/':z '
punct P(z,y), diferit de Py(3, 1) atunei si I H

numai atunei se afla pe dreapta d daca A
1

(4) 2z +y — T7=0.

Deoarece i coordonatele lui P; verificd
aceastdi ecuatie, am aflat solutia problemei: Fig. IV.6
(5) Pz, yyede2z+y—T=0.

Echivalenta (5) poate fi cititd in mai multe feluri, de exemplu:

a) P(z, y) € d dacd si numai dacd 2z +y — 7 =0. .

b) Coordonatele z, ¥ ale unui punct apartinind dreptei d satisfac ecuatia
(4), iar cele ale unui punct nesituat pe d nu o satisfac,

Putem sa seriem

d= {P(z, y) |2z +y — 7 =0},

adicd dreapta d este locul geometric al punctelor din plan ale céror coordo-
nate verificd ecuafia 2z +y —7.=0.

‘Fie .2 unloc geometric. O relatiedn z gi y, care este satisticuta
dac# si numai dacd P(z, y) € .2, se numegte ecuafia lui £, iar £ se numeste
graficul ecuatiel respective. .

Echivalenta (5) aratd ci ecuatia lui d este 2z + y — 7 = 0. Graficul ecua-
tiel (4) este dreapta d. ‘
Problema 2. S se afle ecuatia cercului €(0, 1) (fig. TV. 7).
Solujie:  Deoarece Pz, y) € € (0, 1) « 0P =1 5 OP =
= /(z — 0)% 4 (y — 0)%, gésim imediat:
Pz, yyc e, 1) >+ y2=1.
Agadar ecuatia cercului € (0,1) este

(6) af p oyt =4,
Spre deosebire de acest rezultat, dreapta din
5(0.7 problema 1 are o ecuatie de gradul 1in z i y
b P(X'y : (ecuajio liniard). Vom arita cé acelasi lucru este
/" \aAmo,  valabil pentru o dreaptd oarecare.
Q‘/ I eq y ¥ 1 ITice droap ti are o ecu "
(7) az + by + =0
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Demonstragie. Yie d o dreaptia st Py(x,,

d\f P/ ¥) € d. Ludm un punct Py(x,, ¥,) # Py, apar-
tinind perpendicularei pe d, dusd prin P,
N (fig. IV. 8). Atunci numerele z, — x; §i y, —
— ¥, nu sint ambele nule. Un punct P(z, y) #
ol /7 # P, se gaseste pe d dacd st numai dacid
\ PP, | PP, ceea ce conform teoremei 3, § 1
se scrie
Fig. 1V.8 8) (2 — ) — x3) + (¥, — ¥y — ¥1) =0.
Deoarece relatia (8) este verificatd si de Py(z,, ¥,), ea este ecuatia dreptei d.
Daed notdm =z, — z; = a, ¥, — ¥, = b si — az; — by, = ¢, obtinem

ecuatia (7).

Obsercajie. Dacd se cunosc doud puncle distincte £y(ry, y,) si Pa(zy, y,) sidaci P,
este situat pe o dreapld d, iar PP, | d, afunci ccuatia dreplei d este de forma (3).

Demonstram reciproca teoremei 1.

wficul unel ecua le forma (7). unde ¢

Ure

Demonstragie. Putem gidsi numere reale x,, y, care satisfac ecuatia (7).

_ ¢ o . ; b : ;
Tntr-adevir, dacid a # 0 putem lua y, arbitrar §I o = — —yg—r; daca
a
- A . - o .
a = 0ludm x; in mod arbitrar §i y, = — .. In toale cazurile avem ar, 4
b

+ by, + ¢ =0, dem

1

() — axr; — by, = c.

Daca punctul P, are coordonatele (z,, y,) determinate in acest fel, fie
Py(xy 4 @, y, + b) (fig. 1V.9). Atunci ecuatia perpendicularei d pe P,P,,
dusd prin P, are, conform observatiei, urmitoarea forma:

(mta—o)r—2)+ (h+b—y)ly—u)=0
sau
ar + by — ax; — by, =0
si in virtutea lui (9)
£+ by +¢=0.

Astfel am pus in evidentd o dreapld d a cérei
ecuatie este tocmai (7) si teorema este demon-
strata. '

Cazurt speciale. 1) In ecuatia (8) putem avea
T = 7T,; atunci g, # ¥, (cici Py # P,). In acest Fig 1V.9
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caz P,P, || OB (fig. 1V.10) gi d |[OA, iar gcua@ig _ o
(8) se reduce la y = ¥,. Prir} urmare, ecuatia unei Bi
drepte paralele cu axa absciselor este 8! .
(10) v = e
si in particular axa absciselor are ecuatia y = 0. 18 ;

2) Analog, o dreaptd paraleld cu axa ordona- A xix
telor are o ecuatie de forma ol 1 :
(11 %=, |
(fig. IV.11)- si ecuafia axei ordonatelor este Fig. IV.10
z = 0.

3) Dacé dreapta d trece prin originea O(0, 0) (fig. IV. 12) in ecuatia (8),
avem z; = 0, ¥, = 0, deci conform cu (7), ¢ = 0. Ecuatia lul d se scrie in
acest caz

(12) ax + by = 0.
} I
|
| "
| ¢
P!i B B*\ d
SAPY d e
,_LiJ_r___*&_d_ \ "o
1 N i
1+ -~
ipd 4 9\ 7~
0 1 == N
-
Fig. 1V.41 Fig. IV.12

14. 93 se reprezinte grafic ecuatiile

a) 2z — 3y = 1; b) Zx =-8;

d) 3z —y = 0.

15. Si se determine.a si b astfel ca punctele P,(2, 3) si Py(l, —5) sil fie siluate pe
dreapta de ecuatie 3z — ay — b = 0.

16. Fie P, punctul de abscisd 5 al dreptei d de ecuafie 2z — 3y = 7. 84 se delermine
ecuaia dreptei d’ perpendiculard pe d in P,. :

Solugie. Din Py e d, rezull 25 — 3y = 7, dect y = 1 gi Py(5, 1). Pentru a scrie
ecualia dreptei @’ | d mai avem nevoie de un purnct P, al dreptei d diferit de P,. Din
ecuatia dreptei d pentru = = 8, de exemplu, se ohtme y = 3 5i Po(8, 3). Icuatia dreptei
&, conform formulei (8),este 3z + 2y — 17 =

17. Fiex — 2y = 5 ecuatia dreptei P, Py, unde Py(2, #1) siP5(xs, 3). Sil se scrie ecuatia
dreptei perpendiculare pe dreapla PP, in Py

\
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(13)
1 Demonstrafie. Ecuatia dreptei d este o ecuatie liniard in z si y de forma (7).
eoarece d nu este paraleld cu axa ordonatelor, b # 0. Asadar ecuatia (7)

este echivalenti cu y = — 22 — %, Punind m= — % sin— — ec
b i 2 B

alla obfinutd are forma (13).

(14)

Demonszra;ie.lIntr-adew‘ir, deoarece P; si P, sint puncte pe d, avem
gz ::fm:::12 + n,] i;l Y1 = mx; + n. Asadar y, — y; = m(z, — x;). Dreapta
neinnd paraleld cu axa ordonatelor, z, % z, si imparti
1 i 1y
rezultd formula (14). g 1 l S
: Coeficientil a, E), ¢ in ecvatia (7) nu sint determinati in mod unie, cind
Ireapta d este datd. Putem, de exemplu, si inmultim ambii membri ai ecua-
tie1 (4) cu un factor nenul si atunci a, b, ¢ se schimba. .
Alta este situatia in cazul ecuatiei (13).
) Cr()iefnfzentul m este determinat in mod unic cind dreapta d este dati. Tntr-ade-
var, dacd avem pentru d §i ecuatia y = m'z + n', din formula (14) rezulti

t _ Yo — %
m f—“_‘{:’l: .

Ty — I
Numérul m se numegte panta sau coeficientul unghiular al dreptei d.

- ?i;seroa;ze. O dreapti pay‘alelé cu axa ordonatelor nu are coeficient unghiular, iar
plele paralele cu axa absciselor au coeficientul unghiular egal cu zero ’

(15)

.D J i 51 ’

e ;:tsnsrrff_w{;_ Dacd Po(zy, yo) € d N d', Py(zy, y,) € d §i Pyay, y,) € d’
s cte distincte, atunci =, # z,, *, £ z, si conform teore o s
d_1 d daca si numai daeca fherd i ba fnpremal 2, & 4

b )
18-t b= th_g
Ty — qp Ty — Iy

L _a
1 P " A .
lnind seama de (12), aceastd conditie devine 1 4 mm’ — 0, adici m’ = *
m
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Intersectia a doud drepte. Fie dreptele d i d’ de ecuatil

d) y = mz + n,

d) y=m'z +n'.
Punctul lor de intersectie P(zq, ¥,), dacd existd, satisface, ambele ecuatii,
deci se obtine prin rezolvarea acestui sistem de ecuatil. Avem
(16) : (m — m)zy+n—n =0.

1) Dacd m # m', obtinem '

Ty = Hll_:ﬂi',: Yo = MTy - 1o
m—m

gi cele doud drepte sint secante.

9) Dacd m=m/, n #n, ecuatia (16) devine 0-x = n’ — n, caré nu
are solutie. In acest caz d || d".

3) Daca m =m', n=n/, ecuatia (16) devine 0-z = 0, care este veri-
ficatd de orice z € R. Evident d = d.

18. Si se scrie ecuatia dreptei determinaté de punctele P,(1, —1) si Py(—3, —38).

Solutie. Deoarece P,P, nu esto paraleli cu axa ordonatelor are ecuatia de ferma

y = mz 4 n (teorema 1). Din P, & PyP,y5i Py = Py Py, rezulti — 1 =m- 1+ ngi —3 =

=m:* (—3) + n. Rezolyind sistemul format cu aceste dou# ecualii, se ob{ine
m = - sin= — e , deci ecuatia dreptei PP, este x — 2y — 3 = 0.
2

19. Sk se scrie ecuafia dreptei care confine punctul M{1, —5) si care egte paraleld cu
dreapta de ecuatie 5z + 2y — 1=0. ’

20. S4 se arate ci punctele M(1, 2), N(—5, 7) gi P(—1, 2) nu sint -coliniare.

Indicatie. Se scrie ecualia dreptei determinati de doud din aceste puncte §i se arati
¢4 nu este verificatd de coordonatele cehii de-al treilea punct.

g1. Sint coliniaré punctele M(1, 1), N(—35, 5), p{o, %)?

29. S4 se scrie ecuatia dreptei care contine punctul M(—1, 3) si care este perpendi-
culard pe dreapta 3z*— 5y = 0.

23. S& se determine numerele reale @ § b, astfel ca dreapta az + by — 1 = 0 sd con-
find punctul P(2, 1) i s& fie perpendiculard pe dreapta ez + y — 5:.=0!

24. Fie punctele Py(2, a + 1); P,(0,1 — a), Py(1 — 2a, 3) §i Py(1 + 2a, — 1). B4 se
arate ci dreptele Py P; si PP, sint perpendiculare, oricare ar fi numé#rul real a.

96. S4 se arate od punctele Py(a, 2a + 8), Pa(l + a, 2a + 5), Py(b, 2b — 5) si Py(1 +
4 b, 2b — 3) sint virfarite unui paralelogram.

Indicatie. Se zrati, de exemplu, ci sogmentele (P, F5) si (P,P,) sint paralele 5i au
aceeagt lungime.

96, Si se arate cd ecualia unei dreple care confine punctul Py(z, y,) i care are coefi-
cienm}.uﬂghiular m este )

Yy — Y= mlz — z).
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Solufie. Se scrie ¢i P\ (xy, y;) verilici ecualia (13). deci Yy = may + n. De aici se
exprimd n i se inlocniesle in (13).

27. Fie Py(xy, y4), Pylzy. va), 2, # x5 Si se arate ci ecuatia lui P, P, este

Yo — 3}'1(
&y —

Y= T — x,).

28. T'ie Pyfa, 0), a # 0 si Py(0, b), b #£ 0. Sa se arate i ecuatia dreptei P P, este

= E — 1 = 0. (Se numesle ecuafia dreptei datd prin tiicluri. De ce?)
@

§ 4. Functiile sin si cos definite pe intervalul [0, ]

In acest paragral vom introduce functiile sin si cos definite pe [0, %].
Functiile sin si cos, definite pe R, vor fi studiate in capitolul urmator. Studiul
lor va face obiectul trigonometriei.

Termenul trigonometrie provine de la cuvintele grecesti trigon »triunghi®
si melron , misurd“. Pentru a stabili pozitia corpurilor ceresti grecii antici au

descoperit relatii intre masurile laturilor si masurile unghiurilor triunghiurilor
sferice.

initii. Sd considerim in plan un sistem de coordonate, reperul ales
fiind (0, A, B). Notim cu § multimea punctelor din plan de ordonatda y > 0.
Punclele 4(1 N, B(0,1), A'(—1, 0) se gasesc pe cercul ¢ = @ (0, 1) de centru
O si razd | numit cere unitate. Notdim cu s semicercul SN C.

Fie numiirul ¢ & [0, =]. Pe sémicercul § existi un singur punct M (fig. TV.13),
astfel ca u(AOM) =1t (rezultd din axioma de constructie a unghiurilor).
Am definit astfel o functle care asociazd fiecirui numir real 1 [0, =] un

v : a T
punct al semicercului s. Numérul O este asociat cu punctul 4, numirul 5 cu

punctul B, numirul 7 cu punctul 4’ gi aga mai departe. Daci (z, ¥) sint
coordonatele punctului M, prin aceastd functie, fiecare numar real ¢ € [0, =]
este asocial cu o pereche ordonatd de numere reale (x, ¥).

Este util sa se considere separat coor-
donatele z si y ale punctului M sisi definim
doud functii, una numiti ,cosinus® si alta
o 86 numitd ,sinus“, notate prescurtat prin cos

, g1 sin Aceste doud functii sint cos: [0, 7] —

;M. t\ —+ R, cos t =z si sin: [0, ] > R, sin ¢ =
A(-10) 0 A(1,0) = Yy, unde (z, y) sint coordonatele punctu-
lui M €s, asociat cu numarul real te
Fig. IV.13 [0, =]

1.2

fn definitin functitlor cos si sin inteevine cercul unilate :xh*f'., d.“u' \'nln:'i‘le‘ cos £ g
sin ¢ nu ('IP|11n,d de aveasti alegere (cicl I‘l}l'l.‘t\lt]t‘l‘illtl dtnli'l“(?-(‘I‘l‘kll‘lvllll]!l;l}i_" t‘r-lmfgf,ll‘llul-l‘l:-
respeclive OM AL, unde A7 este [Jl‘tlil‘l'llé].l!ll ;“[-lli‘ 04, figura TV.13, sinl congruente).
Asadar functliile cos si sin sint bine definite pe intervalul real [0, =],

Citeva valori particulare ale acestor functi sint:

cos 0 =1, cos— =1(), cosm = —1;
sin 0 =0, sin = =1, sinm = 0.

) i i aiin -~ deoarec 3 dsta, in afara de B
Functia cos se anuleazi numat in - deoarece pe s nu exista, in alar J
alte puncte care au abscisa 0. De asemenea, functia sin se anuleaza numai
¢ \ .
in Q51 7. . . ) ) |
Cu ajutorul functilor cos 21 sin se definese functitle numite tangenti

1 ate prescurtat ¢ -1 cte. Acesle funclil sinl:
g1 ,cotangenta™, notate presc urtat cu tg si ctg. Ace |

[ = sin f
ta: [u. T:J U { . n] B, tok-e 2L
i 2 2 cos L

0S L
eta: (0, =) = R, ctg t = e

St

(r

. o delini T = qclg 0 ste
Avem: te 0= — = 0, lg - nu esle delinit, tg = = U |1 ¢lg O nu este

0o 0, ctg = — nu existd,
; _

definit, clg - =
De mentionat este faptul ca uem‘ueu ul s este multimea punctelor  M(cos 1,

sin 1), t € [0, =], unde = p(. l() M) = lungimea arcului mics A M.
C 3 = s )

Deoarece abscisele acestor puncte sint cuprinse in intervalul [—1, 1],
iar ordonatele in intervalul [0, 1] pulem scrie

— k= o8 o< sl sin el
oricare ar fi ¢+ € [0, w]. - - o l
Dupa cadranul in care este situat punctul 3 se poale stabili semnu

')

- - !
functiei cos: dacd | £ [U. -'7], cost = 0, lar dacd t € [— , :—.], cos (< .
& i functille ty si clg au acelagi s : ‘Lia cos, devarece
Se constatd usor ca functiile tg si cle au ac 91\115;{&91111} cu functi s

functia sin are numai valorl numerice pozitive .
erriads ' (=it i 5 1jecliva. ~adevar, numere dis-
Functia cos @ [0, =] =[—1, 1] este bijectiva Intr adevar, e i
tincte din [0, =] sint asociate cu punctele de pe s de abscise distincte, deci cos
este mjedwa bunctla este si Hll[](‘Ll]\ﬂ. pentru ca, oricare ar fi x € [—1, 1],
existd ¢ € [0, n), astfel ca x = cos (. Intr-adevar, oricare ar fi z € [—1, 1]

C

pe axa 0A exista un punct de abscisd x st, ducind prin acest punct o para-

Cery 1 M, abscisa aceslui
leld la axa ordonatelor, aceasta mlmsm/t/(jim semicergul s ir . a ¢
punct fimd z = cos unde (= p(AOM).
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Vom nota (cos ) cu cos®t, (sin )%, cu sin®¢ ele. Deoarece OM — 1
unde M(cos ¢, sin 1), rezultd

(17) cos® 4 sin% =1, Vvt €0, =).

Dacéa m(hk) = ” = Pred, fard sd se producid confuzii se fac conventiile de
notatii.

. 5 . AN AN

SIn B = 8In &« = sin Ak, cos B = cos & = cos hk ete.

q : rad
De’ exemplu: sm%:sm 90° —511[2) —

k)
rad
COB — = c08.45° = cos {
4 A

Folosind anumite proprietiti geometrice, se pot calcula unele valori ale
functiilor introduse.
Exemplu. Fie M punctul de intersectie al semicercului s cu dredpLa de
ecuatie 3z + 4y = 0. SH se caleulezg sin a, cos @, tg a si ctg a, unde
TN 3
a = p(AOM).
Solufie. Punctul M are coordonatele (cos a, sin a). Deoarece coordonatele

lui M verificd ecuatia 3z 4+ 4y — 0, numerele cos a sl sin a se obtin rezolvind
sistemul

cos?a 4 sin%ag = 1
3cosa-+ 4 sinag =0

. . 81 ’ : :
Tinind seama de faptul cé sin & >0, rezultd cos a = — - ; sinaq — 2.
; B) 5
'3 f
tga= ——, ctga= — —.
& 4 € 3

29. Notdim cu M punctul de interseciie al dreptei de ecuatic = — 3y = D cu sefni-
cercul s. Dacd t = p (AOM), si se calculeze numerele cos ¢, sin t, tgt, clg .

80. Dacd cos @ = — —, si se calculeze sina, tga, ciga.

31. Daci tga = —

W len m]w

, sii ge calculeze sin &, oos a, ctga.

Unele valori ale funcjulor sin, cos, tg, ctg. Valorile acestor funetii sint,
trecute in tabele speciale, intilnite in clasele antericare. Unele valor pot fi
determinate fird a utiliza aceste tabele.

=9

1. t= %. Punctul M(cos 3:-, sin Z] este situat atit pe semicercul s

. . . A . o i . T
cit §1 pe bisectoarea unghiul AOB (fig. 1V.14). Deci cos - = sin

4

Daca
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A(-1,0)

A'(4,0) o Af1,0)

Fig. IV.14 Fig. 1V.15

1
daE == §in l: — z,din OM = 1, rezultd 2% 4 2* = 1 sau 2% = - Deoarece
: : ™ i A [/_9,_ :
2z > 0 (punctul M este in cadranul intii), se obfine cos 7 = sin - = == 1
T = E = 1.
tg- —=clg
== e | |
(fig. TV.15). Inseamni cd AM = 04 = 1. Conform formulei (2), din A M = 1
2T 4 gipn? & —
si . A1, 0), rezultd [cos i 1} + (smg — 0) =1 sau cos? . -+ sin -

9. 1= L. Fie M[cosja sin 3]' Triunghiul AOM este echilateral

- T ——
— 2¢os ™ 4 1 = 1. Tinind seama de egalitatea (17), se obtine cos i
3
3
sm%— = l/i =13, ctg l/
3. t==. Dack M [cm;ﬂ, sin 1], triunghiul BOM (fig. 1V.16) este
B 6 6

echilateral, deci MB = 0B = 15
in mod analog se obtine

o .o T 1 T l/§ o [ 3
+2 ——- i e — Lt =
CUS%:'L/?Z'—g Slnf‘—Q'ltgﬁ 3 1 g{) ]/.
B8(0,1)
~
B
~
-~
//
A’(-1,0) [¢0] A(1,0)
Fig. 1V.16
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Teorem i Dacsi a. b =10 ;
a > b, atuneci

(16) cos (a — b)=cosaz cosh -+ sina sin b
Demonsirafie. Fie M, N & s, astfel ca

w(AOM) = a i p(AON) =b. (fig. IV.17).

Avem p.(@) = u.(A/Ojﬂ') — g(@') —
= a — b. Conform teoremei de constructie
a unghiurilor, pe semicercul s existd punc-
Fig. 1v.17 tul P, astfel ca

e TN
AOP = JION, deci p(AOP)—a — b,

Triunghiurile isoscele MON si AOP fimd congruente, rezultd N = AP,
Coordonatele punctelor M, N, P siut, respectiv, (cos a, sin a), (cos b, sin'f,;)I
(cos (@ — b), sin (@ — b)), deci MN? = (cos @ — cos b)? 4 (sin a — sin b)? =
=2 —2cosacosb + sinasinb)si AP = [1 — cos(a — b))% &[0 — sin(a.—a-
—b0)P =2 — 2 cos(a — b). Egalind cele doui rezultate, se obtine egali-
tatea (18).

Consecintd. Daci =z c [0, =], atunci cos (; r) co8 T

ST = Bh—sin.z

Demonstrajie. Avem succesiv cos (r — T) = cO$ T ¢0s T - sin = sin z =

:~(_.,i,} cosz + 0. sinz = —cosz §i sin(r — 2) = 1/ 1 = cos¥(n )=
=)/1—(—coszP = |/{—costz — /sin?z = | sin z | = sin z.

"In plus, dacd 6[0, %)U (E,’n], té (m—2) = —tgz s1 dacd =z C

€ (0; =), ctg(r — z) = —ctg 2.
Utli]izind'consecinga, se pot calcula. mai repede unele valori ale functiilor
cos, sin, tg si'ctg. De exemplu:

2 : -
6 3 3 5!

1

| . f :
b) sin °% = gin (n"— 0 S
6 6 6

¢) tg 135° = —1tg (180° — 135°) = —tg 45° — —1;

@) cos 7 = cos (T — Z) = oos T oos T + sin T gin T = YEHVE;
) 05 15 % 3 cos!lcosﬁ—l-smfsmf%‘ £ ;

e) sin'15° = /T — cos215° = ﬁ_z V2 ;

‘ml

o7t ™ T
f) cos 3% = [___z By fn W —
) S 33 =cos |3 13 coszcosm-}-sm?mnE:smﬁ: -
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Diam mai jos un Label cu valorile functiilor sin, cos, tg si ctg pentru citeva
numere reale din wmtervalul [0, =].

Unghiul
Numirul a sin a cos a tg a clg a corespunzalor
lui a
0 0 1 0 nu exista 0°
- - e L 3 30°
6 < 2 3
2l b 2 1 1 45°
4 2 2
= Vi X 3 & 60°
3 2 2 3 ;

l‘:— 1 0 nu exista 0 90°
™ 7 : & .
i i g = 3 =y 120°

3 2 2 3
3 3 V2 1 A 135°
& ) 9
2 = VAR 4R = 160°
G 2 2 3
b 0 —1 0 nu exista 180°
3 T ; M
P 34 se cale VAL G Lt 3 ' LR = o e e S
32, Sa se calculeze: a) g i b) sin e ¢) tg = d) ctg -
33. Dacd cosa = 0,8, cos b = L , si se calculeze cos (a— b).
3
™ 3 - ™ ™
81. Daci v [0, = :l sa se demonstreze cit: sin {i - :r} cos r, 08 (T; — .1-] =
9 o &

. . by . T s el st
— sinx. In plus, dacd @ # 0 s @ # — , sit se arale cl ig l‘;— ’3] = clgx sl
- 2

2

unel

Fie d o dreapti neparaleld cu axa 0A (fig. 1V.18). O paraleld prin ori-
ginea O a axelor Ja dreapta d Intersecteaza semicercul s in punctul M. Dacé
d || OA, atunci M = A.
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i
Prin definitie, unghiul dreptei d cu aza OA este AOM. Notdm acest unghi

TN
cu (d, OA).

Demonsiraiie. Ecuatia dreptei d poate fi scrisd sub forma y = mz + n.
Dreapta OA! (fig. 1V.18) are acelagi coeficient unghiular m, deoarece OM || d.
Punctul M are coordonatele (cos a, sin a). Conform formulei (14), § 3, coeli-
cientul unghiular al dreptei QM este

Deci m = tg a, si teorema este demonstratd.

. /\ . .
Se constata cd, dacd m > 0, unghiul (d, OA) este ascutit, iar daci m < 0
acest unghi este obtuz.

7

Demonstrajie. Alegem un sistem de axe cu originea in virful B al triunghiului
(hg. 1V.19), cu axele paralele cu catetele triunghiului, in asa fel incit virful ¢
sii fie in cadranul I. Cu notatiile din enunt, punctul ' are coordonatele (c, b).
Conform teoremei, coeficientul unghiular al dreptei BC este tg B .— .l
si egalitatea a treia este demonstratd. Ultima egalitate rezultd imediat din
ctg B = ‘tiB- . Pentru demonstrarea primei egalitati pornim de la ¢ = b ctg B,

g : o . T :
de unde rezultd c¢® = b%ctg? B. Folosind definitia functiei ctg, ajungem
la (b% + ¢2) sin? B = b% Dar b% + ¢ = a2, deci a®sin? B = b2 Din aceasti
egalitate rezultd prima formuld. Cea de-a doua egalitate rezulta din a?sin? B —
= b* si din cos? B + sin? B = 1, tinind seama de egalitatea a? — b2 — ¢2,

d
B8(0,1)
Clc.b)
|
T
Af-1,0) 0 An0) == T
B Alc,0)
Fig. 1V.18 Fig. V.19
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Consecinta se poate formula intr-un enuni ugor de retinut. ,,Intr-un triunghi
dreptunghic lungimea unei catete este egald cu produsul dintre lungimea
ipotenuzei si sinusul unghiului opus sau cu produsul dintre lungimea ipote-
nuzel st cosinusul unghiului aldturat®.

Aplicapii. 1. S4 se determine unghiul dreptei d de ecuatie 3x +

+y]/3+2=0 cu axa absciselor.

Solugie. Din y = — |/ 3z — E%—R-, rezulti m = — /3. Daci a —
T H : 2 |
== H(@), din tg a = — |/ 3, rezultd cos?a = =4 DEtl ces g = — 5

i o o . 5 shl? 2 ‘ o 5
Functia cos fiind bijectivd, din tabel gisim a = = Deci m = (d,0A) = 120°.

2. Si se determine unghiurile triunghiului cu laturile de lungimi 8, 4, 4 /3.

Solupie. Deoarece (4 |/ 3)% + 42 = 82 triunghiul este dreptunghic (fig.
i .

IV.19). cos B =+ =1 deci p(B) =7 sau m(B)=60°. Apoi p(C) =
— " Shu m(a) =1 30>
A 3 6

856. Si se determine unghiul urmdtoarelor drepte cu axa absciselor:
a)y=0;b)z=0;c)y=z)/3+1;d) y+z= L

3
36. Se d& punctul P [ -——“_If_“, —“—], a> 0

P T
54 se afle m(AOP) si uwldOP).
87. Dreptele de ecuatiiz |/ 7 + y |/ 2 = 0 5i 3z — 4y = 0 intersecteazi semicercul s,
N
respectiv, in punctele M gi N. Sa se calculeze cost, unde t = p (MON).




V

Capitolul l

I o oo M .
[ Functii trigonome

Acele indicatoare ale ceasului, in miscarea lor continui, indicind la nesfirsit
repetarea orelor, constituie un model simplu pentru toate fenomenele care se
repetd periodic. In acest capitol se vor studia functii ale ciror valori se repetd
in mod periodic. In special vor fi studiate functiile trigonometrice, o categorie
de functii definite prin intermediul unui cerc de razi 1. Aceste functpif sint
folosite ca modele matematice a mai multor feluri de situatii practice. Vom
vedea apoi cum se deduc formule referitoare la diferite valori ale acestor
functii i cum” formulele stabilite pentru unele din ele pot i folosite pentru
a determina formule pentru alte functii.

§ 1. Functia de acoperire universals

Lema 1. Orice numir real ¢ poate fi seris in mod unic

(1) i = t* + 2kn, unde * = [0, 27), /

: : z u S -
Demonstrafie. Fie k partea intreagi a numirului —- , adica
2n

k < L < k4 1.
27

Atunei 2km < ¢ < 2k + 27, din care se obtine imediat ¢l 1* = ¢ — 2kn & [0, 27).
Am delerminat in acest fel numerele & si ¢* veriflieind conditiile (1)

Tentru a ariita unicitatea, sd presupunem cd mai avem si ¢ = 4 + 2k, ¢, =[0,27),
Iy & Z. Rezultd cd t* — & = 2(k; — h)w. Deoarece (¥ — 1, < 1% < 27 51 t* — 1, >
> — 1y > — 2w, rezulld — 2w <2 0¥ — ) < 27 sau — 2 < (k; —k)27 < 2w Deci
— 1 << ky — &t << 1 5iin mod necesar k; — k = 0. Asadar {; = t* si ¢* este unic.

- 1125 \ 5 ¥
Exemple. 1. Dacii t = — — = atunci L —=— 5% pin 4« x
17 2r 17 ' 2.
w 14 P a6 12
< —3, rezultd 0 < — + 4 > 1. Deci +4=4— = ==, Asadar
2w 27 17 17
2h7 247
= = 2(—4)r, unde (* =%, k= 4,
= T A )y e

2, Dacd t = 31,45, atunci 5 < 2—' <
27

< 6. Deci t = (31,45 — 10 xw) +2:5-x, B8(01)
unde t* = 31,45 — 10x, k=05.

3. Dacd t = —b, atunci —1 <2—t <
ATC

< 0. In acest caz k= —1 §i t= (2 —
— 5) + 2(—1)mx. Numarul 1* este 2rx —
— b,

In capitolul 1V, § 4 a fost prezen-
tatd o functie care asociazd fiecarui
numér ¢ & [0, =] un punct unic # € s, astfel incit lungimea arcului mic ATfI
sa fie egald cu .

Lema care urmeazd ne indicd modul in care putem asocia unui numir
i€ (%, 2x), un punct M € € — s. - '

tE (ry, 2r),8i 2= —cos (I — =), y= —sin ([ — m),

{1 wetul M de eoordonate (x, ) este situat pe ' — s, iar arcul mare ‘A;li
1¢ T

Demonstrajie. Deoarece 2?2 + y? = cos*({ — n) + smn?t —n) = 1 (coor-

donatele lui M verificd ecuatia cercului unitate C) punctul M este situat pe C.
Din t € (=, 2n), rezultd cd ¢ — = € (0, n). Fie M'(z’, ¥’), unde =’ = cos ({—
— w) st ¥’ =sin (¢ — n). Inseamnd ca M’ & s, conform definitiei functiilor

r o cos si sin. Avind abscisele, respectiv, ordonatele
18 numere opuse, punctele M si M’ sint simetrice
i4 fatd de originea axelor de coordonate (fig. V.1).
Deci M's1 M" sint diametral opuse in C. Din
[ 3 P
T~|"3"'” M & s remulti M e C —s.
X PN F 3
it Arcul mic AM' are lungimea ¢t — m (conform
” +2 . - .
£ L definitier functilor cos si sin), 1ar arcul M'A'M

—
are lungimea =, deci arcul mare AM are lungi-
mea (t — w) 4 = =1 si lema este demonstrati.

A 0 c BT

J'f : Conform acestei leme, numirulul — 1 se aso-
= ]

-
L clazd pe C — s punctul de coordonate (* cos 1:—
T i ;
[ Lol o /3.
L’E —D’ — Sln'g— sau —2—'., _— 2—
l-d Fie d tangenta in A la cercul unitate C
[ (fig. V.2.) i £ = d, astiel ca B si E sd fie in
JI"5 acelasi semiplan fatd de OA. Considerim un sistem

Fig. V.2 de coordonate pentru d, astfel incit A sd aiba
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coordonata 0, iar rg > 0. Pentrw
a simplifica notatiile, un punct al
lui d va fi notat cu coordonata sa.
Dreapta d devine o axd a nume-
relor reale, -

Pentru a pregiti definitia unei

P
- t>0 f/ ﬁ\%l
/4—’ ‘ Al OL__

’ \ B
I \ functii importante facem urmitoa-
/ : . B e :
/ 4 rele consideratii intuitive. Dacd ne
i N imagindm cé dreapta d este suficient
] ~N

N de flexibila, putem accepta procesul
0 de infisurare a ambelor ei jumi-
tatl in jurul cercului. Semiaxa nu-
merelor reale pozitive se infigoars
in sensul invers migcdrit acelor de
ceasornic, lar semiaxa numerelor

Mg

1
i

Al
>
S _-

\\ A reale negative in sensul migcérii
N = b acelor de cesornic.
= e Prin acest procedeu de infdgu-

rare, fiecare punct de pe axa d ajunge
intr-un punct determinat pe C, deci
fiecdrui numdér real { ii corespunde
un punct M, € C. Am definit astfel o functief:d — C, care asociazi luit & B
punctul f(t) = M, de pe cerc. tiind céd lungimea lui C' este 2z, punctele =,
ale dreptei d gi, de asemenea, punctele —m, —3rn, —5m,... ajung

Fig. V.3

« =
3, B

in A4’; punctele 0,2x, 47,... 81 —2r, —47... ajung in A,punatele-g«, g + 2,

gk%-c, ; - 41:,%: — 4m,... ajung in B etc. In general, punctele ¢, ¢ + 2,

1 — 2m, t + 4w, t — 4m,... ajung in: acelagi punct M, adici

(2) [t + 2km) =f(t), Vi € B, Vk € Z.

Se observa céd un segment cu originea in A §i cu extremitatea intr-un punct
oarecare { (fig. V. 3) prin infigurare, intr-un sens sau altul, poate acoperi de
mai multe ori cercul, punctul ¢ ajungind in M, € C.

Folosind definitia functiilor cos si sin gi lemele 2 gi 1 putem defini o func-
tie F, care asociazd oricdrul numdr real ¢ un punct de pe eercul unitate C,
férd a folosi procedeul intuitiv al infasurdrii. Vom ardta ca aceastd functie F'
va avea proprietatile functiei f.

Definim functia

F:R - C, F(i) = Mz, y)
prin urmétoarele conditii: -

1° Dacd ¢ & [0, =], atunci  ='cos I, ¥ = sin L.

2° Dacd { & (w, 2n), atunci &= —cos(t — «), ¥y = —sin (t — =)

3* Dacd t = t* 4 2kn, t* € [0, 2n), k* € Z, atunci F(t) = F(t*).
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T

Functia F poartd numele de func¢tia de aco-
perire universald a cercului ‘unitate.

Avem: F(0)y= M(cos 0, sin 0) = M(1, 0)= 4
(fig. V.4), F{%) —M (cos =, sin -’E) —~ M(0,1) =
— B, F(x) = M(cosm, sinx)= M(—1, 0) = 4,
F[ ) =M —cos(l—ﬁ — n] —,sinn(%j—t——x]]:

— [——co , — sin 2) = MO, —1) = B,

+3) = (5) = [oon 5, ing)= w3 42)-

Dac#t nu se fac alte preciziri, conform definitiei functiei F, prin AF(#)
vom intelege arcul mic de lungime f, daca ¢ € [0, =], respectiv, arcul mare de
lungime ¢, dacd i € (n, 2m).

M‘E‘:

—

=

rﬂ\
‘-._.a-
f'_'\ lQ]:i

3 i |
Denwmsira;aé: Conferm lemei 4, exigtd numerele unice |
1* &[0, 2x) 6i I € Z, astfel ca 1 = 1* 4+ 2n. ‘

Atunci
F(t + 2kn) = F(* 4+ 23(k + l)n) =

deci formula (3) este demonstrata.

F(t%) = F(@* + 2ln) = F(i),

Demonstrafie. Dacd 1=1* 4 2kw, t* =[0,2n), k = Z, atunci — (= 2w — ¥ _

— 2{k + 1)w. Deoarece F(t) = F(t*) gi F(—1) = F(2n —.1*), demonstrajia se reduce
la a ardta ci AF(*) = AF(2n — t*)

Daci t* e [0, =l atunci 2n — * & [n, 2-.1] Arcul 4F(t*) (fig. V.5) are Iunglmea t*,

T
iar arcul mare AF(2n — t*) are lungimea 2n — ¢*, deci arcul mic AF{Q’n:— t*) are
lungimea 2w — (2w — t*) = t*. Deoarece arcele
. (s . . 0
mici AF(t*) §i AF(2zx — t*) au. aceeasi lungime,
B coardele - corespunzdloare lor stnt comgruente gi

Flt)
A’ //\ Al1.0)
SR
5

Fig. V.5 (4)

teorema este demonstratd in acest caz.

Cazul t* & (=, 2n) se trateazd in meod analog
" (se schimba doar relurile numerelor t* si 2n — t¥),
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[ ' Demonstrafie. Scriem numerele ¢ gi u sub [orma

= t* 4 2km, t* = [02n), ke & s uw=u* -+ 2r

Fla) 8 Hit-u] u* < [0.2%), 1 7, conform lemei 1. Deoarece F(t) =
( = F(i*), Flu) = Flu*) si Ft —u) = Ft*¥ — u*),
A Aol demonstralia se reduce la a arita cd F(*)Flu*) =

o
) = AF(t* — u®*),
Dacd 0 < u* < 1% < 2m, rezoltd imediat (fig. V.6)

L

= o ;
ed arcul F(t*)F(*) care nu-l confine pe A are
TR
Fig. V.6 lungimea (* — u®*, ea si arcnl AF(* — u*). Din
congruenta celor doud arce rezultd congruenta coar-
delor corespunziloare, si leorema este demonstrali.
Dacd 0 < 1% € u* < 27, se demonstreazi in mod analog cd F(t*) Flu*) =
= Al (w*—1¥) si tinind scama de lema 3, teorema este demonstratd in toate cazurile.

‘efinitie. Fie M o multime oarecare. O functie f: B — M se numeste
periodica daca existd T # 0, astfel incit

() _ flx + T) = f(z) pentru orice z din R.

Numarul 7' se numeste perioadd a Jui f. Dacd printre perioadele strict
pozitive ale lui f existd un cel mai mic numéar 7T, atunci 7, 'se numeste pe-
rioada principald.

Daci T, este perioada prineipali a lui f, ataneci perioade

Demonstrafie. Avem

fla) = fle + To) = fla + Ty + To) = . = Flz + T+ Ty + oo 4 T).
Pe de alta parte, f(z — T,) = flz — Ty 4+ T,) = [(z), deci
fla) =flze = To) =flx — Ty — Ty) = ...=flo — Ty — Ty — ... — Ty).
Asadar numerele AT, unde k e Z,sint perioade. Rdmine de demonstrat cit orice perioadd
T este de lorma /7, k = &. Fie k partea intreagi a numirului i , adica
0
k< ’li‘: < k 4+ 1.

si T'* = [0, 1], astlel ca
(6 T = T*+ kT,

Numiirul T* este si €l perioadid, deoarece fla + T*) = fla + T — k) = f(a +
4+ T) = f(z), Ve eR.Cum 0 < T* < T, i T, esle cea mai micd perioadd strict

pozilivil, rezulti T*=0. Dect, conlorm cu (6), "orice perioada T este de lorma AT\,
k e Z, si lema este demonstrati.

De aici kTyg < T < Ty + Tosau 0 < T, — kT, < T,. Existd deci numerele k e Z

Demonstrajie. Formula (3) aratd cd F admite ca perioade numerele 2k,
unde k = Z. Dintre acestea, cel mai mic numér strict pozitiv este 2z. O
perioadi T € (0, 2=) nu poate exista, ciici F(0) si F/(T) fiind puncte diferite
pe C, pentru x = 0, F(z + T) # F(z). Rezultd ca 2r este perioada principald
a lui F.

Feitii

1. Si se delermine coordonalele punctelor:

F(57), F(—77), F( 'z“), P (_ ‘—Zl] F(1037), F[ '03”], F (103“}.

2

4

2. Punctele P;, P; si P,, P, sint respectiv pe. bisectoa- {
rele unghinrilor axelor de coordonate si pe cercul unitate ¢
(ig V.7). Sda se afle toate numerele reale ¢ penlru care:

a) Flt) = Py, b) F(t) = Py, ) Flt) = Py, @) Fl) = P,. B
8. S se arale cd #() st F(—¢) sint simetrice fatd de A N
A
Fa
o
B

dreapta O-A.

4. Sd se arate cd F(f) si F{z — 1) sint simelrice lata
de OB.

b. Bd se scrie ecuatia dreplei delerminald de punciele

)er )
2 3 g Fig. V.7

§ 2. Functiile trigonometrice sin si cos

Prin functia F' de acoperire universald fiecirui numir real ¢ i se asociazi
un punct unic (/) = M(z, y) de pe cercul unitate €. Coordonatele r si y
sint si ele unic determinate, dacd ¢ este dat. Vom nota

T = cos t, ¥y = sin 1,
definind astfel doud funetii
cos: R - R si sin: R - R,

numite funclii trigonometrice, care prelungesc functiile cos si sin, introduse
in Cap. 1V, § 4, de la [0, =] la R.

Avem ca exemple de valori numerice ale acestor functii:

s 21 V3 ar S
A I e R S2E s R T e
7 5 COS—; cos | — T = EOS—— =
- 2 &8 117 = ooy 117 i aT
g = = — 08 — =
= — cos[r:~——): — €08 T COS = — sin 7 sin ~ = cos - —
5 6

. Hm : 3 T
=, sm—:sl_n[&rﬁu:r = §in —-
7 A 7 7
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Deoarece (cos t, sin t) sint coordonatele unui punct de pe cercul C, cos t
respectiv sin ¢ au valoarea maximd 1 si valoarea miniméd — 1, deci

w1 <cost <1 gi ~1 <sint <1

Funetia F fiind periodicd, functiile cos gi sin sint .gi ele periodice si orice
perioadd a lui F este o pericadd pentru cos si sin. Deci

cos (z + 2km) = cos  si sin (z + 2kr) = sin z, Yz = R.

Ardtim acum’cd functiile cos gi sin nu mai au alte perioade.

Demonsirajie. S& presupunem cd functia sin ar admite o pericadd 7' &
&= (0, 2n). Am avea sin (¢ 4+ T') = sin ¢, oricare ar fi ¢ € R. In particular,

pertru 2 =0, am avea sin 7" = sin 0 = 0. Singurul numdr care satisface
conditille 0 < 77 < 2 si sin 7' = 0 este w. Dar = nu este perioadd pentru

sin, deoarece, de exemplu numerele sin [-;—E] =1 s sin (-;—r Sl n)= —1 sint

distincte. Deci cea mai micd perioadd strict pozitivii @ functiei sin este 2.

S& presupunem céd functia cos admite pericada 7" & (0, 2x). Am avea
cos (t + T") = cos 1, oricare ar fi ¢ & R. In particular, pentru ¢t = 0, cos 7" =
— cos 0 = 1. Deoarece nu existd un numir 7" astfel ca 0 < 7" < 2% gi
cos 7" =1, perioada cea mai micd strict pozitivdi a functiei cos este 2=
gi teorema este demonstratd.

Orice punct F(#) fiind pe €, numerele x = cos ? §i ¥ = sin ¢ verificil ecuatia
cercului C: 22 4 y* =1 (Cap. IV. §2), deci '

(1)

2)

Demonstrajie. Conform teoremei 2, § 1 din acest capitol, F(a) F(b) =
= A F(a —b). Avem F(a) = M(cos a, sin a), F(b) = M(cos b, sin b), F(a —
—b) = M (cos(a — b), sin(a — b)). Aplicind formmula distantei dintre dous
puncte pentru F(a) F(b), AF(a — b) (calculele sint aceleasi ca la demonstra-
tia teoremel din capitolul IV, § 4) g1 egalind rezultatele se..obfine formula (2).

1

Demonstragie.  Intr-adevir

3 ™ T LT .
¢cos (—- == :l] = Cc08s —2 cos T | sin —2 SIn & = 8SIn @
9 G

cOs & :(1US[$+‘1: —g]:cos[gw[l— I)]:

T T . . . T .
=CcO0s—Ccos |— — —1—sm£sm(1f:c =sn|— — x|.
2 2 9 | 2 &

O functie f: R — R se numeste pard dacd
si se numeste impard dacé

f(—z) = —f(x), Vz € R.

Demonsiratie. Deoarece
cos(—x) = cos(0 — x) = cos 0 cos  + 8in 0 sin' z = cos x,
functia cos esle pari.
Din (3), (2) &1 parilatea functiei cos avem

sin(—x) = cos (—; -+ mJ = ¢o0s (— -725 — :c] = CO08 [— —;5] cos x +

-+ sn (— 3

A P i i T -
] Sin. & = sin (— g] sin x, = sin [Zn g 271:.] SINe =
i S !
= sin —=sin z = —sin z,

rezulta ca funella sin este impard.
Obseroatie. Ulilizind definitiile funcliilor sin si cos, consecintele teoremelor 2 si 3, nu-

merele sin x si cos z pot fi caleulale cu ajutorul unor numere de forma cos ¢ sausin {, unde

le [rn‘ i" Acest proceden de calcul poartd numele de reducere la primul cadran,
2

g ﬁ - o
deoarece puncte de pe C corespunziitoare numerelor t & [0, — | se alld in cadranul intii
2

il axeler dr coordonate.
. 12 . 3y 2
De exemplu: sin J—E =sin |8n + EE = sin 9_7; | [ E]_-r: = cos | — __'{r_} =
14 14 14 2 14 14

I ) = - : % : T :
= 65— gisin - — se calculeazi cu ajutorul numéirului cos — (care se citeste cu apro-
7 i 7

ximatie din tabelele trigonometrice), unde T e [0, %) .

Aplicatie Stind ci ae(zl,ﬁr:], c.osd;%, be[o, E],

5

.
sin b = J'-:j-, sd se calculeze cos (@ — b).
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Solitjie. Deoarece ¢ & [% 27:} punctul F(a) este sitvat in cadranul IV,

&

o S St ’ . g o
deci sin @ << 0. $tiind ca sin® @ + cos>a = 1 sl cos @ = —, rezultd sina =
J
4 N . 12
= — - . In mod analog se obtine cos b = — . Asadar
o ; 13
3 12 = 1] 16
cos(fa — b)) == .~ +|——|.—=—.
5 A3 5 13 65
1. 5a se caleuleze:
v JOT ki : Vi
a) sin =5 e) cos| — 1|, i) cos 4125w,
2 - 3
87 . 18x . ; .
b} 'OS’LbT 5 I) sinf— - i 1 J) sin 2113w,
] 3
. ar . 28w
¢) sin| == o) sin 187w, k) cos —~ + sin ——,
: 2 6 3
: oo OTF 207
d) ros (—=), I) cos 13w, 1) sin g + o8 - ﬂ
G «

, 7 - .
2. Dacd z e (m, 2x) si cos © = — , si se calculeze sin x.
==

L)
3. 54 se stabileased care din urmitoarele funclii este pard si care este impari:
a) f:R =R, fle) = sin'x
b) g : R= R, glz) = a™, n = N¥,

ch:RoR, o) =2 + 1,

@7 LR By =t
1 | 2B
4. Si se calculeze:
i -~ | -3
a) cos T vos J9% -+ sin OT gin 1on ;

7 28 7 28

o [

b) ros (;r s E] cos x -+ sin (.r s i) sin x.
. 3
‘ . . y
, 8iny = —, si sc caleuleze

5., Dadh sinxz >0, cosy <0, (0sSx= —

D".ILJ
3

[

cos(z — ¥). _
6. 24 se arate cd, oricare ar fi @ = R:

)

h)

) cos? @ 4 sin*a = (sita + cos a) (1 — &in a cos a).

1l — 2 sin?2ag = 2 cos®?a — 1,

==

2(1 - cos a) — sin®a = (I + cos a)?,

-

. T . . o -
7. Stiind cd a,b [— 5 n) , cosa = —0.8,sinb = 0,96, si se delermine coordo-

_natele punctului Fla — b).

8. Sise determine coordonalele punctului (z) stiind cd sin z + cos z = 0,2 si cos <0,

\
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averm.:

@ cos-b — sin

%) S

Intr-adevir

cos(a + b) = cos[a — (—b)] = cos a cos(—b) -1—l sin g sin(—b) =
= €08 @ ¢08 b — sin a sin b.

Cosinusul sumet. S& demonstrim c#, oricare ar fi numerele reale g sib

(S-a tinut seama de paritatea funcfiei cos gi imparitatea functiei sin.)

Stnusul diferenei. Oricare ar fi numerele reale @ si b avem:

(5) | sin(a — 111) =gnacpsh — cos a sin b
|

Formula rezulti din
sin(a — b) = cos [g —fa— b)] = G08 [(é—: — a] + b] =
=cos[%— a]cosb — sin[%— a]sinb = sin a cos b — cos a sin b.

In demonstratie au fost folosite formulele (3) din paragraful 2.
Stnusul sumet. Dacd a, b € R, atuneci

- cosasind

6) ‘i sin(a -+ b) = sin a cos b

— o !

Pentru a ohtine egalitatea se scrie succesiv:

sin(a + b) = sin[a — (—b)] = sin @ cos (—b) — cos a sin (—b) =
= sin @ cos b 4 cos a sin b.

Exercitii
1. Sa se calculeze:
T m i
a) cos — cos — — sin — sin —-.
5 2
b}cnsf——-mcma;—sin L — z]sin . o,
6 6
2. 84 se arate cli oricare ar fi numerele reale « si y avem:
5! 7T T T . T =
a) cos [m — — Jcos — — cos(m + —|sin — = sin =,
& i 4 4

b) cos (z — y) cos y — sin (z — y) sin y = cos =,

9 — Matematici—Geometrie si trigonometrie cl. a IX-a
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c) cos(z + y) - cos (z — ¥) = 2 cos z cos y.

d) cos(z 4 y) — cos(z —. y) = 2 sin z sin(— yp),

e) cos’(x — y) — cos¥(z + ) = & sin z cos z sin y cos v,

f) cos? z + cos®y — (cos z — cos y)? = cos(z + y) + cos(z — ¥),
g) cos(z — y) ¢ cos{z + ) = cos? z — sin? g,

h) cos(%——l— a:-v-y.J= cos8 z sin y — gin z cos v,

i) sin(z + y) sin (z — y) = sin* z — gin? ¢,
i) (sin & + cos y)? + (cos =+ sin y)? = 2(sin(z 4 y) + 1),
k) sin(z 4 y) + cos(z — ¥)'= (sin = 4 cos z) (sin y + cos y).

]

- L i 1 )
8. stundcﬁsma:'/——zs,smb:?, cos ¢ = oo cos a <0, cosb >0, sine <

0, sd se calculeze numerele cos(e + b + ¢) si cos(e + b — ¢).

4. Si se arate cil oricare ar fi z numdr real si & numér intreg avem:

a) sin [(2!: -+ i)% 4+ zf= (—1)* cos z,

'b) cos [(21: & 1)52 + x1J= (— 1)+ sin z.

Din formulele {2), (4), (6) se obtin alte formule utile in aplicatii.
\

Formule pentru cos 2z gi sin 2x. Dacd in formulele (4) §i respectiv (6)

punem a = b =z, rezulty

5i

cos(z + T) = cos Z cos £ — sin'z sin z

gin{xr + z) = sin x cos = + cos z sin 2.

Obtinem formulele

(7)
gi
8

sin 2z = 2 sin x cos

co8 22 = cos? z — sin® x

Formula (8) se mai utilizeazd si sub formele
cos 2z = 2cos®? x — 1 sau cos 22 =1 — 2 sin? z

Tot din (8) se deduc formulele

‘ TT—;; ‘ : 1 — cos 9z
[eoR il maalymee L [ = Cf R

Aplicapie Sdse arate cii sin 3z se poate expriga in functie de sin z.

Solujie. Avem sin 3z = sin (22 + z) = sin 2z cos z + cos 2z sin z =

= 2 sin z cos? z 4 (1 — 2sin? z)sin £ = 2 sin (1 — sin? x) 4 sin & —
— 2 gin? z = 3 sin z — 4 sin® 2.
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In plus, procedind in mod analog se obtine

cos 3r = 4 cos® z — 3 cos @.

b. S3 se calculeze:

.3
a) cos =, b) BT, “E
' 8 8
5 7
d) cos ki i e) cos —.
24 8
6. Si se verifice identitatile:
2
a) cos! x — sin® £ = cos 2z, b) [cos -—;E- — sin %) = 1 — gin z,

c) cos 2z +2 sin? z = 14,
e)sin 2z + |/ 3 cos 2z = 2 sin [23: L —1;—] :

f) 3 sin 5z + |/3 cos 5w=2|/§sin[5:c+-:—).

7. Sd se arate ci’

B —K —2/5 -sicoslsl/g'i“i.
5 b 5 4

o 2 3 :
Indicatie. Se scrie sin [g - _E;EJ = sin = sau

27 3
sm—ms— cqs—sm—_(l
3 5 + 5 5

'jsi se obtine
'lﬁcos"g — 12 L032 +1=0.
8, Sd se ca]ul]eze sin — $1 cos —
10 10’
9. Si se arate cd

cos? = - cos‘ —|- cos? — L -+ cost* — gre = . .
8 8 8 8 2

10. Si se arate cd expresia.
E = cos®(e + b) 4+ cos?la — B) — cos 2a cos 2b

este constanti.

d) 1 — 2 sin? [E»— :c] = sin 2z,
& ;




E § 4. Functiile tg §i ctg ' Se verificd imediat cd functia ctg este impard.
! : De asemenea, se demonstreazd in mod analog cé are perioada principald ,
Cu ajutorul functiilor sin gi cos se pot defini alte functii trigonometrice. deci are aceeasi mul{ime a perioadelor ca si functia tg.
Au utilitate mai mare functiile tangentd si cotangentd notate respectiv cu

Din ctg 2 = tg [% — x], rezultd cd functia ctg nu necesitd un studiu

' tg st oectg. :
Functia tg. Fie of mul{imea numerelor reale de forma —:— + kn, unde k € Z. separat deoarece este acelagi cu studiul functiei
\ ! T
Functia tg se definegte astfel: ; . ctg :R— B >R, ctgz =tg (E s :c]
8N Tz

tg :R—cf 2R, tgz = Formule in care apare funcfia ig: Atunci cind sint considerate expresii in

cos x

care apar functiile tg si ctg, sau in care apar functiile tg, ctig, sin si cos la
. Se verificd ugor cd functia tg este o functie impara. numitori, vom presupune ci sint excluse din consideratii acele valori ale varia-
| Teore 1. Fie M =F(t), t € R — of, punctul asociat eu ¢ prin bilelor, pentru care expresia nu are sens. Elevii vor determina in fiecare caz

’ de 12 a cercului unitate, d dreapta tangentd la C multimea valorilor care trebuie excluse.
i ) i in A(jl_,. 0) ,1 {7‘} ini.e.rr;uc'fiz!. drep- 1 Avem

I d q telor OM si d. Atunei 1" are coor- sin(a -+ b) sin @ cos b - cos a sin b
! ‘B M’/JIT B I donatele (1, tgi). bale+b)= cos(a 4 b) T cos @ cos b — sin a sin b ‘
| ' X SRS | Demonstrajie. Deéoarece 1 # ' S; i ; S ‘
‘ Y N \ o implificind fractia cu cos @ cos b se obtine: |
A £ O (S A #* = + kr, unde k € Z, punc- i B gt R
:4 J y tul M nu poate coincide cu B 9) : bl e )= tga+ tgh |
| | ; \; sau cu B’, deci dreptele OM 'si : i : L —lgatgh ‘
| lB ! o L2 d (fig. V.8) sint concurente. SN B o H
| Fig. V.8 Coordonatele punctului 7' se ob- \ Procedind in mod analog ca in cazul formulei (9) se obtine formula w

tin rezolvind sistemul format cu
i ecuatiile dreptelor OM si d. Deoarece M are coordonatele (cos ¢, sin ) ecu- ' e T TR e |

\'
. U5 + sin ¢ ) ; ; - 1A £ ool i lga — fgb |
| atia dreptelt OM este y = z. Ecuatia dreptei d este x = 1. De aici , (10) bgle =ru) == == o i .
I cos ¢ ' i e Lo
1] * . fe == .
A sin ¢ . v R
! rezultd cd T are coordonatele [1, —u_] sl teorema este demonstratd.
i cos ¢ : Din formula (9) pentru a = b = z se deduce
Teorema 2, Funetia tg are perioada principali .
| : I :
| Demonstratie. Deoarece, oricare ar fi x real, (1) o 2 lg z
i bty =2 =
sin(z + =) — sin x 1 — tgiz
tg(z + =) = = = 1g z, = : 2
cos(z + m) — cos x : :

numirul = este perioadd. Se pune problema de a-decide daca existd perioade De asemenea, din

strict pozitive mai mici decit 7. Ar insemna c&, dacd T este b asemenea'peri- gL gain Lo
oadd, tg(x 4+ T) =tgx, Vz € R. Pentru 2z =0, rezultd tg T = tg 0 = 0. tg X — 2 2 B e
Am ajuns la o contradictie, deoarece nu existd T & (0, ©), astfel ca tg 7' = 2 o Hncos 2 1+ cos =
= 0. In consecintd multimea perioadelor functiei tg este {km |k € Z},. 2 2 . |
perioada ‘principald’ a el fi'md . rezultd ‘
J‘ Funcfia ctg. Fie @ multimea numerelor reale de forma kr, unde %k € Z. L gl pi em sy
| Functia ctg se defineste astfel: (12) ‘\ g & _Sing 1‘ '
¥ ot R — B — ]ﬂ.., ote 5 = __f'_'rJ'«‘ T ‘ ) S e  cos |
I Ca i sin T ,‘,_fﬂfﬁ,,, e I
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1n continuare vem aréte oit numerele sin = i cos = se exprimi fird radicali

cu ajutprul numérolwi tgi;i’. Avem

coaa:con*-;i—-ﬁn'-;-=2cosz—§—- 1,

@

gim? .-‘.t—
. 2 1 . ;
Din tg?< = = deducem cos? © = . Ynlocuind, se obtine

cos? — A+ tgr s

2 i 2
1 — tgt ::
(13) COB & = — -
T
‘ 14 tg? —
3

De asemenea, porsind de la formula sin z = 2 sin —;E c68 — se obtine
2

(14) ’ e 3
/ > 14t 2
2
Apli‘capie. S¥ se calculeze tgi.
~ Solutie. Avem, conform formulei (12),
ST
! sin — = — — =2
e ol e i L =|/—6 =5 §i cos — = Ve+1e
BE g 12 4 12 &
12
rezulta:

te ™o VE=V2 (15 _a)1/3 -1/ 3).
e 5= L= (VI (V3-VD)
Rémine ca exercitiu s se oByind acest rezultat utilizind formula (11).

Exercitii

ol

1. Aflati tg(ai-}- b), dac# sin a= -%- ,c08 b = K2— , COS @ >J 0,sinb < 0.
2. S4 se verifice identitatile:

cosla +8) L 4 _ g o tgb;

b) tg = + tgiz tg 2z = tg 2z — tg =;

cos a cos b
Gl iy S 2 A d) sin(a + b) ok 1+'ctgatgb;
olg « —igas sinja — b) 1 —ctgatgd
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o ctg(a+b)=itg_a.ctgb — i_; 1) cos 3_a;+ sin 3z _ 2 olg 2a;
ctga + ctg b sin cos T
g)2sin2x_%:tgx; h) tg3a—tg2a¥tga=tg3atg2atga.
coS [,
8. Se dau tga:%. tgb= ; ; tgc:—;-. Si se calculeze tgla + & + o).

4, Stiind ca tg z = E, n 5 0 si se calculeze expré%ia
n

E = m sin 2z + n cos 2.

B. Daci 5 cos z -+ 10 sin 2 — 11 = 0, s# se calculeze cos «, sin = §i tg%.

Transformarea sumelor in produse

Folosind formule corespunzitoare, deducem
sin(a 4 b) + sin(a — b) = 2 8in a cos b,

gin(az -+ b) — sin(@ — b) = 2 cos a sin b,

cos(a —l—. b) + cos(a — b) = 2 cos a cos b,

cos(a + b) — cos(a — b) == —2sin g sin b.

£+ ,b P —4q

Daci a+b=p si a—b =g, atunci a = - / -

Obtinem urmétoarele formule de transformare a sumelor in produse:

(15) | gin p + sin ¢ = 2 sin P 7‘l-' c08 ""__;",'é
(16) : ’ ‘.kil.'i_j'? — §in q = 2 cos _J‘f".'._ (jq sin J‘z—;_—;*
(18) v ) i COS P - (-,(;;T-._,? —_ ety Sinf-';__”_ ”:‘i}__ q

Prin calcule simple se deduc formule de transformare a sumei gi diferentei
de tangente in produs.

(19) L g a 4 tgh = o ELL

I cos a cos b
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In exercitii , uneori este util s& se transforme produsele in sume. Asemenea
formule se obtin din cele de mai sus:

gin '@ cog h— 810 (2 + 8 4 sinfe — b ’
\ : b4 r
cos-a cos b — o8t + &) + cosfa — #) ’
9
sin a sin b = E‘VOS\'G —b) — cos o 4 b) :

9

Formulele numerotate si puse in chenar trebuie memorate de citre elov.
Pentru a le aplica cu usurinti, este necesar

entr sd fie refinut i modul in care pot
f1 deduse.

1. S se transforme in produs:

a) sin' 105° 4+ sin 75, b) cos 75° 1 cos 15°

c) cos e cos =, d) sin i 4 sin —?f,

4 3

e) sin z + gin 3z <4 sin 5z, 1) cos 2z 4+ cos 4z 4 cos 6z.

2. Si se verifice identitatile:
“cos 3x — cos Sz

8) ————— = tg z lg Lz, b)
cos 3z -}- cos Sz

1 4 cos 4z cos 2o
sin 3z — sin z sin =

1

c) cos? x 4 cos?2x 4 cos? 3z 4 cos 2z + cos 4z - cos 6z = 6 CoS T COS 2z COS 3z,

d) sin @ -+ sin 8x 4 sin 5z - sin 9x -+ sin 92

= g 5z,
cos x -+ cos 3z + cos Sz -+ cos 7z 4+ cos Sa

a a & @ ‘T [ ™
e) 1+ cosa + ctg— = 2 etg — sin| — 4+ = cos | = — —|.
£3 i (2 | (2 )
8. 54 se transforme in produse urmitoarele sume:
§ = sin z -}- sin 2z 4 sin 3z 1 sin 4z -+ sin 5z,
T = cos = + cos- 2z + cos 3z - cos 4z -+ cos Sx -+ cos 6z 4+ cos Tz.
Indicatie. Se recomandi, de exemplu, pentru suma S, si se calculeze S sin 2 , Sd se

transforme fiecare produs in sumdi si asa mai departe.

§ 6. Graficele functiilor sin, cos si tg
In paragrafele precedente am vizut cum fiecare numir real ¢ poate fi
asociat cu una sau alta dintre coordonatele punctelor de pe cercul unitate C

pentru a defini functiile cos si sin. In acest paragraf vom invita si trasim
graficul funectiilor trigonometrice sin, cos si tg.
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Graficul funcjiei sin. Sa considerdm intr-un plan un sistem de coordonate
de reper (0, A, B). Ne propunem si trasim locul geometric al”punctelor M
din acest plan care au coordonatele de forma z =1, ¥ = sin {. Deoarece,
din aceste egalititi deducem y = sih z, acest loc geometric este graficul
functiei

sin *R —- I, ©z — sin z.

Proprietatea de periodicitate a acestei functil da graficulul ei caracteristici
speciale. Faptul cd punctele de abscise = + 2ktt, k = 7, au aceeasl ordonati
sin z, face posibila trasarea grahculm in intervalul [0, 2x] si apol sd repro-
ducem acest grafic in ambele sensuri de-a lungul axel abscmelor pentru a obtine
cit dorim din el.

Cind =z parcurge intervalul [f —:5 %], sin z creste de la valoarea

. T e T A ©
sin [— 1] = —1 la valoarea sm o 1. Intr-adevir avem
& 2
‘ 5 X x, — z; + x
sin z; — sin z, = 2 sin— 2 cos —t 2.
& 2 2
< T it tunci
Dacd z; > &y, Ty, Ty & =k | aRaS
Ty — Xy (1 7 Ty 4 Ty T
-1 2 L5 —— <
D 2 =y 2 2 2’
deci
. zy + g
sm—————>0 cos —4—2 =0

2

: s ‘T ™
gi astfel sin z; — sin @ > 0. Agadar‘m cazul zy, £, & [—?, ::[‘, T, > T, =

= sin z; > sin Ty,
Se aratd in mod analog cd functia sin este descrestitoare pe 1nterva;ul

-1—';( este negativ).
2

[E. —q—"[] (in formula de mai sus factorul cos
b
-Tinind seama de perindicitate, funetia sin este crescétoare pe fiecare
interval de forma [—-E 4 g = 4 2]—:11-] g1 este descrescdtoare pe inter-
a9 o
&~ e

T i 3n > Al : J
valele [j + 2km, ~— + QRTE] . k & Z. Acestea sint intervalele de monolonie ale

funetiet sin. ’
™
fn tabelul urmator smt trecute valorile lui = multlphl de < 5 si valorile co-

respunzitoare lui sin ». Sdgetile A s1 N indicd cresterea, respectlv descreg-
terea valorilor funcliel sin. '

¢ - J2 57 T |

g ol BRI GOE GT. J% B B AR g
6 3 2 3 6 6 3 3 3 6

; i S 1 /3 /3 1 ‘

R A LA el =370




Punctele ale ciiror coordonate se afld in tabel sint reprezentate in figura
V.9, iar graficul functiei sin cind z € [0, 2x] este trasat in figura V.10.
Reproducind cit dorim din graficul din figura V.10 in ambele sensuri de-a

- :
® ° jﬂ 377'
..... F 2.2 g Py
JI LEs o ﬂ’ v =
-’1 2 ° g @ 2
Fig. V.9 Fig. V.10

lungul axel absciselor se obtine graficul functiei sin, figura V.11. Graficul
functiei sin este inclus in portiunea de plan cuprinsa intre dreptele de ecuatii
=1 8t y=—1,

Semnul funcfier sin. Functia sin are valori numerice pozitive pe fiecare
interval de forma (2kr, © 4 2kn), k = Z si are valori numerice negative pe
fiecare interval de forma (m 4+ '2kn, 2(k + )m). ~

Amplitudinea. Daci M este valoarea maximé a unei functii periodice, iar

m este valoarea minim#, numérul ; (M — m) se numeste amplitudinea acelei

-

functii. Rezultd c#, deoarece —1 < sin x

<l,zeR, amplih;dinea functiei
sin este %(1 —(—1) =1

Aplicajii
1. 53 se stabileascd semnul:

. T = i . B 4 B
3) 8in = gin-=, b) sin = —gin 2T ¢) sin 2 — gin =7,
7 : 12 1,5 7 3

]

Solutie. a) Deoarece pe intervalul [O, %] functia sin este crescitoare si

deoarece % > -1%', rezultd:’ sin% — sin "1%, >0. b) Din sin-"->0 si

sin %3 = gin (-n: 4 %] < 0, rezulta: sin—;f‘ﬁ— — sini’r--> 0. ¢) Din 3,141 <

<7 < 3,142, rezulti 2,096 <—- < 2,097, Deci 2 <ﬁ51 sin 2 — sm—<0

]

N N0 TR
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2. Si se reprezinte grafic functia
f:R - R, f(z) = 3 sin .
Solutie. Functia f are aceeasi perioada ca functia sin gi aceleasi intervale de
monotonie. Amplitudinea el este ;
max f —min f _ 3 — (-3)ﬁ3'
2 2

Valorile functiei f se obtin din valorile functiei sin prin lnmult_,irea_ cu 3,’adi‘c:§§
graficul functiei f este dilatat in lungul axei ordonatelor fatd de grafl_culvfunc’,uex
sin. Graficul functiei f este reprezentat in figpra V.12 prin linie cpntmua'pentrp
a-1 deosebi de graficul functiei sin care este reprezentat prin linie il.ltrerup"r,a.

* Graficul funcjiei cos. In tabelul urmitor sint trecute citeva perechi ordonate
de numere de forma (z, cos z).

0 r ® T 2n S 7 I 4_11‘ 8m  Bm 1w oo
P € 3-2 3 6 6 38 3 3 6
3. 3 3 1/3
R PO SN~ s 41N —12_‘/ Aot Al

Functia cos are aceeasi perioadd principald si &eeem;l amplitudine ca i
functia sin. Graficul ei este schifat in figura V.13.

}

—— e —— i — — e —— i —

Fig. V.13
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Intervale de monotonie. Functia cos este strict crescitoars pe fiecare inter-

val de forma [n + 2kr, 2= 4 2itn), k € Z si este strict descresciitoare pe

fiecare interval de forma [2km, 7 - 2k=], k € 4.
Semnul functiel cos. Functia cos are valori numerice pozitive pe fiecare

interval de forma [u % + 2kr, '-:i‘ - 2Ffr:], k&7 s este negativi pe

i

ficcare interval de forma |Z 4- 2k= fir + 2kn|, k= 7.
2 g f
Graficul funciiei tg. Functia tg fiind periodici de perioadd principald =

se comportd la fel pe orice interval de lungime = de forma [—g + ke,

—,‘721 + IZCTE), k EZ.
Monotonia. Daci z;, z, & [— %, %}, %, < x,, atunci 2; — z,&(—mx, 0).

. sin (z, — « . .
Din tg z, — tg 2, = L('ﬁ___?'i, sin (x; — x,) <0, cos 2; > 0 si cos z, > 0,

COS Ty COS 24
rezultd tg =, <tg =,.
Functia tg este deci strict cresciitoare pe orice interval din domeniul ei de
definitie. !
Graficul. Din proprietatea de periodicitate rezulti ci este suficient si-
construim graficul pe intervalul (— ;. %] si apoi si-1 reproducem in am-

bele sensuri de-a lungul axei absciselor (figura V.14).

1. SH se precizeze semnul numerelor:
a) sin 5 + sin 4, b) cos 2 4 cos &,

) . hw am 11w
c) sin-— — sin —, d) cos — — cos ’
6 3
3 I
: €OS — — €05 —— -
e) sin 7 cos 13 2 e flitg = — tg o
i 237 ) 8 14
sin—— — sin —
14 9
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2., Folosind graficul funciei sin, schitati grafic_elé functiilor
al f:R—=R, flz) = |sin z |, b) g: R—R, glz) =sin|x|.

3. Sa se reprezinte grafic functfia

f:R—=R, f(:c)z%sin.x——l

4. Folosind graficul functiei tg, si se schiteze graficul functiei

fiR— of >R, flz) = |tgz . |

§ 7. Ildentititi conditionate

L

Unel egalititi intre doud functii i se mai spune identitate. De exemplu,
toate formulele din § 2 — §5, puse in chenare, sint identitati.

Dacé valorile functiilor f gi g sint egale numai pentru o submulfime din

. domeniul lor de definitie, atuneci g(kx) = f(x) se numeste identitate condifio-

natd. Aceastd notiune se extinde i la cazul mai multor variabile.

Exemple

1. Daci a, b, ¢ sint m#surile unghiurilor unui triunghi, atunci

]
<o b . ¢
cosa—{—cosb-ﬁ—cosc=1—i—4sm;sm;sm;.

Solugie. Egalitatea este o identitate conditionatd, deoarece este verificdta

numai de acele valori ale lui a, b, ¢ pentrucarea + b +¢c==n. Din¢c =n —

— (@ + b), rezultd

cos a 4 cos b -+ cos ¢ = (cos a -+ cos'b) — cos(a + b) =

£ b
=2 cosa+bcosﬂ—§-€—(2cosz%‘——1]=
2 !

cos

a-+ b a—b . a+b_)
—1+2003f2 [cos 5 —

a--b . @ b o @ e bt g
= =T gin—sin— =1 - 4 sin — sin — 8in —.
o o s 0y 9 " 2 2 2

Observatie. 1dentitatea putea fi demonstratd 3i pornind de la transformarea sumei
cosa -+ cosb + vosc 4 cos(a 4+ b + ¢) in produs, asa cum se va proveda in exemplul
armator.

2. Si se transforme in produs suma
'S =sin z -} sin y + sin z — sin (z + ¥ + 2)

gl s se scrie identitatea conditionatd de z 4 y - z = m.
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Solujie. Se scrie succesiv

o+ g+ 23 . :z+y=

T
8Z—Y_ 9 cos 8in =

S =2 sin-‘%—yco

= 2 sin +y(cos —Y_ cos w+y+2z']=
2 D 9

x+ysinz+ssiny+3.
2 2 2

= 4 gin

Seriind sub aceastd formd suma, se obtine identitatea ‘conditionatd -

dacd = + y + z ==, atunci

§in z + sin ¥ + sin z = 4003%(}05%005 2

Identitatea conditionata poata fi demonstratd prin pmceﬂeul de la exem-
plul 1, fard a folosi suma S.

3. Dacd a -+ b +c='—721 §ia b, c ¢-'§+Jm, k €% atunci
tgatgb - tgbtgct tgctga=1.
Solujte. Dacid a -+ b # -’g—, rezultd ¢ # 0. Deci
tgatghb+tg btgc4tgetga=tgatgh
+ (tga + tg b) tg[———a—b)—t atgh +-Be T8
e L tgla + &)
=tgatgh+1—tgatgh =
Dacé a—l—bs%rrezuité ¢ = 0. Din a=%-b, rezultd tgatg‘b—i;-
+tgbtgc—|—tgctga=tgbtg(—§-—b)=tgbctgb=1.

. 4 Dacd a+b+c+d=2kn, -k €Z si se arate cd sin a—l—smb—b—
+ sin ¢ + sind = (—1)** 4 gin 2 +b gin 21 gip 214
2 2

Solugte. Din d = 2kn — (@ + b + ¢), rezultd sind = — sin(a &+ b + ¢).
Conform exemplului 2 avem

gin a -+ sihb+sinc—sin(a-+b+c)=4sina—;—bsinajcsinb_"‘c.
2

b ;
Deoarece '; ¢ = fn — —e—;_—d, rezultd

\

sin a+d

B el o e a+d
. ( i? sm—.2

e =sin(kw—iﬂ]

2

= — cos kn sin
gi egalitatea este demonstratd.
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Exerciti

1. Dacl = = y + 3, s se arate ci:

)tga:+ctgy+ctgz—tgxctgyctgzpentrucos:r#-o dmy;EO sinz % 0.

b) cos z 4 cos y + cos z + 1= 4 cos-;cos%cus;-

2, Dacia 4 b +c—-2.’crr:, I =&, atunci:

a) sin @ + sin- b + sin ¢ = (—1)k+ 4 sin—sm%sm;.
b |
b) cos a + cos b 4 cos ¢ +1 = (—1)b & cos; cos;_cos—s—.

8. Daci3cost}+ 4&sint+5=0, atunciBtQt—i_—ietga—-'J‘=0'.
Indicatie: Daci z = cos ¢ §i ¥y = sin ¢, rezolvind sistemul 3z + 4y + 5 = 05i2® +

+ y*= 1,  se obiine cost = ——2— si sint= — -g- Cu aceste valori egalitatea a
doua este verificati.

4. Dacid 3 cost + & sint 4 5 = 0, si se arate ci sin 2t = z—%. Reciproca este

adevirata?
Indicajie. Prima egalitate este aceeasi ca si in exercifiul precedent, deci cost =
= — E, sin t = --—%. Deoarece egalitatea sin 2¢ = %;— este adeviratd si pentru
5 ‘ .

cos [ = -z-.sin t= -!;—. reciproca nu este adeviratd.




Relatii, functii

Fie doud multimi M, si M, si o proprietate referitoare la perechile
ordonate (z, y), unde z € M, §i y &€ M,. Multimea tuturor perechilor ordo-

nate (z, ) ale produsului cartezian M; X M, care fac adeviratd proprietatea -

datd se numeste relatie..

Ezemple. 1. Daca z € {—2, 1, 2,3}, y € {—1, 2, 5, 8, 12, 15} si proprie-
tatea datd este y = 3z — 1, avem relatia
R, = {(1,2), (2,5), 3.8}
2. Dacd z € R, y € R si proprietatea datd este y = 3z — 1, avem relatia
R2= {(x,y)ly=3x-_1’ z € R, yEB‘}'
3. Daciz € R,y €[0, +o0) §i proprietatea datd este y = z?, avem relatia
By={zy)ly=12% z R, yc[0, oo}

4. Dacd z € {—3, 3, 4}, y € {—4, —3, 3, 4} s proprietatea datd este

z? 4 y® = 25, avem relatia : '
Ry = {(—3, —4), (=3, 4), (3, —4), (3, 4), (4, —3), (4 3}

Relatiile R, R,, R, din exemplele 1, 2, 3 sint relatii functionale sau functii,
deoarece orice element din prima multime este asociat cu un singur element din
mul{imea a doua. Relatia ‘R, din exemplul 4 nu este functie, deoarece un ele-
ment din prima multime, de exemplu 3, este asociat atit cu —4& cit gl cu 4.
Deci in timp ce orice functie este o relatie, nu orice relatie este functie:

Daca intr-o relatie se schimba intre ele elementele componente ale fiecirei
perechi ordonate se obtine asa-numita relajie inversi a relatiei respective.
Dacé R este o relatie, inversa ei se noteazi cu R Relatiile inverse ale rela-
tiilor din exemplele 1, 2, 3, 4 sint: Ry = {(2, 1), (5, 2), (8, 3)},

Ry'= {(z, y) |z =3y — 1, = €R, y-‘e R}
Ri'={{z, y) lz =¥% y € R, z €0, +oo)}, |
hit= {(_41 —a; (41 _d)a (_4:3)1 (413): (_3:4)’ (3:4)}“
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Functiile fiind relatii, ele au relatie inversd. Dacd si aceasta este functie,
atunci ea este functia inversii a functiei date.

De mentionat este faptul cd, desi R, este functie, inversa ei B! nu este
functie. Intr-adevir, de exemplu, numérul 9 este asociat prin Ry' atit cu —3
cit si cu 3 si nu se respectd cerintele definitiei unei functii.

Relatiile ale céror elemente sint perechi de numere se numesc relatii nume-
rice. In acest capitol ne vom ¢cupa riumai cu relatii numerice.

Locul geometric al punctelor din plan ale cdror coordonate sint elementele
unei relatil se numeste graficul relatiei.

Graficele relatiilor R si B! sint simetrice fatd de prima bisectoare (dreapta
de ecuatie y = ). Intr-adevédr dacd P(a, b) este punct al graficului lui R, atunci
P’(b, a) este punct al graficului lui B si ecuatia dreptei perpendiculare pe
dreapta PP’ prin mijlocul segmentului (PP’) este y =-z.

Graficele relatillor R; si R{' din exemplul 1 sint reprezentate-in figura
VI.1, cele ale relatiilor R, gi R3! din exemplul 2 in figura VI.2 si cele ale rela-
tiilor R, si R3' din exemplul 3 in figura VI.3.

§ 2. Inversarea functiilor trigonometrice -

Functia sin: B »[—1, 1], ¥ = sin 2 nu admite functie inversd. Intr-adevir
in relatia :

sin = {(@, ¥) |z =sin y, z €[—1, 1], y € R}

|
JiE=

este asociat cu o infinitate de numere dis-

¢

acelagi numar, de exemplu

3

tincte de forma % 4+ 2kw, k& © Z si de asemenea, cu % + 2kr, k& Z s se

contrazice definitia functiei.

Graficele functiei sin gi cel al relatiei sin sint reprezentate in figura VI.4
(sint simetrice fatd de prima bisectoare). Din grafic, rezultd ¢d unei valori
date lui z din intervalul [—1, 1] i se asociazd o infinitate de valori ale lui ¥
astfel ca z = sin . -

145




Fie’a & [—1, 1]. Multimea valo-

4ﬁ . . .
® rilor lui y, astfel ca @ = siny, se
AN ’ noteazd cu sin! @ sau se mai obis-
// nulegste sd se noteze cu Arcsin a.

/ Denumirea Arcsin provine de la
' faptul cé functiile trigonometrice sint
definite cu ajutorul funciiei F de
acoperire universald a cercului,
care aplicd intervale ale dreptei
reale B pe arce ale cercului *uni-
tate C.

In mod analog, functia cos: R —
= [—1,1], y =cosz, nu admite
functie inversid. Vom folosi notatii
analoage cu cele de la functia sin.
Mulfimea valorilor lui y astfel ca
b = cos ¥ se noteazd cu cos™* b sau
: Arccos b.

Graficul functiei tg: R — of » R, y=tg =z si cel al relatiei tg™ = {(z, ) |

<fif

&

Flg. V1.4

z=1tgy z € R,y €R — of} sint reprezentate in figura VI.5, a si respectiv

VL.5,b. Se observi cil relatia tg~! nu este functie. Dacd ¢ = tg y, atunci y &
€ tg™! ¢ sau y € Arctg ¢ )

e —

7

N,

=
|

a. fg b, tg*!
Fig. VL5

nctiile arcsin, arccos, arctg
Fie numerele reale date a, b,¢, (a, b € [—1, 1], ¢ € R). Multimile Arcsin q,
Arccos b, Arctg ¢ introduse in paragraful precedent au o infinitate de ele-
mente. Ne propunem sd distingem in fiecare din aceste multimi cite un ele-

ment, cu ajutorul cdruia sd putem exprima toate celelalte elemente. Rezol-
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varea acestel probleme se poate face folosind alte functii care sint restrictia

potrivite ale functiilor sin, cos, tg si care sé fie inversabile. Aceste restrictii sint:
2

si_n:[—gy E:I [1, 1], ¥y =sin 2z = sin 2,

cos: [0, w] = [—1, 1], ¥ = cos z = cos 7,

rg;(_ﬂ, E)_,R, y =tgx = tgz.
2 2
Dacd numdrul real 2 parcurge intervalul [—gs %} de la — % la g

numirul sin z parcurge intervalul [—1, 1], de la —1 la 1, trecind prin fiecare
punct al acestui interval o singurd datd. Deci functia sin este bijectivd si
admite inversa sin™!, care se noteazd cu arcsin gi se scrie

arcsin: [—1, 1] - [H_g E],y = arcsin z.

Tn mod analog se poate arita cd existd functiile inverse ale functiilor

cos si tg, care se noteazd cu arccos si arctg si se scriu astfel:
‘ . T T
arccos: [—1, 1] = [0, =], y = arccos = si arctg: R — ( = E] » Y =arclg z.

Graficele functiilor arcsin, arccos §i arctg sint trasate cu linie continud res.
pectiv in figurile V1.6, VI.7, VI.8. Cu linie intreruptd sint trasate graficele func-

tiilor sin, cos si tg pentru a se vedea simetria fata de dreapta de ecuatie y = .

y=aresin X

It
|\ L - S |
2 ‘*j ? . .2 1= ”
==t N
“ . 1<
;Y

arcces x

=
?
=

17
2
Fig. V1.6
i
]
3/
I g .
'
/ //—_-_—
_51 Y o
o I
Pt A
7 A
[ |2
i
I
' Fig. V1.8
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Aplicajit

1. Si se calculeze:

g) arcsin 1, b) arcsin (—l{g), c) ;\rccos(;-%}, d) arctg [ !/ )

Solutie. a)f Din arcsin 1 =y, rezultd sin y =1, y € [—-g, %]

Deci y = = si aresin 1 = —~.
2 . 2
b) Din 'arcsin (%3] = 7, rez'ulté siny = Zi si oy E[ - %]
Dar sin ':!/T?_' Deci y = g—‘gi arcsin — )
c) Din‘arccos(—%] =y, rezultd cos y = —-%gl yE[O n]. Dar (—1) cos y=
|
=—:— si —1 =cosm, 0=sinnm. Decl cosmcosy -+ sinmsin y = cos %;
vob X, ey 5 e e
cos(rcﬁ-y)gcosyn == Asadary_-n: ; §1arccos[ 2]._.3.
ML SR g )
Dar — tg y = _1/3_?_, tg (—y) = L/:gi; —y = % Deci arctg [-— L/33)’=
= y = ——EE .
5

)
2. S4 se calculeze: ‘
L i 5 R 7
a) cos [arcsln E]’ b) sin {arccos,l—q]‘, c) tg (arcsm = + arctg —].
V8.

o c 1
rezulta cos[arcsm -2—-] = cOo8 F T

_ T

Solufie. a) Deoarece arcsin - = 59

L) =

2
. 5 ; " g b & ‘ 2
b) Din arccos > = z, rezultd cos x = ~ si z & [0, =]. Deoarece sin >0
1 5 1 ‘)
13 13 {
. e 12 3
ging = /11— cosamzﬁ. Deci

. 5 ' 12
81N |Arccos| — | =8N & = —.
13 13

y i D - \
¢) Dacd arcsin — = 2, atunci sin z = = stz & (——%, g) Deoarece
h] 5 y
e 3 . i 4 c
cosz >0, cosz=]/1—sinfr — . Deci tgz =222 _ 2, La fel, din
) 5 cos x 3
arctg = 2= y, rezultd tg y = 2 Asadar tg(aresin b -+ arctg v
2% 24 ‘ 5 24
i tgexz 4. tgy 3(32 + 7) 119
=tg(® + 3= = = -
1—tgztgy 72 — 28 44

3. Dacia €[—1,1],b €[—1, 1], ¢ € R, s se arate ci: a) sin (arcsin a) =
= a, b) cos(arccos b) = b,
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c) tg (arctg ¢) = ¢. d) sin(arccos b) = /1 — b2, E
e) cos (arcsin @) = |/ 1 — a% f) tglarceos @) = X—2, g 0.

. T
g) arcsin a + arccos a = i

Solujie. a) Din arcsin ¢ = z, rezultd sin x = a, z © [ﬁ ik E]

Deci sin(arcsin @) = sin z = a.

Egalitatile b) si ¢) se demonstreazi in mod analog.

d) Din arccos b = z rezultd cos z = b, ' [0, =]. :
Deci sinz >0 si sinz = ]/1 —cos?z = |/ 1 — b% Asadar sin(arccos b)=
=sina si egalitatea cste demonstrati.

e) Se demonstreazid ca in cazul d.

f) Din arccos a = y, rezultd cosy = a, y [0, w]. Deci giny = 0.

. kil ™
Dar a # 0, deci y & [O, j]u(;a.“]- Asadar
sin 7 V1 =2

to(o =toy = =
g(arccos a) ey = ; -

Egalitatea rezultd' din sin(arcsin ) = sin [ — arceos a| = a.
g) Lg >

4, Sa se arate ci, daci a cl—1, 1], b €[—1, 1], ¢ € R, atunci:

a) aresin (—a) = —aresin a, b) arccos (—b) = = — arccos b, ¢) arctg (—c) =
= — arctg e, d) cos (4 arccos b) = 8h* — 8bh2 -+ 1.

-Solujre. a) Din arcsin(—a) = z, rezultd sin ¢ = —a, —sin z = q, sin(—z)=
= @, —x = arcsin a. Deci arcsin (—a) = x == —arcsin a.

b) Din arccos (—b) = =z, rezulli cos z — —b, —cos =), cos = cos = +

—]— sin 7 sin = b, cos (x — x) ='b. Deci © — 2 = arccos b si arccos (—b) =
= o = 7w — arccos b.

¢) Se demonstreazd ca in cazul a).

d) Din arccos b = z, re,zulbd cos x = b. Deci’

cos(4-arccos b) = cos bz = 8cos4 z — Scos?x + 1 = 8b* — 8b2 + 1.
5. Dacd v & (—o0, 0) U (0, 4oo), sd se arate ci:

1 T
arclg z? 4 arctg — = —72'— !

o

2

il

Solujie. Se observdl cd tg (arctg 2?) = 2% g tg [% — arctg %J =
xT

1 1
=ctg (arctg ?J = ————

1
g [al'ol.g L) 3
22 .?32

pm xz,

Inseamnil ci arctg :v27= % — arctg — + km, k € Z, egalitate care se

mai scrie:

arctg z? + arctg Lz =‘% + kn, k € Z.
&I

e ,
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Deoarece z? > 0, arctg 2* € (0, l)) si arctg % = lO, lJ . Deci arctg x% 4
U x z

-+ arctg —l; € (0, ©). Asadar egalitatea poate avéa loc. numai pentru & = 0.
X

6. Dacd z > 1, sd se arate cd

2 arctg x -+ aresi

+
Solugie. Péntru = = 1, egalitatea este verificatd. Presupunem cd z > 1
2z . 2 tg(arctg ) 2z
—_ — e L t t — Sl E—]
si fie y = 2 arctg @, z = arcsin e . Atunci tgy = g e habrmmer
gl tg(m — z) = —tgz. Deoarece = > l, z E {0, ?] gi cos z > 0. Avem sinz =
= = . 2 -
ﬁ—h—m cosz—lxa L) o= L4 Bust tgz=- T B otgim—2)=
14 z? x? 4+ 1 241 x? —
ok B tgy = tg(r — z), rezultd y=n—z+4 kn, k€ Z Sin-
1 — xf :

gura posibilitate este k£ = 0, deoarece % < arctg @ <‘~725, iar z este situat in

intervalul {0, %) Asadar egalitatea este demonstraté.

Enuntul se putea da si sub forma! 54 se arate cd

fi[1, +oo) — R, f(z) =2arctgz + ar'csini _T_z

z?
5

este o functie constantd.
Rimine ca exercitiu s se arate ci

g:(—oco, —1]1 = R, g(x) = 2arctg z + arcsin : L

+ &t
este o functie constantd i sd se determine acea constanta.

Functia h: (—1, 1) » R, h(z) = 2arctg z + arcsin : 22 nu este con-

+ =
stantdl. Intr-adevir se pot gdsi. doud valori distincte ale ei. De exemplu, A(0) =
=0 gk [_I-/3_3] = Zarctg l/3 + arcsm%? = —231

1. 34 se afle numerele:

a) arecos .%, b) arcsin [— %), ¢) sin(arctg |/3),
' 5 N 1 N DR e
d) tg [arccosT + - arcsin —5= e) sin | arcsin = -+ aresin 5

f) sin (3 aresin %]

. i A :
2, Dacil z = 2 arctg — si se calculeze sin z si cos z.,
= >

i
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8. 5i se determine x astlel ca
1 T
arctg — -} arctg z = —. /
g 5 g 3
4, SA se arate cé:’
l/ﬁ e I/ 6

- I/”g
- arccos o arccos AT s

2 24 . 33(‘
b) arcsin l -}~ arccos 22 — arcsin :
25 25 625

¢) Daci a si b sint numere reale, a 7 0, sii se arate ci

" a? : ba T
aresin -17;—1—-1_ = + arctg = = E 3
. 1V/330 /154 1/105
d) arcsin 39 - arccos Srga +--arctg ~——— = m,
a3/ 10 I [A10 o A5
e) arcsin V - - arcsin —I/— = arcsin 71/ | arcsin —[-/-—’!
10 10 5 5
4Lz 5z — 3 3 5
f*) arctg ——— — arclg — = arelg —, « << —. (De ce?
) g 5 — 3z 4 8 & 3 i )
ittt BiCOR S tg(z + arctg 2), tg = # iy
cos T — z sin z 9
b. Si se rezolve ecualiile:
Ls |2 3 ™
a) arcsin — -+ arccos — = —,
1+ a? 5 2
b) arctg = + arctg 4- arctg —[/E = s
o
c)’ cos(3 arccos x) = 003(2 arccos .:1:) + 1
i L1
. Fie functia /' : £ - R, y = f(2), unde E c R, iar f(z) depinde de x numai
prin intermediul functiilor sin, cos, tg, ctg. O egalitate de forma
f(z) =0

se numeste ecualie irigonometricd. ' b

Existd ecuatii trigonometrice verificate pentru orice valori date variabilei
(identitatile), ecuatii verilicate numai pontru anumite valorl date variahilei
gi ecuatil care nu sint verificate pentru nici o Valoare datd variabilelor (de
exemplu sin z = 2).

Valorile variabilei care verifici ecuatia trigonometrici se numese soluti
ale ecuatiel. A rezolva ecuatia-inseamnd a-i afla solutiile.

Ecuatiile trigonometrice sint = a, cos t = b, g1 = ¢ se numesc ecuaiiy
trigonomelrice fundamentale. Conform paragrafului 2, solutiile acestor ecualii
sint respectiv elementele multimilor Arcsin a, Arccos b, Arctg c. :

Ecnatia sin t = a. Deoarece sin i & [—1, 1], Vor & R, ccuatia are solutii

dacd si numai dacid @ & [—1, 1]. Pentru fiecare \dlnr_ll ¢ data lui a, pe cercul *
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B

Fig. V1.9 _ - Fig. VI.10

unitate € existd cel mult doud puncte de ordonatd a. Intr-adevir, din sin t = q,

rezultd cos ¢t = -+ |/ T — a2 Deci cele dous puncte sint M (/1 — a2 a),
M(—1/1T—a% a) si avind abscisele numere opuse §i aceeasi ordonatd,
sint simetrice fatd de axa ordonatelor (figura VL.9 pentru 0 < a <1 si ligura
VI.10 pentru —1 < a << 0), Exist# un singur punct cind ¢ = 1 sau a = —1.

Dacd se cunosc doud solutii ale ecuatiei, corespunzitoare celor doud puncte
M, si M,, celelalte solutii se pot scrie cu ajutorul lor. Conform definitiei func-
tiel arcsin, o solutie a ecuatiei sin ¢ = a, este {; = arcsin a, deoarece sin {; =
= gin(arcsin @) = a. Deci F(t;) = M,(]/1 — a2, a). De asemenea, deoarcce
gin (w — #;) = sin z‘l —"dl) t2 =7~ 1 = — arcsin a esle 0 a doua solutie
si F(t,) = M,(— — a2, ). Tinind seama de periodicitatea functiei ¥, solu-
tille ecuatiei sin¢=a, sint Arcsina = {aresina -+ 2kr |k € Z}U {2t —
— aresin a -+ 2kx |k © 74} :

In particular, ecuatia sin¢ =1 are solutiile

Arcsin 1 = {g 4 2%n | ke z},
ecuatia sint= —1 are solutiile
Aresin (—1) = {# 2 2n ke z}

gi ecuatia sint=0 are solutiile
Aresin O = {kr | k € Z].

Ezemple. 1. sinz = Z..Ecuagla are ca multime a solutiilor Arcsin —f—:
*
— gin=Y — {arcsm —+ 2kn | ke Z} {TC — arcsin é + 2kr | k& Z}.

£

i 1
2 BN =
=

4

. Deoarece aresin (— é) = — % , ecuatia are ca multime
a solutiilor.
sin- [_ i) = {_ 4 2kn | k'E z] U {’_: 1%k }

£}

-
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Obsercatie., Deoarece

Arcsin @ = {{—1)*h arcsin a + 2kn |k e Z} U {(—1)%+ arcsin a + (2k 4 )= | k = Z}
prin electuarea operatiei de reuniune, rezultd

(1) Arcsina = {(—1)* arcsina + kn | k € Z}.

De multe ori este comod ca multimea solutiilor ecuatiei sint =a, ¢ &
& [—1, 1] sd se retinid sub forma (1).

; 1 : ' ;
Exemplu 3. sinx = — = Deoarece arcsin ( = i] = —aresin i. avem
" 3 3

= {(—1)"41amsin% +kn |k c Z}.

Ecuaia cost = b. Deoarece cost €[—1, 1], Vi € R, ecuatia are solutii
dacé si numai dacd b €[—1, 1].

Daci b este dat, din cos ¢t = b, rezultd sin ¢ = 4+ /1 — b% Inseamni cX
pe cercul unitate ' existd numai doud puncte M, (b, 1/1' —b%) si M, (b,

— |/1 — b?) de abscis# b. Aceste puncte sint simetrice fatd de axa absciselor
(figura VI.11, pentru b > 0 si figura VI.12, pentru b < 0). Deoarece cos t —

= b 5l cos (—1) = cos ¢ = b, numerele t; = arccos b §i t, = —t, = —arccos b

apartin multimii Arccos b si F(t,) = My, F(t,) = M,. Periodicitatea functiei
/7 ne di posibilitatea si secriem

(2) Arccos b = {arccos b + 2kx |k € Z } U {—arccos b + 2kr | k € Z).

in particular, solujuiile ecuatiilor cost =1, cos t = —1 gi cost = 0 sint

respectiv:

Arccos 1 = {2kn | k € Z}, Arccos(—
Arccos 0 = {E+kn |k e Z}.

1) = {n + 2%n | k € Z} s

\

Ezemple. 1. cos z = — . Dcoarece arccos 4 =T | rezults
. 2 3

1o |~

a:e{%—+2kn|keZ}U{—%-l—ﬂmlkEZ}.

5(0,1)

PN
/A( 18 o

Fig. VI, 11 Fig. v1.12
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Fig. VI.13 Fig. VI.14
2,008 x = — o . Deoarece arccos [ — %) = ® — arcos % , rezulti
4

me{'ﬁ = ﬁrcqos%—l-ﬂ}m |keZ}U{~¢r+arccos%+ EIrﬁI'kEZ}.

Ecuatia tg t = c. Deoarece tg 1 ia toate valorile reale cind & ( —-—;— ; E] ;

2
ecuatia are solutii, oricare ar fi valorile reale ale lui ¢. Atunci cind ¢ este dat,
pe dreapta de ecuatie, x = 1, existd un singur punct 7, care are coordo-
natele (1, c). Dreapta OT (figura VI.13 pentru ¢ > 0 si figura VI.14 pen-
tru ¢ < 0) intersecteazd cercul C in punctele M, si M, Dacd t; = arctg c,
atunci F(1;) = M, §i F(n 4 t;) = M,. Decitgt; = csitg(n + 1) = ¢. Tinind
seama de periodicitatea functiei tg, solutiile ecuatiei tg¢ = ¢ sint
(3) Arctg ¢ = {arctg ¢ + kn | &k € Z}.

Ezemple. 1. tg z = 5. Multimea solutiilor, este
Arctg b = {arctgb + krn | k € Z}.

2. tg1 = — |/ 3. Deoarece arctg (— |/3)= —arctg |/3 = — % rezultéd

1 € Aretg (— ]/3):{,—%+knl /1:6.'}4}.

o

3. ctgz = —4, Din S —4, rezultd tg z = — 1 gl
tg @ &
1
T e 1.g—1[ _Z] = {— arch% + ke |k € Z}.
4, ctg z = 0. Tn acest caz nu se poate apela la functia tg, der B E—0,
sin @

De aici cos z =0 51 sinz # 0, sau

me{;+/ﬁn|k ez}.

Y

Aplicatuvi. 1. Si se rezolve ecuatiile

a) sin f(z) = sin g(z), b) cos f(a) = cos g(a), o) tg f(z) = tg g(a),
unde f si g sint functii definite pe aceeagi multime 4  R.

Solujie. a) Ecuatia se scrie succesiv: sin f(z) — sin g(z) = 0,

fle) + gle) ;. flz) — gla)
2 9

2 cos = 0. Ecuatia are solutii daci si numai dacd

existd un numir intreg & astfel ca
flz) + g(z) == + 2]c1£- sau f(z) — g(z) = 2kn.

b) Secriem ecuatia succesiv: cos f(z) — cos g(z) =0,

2 sin
2

Constatdm ci are solutii dacd gi numai dacdl existd numirul intreg /& astfel ca
f(z) + g(x) = 2kr sau g(z) — f(x) = 2km.
sin[f(z) — g(]]

= 0. Are solutii dacd gi numai daci
cos f(z) cos g(z)

c) Ecuatia se- scrie

existd numdrul intreg k astfel ca
flz) — g(x) = kr, cos f(z) # 0, cos g(z) # 0.
2. S& se determine multimea valorilor lui z astfel ca:
b) tg 3z = tg z,
d) sin (z? + x) = sin (z 4+ 1).

Solugie. a) Conform aplicatiei 1. obtinem 4z, — 4 m, + 2kn, k< Z.

a) cos 4z = cos z,

¢) sin bz = cos 2z,

Deci. z; = ng— sau & = —2—';1. Solutiile ecuatiei sint elementele multimii
{“T" ke z}u {??HcEZ}.

km

b) Se obtine 3z, = x, + kn, k € Z sau z, = = k€. Dar cos x #
# 0 si cos 3z # 0. Asadar =z € {k=n | k € Z}.
¢) Din sin 5z = sin [—;5 - Zx]. rezultd 5z, = (_'1);1 (1;- — thJ + km,
k € Z. Solutiile eclla’giei gint elementele multimii
(—1)rZ + kn :
SEre Tl o

‘d) Avem 27 4+ x, =2, +142kn, k€EZ sau 2} + 2, =7n— z, —
—1 +'2kn, k € Z. Rezolvind ecuatiile de gradul doi si punind conditiile
de existentd ale radicalilor, solutiile ecuatiei sint elementele multimii

_ VT iRk eN U= VT4 % ke NU
U{—1 + VZE T+ D |k eNJU{—1 — |/ Rk F D)n | k € N}
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Exercitii \ ‘ : -
Sa se rezolve ecuatiile:
1 m) w . ]
a) cos bx = — — b) cos|x 1l =cos|— — 2x|»
) cos bx o ol ) ( -+ % (3
¢) sin 3z = cos w, A e b =1,
e) tg 2z {g(:c -+ E) =5 il 1) sin(«?) = sin a,
. 4
Bt
g) sin x = K—-)?— .
£4 |
. - 4k )7
Solutie. Caleulind sin 5z, se obtine sinbSz = 1, deci ap= L_‘_—)—. ke k.

10
1 y el =N A ; o T
Deoarege 0 < sin @ < —, se pdslreazd din intervalul [0, 2n] numai soluliile 2y = D
9

7 Ir i o e T o I
SIS O Tinind seama de pericedicitatea funcliei sin, solutiile ecualie
10 10

sint elementele multimii

E 4k lk el U{E—i—ﬂhx[k ez}.
10 10

iz, ==w

§ 5. Ecuatii trigonometrice care se' rezolvd
. cu ajutorul unor ecuatii din algebrd

Citeva exemple sint suficiente pentru a limuri unele situatii mai impor-
tante care apar atunci cind se rezolvit asemeneq ecualil.

1. 2sin?z 4 sin z + 3 = 0. Se noteazi sina = y. Rezultd 2y* -y +
4 3 = 0. Decarece A = (—1)% — 24 = —23 < 0 s5i deocarece sin x este numdir
real, ecuatia nu are solutii,

2, cos?zx — 5 cos & + 6 = 0. Dacd cosz =y, rezultd y* — 5y + 6 =0,
Deoarece y, = 2, ¥, = 3 si deoarece cos & # 2, cos x # 3, ecualla nu are
solutii. )

3. 2co82t — 11 cost 4+ 5 =.0. Dacii cos t = z, rezultd 222 — 11 z -+ 5 =

: 4 i i .
= 0. Asadar =z, = -;— sl ¢, = 5. Cum cos ¢ # 5, rezultd cos { = i ecualla
are solutil. Deci : :

! E{§+2kn:k Ez}u {_’g O |kgz}.

4, sin?t — 14 cos? — 11 sin ¢ - 16 = 0. Ecuatia se mai‘ gerie sin? ¢ —
— 14(1 — sin%#) — 11 sint + 16 = 0, 15 sin?t — 11 sint + 2= 0. Punind

Din

§in ¢t ‘=, Teznlth 1622 — 1z + 9= 0. Degi o) = % sau T, =

Cﬂlt

<

: a 2 Y e eyl 5 s
sint = — §l 5In ¢ = T rezultd c#i solutiile ecuatiei sint elementele multimi

&
3
{(—’l)" arcsin % + k| ke Z} U {(—i}" arcsin% +kr |k E Z}.
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b. tg?t — 3tgt+ 2 =0. Dacd tgt =, rezultd 22 — 3z + 2 = 0. Deci
xy =1 §i z, = 2. Rezolvind ecuatiile tg¢=1 si tg¢= 2, rezulti

ze{%wmuce_z}u {arctg 2 + kn | & € Z).

6. tg 2 + ctg = — . Ecuatia se poate scrie sub forma tgz 4

rolen

sau 2tg*z —5tgx + 2==0. Se obtine tgz = % g tgz=2. Sollm‘_)iile

ecuatiei sint elementele multimii
{arctg%—}— kn |k € z}u {arctg 2 + kn |k € 2}

e acos?z + gy = Lnan y @ €[2, 4o0). Fécind substitutia tgz = y

by

se obtine ecuatia 2y* — ay® + a — 2 = 0. Rezolvind ecuatia in ¥ si apoi reve-
nind la substitutia ficutd, rezultd tg?z = 1 sau tg2zx = 1=

Deoarece

a €[2, +o0), rezultd ci tgr=1, tgz = —1, tgzr = V%i, tgor = —
= V_a_gz_. Solutiile ecuatiei sint elementele multimii:
{E+im|ke z}u{—§+kn|kez}u

U {arctg-]/“_;_z-p kn|k€Z}U{—érctha;2 —I—Ianikéz}.

Exercigil i
- 34 se rezolve ecuatiile:

1. 3sin®z 4+ 2cosz — 1 =0 ‘
2.2cos’z — (2a + 1) cosz +a =10

Indicaie. Rezolvind ecuafia de gradul doi se obtine cos z = S sau cos z = a.. Solu-
2

tiile acestor doud ecuatii sint §i solutii ale ecuatiei date (ecuatia cos x = a are solutii daca
si numai daci @ = [—1, 1]).
¥ 3 : 3 1
3. cog 22 + 2 sin x—?: 0. 4. sin®* ¢ + tg?x == . b. sindz + coslz = —-
: ) 2 2
8. tgz + sin 22 — 2 = 0.
Indicaie. Se face substitutia tg. x = y si se obtine
vy —1) (¥ —y+2) =0
Rezulta
zE{—E-ﬁ-kn]kéZ}.
' Gctg.:?:+6tg2x+5=0.
1

8. sin z + 2 cos? z + —
sin z

= 2, 8in x # 0.
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Indicatie. Se face substitulia sin = ¢ si se obtine
(t —1) (22 4+t +'1) =0,
Rezultd =)

EE{%—I—Q!’C‘J‘ET}\'EZ}.

: )
9, cosx -+ sin?g + —— = Ji
1 J-cosx

[

Presupunem ci a # 0 i b # 0. In caz contrar ecuafia ar fi de tip funda-
menlal. :

Pentru rezolvarea acestei ecua‘;u existd mai multe metode Prezentdm
numai unele dintre ele.

Consta in determinarea punctelor F(f) = M(cos ¢, sin {) situate
pe dreapta de ecuafie ax + by + ¢ = 0. Deoarece cos? + sin? = 1, punind
T = cos i, ¥ = sin , determinarea numerelor cos ¢ si sin ¢ se reduce la rezolva-
rea sistemului format din ecuatiile az 4 by -+ ¢ = 0 g1 2% + y% = 1. Sistemul
este echivalent cu sistemul

(a® + b%) x? + 2acx + ¢ — b2 =0,
dz + ¢
4 b i

g = =

Ecuatia de gradul doi in z are solutii reale dacd si numai dacd (ac)? —
— (a® +b%) (¢ —b% =0 sau i
(4) a? + b? = ¢

Dacéd a? + b% > ¢2'sistemul are doudt solutii distincte (Zis Ha)i 51 0zeia),
lar dacd a? + b% = ¢? sistemul are o singurd solutie (x4, ¥,). Solutiile ecuatiel
se determind tinind seama de pozitia punctului corespunzitor fiecdrei solutu
pe cercul unitate C.

Exemple. 1. cos t 4+ 8sin t —7=0. In acest caza =1, b =8, ¢ = —7,

2 4 b2 =65 sl ¢ = 49. Ecuatia are solutii deoarece a® + b2 > ¢ Rezolvind

sistemul format din ecuatiile x 4 8y — 7 = 0 §i 2 4 y®> = 1, unde z = cos ¢

; ; : st : ; G ' 3 4
81 y = sin {, se obtin solutile [i, i] 1 (— i, B)- Punctul M, (*: *)
i g ’ £33 S 13 5 5

13

. - : -5 12
este situat in cadranul I al axelor de coordonate, iar punctul M, (— 5 1_'3)

in cadranul //. Din sin { =

o |

, rezulta t & { arcsin —E;— + 2k | k€ Z}, iar

€

.y 8 12 g .12 .
din sin ¢ = 7t rezultd 1 € {7: — aresin - + 2kn | k E Z}. Solutiile ecua-
i 5]
tiei date sint elementele multimii

{arc-sin f% + 2k | k€ Z} U {-n: — aresin %—2 + 2k |k & Z}.

J
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2. ]/ 5eost—2sint—3=0. Avem a=|/5, b= —2 (= —3,
a?+ =9, =09 Deoarece a® + b* = ¢?, sistemul zl/ 5 — 2y — 3 =0,

x* 4+ y* =1, unde  =cos{, y = sin¢ are singura solutie [%E, - %J

Punctul corespunzitor acestei solutii este situat in cadranul IV, deci
e {—arcsin % + 2w | k & Z}.

3. (m® — n? cos t + 2mn sint — 1 — m? — n? = 0. Avem a = m?— n?,
b=2mn, ¢= —1—m?—n2 a®+ b2= (m?+ n?? %= (14 m®+ n??
Deoarece a® + b2 < c?, Vm € R, Vn € R, ecuatia nu are solutii.

v

Metoda II. T e o r e m ii. Oricaré ar fi numerele real
existi numirul real unic o &[0, 27)

= |/a® + b® sin(t + «).

Demonstratie. Dacd S = acos 1 +b sin ¢, rezultd

S
= 4 cos 1 -} -

Vet i Ve Zr

a g [
Va2 + b2 5 [/ a? + b2
numéar real «, a &[0, 2n) deoarece suma pitratelor lor este egald cu 1.

Asadar

Numerele reprezintd sinusul respectiv cosinusul aceluiasi

= sin « cos ¢ + cos a sin £ = sin(« + ?) si existenta lui « este

oy At
Va® + b2 ,
demonstratd. Unicitatea lui «, & € [0,-27) rezultd inloctind ¢ = 0 gi ¢ = % in
relatia acost -+ bsint = |/ a® + b%sin (t + «).

Ca aplicatie a acestei teoreme este metoda IT de rezolvare a ecuatiei
acost+ bsint 4+ c=0.

Exemplu. cosz o+ |/ 3sinz = |/ 2, Avem |/ a® + b2 = 2. Inseamni ci
/78 . V2 V2

1 . T T
2cosm+T51nx——T sau sm—gcosm—}—cos-gsmx=—2—-

Deci sin [x+ %]:sin%. Asadar =z, —|—-E=%+2kn, ke Z sau
— (mh + %) + 2k = % , ke Z. Solutiile ecuatiei sint eiementele multimii

{g+ 2kﬂ:|keZ}U {Z—’;—I—anlkeZ}.
Un exemplu pentra cazul cind ecuatia nu are solujii este urmitorul:
2sint+ 3cost+ 15 = 0. Conditia de existentd a solutiilor stabilitd la

metoda I aratd cd aceastd ecuatie nu are solutii. Fologind metoda II, ecuatia
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15

se scrie sub  forma sin(a 4 #) = — [~/1—_3, unde o = arccosé. Deoarece

/13
15 : . . 1
T nu aparfine intervalulut [—1, 1] ecuatia nu are solutii.
Observafii, -1° De la caz la caz se utilizeazd prima sau a doua metodd in functie de
dilicultatea calculelor numerice.

2° Se poato utiliza o a treia metodd, fdcind substitutia tg% = y, dacdl ecualia are

necunoscuta @. Prin aceastd metoda se pot pierde eventualele solutii de forma z = (2h
+ 1=, k = 7, dat fiind faptul ca tumpa tg nu este definita pe toatd multimea
numerelor l‘LdlL

— Z

1
=" atuncl cos r = ——

Exemplu. cos x 4 2 sin z + 1 = 0. Daci tg —Z— :
; o
)

si sin x s i (formulele (13) si (14) Cap. V). Ecuatia se scrie succesiv
1 — ¢ 4t = i 1 . x 1 : w
o I+l2+1_01 tf—-i. Din tggz-——z,ar rezulta cd mul-

timea solutiilor ecuatiel este {—2 arctg % + 2kr | k &€ Z}. Rezolvind insa

ecuatia, de exemplu prin prima metod &, se obtin i solutiile {x + 2k= | k € Z},

solutii, care prin substitutia facutd au fost pierdute deoarece tg~ este mne-

" definiti pentru z, = 7 +- 2kr, k € Z. In concluzie, inainte de a rezolva

ecuatia prin’ aceastd metodd se verificd dacd @, = = + 2kn, k€ Z smt sau
nu solutii ale ecuatiei pentru a evita pierderea lor.

3° In unele cazuri este indicat ca, dupa ce se giisese numerele sin z si cos z
prin prima metodd, sa se aplice formula sin 22 = 2 sin x cos z pentru a scrie

- solutiile ecuatiei sub o forma mai potrivitd. De exemplu, daci avem ecuatia

(2+]/§)003m—sinxf 12U V?)#O,

ArY%) /213,
4

utilizind prima metodd rezultd cos z =

Punctul M(. V& :' [/7% ’ 2 z 4L ]

SII].GE_

este situat in cadranul TV. Deoarece

. : 1 A v o  _—
8in 2z = 2 sin ¥ cos & = — 5+ §-ar parea cd solutiile ecuatiei sint elementele

multimii {( {1 T

z Zilkez}. In realitate, deoarece cosz >0 si

sin <, 0 s1 deoarece — = < sin z <0, solutiile ecuatiei se ob{in din so-

lutia particulard 2m — fi = i sin 22 = — % pentru k = 4.
Deci

; = {Qﬁ+2hn1kez}
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5S4 se rezolve ecuatiile:

lo2costi—sineg42=0 2 (Y7~21/2) cost —sint+1=0,
3. cos 2+ sin t4- 1/ 2 =0,

4. 5(4 + /Z1)cos t ~ 5 sin t 4 B 4 321 = 0.

B I/ Bcost—sint—2=0 6 3cost—~sint— | 8=0

Aplicatit
1. Si se reprezitte grafic functia
f:R - R, f(r)=sin2x
Solujie. Functia este periodicit de pericadd principaki = Intr-adevir din
gin 2 (x 4 T) = sin 22, Yz & R, punind 2z = y, se obtine sin (y + 27) =
=siny, Vi € R. Deci, dacd T este perioadd pentru f, 27T este perioadi
pentru sin. Funectia sin avind perioada principald 2x, funciia f are perioada

principald .
Functia f are amplitudinea egald cu 1. Punctele de pe grafic care sint de

ordonatid maxima 1 au abscisele l;-—i— kr, k € 4. Graficul lui f se obtine din

araficul functiei sin printr-o contractie de-a lungul axei absciselor. In figura
V1.15 este reprezentat acest grafic.

Observatie. Migcarea oscilatorie armonicy simpld este descrisd complet cu ajutorul unui
model matematic implicind migcarea circulard uniformi. Pot fi considerate cu aproximatie
misciri armonice simple urmitearele: miscarea geamandurii in apa n sus gi in jos, pistonul
unui motor cu combustie internd, particuta de aer in timpul trecerii unei unde sonore simple
etc. Toate acestea si multe altels cer schifarea graficului unei functii de forma

- fiR—= R, f(z) = a cosfoz + B), ©#0,
unde ¢ este amplitudinea, o se numeste pulsatie, iar b se numeste fazi inijiali. Peroada
X . o In
principalii a aceslei functii este Alﬁul-
w
2. Si se arate ci funciis
g:R-R, glx) =smbzx + coslba

este periodicd st are perioada principald 2_?“.
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Solujre. Fie T o perioadé. Atunci
sin 6(z 4- T) + cos 15(x 4 T) = sin 62 + cos 15z, Vz € R.
in particular, pentru z = 0 si respectiv pentru x = g se obtine
gsin 8 T4 cos 156 T =1 sin 6 7 =0
sin 6 T — cos 15 T =—1“’{ cos 15 T = 1.
Dinsin 6 7' = 0, rezultd I' = -’%—r,k' € Z, iar din cos 15 T = 1, rezulti

= , k" € Z. Prin egalare ge objine k' == %‘: Deoarece k' € Z,

15
rezultd k* =5 k, k €Z. Agadar T =~?—g—w—, k € Z. Rezultdi cd orice pe-

T =

2

ricadd a functiei g este un numdr de forma 4™ ke .
3

S# arétdm of toate numerele de aceastd formi sint perioade:
g[g:-{— -E;—”-)r- sin 6(:!: + —2;—“]—]— cos 15(1: e ?—{;1) -
= gin (6z - 6kn) + cos (15% 4 10kn) =
= gin 62 + cos 15z = g(z).
Perioada principaldt este 233 ,
8. Si se reprezinte grafic functia 2: B — R, A(z) = cos x - sin 2.
Solujie. Pentru a localiza punctul (z, cos z - sin z) se adund ordonatele
punctelor (z, cos z) §i (z, sin x) pentru fiecare valoare alui z. in figura VI.16

se poate observa cum se obfin punctele graficului functiei 2 din graficele

functiilor sin gi cos, iar in figura V1.7 este trasat graficul functiei f pentru
z €10, 2x). Perioada principald a acestei functii fiind 2x, pentru a obtine cit
dorim din graficul ei se reproduce in lungul axei absciselor graficul din figura

VI.A7. Aceeasi figurd ne indicd faptul ci max h = h[%) =12, iar

min A =h (5—;] = — |/2. Intr-adevir, din k(z) = sin 2 - sin [;i — x] =
= 2 gin % cos [:v — -E) = /2 cos (x — —E} , rezultd céd amplitudinea acestei
functii este |/ 2, adici -léi-(ﬂ_——_—ﬂ) : 3
I i
{ y=sinxscosx -
‘4,0061
21 NN/
N\ W[
Fig. V116 : Fig. VI.17
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Observalie. Balansarea pendulei, oscilatiile dintr-un circuit electric, vibratiile
corzilor viorii sau ale altor instrumente muzicale generatoare de unde sonore, miscarile
electronilor in atomi si multe alte fenomene fizice si biologice pot fi descrise, cel putin in
parte, prin functii de forma

H :R - R, H(z) = ay,+ a; cos z + b, sin z,

Hy, : R = R, Hyx) = Hyz) + ay cos 2z + b, sin 2z,

Hy,: R — R, Hy(z) = H,(z) + a5 cos 3z + by sin 3z
si celelalte, functii ale céror grafice se pot schifa ca in cazul functiei .

4. S& se reprezinte grafic functia

f:R =R, f(r) =]/3sin 4z — 8sin z cos? .

Solupie. Deoarece 8 sin’z cos?x = 2(1 — cos 2z) (1 4+ cos 2z) = 2(1 —
—c0s%22) = 2 — 2c08% 22 = 2 — (1 + cos 4x) = 1 — cos 4z, f(x) se scrie
sub forma f(x) = cos 4z + }/3 sin 4z — 1.

Deci f(z) = 2§ cos 4z + ¥ sin4z) — 1 =

= 2 cos (%cos by + sin%sin 49:) — 1 =—-2003[4x—-;) — 1.

Amplitudinea functiei ‘este
max f — min f=i—(— 3)=2.
2 2
Functia este periodicd. Intr-adevir, dacd T este o perioadd, din

2 cos[i’;(:c + 1) —-%]—-— 1 =2 cos[lm—%], vz eR s din.4$“%= Yy

rezultd

cos (y + 4T) =cos y, Vy € R.
Perioada principald a functiei cos fiind 2w, rezultd cé perioada principald a
functiei [ este‘—z.
Se figureazid mai intii punctele ale cdror coordonate sint trecute in tabelul:

# ® ® w br w

@ i,
2 6 & 3 12 2

)| D 4 0 =3—F -5 D
Graficul functiei pentru .z € [0, %] este trasat in figura VI.18.

Exercitii
9. 84 se determine perioada principald a funciiilor: I
a) f, :R— R, f,(z) = sin 5z, 1 %}_ 2
b) fa:R"’R:fz{x)=°°S—:‘- : 0 ! g
¢) fo: R R, fylz) = sin 85z + cos 42z “It
8. 84 se arate ca functia 2t
g:R— R, glx) = sin 4z + cos})/ 2z nu este periodici.
9. S se reprezinte grafic funcfia 3]
h:R—- R, hiz) =4 sin « cos z— &)/ Bcos’c +2)/ 3~ 3, Fig. VI.18
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1. Fie A i B doui puncte distincte, M un punct situat pe dreapta 4B si numiirul

real o > —~AB 84 se arate cd existd un singur pungt M & AB astfel ca AM ==n

si AM > BM. Sa se studieze si cazul 0 < g < -E AB,.

2. 54 se arate cd punctele A, B, C sint coliniare daci si numai dacl
(b +c—a)fe+a—bfa+b—c)=0,
unde s-a notat ¢ = BC, b = CA, ¢ = AD.
3. Daca 4, B, C, D sinl, patru puncie coliniare 5i F', G, H, i sint respectiv mijloacele
segmentelor (4.8), (BC), (CD), (DA), alunci segmentele (FH) si (/G) an acelasi mijloc.
4. Se considerd o dreaptd d §i un punct A nesituat pe dreaptad. Din 4 se duce 4B L
1 d(B = d) si oblicile (4AM) si {IN) astfel ca M s& fie mijlocul segmentului (BN)

(B, M, N, ed). 34 se arate ci BAM > ﬁfv

6% Fie ABC un triunghi dreptunghic in 4. Dacd D esle piciorul tnalimii duse din
virful 4, sd ge arate cit punctul D este infre punctele B si C.

6% Fie AM o mediand in triunghiul ABC. Dacd {(AB).< (AC), =i se arale cd

2N i
BAM > MAC.

7*. B4 se arate ¢l punctul de interseciis al diagonalelor unui patrulater convex este
acel punct din plan ale cirui distante la cele patea virfuri ale patrulaterului au suma
minimi. Ramine valabild aceastd proprietate pentru un patrnlater . concav? ‘

8*. Fie A BC un trinnghi, iar O un punct din planul triunghiului. Dach punctele Bgi C
sint de o parle gi de alta a dreptei O, iar punctele C §i 4 de o parte si de alta a
dreptei OB, atunci 4 gi B sint de o parte gi de alta a dreptei QC.

9. Fie O un punct in interiorul triunghiului ABC, Dreptele BO si CO inlersecteazd

N
AC 51 AB in D respectiv £. Stiind ¢ unghiul BAC este obtuz, s se arale ci
BD -+ CE > BE 4 ED 4 DC.

10. Fie (AD) cea mai mare, iar (BC) cea mai micd laturd a patrulaterului convex
ABCD. 34 se arate cil:

e N e N
ABC > ADC §i BCD > BAD, #
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11. Se di ub trinnghi OAB, un punct C pe semidreapta opusi lui (OA $i un punct
D e (0B). 54 se demonstreze ci semidreapta (CD si segmentul {4B) au un punct co-

mun.

12. Fie A0 si A0 unghiuri opuse la Visf (0 = (44Y)), € < Int OB, D = (04

si P = CD.

-84 seé arate:

P
Pent AOB « D e (CP).

13*%, S4 se arate ci douil diagonale oarecare ale unui pentagon convex, considerate ca
segmente Inchise, au un punct comun.,

14. 84 se arate cid doud triunghiuri dreptunghice care au respegtiv indltimile gi media-
nele corespunzitoare unghiurilor drepte congruente, sint congruente.

16. Be considerii trapezul ABCD ((ARB) baza mare, (CD) baza mici) si se noteaxi
cu O intersectia diagonalelor, iar cu E, F punctele in care paralela [:rin 0 la baze inter-
secteazd respectiv pe AD gi BC. Pe bazele trapezului se construiesc in exterior pitratele
AA’B’B st CC’'D’D. 54 se demonstreze cii:

a) dreptele A’B’ si B’'IY contin punctul O,

b) dreptele ALY si B'C’ contin respectiv punctele E si F.

16. Prin virful € al triunghiului ABC, sc construiegte. o dreapli d, care nu mai are
alte puncte comune cu triunghiul i se-noleazd cu 4,, B,, G, pt-uiec_;iile pe dl:eaptn dl'. res-
pectiv ale punctelor 4, B, G unde G este centrul de greutate al triunghiului A BC. 54 se
arate cii:

i) A4, + BB, = 3 GG,, " ) .

ii) dachi d, este o dreaptid ce nu are nici un punct comun cu Lrumghml- ARBC o A,
B,, C,, G, sint proiectiile pe d, respectiv ale punctelor 4, B, €, & atunci:

AA, + BR, + CC, = 3GG,.
17. Un trapez dreplunghic in care distania dintre baze este medie proporionali
intre l'ungirﬁile bazelor este ortodiagonal (diagonalele sint perpendiculare).

18%, intr-un triunghi isoscel ABC ({4 B) = (4AC)), AB > BC se construiegte indl{imea
AD, D = BC si bisectoarca BE, E = (AC). Dreptele A8 4i DE se intersecteazll fn F',
84 se arale cil

7 DE 4B — BC 3
DF T AB 1 BC
19*, Pe laturile iriunghiului 4 BC se construiese, cu virfurile in exterior, (riunghiu-
rile ADB, BEC si CFA astiel incit
%% ﬁ‘f, —g—{;—-—— fe si m(.fll)b‘] m{BbCJ (6;?4) =of
Sa se demonstreze cii: N
i) mijloacele M, ¥, P, O ale segmentelor (AC), (DC), (BC) si (EF) sint virfurile

unui paralelogram. 0 ' = "
it) in acest paralelogram doud unghiuri au masura « gi raportul lungimiler a doud

latur) este &,

Indicapie. 8 si T fiind mijloacele segmenteior (CF), (CF), se va arviila cd triunghiurie
SPO i TOM sint asemenca cu CBA.

20*, Se dau punctele 4 si B. 54 se construiascii un phitrat pe ale cirui laturi ba 56
alle punctele A, B si suma distantelor de la punctul 4 la virturile patratului si fie minima.

- 21. Fie M un punect in interiorul sau exteriorul unui cerc. Notim cu (4 B) diametru!

ce trece prin M{M < (0A)). 8i se demonstreze cil pentru orice punci N al cercului,
distinct de A si de B avem: M4 << MN < MB.
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22. Fie €(0, r) i €(0’, r') doud cercuri tangente in 4; o dreap(i  care confine pe 4
mai taie cercurile respectiv in B gi B’. 84 se demonstreze ci dreptele OB si(0’B’ sint paralele.

23. Fie @ si €’ doudl cercuri tangente in A, k tangenta comuni la @ $i @ care contine
pe A; M fiind un punct al lui b, diferit de A, cercul de centru M 5i razi MA taie pe @
in 4 si B, iar pe € In A §i B’. S se demonstreze ci dreptele MB si MB’ sint respectiv
tangente la @ si €’,

24. fntr-un cerc se inscrie triunghiul isoscel ARC cu (AB) = (AC). Doud drepte ce
trec prin A intersecteazd latura (BC) in M si N si cercul in M’ si N'. Si se arate ci
patrulaterul MM'N’N este inscriptibil.

26. Se dd cercul cu centrul in O si diamnetrul (AB) care se prelungeste cu (BC) =
= (0A)(AC = 304). Perpendiculara in mijlocul lui (AC) taie cercul in 9 si 2. Si se
arate cd CD este tangentd la cerc.

28. Fie A un punct fix, iar P ui punct variabil al unui cerc. S se afle locul geome-

SN
tric al punctului M de intersectie a bisectoarei unghiului POA cu cercul circumscris Lriun-
ghiului POA.

27*%. Trei cercuri congruente care au un punct comun £, se mai infersecleazi doud

clte doud in punctele 4, B si C. Si se demonstreze ¢it cercul circumscris triunghiului
ABC este congruent cu cercurile date (,,problema picsei de 5 lei a lui Gh. Tileica®)

A -
28. Virfurile B si C ale triunghiului ABC sint fixe si m(BAC) esle conslanti. SX se
afle locul geometric al proiectiei M al ortocentrului triunghiului ABC pe mediana (AD,

29. In patrulaterul inscriptibil ABCD are loc relatia AB - DC + AD - BC = AC + BD,
(Teorema lui Ptolemen).

80. Se dau cercurile €(0;, r,) si C(0,, ry): Fie CD o tangents comuni exterioard, C
D fiind punctele de tangenti. Si se demonstreze ci cercul de diamelru CD intersecieazii
dreapta 0,0, daci si numai daci cercurile @0, ry) si @(0,, r,) sint exlerioare,
81. Se dau punctele A(l —a, 1 + a), B(5 —a, 1 + 5a), C(1 — 5a, 5 4 a), D(5 —
— Sa, 5 4 5a). Si se arate cd segmentele (AD) si (BC) sint congruente si si se explice
geometric acest rezultat.

82, S4 se scrie ecuatiile tnil{imilor triunghiuiui determinat de drveplele y = 2z, y =
=10z, y =azx + b, a# 2, a7 10, b #£0. Sa se verilice ci medialoarele acestui triunghi
sint concurente.

. _ V3 V3

83. Sa se determine numerele reale t < (0, 6n), astlel ca (1) = M s .

2 9

&

84. Si se determine numerele reule ¢ astfel ca:

a) F) = M [:— '/Tq_]' b) F(p) = M[— 1? 'i;’]
o} Ft) = M[-—%’ —V—;) d) Flt) = m [i) _V_ﬂ-

85 Sa se reprezinte grafic functiile:
a) f:R->R, f(z) = & sin z,

b) A :R— R, k{z) =sin & — |sin z |,
c)i:R— R, iz) = 2cosz — |cos z/,

QiR frlnel)s R jlo) =502,

| sin z,
e) I : >R, k(z) = sin & + 2 cos =z,

f) {:R— R, {(r) = max (sin z, cos x).
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86, Daca lga= %! si se calculeze: smrv?.a:, cos lm:', iz oo

37. Sa se verifice identitajile:

- %
a) cosa -+ |/ 3 sina:Zcos(pé-— g"

b) tga lg b+ (g a -+ tg b) cig (@ + &) =1,
3 4 cos bda
T B R S e e
oltg @ hieigle 1 — cos 4a i
cos 2 cog-fZ»
gin 2a co8 a 2 . ki )
d) - . tg 5

14 cos Z2a 1-|—f:oaa. 'l—i—cos-'—z— 1+CUEE~
2 4
#8. Sa se transforme in produs:
al. cosla + b + ¢) + costa 4 b — ) + cosfa + ¢ — b) o+ cos(b + ¢ — a),
b} 1 -+ cos @ + cos 2a,.¢) 1 + cos @ +sin a, d) 1 — sin @ — cos 2a.
9. Si se calculeze:
. o 3T - v I
aj :‘.inz% +- sin® " -+ sin? ? - sm”-g- ’
B 5w 2t o AT o O . Al
in® = 4 sin? 37 + sin® — + sin? =— 4 gin? — 4 sin? -
ks TR 12 2 12 12

“

»

3 Sn in
ik 05t =~ -} cos® — + cos? —
c) cos 5 + cos 3 + 3 3
2 ™ 4 qg8 5%,
d) tg ‘2% I 12

40. Sa se rezolve ecuatiile:

b) cosz — sinz = |/ 2 cos 2z,

= 1
x tgz — 1 z PR S
¢) lIg= = " —— d) cos [a: + ﬁ]cos ('c 5 5

41, Sa se discute si si se rezolve ecuatiile:
a) cos 2x + (Zm — ﬂ sin z4+m—1=20,
b) m cas @ — (m 4+ l)sin x —m = 0,

¢) 3m sin 2z 4 (m — l)cos 2z — 1 = 0.

42. Dupi ce se aduc la forma a cos 2z + b sin 2z 4 ¢ = 0 sil se rezolve si sii se discute,

atunci cind este cazul, ecuafiile:
a) cost x + 3sinzcosxz+1=0, I
b) 21/3 sin® z + 8 sin z cos z— 2}/8 cos® z —5=0,
¢) cos® z + 4 sin z cos x — 28N z —2 =0,
d) eos? z - 2 sin z cos z — sin® z = m,
e) 4 cos® r — 921/ 3 sin z cos & + 2 sin? a2 = m.

sin® x 4+ cos® x
el e e
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Indicatie. Deoarece 2 sin® z = 1 — cos 2z, 2 cos® z — 1 4 cos 2z, 2 sin x cos @ —
=sin 2z, ecuatia se scrie sub forma cos 2z — }/3 sin 22 = m — 8. Deci cos 2 —

- g —;— sin 2z = m — 3. Se obfine cos (‘m + %} = ﬂ-é"—i . Heuatia ace solufii dact

<

i numai daci 1 << m < 5.
48. 54 s rezolve ecualiile:

a) & sin ¢ cos ¢t — 2(sin ¢ + cos 1) 4 1 = 0,
\

Solutie. Dack sin ++ cos = =z, alunci sin ¢ cogs =— ._mxg ;" 1 . Deci t,_‘”a_;.___’l e
— 22+ 1=0.* Ecuafia 22* — 2¢ — 1 = 0 are solujiile &y = ____l{_i_ gl my=
= L%K:{ Revenind la substitu{ie, din sin 7 4- cos ¢ = i %}L,E, . rezultd sin ¢ =
,_:._2_3___ cos { = % san sin = ;-, €O [ == E;E . De asemenea, din‘ sin ¢ 4+ cos i
= 1“21/E, rezulta cos t =% , Sin f = —-Lg'j, sau cos I = “ﬁ, sini S _;__

2
Solufiile ecuatiei sint clementele multimii ‘

{{ )k?u.ru.l:z} {-E—+2kv€!}rez}u{—-§+2kw1k52}.

il o+
b) 25 sin ¢ cos 1 — 35 (sin ¢ 4 cos &) + 37 = 0,
. V'
c) sind ¢ - cosd ( = e ‘
\
Indicafie. Din sin® t 4 cost ¢ =1, rezultd (sim ¢ cos £} — 2 sin ¢ cos £ — 41 san
2 sin ¢ cos £ = (sin? + cos?)® —~ 1. Se lace substitutia sint - cos r= 2 5i se obfine &% —

— 342 ‘Osauf.rﬁ]/—)(r-—i-[/_lﬁl)_«ﬂ

d) sin® * 4 cos® ¢ - sin ¢ cos £ = 716 L

Indicatie. Ticualia se scrie sith forma
{sin t + cos ¢)(1 — sin * cos &) + sin t cost = et Dhacd sin 7 - cos = = se obiine
6

B / = [
(22 — 1) (82® — 4z — 26) = 0, cu soluliile z, = ?T’ ry = .1_411;/2, ay = o5

Deoarcce sin ¢4 cos £ =}/2 sin (r+ j, rezultd r = [— /2, +1/3]. Singura so-

lujie situatd fn acest interval este x,. Soluiiile scualiei rezultd deci din rezolvarea

ecuatiel gin-f 4 cos ¢ = ey

o

ar

44. Se dan punctele M(‘LK.?;“ 30 = a¥/ 3) si ’Vl( ¢ —a l/3 al/ 3 = ﬂ)

Sil se determine misurile unghiurilor triunghiului OMN, unde O eﬂte originea ax.alor de -

coordonate.

168

46, Sa se afle misurile unghiurilor triunghivlui determinal de dreptele de ecmatiis
2x —y +3=040, S5 +y—2=0, -yrzl_.

46. Fie P punctul de intersectie al dreptelor d’ si d” de ecuatii a + éy. o 5‘—4 0 31
92 + 5y — 7 = 0. Daci M ed’ §i N e d” sint dond puncte de abscise mai mari decit,

TN
-abscisa lui P, sa se calculeze numdrul += p(MPN).

Indicatie. Punciul P are coordonatele (1, 1) “Numarul t nu depinde de pmjit‘in punf:te!or
M si NV respectiv pe cele doud drepte. Luind ca puncte M i NV pungtele de intersectie ale

3
celor doud drepte cu axa absciselor, din (riunghiul MNP se obtine ¢ = arctg .




Indicatii si raspunsari

Capitolul |

§2

2. Dacdt am avea AB = BC, ar rezullaca A, B, C = AB in contradiclie cu ipoleza;

fn mod analog nici A8 = AC, nici AC = BC nu este posibil.
4, 8; dacd A = DE, sase drepte sint distincte.
h. Nu. Se {ine seamnd de exere, &,
§ 3.
1. Nu, cici AB =4 # |ap~—a,|=3.
2, AB =5, AC = 12, BC =
3. a) g = ~2, b) 25 =5.
4. oy = 2, zy = 3.
B.oxy =12, oy = 6.
§ 4.
9. Alegem un sistem de coordonate pe A B astfel ca z, < zp. Atunci zy
si Ty < 2y < 2, din care rezulti Tpy<Lxp < xp <ap,
10. Fie D un punct ogreeare pe (AC). Atunci din exerc. 9 rézulla ci D= (A R).
b

18. Fie (AB) un segment, x4 = 0, zp = b > 0. Punctele cu abscisele 0 y —
2 3

’JC"“:':B

3 teey

—b-, ... aparlin segmenlului (AR).
n

§ b,

8. d separd B, A §i nu separd A, C, deci.separd B, C. Pe de altd parte _separd
C, D, agadar conlorm teoremei 1 nu separa B, D,

4. Nu.

5. Fie M < (AB) si s presupunem cd M & S. Atunci existd N = [AM|Nd: dar
N = (AB)(§ 4, exerc, 9), ceea ce esle in contradictie cu 4, B = S, Agadar (AR)c S
si[AB]C S.
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8. Deosebim cazurile: a) d este inclusi in semiplanul § sdu in eel opus §’; atunci
intersectia este d sau @; b) d are un punct in § i un punct in §’; atunci d intersec-
teazd frontiera lui .§ si se aplicd exerc. 7.

10, Se deduce cii C si €’ sint de o parte si de alta a dreptei BB’, deci (CC’) N (BB') = °

= {Q}. Se va ardta ci Q  (BB).
§ 0-

\

8. Tie & un semiplan deschis limitat de dreapta d. P, Q = implicd (PQ)c§
(§ 5, exerc. 5), deci S este o mul{ime convexd. Penlru a arita ci § =8Ud este 0 mul-
{ime convexd se considerd cazarile: 1° P, Q e d, atunci evident (PQ)cdc §; 2° Dacit
P, Q 5, precum am vdzut, (PQ)CSC‘S 3 Ped, Q =, atunci conform exerci-
tinlui 6, § 5 (PQ)c Sc§.

_a) Fie b= AB, ¢ = AC; avem (BC)c (bC §i (BC)c{eB (§ 5, exerc. 6), deci
/\
(BC)c (bC N (3 = Int BAC. b) Se aplica exerc. 7, § 5.
11. Conform exercifinlii 10 avem AP N[BC]= {4’} §i P =( AA’). Se aplici coro-
larul teoremei 1, § 5 triunghiurilor ABA" 5i AA'C.

Py
12. Dreapta BB’ taie segmentul (AC) intr-un punct P si P = Int AOC (vezi exere,
4a). Cum O & AC, avem P e (0B sau P « (OB’ 5i se aplicd exerc. 4b).

13, Fie A"B’ astfel ca 0 & (447}, 0 e (BB'). Cazumle@ < Int A’OB Q = Int AOB’

0 e (04, Q = (0B se rezolvd usor. Fie Q = Int A’OB’ Atunci existd {R}= 44’.N
N (PQ) si {f} = BE N (PQ). Dacd am avea R e (04’ 5i R, = (0B, atunci intreaga

N
multime Int AGPB s-ar gidsi de aceeagi parte a dreptei RR,, ceea ce esle impesibil
deoarece P = RR;.

N
14, Deoarcce patrnlaterul este convex, C & Int BAD. Din teorema transversalei
vezullid it exista {0} e (AC N (BD). Folosind acelagi rajionament cu alt virf se deduce
ci O e (4C). S

16. Fie {0} = [AC]IN[BD)]. Cum (OC)NAB = @ si (0D} N AB = @, punctele C
si D sint de aceeasi parte a dreplei 4B, La fel se aratd proprietatea analoagi pentru drep-
tele BC, CD si DA.

16. Fie I interseclia consideratd. Este clar cd Int P € J; iar din convexitatea poligo-
nului rezultd cd P < I, asadar Int P U P c I. Pentru a demonstra incluziunea contrari se
ja un punct M < 1. Daci M nu aparfine suporbului unei laturi evident M < Int P, Dacl

: A
M & PpPpyy, unde [PpPriq) este o laturd a lui P, atunci M si Ppyy, sint de aceeagi
parte a dreptei Py Py sau M = Py, deci M & [PpPpyy §i analog M = [PpyyPp, deci
M e [Pplun]C P.

17. Se foloseste exerc. 17 gi Teorema 1,

18. Avem Py, & (dP,si P, & (dP,. Fie k cel mai mic indice pentru care Pjp & (dPj.
Atunci k > 2 si [PrPr] N d # @.
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19, Presupunind ci d are fn comun cu poligonul dat punctele distincte 4, B, C, unul
dintre aceste puncte este situat intre cetelalte doud, de exemplu B =(AC). Punctul B
so afld pe o laturd [Py Ppy,) a poligonului si din iipoteza rezultd ci [PypPye,] & d. Asadar
d0) [PpPpyy] = {B} 5i (AC) N PPy, = {B}, deci A s5i C sint de o parte si de alla
-alui PyPpy,, ceea ce nu-e posibil la un poligon convex.

20. Notind d = PyP,, avem [P,P,] N d = @, cici altfel 4 ar avea trei puncle comune
cu poligonul, in contradicfie cu exerc. 20. Rezulti ci F, (AP, st la fel P, e (dP, =
= (dP; etc. Asadar punctele P,, P,, ..., P,_, se gilsesc de aceeasi parte a lui PEPﬂ

§7
1. Nu.
\
2. a), b).

N
b. m{AOB’) = 180° — m(AORB), m(B’OC) —5180" - m(HOC} deci din m(AOB) +
-+ m(B‘OC) < 180° se obtine:

P TN { ’ / i P
360° — m(40B) — m(BOC) < 180° si m(AOR) + m{BOC) = 180°
¥ : N
in contradictie cu ipoteza. Rezultd cit (OB < Inl AOC.

§ B.

3. Fie (4B) > (CD), adicA AB > CD. Existd un punct unic M = [AB astfel ca
AM = CD. Daci am avea B < [AM], ar rezulla. CD = AM = AB -+ BM > APB in
contradictie cu ipoteza. Deci M = (AB). Reciproca rezultd usor.

12. Se construieste semidreapta (OM in semiplanul limitat de OA si continind B in

-aga fel incit AOM = COD si se foloseste teorema semidreptei interioare unui unghi.

Py Py Py P P A N
14, m(DOC) = lm(AOC) = } m(COB)=m(COE) si h(DOC) + m(COE)=2m({DOC) =

= (AOC) < 180°; tinind seama si de faptul c& D si E sint de o parte $| de alta a

P
Tui OC, din exerc. 5 § 7 rezultd cd (OC c Int DOI;, ceea ce imprmmd cu m{DOC) =
= m(CUI:) demonsireazi cd (OC este bisectdarea unghiului .DOE

: N TN
15. Fie unghiurile opuse la virf AOB si 0B’ (0 < (4A4")),[0C bisectoarea unghiului
AOB 5i[0D semjdreapta opusi cu[0OC. Se deduce ugor ¢ (0D < Int A7OR” - A’0D = A0C =

= COB = DOR’, deci [OD este bisecloarea lui A°0OB’. Deoarece prin ipotezii [OD si [OC
sint opuse, proprietatea este demonstrati.

—~ . -~
18, Dacd m(4AOB) = 90°, rezultatul este imediat. Tratdm cazul in care BelInt 404’
si B, A, B’ se gisesc de aceeasi parte a lui OB; celelalte cazuri revin usor

N S N e, T ;
la acesta. Avem B e Int AOA , deci BOA’ < ADA" = BOFR’ si de aici se deduce ci
A
(04" < Int BOB’ Cu ajutorul axiomei U.8 se obfine m(AOH) (4'0B").
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§ 0,

7. Deoarece pénlagomzl este convex, 4 .ii-.D sint de aceeagi parie t:i}ii BC si A, B
de aceeasi parte a lui €D, deci (CA clInt BCD si analog (DA < Int CDE. Rezultd ci
m(FOA) = m(FCD) — m(ACD) = m({DE) — w(EDA) — m(EDA), adios HCA = EDA.

10. Conform exerc., 10, ﬁ 5 (BE) 0 (CD) = {M}. Se aratd succesiv BD = CE,

. , ~
A DBC = NECB, PCE = EBL, (BM) = (CM), AABM = NACM, BAM = CAM.
= ABAD, NACD =

i

1l. Se demonstreazd pe rind: (CD) N AB = {0}, NABC
= ABDC (L.L.L.),\A4AC0 = ABDO (U.L.UJ], (40) = (BO).
12, ANAOR = NAOF’, ABOC = ABOC’, ACOA = N\C'OA’, deci (4B) = (4B,
N TS TN
(BC) = (B'C), (CA) (("A’) i OCA = OC’A“ OCB = OC’B'. Deoarece punctele 4, B, C
N P
sint coliniare OCA = OCB Rezulld UG’A == OC’B’, din care se deduce ci A", B’, C
nu sint coliniare. AABC = N\A'B'C’ pe baza teoremei L.L.L.

§ 10,
1. Presupunind contrariul se ajange la o contradictie cu teorema 1.
2. Se foloseste teorema 1.

2 Y Py 2
4, Deoarece (AC < Int MAN (de ce?), m(MAN) = m{MAC) + m(CAN) si cum

N o g N .
(A8 C lul (ﬁ:;&), avem m({MAN) = m(MAB) + n](b‘z-'i?) 4+ m(CAN). In continuare, se

foloseste teorema 1 pentru trivnghivrile ABM 5i ACH.

SN
b. Fie }u‘- = MAN po segmentul {M ) se ian doud puncte B, C astlel incil m(£A4C) <

< mipq};
Triunghiului ABC i se aplicd exerc. 4.

7. Se foloseste exerc. 3.

s, ' _ .
.8. m(H/BEJI) - m(m) > mf MDC} (de cet); MA’ fiind semidreapta opusi lui
.S
(MA, aritafi ed) MDcC Int A MC si m(EMA} = m(A'MC) > m(CMD).
11. Fle P’ = APPy..PrB 51 P" = AQ{),, .OmB cele doud poligoans convexe.

Deoarece P; = Int m, punttelo B i Q, smt de o parté si de alta a lui AP,, prin
urmare folosind exerc. 18, § 6, dreapta AP,; intersecteazd linia poligonala Q,Qy...QmB
intr-un  punct R, Ry & [QxQnp]. Conform exerc. 10, AP, + PR, < AQ, +
4+ Oy + ... + QnRy; se repetd procedeul gi se adund inegalitifile obfinute.

12, Seia E astfel ca D si fie mijlocul lui (AE) si se aplicd teorema 2 trivnghiului AEC.
18. Din AA4; > AC — ‘%g sidin relatiile analoage se obline prima inegalitate. Pentru
cea de-a doua se va utiliza exerc, 12.
§ 11.
i. L.U.O.

3. Se aplici feorema 2.
5. Se aratd ca (AB)
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(CD), apoi se aplicd teorema 2 triunghiurilor A BC ‘51 ADC.




§ 12.

1. Se foloseste exerc. 2, § 10. Presupunind de exemplu C = (B4,), rezultd ci A/C},

) ~
este ascutit, deci ACR obtuz.
2. Se considerd mai intii cazul B & (4°C); atunci ATB?\C > A'(’J}, deci AC = AB.

8. Unul dintre unghiurile ADB, ADC este obtuz; acestnia i se opune o latur

mare decit (4.D). Ly

7. u_) Rezultdi cu ajutorul exerc. 6. b) Axele de simetrie ale dreptei d sint toate dreptiele
perpendiculare pe d gi dreapta d. ¢) Fie M ={AM) A’, B’, M’ simetricele punctelor 4, B, M
fatd de dreapta d §i {A”} = A4’ Nd, {B*} =BB' N d. Se aratd ci M (f‘iﬁj .
= M’ & (A’B’) si implicatia inversd, Pentru a arila ci (AB) = (A'8’), se observa mai
intli cA AA"BB” = NA"B’B”, apoi cd AA"AB = NA"A'B',

§18.
2. Locul geomelric se compune din dous semidrepte simetrice fatit de 4B,

4. Fie d’ mediatoarea segmentului (4 B). a) Dacad N d’ = {C) € este punctul c3utat:
al,

'h)hll‘);'lci d Nd’ = @, problema nu are solufie; c¢) Daca d = d’, orice punct al [uid este o
solutie.

§14.

N )
2. CBA 5i DAB sint unghiuri alterne interne congruente.

Exercitii recapitulative

4. Determinam punctul D e (BC astfel ca (BD) = (B'C’). Daci D = ¢ proprie-

talea este evidenld. Daci D # C, triunghiul ADC este isoscel si Iﬁ)\l = Iﬁ ce
3 <SP

. o . . . - ea ce
este imposibil deoarece unul dintre aceste unghiuri este ascutit, celdlalt obtuz.

8. Se va ariita cd simetricul segmentului (BC) fatd de mediatoarea ¢ coincide cu
(AD), de unde rezultd ci C §i D sint simetrice fajd de d.

10. Fie B i C doudl puncte fixe pe d si B’, C’, P’ simetricele luj B,C, P fatd de
punctul A. Folosind exerc. 12. § 9 rezulti ci P’ = B'(C". , v

: 12. Fie § semiplanul limitat de MN care conline pe D. Avem 4. C. ) < § deci
» Qe ' s ,

Capitolul [l
§ 1.
8. D fiind simetricul lui 4 fatd 'de M se obfine un dreptunghi A BDC.
12. a) Se va ariita cii triunghiul BCD este isoscel. B) si ¢) Fie  simetricul lui A

" ; ~~
fafd de D; din exerc. 9 rezultd ci m{ABF) = 90° i (BF = (BE, deci F = E,
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18. ABCD fiind patrulaterul, A §i C sint de o parte i de alta a lui BD c#ci in caz

contrar laturile (BC) si (AD) s-ar intersecta. Asadar ABD si BDC sint unghiuri alterne
inlerne. AABD = ACDB.
§ 2.

12. Daci Q = prpal, ariitai c& AOPM = AMQN. Atunci (MQ) = (OP) = (PA)
din care vezulti (AQ) = (PM) = (NQ), adici triunghiul QAN este isoscél. Astfel
N < (AB. Avitali cii oricare ar fi N* e (AB, punctul N’ aparfine locului geometric (tre-
buie s se determine o pozitié convenabild pentru punctul M).

18. Fie 4 si € unghiurile obtuzé ale patrulaterulu conveéx ABCD si M mijlocul seg-
mentului BD. Aritali ¢i exerc. recap. 1 de la Cap. I se aplicé triunghiurilor 4 BD gi. BCD.

1. MQ || BD | NP; MN || AC || QP.

7. i) Se proiecteazdi * pe BC in P’, se intersecteazi paralela prin Q la 2P’ cu BC inQ,
§i cu paralela prin A la BC in Q"; ABPP’ = AAQQ”"; se aplicd teorema 3 trapezului
PPQQ. ii) O paraleld ln BC prin mijlocul segmentului (4B).

§ 4.

4. Fie A" simetricul lui B fafd de C- AHA'B' = ACA"A; rerulti A’B’ = AA" =
= 9CP, ii) Fie {D} = A’B’ N CH si E interseciia lui A4” cu perpendiculara prin C pe CH.
Demonstrati ci AHA'D = ACA’E i (AE) = (EA").

6. Folositi teorema 2. ¢

6. Se observi ca CF si AD sint indltimi in triunghiul AHC.

§ 6.
3. Fie {O} = (AC) n (BD). Din teorema 2 rezulti
A0 DO & co BO

OE OB 04 oF
B. iii) Se ia D’ e (AC) astfel ca DD’ || BJ.
§7.

1. Fie de exemplu € = (BD). intersectiim paralela prin C la AD cu AB in E. Se
foloseste teorema lui Thales si faptul ci triunghiul AEC este isoscel.

§ 8.

8. Folosind exere. 7, ardtati mai intii ci proprietatea are loc pentru M = D, apoi
aplicati teorema fundamentald a aseménarii.

9. Fie tabla triunghiulard 4 BC. Pe latura cea mai mare [BC] se consfruieste in exte-
riorul triunghiului 4BC pitratul BCDE. Fie {M} = AEN BC §i {N} = AD n BC.
Aratali cd [MN] © [BC] si cd [MN] este o laturd a pétratului cerut.

12. Fie trapezul ABCD, E e (AD), F e (BC);

EO DO co OF

Bz 8 S = = -, deci EO = OF,
AB DB CA AB '’ .

18. Folositi exerc. 12.

§ 9.

1. Daci M = (AB), fie M’ = prqM. Din faptul ci AC || BD || MM’ rezultd ci
M’ = (CD). In mod asemandtor rezulfa implicajia inversd. |
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e

‘27 Sc“t‘me conL. de exercitiul precedent si de faptul ca renniunea a doud segmente
fnchise avind acelasi suport si un punct comun este un segment, inchis.

3. Se scrie teorema catetei pentru (4 B) sl {AC) §i teorema inAlfimii pentru (AD). '

b. 8e disting doud cazuri: a) unghiul B este ascufit; atunci D e (BC), BD = 5,

. 0 2
{)C = l-h, AC = 2.0, B.C~ < AB* - AC?, rezulti ci A este unghi ascutit si ¢ca € = (BE).
Se exprimd AE din triunghiurile dreptunghice ADE §i ABE, din AE? = AE? se obfine

CE = 12,8 §i 4E = 31,2, deci perimetrul ACE = 64. b) unghiul B este obtuz: atunci

B = (DC), DC == 26, AC = 2}/ 205 5i D<(EB). Se obline DE = - si AR = E[f 205.
= 13 13

_ 7. Din trinnghiul ABD rezulti ci AB® = BD - BM, unde {M)} = AF N BD. iar
din faptul ci ABMF ~ ABCD rexulti BD - BM — BF - BC.

: 8. Fo'losind teorema lui Pitagora se determinad 4B = 24, AC — 18, iar din ieorema
bisactoarej (vezi ex. 2 5 7) se obtine AD = 9 gi DB = 15,
. 9. Se exprimid BE? si BF? din triunghiurile dreptunghice 4BE i BGF folosind si
ipoteza rezulth BE® = 4B* - DCgi BF* = BC + AD?, dar, pentru i AB* = AD® 4
4+ BC? — DC?, rezulti BE = BF.

1.i) Fie trapesul ABCD cu AD || BC si AD — b, BC = a. {E} = AB 0 DC si

= d(E, AD); AADE ~ ABCE deci—h — » de unde rezulta ci = = bé
Fe) T 4= h ' a — b i
i) fie {0} = ACNBD siy = &(0, BC); ABOC ~ ADOA, devi % — — ¥ do unde
, b h —y
ah

rezulld ed y = 5
: a4 b

13 0N DI 2 qj 2 p 2 : .
2, st L,\p!‘m:]é AB? 51 AC® folosind teorema lui Pitagora generalizald in {riunghiurile
ABM 5t AMC si se adund cele douii expresii.

3. Fie {M)} == AD N BE. Aplicind teorema bisectoarei pentru (AD si (BAI se obtine

R 0 g2 5

MDD

% Fie M’ astfel tncit m(ALM '
. Fie astfel incit m{ABM) = 60°, M’ = Int ABCD si (BM’) = (BA). Atunci
ABM’ este un Lriunghi echilateral, triunghiurile M’BC si M’AD sint, isoscele. m(M/a?) =2

. P - PP S N
.= m{M'DA) = 715° i m(M’CD) = m{M’'DC) = 15° din semidreptele (CM i (CM’ coineid,

b fel (DM si (DM’ deci M = M’ -

b. EG = 2 AE, AE = 2 EH, AEDH ~ AECA.

6, .Se ex?ripm €B* si CD* prin teorema lui Pitagora generalizat, din triunghiurile
ABC 51 ADC si se adund membru cu membru. >

i) AADC = ANBCF (C.U.) si ADB = ; i = i
A ( ) stoA ACBE (C.U.), deci (FC) = (DG) si

i) EDA = BED = EDB, ADF = PFrO = FoD.

176

8. Se arat cf laturile patrulaterului A BCD sint paralele doud cite doud cu diagonalele
vombului (4, B, C, D fiind mijloacele diugonalelor pitratelor] si cd doud laturi vecine sint
congruente ca Jaturi de triunghiuri congruente..

9. Se determina AC = 50, folosind formula care di lungimea medianei {ex. 2), ar
pentru calcuiarea distantei d(Af, BC) se aplicd teorema lui Pitagora generalizatd in
triunghiul BMC. i

10. Fie E = prp A. Atunci AE = 12, BE = 16, deci AB = 20. fn triunghiul

dreptunghic BAD se aplicii teorema caletei si se obiine AB: — BD-BE, de unde

BD — 25, Rezulld -(:2 = -7—-
BD 25

11. Din M < (NG) remlid N = (AP) in contradiclie cu (4AP) = (PN). Deci
M = (NB); (MP) este linie mijlocie in triunghiul ABN, deci M este mijlocul lui (BN).
fn triunghiul ABN, (A M este indl{ime si mediani deci este isoscel §i {AB) = (AN). Pe de
altd parte, (AN fiind mediand in triunghiul dreptunghic ABC rezultd (AN) = (BN),

A A
deci triunghiul 4 BN este echilateral. Rezulld m(B) = 60°, m({C) = 30°.
15. Se calculeazi AE, EF, AF sise aratd cd AF® — AE® 4 EF®
18. Fie O punctul de intersectie al diagonalelor trapezului si E e (48), F e (DC).

g = B $i 204 = AL , deci i 4 LT Tinind seama cd KEF =2 EO
AD BA BC BA AD. BC

{exere. 12, § 8), reznlid relajia cerutd.

19. Fie M, N, P, Q respectiv mijloacele segmentelor (AF), (CE), (BF), (DE) si O
mijlocul segmentului (EF); (MP) este linie mijlocie in triunghiurile ABF, AFE, EFB,
deci trece prin O si (OM) = (OP). Analog, (Q) este linie mijlocie in triunghiurile DEC,
DEF si FEC, deci (rece de asemenca prin O si (0Q) = (ON). Rezultd ci MQPN este
paralelogram.

20. Se aplici leorema Tui Thales pentru triunghiurile BAM (AM || ED) si
AMC(FD| AM).

21, Triunghiul ADC este isoscel, deci AD = BC = 2b, iar AC se calculeazd cu
teorema Ini Pitagora generalizata in Lriunghiul ABC.

(....:i.lii.ljliil ]
§ 1.
1. Mediatoarea segmentului delerminat de punctele date.

3. A, B, C fiind cele trei puncte comune, centrele cercurilor coincid cu punctul de
intersectie O al mediatoarelor {riunghiului ABC gi cele doui raze sint egale cu OA.

6. Fie €(0, r) un cerc si M’ simetricul unui punct oarecare M- fati de O, adicd 0 =
e (MM') si OM - OM’. Aritati ca M = €0, r) = M’ = €(0: r). Tinind seama ci
(M) = M, de aici rezullda M e €(0, r) «» M’ = (0, r).

8. Aritali cd se poale aplica leorema 2, cazul a,

9. Presupunind contrariul, existd 4 = €(0, r) astfel ca A si O sd fie de o parle
si de alta a dreptei 4. Atunci existd C e d 1 (OA4). Deducei cd d confine un puncl din
Int €(0, r) si folosifi exerc. 8.

11. C(A4, AB).
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12, P i € fiind mijloacele segmentelor (AM) si (0A), punctul P se afla pe_cercul

e [C, -21) Reciproe, dacd P’ e @ (C, T;")’ fie M’ simetricul lui A fatd de P’ Se arati

€d OM’ = r, deci M’ & €(O, r) si astfel orice punct al lui € (C‘, i‘—) apartine locului
> ;

¥

)

geometric, Rezultd ed Jocul geometric ciutat este cercul @ [c', —’;} .

14. Daca A, B, C, D sint puncte pe un cerc astfel incit dreapla AC separd punctele
I 5i D, atunci segmentele (AC) si (BD) au un punct comun.

82,

8. Cazul u): € g D se gisese de acecasi purle a dreplei A4 5. Atunci, din teorema semi-
dreptei interivare unui unghi rezultd ci san (AC < Int BAD sau (ADc Int BAC. In
primul caz se duce diametrul MN | AD sidin AB = CD si AM = AID se deduce ci B
5i C sint de o parte si de alta a lui MN, BN = NC st BC | MN; in cazul al doilea
s¢ procedeazd analog schimbind rolul Iui C si 0. Cazul b) C gi D sint de o parte 5'1 de alta

a dreplei AB. Ariitati cit exislid puncinl P e (4AB) 0 (CD) si cit arcele mici Ac si BD
sint congruente, reducind astfel problema la cazul a).

4. Se va folosi cAOM | AB.

6. Un cerc concentric cu cercul dat. ' s

7. Dreapti simetricd cu 4 falii de mijlocul segmentului - B, din care se scoate punctul
siluat pe AB,

8. Fie O, O’ centrele (1 pe cercul cu central 0), @ si Q' proieciile lui O, 0" pe M.N.
Atunci Q@' = —2— MN = PM deci QA = PQ’ si segmentele (QQ') si (AP) au acelasi

mijloc R (vezi si exerc. 8, Cap. [. § 8). Notind cu € mijlocul segmentulni (007), (CR) este
linie mijlocie in trapezul 0QQ0’, deci CIi | AP si CP = CA. Locul geometric al punctului
P este cercul @(C, AC). : :
§ 8.
1. Se [olosegte teorema 2 si feorema de construclic a unui unghi,
2. NM' si NM” coincid cu perpendiculara prin NV la N M.

e I S S
8. Se va ariita ci BAO = CBO si ECF = (B0,

9. Se trateazdl separat cazurile: A $i O de aceeasi parte san de o parte si de alla a
hii BC respectiv O & BC.

10. b) MN paralel cu dreapta centrelor,
11. Locul geometric este cercul de diametri (OA), dacd A e Int e(o, r), respecliv
un arc al unui cerc analog, daci A & Inl @0, r).

12. Fie (CD) diametrul perpendicular pe 4B, Daci M < ACH — {C}, NOMM =
= ACOP, unde M’ = prapM(L U.L.). Locul geometric se compune din cereurile de
diametre (OC) si (OD).

18. Se vor considera cazurile: 1) P, @ & arcul mare AB 2) P e arcul mare AIJ
Q = arcul mic AR, 3) P, Q & arcul mic AB (in cazul PQ < AB}). Se obtin arce capa-
bile de (a+ B)%, (180 — o —B)°, |a — B [° si (180 — | — B |)°, unde a = ml'AB)
B = m(CD), care mpreund formeazi doud cercuri care trec prin 4 si B.

14. Doua arce de cerc avind capelele 4'si B,
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16. Dhcii PQ taie din nou cercul dat in R, arcul APR este de miisurti constantii s
punctul R este mereu de aceeagi parte a dlametrulm cu un capit in 4. Se deduce ci R

este un punct fix.
16. Dacit CD este tangentd la cercul € circumscris tmunghmlm ABC, m(AGD)

o= m(ﬂ} m(A ) Reciprnc, dacd m{ABC) = m(ACD), luim pe tangenta in C la

N, N, > . .
ceroul € un punet E & Int CY’. Atunci m{ABO) = m{ACE), deci tn virtutea teoremei
de censtructie a unui unghi (CD = (CE.

17. Se va ariita cii tangentele in I 1a cele dou# cercuri coincid gi in acest scop se va
folosi exercitiul 16. Mai intli se observi c#i B si C sint de aceeqsi parte a drepte: DE

N
(cici CB || DE); luéim de partea cealaltd a lui DE punctul (' astfel inoit EFG = ECF

Rerzultd cd FG este tangentd cercului (FCE). Dar FBD = LCF deci DFG FBD gi
astfel FG este tangentit gi cercului (FBD).

18. a) Cercul gimetric cu G(O r} dm care lipsesc punctele 4 gi B b) I fiind centrul
cercului inscris, avem m(AIB) =‘—-2- m(AMB) ~+ 90°; locul lui 7 se compune din doud

arce de cerc deschise, cu capet.eler A si B. ¢) Fie C mijlocul Iui (AB) §i D = (0C),
OD = 2 DC; atunci DG = -:’T OM si locul lui G este cercul € (D, %] .

§4.

8, Fie (AB) o laturi a poligonului inscris, M mijlocul arcului mic AB si P Q punctele
de mterseche ale tangentei in M ca OA, respectiv OB. Atunci l, = AB si L, = PQ.
Folositi triunghiurile asemenea OAB si OPQ si teorema lui Pitagora pentru triun-
ghiul OMP.

13. Se va observa cii (C’D) este o mediand in triunghiul dreptunghic DAB si se va
deduce cii (C'D’) = (B’A’). Rezulti cii C'B’A’D’ este un trapez isoscel sau paralelogram.

A A y
Aritati cd al doilea caz numai atunci e posibil cind B sau C este un unghi drept.

N
14, A’B’ | AB, A,B’ || HC (linii mijlocii in triunghiuri), deci m(A’,B°d,) = 90°,
Acest rajionament este valabil in fiecare dintre cazurile a), b), c). il

15. Conform exercitiului 13, cercul € circumscris triunghinlui A’B’C’ contine pe D si
‘analog E e €, F = C. Conform exeveitiului 14, punctele A’, B’, D si A, se afli pe un
cerc, care avind trei puncte comune cu C, coincide cu C. Deci 4, = C, analog B,, C, = C.

16. Deoarece m(@,) = 90°, {A’A;) este un diametru in cercul lui Euler al triun-
ghiului ABC. Deci centrul acestui cerc coincide cu mijlocul lui (A’4;) si analeg cu mij-
loacele lui (B’B,) si (C’C,). Asadar dreptele A’A,, B’B,, C’C; au un punct comun.

19. R fiind centrul pitratului, patrulaterul OM RN este inscriptibil. Locul Iui R esta
—~ :
bisectoarea unghiului AOB (f&rd punctul O).

20. Se va ardta ci patrulaterul BCPA este inscriptibil. Deci P este situat pe arcul
mie deschis AC al cercului circumseris triunghiului ABC. Pentru a ariita ci orice punet P’
al acestui arc apartine locului geometric se va demonstra cit existid un punct M’ e (AE),
astfel ca DOP‘M’ si fie inscriptibil; se intersecteazd DM’ cu AB in N’ 5i se demonstreaza
ca patrulaterul AM'P’N‘ este inscriptibil.
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S~ A
22. 34 presupunem ci M se afli pe arcul AC care nu-1 conine pe B; m(ABC) < 90,
— TN i
deci AC este un arc mic 8i Q = (AC). Deocarece BAM si BCM sint unghiuri suplementare,

: N,
unul este obtuz, si zicem H/AM i atunci A & {BR). Punciele Q si R apartin cercului de
diametru {AM) si com @ = (AC), punctele @, R sint de o parte si de aita a dreptoi AM:
rezuitd o AQMR este un pdtmlal,er' cnnv('x inf;cl‘ipti!)ii Amlasi hiern este valabil si pentru

i
patrulaternl BPMR. Asadar MR(J MAQ . M BP MRF. Din convexitatea patrula-
tereior amintite deducery uger ci punctele P si Q sint de aceeasi parcte-a lui R M, ceea ce

i S !
impremnii cu WAP = MRQ Implicad {RP = (RQ.
§ .

8. Fie cercurile (0, r) si GO, ), r <i #. Se construiesc tangentele 04 si OB la
cercul ({7, r’ — r) se intersecteazd (0’4 i (0°B cu €(07, r') in A° §i B’; paralelele prin A°
respectiv B’ 1a OA respectiv OB vor {i tangentele comune , exterioare®. Ducind tangentele
din O la cercul @(0', r 4 »’) se 6btin in mod analog tangentele comune , interioare®.

. d = 0,0, << 04 + O34 < ry 4 ry. Pontru a demonstra e d > | ry — 7, |, pre-
supanefi contrariul si arfitati cd punctele loi @(0,, r,) sint fie toate in interiornl Ilui
€10, ry), tie toate in exteriorul lui, cpea ce in condifiile problemei nu este posibil.

8. vezi 5.

10. Fie d dreapta datd. a}) 4 = d; centrul se giseste la intersectia mediatoarei tui
(AB) co perpendiculara in A pe @, b) B = d; analog, ¢) AD || d: punctul de tangenii
se piseste la intersectia lui d eu m(‘f].l.”*.::.t.'t pa segmentului (. H’jI ). d) existd € & d N AB;
(laz‘{( C & {4B) 'pr'sblem'a oy are solufis: dacd R e (CA, construim pe d punctele Ty
si T astfel ca CT. = CT% = CA - CB. Problema are doua solutii: cercurile circurnscrise
wionghiurilor ABT, si ABT,.

18. Se aplica exerc. 16, § 3.
§ 6.

PR o 1800 e 180
4. o= p(AB) = 1, m(A0B) = » w{A0R) = =

b. A si B fiind punctele de intP'ﬁsdct.ie ale cercurilor, se oligervil ci triunghiul 0,04

este dreptunghic in A si m(0,0,A) =307,

8. Fie (AB) coarda, M & arcal mic A1, P, Q, R proiectiile lui 3 pe tangentelein B si
A gi pe AB; dreapta MR taie cercul din nou in N, ANBR ~AAMR, NAMQ ~N\NAR,

B v
din care se deduce cd M—‘H— = 5 __i{_ . Analog Lo — ol B{i, deci MRB® =
MQ RA ' BN MP REB AN
= MP - MQ. ¢
180

4. 8e va folosi putlerea punctului A fata de cerc.

. 1] H
5. AHBA" ~ AHAB implica HA- HA” = HE - HB’; sau se observii cd punclele
A, B, A’, B’ sint pe un cerc si se scrie puterea lui H fatd de acest cerc in dous moduri.

i N Py
8. Se va arita cd m(AFC) = m(AEB) = 180° — m(ABC).
10. Folosind palrulaterele inseriptibile A BDE i ACDF, se va ariila ¢l #DE = BAC.

12. Fie ry < ry. € = Pro.0 A si D= pr,p O;; folosind triunghiuri congruente, se

"aratd ca 0,C = AI) = Py

Capitolul IV o ——
§ 1.

2. Dreapta paraleld cu axa absciselor, care contine punctul de coordonate (0, 2).

. Dreapta paraleld cu axa ordonatelor, care contine punctﬁl de coordonate (5, 0).
(3 ] Bu (=2, 1), (6, 7). 6. b) m, ¢) 10/ 5, d) /T0.7. ze{—3, 7} 8. Se aplick

reciproca teoremei lui Pitagora. 9. Se aratd ca lungimile a doud laturi sint egale.
11. Punctul P corespunde loi P, din teorema 3. Se poate aplica si reciproca teoremei
Jui Pitagora. 12. 1 = —1. 18. Punctul de coordonate (0, 6),

§ 2.

15.a=—:—,b=§—3. chr + 2y — 5= 0.

§ 3.

19, 50 4 2y + 5=,0.21. Da. 22. 52 4- 3y = 4. 2. a =1, b = —1.

24. Ducd a = 0, dreptele P, P, si PP, sint respectiv paralele cu axele de coordonate.
Dacd a # 0. coeficientul unghiular al dreptei P;P, este a, iar coeficientul unghiular al

dreptei P.JP, este — 4 . Cele doud drepte sint evident perpendiculare. 28. Se numesto
g

ecuatia dreptei prin ldietnri deoarece £, si P, sint punctele de intersectie ale dreptei res-
pectiv cu axele de coordonate.

10 10 3™ 57
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§ b

856. Misurile'in radiani ale unghivrilor cerute sint respectiv: a) 0, b) —;E, o) =,

d) -3-45 36. 150, 5—;’-. a7. 3'/%—"/2.
Capitolul V
§ 1.
{ 2 2 D 9
1' (""'1! 0): (_11 0)1 E"" L{.‘Ft - Vz )1 ('[(2’—- 'l"/g'_')v (_11 O)$ (01 _T)i‘

D] Ly

(ﬂ _v3),

M
™

2, a) {§+2Jm|kez}. b) {iﬁ + 2 | k
4

d){%+¢m1kez}542+wa+yh1=&

\ } o {?F -{_,—2!m|!er},
4+

§ 2.
10 a) 1, h) Co8 2’3‘“, C’) """1, d) _1-. e) ;_~ ” "K‘;‘iﬂ g) 0, h) _'11 i) _1| j} Or
a L]
W -3 - AtV

g Z% . 8. a) pard, b) pard pentlru n par si impard pentru n impar, c) nici para

i s . V2 1, 56 o :

nici impard, d) impard. 4. 4) K{. b} 5 b 65 7. Figurind pe cercul unitate C
punctele Fla) = P L i Fib) =Q [— I B se constatd cd a > b si
./ = e T i 25’ ‘H) ¥

ea—be (0, 1;-] Se calculeazd cos{a — &) cu ajutorul formulei (2), iar sin (¢ — &) cu

ajutorul formulej (1). @oordonatele punctului Fa — b) sint (%. r?:) 8. Rezolvind sis-

temul format din sin z - cos z = 0,2 i sin®x - cos?z = 1 si {inind seama de cos =<0,

' g i 4
se obtine cosx = — —2—, sin x = é . Coordonatele punctului F(z) sint (— »-;— ; —i).

]

N V3 2 — 71/ 3 26 + 71/3
Bl e, Bl B Sl e gy

? B

2

ﬁ.a) L 2:V-§-’ b)l 2L[/E,C}w1/j;’+ﬂ,d) I/Sﬁ}‘zl/é_ﬁ__'gﬁ
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2) —-2—+|/2_ 6. e) Se impart ambii membri cu 2 gi se cunoaste ci 2= cos =
2 2 3
s |/2-_§= sin % etc. 8. |/'§ = . ]/10 j 2 5 » 9. Se observd mai fintli ci

©ogd 1;-: = cost — gi cos? % = cos‘-g- . In continuare ramine de artat ci cos‘-:- +»
5

1 + cos 2(a + b)

3 +

- cos“% = % Dar i:osa—s = sin% ete. 10, Se scrie £ =

1+ cos2(a — b)
- :

Deci £ nu depinde de a gi b deoarece are valoarea 1, oricare ar fi valorile reale ale
lui a gi b,

+ — cos 2a cos b si dupa aplicarea formulelor (4) si (2) se obtine E = 1.

§ 4.
1. 0. 9 h} Se scrie g3 — tg20 —tga=1tgda— —N9% o3,
cos 2a cos a i
— tg 3a - . tg fa * g0 3ugovia < T0s Bd ete. 4. 1. 4. n. B, Rezolvind
cos 2a cos a. €03 2a cus a
sistemul format cu ecuatiile 5 cos z 4+ 10 sin 2 — 14 = 0 §i cos’x + sin®z = 1, se obtin
b - 24
doudt solutii . 4 -[‘- si wi ’ 2—’ . Asadar, problema are doud solutii: cos 2z = -91 o
5 5 25 25 ‘ 9
3 2 z .1 7 ; 24 a 3
Sinr=—, tg— =— sau csx=—, ST = —, 1g— =—.
9 2 2 25 25 2 4
§ 6.

1. _a) l/_-_ﬁ-;—ﬁ b)gi ¢c) — |/ 2,d) 0, e) 4sin was(z +—:.:~)C°5[m-— %.:-—)-

1) & cos 4z cos |z + Zcos lw: —rhe & e) cig o I—W. conform formulei (12).
i 6 6 ‘ 2 sma

M-—:{-l—l—w&sa){d—l; _4 )._..._
S .a

sin a

Deci 1. + cosa+ctg%=1+cosa+

14 cosa

- (1 4 sin a) = ctgl sin a + sin. 2| ete. 8. Dacé sin = = O. atunci & = 0.
gin a 2 2 2

Presupunem ca s'm-;- #0. Se obtine, conform indicatiei, 2.5 sin % = 2sin 3z sin% .

. . om
sin 3z sin =

Deci § = ———————. Pentru transformarea sumei T’ se procedeazd in mod analog.
sin =
2

cos Gz sin ?
Be obline I'=———,
sin 2
2




) xe{—%—tﬁt—‘:ﬂ,-f« [k & Z}. d) ma’—:{~-§%+%1ke2}.

§ 6. 34 (—1)k g
& 1. 2) minus, b) minus, ¢) plus, d) negativ, e} minus, £} plus. 2, Ciralicele sint Lrasale i i
| in figurite care urmeazd et re {l_‘-’ + i = '&} .
{ i i {(—1)e+ !/; Gh i 19 akn
Y ; s — [e— I
| i) « { +11M }U{( 1) té/i*u (dmlffeﬁ}-
, il 7 i § .
! =30 -2 - o a 2 0
2a 2h i
Fig. R. 2. 91 1. mF{at(‘ﬂ)'& 2+27mlkez Z}U {— Arcoos _h-l/:j_i_g,}ﬂlgreg}_
Mg, R. 2a, 2b

8. Graficul estg lrasal in ligura care urmeazd, penlru z < [0, 2z]: 8 rve [—l)h_. 4+ hn |k e 7}

;
|
|
| | =
| ‘
' I . 4.1:5{; f.-:ll.e!,} {—l:+i.-n1ﬂ-c.:-z}_
0 x 2l '

|

ﬁ.ze{f+n'r.~:FA-eZ}tJ{—£+A'wpli‘eZ}.
4

% ‘/\—/ 7. Ecvatia se scrie (lgz — 2) (Stg @ +.4 tg ® |- 3) = 0. Se obline x & {arctg 2 p

F kn | h = 7).

-..3 o
| 9. Ze face substilufia cos z = y. Se obline = e {E +kn |k e Z}.
%
Fig. R 3 -
§ 6.
- 4
§ . ) N l.r@:{nHruﬂm—‘ hn Vh e ._L’}U{r+"l—c1ﬂ Z}
L : po \
. > : 4
1. a) ,.7;_, b)-—-%, c)lf/ig, d) /3, e) 1, §) 117-'2.'sm;1::—;—, msxﬁé" L
& : 2 i3 A
b Sr — 3 3 2 tE‘{»'“l-’if'clkc:f} Jurminﬁﬁﬁ-ﬂknlkez}-.
3. z = 5. 4. f) Deoarece tg arclg ——— —arctg 22"} = g (arctg — |, s-ar pirea = ! 4
5 — 3z 4 4 -
: i . . 5 5 b 8.te{-"F L onjnenl
cii egalitatea este verificatd oricare ar fi z £ —. Dar pentro = > = amg ——— % + f
3 § — dx
S5z — 3 b L hr — 3 . 3
— arctg 0d 08— 0 si 0 arclg — ) aci T —
arctg < eoarece ey < 0 i ; > 0, iar arclg P > 0. g) Daca 4 te {'L arcsin i—’-—}- + 2k | h o= .'ﬂ} U {:c + avesin !5* + 2% | ke Z} .
cos x = 0, pentru. sinx = 1 s pentrn sinx = —1, egalitatea este verificald. Daeit
o T A | =L + > { . 7
cos « 5% 0. atunci 2@ 4 s O Tk s BT T tpiarcte 2) =1tg{z + arclg 2). K Z SRS 5}‘
s z — 28ine 1 — 2gx 1 — tgx.1g(arcty 2) L s
Ve /B 51/3 8 1~ /13 : "o
6. a) xE{___g_' e g b) 3° v © ¢) ae {0, ;_g__ . Gnte{.‘f.kwl.’i‘e&Z}U{f%’f+ iif."r:ik&'l}.
# ()
{ | 2w |
[ , § 4. ‘ Te.4) {:-. b} 10, {)fic“.
H] S 7
a)zE'{f+E‘r—t|kEZ] {-———»—}--|keZ : i : ;
& 6 9 8. Dacii T ar i perioadA, ar insemna ¢i f{z + T) = f(z), V& & R. Penlru & — o,
bjze { & -4 J‘_____Im (b = } {23 — k= |k = z} s am avea sin 41" + uusﬁ T =1, iar pentra = —T, —sin& T + cosﬂ T=1.
12 :




Din' cele doua egalitili se obfine sin &7 = 0 §i cos /2T = 1. In primul caz, din

sin. 1’.T= 0 rezultd T = -;5 , ke %, iar din cos)/ 2 T=1, reznltd T=k'ny/ 2, kK e Z

Deoarece nu existd numere intregi k 5i &’ astfel ca cele doud valori ale lui T’ g fie egale,
am ajuns la o contradicie.

9. Se scrie h(z) = 2 8in 2x — 2|/ 3(1 + cos 22) +2)/3 — 8 = 2sin 2z — 21/ 3
cos 2z'— 3 = ﬁ[sin 2z cos—’aE — cos 2z sin —;i] — 3= 4sin [2:.- - -g-) — 3 i se continua

cala aplicét,ia 4.

Probleme recapitulative

4. Fie C simetricul lui A fajd de M; AMNC = AMBA, AN 5> AB = NC, deci
N
m = 71OV > fAN.

" 4. Fie ABCD patrulateru] gi {0} = AC N BP. Daci ABCD este convex al M un punct
din plan, MA + MC > AC, MB + MD > BD. Daci ABCD este concav, fie de exemplu

C = Int .4’513; atunci CA + CB 4+ CD < CA 4 (BO 4 @C) + (CO + OD) = 04 +
4 OB + OC + OD, deci suma distantelor de la € la virfuri este mai micé decit de la O.
Asadar proprietatea nu rdmine valabila pentru acest caz.

~~
8. (AC) N BO = {E}, (BC)NAO = {D}, (ADclInt BAC, {0}= (BE)N (AD,
0 e (BE)c Int ACB, deci (CO intersecteazé segmentul (4 B),

O
12. Notind @ = OA, semiplanele (eB gi (aC sint opuse. P = Int AOB implic
(BP)Na= @ si (CP)Na= {D}, deci D e (CP). Reciproc, din D e (CP) rezuits
P e (aB; pe de alti parte existi E e (CD) NOB §i E e (CP), deci P §i D sint de

N
aceeagi parte a lui OB. Asadar P e Int AOB.

17. ABCD fiind trapezul dat ({4B) = baza mare), se ia punctul E astfel incit .

A e (EB) i (EA) = (DC). Triunghiu! DEB va fi dreptunghic.

19. Aseminarea ASPQ ~ ACBA rezultd in modul urmator: PS gi SQ sint linii mij-
1 1 BE BC
ii CFE, deci PS = — BE, §Q = —CF. Dar —— = — i notind
doed i GRS, ' 2 o= cF ~ a0 °

N P Py
{R} = BE NCF, avem PSQ = BRC = BCA. Analog se aratd cd ATOM ~ ACBA,
Putem scrie: -

PO Ps _BE 1 AD NM

AB  BC 2BC 2 AB AB

deci PO = NM si analog QM = PN,

186

20. Fie 4 pe latura’CD]a pitratului CDEN; putem presupune ci AE > AB (schim-
bind la nevoie rolul lui £ cu cel al lui F). Atunci AC + AD + AE 4 AF = CD + AB +-
+AF > AB + 2CD > AB(1+}/3). Daca A g B sint virfuri opuse in pitrat, relajia
de mai sus devine o egalitate, deci aceasta esle solufia problemei.

21. OM — ON < MN < ON + OM.

27, Se va observa cii A0, HO, este romb si se va ariita cii triunghiul 4BC §i 0,040,
sint congruente, unde O,, Oy, O, sint centrele eelor trei cecuri.

28. Fie A’ simetricul lui 4 {atd de punctul D. Punctele 4*, B, H, C sint situate pe
un cerc de diametru A’H, care contine si punctul M. #

29, Luim M < (BD) astfel fincit MGB ACD Se obiine: ACMB ~ ACDA si
ACMD ~ NCBA.

81. Cele patru puncte sint virfurile unui dreptunghi. y ]

82. Ecualiile indltimilor sint z -+ ay“= 0, (10 — a)z 4 2(10 — a}ydi- b — 206 = 0,
(2 - a)z + 10(2 — a)y — b — 20b = 0. Se determind coordonatele punctului de inter-
seclie a doud din mediafoare §i se verilicd ci este situat pe a treia.

“.'.‘ Wi 15 2.‘?
3s.ze{”’, & "},

< wr
6. 20 41 , 541

297 84t 6al

48, a) 4 cos a cos b cos c,

b) 4 cos a cob[—';- k- {3} cos (
; .

o |a
|
1
o |
L ST

El

&

(o

e) 2)/2 cos—z—cos {—a— -—u},

[ 3]

2 12

. s @ i a T
d) 4 sin a sin {- —.-..1—,) cos (E -+ ﬁ)

89. a) 2, b) 3, ¢) 7;’ d) 14,
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40. a) xe{—’z +‘knikeZ}U{arctg%-{_—knlkeZ}, b) Se trece totul in
2 ;

membrul sting si se di factor comun sin z — cos x, ¢) Se aplic# formula (12) si se ajunge la

gin.z — cos z = 1, d) Dupi ce se transforma in sumé produsul de cosinusuri se ajunge la
i i (8) si se obfine 3sin®Z cos E'+
9 cos 2z =1, e) Se aplici formulele (7) si. (8) si se ob} 2 -

. X e
+sinf— 0052-3--42 cos%= 0 sau cus;{3-cosa:ﬁ sinz - 1) = 0.

T)eci_r,;é{f__}-%m!keZ}U {-n:—]—arcsill%+2k7c!ke'2}U{r:+2k1:ikeZ}.
2

41. a) Ecuatia este echivalenti cu 2 sinfz — (2m — 1) sin x —m =0,
b) Ecuatia are solutii oricare ar fi valorile reale ale lui m;

1
¢) BEcuatia are solufii dacd m & {—wo, 0]U [?; ’ +oo] .

42) a), b), c), d). Se foloseste indicatia de la punctul e).

44. Se observd ci (0M) = (ON). Deci unghiurile triunghiului an misurile
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