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Primitive

§ 1. PRIMITIVE

Fiind datd o functie f: / — R (J un interval C R), se pun urmétoarele
probleme:

(A) Existd (si in ce conditii) o functie F : J — R a ciirei derivatd si fie
functia datd f?

(B) Cum se poate determina o asemenea functie F, pornind de la f?

In acest capitol vom studia citeva metode de obtinere a functiilor ¥ care
verificd relatia F' = f.

Raspunsul la problema (A) este afirmativ pentru o clasd destul de larga
de funectii, in particular pentru functiile continue. Acest lucru va fi ardtat in
capitolul II.

1.1. Definifie. Fie J un infervalc R gi /:J — R. &
admite primitivi pe J dacii existi o funectie F : J — B astlel ineit:

1) F este derivabili pe J,

2) Fl(z) = flx), (Vz & J.

Functia F se numeste primitivi a functiei f.

Daci intervalul J este inchis la stinga si @ este extremitatea sa stinga,
atunci prin derivata lui F in punctul e se subintelege derivata la dreapta a
lui F in a. O conventie analoagi se face cind J este inchis la dreapta.

1.2. Exemple
1) Fie n € N si f: R - R functia definitd prin relatia
fla) = 2", (V)2 € R.

Atunci pentru orice numdr real fixat ¢, functia

R{z)— " 4 e, (Vix e R

n +1
este o primitivd a lui f.
2) Functia

Flz) = (sinz)?, . (M zeR
este o primitivd a functiel -

f(z) = 2sin z cos z, (V) z & R.
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3) Dacd a >0, a # 1, atunci functia

Plg) — % (Vzek
Ina
este o primitivd a functiel
flz) =a*  (V)z ER.

1391 0pozifie. FieJ unintervalc Rgif : J »R.Dack Fy, Fy: J N
sint doud primitive ale funciiei f, atunci existi o constanti ¢ € R astfel
ineft :

Fy(z) = Fo(x) +¢, (V2 EJ

~ Demonstrafie. F, si F, fiind primitive ale lui f, ele sint derivabile pe J i
verificd relatiile
(V)z el,

Fi(z) = f(z) = Fu(),
deci )
(Fy — Fy)'(z) = Fi(z) — F(2) =0, (V)zeJ.
Functia I, — F,,avind derivata nula pe intervalul J, este constantd pe
acest interval, adicii existd ¢ € R astfel incit

Fi(x) — Folz) = ¢, (V)zc J.

1.4, Observatii:
a) Datd fiind o primitivi Fy a unei functii f: J — R, atunci orice altd
primitiva / a lui feste de forma
F=F,+e¢,
unde ¢ este o funcfie constantd pe J. Aceasta inseamnd cd dacd o functie f
admite primitivd, atunci f admite o infinitate de primitive. Datoritd aces-
tui fapt vom spune adeseori:
»f admite primitive“
in loc de
»f admite primitivd®
b) Definitia primitivei, datd la punctul 1.1, s-ar putea extinde si la functii
definite pe reuniuni finite de intervale disjuncte, deoarece conditiile din defi-

nitia 1.1 au sens gi in acest caz mai general. Insd nu mai este adevirat ci
doud astfel de primitive diferd printr-o constanta.

De exemplu, fie f: R \ {0} » R functia definitd prin
flz) = &
Atunci functiile F, G : R \_{0} - R definite prin

respectiv
3
13 11 dacd z <@,

G(x) =
'g—t—Zdacﬁ x>0

sint derivabile pe R ™ {0} si verificd relatiile
F'(z) = fla) = Gl@),, (V) z € BN\ A0k
Totusi, diferenta G — F nu este o constantd. g
1 dacd z < 0,
Gl@) = F(2) =} 3 dact z > 0.

¢) O functie care admile primitive are proprietaiea lut Darbouz. Intr-adevir, -
daci f:J — R admite primitive, atunci existd o functie derivabili F : J - R
cu proprietatea _
1 =i
Se stie insi (vezi, Elemente de analizi matematicd, cl. a X1I-a), cd derivata
oricirei functii derivabile are proprietatea lui Darboux. Asadar, f are proprie-
tatea lui Darboux.

d) Daci J interval c R si f:J — R este o funcie astfel incit mulimea

d EL

f(J)= {f(z) | x € J} (imaginea lui J prin f)
nu este interval, atunct funciie f nu admite primitive.

Intr-adevir, dacd f ar admite primitive, atunci (in baza punctului pre-
cedent) f ar avea proprietatea lui Darboux, adici odatd cu doud valori ar
lua orice valoare intermediard, deci imaginea lui J prin [ ar [i un interval.
Coutradictie cu ipoteza fdcutd asupra lui f. '

e) Orice functie continud f :[a, b] = R admite primitive.
Demonstratia acestui rezultat va fi datd in capitolul II, teorema 4.8.
1.5, Définitie. Fie f: J - R (J interval din R) o functie care

admite primitive. Mulfimea tuturor primitivelor lui f se numegte integrala
nedefinitd a funetfiei fgise noteazi prin simbolul

[f(x)da.
Operatia de caleulare a primitivelor unei funefii (care admite primitive)

se numeste integrare,
Mentiondm ci simbolul ff(z)dz trebuie privit ca o notatie indivizibila,

“deci partilor | sau da, luate separat, nu li se atribuie aici nici o semnificatie.

In cele ce urmeazi vom defini operatiile de ,adunare* gi ,inmultire cu
scalari intre pirti (submultimi) ale mulfimii functiilor ¢ : J -+ R. Vom
face acest lucru in scopul de a da un sens precis notatiilor [recvent utilizate
in calculul de primitive:
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[f(z)dz + [g(x)dz,
Mf(z)da,

unde [f(z)dz (respectiv [g(x)dx) inseamnd multimea tuturor primitivelor lui f
(respectiv g).

1.6. Notatii. Fie J un interval din R si
del.
& )—_{f s R’}
multimea functiilor delinite pe J cu valori reale. Reamintim cii pe mul{imea
&(J) se introduc operatiile
wadunarea functitlor*:

(f + &)@ =fla) + gz),  (Maeld

i inmulfirea functitlor cu scalari“

(M)(x) == Mf(=)

Deci f + geste functia & — f(x) -} g(x) care asociazd fiecdrui x € J numirul
real f(z) -} g(z), iar functia Af este func’;la x — M(z) care asociazd fiecdrui
z & J numirul real Af(x). ;

Dacéd § si @ sint parti nevide ale lui §(J) §i A €R, atunei punem prin
definitie

(V)z €J, » ER.

def.

(Dy) g4+ +glfeFsge gl
: 7 del.
(D,) M= N IfE §).
Dacid & este formatd dintr-un singur element f, atunci in loc de
§+ ¢
sau
{fo } = q
vom scrie simplu
fo+ G
Deci
def,
(Dy) - o+ §=1{f+glg € g}

1.7. Observalic. Notind cu @ multimea functiilor constante definite
pe J cu valori reale

oL v 5
={f:J - R |f constantd],
se observa ca aceasld mullime are, fatd de operatiile de adunare® si ,,inmul-

lirea cu numere reale diferite de zero®, definite pe péartile lui (Z(J), urmitoa-
rele proprietali:

a) \@ =@  (V)AE
b) € +@ =€

¢) dacd f:J — R este o functie care admite primitive §i dacd F, este '

R, %+ 0;

o primitivd a lui f, atunci

Sf('r)dl =F,+ €

S Folo)de = F, + €.

Intr-adevidr, produsul Af, dintre o [unclie constantd f:J — R si un
numir real A fiind tot o functie constantd, rezultd incluziunea

AN C @
Reciproc, dacd [ este o functie constantd si A € R, A # 0, atunci functia

lef.
g%

esle constanta, deci

Agadar, are loc si incluziunea
€ c r@

si deci egalitatea @ = AE.
Suma a doud functii constante fiind tot o functie constantd, rezultd inclu-
ziunea

¢ 4 € cCé.

. . . o | . .
Reciproe, dacd [ este constanti, al-unm—)f este constantd, deci

. 1
-~ f+-fee+e.
Asadar, are loc si incluziunea @ C @ 4 €@ si deci egalitatea
€+ e =¢.

- Am vizut (observatia 1.4 a)) ¢il dacd F este o primitivd a lui f, atunci
orice alld primitivd F a lui [ esle de forma

= ‘FU + ¢y

unde ¢ este o funclie constantd pe J. Deci

Vqu:{FE(ﬂh}szmmmﬁale}:

= {Fy+eclce€l}=F+¢€




1.8. Teoremi. Dacdf, ¢g:J — R sint funetii care admit primitive
si A& R, A # 0, atunci functiile f + g si Af admit de asemenea primitive gi au
loe relatiile:

(a) 3 fIf(2) + g(@)de = [f(z)dz + [g(z)dz,
(b) - jkf ydo = Aff(z)dz,
(c) 2 - [f(z)dz = [f(z)dz + €.

Demonstrajie. Daci F este o primitivd a lui f iar G o primitivid a lul g
atunci F gi G sint derivabile pe J si
F=f G =g
De aici deducem ci F 4 G g1 AF sint derivabile pe J si
(F+G)Y =F 4G =f+g
(xF) = AF' =2f,
adicd F + G este o primitivd a lui f + g si AF este o primitivd a lui Af.

Functille #, G, F + G, \F fiind primitive ale lui f, g, f 4 g, Af respectiv,
rezultd (observatia 1.7¢))

(1) jfde=F+e,

(2) Sg{u—c+@

(3) S 2) + g(a)dz = F 4+ G + €,
(4) SAfﬂdx—lF—k@

Din egalititile (1), (2), (3) si observatia 1.7. b) obtinem
me4ﬁgmsz+@+G+@=F+G+@+@=
' =F4+G+e= :
! S(f(.-zz) I g(a)) da.
Analog, folosind egalitdtile (1), (4) si observalia 1.8a), se nbtin'e

ﬂﬂMM:MF+@:Lﬂ+m:wﬁ+@:8ﬁmm.

1.9. Observafie. In demonstrarea faptului cd Af admite primitive (tco-
rema 1.8) nu s-a folosit ipoteza % # (. Totusi, ipoteza A 5 0 esle eseniiald in
demonstrarea egalitdfii: .

(A f(z)dz = Af(x)da

Intr-adevir, daci » = 0, atunci
M(z) =0, (V) z < J,

deci orice funcfie constanta este primitivd a lui Af, in particular functia constantd 0 este
o primitivd a lui Af = 0. Asadar (observatia 1.7)

f)\f(x)dx —04fe=e
Pe de altd parte, daca A = 0, atunci
lﬁ'(m)dm = AMF | F — primitivd a lui f} = {AF | F = primitivi a lui f} = {0}.
Deci, in general, are loc incluziunea
J\ff\x)da: c j Af(z)dz,
incluziune care este strictd cind A = 0.
1.10. Exemple de funciii care nu admit primitive
a) Functia f: R — R definitd prin
; —1, dacd x <0
flx) = : )
1, daca x = 0
nu admite primitive.

Intr-adevir, imaginea f(R), a lui R prin f, este egald cu mul{imea {—1,;1}
formata din punctele —1 si 1. Cum aceastd multime nu este un interval,
rezultd (observatia 1.4 d)) ci functia f nu admite primitive.

b) Functia f: R — R definita prin

del.
f(x) :[m]% max {n © Z|n < zf
([x] = partea intreagd a lui x) nu admite primitive.
Intr-adevir, imaginea f(R) a lui R prin £, fiind egald cu multimea 7 a
numerelor intregi, nu poate fi un interval. Deci observatia 1.4 d)) f nu admite
primitive.

¢) Functia f: R - R definitd prin

0, dacd x £ 0
Jl@=2" .1 4 1 J
§In — — — ¢os —» dacd x >0
a €T T
nu admite primitive,
Se observd cd functiile
fit (—oo, 0] = R, f,:(0 ) - R

definite prin

Tl =0 fa() = sin LR o
£ T i

admit, respectiv, ca primitive functiile:

Fi(x) =¢, Fyla) = xsin k.1
2




Dacdi functia [ ar admite o primitivd: # : R — R, atunci ar rezulta (ob-
servatia 1.4, a)) ca

.Fi(_w_._@].:' F1+ C'l =k §1 F((g,m) =F2+Cz.

Orice primitivi este functie derivabild, deci conlinud, prin wmare, primitiva
F oeste conlinud in origine,

deci )
F(0) = lim F(x) = k,
LU
a0
F(0) = lim F(z) = ¢

x>0

x>0

de unde
k= CZ

Asadar, functia F va [i de forma

k, dacd z < 0

F(z) —
(=) k- z sin Lo dact z >o0.
B

Observind ci
) —~ROF o L (V)20
xr — | X

\

o e . @ ; & i A :
si tinind seamd de faptul cd funcfia & — sin— nu are limitd in 0, deducem
; T

ed functia # nu este derivabild in 0.
Contradiclie cu derivabilitatea lui /7 pe toatd mulfimea R.

1.11 Tabel de integrale nedefinite

Peste tot in acest tabel J este un interval c R

1. f:R—R gkt
. S anda = - €,
flx) =2"; n e N > n -+ 1
2. f:J—=R; J C(0,00) S S _atH .
flz) = 2%, a = R\ _{—1} a |- 1

|
3. ‘R—R o
f S avdz g 4+ &

flz) = a®; a = RI N {1}

10

&. f:J—>R; Jc B*
f(a:}:i Sida::ln | = | e,
5 x
5. £1J > R; JCRN {—a, a}
1 1 1 r—a
x) = = 0 —_—  dz=—1 C
fa) z2 — q? Aoy Sa:z—a2 N 2arfsr:+a, ik
6. f:R—=R : )
1 1 1 x
fleg) = ————; 0 dz = —arctg —+4-¢.
flz) 21 & a=t S PR z aarc ga+
& ;{:)R_)F Ssin zdzx= —cos =+ €
z) = sin x
2 ;(:;1_)1{ Scosmdx:sinz+@.
z) = cos z :
9, . 7 .
f:J—»R;JcR\{(Qk-}—ﬂE kez}
flz) = 12 S 1 dz=1tg z+¢@
cos®z cos’x
_10. f:J=R!JCR\ {kn|k = Z}
flz) = .12 S 1 4 = —ctg = + €,
sin“z sin?z
e fiJoR Jer~Jer+ 1) & '
o : 9 hez} Stgxdm_—ln]cosm|+@
flz) = tg = ;
S s Sctgmdkamwe
r) = cCig x
13. f:RoR
1 1 e
f(x}:m; a0 Sl/—;cszda:=ln(a:+]/a:2+a2)+e.
a
14. . J Cc{—o0, —a)
: f'iT;R sau )
% J C (a, )
1 1
f{x):m SV.’.CE’—LE dxi]n|m+|/zﬂ—a2i-|—b
15. f:J—=>R; J c{—a,a)a>0,
it 1 .
f(m)=l/(l:£—ﬁ1 SmdﬂT:&FGSlH;—f—@..

Exemplele 13 si 14 nu sint evidente i sint mai putin utilizate decit celelalte
exemple. Ddm in continuare justificarea exemplului 13 (exemplul 14 se justifici fn
mod analog).
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Derivind  funeti

gle) " o 4 VT T o

(glz) > 0, (V) z e R)

obtinem
; CRREET
PLE L SRR LT o
| 2% + a? V% + a*
deci |
fla) = £ — (in g(aj),
g (2)

‘ddica functia z — In g(z) = In (2 + l/‘:a:2 + a?) este o primitivd a functiei

1 ‘ 4
fia— I/—m

1.12. Ea:erci,tii

I. S& se calculeze primitivele urmétoarelor functii:

1. f(z) = 2* + 22 + 3,

2 fla) =a+ L,
T L

8. fla) — = + ~,
&

4. f(x) = a sin = + b cos x,

1
5- e e e I
el = s
: 1
i S R B
flx) Vi
2 1
7. flz) = Ty
flz) sin®z i cos’x
8. f(z) = —“1—;—’ ’
Sin~x cos™x
9. fla) — 1.
+
1
P (e
ha* —I— 1
1. flz) = 2% + e,
1
18 et
fz) i
18. fla) — l_T

12

cxe R;

z & (0,00);

2z e (—oc, 0);

z < R;
( 1 =1
zel ——, —|I:
v 1)
z < (=2,2);

e R

az = R;

re (=1,1);

2 e (—o, —1);

. ="
‘ fle) { 2%, daci z= R\ Q.
G.f(a:):{lxl’ daci z = Q, !
2%, daci xR\ Q.
cos i ; dacd z € RN\ {0}, ' .
&
% flz) =
L = dacd =z =0,
2
e daci z e RN\ {0},
S fle) ={ |
iy ; dacd z= = 0. ‘
2
. ' o |
sinz g x = RN{0}, |
% flw) =2 2 |
0, =i, l
tgz [___71, TN {0
e > ze 3 2J\{}-

u4m=7L+

L r e (01 ”\_\)‘

1

15. flz) = z)/z + 22 ot a.e (0, o).

II. 84 se arate ci urmiltoarele functii nw poseda primitive pe R:

1. f(z) = [z] — =, : \ re R,
unde [z] inseamnd partea intreagd din .

Indicatie: Se va folosi acelasi procedeu ca la exemplul 1.10.

. 1, dacd x > 0,
2. flz) = 0, dacd = = 0,

—1, dacii & < 0.

Xy dacd z 0,
&ﬂw:{

il ¥, I
S — = peE ==, dath @ > 0;
i

2& sin — — co'ai daci z = R\ {0},

xr

4, flz) =

 dacid z = 0.

dacid =z = Q,

—1 A =ik

III. Tinind seama de faptul cd orice funciie continud pe un interval I are o primi-
tiva, sd se arate cid urmitoarele functii au primitive pe R:
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Al daci = e R\ {0},
1. flz) = x
15 dacd x = 0.
xsini, daci z e RN {0},
2. flz) = z
0 , daci z=0.
sin L, daci z e R\ {0},
3. flz) = z :
0 , dacd x=0.
cos s , dacd z € RN\{0},
& flap=1" =
| 0, daci 2 =0,
i :
b. f(z) = é e ¥ daci x e RN\{0},
0 , dacd =z = 0.
=l
6. flz)= -:;e ¥ dack @ = RN{0),
0 , dacd = = 0.
—
7. flo) =4e *gin —, dacid = e RN\ {0},
H
0 , dacd = = 0.
Iv.

1. Fie f:[a,b] > R si e = (g, b). Se presupune ci f admite primitive pe [a,c] si pe
[c, b]. B4 se arate cd f admite primitive pe [a, b].

2. Fie f, :[e,b] - R, f, :[a, b] > R doui functii care admit primitive. Presupunem ca
existd o multime finitd A de puncte din [a, b] astfel incit

(V) = € [a, b]\A = fy(z) = fy(a).

B4 se arate ci fi(x) = fo(x) pentru orice x < [q, b].

*

8. 434 se arate cd dacii f : R — R este astfel incit f2(.r) = 1 pentru orice @, atunci f are
o primitivl dacd si numai daci f= 1 sau f = — 1.

4. Se considera o funcfie f:[—1, 11— B care coincide cu funcgia sin £ daci x =£ 0.
3 €
54 se arate ci pentru ca f sd posede o primitiva este necesar si suficient ca f(0) = 0.

14

B Se consideri funcfia f:[—1,1] — R definitd prin

*l+sini , dacd =z < (0,1],
x

flz) = 0 , dacd z =0,
—1 + sin = , dacd z€[—1, 0).
x

84 se arate ci f nu admite primitive.
6. Sa se arate cd functia f:[—1, 1] —» R definitd prin
cos® 4 y a0,
flz) = L
0 . @a=10

nu admite primitive. S4 se deduci de aici cd dacd o functie f:[a, b] = R admite
primitive nu rezults, in general, ci funcfia f> admite primitive.

7. Fie [a, b] un interval din R. Si se construiasci o functie
f:[a,b] - R care s& posede urmitoarele proprietiti:
i} sd fie mdarginits,
ii) sa fie continud in orice punct din intervalul deschis (a, b) si s fie discontinui
in punctele a si b.

iii) si posede o primitiva,
iv) s& fie egald cu zero in punetele a si b.
8. Fie' [a, b] un interval si A o mulfime finita continutd in [a, 6]. Sa se arate cil existd
o functie f:[a, b]— R cu proprietitile;
i) si fie marginits,
ii) s& fie continud pe [a, b]\ A4 si discontinud in orice punct din A,
iii) s admitd primitive,
iv) sa se anuleze pe A.
9. Fie f :[a, b] = R o functie strict crescitoare care admite primitive si fie F o pri-
mitivd a lui f, 4 se arate ci pentru orice £ = (g, b) existd xz,, 2, = [a, b] astfel incit
F(z,) — F(x
Ty — Xy

: § 2. INTEGRAREA PRIN PARTI

In acest paragraf si in urmitorul admitem urmitorul rezultat (a cirui
demonstratie se va da in capitclul II, teorema 4.8; demonstratie care nu se
hazeazd pe rezultatele din aceste paragrafe):

LOrice fancie continud f: J — R admite primitive“
Folosind acest rezultat gi formula de derivare a produsului a doua functii,

ohﬁinem urmétoarea:

21. Teoremd., Formula de integrare prin pir{i. Daca [, ¢: /R
sint fum’m derivabile eu derivate continue, atunci fun(‘tule fe, g si ,fg admit
primitive §i mulfimile lor de primitive smt legate prin relatia:

(| ftale (@)de = fi — Sg{x}f’(x)dx.
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Demonstraie. Se stie cil orice functie derivabild este continud, deci din
ipoteza rezultd cd functiile f'g si fg’ sint continue, prin urmare si functia

(1) Uer—1e-tiy
este continud. Atunci, pe baza rezultatului mentionat mai sus, functiile fg,
fg' 81 (fg)" admit primitive. Aplicind teorema 1.8 (a) egalitatii (1), obfinem:

(2) YCICLEE [ @) de +{ )y (@)
Insd (observatia 1.7)

(3) o) (2)de = fi + e.
Din (2), (3) s. teorema 1.8 (c) rezulti

R, fla)e'(x)dz = fo + € — ﬂg(m)f’(r)dx — %;{(ﬂ-‘)f’(i‘)rlm-

} o
4.2, Lxemple
1) §mms a do= S x(sin )’ dae = « sin 2 — S (sinz)a’ de = x sinax — S sin x dx =

\
= g 5ln & - cos & + €.

2) S cos’z da = S cos x cos xdx = S cos « (sin a)'dz =
= ¢os x sin £ — Ssin x (cos ) da =
= sin xcos a + S sinz dx =
= sin .171".;)5 a + S (1 — cos® x)da =
= sin x cos x +S

1dr — S cos’r da =

= sina cos x4 o — Scos"’:r da,
deci

1
2. .
51-05 x de = = (z 4+ sin # cos x) + &

Analog se arata ci
2') Ssingm dz = % (x — sin a cos z) | €.
3) S a? sin x'de = — S 2* (cos z)'dx =

= — 2% cos =+ S (cos z) (2®)'dz =

= — 2° cos x—f—QSa: cos xdr =
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— — 2% cos x + 2(z sin = 4 cos = + @) =

—= — 2% cos x4 2a sin &} 2 cos x + €

in exemplele (4) si (5) functiile sint considerate pe intervale I < (0, wo).

gl

4) Pentru n € N, avem Sx”lnacda: = S (In z) (-——} da =
- n-41

an+l 1
= Inx— S "+ (In 2)'de =
n-+4+1 n-+41
+1 +1 {
= = In 2 — ! an"‘lldx: s Inxéé-l-—s.ﬂcﬂdxz
n-+1 + x n -1 n-
+1 4 +1 1 1
= B e (ln:c— L )+e
n—+1 (n 4+ 1)% n+41 n-41
5) S-.CDS (In @)dz = SCOS (In &)+ (z)'dz =
# = zcos (In z) — 3 :‘r,(-::.;:s.: (in z})ide =

= z ¢os (In =) -} ‘§ a sin (In x) : da =
= gcos (ln z) + Ssin (In z)da,
Calculind
Ssin (In m}dlzr: = z sin (In z) — Sa: (sin)ln z))’dz =
== sin (In ) — S cos (In z)d=
si inlocuind in egalitatea de mai sus se obtine
Scos(lnm)dx = % [cos (Inz) + sin.(lna:)] 4 e

6) Se considerd un interval I din R astfel incit
sin z # 0, (Mx e I
gl se cere si se calculeze primiti#ele functiei

1
i r—> —, n 22 nel
Scriind sinnz

1 = sin®a + cos® z
avem

1 1 cos®a

sinfx sinn-2x sinfzx

si deci

S S S 1 5 Scosza: i
sinng sinn-2x @ik sinnx

In a doua integrald din membrul drept aplicim metoda integrdrii prin pérti, obser-
vind cd

17
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cos x¢ 1 ‘ 1
sin"z n — 1 \sin" 1z
Deci
2 1 ’
COSxda::ﬁ £ [— cos & dz =
sin? x n—1 sin 1y
1 cos x 1 il :
S . — - +8in z da =
n—1 sin®tlg n — 1) sin? g
1 cos 1 1
= . — i, : dz.
n—1 sinnlg n—1 ) sin" 2z
De aici deducem
1 dm=n-2 .1 dx——i—. cos & |
sin” 2 n—1 })sinn g n—1 sinnly
Notind, pentru n > 1,
Iﬂ_ = 7 | dx
} stz
relatia de mai sus devine, pentru n > 2,
n—2 1 cosz
In = ; Jir‘n-z oy L S
n—1 n—1 sinnly

ceea ce permite sd calculdm I, pentru n par si sd reducem calculul lui J, pentru n
impar la calculul lui

dz
e gl
sin &
I, va fi calculatd in paragraful urmitor (exemplul 3.3 (2)).
Vom avea
12:5 .12 dx:_ct')sm e,
sin“x sin a
7 iﬁdm_gh_iclosz_ﬁic.os.r_icosx e,
sin*z 3 3 sin’z 3 sin z 3 sin’z
1 1
Lk b __cosaac,
2 ) sin 2 2 sin“x
Ir‘:_:ilaAlcos a:=35 1 dz_icos ;c___icus z
4 4 sintz 8 ) sinz 8 sin’z 4 sinz

7) Si se calculeze Sl/ #* } «dz, unde funcfia

z—> /22 + «
se considerd definit¥ pe un interval I pe care 22 1+ o > 0; a # 0.
Avem
o Ry & «
2 d =\ ——dz = _——-d -——',d .
S'/H“ : Sl/$2+°¢ * Si/x2+'a x+Swﬂ+m &

Pentru a calcula integrala
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T

2
Va4«
vom aplica metoda integrarii prin- parti. Avem

Su—m-il . S we ([ FTa) A o) s Sl/mdm

Prin urmare s-a obfinut relatia

S;/x—e L ade=sla s _Sl/wxz+ 2 +8de

Ve

si deci

—_—— 1 — o 1

2 dz = —a|/ 2%+ -{——S————dx.

S[/m + adz - l/m [ 3 VT a

intrucit

S-—Lﬁ de=1In(z + /2% + «) L €,

Vat+ a

deducem

S [/x2+adx=%m|/xﬂ+a+—;iln(x+ V2 ) L e

8) 54 se calculeze S [/ a* = z*dz, a > 0, unde functia 2 —> |/ a® — 2°

este definitd pe un interval I ¢ (—a, a).

Avem

Lo 2 __ 2 2
Syazﬁ-xsz:S‘a——de:ﬂzS—l——_—.dﬂf —S—x,:da:

a? — gt V aE — b

Pentru a calcula integrala

2
€
——ds
A=
vom aplica metoda integrérii prin pirfi. Avem

2
’T‘Z;dx:‘— x(]/azﬂxﬂ)’d:rz——xyaz—xz-k I/d”—mzd.’l!.
l/az_ at

Prin urmare s-a ob{inut relatia

SV———aa —Hdr =z — A — S[/a——'z =Fda azs L

Vot — zt

sau ‘

o R 1 e — a? .z

Va*— a?dz=—z |/a* — a? + —arcsin — 4 €.
2 2 a
2.3. Exerci{ii. 84 se calculeze primitivele urmitoarelor functii:

1. flz) = In =z, z >0, 1
2. fla) = z In =z, z >0, Bl = i L B0
3. flz) = 11}’230, z >0, 6. flx) = «* In.», x > 0 unde o este un
4. flz) = z° In a, z>0 numir real oarceare,

7. fl2) = In"z, & > p n numdr natural, n > 2.
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8. f(z) = 2? Inz, z > 0. 9. flz) = a* (In )7, z >0,

unde « € R iar n este un numéir natural.
10. f(x) = = e¥, z e R. 12, f(z) = (a® — = + 1) e*, ze R,
11. flz) = (a® — 22 — 1) &%, z = R, 13. flz) = ame*, z < R,

unde n este un numdr natural si « = R.
14, {(z) = 22 sin 2, z < R. 16. f(z) = 2" sin axz, zeR
15, f(z) = (2* — 2+ 1) sin z, = = R. unde n este un numér naturdl iar « = R.
17. f(z) = e* sin z, z e R, 28, flx) = a®)/2* +1, zeR.

18. f(x) = e* sin 2z, z < R,

19. f(z) = e** sin B2, z=R; o, p = R.
20. f(z) = e** cos Bz, z=R; o, B =R
21. flz) = z e® sin z. z = R.

22, f(z) = e* (sin @ — cos z), z<=R.
28. f(z) = sina, reR.
24. f(z) = sin®z + 2 cos’z, z < R.
26. flz) = 2 sin‘z + 3 cos’z. =z R.
B0, Fo) =k, - e Lol
27. fla) = /22 1

29, flz) = 2/ 2 +1, z<=R.

80, f(z) = 2% 22 — &, gz (2, +00).
81. flz) = a®/2® — 4, z e (2, +).
32 flz) =1V9 — 22, =ze(—3,3).
33. fz) = 2%/9 — 22, z < (—3,3).

- z e R.

§ 3. PRIMA METODA DE SCHIMBARE DE VARIABILA

In multe exemple, functia & : 7 — R, pentru care ciutim o primitivi
(functia care vrem sd o ,integram®), poate {i pusi sub forma

1) (1) = f(e(1) - 9'(t) (V)t € I,
unde ¢ : I - J este o funciie derivabild, iar f:J — R.
Dacd functia f admite o primitivd F, adici F' = f, atunci,tinind seami
de regula de derivare a functiilor compuse, putem scrie
h(e) = F'(a(2) - 9'(t) = (Fog)'(1)
deci Foo este o primitivd a lui h.

Asadar, gisirea unei primitive a lui & s-a redus, in conditiile de mai sus,"

la gdsirea unei primitive a lui f, problemé care (adeseori) este mai simpld
decit gdsirea unei primitive a lui A. ‘

Se observd deci cd o primitivd a lui & se obtine compunind o primi-
tivd /7 a lui f cu functia ¢.

S& considerdm urmétorul exemplu:

(2) Wil) = (at + b (WiE R

unde @, b € R, a # 0, n numér natural > 1.

20

Tinind seamd cd derivata functiet

ety =at+b (Vte R

este egald cu constanta g,
Pt)=a (VIER
i luind =7
f [lz) = 2" (¥)z € R,
se' observdl din (2) cd h ar avea forma (1), dacd ar mai fi inmultitd cu
constanta a. Deci
ah(t) = (at + b)" - @ = f(e(t)) - ¢'(t)

adica

ht) = = f(o(1)) - ¢'(0)-

31. Teoremd (prima metodd de schimbare de variabild).

Fie 7, J intervale din R gi
e

funefii en proprietitile:
(o) ¢ derivabili pe I,
(B) f admite primitive (fie F' o primitivii a sa).

Atunci functia (fo¢) ¢’ admite primitive, iar
functia F o ¢ este o primitivi a lui (fo o) - ¢',
adicd

Sf(tp(l)) g fP,(’)dt = Fo [ -+ e

r Demonstrapie. Functia F fiind o primitiv a lui f, este derivabils pe J si
F' = f. Insi ¢ este derivabili pe I (ipoteza (), deci

gi Foq este derivabild pe 7
(Fog) (1) = F(p(t) - ¢'(t) = flo() : 9(t) (Wt E L

Asadar,
functia Fo ¢ este o primitivd a lui (fo o) - o'.

3.2. Observatie. Tinind seama de faptul ¢d orice functie continud admite
primitive (observatia 1.4. e)), putem aplica teorema precedentd, pentru lunc-
tiile f* continue. | '

3.3. Observatie. In prima metodd de schimbare de variabild distingem
urmittoarele date si etape: ;

a) Se di o functie 2 : I — R care are primitive (de exemplu o functie
conlinui); ' :
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i ;
b) Se cautd doud functii I —> J—> R astfel incit si putem scrie
h(t) = fle(t)) - ¢'(t) (W)t € {;
se spune ci p esle functia care schimbd variabila (¢ in variabila x).

¢) Se cauti 0 primitivd F a lui f, adica
Sf(a:)dx —Fie.

d) In aceste conditii o primitivi H a lui (fo )+ ¢’ se obtine din F prin
relatia

H="Fog,

adici

Sh(t)dt = Sf(cp(t)) ')t =Fog 4+ @
Uneori se substituie formal
@(t) prin z §i ¢'(t)d¢ prin dz
in
YCORAOT
§1 se gerie Legalitatea®
{1t - ¢t = {fizpa.

Aceastd egalilate® nu are sens, deoarece:
membrul sting reprezinti mulfimea primitivelor functiei (fo <p *@" (care sint

functii definite pe intervalul [),
iar

membrul drept reprezintd mulfimea primitivelor functiei f (care sint functii
definite pe intervalul J).
Cele doud multimi pot fi diferite

chiar in cazul cind [ = J si ¢ nu este functia identicd.

»Egalitatea“ mentionatd mai inainte este o preluare formald, fird sens, a
formulei de schimbare de variabili in integrala definitd:

S f(o(t) - '(t)dt —j f(z)

formuld care va fi demonstratf in capitolul II (teorema 4.1.2).

2(b)

3.4. Tabel de integrale nedefinite

@ : I — R derivabild cu derivata continui.
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| ortweteas = T e neN,
@™+(z)
2, S e z)e (z)de = ——— 4 @, ae RN\ {—1}, o) c (0, o).
a1
a®(*)
3 S a®?®)o’ (z) da = + e, acs RN\ {1},
Ina
& S PUE ot [ ala) o€ o(x) £ 0, (Ve 1.
¢(z)
3. S A n‘qﬂ.ﬂ;rx 4 €, ¢{m)%ia,(V}zEI,a¢0.
o*(z) — a2 : %2a olz) +a
6. S _F) 4 arc tg —— a) + e, a=0.
?(z) + a2 ‘a a
7 S sing(z) ¢’(z) dz = —cosp(z) + €,
8. S cosq(z) o'(x)da = sing(z) 4 €.
9. S 4= togln) pie (2] es{ k e_z} V) 2 e L.
co qv(a:) v
10. S - )dz——ctgcp(a:)—l-@ ole) & tkn |k Z), (V) z < L.
sinp(z
11. stg(q; z))g'(z)dz = —In | cos () | + €, cp(x)@{ ; keZ}(V)er.
12. S ctg(e(x))e’(x) dz =In [sing(z) |+ €, o¢(z)& {kn|keZ} (V)2 e 1.
13. S —tite . [q:(x) + VeH) + az] +e a0,
z‘w) + a?
14. S — D) gy o oo+ VR =B + ¢
‘ ‘(.c) — a?
@(f) C(—o0, —a)
a > 0{ sau
¢l4) < ia, »
15, S —de=ar‘c sinM+@, a0, el C(—a, ).
V a* — ¢*x) a
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3.5. Exemple care utilizeazd prima metodd
de schimbare de variabild-

1) S4 se calculeze S (at - b)* dt, unde

e, be R a#0,ne N, n3 1.
Am vizut la inceputul acestui paragraf ci functin aceasta poate fi pusi sub forma
L tee) - o) = L ar + o) - a,
[ i
unde
eft) = at + b, t = R, (¢ este derivabili)

fla) = an, x e R, ([ admite primitive)
O primitivi a lui £ este funciia
ani :
Flo) = ——— |, re R,
n—+1 .

devi, in baza teoremei 4.1 functia

A h)n+l
Fle(t)) —-% [ € R,
n

-este o primitiva a functiei

flolt)  9’'(t) = (at - b)t - q.
Asadar

ﬂ (at + bjndy — 0+ B

afn+ 1)

Pentra un caleul rapid se procedeazi astfel

S (at + b)rdr = Si (al + bt adl = 15 (at + b)+adt =
a a
! S _Mi} dy o Upt =R b
ﬁa‘[ n—+1 aln + 1)
2) Fie uw : I - R o functie cu proprietitile:
(o) u(t) # 0, (V) t € 1,
(B) u derivabild.
Se cere sd se calculeze
S UL
w(t)

bunciia u’ avind proprietatea lui Darboux (vezi Elemente de analizi matematica
cl.aiXI-a) si tinind seama cd nu se anuleaza mcdieri (ipoteza (o)), deducem cd u’ pastrea-
za semn constant pe /, deci

{ Sl w'(t) > 0 V) tel
san w'(t) << 0 A=
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Dacd w’ => 0, atunci w este strict crescitoare. insd w nu se anuleaza nicdieri (ipoteza
(e)), deci

sau wu(t) > 0 (V) te1
ssan w(t) < 0 (¥) te 1.
Printr-un rationament similar se ajunge la aceeasi concluzie si in cazul cind o’ < 0.
Luind fanctia

: 1
[z} = _:r_ ‘
definita pe (0, oo) daci u > 0, i j
sau |
definitd pe (—oo, 0) dacd w =< 0, rezulld ci |
’ N o i
LA R R T |

ult)

O primitivd a funcgiei f fiind Iunctia
Flz) = 1In | 2 |
rezultd, aplicind teorema 3.1,c¢d funclia

(Fou)(t) =1In |ufy | te

& ’
R sos W
este o primitivd a functiei —.  Agadar, :
: u . |

i) dt=1Inu-l €,
u(t) |

Pe scurt, se poate proceda astfel

S-%([:—)}dt :S(ln [w()!)dt=Inou 4 €.

sin 2z de

3) Sa se calculeze 5‘1_1_. sin?

Luim
I=R, J=[1,2]
§i f , !

ety Koy Za | |

definite prin I

def.
?(t) ==1 4 sin?%,

respectiv ‘ .

flay et L
b T

Atunci f este continud pe J, ¢ este derivabild, iar derivata sa

@’(t) =2 sin t cost = sin 2t 2

este continud pe 7. Deci sint indeplinite conditiile teoremei 3.1,
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SM 2 S L or(de = Sf(qo(znqa'(e)ds-
1 4 sin” ¢(t) '

Functia
Fio) 2, te1,2]

fiind o primitivd a lui f, rezultd (in baza teoremei 3.1) cd

S sin 2¢ d¢
= —ln
1 + sin%
4) Si se calculeze
(4¥

S sint

unde functia '
I
h(t) = —

sint
este consideratd pe un interval / C R astfel incit
' sin ¢ == 0 (it =1
(de exemplu I = (0, =)).

Funetiac considerata in acest exemplu nu pare, la prima vedere, a fi de forma

(foplp'
Pentru a o aduce In aceastit formd (sau la combinatie liniard de functii de aceasts
formdl, vom face unecle tpansformiri. De exemplu, seriind

1 {
o I A
ey ( + g ]

LUk 2qg 2 bt
2 )

R

2

sioohservind ¢a

obtinem

adiea funetia de sub integrali este de Lipul eonsideral in exemplul precedent, unde

i
ult) = tg —.
gQ
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Deci, in’ ba_za' exémplu!ui precedent,- avem

S 1 dt = In '-tgé}d,‘@.

sint

Se mai poate face si transformarea

1. BBE L Leme - -sin t 1 sin ¢ |
©sine  sinm .1 — costt (1 — cos t) (1 4 cos 1) =-E 1 — cost |
1 _‘.s‘int‘
Deci 13 1tcost’

S,_i_dtx-%s_degwl,

1 s
_S_.E'_I.L Al =

|
sin ¢ 1 — cost 2 )14 cost i
10 (1 — ¢ 4 g
=__S ( cos t) dr,-.i (1 + cos i) e
2 ‘41— cost . 2) 1+ cost
1 1 ; i
=—In|1 —cost| ——1In ('1—{—0051];:111_1 1—@1 +e= U
2. 2 2 1+ costl
‘l |
i 1 — cost|? St
] o e=In|tgt]| +e. |
1.1+ cost =+ ‘ g2‘|—|— ' ‘

5) Sa se calculeze integrala

' S V1T tgde,

unde functia de sub integrald este definiti pe intervalul l-— E, ?]l

™

Avem
. 14 tg%
14 tg2t dt = \———d¢
) S i Sl/ 1+ tg%
Punind
[_1, EJ i SR S
2 2
unde .
‘P(t) = tgt,
= irs

deducem ci

¢'(t) =1+ tg%

si deci
e ‘(¢) /
1 4 tg2r dt = S—-—-?-;_— dt = Sf(?(t)) ¢ (t)dt‘
| ) SV g Vi+e
fntrucit

S fla)de = Sw—ig dz = In
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obt{inem
S[/i + tgitdi=In(tg ¢+ /1 + tg) + €.

. 6) S se calculeze:

12
SJ—-LJ:_ dt,
Jep et 41
unde funcfia
2
1 — t—-i__i_-
‘ s+ 1
este definitd pe un interval I C (0, co). '
Punind
PO
unde :
ol Z 0~ =
t
si
; def. 1
i V2 + o
avem
’ = ,1 1
@'ft) =1+ =
si
2 ’ i
it R 5 o W — fiett)-#'00.
/it 1 t 2
Ve + ]/12 1 o¥t) +
tﬂ
Deoarece

S flo)de = In (o + Y/TF 28) + e
deducem, aplicind teorema 3.1,

S~t2+—__Ldt=ln () + V2 F 1)) + €=
t)/1h 1

1 2 _
=ln(t—T+V”2+lz)+e=1nt 1R VART S
- t ’ :

t

7) 54 se ca]culezes /a® + bt + cdt, a >0,

unde functia :
: tH—> ]/at2 + bt + ¢
este definitii pe un interval I pe care at® 4- bt 4 c¢ este strict pozitiva.

Dacd at® + bt 4+ ¢ nu are riddicini reale, atunci I poate fi R, daci at® + bt + ¢
- are rddicinile reale «, B cu « < B, atunci avem
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I Cc(— oo, &) sau I c(ﬁ,‘—i— o0},

Deoarece a > 0; avem

a® 4 bt 4 e =41 [(2az + B)® + 4 ac — B?]
si deci ‘ :
. tel=(2at+ b)?> b — bac

Considerim acum functia
e:I—-R
definitd prin

o(t) =2 at + b.
Din cele de mai sus rezultd ci

$2(t) > b — 4 ac,

p'lt) = 2a, te 1.
Punind

flz) =/ a® + & ac — b2, .
observim ci f este definitd pe orice interval pentru care a® > b* — 4 ac. Deoarece
te I =ot)>b"—bac
rezulti cd f este definitd pe intervalul ¢(I); avem

flo(t) =1/ (2at + b)F +hac— b2 =2V a |/atf + bL + ¢

|
si deci |
fle(t)-9'(t) = dal/a Var? + bt + c. }
Din exemplul 2.2 (7) deducem cit '

1 — Lac — b® —_— |
Sf{x)dw:Em[/x2+4ac—b3—j-Tlnlz-}—[/z“—}—lmc—bﬂl+G i

si deci din teorema 3.1, obtinem

Sl/cu_2+bt+cdt=%[(2ac+b) Ve i Eot
[/
hae — b A, o s = Ty
-+ S In 2at-|—b+2|/a[/at3+bt+c]+@.
a

8) Sa se calculeze

S |/ at*+ bt + ¢ dt, a <0,
unde fundl;ia
t ) a -0t + ¢
este definitd pe un interval I pe care at* + bt 4 ¢ este strict pozitivi.

Aceasta are sens numai daci ridicinile trinomului sint reale si distincte. In acest
caz dacd rdddcinile sint « si B, « < B, atunci

I c(«B)
si
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b — & ac > 0.
Deoarece a < 0, avem
af 4 bt o= — 2 (8 — (201 + b)),
4a
unde
8 = |/b? — 4 ac.
Considerdm acum functia
¢:I->R
definitd prin
o(t) = 2 at + b.

Din cele de mai sus rezulti ci
pi(t) < ¥, tel,
Q'(t) = 2a.
Punind
fla) = V&=,
observim ci f este definitd pe orice interval pe care z® < 3% Deoarece
te I=¢'(t) < §

rezultd ca f este definita pe intervalul ¢(7) si avem

flolt) = V& — Zai 1 ) = 2/ —al/aP F b T ¢
si deci ‘
flo(t) - @’(t) = 4al/ —a |/t + bt + c.
Din exemplul(2.8) ded wcem ca
S fla)de = .:1:[/'()‘—3—_'52 - %arc sin —';— + e

4
2

si deci, din teorema 3.1, obfinem

V@ﬂjﬁ$M= 1_{mm+MW3VF?F?EF
; &a]/ma i
b2 — hae 2at + b
. L T e‘
- 5 arc sin Vi [me] Sy

R

Sl/ax2+bx+cd3:=i[{Qam-’r-b)l/amz-f—bx—{—c-]—‘

hac — b° gt ol = "
+—T|/Tln (2&33 + b+ 2[/{1 !/a,a:‘-{-bm-}. C)]+ e,
21/ .
3.6. Exercijit

I. Sd se calculeze, utilizind prima metodi de schimbare de variabili,
primitivele urmitoarelor functii:

3u

1 e

24t
82 4 6z
2. =,
ﬂx}_ 22% + 32° + 5,
sin z
3. =——
ftz) 1 + cos®z
4. flz) = tg =,
o R
cos x

2 /
6, fla) =t E
_ tg x
7. flz) = 2z sin(a® + 1)et®**+ D

8. flz) = z® e,
9. f(z) = tg = + tg'x,

10. f(z) = sin = cos’z,

11. f(z) = sin®z cos’z,

12, f(z) = sins,

- sin x 4 cos x
sin & — cos

»

13. f(z)

14. flz) = tg’z + tg'x,

in®z
15. f(a) = 20‘; 5
16. f(z) = 11—1;,
17. f{z) = %
18. f(a) = 1::&.
2
19, A
i
20. ﬂa") o= W“?—:—x? '
MJM=V§%§
1
T G G
flz) z(1 4 In x)

z e R.

ze R.

z e R.

z e R.

T ™
ze| ——, —
(=% %)
z = (0,1).
ze R.
z = R.
ze (—1,1).

z e (—oo, 0).

z = (e, o).
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23. f(x) = cos x-sin (sin z) * cos (sin z), » = R.

24. = 73_152_50 ’
f(_-r) Wiger x e (0, n).
1
25. _— oo
flz) (1 T In'z) ) : z e (0, o)
26. f(z) = |/1 + a2, zeR.
27. flz) = )/ 2% — 3z + 2. z & (2, «).
28. fla) = V2 + z + 1, zeR.
29, fla) = |/ — 2 + 8z — 2, z e (1, 2).
PR 3 3
30. f{z):]/g—éazg, xe(‘-—g' E)
8L, flz) = 2%/ 2% + 2a 4 2, z e R. .
82, flz) = a)/ (z — 1)3, z = (1, o).
88, flz) = ZI[/”L — 2 e (1, ).
B4, flz) = 2o8lNE z < (0,1).
x +
1
35. = et 0, o).
bl e

§4. A DOUA METODA DE SCHIMBARE DE VARIABILA

Am vézut cd in prima metodd de schimbare de variabili se ciuta si
se pund functia de integrat, kA, sub forma

’ B =fle0)-9't)
si o primitivi H a lui £ se obtinea compunind o primitivi F a lui f cu
functia ¢: '
H =Foq,
-Existd situatii in care este mai ugor de gisit o primitivd a functiei
h =(fogp)e’ decit o primitivd a functiei f.
In a doua metodd de schimbare de variabild se cunoaste o primitivd H
a functiei & = (fo )¢’ §i se cere sd se giseased o primitivd /' a functiei f;
I' se obtine din H astfel
K =Hog*,

4.1. Teorems (A doua metodd de schimbare de variabili). Fie 7, J intervale din R si
) f
Je= 2= R
funcfii eu proprietitile:

a) ¢ bijectivd, derivabili, eu derivata nenuld pe 7
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b) funcfia k = (fo ¢)¢’ admite primitive (fie H o primiiivi a sa).
Atunei

(1) Tunetia [ admite primitive,
(2) funefin H q o' este o primitivd a lui f, adiei

Sf(a:)d.r: Hogt+¢€,

Demonstratie. Functia H fiind o primitivi a lui & este derivabild si H' =
= (fop) - ¢'.

B s
Insd din ipoteza (a) rezultd cd functia inversi ¢! este derivabild pe J,

deci

H o™ este derivabild pe J

(Hog™)" (1) = H'(g™a))le™) " (2) =

= (fop)e™(2) - 9'(e7" (@) - (57) (1) =

= (2) - ¢'(g7H(2) = fD) (N E J.
o'(¢!(z))
Asadar, Tunctia H o g™ este o primitivd a lui f.

4.2, Observatie. Ipotezele (a) si (b) pot fi inlocuite cu urmitorul grup
mai restrictiv de ipoleze:

a’) o bijectivd, derivabild cu derivata continui si nenuld pe I,

b’) f continud pe J.
Ipotezele a’), b’) implicd atit ipotezele a), b) din a doua metodd de schimbare
de variabild cit si ipotezele («), (8) din prima metodd de schimbare de vari-
ahila:

4.3. Observatie. Fie f g1 ¢ functii care verificil ipotezele (a’) si (b’). Atunci
pentru o functie F: J - R are loc echivalenta:

I este primitivi a lut f< F o este o primitivd a lut (f o @)y

Cu alte cuvinte:
WIn ipotezele a'), b’), eele doud metode de schimbare de variabili sint echivalenic",

Implicatia de la stinga la dreapta reprezintd prima metodd de schim-
bare de variabild, iar implicatia de la dreapta la stinga rezultd din a doua
metodi de schimbare de variabila.

Inti-adevir, s& presupunem ci funclia Fog este o primitivd a lui
{(foaw)e' s sd notim

def.

H—TFog,

Atunci, in baza celei de-a doua metode de schimbare de variabild, functia
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Hocpﬂ:F'ocpocP“le
este o primitivd a lui f.

4.4, Observatie. In a doua metods

de schimbare de variabild se remarcs
urmétoarele date si etape:

a
a) Se dd o fonctie f: J —+ R care are primitive (de exemplu ¢ functie

continui);

1 b) Se cauti o functie ¢ : I — J care este derivabily

n st

Lcaz, ¢’ (avind proprietatea luj Darboux) pistreazi semn con-
stant, deci ¢ este strict monotond, prin urmare existy ¢™!; se spune o}

b=9¢1:J 5 I este functia care schimbd variabila (z in variabila t);

$i ou derivata nenulj.

c) Se cautd o primitivi H a functiei
(fo 9)¢’,
adicé
Voot =K + e,
d) In aceste conditii o primitivd F a |uj [ 'se obtine din H prin relatia
F = Ho cp"i, .

adic}
S f@)dz = H o ol 4 @,

4.5. EXEMPLE CARE UTILIZEAZX A DOUA METODX
DE SCHIMBARE DE VARIABILX

= . W2
1) 84 se calculeze : S i,
1+ ev
Functia f: R — R definita prin 7
def, g%
flz) = ,
14 ex

este continud. Luim functia ¢ : (0, ) = R definita prin

() = In ¢
Aceasty functie este bijectivd, inversa sa fiind

?le) =& (V)z <R,
iar derivata sa

Ple) = — (V), te (0, o)

o=

este nenuly pe (0, oo).

Cautdm o primitiva a functiei
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Avem

t 1+t (1 gt —In{t + 1+ €
wa(t))'cp’(!)df:S,l—:td‘=S’*dt S1+nt T

Notind cu
H(t) =t = 1n(1 4+ t)
primitiva lui h = (f o ) = ¢/, rezultd in baza teoremei 4.1 cd funciia
(H o @ Y)(x}= e¥ —In(1 + e¥)

este o primitivd a functiei f. Deci

en dr = e* — In{1 4e¥) 4 €,
1 4 ev

S_ﬁ" daz.
) | +

Luidm (1, co) =25 {0, oo) g, R, unde

2) 84 se calculeze

1 : F
_ siogft) =12 — 1,
flz) wl/—_i g 51 @
deci
¢ x) = [/T—:Ea @°(t) = 24,
Avind 9
T 2 _ At =
Sf(?(‘))‘? (e)de ZS(tzt 1)t i 5(5—1)(5+1]
ol _1__._1__] d.::lnf—{-f
I | (R R
rezultd

T¥z—1
LR 4 e SN
Vs /THe+1

3) S# se calculeze
S )1+ 23

Funcfia f:(0,00) — (0,oc) definitd prin

def. 1
o= ayita

este continud. Ludm I = J = (0, co) si ¢ : J — J definitd prin

1
B} =~

i i i I:
Observim ci ¢ este bijectivd, derivabild, iar ¢’ este continui §i nenuld pe

, 1
?(i)=—§'
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Deci (observatia 4£.2) sint indeplinite condifiile teoreme; 4.1
Observam ca '

(fop)(t)-¢'(t) = - - — L iTey

1 h it
12 1+§

deci o primitivd a funciei (foq) - ¢* este functia ¢ — —

/1 + 2, prin urmare

S (Foolt) o(t)dt = — )/ TT T 4 e,

Aplicind feorema 4.1 §i finind seami cj Pl z) = ik obtinem
X

221 2* =

4) S4 se caleuleze
S V& =2 dz, (a >10).

Functia f: (—q, a) = Ry definitd prin

cf.
flo) =) @ — 2
esle continui, Functia ¢:| — ©,6 T ini
unctia ¢: e’ g — (—a, a) definits prin

¢(t) = @ sin 1

este bijectivy, derivabili, cu derivata continud gi
) ¢'(t) = a cos t=£0, (V):e(—i, Zl].
2 2
Observim ci

fle(t) -o(t) = V'a* —a%simTi - ¢ cos 1t = o2 cos
deci (vezi exemplul 2.2 (2))

S fle(t) -¢'(t)de — ; (: + 0§ pos x) Le—

a?

=;[t + sinu[_/lﬁsmzt)+@.
Aplicind teorema 4.1 i finind seama cj
¢7Yz) = arc $in L,

a
obtinem

Var =2 de — 2 are sin = 4 oz
S P a - sin | arc sin P .\/ 1 k(ﬁin [arc sin ﬁnzl + e

a
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=Gl 2 Yo {ef o

— i[az arc sin = + z |/a* — -”32) + &
2

a

5) Sa se calculezeS\/a —~ dz, ¢ >0,
a4+

T

st = /252

este definity pe intervalul (—a, @).

unde [unctia

Functia

(=3 )i

definitd prin

plt) = a sin ¢
este bijectivd, derivabild si

@’(t) = acos t=£0, (V)te[—%. ;ﬂ)-

Avem
a— a sin t
t)) - 9’(2) = —————— @ o5 I =
flo(t) - o(2) \/H”int
: 2
=av1_—s_1_n__t005‘ =a&=a(1~—sint),
1+ sin ¢ 1+ sint
5i deci )
Sf{qz(t))-qf(t)dt:czg (1 —sin ¢)dt = a (t + cost) + €.
Deoarece

i PR H
¢'1(x) = arc sin — -
a

deducem, aplicind teorema 4.1

S f(q;){x)da:=a(arc sin = -+ \/ 1— i:) + @&
a. a

6) S# se calculeze S )/ ax® + bz + ¢ daz,

unde @ >0 gi b — 4ac < 0.

Funciia
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flz) =V az® F bz +.c
este definiti si continui pe R.
- Considerm urmatoarea schimbare de variabili

Y:Ro R
definiti prin

‘ . ¥(z) = |/ az + V/az T bz 1.
-Avem :

j— 2ax + b
=Va +—v-——=__,
4 21/ a2’ § bz + ¢

Sa aratdm cd ¢'(x) = 0(V)z = R. Daci ar exista «, < 7 astfel incit « 4 (xy) == 0, atunci

Zl/al/ﬂ‘xﬂ +bzu+c+2a¢u+b:03

deci
. (awo -+ b‘ru + )= (2‘”30 “+ b)3,
de unde ar rezulta egalitatea
5% — hae =0
care contrazice ipoteza din enun{. Avind
' V(x50 (Vze R
§i
5 b
P (—— —-J =}a>0
2a
. rezultd 7
¥z} > 0 (V)z e R,
degi. '
(x) ¢ este strict cresciitoare.
Pe de alta parte, pentru orice x=E 0 avem
. : x[— b— -E-J
) = az® — (ax® 4 bz + ¢) — x _
ax — |/ az® + bx+¢ = _ ;
[/ V V(II%|Z|‘\/¢I +-b_+i
& a
— ir
e i
~ |z \/ g,
T '.3
deci
(8) lim ¢(z) = - -
a->—o0 2/ a
Evident
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(v) ' lim 4y = 4 .

x>0

Din («), (3), (y) rezultd ci

iar functia

satisface conditiile teoremei 4.1. Punind

t = ¥(z)
gasim
{t-—l/?z'a:)zz az® + bz + ¢
si deci | .
a=l =
Deoarece ~
flolt)) - o’(t) = (t = Va olt) - 9'(t) »
deducem )
Az s = — Vg0 + 19t — Y oleld
Sf(@p(t)) -g(tyde = — |T¢2(t) + S to’(t)dt @%(t) + to S |
Dar |
?—ec o 1 ‘Imtz—bzd+

S?(t)dt:Sm/EH-_bdt_ !::"zs 21/at + b k

pAi(r—tee 5 1 eya—ba+

+_S2V?u+b 4 zm,s |

L —ta— 1 _In(2 Va4 b+ €=
+4a e ) 21/ a
1 - bz-—&ac] oy at+ b) + &

=—;(Vﬂ!2——b1) —l" Bal/a_ l'l( Vat

deci
Vai b B—taey, 5545+
Sf(ﬂ?(!))-qf(t)dt l/a L2 92) + to(t) — T-l_&a G n (2 |/ a ’

Aplicind teorema 4.1 obtinem

Sf{z)dm = —I/—fzz-i- x () ez +1/aa:“+ba:+c)—
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T - S
—-—E—([/am—f—!/aa:“+bx+c)z+£z([/ax+]/ax2+bx+c) -

4 m;_bz l2)/a (Vaz + VVaa? T bz + ) + b] + € —

8al/a

j— I . 1 et 1 e
—:cl/aw2+bx+c—-le/aa:2+bz+c —;——b—l/axﬂ—i-ba:—f-c —
ba

V3 | hac—
_eWVa | hec—3

4a 8al/a

In (2ax+b+2[/};'|/am“+ba:+—c) + e
adicd
.y 1 . -
S[/a;c”-{—bx+cxdx:l;[(2aa: + b) |/ ax® + bz + ¢ 4=

hac — b* L —
i ! _2-1/—&_11n (262 + b + 21/ 2/ 7 F bz T c)]+ .
4.6. Ezercifii

o S& se calculeze, utilizind a doua metods de schimbare de variabili
primitivele urmitoarelor funetii: ,

ev — 1
1. f(m):\/ex+1 ; z = (0, oo).
8, f(z) = cos?)/z, z e (0, oo).
TN L—. . xe[~£, EJ.
cos /1 + sin’z, % g
4 flz) = L%_,_ i
&+ 1)) =+ 2 Tl
1
b = =
o= et P %
6. flz) = Ern )T z e (0, oo).
atare tg o
7 ﬂx):ﬁ’ T e [——g, éi]
8 flo) — !

z & (0, co).

9:]/1+.r+:c2l

RAR N

6.1. Reamintim cd o functie f: 7 — R, unde I este un interval din R,

[eale, aSbiEI lIlGlL
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V) e €1 =Qx) #0si fla) =21,
Q)
O functie rationald f'se va numi simpld daci este de una din urmétoarele
forme:
i) f(x) = aa™ + a,a" ™ + o+ €y 2+ @5
i) f(z) = | , unde n € N*;
(x — a)n
iii) flz) =—2%+C _ unde n € N* si b2 — 4ac <0,

(az® + bz + e
Se aratd c¢ii orice funclie rafionald se scrie ca o sumd finitd de
functii rajionale simple si prin aceasta calculul primitivelor unei [unctii
rationale se reduce la calculul primitivelor functilor rationale simple.

Vom da in continuare metode de calecul a primitivelor functiilor de tipul
ii) si iii) analizind pe rind diverse cazuri particulare.

5.2. Dacd functia rationalid [ : I — R este de forma

1

flz) =
r — a
gl
Ic(a, o) sau I C(— co, a)
avem
S ! dz=In|a—al+¢
xr — a
adicd ‘
S - dz = In(z — a) + € dacd I C(a, co)
xr — a
gi
S ! dz =1In(a — @) - € daci Ic(—oo, a).
r — a
Dacdt functia rationald f : I — R este de forma
flay = ——, nEN, n>2
) (z — a)™
§i
I c (a, o) sau I C (—oo0, a),
avem '
S R P i . 1 )
(x — a)* n—1 (¢ — ant

5.3. Dacii funcia ragionals f: 7 — R este de tipul
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i

atunci se gtie cj

S 2 dm:iarctg 24w
a a

¥ 4+ a?

Dac4 functia rationald f: / - R (I c R) este de ltipul

vom da o formuld de recurentd pentru calculul Iui

. 1
In _S (2® + a®jn do

Inn‘lultind g1 impérfind mai intfi cu a?, apoi adunind si scizind #2 la num&ritor,
.obtinem

1 2 2 2
In:_zs_a__dx:sasmdm_is_%“_dm:

(2% + a?)n a®

e b (e
= az[lnﬁ-l S (x2+a2jn dx].

Primitiva din parantezi se va calcula prin parti

2® : 1 1
. i e . ) v o 1 .
S @rapn " dp—1) @rap O S(m) A1) i 1 T
e 1 . x 1
2(n — 1) (a:z‘-f- a?)n-t t 2(n — 1) ]'.1_“
. e T I z 2n—3
Dppl L= a? [z(n —1) (2 + a®)nt + 2(n — 1) I””l]'

Inainte de a trece la calcularea primitivelor celorlalte functii de tipul iii)
vom face urmitoarele observatii.

Observaii: («) Functiile de tipul iii) pot fi considerate (daci se d4 a factor
comun forfat la numitor) ca fiind de forma
‘ Bz ++ C’
r) =—"-—"~ _
e (@* + pz + g
cu
pz_éq=[£)2_4£=u <0.

a a o2

(B) Dacd p?— 4g < 0, atunci 2% 4 px + ¢ se poate scrie ca suma de
doud pitrate: A

42

xz%pw+q:[x2+2%x+’4:)+q——=

=ﬁ+§f+ﬂfﬁ=wmwwa

.unde

_ : 4q — p* :
q?(.’jl)::.’l:—]"%gl 3——"V'q—4PL>O'

5.4, Daci functia f: I — R (I C R) este de tipul
1

- f(x)=x2+pz+q'
atunci folosind observatia (B), avem
1 (2@ gp =1 arctg el 4o =
S‘mz+px+qdm S?z(m)+82 3 3
2 22z + p
= ———— arc tg — 4 &
= V/4q — p* SVu—»p
Daci functia rafional f este de tipul
: y _
MR . REN— Y % (W g ]
flz) (¢ 4+ pz + Q)"
cu p? — 4g < 0, atunci in baza observat,iei (B), putem scrie
1
o) = ey + o
unde

2
q:(m)=x+'% gi 32:42__4!;'
Deci

1 ! ' ?'(z)
S f(x)dx S[‘Pz(-’»") 4 8""]’“ - S [qﬂx) e Sﬂ]n .7) e+

unde F este o primitivd a functiei
1
- T
(u? + 82)n
al c#rei calcul a fost descris in 4.3.
Daci functia rationald f este de tipul
V x

M) = et ar

atunci, inmultind gi impértind intii cu 2, apoi adunind §i scézind p, obfinem

,nEN*E

f(z) = 1 2z + p p 1

2@ tprtan 2 (@t pe o
A doua functie din membrul drept este, abstractie ficind de constanta

%, de tipul precedent.
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Pentru a calcula o primitivi a primei functii din membrul drept, facem
schimbarea de variabild

¥(z) = 2* + px g,
si obtinem:

2 tp 4 S Yz) o 1
—_—t dz=\-—""dr=——— =
S (z* + pz + g () {(n — 1)¥n1(a) T
1 1 .
= — ; &
n—1 (w2+pm+g]n'1+
5.6. Exemplu.-Se consideri functia rationaly
x+ 1
r)=,
f(z) o
Avem, aplicind procedeul de mai sus
z 41 .1 (mz—l—a:—#i}’_]_i 1
(a4 1?2 2 (FHz+1)? | 2 (P4 a4 1)
5i deei
1 1 1 1
s = —tpeed_a A S N
S 2 (" +ax+1) +2 (2® + 2 + 1)? ¢

Aplicind acum procedeul de la 5.4 functiei

1

z—
_ (2® + x + 1)?
Yom ave..
2+ 1)(@® + 2+ 1) = 4(a® + 2+ 1) — 3
8i deci
' 1 4 (& 24 1) — (22 1) (2 2 1)
2 9 de = — da =
(2 + 2 + 1) 3 (2* 4 = + 1)2
4 1 i (a® + x4 1)°
= — ———-——d = 2 1 R e
3sx2+x+1 . 3S{x+) (%4 = + 1)? e
Aplicind formula integrarii prin pi#r{i la termenul al doilea din membrul drept
avem '
1 z 7
~S(2z+1)~——y{”2+x+1)2 ST Tt Esu—__- -
3 (2% + x -+ 1) 3 24zt 3 ) 2441
51 deci
' 1 1 241 2 1
——-——-—-—d.‘]’;:-———— —_— T e
S ($2+x+i)z 3 2241 Ssz—l-x—I—idx

Aplicind acum procedeul de la 5.3 obfinem:

S x2+;+1 dx:S(x Fi)z-i{- (j,]edx=
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in final gisim

x4+ 1 . 1 1 i 2z + 1
S (a® + o + 1)? T 2 szt 6 4atd
1 2 9 + 1 1 x—1 1 2 w22l e
o = — —m— — ,———arctg ———
+3'|/—3 e V3 L 3 $2+x+1+3 '3 /3

Admitem fird demonstrafie urmitorul rezultat:

nHIINero:

5.7. Observapii. Practic, pentru a realiza o descompunere a unei funcii
rat;ion.ﬂe ca sumd de functii rationale simple se procedeazd astfel:
Se face impirtirea cu rest a lui P la Q. Vom avea
P = L-Q+ R
unde R este un polinom de 'grad strict mai mic decit gradul lui Q si deci
Pla) _ g R(z)
= L{z) +——-
Q(z) Q()
i) Se scrie formula de descompunere ca in enuntul teoremei in care coefl-
cientii 4,..., B,..., C,... sint nedeterminati. . -
ii) Se aduce la acelagi numitor in membrul drept g1 se pune conditia ca
numiritorul fractiei care rezulti in membrul drept si coincidd cu numé.rétorul
fractiei din membrul sting, de fapt aceasta revine la a scrie cd doud polinoame

coineid. o
iii) Se obt{ine un sistem liniar in care necunoscutele sint coeficlientn cau-
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tati 4,..., B,..., C,....
_ Deci, existenta gi unicitatea solutiei acestui sistem este echivalents cu
existenta si unicitatea coeficientilor din teorema 5.6.
Procedeul descris mai sus de gdsire a coeficientilor A,..., B,..., C,... se
numegte metoda coeficienjilor nedeterminafi.

b.8. Exemple

1) S4 se calculeze

4
o |
S xa 1y
5 z® + 1
pe un interval I care nu contine punctul z = —1.
Vom avea
&
1 —x
flo) =22 _ gzt

+
241 2* 41
sidin 2+ 1=(24+1) (22— 2+ 1) deducem céare loc o descompunere de forma
b 1 z 41 a:a—a:—!—l.
Aducind la acelasi numitor in membrul drept obfinem
—z+1=A(e*—2+1)+ (B + C)(z+ 1), (Vze T
si deci '
—z+1 =24+ B) + z(—A+B+C) + 4+, (V) e 1,

ceea ce conduce la sistemul

A+B=0,
A+C=1.
Uncalcu]simplunedﬁA:i’ =—£,C=i,
3 3 3
Deci
2 1 —
3'z+1 8 g+t
Prin urmare Sx+ida: 124...1 (z + 1) re
241 2 '3 at—z41
2) S4 se calculeze
S = - dz
z° -+ z°

pe un interval care nu contine punctul z = 0.

Divizorii ireductibili ai Iui #® -+ 2° sint « si 2® + 1. Primul are ordinul de mul-
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tiplicitate 3, iar al doilea are ordinul 1. Avem deci

Bm+C
a® + a® x 1

LAy H 2

Aducind la acelasi numitor in membrul drept obtinem:
1 = Aga®(2® + 1) + Agz(a® + 1) + Ag(a® + 1) + #®(Bx + C)

i deci sistemul
’ Al + B = 0.
Aa + C= 0,
A]_ + Aa = 0,
A2 e 0)
AS = 1;
a cirui solutie este

A= -1, A, =0, Ay=1, B

1, C=0.

I

Deci "
x
flo) = — =+ 5+

x &+ 1

do Zr1
Prin urmaresx3+m5=lnl/lm| —2—332_;_@

i se calculeze
3) Sa s . gt g
S at 2241
Divizorii ireductibili ai lui 2% + a2+ 1 sint 2?2+ 21 §i a2 — x4 1. Fiecare dintre
acesti divizori are ordinul de multiplicitate 1. Avem deci
Bz 4+ C Bz + C
flz) = — - ,
z + x4+ 1 z°—x+1
Aducind la acelagi numitor in membrul drept ob{inem:
z4+1=(Ba-+ C)(* — &+ 1)+ (B'x+ () (® + = + 1)

care conduce la sistemul

B4 B =0
B+ 0+ B+C=0
B—C+B+0C=1

c+¢ =1
echivalent cu sistemul B4 B =0,
—B+ B = -1,
C+C =1,
—U+ 0 =1
a ciirui solutie este 1 1 )
B=L1,B=——,0=0, /=1
Avem 2 2
T 1 x—2 _1 2z —1 _i 1
ﬂ)_z Prazt+l 2 @2—xz+1 4 2zt !i[x-l——;—)z-[-_-




1 2z — 1 3 1
& 2 — 1 + 4'($_l2+£
2 &
de unde
| 1 @+ x4+ 1 1 2x 4+ 1 1 =4 ,
=T bdere — ——arctg — -} —— arcig —— 4 €.
% Sm4+m+1 TR T @—n+1 2/ V'3 21/3 V3
| 4) S& se calculeze
S 4 dz
2sin x —cos x4 5 ;
pe intervalul (—=, =).
Facem substitutia
‘ c:tgﬁ, ze (—mn, )
2
ohtinem
x=o(t) = 2aretg ¢, t = (—o0, +o0)
si
2
’t — .
¢'(t) e
Punind
fla) - NET Py
== » =Ty
2sinx —cosax -+ 5 2
obtinem
1
flz) = " . ’
2tgE 1 — tgzg'
2 — +5
14-tg2 2 1+ th%
, 1 2 2 . s
flotil)-¢'te) = —2 1 42 6E b+ 4 %24 2+ 2
14+2 1448
Deoarece
1 1 3+ 1
MNeo't)dt = ——— di =—— arctg ——— - ¢
(oo = § s @ = amete U 4,
obtinem
3 tg-;i+-1
1
dx = —arctg —— 4+ €.
Sﬂx)w Tl —

5.9. Egercilii. Si se calculeze primitivele urmitoarelor functii rajionale,
utilizind descompunerea in functii rationale simple:
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9 2 o
2. flz) = iatzziii: , z e (—co, 0).
" _ 2+ x4 1 e L, |
8. ﬂr)k(m~1)3(m2—m+1)2’ z e (—oo, 1).
2
1. fla) = e . G Bt
fla) (=t 10 (2 + 32+ 2) re (—2, —1)
5 fla) = —% =1 ze R
a? -+ a:2+ 1
G '1+3:2' R < )
B f(a)ﬁm‘z—ilma—l—sz—-ﬂx—l—'l ek
7
7. fl2) =QJTE—J_F:}3, z e (0,1).
8. f(=) 2'"———-——"—1 » z = (0, 00).
oz +1) (= +2)
1
9. = ' z e (0, ).
= e et =t 9 o B ==
[ = 93"’—5-1 » xe (0, o),
10, ﬂ‘”)"m3+m2(1—|/§)+x(1m|/§}+1, ze (0, 0o)
11, flz) = i _: 5 z e (0, o).
12, f(:;;):lfﬁ, : r e R.
.2__3
8 = i e zeR.
=—ac___’_ 2 0, co).
14, f(z) EiRE i z & (0, )
1B fli] 2 & (0, o).

.a:(;cz +1)2

5.10. Ezxercitii. S4 se calculeze primitivele urmatoarelor functii reducti-
bile la functn rationale:

L.
1
1L f(m)=1+l/m’ z e (—1, }

e 1 1. +VFE
e = e e =( 0 )
3. f{.’D}z 1 . re R.

e — 2"+ 22+ & i
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4. flz) = 1
f(x) e T
Be B4 EV(_M-_ TOT‘;;a;s
B 1
. ﬂw)—i —VI—2z—a*

7. flx)

e IR
(1—2)Y1T—a
8. f(z) = x4+ 1+t 2®
14+ a4+ )1+ z+ a2
9. flz) =22 — 2 ¥ 4z + 5,

_ 142
] =

z e (2,5).
ze (0, —1+Y7).
z e (—1,1).

z e R.

x e (—1,5).

x e (—1,5).

IL.
1. f(x}:—l__, z e (—mnmn)
3 4 cos x
8 flo) = —1__, e (~37)
1 4 sin’x 2
8. flz) — : g e (—m )
sinz — 2cosz + 3
4. f(z) = 1 ‘ 5 xE(O, -T—:).
sin z (2 4 cos # — 2 sin x) 6
B flaf = 8 xe[_g, 3_]_
1+ sin =z 2 2
2
6. flz) = sin®x cos z , me[—i,i).
sin x 4 cos « 4 4
% fla) B2 HE xeR\{Im-l—#I kEZ}.
sin“x 4 2 cos"x
1 3
8. flz) = 0, =1,
fie) e<(o %)

W S T |
cos*z sin’z
2 sin®z + 3 cos®x
9 flz)=—"——-,
sin @ — cos

1 — a®

1+ & + 2asin

10. flz) =

unde ¢ este un numair real 0 < e < 1.

Functii integrabile

§ 1. DIVIZIUNI

1.1. Definifie. Fie[a, b] un interval inchis gi mirginit din R. Se nu-
mogte diviziune a intervalului[a, b] un sistem de puncte

B =y Wy ey Foqy B)
din [a, b) astfel fneit
=25 < <3< <Xy <5Cn:=b-
Uneori vom nota diviziunile astfel:
A== B i & o Ly = b)
(Cea mai mare dintre lungimile intervalelor

[-:E()s -T'[]ﬁ [.‘271, -'1:2]: "-:[xn—lv "’En]

‘ se numegte n or ma diviziunii A si se noteazi: || A ||.

Agadar,
| Al 4T max (x; — 2i4)-
| Ii<n
1.2. Exemple. Sistemele de puncte
Al e (07 1)’

sint diviziuni ale intervalului [0, 1]. Aceste diviziuni au respectiv normele:

1A =15 I Apll= 55 A =<
1.3. Observajii: a) Daci [a, b] este un interval, atunci A = (a, b) este sin-
gura diviziune a lui [e, b] de norm# egald cu b — a. Orice altd diviziune a
intervalului [a, b] va avea norma strict mai micd decit b — a.
B) Pentru orice numir real r > 0 existd diviziuni A ale intervalului [a, 5]
astfel incit
A | <.
Intr-adevir, si notdm cu L lungimea intervalului [a, b]:
| L=b—a

gi 84 ludm un numir natural n astfel incit
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L
n > —.
r

Impirtind intervalul [, b] in n pirti egale, obtinem diviziunea

A:—[a,a-{-%,a—|—2i:—. ...,a—}-(n——i)—i—. b).

care are norma egald cu L | Deci
n

L
lag=%<r
n

1.4. Exercifii. Determinati normele diviziunilor:

AIZ(O,i"‘!":i!E" 1]!

5 3 2 3

B B, oy Sy D iy iy

. [ 5 3 V3 2 b

1.6. Ezemplu. Fie

z
Az ; 4 !
s 7 < !
g 2 g
Az 4 + i
Tz Vi 7
J 3

Fig. IL.1.

diviziuni ale intervalului[0,1]. Atunci
AL C Ay A Ay Ay E A,

1.7. Observajii. «) Dacd A, A’ sint diviziuni ale intervalului [a, b] astfel

inecit
Ac A,
atunei
A < 1A

Deci, prin trecere la o diviziune mai find, norma diviziunii se micgoreazd.

) Din || A’ || < || A || nu rezultd, in general, ci Ac A'. De exemplu,
dacd

atunci
; i 1
A |l=—-<_-=14al
3 2
si totugl
Ag A,
1.8. Definifie Fie
A =iy 2y !
gi
By = (Yor Y1y +os Yuu)

doud diviziuni ale infervalului (e, 0], Divivienes fermatd din mul{imea

= ; X ] 3 1
$s; B iwos T U M Fas w0 Ymr,

¥

alo eiirei elemento sint luate in ordine striet crescitoare, se numeste reuniu-

nea diviginnilor A, A

A, A, sise noteazd

[

53




AL AL

1.9. Exemplu. Daci

A]_:(‘],!/E,E, 2),

2
g [1, 2V, 2]. '
2

A3 = (1’ l/—gl 2)

sint diviziuni ale intervalului [1, 2], atunei-
— 3 s
AU A2=(1, Vi 2,3, 2],

AU A3:(1, Ve 2, v, 2],

2

A2UA3=[1,§, V3, 2].

1.10. Observajii. o) Reuniunea A, U A, a doud diviziuni este mai find
decit fiecare din diviziunile A, A,:

A c AfUA, st Ay AU A,

B) Daci
Ay = (g, Tyy ooy Zn),
Bz = (Yor Y15 -1 Ym)
gl
AU A, = (25, 215003),
atunci
p<snt+m—1.
1.11. Ezercitii. a) Determinati reuniunea perechilor de diviziuni
& 1 1 1
pefoded )
A= (0, e?, 10),
. A" = (0,1,2,38,..,10).

b) Fie p, ¢ doul numere naturale si diviziunile
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J‘J‘

S84 se arate ci:

i) A'C A" < p divide pe ¢;
ii) A’ U A”c A unde
A=[ 1 2 k (pgm—1 1]_

. (pg)"  (pa)* " (pa™ " (g

§ 2. FUNCTII INTEGRABILE

2.1. Definitie. Considerim urmiitoarele obiecte:

un interval inchis gi mérginit [a, b];

o functie f:[a, 8] - R;

o divizinne A = (z,, x, ..., x,) a intervalului [a, &];
un sistem de n punete £, £, ..., E, astfel ineit

Wy & <y, 1 =1 g n}

numit sistem de punete intermediare asociat diviziunii A.
Numniral real

se numeste suma Riemann asoeiati fuactiei f, diviziunii A si pune-
telor intermediare £, £,, ..., £,. Acest numér va fi notat prin o, (f, £) sau prin

=3 =

2.2. Observajie. Dacd functia feste pozitivii, atunci suma Riemann a,(f, &)
reprezintd suma ariilor dreptunghiurilor de bazi z; — x; , i de indl{ime
f(&), (1 <t < n). Deci a,(f, &) aproximeazd aria mulfimii din plan, denu-
mitd subgrafieul lni f, ' '

If={xycR|a<cz<h0<y< @)

delimitatd de axa Oz, graficul functiei f si dreptele paralele la axa Oy care
trec prin punctele de coordonate (a, 0), respectiv (b, 0) (fig. I11.2).
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TERENE
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| D

| EEEERN
Xi_' B X Xt X= b X

Fig. IL2.

Pind acum nu ne-am pus problema ce inseamni ¢il o multime méirginiti
din plan are arie gi cum s-ar defini aceasta. Notiunea de arie va fi studiati in
Capitolul IT1, paragraful 1, unde se va ardta cd daci functia f este continui,
atunci multimea I'; are arie si

. b
aria(I")) :S f(z)dz.

a

| ¢

2.4, Observatii.(«) Pentru un interval fixat [, b), numdral I r, asoctat fie-
cdret funcfit integrabile f :[a, b] — R este unic determinat de f.

Intr-adevir, dacd I,, I, ar fi dousi numere care verificd conditiile din defi-
nitia 2.3, atunei pentru orice ¢ > 0 ar exista N,. >0 (k= 1, 2) astfel incit
pentru orice diviziune |

A= (xy, @y, ..., x,) a lui[a, b] cu || A || < 7, §1 orice puncte intermediare
Tig < & <o (1<t <n)sd avem

Ia.ﬁ(fra)'_IkJ(‘-' * (kiiag)

€
2
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Luind

def i
n,— min(y, ,, 7, )

rezultd cd pentru orice diviziune A a lui[a, b] cu || A || < v, si orice sistem
(£;) de puncte intermediare asociat lui A, avem

1mm®~h|<§$qmﬁa_h\<§
deci
| Iy — I, | < |1y — oalf, &) |+ [aalf, & — 1, <§+§=_—5_

Cum e >0 a fost arbitrar, rezulti

(B) Orice funciie integrabild f:[a,b] — R este mdrginitd, adicd existd o con-
stantd M = 0 astfel incit

If @ |<M (V)& & [a,b].
Intr-adevir, si notam cu Jr integrala lui f pe intervalul [a, 4] ¢ 58 luim &= 1. Din
definifia integrabilitatii lui £, rezultd ¢ existd ye > 0 astfel incit
(1) loalfy &) —Ip | <1

oricare ar fi diviziunea A = (x,, @y, ..., @), cu || A|| < 7, si oricare ar fi punctele inter-
mediare

& & [ @] (1< n).
"Considerind o diviziune fixata
A= (@g, Ty, .., Tn) cu || A < 7

este suficient si ardtdm ci f este marginitd pe fiecare interval [zp.,, ap] al acestei divi-
ziuni. In acest scop, considerim un element arbitrar x & [ap.y, ®x] $i 1ndm urmdtorul
sistem de puncte intermediare '

(2) & {

Atunci din (1) si (2) rezultd

xj, dacil i3k
z, dacd ¢ = k.

@)@ — o) 4+ D flaila — win) — Iy | <1

¥k
deci

[ fz) | < Mp
unde cu Mp am notat numéirul real pozitiv

1
m[i 131+ 2 fla) | (e r})

(v) Integrala definitd a unei funciii f este un numdr real, spre deosebire de
integrala nedefinitd a lui f care este mul{imea tuturor primitivelor lui f.
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2.5. Exemple.

1) Fie f:[a, b] > R o functie constanti
f(ﬂ?) =6 V) z € [a, b].
Vom arita ci f este integrabilj gi
b
S f(z)dz = e(b — a).
@
Se observi ci, oricare ar fi diviziunea
A = (zg, 2y, ooy Tp)
a lui [e, b] gi oricare ar fi punctele intermediare

Til ai\<~‘ri! (l = ”'\<\n’)l
avem

oalf, &) = E FlE @ — @int) = e(an — @) = efb — a).

i=1
Deci, luind I = ¢(b — a), avem
loalf, ) —I]|=0<c¢

oricare ar fi € > 0. Prin urmare [ este integrabild i

Sb f(z)dz = c(b — a).

2) Fie « € Rgif:[a, b] — R definitd prin
f(.CE) = oz, V) xz € [a, b]

Vom ardta ci f este integrabili si

S” fla)dz = £ (b — a¥).

Pentru orice diviziune A = (x,, 24, ..., 2p) a intervalului [a, b] cu norma mai mici

ca n > 0 si orice puncte intermediare
i< i<y, 1<ign,
avem

n n z; + i ol
(1) oalf, 8 = 3 &) (ai = o) = 3 (R o il
i=1 t=

+30 1t — 1 () —

i=1
Deoarece f(x) = ax pentru orice z < [a, b], deducem

fl&) — f(fl—iz—?ﬂ] =« [gi _ & +2 xi—l].

Observind ci i+ &in este mijlocul intervalului [«;_;, #;], deducem
2
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0= (259 <
Pe de altd parte avem
(3) ; f[xi +2 -Ti-l) (2 — @iy) = %i=1 (@ + @ie) (25 — 240) =
= _;ii:i (e —afy) = % (6* — a%);

deci din relaiile (1), (2) si (3) deducem

< laln® — a)

aalf, £) — ; (b — a?)

Fie acum & > 0 si

€

0<7]5<—1
la| *1b—al

obtinem

sa(f, §) —;“(bz — at)| < e

pentru orice diviziune A cu || A || < u si orice sistem de puncte intermediare asociat
diviziunii A. De aici rezulti ci f este integrabild si ci

SZ flz) da = % (52 — a?).

.3) 54 se arate ci functia
' f(z) = cos %

este integrabild pe orice interval [a, b] c R si

b 4 -
S cos vda = sin b — sin .
‘o

Fie A=(a=ay<a,<..< 2, =25) o diviziune a intervalului [a, b} si fie
& € [@., @] (1 <i<n) puncte intermediare arbitrare.

Aplicind teorema cregterilor finite functiei f(z) = sin a pe fiecare interval (2.1, @]
(1 < ¢ < n), obtinem punctele ¢; = (w;.,, ;) astfel incit

sin @y — sin @5y = (23 — @) €08 ¢, (1 < i n}.

Tinind seama de aceste egalititi putem scrie:

n n
(1) aalf, &) = ZCOS Eilzi — aiy) = 08 ¢; (2 — 2i-) +
1=1 t=1
n n n
.-f- (cos & — cos ¢;) (23 — ;)= E (sin &; — sin x;_,)+ 2 (cos Ej—cos ¢;) (25— 25.,)=

=1 i=1 i=1
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n
=sin b — sina + 2 (cos &; — cos ¢;) (25 — @jy).
=1

Aplicind acum feorema cresterilor finite functiei f(xz) = cos z pe intervalul [£;, ¢;]
sau [¢, %;], obtinem un punct 6; € (&;, ¢;) astfel incit

cost; — cos ¢; = (& — ¢;) sinby,
deci
lcos & —cose; || & — e | - |sint; [ <A,
prin urmare

@ |3 leosk — coser) (o — zead | N AND (s — zia) = 1A 1l (b — .

=40 i=1
Din (1) §i (2) rezulta:
(3) | oalf, &) — (sin b —sina) | || A | (& — a).

Pentru orice € > 0, luiim N astfel ineit

0<n < -
b—a

Atunci din (3) rezultd cd pentru orice diviziune A, cu || A || < 4, si pentru orice puncte
intermediare &; are loc inegalitatea
loa(f, &) — (sin b — sina) | <e.
Aceasta aratd cii funciia f(x) = cos z este integrabild pe [a, b]
si :

b
S cosrdx = sin b — sin a.
@

2.6. Exemple de funciii neintegrabile. 1) Vom ariita ¢ functia lui Dirichlet
g :[0, 1] = R definitd prin
1, dacd z este rational,

glx) =

0, daci x este irational

nu este integrabili.
Fie A = (2, 24, ..., xy) 0 diviziune a intervalului [0, 1] .'x;;i fie
b, & =lai, mil, 1<iSn
douii sisteme de puncte intermediare alese astfel incit
fiecare 'E; (1 < i< n) este rational,

iar
fiecare E; (1 < ¢t <C'n) este irafional.
Atunei
gl8) =15l g(€) =0, (A<i<n)
deci
(1) oalg, &) =1, oalg, ") = 0.

Daci g ar fi inlegrabild, atunci ar exista 7 = R care ar verifica conditiile definitiei
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2.3. In particular, pentru 0 < e < % ar exista e > 0 astfel incit pentru orice diviziune

A = (, &, ..., Tp) alui[0, 1], cu || A || < 4, avem
(2) |oalg, &) —I'| <esi |oalg, &) —I|<e.
Din (1) .51 (2) rezultd
| 11— T|=loalg, &) —T|<e.
[I|=10—1]=|oalg, &) —1{<g

ceea ce conduce la contradictia

1=(1—I+I|S|1—T|+|I]<2%<2"

=~ |-

o
2
Asadar, functia g nu este iniegrabild.
2) Funciia g:[0, 1] - R definitd prin

2 , daci = < [0, 1]
gulx) = ¢ 2 )
0 ,daci =0

fiind ‘neméarginitd pentru e« > 0, rezultd din observafia 2.4 (B) cd nu este integrabild.
2.7. Observatie. Dacdf, g:[a,b]—R sint doud funcjii cu proprietdjile: |
(@) f este integrabild pe [a, b];
(B) existd o parte finitd A c [a, b] astfel incit
- gz) =flzx), (V)= € la, b]\A4,
atunct
(1) g este integrabild pe [a, b]

(2) S’;g(x)dx - Sif(x)dx-

Este suficient ca demonstrafia si fie datd pentru cazul cind multimea finitd A este
formati dintr-un siﬂgur pundt ¢, deoarece cazul general se poate objine din acesta prin
inductie. Presupunem deci 4 = {c}.

Functia f fiind integrabild, este milrginitd (observatia 2.4(B)), deci existy M, 20
astfel incit

Hfle) | << My (V)ze(a bl

luind
MEL max(My, | gle) |)
rezulti ‘ )
[fla) <M (V)z e la, b]
si '

|glz) | <M (V)x e[a, b]

f fiind integrabild, inseamn# c# pentru orice & > 0 existd y, > 0 astfel incit
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b
(1) oplfs Ei) *S flz) da

a

E
<
2

oricare ar fi diviziunea A = (x5, #, .., @a), c0 [ A j| < g, gi ovicare ar fi punctele
intermediare - £; = [z, ]l <1< n).

Luind
def, . . ]
Ng=—— MU n. H—];l]

»

aven ne ),
si

(2) 7 M. <

1| @

Daca ¢ este un punct al diviziunii A, atunct existda 0 j<Cn astfel incit ¢ = a;. In
acest caz singurele puncte intermediare cire ar putea coincide cu ¢ = xj sint punctele &;
sau Gy, -

Deci tinind seama de faptul ci f(z) = g(z) (V) z=z£e¢, obfinem

apxlf, Ei) — ople, &) <

_‘,:(f. (Ei) — 8(E:) (21 — @imy)

(Tjgy — @) <

(@ — %) + \flim) - (&1

|
<|f(aj) — &%)

<4M||A||<4Mn,<§.

Dacdi ¢ nu este un punct al diviziunii A, atunci ¢ este continut intr-un interval deschis
(g 2x). Deci singurul punct intermediar care ar putea coincide cu ¢ este punctul &ns
prin urmare

1 n

E(f{ Ei) — glEi)) (@ — @y)

=1

oa (i) — oalg, &

= } FlER) — glEr) | (zp — a2pg) <2M || A < 2Mye < ;—

Din analiza ficut pind acum rezulti cd, oricare ar fi pozifia punctului ¢, are loc¢ ine-
galitatea

(3 oxlly &) — oy e %) \ <=L
Din inegalitatile (1) i (3) obtinem
7]
a4 &) —S fle)da | < e,

adich g oste integrabild gi
b b
S g(:ﬂ)dw:S flz)da.
a [

N
2.8. Observatie. Obgervatia precedentd arata cd dacd [ este o functie integrabild
pe [a, b] si dacid se modifici valorile functiei f intr-o multime finitd de puncte 4 =
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= {a;, @3, -, am} S[a, b], atunci functia nou-obtinuti este incd integrabild si integralele
celor doud funcfii sint egale.

Dacd modificarea valorilor functiei f se face intr-o multime infinitd de puncte,
atunci functia nou-obtinuti poate si nu mai fie integrabili. Intr-adevir, functia con-
stanti '

folz) =0, (y)z = [0, 1]
este integrabild (exemplul 2.5 (1)). Totusi functia lui Dirichlet {exemplul 2.6 (1))
gla) — { 1, daci z =[0,1] N Q,
0, dacd =z < [0, 1]\0Q,
care se poate obfine prin modificarea functiei f; pe multimea infinitd
(0,11 N Q

nu este integrabild.

29. Teoremd. Pentru o funetie f :[a, b] - R urmétoarele afirmafii
sint echivalente:

(«) f este integrabilii;
(B) existd un numir real [ astfel inefit
oricare ar fi girnl de diviziuni

A = (%5, =1, ..., ay,), (n & N)

ale intervalului [a, b] cu
lim || A, | =0

n—roo
gi oricare ar fi punctele intermediare

iy S B <al, (1 €£1<ky

ns e

girul sumelor Riemann
n
{GAu(f’ E )}nr‘_i\.’

converge la /.

Demonstratie (a) = (B). Presupunem c# functia f este integrabild si vom aridta
cii are loc afirmatia (B).
Fie deci

Ay = (a = af, af, .., a:;:“ = b)

un sie de diviziuni ale intervalului [e, b] astfel incit

(1) lim || Apf|= 0
n—>oe -

si fie

B = [#F 0 2] (U< i< kn)

. puncte intermediare.

Functia f fiind integrabild, existd I; = R cu proprietatea: pentru orice &> 0
existd y, astfel incit oricare ar fi diviziunea A cu || A || < 4, §i oricare ar fi punctele
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intermediare &; are loc inegalitatea
(2). , | oalfy &) — Iy |-<e.
Din relajia (1) rezultd cd existd un rang r, = n(y,) asifel incit
| An Il <mer (V) 22 ng;
deci, {inind seama de (2) obtinem .
|0An. (f, E:!) —Ifl< g, (¥jnz=n
adica

lim ay (f, &F) exista = 1y.
n—-oc

(B) = («). B presupunem c# f verificd conditia (B) si s aritim cé f este integra-
bild, mai precis, num#rul 7 care figureazii in conditia (B) este chiar integrala lui f.

Dacd numédrul 7 n-ar fi integrala lui f, atunci ar exista ey > 0 astfel incit oricare
ar fi 4 > 0 existd o diviziune

A"] = (:}‘,‘3. .'l—’?, =n2y 3‘}’:7])
a luifa, b] cu || &y || < 7 §i existd punctele intermediare
#l  KE <) I<i<hy)

aslfel incit

| o8, E) 1| 24

N 3y ; 1
Luind in particalar 4 = — (r =1, 2, ...), obfinem o diviziune
n
Ay = (33, .’E?, aeey ﬂ?xn)
a lui [a, b] cu

1
(1) I Ap || < —
n

si un sistemn £7 de puncle intermediare
o irCal, (I<i<h)

astfel incit

(2) ] oA, (f, &) — 1 I Zg B=05% &)
Din inegalitatea (1) rezultd ci
lim || Ay || = 0,
n—+0co0

iar din (2) rezultd ci sirul sumelor Riemann

' {GAu (f, En)}nEN

nu converge la [, ceen ce contrazice ipoteza (B).

2.10. Observatie. Condifia (B) din enuntul teoremei 2.9 este echivalentd cu conditia
urmitoare (aparent mai slabi)
(B°) ericare ar fi sirul de diviziuni

Ay = (1’6, @l s :r}.fn), (n = N)
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ale intervalului [a, b] cu lim || A, || = 0, si oricare ar fi punctele intermediare
n—-oo

2 < EB<a, 1<i<hke neN),

' sirul sumelor Riemann este convergent.
Evident (B) = (B').
Demonstratia implicatiei (3’) = (B) revine Ia a demonstra ci toate sumele Riemann

{oa, (6 B }epe cu lim [l Ay = 0

au o limitd comuni.
Presupunem ca (B’) are loc; fie

Al —(a%xo, 2Ry ey x”_b) (rn = N);
Al = (a =YDy YTy s Y = b), (n = N)
doud siruri de diviziuni ale intervalului [a, b] cu

li Al =1 AT || =
nLH;II | S L dy 1=0

i fie punctele intermediare

y[ _1 < < y?l (1'

Considerdm girul de diviziuni (Ag)nen definit in felul urméator
delize ¢ ow i » . »

(An)nEN " (Aos Ao! Ap Ap reey Ani An"")'

iar punctele intermediare le ludm astfel

E:.f, daci n = impar,

. dot
P77 pp dacd n = par.
Cum lim | A, || = 0, rezulti din ipoteza (B’) ca sirurile de sume Riemann

n—>cc
n us
fou (6 &) foug (). o, (070}
sint convergente; fie I, I”, respectiv I, limitele lor. {nsi primele doud siruri sint sub-
giruri ale celui de-al treilea sir, deci (Observatia A 15) au aceeasi limiti. Agadar,
I'=I=1".

2.11. Observajie. In cursul demonstratiei teoremei 2.9 gi a observatiei

precedente s-a ardtat cd dacé este indeplinitd una din cele trei conditii echiva-
lente (x), (8), (B'), atunci integrala lui f este obtinuté astfel:

SZf( 2z =lim s, (f, €"),

Nn—oo

iar limita nu depinde de sirul de diviziuni A, = (5, 2%, ..., @, ) ale intervalului
[a, 8] cu lim || A, || = O gi nici de punctele intermediare Erc[a}_,, a}l,
n—>oo .

(I <i<k;neN).
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2.12. Teorem4d. (Formula lui Leibniz — Newton ).

Kie [ :[a, 5] = R o funefie integrabili care admite primitive pe [a,,b].

Atunci pentru orice primitivii F a lui f are loc egalitatea

rS" f(z)dz = F(b) — F(a).

@

Demonstrafie. Fie
A, = (%5, 25 «ory i)
un gir de diviziuni ale intervalului[a, b] astfel incit
lim || A, || = 0.

n—>ow
Aplicind teorema cresterilor finite functiei F pe intervalul [a}_,, 7],
obtinem EF € (a?_,, a?) cu proprietatea
F(a}) — Faj) = F'(&}) (2} — a?y).
Insd, prin ipotezi F'(z) = f(z), (V) 2 € [a, b], deci

, F(a) —F(x )= f(£]) (2} — ).
Prin urmare

fen kn
o, ( €") =37 f(ED) (2 — 2f4) = ;[F(ﬁt?) — F(af_y)]=

i=1
— F(b) — F(a), (V) n€N.
Atunci (observatia 2.11)

[ fta)dz = tima, (f, &) = F®) — Fa).

n
)

2.13. Notajie. In loc de F(b) — F(a) se folosegte frecvent notafia
F(z)|"

a

[F(x)]z

sau

8l se citeste: F(z) luat intre a §i b.

2.14. Ezemplu de funclie integrabild care nu admit miti ie f:
functia constanth sgu b u admaite primitive. Fie [ :[a, b] > R
flz) =1, (V)= & [q, b]
§1 g :[a, 6] - R definiti prin '
1, dacil = =& g+h
2 T
gla) =
a+ b
g

~1, dacid z =

66

Atunci (exemplul 2.5 (1)) funcfia f este integrabils, iar funciia g se objine din f
e+ b

modificind pe f in punctul . Prin urmare, in baza observatiel 2.7 si funcfia g este

integrabild.

Dach g ar admite primitive, atunci g ar avea gi proprietatea lui Darboux (obser-
vajia I, 1.4 (c)). Gum g nu se anuleazi niciieri, rezulti ci g nu are proprietatea lui
Darboux,

2.16. Observatie. Din exemplul de mai sus rezultd cd clase funcpitlor integrabile care
admit primitive, nu coincide cu clase tuturor funcjitlor integrabile.

Functia f:[—1, 1] — R definitd prin

2z sin—lu. —2eosl, daci z e [—1, 0)U (0, 17,
fl@) = 2
0 , daci =0

find nemdrginits, nu este integrabild (observatia 2.4(B)).
Se observd c# functia

o sint, daci z € [—1, 0)U (0, 1],
F(z) = 2!
10, dacd x =0

este derivabili §i F = f, adicd f admite primitive.
Existd functii mérginite care au primitive, dar care nu sint integrabile.

. Prezentarea unui astfel de exemplu necesitd notiuni gi rezultate care depé-

gesc cadrul acestui manual.

Vom vedea in paragrafele urmé#toare ¢ multimea functiilor continue pe
un interval [a, b] este continutd atit in multimea functiilor integrabile pe[a, 6]
(teorema 3.12) cit si in mulfimea functiilor care admit primitive pe [a, b]
(teorema 4.8).

myliimea muliirreq T re T

Lymctiilor Lunctiilor Lypctitor

nIegrabrle coninve care aamt

pela, bl pela, 6] primitive
pela, 6]

216. Propozifie. Daeif, g :[a, b] - R sint douit funetii integrabile,
far A, » € R, atunci
£ :
N+ pg
este integrabild gi
T ; N
(M(2) + pg(z)) dae= A} [ 4 § ﬂ glx)dz.
) Ja
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Demonsiraie. Fie
A, = (5, x1, o, zr), ('eN)
un gir de diviziuni ale lui [, ] cu
lim || A, || = 0
nre0
gi fie punctele intermediare
oy < E <oy (1<i<k;neN).

Avem

() oy OF + g )= 3" [M(ED) + pe(EDNa? — aly) =
i=1

= ARENEE — o) + w3 e(ENE — al) = Do, (1 E) + o (g, ).

Functiile f gi g fiind integrabile, rezultd (observatia 2.11) ¢4 membrul
drept al egalititii (1) converge la

ASZf(x)dx R uSZg(w)dx.

Prin urmare girul {0' A, (A - g, En)}ne  este convergent, gi Af -+ ug este.

integrabild. Trecind la limitd in (1), obtinem

b b b
[ (@) + wgtan de =2 fla)dz + «{ sty
a, a
217. Propozifie. Dacd f:[a, b] - R este o funefie integrabili
pozitivi Ky
fz) 2 0, (¥)=z € [a, b),
atunci
Sb flz)dx = 0.
a
Demonsirajie. Fie
An = (.’153, ZYy vry .I:;:n) nc N
un gir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel incit
lim | A, || =0
n—>oo
gi fie punctele intermediare
wf, € Bl L4 Uxigk;neN)

Atunci, f fiind pozitiv, avem

Fn _
T e (L B = Zif(i?)(x? — i) 2 0,
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S” f(a)de =lima, (f, &) > 0.

a n-=>w

2.18. Consecinfi. Dacdf,g :[a, b] — R sint functii integrabile astfel
ineit
flz) < g(z), (V) z Ela, b,
atunei

SZf(w)dz < SZg(m)dx.

Demonstratie. Din ipotezd rezultd cd functia g — feste pozitivd, Deci apli-
cind propozitiile 2.16 gi 2.17, obtinem

S" g(x)dz — S’;f(x)dm = S" (g(2) — flz))da >0,
adica .
S” f(z)dz < S“ 2(z)dz.

219. Consecin{d. Daed f:[a, b] - R este integrabild si
m < f(.’ﬂ) < M: (V) r < [av b]'p
atunei
mib — a) < S“ flz)dz < M(b — a).
Demonstrafie. Aplicind consecinta 2.18 functiei f gi functiilor constante m,
M gi tinind seama de exemplul 2.5 (1), obtinem
m(b — a) = Sb mdx < Sb f(z)dz < Sb Mdx = M(b — a).

a

2.20. Observajie. Orice functie integrabild fiind mirginitd (observafia 2.4 (B)),
existd m; M = R astfel incit

m< fle) < M, (V)z<=[a,b].

2.21. Propozifie. Fief:[a, b] » R 5i ¢c € (a, b) astlel ineit restrie-
tiile lui f la [a, ¢] si la [¢, b] sint infegrabile. Afunei [ este integrabili i
b ('3 b
(. ftardz = fl)dz + { fla)da.
a a@ c
Demonstratie. Notdm cu f; restrictia lui f la [e, ] si cu f, restrictia lui f la [e, b]
Prin ipotezd functiile f; si f, sint integrabile deci (observatia 2.4 (B)), mirginite. Rezultd
ci f este mirginitd, deci existi M > 0 astfel incit

| f(z) | < M, (¥)z = [a, b].
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Utilizind din nou integrabilitatea lui f, gi_f, deducem cd pentru = > 0 exist§
ne > 0 astfel incit

(1 S fla)dz — ay (fy ¥) ‘ <z,
(1) Hiﬂx)ﬂx ~ o (8| < £

pentru orice diviziuni A’ si A” ale intervalelor [, c] 5i respectiv [c, b] cu || A’ || < %,
I A” || < we si orice sisteme £’ si E” de puncte intermediare asociate diviziunilor A’
si respectiv A”, in plus, putem presupune ¢, micsorind eventual pe 7 avem

2M7;5<-:T.

Fie acum
A = (zg, 1, ..ry Tn)
o diviziune a intervalului [a, ] cu || A || < ne i punctele intermediare
Eielzia, zil, (A<i<a)
Vom arita ci
loalf, 8} — 1| <&,

unde
d = Sc flz)dz + Sb fz)de.

Intr-adevir, daci ¢ este un punct al diviziunii A, atunci
A = (x4, x4, .o, Zpy, €)
este o diviziune a lui [e, ¢], iar
A" = (e, Zp4y, oey n)
este o diviziune a lui [¢, b] 5i avem.
| IA 1< 1oy 1A% | < e
Punind
E’ = (&1, Ez. "‘»‘EP-_J):

"= (E'Dl Epilr iy En)
avem

oalfy &) = o5 (fis &)+ op0 (fy E7)

si deci din (1’) — (1”) rezultd
o (i 8 = | flalda| 4
a

Dacé ¢ nu este punct al diviziunii A, atunci existi re{l,2, .. n} astlel incit
Tpy < ¢ < xp.

loalf, 8) = 1| < <e

o (18 = | lelda
c

Deducem ci
A = (xp, ...y Zpy, €)
este o diviziune a lui [, ¢], iar

A” = (0, Loy Lpa1y seey wﬂ)
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este o diviziung g}ui [e, b]. Punind
El = (El: 521 saey Ep-l; L‘:I’

£” = (e, EJD-H) sy En)f

obt{inem
8 = 3G (o — 201) + T{En)rp = 2pa)y
aalf, &) 1;ﬂ ) (2 — = p){7p = Tpa
i*p :
2 p--1 (
op (for E) = S (B o — 2i1) + fle) (e — zpa),
A (fy ?;1 1 | p
o o E) = 3 M8 fat — i) + fle) (wp—
i=pH
si deci

SAlf, &) = oy (fu &) + ope (fr E7) + (&) (zp — 2ps) — fle) (wp — 2p-a)-

De aici §i din relatiile (1) — (1”) deducem

™) m—S“ fla)da |+ | oy (far £ —S" fla)dz | +

ldA(fl E)_II\(\

+ 1 (&) — fle) | (xp — 2p-4)
si deci

[ oalf, z)—1;<§+§+zM-m<s.

2.22. Definifie. Dacia < b §if:[e, ] » R este integrabils, atunci
punem prin definifie

(a) {)b flz)dz = 0, daecd a =1
gl

(“ fa)dz = — ' fz)ds
(8) \, fo)dz = — | fa)da.

2.23. Ewercifii.

1. 84 se calculeze sumele Riemann asociate funciiilor, diviziunilor A si sistemelor -
£ de puncte intermediare specificate mai jos:

1. f:[0,1]1 >R, A=(0,-§-.—. 1],
i a5 33
i =313
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8. f:[—1, 1]~ R, A=(—1,—1,o,i.‘ 1,).
2 2
flz) = ex, —In 2, 0, In 2);
4.7:00,3] >R, 1,2, 3),

& f:[i,ﬂ]—"R,

Ii

(
= (o,
flz) = o, = [
a=(ng

3_ 3 B, 2),
6 & 2
EE",Q_
7 3

1. Be considerd o funcfie f:[a, b] — R integrabil, astfel incit existd o constanti o cu
proprietatea: pentru orice interval deschis (z’, ") C[e, b], existi cel putin un punct
£ e (2, 2") In care functia f ia valoarea «. Si se arate ci

b
S fle)dz = (b — a).

f(w)=%- [-‘*

II.

2. 54 se arate cd functia f:[0, 1] — R definitd prin

0, dacang<%,
flz) = -

este integrabild, dar nu posedd nici o primitivd. 83 se calculeze integrala lui f.

8. Be considerd o functie f:[a, b] — R integrabild, astfel incit pentru orice intervsl
deschis (z’, 2”) C[a, b], existd cel putin un punct £ = (2, 2”) astfel incit f(E) = 2.
B4 se arate ci

Sb flo)dz = b2 — o?,

4. Se consideri o functie f:[0,1] — R integrabild, astfel incit pentru orice interval

deschis (2, 2”) C [a, b], existd cel putin un punct e (z’, ") astfel incit f(E) =

= 1 . S8 se arate cii

1+ &

S’ flz)dz = In 2.
0

5. Se considerd o functie f:[a,b] — R astfel, incit in orice interval deschis (2%, a")
C[a, b], existd doud puncte & = (2, "), E” e (', 2”) astfel incit
flE) = &, f(&") = 28",
54 se arate cd f nu este integrabild.
6. Se consideri o functie f :[a, b] > R pentru care existd o diviziune
A = (a9, 2, ..., 7n)

a lui [a, b] astfel incit f este egald cu o constanti o; pe fiecare interval deschis
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(i1, @;). B4 se arate cd f este integrabild si

n

Sb e = $ o g = 1],
L i=1

7. 5S4 se arate cd functia

definitd prin
flz) = [sinz |
este integrabild si si se calculeze integrala sa.
8. Be considerd o functie
f:[0,2] - R
astfel incit
fle) = {:; ia‘f :a; [Z' ;]'(1, 2.
54 se arate cd f este integrabild si si se calculeze integrala sa.
9. Se considerd functia
f:[0,1]1 =R
definitd prin
flz) = [2%],

unde [y] inseamnd partea intreagi din y (adicd cel mai mare numir intreg mai mic
sau egal cu y). 8% se arate cil f este integrabild si sd se calculeze integrala sa.

10. Se considerd functia
f:00,2/3]-> R
definitd prin
fla) = = - [z].

S4 se arate ci aceastd funcfie este integrabili si si se calculeze integrala sa.

§ 3. INTEGRABILITATEA FUNCTIILOR MONOTONE
SI A FUNCTIILOR CONTINUE

3.1. Deti n\i\tie. Fie f:[a, ] - R o funcfie miirginita i
A = (z,, 2y, ..., x,) 0 diviziune a intervalului [a, b]. Notim

& inf f(z)

mp=_ [0 %] (= marginea inferioard e mulpimii flz;_y, 2]);

det : o e ‘
M,éfl}g fi (x)] = marginea superioard a mulfimii f[z;_y, %]);
S % '

a(f) 5717(-1-2 m( Ty — By )y
i= 1
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Sa (S Myfa; — 21.4).
=1

sa(f) (respectiv Ss(f)) se numeste suma Darhoux inferioars
(respectiv superioari) asociatd funefiei f si diviziunii A.

3.2. Observagie. Dacd functia f este pozitivd, atunci sa(f) (respectiv Sa(f))
reprezintd suma ariilor dreptunghiurilor de bazii [z; — x; ;] §i indltime m;
(respectiv M,).

Deci aria figurii plane mirginite de axa Oz, graficul lui f si dreptele para-
lele la axa Oy, care trec prin punctele de coordonate (e, (), respectiv (b, 0),
este aproximatd de sa(f) prin lipsd, iar de Sa(f) prin adaos.

3.3. Propozitie. BSu-
y mele Darboux ale unei funeii
mirginite [ :[a, b] - R au urmii-
toarele proprietifi:

f\ | (i) sa(f) < aalf, &) < Sa(f),
‘ ‘ ,L (V)& € [z, =l
(i1) dacii A’ este mai finid deeit

A (A c A'), atunci
salf) < salf)

: T > 8l
i K Xner an L

Fig. TL8. Sar(f) < Salf);

o] a=x, x,

(111) pentrn orice pereche de diviziuni A,, A, ale intervalului [a, b] are loe
inegalitatea
Sﬁl(f) < ‘S-)a(f)'
Demonstragie. (i) Inmultind in inegalitatile evidente
mi < f&) <My, (V) & & [y, 3l
e x; — x5 si Insumind dupi 7, obtinem:
n m n
D mi (@i — %iey) S Qo &) (21 — 2ia) < 37 Miay — aiy),
=1 =1 =1
adicd
salf) < oalf, &) < Salf).

(ii) Fie A c A’si s considerdm cazul cel mai simplu: diviziunea A’ este obfinuté
din diviziunea

A = (2, Byy oo Ejoyy Zjy ey Tn)
prin addugarea unui singur punct de diviziune ¢;j intre zj_; si xj
A" = (g, 8y sy Bjuys By Ty ey En)e

Notind
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m S it @) siom %ing fa) |
NE[xjp ] XE[ G5 ]
rezultd
mj < m'l si mj\<‘m’1f,
deci

salf) = mylaj — =j-y) + 2 mi(x; — @) = mjl(xj — ¢j) + (¢j — ajy)] +

i=
iEj
+ 2 milei — @ing) < milag — o) + mile — ) + 3 milay — ai) = sy lf).
iFj (E3]

Cazul general se reduce la aplicarea succesivi a caznlui particular studiat mai sus.
in mod analog se demonstreazd inegalitatea

Sae(f) << Salf).

(iii) Fie Ay, A, doud diviziuni ale intervalului[a, b] si fie A i Ay U A, reuniunea lor.
Atunci (observatia 1.10 («)) '
Apc A, (V) k=1, 2,
deci, aplicind punctul (ii), obfinem
(1) 8, () < salf) 51 Salf) < Sp (f), (V) k= 1,2,

fnsa (punctul (i)
SA(f) \<\ Sﬂ(f)l

prin urmare

84, (F) < salf) << Salf) < 8, ()

3.4, Observatie. Proprietatea 3.3 (ii) se poate exprima astfel:
Prin trecere de la o diviziune la alta mai find, sumele Darbousz inferioare cresc, iar sumele
Darboux superioare descresc.

De asemenea, proprietatea 3.3 (iii) mai poate fi formulati si in modul urmator:
Orice sumd Darboux inferioard este mai micd decit orice sumd Darbouxr superioard.
Aceste rezultate pot fi reformulate astfel:

856.Propozitie. Dacd f:[a, b] - R este o functie mirginits, atunci:

(«) mulfimea {sa(f)}a a tuturor sumelor Darboux inferioare ale funectiei f este majorati
(de orice sumi Darboux superioarii a lui f);

(B) mulfimea {Sa(f)}a a tuturor sumelor Darboux superioare este minoratd (de orice sumi
Darboux inferioard).

8.6. Observafii: (). Multimea {sa(f)} fiind majoratd, admite (vezi Ag) o margine supe-
rioard), notim I(f) aceastd margine superioard

1) Zsup sa(f).
A

(B) Multimea {Sa(f)} fiind minorati, are (vezi 4g) o margine inferioard; notim cu
I{f) aceastd margine inferioars
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I & inf Sa(f)

(y) Pentru orice diviziune A a intervalului[a, 8] au loc inegalitatile

salf) < I(f) < I{f) << Salf).

3.7. Teoremi. Fie f:[a, b] » R o lunetie mirginiti. Atunci urmi-
toarele afirmatii sint echivalente:
(1) pentru orice ¢ > 0 existi n. > 0 astfel incit

Salf) — salf) <,

oricare ar fi diviziunea A a intervalului[a, b]eu || A || < %e;
(i1) functia [ este integrabili.

Demonstratie. (i) = (i) Avem inegalitdfile
(1) salf) <I(f) < 1(f) < Salf), (V)4
deci l
0<I(f) — 1(f) < Salf) — salf), (W) A
insa prin ipoteza, pentru orice e > 0 existd =, astfel incit
(2) Salf) — salfl < e (V) Acu [[A]l < =,
deci .
0<I(f) = Lif) < SAlf) —sa (f) < e (V)A cu JJA} < e

Cum ¢ > 0 a fost arbitrar, rezulti ci numerele reale I{f) si I(f) sint egale; fie I(f) valoarea
lor comuni. Atunci din (1) obtinem

(3) sA(f) < I(f) < Salf), (V)a.

Insa (propozitia 3.3 (i)) pentru orice diviziune A = (z,, =y, ..., #n) & lui [a, b] si orice
puncte intermediare z;; << & << @3, (1 << i< n), au loc inegalititile,

() salf) < oalfy &) < Salf).
Din inegalitatile (2) — (%) obtinem
loa(f, &) — 2{f)] < Salf) — salf) <,
oricare ar fi diviziunea A alui[e, b] si oricare ar fi puncteleintermediare £;. Aceasta inseam-

nid cd f este integrabila si céd

Sh fla)de= I(f) =1(f) = I(f).

3.8. Observatie. Derﬁon's-tgapia implicatiei inverse este relativ simpld si se bazeazd
pe urmétoarele relatii dintre sumele Riemann si sumele Darboux:

sa(f) = inf {oalf, &) | & & [@—, x]; 1 < 1< 0},
Salf) = sup {oalf, &) | & €[z, %], 1 < i< n).

39. Teoremi. Orice funcfié ronstoni f :[a, b] — R este integrabili.
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Demonsirajie. Daci f este constanti, atunci (exemplul 2.5 (1)) f este inte-
grabild. Considerim acum cazul cind f nu este constantd; in acest caz

| f(a) —£() | >0.

Presupunem ci f este crescitoare si pentru orice €= () s& notam

def e

(1) e

Fie

f(b) — {la)

& ={iy; Wigeewy Xg)
o diviziune a lui [a, b) astfel incit
(2) A < 9.
Functia f fiind cresciitoare, avem

flz; ) = m; = inf f(l‘)s

CE[N s ;x‘l-]
(3) _
flz:) = M; = sup f(=).
SEp ]
Din (3), (2) si (1) obginer
Sa (F) — salf) =3 (M — my) (@ — w0 = SO f(w) — fla) i — i)
i= i=1

<A ”i[f(mi) — f(@i)] = [ A (f(b) — fla)) <

=1
— & (f(b) — =e,
< (6) — fla) =
deci f este integrabild.

Observajie: In demonstrarea unor rezultate importante ca-

— integrabilitatea functiilor continue,

— calculul ariilor (respectiv volumelor) unor multimi asociate functiilor
dontinue pozitive,
se foloseste o conditie mai puternica decit conditia de continuitate. Aceastd
conditie este indeplinitd de functiile continue pe intervale inchise i mdrginite.
Vom admite, deci, fird demonstratie urmétorul rezultat:

3.10. Orice functie eontinui definiti pe un interval inchis gi mérginit,
f:la, b] = R, verificd condifia:
oricare ar fi e > 0, existd v, > 0 astfel incif pentru orice
(U) |2, z"€[a