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@ Functia exponentiald si functia logaritmica

§ 1. Functia exponentiald
1.1. Puteri cu exponent ragional (recapitulare)

n clasa a IX-a s-a definit puterea cu exponent rational. S8 amintim aceastd
definitie.
1. Puteri cu exponent rafional pozitiv. Dacd a > 0 este un numdr real
by, L1 ” , o ‘
nenegativ, iar — un numar rational pozitiv, atunci
n ' '
m o
gl = .a™ (1)
9. Puteri cu exponent rajional negativ. Dacd a > 0 este un numér real,

s B . ; i :
pozitiv, 1ar — un numar rational negativ, atuncl
. . :

1
oy O
a "

m

3 m A ety h
Deoarece numirul — — este pozitiv, @ ™ a fost definit la punctul 1.
- ,

; . T .
3. In sfirsit, dacd ¢ >0 iar — = 0, atunc
n

®
a® = 1. (3)
Relatiile (1), (2) si (3) definesc puterea unui numar pozitiv @ > 0, pentru

: . m : . iz
orice exponent rational — . In clasa a IX-a s-au studiat o serie de proprietail
n

ale puterilor cu exponent rational oarecare. In cele ce urmeazd vom folosi in special
proprietdfile date de urmatoarea teoremd.

Teoremad.1. 1. 1° Daci a>1 este un numir real, atunci dintre doui puteri cu expo-
nent rational pozitiv ale acestui numir, este mai mare aceea al
cirei exponent este mai mare.
2°. Daci 0 <o <1 este un numir real, atunci dintre doud puteri
cu exponent rational pozitiv ale acestui numidr, este mai mare
aceea al cirei exponent este mai mic.




.m 1 .
Demonstrajié. 1°. Intr-adevér, fie — > P — .0 dous numere ratio-
n

= -p— e . . . . .
nale pozitive. Avem ar = P/ a™ sia? = ¥ aP. Aducem acegti radicali la radicali
de acelagi ordin:

Vaﬁ :Ml/a_ﬁﬁa Vﬁ :ﬂVEﬁ,—p'

cum ™ 2 rezults c& mg > np. Dar, cum a >1 rezultd @™ > gy e, e
Cum — >
“V am™ >"f/ a™ sau

m P

a® =a¥.

9°. Demonstratia este analoaga cu cea de la punctul 1° i de aceea 0 omitem.

Exemple. 1) Avem 1,24 < 1,22. De aceea

1 1.2t 1 1,22
91,21 « 91,22 [—) >('2—] .

4

9) Avem 0,3 < 0,2. De aceea

(V§)0’3<(l/—§)‘0’4;‘ [_1/1?)0.3>(_i_]0,4-

| 2. Puteri cu exponent real oarecare

1n acest paragraf vom defini puterea cu exponent real oarecare de b_azta01?1(1)13816:l
tivd, astfel incit aceasta sd coincidd pentru exponent rational cu cea Intr
1
mai inainte. oL i)
Mai precis, dacd a > 0 este un numar ;-eal pozitiv, iar £ un numar
care, ne propunem s dim sens expresiel a”. s i
Aminti i 1 1vi imari imale ale numerelor
Amintim, mai intii, citeva fapte privind aproximdrile zecima
reale. ) . g T A
Fie x un numdr real oarecare reprezentat sub forma de fractie zecimald infinitd,
adicd © = Ty T1%T9Lg.-Tpeer - Pentru numiérul z, aproximérile zecimale cu o eroare
mai micd decit 10™ sint:
1) prin lipsd: @p = To) L122Ts: - Tns i
ii) prin adaos: T, = Zo 3 i e (0] . ‘
Asadar numdrului z i-am asociat aproximdrile sale zecimale:
S s T
prin lipsd: zo, T3, Tz T3 -0
prin adaos: zg, %1, T3 Ter o
astfel incit:
T € T < Ty
T < T < Ty
Ty < T < T

A S RO O S 2

Observdm ci aproximdrile zecimale prin lipsd gi prin adaos ale unul nuUMAr
real z sint totdeauna numere rationale.
1. Puteri cu exponent real poziliy Vi e
Pentru definirea puterii de bazd av>0, cu exponent real, distingem doua
cazuri, dupd cum baza este supraunitara sau subunitara:

4

=

1° @ = 1. Fie z >0 un numir real si si considerdm aproximdrile zecimale

prin lipsd §i prin adaos cu o eroare mai micd deecit 10™, Atunci pentru orice n,
avem

Tons M < s

Dupd cum am observat numerele zy, z. sint rationale pozitive gi deci

conform definitiei puterilor cu exponent rational, au sens puterile a*n 8l a%n,

pentru orice n.
‘Mai mult, dupd punctul 1° al teoremei 1.1.1, rezultd cd a®n < @n.

Definitia 1.2:1. Fie a>1si x un numir real pozitiv. Se numeste puterea x a lui a

un numir real y, care pentru orice numdr natural n satisface ine-
galitagile:

a*n < Y < a%a.

Se poate demonstra cd un astfel de numar real y existd si, mai mult, este
unic. Demonstratia riguroasi a acestui fapt depiseste programa clasei a X-a. Ea
necesitd notiunea de limitd si se va studia la Analizd matematicd in clasa a XlI-a.

Numiruly dat de definitia precedentd se noteazd a* i se citegte a la puterea x.

Ezemplu. 83 explicim ce trebuie inteles prin U Aproximirile zecimale ale
lui |/ 2 sint urmitoarele:
prin lipsd: 1; 1,4; 1,41; 1,6145 ...,
prin adaos: 2; 1,3; 1,42; 1,4155 .. 3
astfel incit:

1 VAT
A 1,4 <|/2<1,5

A |52 =142,

1,414 < |/ 2 < 1,415,

Numiérul care ne intereseazd y = SV?‘ indeplineste inegalitiitile:

< y < 3?

91,4 < y< 31,.'1‘
< y < 3142,
sy < 31,415!

2° 0 < a < 1. Dacd z >0 este un numaér real, avem
Liaed < Wy
Dup# punctul 2° al teoremei din paragraful precedent rezultd ci a%n < a*n.

Definigtia 1. 2. 2. Fie0<a<1§i x un numir real pozitiv. Se numeste puterea x a

lui @ un numir real y, care pentru orice numir natural n; satisface
inegalitagile:

a*n < Yy < d*n.

Se poate demonstra cd un astfel de numdr real y exista si, mai mult, este unir

i)




: 1
Ezemplic. 84 exnlicim ce trebuie inteles prin [—q—]y %
m si labelul aproximirilor zecimale ale lui I/E

(_l]lf_‘z indeplineste inegalititile:
3

Avind in vedere-cele de mai inainle precu

din exemplul precedent, numérul care ne intereseazd y =

1131
<|—1 »
5)
1,5 1 \1,4
<y s [-"] »
1,42 1 L4t
< dnsall== i
) sl
1,415 1 1,414

— p— —
Ir—‘h r.a‘-br,_alu-\ g:\.—‘-
L

™

A

=

—
w

Vom adiuga cd pentru orice numér real x,
LS
=i

In final trebuie mentionatd o proprietate importanta a puterilor cu exponent

pozitiv si anume:
Oricare ar fi a > 0§t x >0 avem a* > 0.
Intr-adevar, fie z, si h aproximirile zecimale ale lui z prin lipsé, respec-
tiv prin adaos. Atunci, pentru orice n, avem:
1° Dacd a > 1, atunci
a*n < a* < a%n.

2° Daci 0 < a < 1, atunci
a*n < a* < a®n.

sint rationale §i pozitive. De aceea a*n >0 s§i a*n >0,

Numerele z; i &7 0 8 0
deoarece este, cuprins intre doud,

pentru orice a ~ 0. Atunci, evident, a* >0
numere pozitive.
9. Puteri cu exponent real negatiy
Dacd a >0 si z este un numar real negativ, atunci prin definitie

Deoarece numirul —z este pozitiv, a™* a fost definit la punctul 1.

Mai mult, am demonstrat cd a* 0, pentru —x > 0.

s st [_1_4’5: g
: De exemp}u, 3 ‘3V‘3 g 3) -——(1)1"5
3

. : 2 1 T
Am demonstrat ¢id dacd x =0 atunci a® >0. Cum a™ = -a?,rezulta ca

si pentru x <0, avem a* >0, o) _
Amintim cd pentru a # 0, am convenit sa punem a® =i,
Astfel, am definit puterea unui numér pozitiv cu orice exponent real. Puterea

|

1

i unui numdir negativ cu exponent real, in general, nu este definita.
\

|

6

3. Proprieti}i ale puterilor cu exponent real
Fie @ >0 §i b >0 (numere reale pozitive). Atunci pentru z §i y numere
reale, avem:

g al. =afty, 3. (ab)* = a*b*, 5. (a¥)V = a™.
2. Ei:ax_yl' : E_)x:f.
a? b b~

Pe baza definitiei puterii cu exponent real data mai inainte si folosind pro-
prietétile corespunzdtoare ale puterii cu exponent rational, verificarea acestora se
face fird dificultate. Lisim ca exercitiu demonstrarea lor.

Ezemple. 1) (—)_ e 2 e 21/—3 o

1
2
2

2) [[%)v—s]- Ve Z“L]— Ve _ [%)“’ — (20 = (21)° = 2° = 512.

VB Y-V pVa-V g
72

3)

1.3. Functia exponengiald

Fie a > 0 un numir real pozitiv. Am vézut in paragraful 1.2 (pet. 1 si 2)
od oricare ar fi numérul real z, avem a* >0. Agadar, putem defini functia
urmatoare: : ¥

f: R— (0, 0), f(z) = a®.

Observajie. Pentru a =1 se obtine o functie constantd f:R — (0, oo),
f(x) = 1 i de aceea aceest caz nu prezintd un interes special.

O functie f : B — (0, o0), f(z) = a*, unde @ >0 si a # 1, se numegte funciie
exponenjiald (de bazi a).

Enuntim, in continuare, o serie de proprietdti importante ale functiel expo-

nentiale. :
- 1. Daci a > 1, atunci pentru x >0 avem a*® >1, iar peniru @ < 0 avem

a* < 1. Dacd a < 1, atunci pentru z >0 avem a* <1, tar pentru z < 0 avem
aFie> 13

AP : J : - m
Demonstrajie. Fiea > 1 §i z > 0. Dacd x este rational, adicd z = — >
n
an
atunci a* = a " = [Y@™. Cum a > 1 rezultd ci i a™ >1, dar atunci i [a™ > 1.

Dacd z este un numir real pozitiv oarecare, fie z, §1 xp, pentru orice n, aproxi-
mirile zecimale prin lipsd si prin adaos ale lui z. Atunci

Bl S X Ty
Cum @ > 1, rezultd cd pentru orice n avem
a*n < 0* < a*n.

Dar z, este rational pozitiv i dupd cum am observal mai inainte a*a > 1,

de unde a* > 1.
Daca z < 0, atunci avem

ai* '




Dar —z >0 si deci ¢™* >1. Prin urmare
1

< 1.

a* =

a_ X

Cazul in care 0 < a < 1 se trateazd analog; il ldsdm ca exercitiu.
9. Dacd x = 0, atunci independent de a >0 avem a* = 1.

Aceasta rezultd din definitia puteril nule.
3. Pentru a > 1, funcjia exponenjiald f(x) = a* este strict crescdtoare, iar

pentru 0 <a <1 este strict descrescdtoare.
Demonstragie. Fie a >1 §1 ; < Ty Si aratdm cé
a*l < a*e,

Intr-adevir, din 2, < @, rezultd cd existd.u ~ 0 astfel incit z, = 7, + .

Atunci
a*@1 — g% = a1 — a1ty —= ﬂxl('l — a*).

Deoarece u >0, dupd proprietatea 1 a functiei exponentiale rezultd @* >1.
Asadar, a® >0 si 1 — a* < 0, de unde a*(1 —a") < 0. Inseamna cd a® —
_ g% <0, sau a*1 < a*. Deci din z, < z, rezultd @™ <a*™, adicd functia
f(z) = a* este. strict crescatoare.

Analog, se demonstreazd ca pentru 0 < a < 1 functia f(z) = a® este strict
descrescitoare.

4. Funcfia exponenjiald
bijectivd.

f:R - (0, o0), flz) =a* (a 50, a# 1) este

Demonstratie. S& ardtim mai intil cd f este injectiva. Fie, pentru

aceasta, z,, z, € B astfel incit z; # x, Atunci avem z; < Zp Sau Ty > x, S#
presupunem, de exemplu, cd z; < x,. Atuncl dupid monotonia functier exponentiale

(proprietatea 3) rezulta:

1. daci a > 1, .atunci f(z,) < f(%2) si-deci f(z,) # f(22);

9. daci 0 < a < 1, atunci f(=z,) > f(x,) si deci flzy) # F(2a)-

Analog, rezultd pentru z, = Z. Deci [ este injectiva. Demonstratia faptului
ci functia exponentiald f este surjectivd depdseste programa clasei a X-a. Ea
necesitd notiunea de continuitate si se va face la Analizd matematicd in clasa a XI-a.
Cu alte cuvinte, se poate demonstra ca oricare ar fi y, >0, un numar real pozitiv,
existd un numir resl z, astfel incit a® =¥, (Conform injectivitdfil functiei f
rezulti cd x, este unic.)

5. Funcfia exponenjiald flz) = a* este inversabild. .
Aceastd proprietate este evidents, deoarece orice functie bijectivd este inversabild.

In §2 ne vom ocupa de studiul inversei functiei exponentiale.

|.4. Graficul functiel exponentiale _

ul funetiilor f(x) = 2% si g(z) =
x o

— 5%, iar pe alta al functiilor A(z) = (%J st k(z) = (i) . Trasarea “fiecdrui

)

grafic se face ,prin puncte

Pe aceeagi figurd vom reprezenta grafic

«  Asociem tabelele de valori urmitoare:

% o g T S SN R e
1 T T
e R R e S
f(z) 5 L 5
B (.1 ) 2 4 TRl s e 1
) Dt s B

Observim cd pentru z = +2, +3 si, in general, pentru z intreg diferit
de + 1, valorile functiilor g(x) = 5% s1 k(z) = (g) sint ori foarte mari, ori

foarte miei, deci punctele corespunzitoare sint greu de figurat pe grafic. De
aceea, in acest caz, vom lua pentru z valori fractionare cuprinse intre —1 gi 1, de

iy 1 1 [l O A
exemplu: z = —1, S i v 0, =i it 2 1. Valorile funectiilor

vor fi calculate aproximativ. Astfel:

5O — i

o .
54 — W= 1/5= /22360~ 1,5;

o] =

5% =/5a224;

=

5% =153 = (IV5)° = 3,34;

5 — 5
£ Sl
1 _
5 :H—lzﬁz 0,66; s.a.m.d.
5* @
gt 4 1 SRR 7 TP
z o o] A TG S e U
ig 2 4 P Bl
g(:c):ilx 02 03 045 066 1 15 204 3,3% b
x
"(m)=(g) 5 334 22 15 1 086 045 03 02

\

Prezentdm intr-un sistem de axe z0 & i
Prez . y punctele ale céror coordonate sint
valorﬂIle din tabelele dﬁe mai sus. Punctele obtinute le unim printr-o linie contimllrall.
n figura I. 1 sint reprezentate graficele functiilor f(z) = 2% si g(z) = 5%,
jar in figura I. 2 sint reprezentate graficele functiilor A(z) = (i)x gl k(z) = (—)x .
: 2 5

Fig. 1. 1 Fig. I. 2




Analizind graficul functiei exponentiale pentru diverse baze, constatdm ci

el are urmitoarele proprietéti:

1) Trece prin punctul de coordonate (0, 1) de pe axa Oy. _

2) Graficul functiei exponentiale este constituit dintr-o singurd ramurd
care ,urcd“ pentru baza a > 1 si ,coboard” pentru baza 0 < a < 1.

3) Graficul funcfiei exponentiale este din ce in ce mai ,apropiat® de axele
0z 510y cucit aeste mai mare, dacia > 1,saucucita este maimic, dacd 0< a <1,

E xercitii

1. 84 se afle care numir din perechile de numere urmitoare este mai mare:
5
5 ! ; v 3 76
ol d) (0,5 si 2% g) SV si 1

At 5 6 _%T“ sVllB)s

TaAE S el

4
T B

o]

a)

b Y6 s V6

) (2 » 3]

9. S se aducs la form# mai simpl¥ expresiile:

¢

o (5] (L) e o LrrE "

2] ‘ g] \ ;
yis 27y 3 N

R s 2l
l,'VwB ﬁVm

alorilor lui @ pentrn care este adevaratd inegalitatea:

g) [i] Vi > 1

3. 84 se afle muljimea v

|
\
|
l
a) 3% >'729;
:
\
|

d) 8% < 3;

81

—_ 1 1 x 1
bh) 2% < 0,25; 9)%. 2> — h [—:) <—
) y 20 E‘] (l/ ) g ) ?/0’5 L

c) 2% > -1)—; f) (0,01)2 (1/10)* < 1; i) 32 (¥ 2)* > 0,25.
128
4, S3ise compare m sin daci este adevirati inegalitatea:

a) (3m)™ > (37"

() <)
16 16

\

|

|

|

\

} :

| 5. 94 se deduci care din numerele urmitoare este mai mare decit 1, si
| j

\

QW T= BT V3™

care mai mic

decit 1: A
a) {%)Vﬁ;' c) (—i—]ﬂ ; ) (l/? i
b) (1/3)}5: d) (/23— 1)—%; f) ("-}1]‘”-

6. S se atle care numdr din perechile de numere urmitoare este mai mare:

o V2 o (_’1_]— }’?; ) [_2_]1+V'€ 5 (_2_]]/'5+ V’a';
: ] 5

|

\

| g [E)l”"‘:;i (5 AN Al 17
‘ |

\

|

’
6

| 10

1=

7. 84 se afle x astfel incit «® > ( ) , unde ¢ > 0 este un numir real pozitiv.

a

8. 81 se spuni daeil sint echivalente inega'itdtile urmitoare:

1\ 4\x—1 |
c) [") >(——) 8l 2z < . — 1;
) 3 i

d) 8=* < & si 82® = 2.

a) a® > at 5l x> &;
b) 6%* < 6% si 2® < x;
9, 84 se traseze graficul functiilor f:R—R, unde:

a) fla) = 272 o) fla) = 2% 5
b) flz) = 272 d) flz) =2~ I x|

e) flz) = 2% — 2;
f) flz) = 2% + 2.

10. 8% se traseze graficul functiilor f:R — R, unde:

a) file) = (i]x"l; ¢) fla) = [%]m:

1) fla) = [i)‘ Il

e) fla) = (i]xf 1;

(=Y

-

(]

5 f) fz) = (—]x+1.

2.1. Definigla logaritmulul unui numdr pozitiv

Fie ¢ >0 un numdr real pozitiv, a # 1. Considerim ecuatia exponentiald
(1) a* =N, N >0. | '
DI.I] proprigtatea 4 (§1), pet. 1.3) rezultd cd ecuatia (1) are o solutie care
este unic determinatd. Aceastd solutie se noteaza ' ,
(2) == log N
si se numeste logaritmul numdrulut pozitiv N in baza a.
Din.(1) si (2) obfinem egalitatea
(3) a%8aN = N '
’ care ne arati ci logaritmul unui numdr real pozitiv este exponentul la care trebute
ridicatd baza a (@ >0, a # 1) pentru a obfine numdrul dat.
Dacd in (1) facem z = 1 obtinem a! = a si decl
(@glog.a = 1. :

Egemple. 1) 84 calculdm log, 32. Cum 2° = 32, at idi rats : :
avem log, 32 = 5. g 32, atunci din delinitia logaritmului

. 1 )

92) 85 determinim log. — . Din egalitalea DRl — X obtfinem 10221 —
16 16 LT

3) S determinim log, 27. Sd considerim ecuatia exponenfiald [-1)’c — 97. Cum

= 3 ‘
3

e 1 . ,

(3 — 3: = 27, Obtlnem = —3 si deci logl 99 — 3,

3

4) Gum 4% = 256 atunci din delinifia logaritmului obtinem log, 256 = &.
o Observatie. 1n toate exer‘nplele pe care le-am dat am putut sd calculim logarit-
u numerel(?r date. in general, determinarea logaritmului unui numir oarecare nu se poate
face cu exactitate. Cind vom studia tabelele de logaritmi vom arita ci logaritmul unui- numir
se poate indica cu o anumitd aproximafie. T

11




212, F-uncgla logaritmica

Fie ¢ >0, @ # 1 un numdr real. In paragraful precedent definind notiunea
de logaritm in baza a, fiecirui numar pozitiv NV i s-a asociat un numér real bine
determinat. Acest lucru ne permite sd definim o functie

£:(0, +00) » R, f(z) = logaz
numitd funcjie logaritmicd.

latd citeva proprietdti ale functiei logaritmice:
1% A1) =4 _
" Intr-adevir, cum a® = 1, rezultd cd loge 1 =0 si deci f(1) = 0.

2° Funcjia logaritmici esle monotond. Mai exact, daci a > 1, atunct funcjia
logaritmicd este sirict crescdtoare, jar daci 0 < a < 1, functia logaritmicd este strict
descrescitoare.

Intr-adevér, si considerim cazul @ >1 si fie 2, 3 € (0, +o0) astfel
_ineit z, < T,

Cum z, = al&® i z, = al°8*®, rezultd cd al°€c®: < a'%8a*.

Dar functia exponentiald fiind crescitoare (a se vedea § 1) obtinem cd
log, z; < logg adicd f(z;) < f(@g)-

Tn cazul 0 < a < 1, din inegalitatea a'*%a™ < a2 gi din faptul cd functia
exponengiald cu baza un numdr real 0 < a < 1 este strict descrescitoare, rezultd
cd log, z; > logg Ty, adicd f(zy) > f(za)-

3° Functia logaritmicd este bijectivd. -

Intr-adevir, dacd z;, , € (0, +oo) astfel incit f(z1) = f(z,), atunel
log, #; = log, 7, Dar din egalitatea (3) (§ 2) obtinem z; = al%8e® §i x, = a'%%®,
adicd x, = x,. Deci f este o functie injectiva.

Fie y € R, un numdr real oarecare. Notdm z = a¥. Se vede ci z € (0, +00)
si loger = logea’ = y. Deci f(z) =y ceea ce ne aratd cd f este g surjectiva.
Asadar f este bijectiva. :

4°. Inversa funcjiel logaritmice este funcjia exponenfiald.

Functia logaritmica ;

7 (0, +00) » R, flz) = loge
fiind bijectivi, rezultd din § 3.7, cap 11, Algebri clasa a IX-a cd ea este inversabild.
Inversa sa este functia’ exponentiald '
g:R — (01 +c’o)1 2() ,:—“‘ax' :

Intr-adevir, dacd z € (0, -+oo) avem (gof) (x) = g(f(z)) = g(logez) =

— gl — ¢ si daci y € R, atunci (fog) (y) =fle(y)) =F(a) = }logaa” =Y.

)
A
Graficul funcjiei logaritmice f(z) = log,x pentru a = 25} ot

Congiderim tabelele de valori

1 1
z o =3
16 8
log,z —4 —3-
lOg B : 4 3
oy
1 1
i e LAY
625 125
loggx —4 —3
log1 4 3
5
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Reprezentdm intr-un sistem de axe z0 &

~ Rep ! y punctele ale céror, coord

valorile din tabelele de mai sus. Punctele obtinute le unim printrlio lirll‘ieoggrtl‘:ilfli?it

B In figura I.? sint reprezentate graficele functiilor f(x) = logy §i g(z) = log z,

iar in figura I.4 sint reprezentate graficele functiilor A(x) = log1 z §1 k(zx) = log 15:1:,
. 1T

Decarece functia logaritmicd este inversa functiei i e

& unc _ ! nctiel expon 1

celor doud functii sint simetrice fajd de prima bisectogre.'ln I}iglfrl-lffl.ﬁe ,al%':' i&;ﬁk

zentat grafic functiile f(z) =logyz si g(x) = 5%, iar in figura 1.6 am reprezentat

grafic functiile f(z) =log: x si g(x) = (1 i
Graficul functiei logaritmice are urmdtoarele proprietdti:
1) Trece prin punctul de coordonate (1, 0) de pe axa Ox.

2) Graficul functiei logaritmice este constituit din i
5 § ] onstituit dintr-o singurad 8
wurcd“ dacd baza @ >1 si ,coboard” dach baza 0 <a < 1. B TN

Fig. 1. 3 Fig. 1. 4




propiat de axele

ce este din ce in ce mai ,a
te mai mic, dacd

3) Graficul functiei logaritmi
dacd a>1, sau cu cit a es

Oz si Oy cu cit a este mai mare,
0<a=l

4) Graficul functiei logaritmice este
tiale fatd de bisectoarea unghiului z0y.

simetricul graficului functiei exponen-

2.3. Proprietitile logaritmilor

Folosind proprietitile puterilor cu exponenti reali obtinem urmitoarele
proprietdil pentru logaritmi: -
1° Daci A si B sint doud numere pozitive, atunci

log,(AB) = log,A + log, B
T

(logaritmul produsului a doud numere este egal cu suma logaritmilor celor doud

numere).
ntr-adevir, dack log,A = @ §1 log,B =y, atunci a® = A si @ = B. Cum
@tV = ¢* - a¥, obtinem Y — A - B s deci logy(AB) =2 4+ y = loga4 + logsB.
Observaiie. Proprietatea se poaté da pentru n numere pozitive

At Apitiay An adica

0gg(A Az .o An) = logaA; + logeds + - + logaAn
s T e B AR
99 Dacd A si B sint doud numere pozilive, atunc

‘ 1oga% — log,4 — logeB

(logaritmul citului a doud numere este egal cu diferenta dintre logaritmul numéra-

torului si al numitorului). "
Intr-adevér, tinind cont de proprietatea 1°, avem log,d = 10ga(B . B) =
A e A
= log, = + log,B, de unde rezultd cé loga}; — log,A — logqB.
Observajie. Dacd punem A =1 s {inem cont cid logsd = 0,

il
log, = = —log,B

L

3° Daci A este un numdr pozitiv si m un numdr real arbitrar, atunct

|
i
|
\
1
, obtinem egalitatea:
|
|
|
|
|
\

log,A™ = m log.4
[ R AR = x

|
i

este egal cu produsul dintre exponentul puterii

si logaritmul numdrului).
Intr-adevir, dacd loged = 2, atunci e
si deci log,A™ = mx = m loggA.

(logaritmul puteril unui numar

a* — A. Dar atunci A™ = (a®)" =
\
|
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4° Dacd A esie un numdr pozitiv si n un numdr natural (n 2 2), atunct

log, [V A — 1%8ad
n

(logaritmul unui radical dintr-un numér este egal i i i
(logarit unui cu
e ol radionluls) g citul dintre logaritmul numé-
Intr-adevir, proprie s 3 ic i
| , proprietatea 4° este un caz particular al proprietdtii 3°,
punind m = —-
n
Exemple. 1) S caleulim log,75.
Avem logg75 = logy(3 * 25) = logsd + log.25 = 1 + logs5® = 1 + 2 logy5.
2) 84 calculiim logz 1 000 — log,125.
1 000
125

Avem log,1 000 — loga125 = logs = Joge® = log,2* = 3

" 3) 84 caleuitm log,o0,18 — log,4180.
0,18

Avem log;, 0,18 — log,, 180 =1 #\
A G = log = 1o =i = = —
L E10 1000, 0g, 10 3.
4) 83 calculdm lngﬁ—i- 4 ]ogﬁl :
18 12
Avem 1og6-1— -+ log s —log,18 — loggli2 = '
- " n 0gg12 = —(logg18 + logg12) = —logg(18 12) =

= —logg6® = —3.
" 5) 84 calculdm log, /8.

Avem loggﬂ/ 8 = —log,8 = _i_ logs2? = i log,2 = ﬁ .
a & G 4

5) S calculim log,§/ 81.

s i
Ave}n ]0g2V81 = — ]0g281 = _'1_. logza? o~ i lOgu3
9 L 5 St

2.4. Schimbarea bazei logaritmului aceluiagi numar

Dacd a g1 b smt_doua numere pozitive diferite de 1, iar 4 un numdr pozitiv
oarecare, are loc egalitatea:

logeA = log,A - loggb

Intr-adevir, dacd lo = z si i

; . : g,A = z §i logyd = y, atunci avem a* = A gi v = A

de undé obtinem a* = b¥. Dar atunci log,a” = log,b? sau z logea =y ljogab.
Cum log,a = 1, avem z = y log,b, adicd log,4 = logy4 - loggb.

Observajie. Dacd in egalitatea de mai sus A = g, obtinem logea =

- = logya - loggh. Cum logea = 1, rezultd cd:

log.h =
logya

15




Ezemple. 1) B4 se scrie logea in functie de logqz.

Avem log.z = logyz - logsk = 2 log,z.

2) Sise arate ci expresia E = logsz nu depinde de 2.
logﬁal
fntr-adevidr, E = ._]L-c‘ra.x__ = S log.5.
logez - logs2 log,2

3) 84 <e arate cit loge6 + loge2 > 2.

Avem log:6 + loge2 = loga6 + el . Deci trebuie si aritim cd log.6 + A =2,
) log.6 logs6

sau (log,6)® — 21logz6 + 1 > 0, sau inci (logs.6 — 1)® > 0, inegalitate evident# deoarece
10g25 -',é il

/

2.5. Operagla de logaritmare a unei expresil

De multe ori in practicd sintem pusi in situatia si determinim valoarea
aproximativd a unui numér dat printr-o expresie in care apar radicali de ordin
foarte mare. De exemplu, sd considerdam numaérul:

178 | 131 /92
x = il 4 (1)
‘ B/ 3798 - 23
si vrem sd determinidm o valoare aproximativd a numirului z. Vom logaritma
expresia (1) intr-o anumitd bazi convenabild a. Folosind proprietétile logaritmilor
obtinem: =
log,z.= log, (172 [/ 1311/92) — log, B/ 37 98- 23 = log,17® + log, V131 +

__ log.(37-98-23
+10ga3V92_ ga,( : )

= 3log,A7 + —i—logalm b %logGQZ 2
il ]
5

Deci am obtinut egalitatea:

loge37 — %loga% — %loga%.

1 1 it
log.z = 31og,17 + %10&;131 + -;— log,92 — I log37 — glogﬂ98 e log,23. (2)

Utilizind tabelele de logaritmi (a se vedea §3) din egalitatea (2) putem sd deter-
mindm o valoare aproximativd pentru z.

~ In general, dacd E este 0 expresie algebricd in care apar produse de puteri gi
radicali, putem si-1 asociem, exact ca in exemplu (1), o expresie, notatd log E, in
care apar sume (diferente) de logaritmi inmultite eventual cu anumite numere
rationale. Operafia prin care expresiei E i se asoclazd expresia log E se numegte
,operatie de logaritmare®.

Exzemple: 1) Fie E = a® {/ ab®
Prin operatia de logaritmare obtinem:

s — 1 6
logcE = logc (a2 }/ab®) = logea® -+ loge Y ab® = 2logee + -;logca +—; logeh.
s
2) Fie E = \/a_h . Prin operatia: de logaritmare obtinem expresia
b

Vil 3 ]
a 1 a’ 1 5 5\ __ 3 ! _5
logeEE = loge \/—bs = logo— = — (logea® — logeb®) = -~ logea — logch.
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‘ Observajie. Adesea in calcule este nevoie si se faca si operalin
inversd, adici unei expresii in care intervin logaritmi sd-1 asociem o expresie
fard logaritmai.

De exemplu, fie expresia

1
logez = 2 logea — i logeh — 3 loged

Folosind proprietitile logaritmilor avem:

¥ 2 2
logex = logea® — log b — loged® = lo PR s S e T
: % = V8 A
de unde obtinem cd x = s _ .
271/ &

1. S4 se determine valorile lui = pentru ca urmitorii logaritmi s aibd sens:

a) loga(1 — =); b) loga1 —a%); c) logy (1 + 2%;
':,_'
d) loga(z* + = — 2); e) logs(—a® + 5z — 6); £) logs (a® — o'+ 1)
g) logy(logez); h) log, (logsz); i) log, (logy ).
2 : T 3

8. Care din urmitoarele numere este mai mare?
¢ a) logy4 sau loge5; i b) 2 sau logsl0;

1 1
c) logg o sau 10g,7; d) 3 sau log,7.
8. Pentru ce valori ale lui z au loc inegalitdfile:
a) loggz > logsh; b) log, (2x) = log, 5;
7 El

c) logpa® = logs8; d) logs(z® — 1) < logellz -+ 4).

Pornind de la graficul functiei logaritmice si se construiasci g‘rai‘icele urmitoarelor
functii: 7
a) f:(—1, +o) = R, fz) = logs(1 + z);
b) £ : (0, +c0) = B, fla) = logaz®;
¢) 11 (1, +00) > R, f(z) = logslz — 1):
d) [:R\{0} = R, f(z) = logez";
- e) f:(2, +0) =R, f(z) = logy(z — 2);
i)
1) /:R\{3} = R, flz) = loge| = — 3.

4

°

b. 84 se calculeze:

4
a) loggd + 1og9?; b) logys2 + logya?2:

c) loggl 000 — log,h0: d) loge? — logsl;
. 36

f) lc;g,ﬁ + log,8 — log,d:
h) 102g,15 + loggat — 10€ga2.

e) logp,50 — logg,0,5:
g) log, 3 — log; 12 + log, 2:
2 ) iz

17
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8. Stiind c& log,,7 == 0,84510 si logyed == 0,69697 sd se calculeze:

a) 10g10,7; b) logo#7; “c) logy35; d) logy175; e) logse? V5.
7. 84 se arate cid expresiile:

; g =

a) E = 10g.,z__; b) E:w . e) E:M

logsx + logg 1/ . logx?

> 2
logax

nu depind de =

8. 84 se logaritmeze expresiile:

313 /%1 - 33°
172/ 232 - 29

e) Fﬁ\/[f_b); f) Ez(vg)ﬂ; g) E:Q—:m; h) JL":“’]/bl/‘-l-l/-b—l/_E
o Vallol a5

B — T
a) E=41?)/ 41375 b) E = . o) E=a*Yab%; d) E = 23 Ve

i]Ezz(a’b) a-er;”E: ]/af/ﬂ,/a_
3(a + b) a—b VW

9. Si se determine expresia lui z astfel incit sd avem:
a) loggr — logeg3 + logah — logal; b) logez = 2logg7 + 3 logab — 4% loge5;

¢) logez = 2 logsa + 3 loga(a + b) — & logs(a — by~ d) logar = — X logg(a 4 &) +
2

1 2 ¥
+= [mg,(a — ) — = logsfa + b) £ -g- log(26) — -g—'log_,{ﬂa) } .

3.1. Logaritmi zecimali §i proprietitile lor

Definitia 3.1.1. Daci g este un numir real, se numeste partea intreagd d lui a,
cel mai mare numir intreg care este cel mult egal cu a.

‘ Partea intreagd a lui a se noteazd cu [a]. Conform definifiei avem [a] € Z
si[a] < a; dacd [a] € n < a, n € Z, atunci n = [a]. Altfel spus, partea intreagd
a lui a este un numdr intreg n, cu proprietatea n < @ < n + 1. Deoarece oricare
ar fi numarul real @, in intervalul (@ — 1, a] existd un numdr intreg si numai unul,
rezultd cd d — 1 <[a] < a. =

De ezemplu: [3, 2] = 3; [0,245] = 0; [6] = 6; partea intreagd a numarului

— 47 este —b5, deoarece —5 < —4,7 < —4. Analog se obtine: [—5,791] = —6;
[—0,281] = —1, [—=n] =[—3;14l...] = —4. !

Se observi ci dacd @ este un numdir real oarecare si n este intreg, atunci

[a + n] = [a] + n.

Definitiz 3.1.2. Diferenta dintre numarul a §i partea sa intreagi [a] se numeste
partea fractionard a lui a §i se noteazd cu {a}.

Deci {a} = a — [a]. Deoarece [a] < a < [a] + 1, rezulti cid 0 < {a} < 1.

DE_E:cemphL: 2.4} =24 — 2 = 04; {0,261} = 0,264 — 0 = 0,261} {—6,81} =
— 6,81 — (—7) = 0,49; {—0,231} = —0,231 — (—1) = 0,769.

Orice numir real a este suma dintre partea sa intreagd gi partea sa frac-
tionard: a ={al 4+ {a}.
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Se observd c#i dacd numirul real a are scrierea ca fractie zecimald a =
= Qg Uylpllg..y CU Gy € Z si a,, a a,..., sint- numere naturale cuprinse"intre
0 si 9 atunci

[ao , dacd @ > 0 sau a € Z,
fal= a, — 1, daci @ <0 sl a & Z,

. 0,a,8,a5 ..., dacd a > 0 sau a € Z,
iar {a} = ) !
1 — 0,0,a,05 ..., dacd & <0 51 a& Z.

'‘Dacd a <0, aeZ si |[all = by {2} =0,0:b505 ..., atunci vom scrie
numirul @ in urmdtoarea formd:

@ = bobibybs .- -

De exemplu, —&3 =[—43] + {—43}=—5+0,7= Tk

In practicd se fologesc logaritmii in bazd zece care se mai numesc $i logaritmi
zécimali. Acestia se noteazd cu lg, in loc de log; de aceea nu mai este nevoie
si se specifice baza. Astfel, vom scrie Ig 101 in loc de log, 101 si lg 5 in loc de
log,,5 s.a.m.d.

Logaritmii zecimali au toate proprietitile pé care le au logaritmii in bazd
supraunitard. Astfel, logaritmul zecimal al unui numar mai mare decit 1 este pozitiv,
jar logaritmul zecimal al unui numar mai mic decit 1 este negativ. Dacd doud
numere pozitive sint intr-o anumitd ordine, atunci logaritmii lor zecimali sint
in aceeasi ordine. Dacd « este un numar real oarecare §i @ este pozitiv, atunci
lga® = «lga. Dacd a si b sint pozitive, atunci lgab = lga + lgh. In particular
dacit a — 10%, atunci lg 10" = n silg 10"-b=n + lgh.

3 .
De ezemplu: lg 10)/10 = 1g10% = % . 1g 10000 = lg10% = 4; 1g100=1g10® = 2: |

1g 0,001 = 1g 107" = —3; 1g 56,81 = g 5681 - 107% = —2 + lg 5681.

Din aceste proprietiti generale, deducem urméitoarele proprietdji ale loga-
ritmulut zecimal:
1° Logaritmul unui numir care scris in baza zece -este de forma 1 urmat de

n zerouri, este egal cu n; adicd, dacd a = 100 ... 0, atunci lg a = n.
e gy
n

2° Logaritmul unui numér subunitar care scris in baza zece are dupd virguld n
cifre de zero urmate de cifra 1, este egal cu —n — 1; adicd pentru a = 0,00 ... 01,

Vo, our=my
T

avem lg a = lg 10™t = —n — 1.

3 Dack 10% < a < 101, atunci lg 10" <lg a < lg 10"+ si deci n <
<lga<n—+1.

De exempln: dacd a = 87,23, atunci 10 < 87,23 < 100 si decil <lg a < 2.

Deducem cé logaritmul oricérui numér care nu este egal cii 0 putere intreagd
a lui 10, este un numdr zecimal (nu este numdr intreg).

Definitia 3.1.3. Daci g este un numir pozitiv vom numi caracteristica logaritmului
siu zecimal, numirul intreg [lg a]; vom numi mantisa logaritmului
lyi @ numirul {lg a}. .

Prin urmare avem lg a = [lg a] + {lg a}. Caracteristica logaritmului lui @
este cel mai mare numdr intreg n cu proprietatea ca 10™ < a. Mai precis, caracte-

ristica lui lg @ este un numdr intreg n, cu proprietatea cd 10" < a < 10™H1,




De exemplu, caracteristica lui lg 87,23 este 1:dacit @ = 4573, atunci 1 000 < a < 10 000,
3 < g 4573 < &, prin urmare caracteristica lui lg 4573 este 3: dacd a = 0,0123, atunci
10-2 < @ < 10~! si deci caracteristica logaritmului séu este —2.

Din cele de mai sus rezultdi urméitoarele doud reguli de calculare a carac-
teristicii logaritmului zecimal al unul numar a:

i) Dacd un numdr supraunitar scris in formd zectmmald are n cifre la stinga
virgulei (adicd la partea sa intreagd), atunct caracteristtca logarttmulul sdu este
n— 1. '

ii) Caracteristica unui numdr subunitar scris in formd zectmald se obtine in
felul urmdtor: se ia numdrul deg zerourt situale la stinga primet cifre diferite de zero
(inclusiv zeroul din stinga virguler), numdrul natural astfel obfinut fiind luat cu
semnul minus.

De exemplu, daci ¢ = 0,57, atunci [lg 0,57) = —1; daci a = 0,0012, [lga] = —3.

4° Dacd inmultim un numdr intreg a cu o putere intreaga a lui 10, atunci
caracteristica logaritmului numéarului astfel obtinut se obtine din caracteristica
logaritmului lui a, la care se adaugd exponentul lui 10. Intr-adevér, avem
[lg 10" a] = [n + lg a] = n + [lg a]. De exemplu, dacd inmultim pe a cu
10, 100, 1000 ete., ‘atunci caracteristica numdirului obtinut cregte cu o unitate,
cu doud, cu trei etc.; dacd impdrtim pe a cu 10, 100, 1000 ete., caracteristica
scade cu 1, cu 2, cu 3 ete.

5° Mantisa logaritmului unui numér a nu se modificd, dacd inmultim pe a cu
o putere intreagé a lui 10. Intr-adevér, avem :

{lg 10"} =1g 10" a — [lg 10" al=n-+lga—[n+lga=
—n4lga—n—[lga=Iga—[lga={lga}

Cu ajutorul regulilor enumerate pind acum, deducem cd dificultatea aflarii
logaritmului unui numdr constd in caleularea mantisei. Aceasta se afld cu ajutorul
tabelelor de logaritmi.

A

3.2. Tabele de logaritmi cu 5 zecimale

Cu ajutorul acestor tabele se pot afla mantisele logaritmilor numerelor de la
1 1a 9999, cu o aproximatie de 0,00001. Aceasta aproximatie este in general suficient
de buni pentru calculele din practicd. Pe prima pagind a tabelelor sint scrise
mantisele logaritmilor de la 1 pind la 100; in coloana cu indicatorul NV sint scrise
numerele, iar in dreapta lor, in coloana lg, se afld mantisele respective.

Celelalte pagini sint aranjate in felul urmator: in coloana intii cu indicativul &V,
sint serise numerele de la 100 la 9999 si urmeazd apoi zece coloane cu indicativul
0,1, 2,3, 4,5, 6,7, 8 9 in care sint scrise mantisele logaritmilor numerelor cu
patru cifre.

Pentru a afla mantisa logaritmulul numérului cu patru cifre n = a,a,a5ay,
se procedeazd astfel: se cautd in coloana N numirul a,a,as, obtinut prin tdierea
cifrei unititilor in numérul n (dacd n are trei cifre, se cautd in coloana N chiar
numirul n), apoi fixdm coloana cu indicativul a,; ludm primele doud cifre ale
mantisei logaritmului lui a,a,a, din coloana 0, apoi la intersectia liniei orizontale
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a lui @,a,a5 cu coloana a, se gisesc restul de trei cifre ale mantisei (dacd n are
doar trei cifre vom ciuta logaritmul séu in coloana 0).

N 0 1 2 SR P b 6 7 8 9

300 | 47712 727 741 756 700 784 799 813 828 842
301 857 871 885 900 914 929 943 958 972 986
302 | 48001 015 029 044 058 073 087 101 116 130
303 . 144 159 173 187 202 216 230 244 259 273
304 287 302 316 330 344 359 373 387 401 416

305 430 444 458 473 487 501 515 530 544 558
306 572 . 586 601 615 629 643 657 671 686 700
307 714 728 742 756 770 785 799 813 827 841
308 856 869 883 BUTAS NG 1) 926 940 954 968 982
309 996 *010 *024 *038  *052 *066 *080 *094 *108  *122

310 | 49136 = 150 164 178 192 206 220 234 248 262
311 276 290 304 318 . 332 346 360 374 388 402
312 415 429 -+ 443 457 471 485 499 543 527 b4l
313 554 568 583 596 610 624 638 651* 665 679
314 693 707 721 734 748 762 766 790 803 | 817

315 831 845 859 872 886 900 914 927 941 955
316 969 982 996 *010 *024 %037 *051 *065 *079 *092
317 | 50106 120 133 147 161 ‘474 188 202 . 215 229
318 243 256 270 284 297 311 325 338 352 365
319 379 ' 393 406 420 433 447 461 474 488 501

Exemple. 1) Daci vom cduta in tabele lg 3153 proceddm in felul urmitor:
decarece 3153 are 4 cifre, caracteristica sa este 3 iar pentru a afla mantisa, cantim in
coloana N numirul 315. La intersectia liniei corespunzdtoare acestui numir cu coloana 3, vom

gisi num#rul 49872, deci
Ig 3153 = 3,49872.

2) 84 aflim logaritmnl lui 1,25. Deoarece 1,25 are o singur cifri nenuli la stinga virgulei,
caracteristica logaritmului sfu este 0 (conform unor proprietafi stabilite). Mantisa este aceeas

‘cu a num&rului 125 din coloana N a tabelelor; deci obfinem

Ig 1,25 = 0,09691.
3) Logaritmul numirylui 81,13 are caracteristica 1, iar mantisa acceasi cu a numirului
8113 pe care o giisim in tabele. Obtinem astfel
1g 81,13 = 1,90918.
&) Logaritmul num3rului 0,0008145 are caracteristica —&, iar in tabele vom giisi mantisa
lui in dreptul numirului 314, in coloana 5. Obtinem astfel

lg 0,0003145 =~ 4,49762.

Logaritmul unui numdr cu cinci zectmale. S8 aflim de exemplu lg 32437 cu
aproximatie cit mai buné. Proceddm astfel: caracteristica este 4, iar mantisa este
aceeagi ca pentru lg 3243,7. Observam cd 3243,7 este cuprins intre 3243 gi 3244,
deci lg 3243,7 este cuprins intre lg 3243 si lg 3244. Si admitem cd pe porfiunea
dintre 3243 si 3244 logaritmul este proportional cu cregterea nuinerelor. Din tabele
obtinem: ‘

lg 3243 ~ 3,51095,

lg 3244 =~ 3,51108




si rezultd cd pentru o crestere a numarului cu 1, logaritmul se maéreste cu
0,00013 = 13 - 1075. Deci, daca numarul creste de la 3243 la 3243,7, adica cu 0,7,
logaritmul siu va cregte cu 13- 10-5 % 0,7 = 9,1 - 108 = 0,000091. Deoarece
Juerdm numai cu 5 zecimale, rotunjim pe 0,000091 1a 0,00009 si vom avea
lg 3243,7 = 4,51095 4 0,00009 = 4,51104.
In practicd este comod sd f ie agezate calculele de mai sus in felul urmator:

lg 3243 = 3,51095
lg 324 — 3,51108

13
N e ey e 13
T8 e By e 35 13%0,7=91~9

lg 32437 ~ 4,51095 + 0,00009 = 4,51104.

. Operajia prin care am aflat logaritmul de mat sus se numesie interpolare. Ea
oferd posibilitatea unui caleul aproximativ, cu eroare destul de micd, pentru
aflarea mantisei logaritmului unui numar cu cinci sau mai multe cifre. In realitate
cresterile logaritmilor nu sint proporfionale cu cresterile numerelor, deoarece, de
exemplu, 1g 10 = 1; 1g 100 = 2 si prin urmare logaritmul s-a marit de 2 ori in
timp ce numarul s-a mérit de 10 ori. Cind ins3 cresterile sint mici, putem si consi-
derdm cresterea logaritmilor aproximativ proporfionald cu cresterea numerelor.

Aflarea unui numdr ciruia i se cunoagte logaritmul.

Considersm de exemplu problema urmétoare: sa se afle numarul z gtiind
cd lg z — 3,49982. S& cdutdm mai intii un numir a cirui mantisd a logaritmului
sé fie 0,49982. Pentru aceasta cautam in coloana 0 a tabelelor de logaritmi, primul
numip care incepe cu cifrele 49, apoi urmérim in jos pe aceastd coloand pind ajun-

gem la cel mai mare numar, mai mic decit 49982. Acesta este 49969. Urmdérim apoi .

pe linia corespunzétoare acestuia pin# gésim numdrul 49982 sau un numdr cit mal
apropiat de acesta. In cazul nostru gdsim numérul 49982 in coloana 1, deci numérul
cdutat este un numir de forma a,a,a,a,, in care numérul a,a,a, este in coloana N,
in aceeagi linie cu mantisa 49982, iar a, este indicativul coloanei in care se géseste
49982, in cazul nostru a; = 1. Obtinem numirul 3161. Deoarece numaérul lg = are
caracteristica 3, rezultd cd z are 4 cifre in stinga virgulei, deci z = 3161.

Procedeul descris ne ajutd la calcularea puterilor lui 10, deoarece egalitatea
lg z = 1 este echivalentd cu z = 10. Prin urmare calculul lui z revine la aflarea
Jui 10¢, unde « este numdérul dat. Ca si aflarea logaritmului cu ajutorul tabelelor,
acesta este un calcul aprozimativ. Dacid numdrul dat lgz nu se afld in tabele,
se procedeazd la interpolare, ca in cazul operatiei inverse, de aflare a mantisei lui
lg z cind se cunoagte .

3.3. Operatii cu logaritmi

Tabelele de logaritmi zecimali se pot intrebuinta la efectuarea mai rapidd

a unor calcule numerice complicate. Astiel proprietdtile urmatoare:
°lg ey =g z+1g ¥;
2lg s =g z—lg y;
'3 lgya™ = nlg x;
b gl 'z = lg; :

5° logexr = -——»
lga
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ne permit ca in loc de o inmultire si efectudm o adunare, in loc de o impértire si
efectudm o diferentd, in loc de ridicare la putere sd efectudm o inmuliire, in loc
de extragere de radical si efectudm o impdrtire. Proprietatea 5° reduce calcularea

logaritmilor intr-o bazd oarecare la calcularea unor logaritmi zecimali.

Practic, trebuie si stim deci si adundm, sd scddem, sé inmultim, sau sa
impértim numere scrise sub forma

nte ocunclZsg O<e<ld,

.unde 'n reprezintd caracteristica iar e mantisa unui anumit logaritm.

Adunarea. Pentru a efectua adunarea. mai multor logaritmi proceddm la
fel ca la adunarea numerelor zecimale, tinind cont insd de unitétile care pot apérea
la adunarea mantiselor; acestea se adaugd la caracteristicd.

Ezemple. 1) 8 efectufim adunarea:
lg 3452 + lg 253 + 1g 1,439.
in tabele g#sim:

lg 3452 ~ 3,53807:
lg 253 =% 2,40312:
1g 1,439 = 0,15806.
Vom ohtine: ‘
3,53807 +
2,60312
0,15806
6,09925
2) 84 efectudm adunarea
lg 345 -+ 1g 0,98 + lg 75,43 4 lg 0,029.
CAutind in tabele, rezultd urmétoarea adunare:
_2,53782 +
1,99123

1,87754
2,620

2,86899

Scdderea. Scdderea se poate reduce la o adunare, tinind cont cd pentru
un numir seris sub forma n 4+ e cu n € Zsi0 <e < 1, avem —(n +¢) =
=(—n—1)+ (1 —2) ;
345
5933

Ezemplu. 83 aflim g
-4 345 P : i
vem lg —5—553 = lg 345 — 1g 5933 ~~ 2,53782 — 3,77327 = 2,53782 + 4,22673 = 2,76455.

)

Inmuljirea cu un numdr intreg. Pentru a inmulfi un logaritm cu un numar
intreg, inmultim separat mantisa si separat caracteristica cu acel numar, addugind
la caracteristic unititile pozitive ce rezultd de la inmultirea mantisei.

Exemple. 1) 84 se calculeze Ig (312,6)®.
Avem: lg (312,6)® = 81g 312,6 = 8 - 2,49499 = 19,95992.

9) Ig (0,0074)% = 61g 0,0074 = 6 - 3,86923 = —18 + 6 - 0,86923 = 13,21538.
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Impdrfirea cu un numdr natural nenul. Aceastd operatie apare in calcularea

I8 ; - lga { ) .
unor logaritmi de tipul: lg e — 2% +vom da trei exemple din care vor rezulta
n
cazurile ce se pot ivi in astfel de situatii.

Ezemple: 1) 83 se caleuleze ]gfyﬁ)-
1g 520 _ 2,71600
B ho

in acest caz, caracteristica logaritmului lui 520 fiind pozitivdl, nu am avut nici o
dificultate, impirtirea efectuindu-se in mod obignuit:

2) 8 se calculeze 1g§/0,00786.

— 0 3 9 —3 4 0,89542 =
Avem lg #/0,00786 = L ’%0736 ~ 3'8%5[* Lo A 3 9542 4 4 0,29847— 1,29847.
in acest caz caracteristica este negativi, dar ea impirtindu-se exact la impdrtitorul dat 3.
am putut afla caracteristica citului si apoi mantisa lui, efectuind impartirile separat.

3) 84 se calculeze 1g§/0,0458.

Obtinem g #/520 = =~ 0,90533.

: 9. S0 P
Obtinem g §/0,0458 = i@i < 2.665087 L—2—3+ g + 0,66087 _
= _i-_}-_:,ﬁ_ﬁ()‘!_, o _‘si 3'_5';& = —1 4 0,73217 = 1,73217.

Observim c#.am redus in acest caz problema la o situatie similard .cu cea din
exemplul 2). Pentru aceasta am scizut si am adunat 3, astfel incit caracteristica si se
imparti exact la numitorul 5, mantisa obtinindu-se prin impartirea lui 3,66087 la 5. Deci in
cazul tn care ; caracteristica este negativd si nu este divizibild la imp#rfitor, se scade un

numir de unititi pini ce ea devine multiplu al fmp#rtitorului ¢i se efectueazd impértirea
in cazul de mai sus %5—: —1). in acelagi timp se adaugi acelagi numidr de unitdfi

mantisei, numirul astfel obfinut impéartindu-se separat la numitorul comun (in cazul nostru 5).
Din prima impértire rezultd caracteristica, iar din a dova, mantisa numirulvi cerut.
Impirfirea logaritmilor. In cazul ecuatiilor de forma a% = b, a, b>0,a #1,
apare problema impértirii a doi logaritmi, deoarece egalitatea a® = b este echiva-
lentd pe rind cu egalitatile:
Igla® = 1g b,
zlg a=1lg b,
lg b
lg a '

In astfel de situatii este preferabil si se scrie atit 1g a cit si lg b sub forma
zecimald obisnuitd (deci cu semn in fatd) si sd se efectueze impartirea in mod
obignuit.

Exemplu:
lg 0,458 _ 1,66087 _ —1 4 0,66087 _ 03393 _  4g0q
Iz 65 ~ 1,81291 1,81291 R T 2 it

Efectuarea unor calcule numerice complicate cu ajutorul logaritmilor. Folosind
proprietétile logaritmilor si utilizind tabelele de logaritmi, se pot inlocui caleulele
lungi si dificile, cu calcule simple de tipul sumei si diferentei, sau de multiplicare gi
impértire cu numere naturale.
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Ezemple. 1) Si se calculeze #/125 - 4593 . Vom procéda in acest caz, ca si in cele
¢e urmeazd in felul urmitor: notim cu = numirul care ‘trebuie aflat, calculdm intii lg x, cu
ajutorul tabelelor si calculelor invitate, apoi aflam'din tabele num#rul z al citrui logaritm il
cunoastem. )

Astfel avem in exemplul de mai sus:

g 425 + lg 4593  2,09691 + 3,66210 0 ;
T A2 +3 g =l ‘*3‘ 5 £ 5'7539 L — 1,91967.

Cautim apoi in tabele numarul al cirui logaritm are manlisa 0,91967. Obfinem numirul din
patru cifre 8311 i finind cont ¢ 1g « are caracteristica 1, deducem ci z are doud cifre la stinga
virgulei, deci:

5 xz ~ 83,11,
2) Si se calculeze z = VV% — ¥/30.
Vom calcula mai intli y, = 14/3_5 si yp = /30. Astlel obfinem lg y, = B33 ~
1,54407 ; ;
e —4—% 0,38602. Ciutind in tabele numdrul cu mantisa 0,38602, obfinem y, = 2,432.
. 1g 30 1,47712 : .
Analog obtinem lg y. = 56 = 3 ~ 0,24619 si deci y» = 1,763. Prin urmare
435 — §/30 ~ 0,669.
In final avem ci
——  lg0,669 1,82543  —1+ 0,82 = 4 =
lg z ~ g /0,669 = -2 e s : BIEE . =Sl ;"825‘3 = 1,96509.

C_Elutind in tabele si tinind cont c# z are o singurd cifrd de zero in stinga virgulei (caracteris-
tica lui lg = tiind —1) rezultd cd z =~ 0,9223.

Logaritmi naturali

in matematica superioars, apar foarte des logarilmi care au ca bazd numirul irational,
notat cu e, e = 2,718281828... . Folosirea acestor logaritmi permite simplificarea multor formule
matematice. Logaritmiin bazae apar in rezolvarea unor probleme fizice §i intrd in mod natural
in descrierea matematic# a unor procese chimice, biologice $.a. Logaritmul natural al num&rului
a se noteazd Ina. :

1. Sise calculeze caracteristicalogaritmilor zecimali ai numerelor: 2 57,38 632,7; 5237,81: 0,024,
0,99: 0,0003; 54; 231,002. ;
Stiind cd lg 2 & 0,301 si lg 3 = 0,477, s¥ se calculeze:

bs

v

Ig 6; lg15: 1g 32; lg 30; lgi.
12

3. 9% se calculeze cu ajutorul tabelelor de logaritmi, logaritmii zecimali ai urmditoarelor numere:
37 Y990; 235; 99; 301; 1457; 1,231; 54,36; 10325; 26739; 263,56; 35,074; 0,0028631:
28 - 534,215. y

4. 84 se efectueze operatiile:

a) 1,4792 + 2,4506 + 3,0025; b) 7,0032 + 3,8265 4 3,8502: c) 0,9329 — 1,2543 — 5,06
d) 2,4645 — &,3732 + 5,21.04 — 8,3714.
5. S# se efectueze urmitoarele operatii, rotunjindu-se cu o eroare mai micd decit 0,00001.

o W A - 2 -
a) 21455 - 0,365 h) & - 51203 -9,8; o) 1,02561 - (— -—); d) 6,45437 - (—0,2).
- 3
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3. Folosind tabelele de logaritmi, si se calculeze:
a) lg ¥/ 2431; b) lg (63,24)%; c) Ig (21,4)% - #/6531; d) logs5; e) logy17; f) lowg,0240,312.
7. 94 se calculeze = cunoscind logaritmul siu zecimal:
a) 1g @ = 0,36253; b) Ig & = 4,00021; c) lg = = —0,39285; d) lg & = 2,54401;
e) lg z = —1,02574.
8. 94 se efectueze, cu ajutorul tabelelor de logaritmi, urmitoarele calcule:
6 | ————. NED LS T (%, W
" 12,48" ¥/ 5,76 b) -\/2,591 . #/0,0836 ) % [(3,89)%(—0,1536) _
8/673,8 - 1,842 : 1,147* Vax 0,9245 }

a) Vs T+y/3 25

exponentiale §i ecuatil logaritmice
1

4.1. Ecuagii exponengiale

Ecuajia exponenjiald este o ecuatie in care necunoscuta este exponent, sau 0
ecuatie in care este exponent o expresie care_confine necunoscuta.

Astfel ecuatiile: 3% = 2% 558 — 1 =04 Wl AL = YA
sint ecuatil exponentiale.

In practicd, cind avem de rezolvat o ecuatie exponentiald, vom proceda
astfel: folosind diverse substitutii precum si proprietdtile functiei exponentiale,

vom ciuta -0 reducem la rezolvarea unor 'ecuatil simple, de reguld de gradul inti

sau gradul al doilea. R
Cele mai multe ecuatii exponentiale sint reductibile la forma af®) = b, cu

a>0m >0,a#1

Datoritd injectivititii functiei logaritmice, aceastd ecuatie este echivalentd cu
lg b

lo a

, flz) = logeb =

fn aplicatiile practice, in aceste ecuatii b se poate de obicei exprima ca putere a
lui a, ‘
| i =0
| de unde rezultd ecuatia
‘ f(z) = a.
Ezemplu. 84 se rezolve ecuatiile 2°% = 64; 32T — g1 ; 5xi—x—2 = 625.
| Vom avea 22% = 2% de unde rezultd 2z = 6, adicd =z = 3.
Din ecuatia 32° = 81, 32" = 3%, deducem 2% = 4, 9% — 9% 5i deci @ = 2.
| Pentru ultima ecuatie obfinem B5x'—x—2 = 5% deci = — @ — 2 =4, de unde rezultd
| a*— x— 6=0.
Avem in final z; = 3 si @3 = —2.
Daciintr-o ecuatie de forma a® = b, b nu se poate exprima ca putere a
lui @, atunci ecuatia se rezolva folosind tabelele de logaritmi, tinind cont c&

8% rezolvim, de exemplu, ecuatia 18% = 3,1.
Ea este echivalentd cu:
lg 3,1 0,49136
TR il o IR0 o 0,39.
: lg18  1,25527
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Unele ecuatii exponentiale se aduc la forma mai generald a® = a®®).

Din aceastd ecuatie tinind cont de injectivitatea functiei exponentiale, deducemn:

f(z) = g(z), care apoi se rezolvia.

Exemple. 1) §i se rezolve ecuafia 3% = gro=ix,
Obtinem z — 6 = 15 — 2z, deci 3z = 24, x = 7.
2) Si se rezolve ecuatia 49% = (i r:’.
Obtinem 7°% = 7=%" deci
95 — —22, de unde deducem z; = 0, 2z = —2.

Existd ecuatii exponentiale care nu se pot reduce la nici una din formele
discutate. T
Exemple. 1) 2% = 3%+,
Tinind cont de injectivitatea functiel logaritmice, obtinem prin logaritmare ecuatia echi-
valenti
zlg2 = (22 + 1) lg 3 si deci
x(21g3 —lg2) = —1g3,

—lg 3
. 21g3—1g2
aceasti ultimi expresie a lui z se calculeazd -apoi cu aproximatie, din tabele.

9) 57 — 75%,
Logaritmind deducem 7%1lg 5 = 5% lg 7; logaritmind din nou obfinem z1g7 +Iglgs =
=zlgh 4 lglg 7 si deci

x = E;%l:%-lg—' , expresie care se calculeazd cu aproximat,'ie din tabele.

g7 —1gh
3) 323{: 4 52::—3 = ’7:!:—-] = [tx+3_

Deducem cii 2zlg3 4 (22 — 3)lgh = (z — 1)1g 7 + (= + 3) lg &, prin urmare x(21g 3 +
+21g5—lg7—]gh):31g541g7—|—31gf;: in final avem

]gms-aa

. 3lgs—lg7+38lgs 7 5,00799 0 e

21g3 4 21g5 —lg7 —lgh B 225 0,90502 e
28

\ 4) 3i consider#m in cele ce urmeazi ecuatia 4 4 2% = 272,
Pentru a rezolva ecuatii de acest tip vom observa mai intii ¢& putem scrie 2% 4 2% —
— 972 = 0 si deei facind substitufia 2% = y, obtinem:
Y4 y— 272 =0,
iy = 16, ya = —17.
Deoarece 2% > 0, rezultd e —17 nu poate [i egal cu 9% gi deci singura solutie se obfine din
9% — 16, 2% = 21, deci z = 4.
in unele situatii, substitutia efectuats la exercitiul precedent nu se poate face imediat in
forma initiald a exercitiului. S& luiim, de exemplu, ecuatia: 6% 4 4% = 9%
Vom imp#irti ambii termeni cu 9 si obfinem

(E]" +(i)’° =y
9 g
x 2.
bl sl vt
3 3
~ T 2\x
Ficind substitulia (g) = y, oblinem y® 4 y— 1 =0 si deci

—1 LS
e




e ] ; : = ; .
Deoarece _——L/— < 0, rezultd ci singura solutie a ecuatiei o obtinem din:

9
V5—1

]
; — Ig
9 |* S A e VST 2
[F] = 5 si deci x = : )
g—.-
-3

4.2. Ecuagii logaritmice

" Ecuatiile logaritmice sint ecuatil in care expresiile ce contin necunoscuta apar
ca bazi sau ca argument al unor logaritmi.

De exemplu:
logaes (@ + 2) = 15 lg(z* + =z — 2) = 3: logx(5z% + 8) = 1g(2z 4 3) — 1.
Folosind injectivitatea functiei exponentiale avem cd, rezolvarea unei ecuatii de
tipul loggm f(z) = b este echivalenti cu rezolvarea ecuatiei f(z) = g(z)?. Vom
avea insd griji ca solutiile obtinute s& satisfacd f(z) >0, g(z) >0, g(2) # 1, pentru
care expresia loggx) f(z) are sens. ;

La fel ca la ecuatiile exponentiale, in practicd cind avem de rezolvat o ecuatie
logaritmicii, vom proceda astfel: folosind diverse substitutii precum g proprietétile
logaritmilor, vom cduta -0 reducem la rezolvarea unor ecuatii simple, de reguld, de
gradul intii sau gradul al doilea. '

Exzemplu. Si se rezolve ecuatia:
logxlz® — 3z + 9) = 2.
Obtinem z* — 3z + 9 = z* si deci Bz =9, z = 3.
Dacarece pentru z = 3 > 0, expresia 2% — 3z - 9 este pozitivi, rezultd ci = = 3 este solutie
a ecuatiei.

Rezolvarea altor ecuatil se bazeazd pe injectivitatea functiei logaritmire,
si anume din log, f(z) = log, g(z), deducem f(x) = g(«), insd avind grijd si punem
conditia f(z) > 0, g(x) =1,

Egemple. 1) 84 se rezolve ecuatia:
lg(z® — 15) = lg{z — 3). j

Deducem z2 — 15 = a — 3, deci 22— g —12 = 0, adicl 2, = &, T2 = —3.
Deoarece pentru @y = —3 obfinem z — 3_ 3 _ 3= —6< 0, rezultd ¢d xp = —3 nu este

solutie a ecuatiei. Deci numai & este solutie.
2) S84 se rezolve ecuajia

S la ety & % g2t — gl

tn aceastd ecuatie punem de la inceput conditiile

)

z — 1 > 0, @ > 0, pentru a avea Sens expresiile Ig(z — 1), 18 =,V =, gl «
Kcuatia se mai scrie

21lg(z — 1),=

c

lg;r--;—]g;n si deci

ro |en

91g(x — 1) = 2 lg 2. Prin urmare Ig(z — 1) = lg =,
de unde obfinem ¢z —1 =g, —1 =10 egalitate ce nu are sens: rezultd cit ecuatia datd nu

are solutii.

28 ' .

3) 84 se rezolve ecuatia
: lglz 3 7) + 1g(8z + 1) = 2.
Punem conditiile de existentd a logaritmilor:
B 7 50 8 B el ol {
3
Obtinem lg(z + 7) (3z + 1) = 2 si deci
(x + 7) (3z + 1) = 10° = 100.
Rezultd ecuatia de gradul al doilea
' 3z% + 22¢ — 93 = 0, de unde vom avea

1
T — 35 :cg=-§—.

31 1 . :
Deoarece — — < — = obfinem ci 3 este singura soluiie a ecuatiei date.

Observajie. Beuatia precedentd nu este echivalentd cu ecuatia

lg(z + 7) 3z + 1) = 2,

_ . 31
care are doudl solutii &y = 3, zp = — o deoarece pentru amindoud aceste valori ale lui z,

lg(x + 7) (3 + 1) are sens.
4) Si se rezolve ecuafia

lugﬁx—?}logsm—&: 0

Avem conditia z > 0 si ficind substitutia logs = y, obtinem y* — 8y — 4 = 0. Deci y, = 4,
ye = —1. Din logy x = &, obtinem z = 8%, z = 81, iar din logsz = —1, obfinem z = 377,

1
= =— =

Q

b}

fn continuare vom rezolva citeva ecuatii care nu se pot incadra intr-un anumit tip.
Astfel, pot apirea ecuatii cu logaritmi scrisi in diferite baze, ecualii in care apar expresii conti-
nind necunoscute si la exponenti si la logaritmi ete.

5) 84 se rezolve ecuatia ;
logz « + logs o = 1.

Deducem, aplicind formula de schimbare a bazei,

1 1

B2 | B2y saulgs= lg2lgd _ 1g2ig3d

lg 2 Ig 3 lg2 +1g3 lg 6
lg2lg3

Deci z =10 68
6) S# se rezolve ecuatia
logs « + logy 3 = 2.

1 P

Deoarece logy 3 = , rezultd logs = +

0gaz x \ logs i

5 : 1 i
Notipd logs z = y, obtinem y 4 — = 2, adicd y? — 2y + 1 = 0; deci y = 1 adicdl loggz = 1.
y A

Prin urmare, z = 3% z = 3.
7) Sd se rezolve ecuafia

z'®*+2 — 1 000.
Punem condifia de existenti a expresiilor, z > 0, Logaritmind, ob{inem o ecuatie echivalentd
1g(m‘3’°+2) — 1g 1 000, care devine (g z + 2)1g = = 3. Notind lg z = y, avem y* + 2y — 3 =10
si deci yy = —3, ¥y = 1.
Dinlg # = —3, obfinem z = 10~®, = 0,001, iar dinlg = = 1, obtinem & = 10, = = 10.

4

29




4.3. Sisteme de ecuatii exponengiale §i logaritmice

II_“: astfel de sisteme se aplicd metodele ardtate anterior, la ecuatiile de tipul
respectiv.
Exemple. 1) 84 se rezolve sistemul:
PMT — 943 ¢ gl
: { 3: 3% = /BT,
Deoarece 27 = 3%, 81 = 34, 243 = 3%, ob{inem:
giy—3 — X7,
{ g%y — 3%,
Rezultd sistemul echivalent:
6y — 3 = &z + 7,
{ z+y=4x—3
deci z = 2, ¥y = 3 si solufia sistemului este perechea (2, 8). -
2) S4 se rezolve sistemul:
z* 4 y? = 425,
{.1gm +lgy =2

Obfinem pe rind sistemele echivalente

z® + y? = 425, z® + y? = 425,
lg oy = 2, zy = 100,
xz, ¥y > 0; x, ¥y > 0.

Acest sistem simetric il putem rezolva pe cdile cunoscute din clasa a IX-a: punem s = :z:l-i— Y,
p = xy §i vom avea

R = 2 — | e X
s 2p 425 . I 625 o) 425
p = 100 p = 100 p=100;

e
f=te da solutiile (5, 20) si (20, 5) care satisfac i condifiile de existent#

Sistemul {
p = 100

s= —25

di solutiile (—20, —5), (—5, —20
= 100 tiile ( e )

a sistemului initial z > 0, y > 0; sistemul {

care nu convin.

4.4. Inecuatii logaritmice §i exponentiale

Rezolvarea inecuatiilor exponentiale gi logaritmice se bazeazd pe proprietéfile
de monotonie ale functiilor exponentiale gi logaritmice. Am vizut cd atit functia
exponentiald cit si functia logaritmica sint crescdtoare daca baza este supraunitard
si descrescdtoare dacd baza este subunitard.

Exemple. 1) 84 se rezolve inecuatia:
| ag == 9.
Inecuatia se scrie 3% > 3% si deoarece funciia f: R — R, f(z) = 3% este crescdtoare, rezultd
civpi= 2
2) S84 se rezolve inecuafia:

9xt—4x > _1_ %

. 1 : A . .
Deoatece — — 2-9 inecuatia se scrie 28°—4x > 2=% care este echivalentd cu a® — kx> —3.
8

Rezolyarea inecualiei #* — 4z + 3 > 0 d& pentru z valorile posibile z & (—c0, 1) N (2, +o00).
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3) 84 se rezolve inecuatia: _
logy (22 — 1) > —3.
5

. . . 3 1
Avem cit —3 =log, 27 si inecuatia devine log, (2= — 1) >log, 27. Deoarece bhaza — a
g 3 T , 3
logaritmului este subunitard (functia g : B — R, glxz) = log, x este descrescittoare), inecuatia
= ‘
devine 22 — 1 < 27, adich z < 14. In acelasi timp, din conditia de existen{# a logaritmului ini-

: - ; Sl 1
tial avem 2x — 1 > 0, adicd z= > i Deci, obtinem pentru z valorile posibile z = (-2- 14] ,
: 2

Sa se rezolve ecuatiile (exercitiile 1—11):

1. a) 5% = 125; d) 25% = 0,2; g) 6% = 1296;
b) 4% = 1024; o) 204 = 32; h) 3% — /3.
Qe ata, {) 8% — 16;
729
-
x « -5 (5 X x € .
2. a) [i) =(i] o .(f‘)— 27, ) sm1—g1; d) o625 = 16/3;
9 2 3 8 64

e) al®2) ("% = 1 (a > 0, a # 1).

8. a) 5% 4 5%t — 3750;.b) 7% — 7%1 = 6; ¢) 3*1 + 342 | 3%% — 133
d) 7%t2 | & - 771 = 347; e) 3% 4 5:8%1— 7-3%4 21 =0.

i e ! 5— X S
4, a) aVFF —gu o= ) YEE =Y o) 15V (0,25) * = al=¥T,

41 1—
f:, [i)x + (_:i) x=1,2;
5 5

gl = _ ggf®

b. a) 5% — 5% — 600 = 0;

biROf—2 38 -6 =0} g) +d=0;
c) 4% 4 2%+ = 80, h) 2 - 25% = 10% + 4%;
d) 3% + 9% — 810 = 0; i) 3 -4% £ 295 =5- 6%
9 g ———\x ———\x 3
A R e R D (Wit 2 —(Vs—2/32)" ==,
ik = (Va2 = (Vs —2/3) ==
6.a) 3-25—2-3% b) 7.2 =75 3% ¢ 118 =17%; d)a* = >0, b>0, a#b);
- @) GERH — 984 . gix,
7..a) lgz =1lg2;b) lgz = —1g2;c¢) logs(x — 1) = loga(a® — z — 16);
' 21lg x :
Ig(5z — 4) ‘
8. a) loge_q(2* — 5z + 7) = 1; b) logx2 — logx3 = 2; «¢) logz(z + 3) = log & (=® + 1). .

— 0

9. a) élgzz:%_;:lgx; b) 31gt(s?) — lgz — 1 = 0; ¢) 2lgha®) — 31ga — 1 = 0;
¢

d) 4 log2sz — 7logaisz + 7 = 0.

10. Slg x __ 3lgx—1 = Slgx—}—l e 5lg x—l.

= L = dfo
11. l/long/h 4+ log,{ﬁ/ 2z + \/ log. M% + logs V—i— = 2,




ﬁi A
12. Bi se rezolve sistemele de ecuatii:
a { z® + y' = 641, . b) 9%+ = 729,
Jige + 2lg y =2; 31 — q;
P]{:#y:gu, a) ¥ — y% =0,
. fzy =140, E
B = e p [ =22
B Y = 4 y]’x_my
13. S& se rezolve inecuatiile: A
a) Ig(a* — 8) > lg(z +3); b)lg*z— 2lgr— 8 < 0; c) (0,25)** < (ir .
‘ 16

14, Si se rezolve inecuatiile:

a) logs(9 — 2%) > 3 — ;

b) 1g2 + 1g (4% + 9) < 1 4 Ig (25 + 1),
15. 84 se rezolve inecuatia

3% 4+ 4% > 5%
16. S& se rezolve si s se discute dupi valorile parametrului a, inecuatiile:

a) loggz — loggs o + logge 2 = 3;
: &

b) logg = - logalz + 5) + logg 0,02 < 0,

ln i indias - §- At [ B hinat -
inauciie fﬂditfgﬂdtibsi. LOoOMpinatorica

»

Inditetia mateama =
tnaudckia matematica

1.1. Notiunile de deductie si inductie

Propozifiile (in sensul logicii matematice) pot fi clasate in propozifii generale
si propozific particulare. Astfel, propozitiile: ,In orice triunghi suma mésurilor
unghiurilor sale este egali cu 180°%, , Orice numir a cdrui ultimé cifrd este 0 sau 5
este divizibil cu 5%, care au un caracter general, sint propozitii generale. Insd pro-
pozitiile: ,Suma mdsurilor unghiurilor triunghjului ABC este egald cu 180°,
Numerele 1980 si 1985 sint divizibile cu 5b* sint propozitii particulare, de fapt sint,
respectiv, cazuri particulare ale propozitiilor generale de mai inainte.

Procedeul prin care din propozitii generale se obtin propozitii particulare se
numeste deducfie.

' Una dintre trisiturile caracteristice matematicii gi altor gtiinte (de exemplu,
mecanicii teoretice, fizicii teoretice, lingvisticii matematice) este construcjia deductiva
a teoriel, prin care toate afirmatiile decurg, apelind la deductie, din citeva principii
de bazd numite axiome. ‘

Dar deductia nu este singura metodd de rafionament stiinfific. In acelasi
timp cu aceasta, in matematicii se trece adesea de la propozitii particulare la pro-
pozitii generale, adicd se fac rationamente inductive.

Prin inducfie se intelege o metodd de rationament care conduce de la propo-
zifil particulare la o oarecare propozitie generald. :

S4 dam citeva exemple: ' ‘

1. S& calculdm sumele succesive de numere naturale impare: 1, 1 4 3,
%43 571483 F5+7, 14 8+F5-+ 7+ 9. Obfinem, respectiv; numerele
1 =12, 4 =22 9 = 3% 16 = 4% 25 = 52 Observdm cd in toate cazurile consi-
derate suma este egald cu patratul numérului termenilor sumei. In mod natural, se
poate presupune ca aceastd proprietate ar putea s aibd loc pentru orice astfel de
sumd (avind oricit de mulii termeni). Presupunerea (ipoteza) noastrd se poate
formula astfel: Pentru orice numér natural n > 1, are loc egalitatea:

TR i AR W | B (1)

Astfel cele cinei cazuri particulare ne-au sugerat o ipotezd care, dupd cum
vom ardata in continuare la punctul 1.2, este adevérata.

2. Fie trinomul
flz) = a® + = + 41.
 Inlocuind pe # cu numerele naturale n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, obtinem:
F0), =41, 1) = 43, A(2)= 47, f(8) = 53, f(4) = 64, f(5) = T1.
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Observam ca toate valorile trinomului obtinute mai inainte sint numere
prime. Se poate emite ipoteza ci valoarea trinomului f(x) este numar prim péntru
orice numdar natural z. Totusi, aceastd ipotezd este lalsa, deoarece, de exemplu

F(40) = 402 4 40 4 41 = 40(40 + 1) + 41 = 41(40 + 1) = 412,

eare nu este numér prim. De fapt, z = 40 este primul numir natural pentru care
f(z) nu este prim.

3. Matematicianul francez Pierre Fermat (1601—1665) considerind numerele
290 44 =8, 24 1=5 2 p1=17, 2317257, 221656537,
care sint numere prime; a tras concluzia c¢d pentru orice numér natural n numérul
22" -1 este prim. El nu a I'eﬁgit sd verifice daci pentru n = 5, numarul 22° 1 1 —
= 4 294 967 297 este sau nu este prim.

Insd, matematicianul si fizicianul elvetian Leonard Euler (1707—1783) a
ardtat cd acest numdr, nu este prim, mai precis: ‘

925 + 1 = 641 x 6700 417.

Ulterior s-au giisit si alte valori ale lui n, n = 6, 7, 8, 9, 11, 12, 18, 23,
36, 38, 73, pentru care numirul 22" 4 1 nu este prim. -

4. Matematicianul polonez Waclaw Sierpinski (1882—1969) a emis ipoteza
cd numdrul 991r? 4 1 nu d& patrate perfecte pentru n natural. Aceasta s-a dovedit
a fi falsd, cel mai mic numér natural n pentru care se obtine pétrat perfect fiind
un numdr format din 29 de cifre. )

5. Din mica teoremd a lui Fermat (aplicatie, pet. 3.2, §3 din acest capitol)
rezultd ci dacd p > 3 este un numdr prim, atunci 2771 — 1 se divide ecu p. Totusi
oricare ar fi numdrul prim p < 1000, 27* — 1 nu se divide cu p2 De aici ar putea
urma cd, in general, pentru nici un numar prim p, numirul 2?71 — 1 nu se divide
cu p® Totusi s-a ardtat ca 21937t — ] se divide cu 10932,

Exemplele de mai sus arald ca aceeasi metodd de rationament conduce in
unele cazuri la propozitii adevarate, iar in altele la propozitii false. Deoarece prin
aceastd metodd concluzia se trage dupd considerarea citorva exemple, si nu a
tuturor cazurilor posibile, aceastd metodd de rationament se numeste inducfie
incompleld. '

Inductia incompletd, dupd cum am vizut, nu conduce mereu la propozitii
adevdrate, dar este folositdare, deoarece permite si se formuleze o presupunere,
care dupd aceea poate fi confirmata sau infirmata, ;

Citeodatd insil, o astfel de metoda de rationament poate sd condued, studiind
un numdr finit de cazuri, la epuizarea tuturor posibilititilor. Tatd doud exemple
in acest sens: i

1. Sa se demonstreze cd fiecare numéar natural par n, unde 4 < n < 20,
se poate scrie ca suma a doud numere prime (care pot fi g1 egale).

Pentru demonstralie sd considerdm [iecare din numerele pare cuprinse
intre 4 81 200 Avemi 4 =2 L 2,6 =3 -1 8 8 =3 "M== 3 "7 12—5 L7
16 =70 47,16 =5 L 41, 18 =7 L. 11,.20 =7 =45

2. Sd se demonstreze cé pentru orice poliedru regulat este indeplinitd relatia
V— M + F = 2, unde V este numarul virfurilor, M este numarul muchiilor, iar F
este numdrul fetelor.

Pentru demonstratie, este suficient si consideram numai cinci cazuri, si
anume: tetraedru, octoedru, cub, dodecaedru, icosaedru, deoarece nu existd alte
poliedre regulate. Pentru aceste cinci cazuri afirmatia se verificd direct, deoarece
pentru tetraedru: V =4, M =6, I = 4; pentru octoedru: ¥V =6, M =12,
I = 8; pentru cub: V = 8 M = 12, F = 6; pentru dodecaedru: V = 20, M = 30;
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F = 12; pentru icosaedru: V = 12, M = 30, F = 20. Intr-adevdr, pentru toate

cele cinci poliedre avem: V — M + F = 2. . )
O astfel de metod# de rationament, in care concluzia rezultd pe baza cer-

cetdrii tuturor cazurilor, se numeste inducjie compleld.

1.2. Metoda inducgiei matematice

Inductia completd are un domeniu restrins de aplicabilitate in matematica.
De reguld, propozitiile matematice se referd la o multime infinitd de elemente
(de ‘exemplu, mul{imea numerelor naturale, multimea 1‘.}11119.1'8101‘ prime, multimea
poliedrelor 5.a.m.d.) si nu este posibil de considerat, pe rind, toate aceste elemente.
Existd insd o rpetodd de a rationa, care inlocuieste analiza, de altfel imposibil dve
realizat in practicd, a unei multimi infinite de cazuri cu demonstrarea faptului ca,
dacd o propozitie este adeviratd intr-un caz, atunci ea se dovedeste a fi adevaratd
si in cazul care succede acestuia. O astfel de metoda de rationament se numegte

induciie matematicd. 2 . .
Si reluim presupunerea (ipoteza) facutd in paragraful precedent: Peniru

orice numdr natural n > 1 are loc egalitatea:
14345+ . + (2n— 1) =n® (1)

Sa notdm cu P(n) eg t .
cd P(1), P(2), P(3), P(4), P(5) sint adevirate, inseamna ca egahtatef;l (1)Aar‘e loc
respectiv pentrun =1, n = 2,n = 3, n = 4, n =95, dupd cum s-a ardtat in para-
gratul precedent.

Intrucit P(5) este adevdratd: 1 + 3 ++ 5 4 7 4 9 = 5% avem

143451 74+9411=0542-5+4+1=(541? =63
adicd este adevidratda P(6).

Astfel, am demonstrat cd dacd P(5) este adevirata, rezultd ci este ade-
viratd P(6).

S% demonstrim, in acelagi mod, c& pentru un numir natural oarecare k > il
avem P(k) = Pk + 1). :

Aceasta inseamnd cd din egalitatea

143" b o - (QF — d)= &

1

sé rezulte egalitatea
1.9 LR B (2 - B = (R F )5
Intr-adevir,
143 4+54+..+2k—1D+@Rk+1)=[1+3 +54 ...+ 2—1)]+
L Rk+1) =k +2%+1=(k+ 12
Astfel, egalitatea P(n) este adevidratd pentru n = {, iar din faptul cd ea
este adevdratd pentrun = £, rezultd cil ea este adevirata si pentrun = &k + 1.
Atunci P(1) = P(2), deoarece 2 = 1 + 1; P(2) = P(3), deoarece 3 = 2 + s
P(3) = P(4), deoarece 4 = 3 + 1; P(4) = P(5), deoarece 5 = 4 41 §-.a.um.d.
Pare natural cd in modul acesta se poate ajunge pind la orice numdr n,

adicd P(n) este adeviratd pentru orice n > 1: deci rationamentul facut pare con-
vingétor. Acest rationament este riguros din punct de vedere matematic, deoarece

este un caz particular al unui principiu de bhaza al matematicii, numit principiul

inductiei matematice (primul principiu de inducfic).
Acesta se formuleazd astfel:
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alitatea (1), pentru numérul natural n. Atunci, faptul’




Dacd o propozijie P(n), n fiind un numdr natural, este adevdratd pentru n =_0,

st, din aceea cd ea este adevdratd pentru n — k (unde k este un numdr natural oare-
care) rezultd cd ca este adevdratd si pentru numdrul natural n — k 4 1, atunci propo-
zifia P(n) este adevdratd pentru orice numdr natural n.
! In aritmeticd se pune in evidentd cd principiul inductiei matematice consti-
tule una din axiomele de bazi ale aritmeticii numerelor naturale, avind numeroase
aplicatii. Acest principiu ne dd metoda de demonstratie numitd metoda inducfier
matematice. ,

Fie P(n) o propozifie care depinde de un numdr natural n = m, m fiind un
numdr natural fizat. ;

Demonsirajia prin metoda inducfier matematice a proposifiel P(n), constd din
doud ctape:

1°. Se verificd mai intii ed P(m) este adeviratd.

2° Se presupune cd P(k) este adeviratd si se demonstreazé od Pk 4 1) este
adevdratd, k fiind un numdr natural > m (adicd P(k) = P(k 4 1), k > m).

Dacd ambele etape ale demonstratiel sint verificate, atunct propozifia P(n)
este adevdratd pentru orice numdr natural n > m.

Intuitiv, aceastd metodd de demonstratie se justificd astfel:

Din P(m) adevdrati si P(k) = P(k + 1), pentru orice % > m, rezulti
P(m + 1) adeviratd (k = m); apoi luind £ = m + 1 se obtine cd P(m 4 2) este
adeviratd s.a.m.d. Rationind ,din aproape in aproape“ deducem cd propozitia
P(n) este adevératd pentru orice numir natural n > m.

Metoda inductiei matematice arati ci egalitatea (1) ete adeviratd pentru
orice numdr natural n > 1, deoarece ea este adeviratd pentru m = 1, s din P(k)
rezultd P(k -+ 1), pentru %k > 1.

Observaji

1) Dacd se cere si demonstrim ci propozitia P(n) este adeviratd pentru
orice n > m, m fiind un numér natura] fixat, prima etapd a demonstratiei prin
inductie matematicd constd in verificarea faptului cd P(n) este adeviratd pentru
n = m §i nu pentru alt numéar natural. Este posibil ca pentru numerele naturale
mal mici decit m propozitia sd fie falsi, sau si nu aibd sens.

2) Cele doud etape ale demonstra{iei prin metoda inductiel matematice sint
la fel de importante. In paragraful precedent, considerind exemplul f(z) = z?
+ @ + 41, ne-am convins cd o propozitie poate fi adevirats pentru un numir de
cazuri particulare, nefiind adevirata in general. Acest exemplu araté cit de impor-
tanta este etapa a doua a demonstratiei prin inductie matematici.

Nu inseamnd ca prima etapd este mai putin importantd decit a doua. Iatd un
exemplu care aratd la ce concluzie absurda se poate ajunge, dacd se omite prima
etapd a demonstratiei prin inductie matematica.

Sd considerdm propozitia P(n):

Orice numar natural n este egal cu succesorul siu®.

Sd presupunem ci P(k) este adeviiratd, & fiind un numér natural adica
k=4k+ 1. Adunind 1 la fiecare membru al egalitdtii £ = k& + 1, rezultd
k+1=Fk+4 2, adicd P(k + 1) este adevirati. Etapa a doua a demonstratiei
a fost efectuata, totusi propozitia nu este adevirat. Intr-adevir, pentru n = 0,
P(n) nu este adeviratd, deoarece 0 # 1, gl deci prima etapd a demonstratiei prin
inductie matematicd ne spune ci P(n) este falsa.

Metoda inductiei matematice are o largd utilizare in matematics. Ea poate fi
folositd la calcularea de sume si produse, la demonstrarea unor egalitéti i inegalitati,
in probleme de divizibilitate a numerelor. Vom da citeva exemple in care utilizim
metoda inductiei matematice.
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Exemple

1) 84 se calculeze suma
1 1

1

1
BT TR

1.2 T 23 34
pentru orice numir natural n > 1. . ‘ ‘
Solugie. Notim aceastd sumi cu S,. Ca sd stabilim expresia sumei Sy, calculim suma in

citeva cazuri particulare: §;, §a, 83, 5. . . i
Considerind aceste numere formuldm ipoteza i dupd aceea pentru demonstrarea ei folo-

sim metoda inducliei matematice.

it [
ST
1 1 1 1 1 2
i LR g e L e L N
g TRtEReE ey i e
\.1
1 1 1 i 9 47 ¥dos
T A = = = ot S TN
S i q{%-a g & b
- 1 1 1 31 4
Se= Lo D
R Y e B e BBl b el B

Cercetind aceste sume observim c# numiritorul este indicele sumei cautate, iar numito-
rul este succesorul siu, Tn acest mod, formulim urmitoarea ipotezi:
Pentru orice numir natural n > 1, are loc egalitatea:

1 } 1 ; 1 Qb 1 107 00 o . (2)
1.2 23 34  an4a) n4d
Sd notdm cu P(n) egalitatea (2), pentru numirul natural ». Demonstrdm ci P(n) este

adeviratd prin metoda inducliei matematice.

1° P(1) este adeviratd, deoarece §; = —2 = -: e
2° Demonstrim cd P(k) = Pk + 1):
5 1 1 -
&“2113+§§+§%+”“+km+1)+(w+nw+2)_
1 I 1 R 2k 1 2
= et U+ (kL 2) Th1 (k+Ok+2) (k+1)(k+2)
k-1 k41
" k+2 (k4 4A

Ambele etape ale demonstrafiei prin metoda inductiei matematice sint verificate. Prin
urmare egalitatea (2) este demonstratd si decl .
1 1 1 1 n

i T aey e g nln +1) n41

pentru orice numdr natural n > 1. |
2) B4 se demonstreze cd pentru orice n = 1, avem

1
I Bt Iuneib 8ot Ao s (3)
177724157:%»‘“—"_211)1 2n n—+ 1 n -+ 2 ‘Zn
Demonstragie. Notim cu P(n) egalitatea (8), pentru numérul natural n.
' fhag St o bk L
1° Pentru n = 1, egalititea (3) devine 1 — -; 7—2 si deci P(1) este adevirali.

2° Demonstram cd P(k) = P(k +1).




Avem
o i 1 1 ‘
Pl ol mtp et o - Al o1 e L /
2 Bk 2k —1 9%k k+1+"'+2k )
P{;wri)ﬂ_.l-f-—?——iqt...—f——i——i $oot 10t =
- g “ g B 2k—1 2k 2%k+1  2k+1)

N 1 1 1
= + ot — 4 + . 3
k+ 2 2k 2k 4+ 1 } 20k + 1) i

Scizind membru cu membru, prima egalitate din a doua, oblinem egalitatea

4ol Mo s 10t 1
Y - B TSR S Sk 0 - kL
care este evident adeviraty.

Inseamni c4 daci este adevirata egalitatea (3’) atunci este adevirala si egalitatea (3”). Conform

me;miei induciei matematice rezult ci egalitatea (3) este indeplinitd pentru orice numir natural
nz=1.

3) S#se demonstreze cd dacd x > —1 inegalitatea :
(44 )" >1 + nz (&)
este adevidratd, oricare ar {i numirul natural n.*

; Demonstrafie. 84 notiim cu P(n) inegalitatea (4), pentru numirul natural n,
’10 Pgntru n=0, avem (1 + x)® =1 4 0-a = 1, deci P{0) este adeviirati.
2° S4 demonstrim R(k) = Pk + 1). '

il.'tmuliim ambii memhri ai inegalitifii (1 + 2)k>1 4 ke cu 1 + :r, Cum 1 4z > 0
semnul inegalititii nu se schimbi, deci: : ,

(L + @)ttt > (1 4 ka)(4 + z) = 1 + ke + o + ke,
Deoarece kz* 2 0, cu atit mai mult avem:

1+ 2> 4 hz+ =1+ (k+1)z

Deci
(14 )k > 1 4 (k -+ 1)
Conform metodei inductiei matematice rezultd inegalitatea (4), pentru orice numir natural
4) Sd se demonstreze cd n’ — n se divide cu 3, pentru orice numéir natural n.
Demonstrafie. Notim cu P(n) propozitia: dy = n® — n se divide cu 3.

Deoarece dy = 0 — 0 = 0, atunci pentru n = 0, d, se divide cu 3, adici P(0) este ade-
virati.

S demonstram P(k) = P(k + 1), adicd din: dp, se divide cu 3, si rezulte ci djyq se divide
cu 3. :

Inlz'-adevﬁl‘,
Gppy = (K + 1P = (k1) = K+ 32+ 9k +1 — h—1 =k — k + 3K + k) =

= dr + 3(k* + R). \

| .Ohser'vﬁlm cil dpgq este o sumil de doi termeni. Primul termen al aceslei sume se divide
cu 3f iar al doilea termen este evident divizibil cu 3. Prin urmare, fiecare termen al sumei dpt

| se divide cu 3, de unde si dyyy se divide cu 5. Propozifia este demonstrats. :

‘ ‘ 5] 84 se demonslreze ci numdrul functiilor delinite: pe o mullime cu n elemente intr-o
multime, cu m elemente esle mn.

o . Demonsirafie. e A = {ay, aa, ..., an} 51 B = {by, by, ..., by} doud mulfimi, avind
n, respectiv m elemente. 8d aritdm cd numirul functiilor detinite pe A4, cu valori in B este m™.
DemqnsLt'am prin metoda inductiei matematice, dupd n. Fie P(n) alirmatia: Numirul functiilor
delinite pe o multime cu n elemente intr-o mulfime cu m elemente este m?.

| * ‘Inegalitatea (4) se numeste, inegalitalea lui Bernoulli; lacob Bernoulli (1654—1705)
| matemalician elvelian,
|
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1° P(1) este adevidratd, deoarece evident de la o mulfime cu un clement intr-o mul-
time cu m elemente 'sint m = m' functii. Fiecare astiel de funclie duce unicul element al mul-
timii A intr-unul din cele m elemente ale multimii B.

99 8% ardtim ci P(k) = P(k + 1). Fie mullimea 4 = {uy, az,..., ¢k} €U & + 1 elemen-
te. S84 considerim A’ = A — {ap+} = {ai, ag, ..., an}. Cum P(k) este adevaratd rezulti ci
numdrul functiilor definite pe A’ cu valori in B este mk. Dacd [:A"— B este o functie
oarecare, atunci definim fi:4 — B, 1 <i<m, prin fi(aj) = f(ej) pentru 1 < i<k si
filar+) = b, unde 1 < i < m. Asadar pentru orice funclie de la A’ la B se oblin m functii
de la A la B. Mai malt, toate functiile de la 4 la B sint de acest tip. Deci numérul functiilor
de la A la B este mk + m = mk+', Conform metodei inductiei matematice afirmalia este demon-
stratd.

1.3. O varianti a metodei inducgiei matematice

Fie A c N o submultime nevidd a multimii numerelor naturale. Spunem cé a
din A este un prim element (sau un cel mar mic element ) al multimii 4, dacd a < z
pentru orice z din A.

D#m in continuare o proprietate importantd a multimii numerelor naturale,
care se demonstreazd cu ajutorul inductiei matematice.

Teorema 1.3.1. (proprietatea de buni ordonare a multimii numerelor naturale).
: Orice submulgime nevidi a multimii numerelor naturale are un.
prim element.

Demonstratie. Fie 4 € N o submultime nevidi. Dacd 0 e A, atunci 0 este
primul element al siu. Dacd 0 & A, fie M mulfimea numerelor naturale n, astfel incit n < =z,
oricare ar fi z & 4. Bvident, 0 Msidacic e 4, atunciz 4 1 & M. Deei M =£N. Vom ardta
cdexistiun numir naturale & M astfelineite + 1 & M. Intr-adeviir, presupunem prin absurd
cd pentru oricare k = M avem k + 1 € M.

Fie propozitia P(r) : Dacii n € N, atuncin € M.

Deoarece 0 & M, rezultd P(0) adevirati. :

Mai mult, P(k) = P(k + 1), deoarece dupd presupunerea prin ahsurd, daci ke M
atunci &k +1 M.

Conform metodei inductiei matematice, rezultd M = N, contradicfie. Deci ‘existd
a = M astfel incil d 4 1 & M. Ardtdm cii ¢ este numirul ciutat. fntr-adeviar a < z, pentru
orice z = A. Mai mult, a = 4; in caz contrar, @ < & pentru orice z € A si decl a + 1 <
pentru orice € A. Asadar e« 4+ 1 & M, contradiclie.

Proprietatea mul{imii numerelor naturale de a fi bine ordonatd std la baza
celui de al doilea principiu de inductie matematicd. Acest principiu este echivalent
cu primul principiu de inductie, insd, uneori este mai oportun pentru unele demo-
straiii.

El se formuleaza astfel:

Dacd o propozitie P(n), n fiind un numdr natural, este adevdratd pentrun = 0 s,
din faptul cd ea este adevdratd pentru toate numerele n <k, rezulld cd ea este adevdrald
si pentru n'= k, atunci P(n) este adevdratd pentru orice numdr natural n.

Demonstratie. Fie M submultimea multimii N a numerelor naturale
pentru care P(n) este falsd. Dacéd aceastd submultime este nevidd, atuneci ea are
un prim element k. Acest numér nu poate si fie 0, decarece P(0) este adeviratd.
Deci & > 0. Cum % este cel mai mic numér pentru care P(k) este falsd, atunci pentru

* Textele insemnate cu o hard la marginea paginii sint facultalive.




orice n < k, P(n) este adeviratd, si din ipotez&, rezulti ci P(n) este adeviratd si
pentru n = k. Deci P(k) este in acelasi timp si falsi §i adevirata, contradictie.
Deci neapéirat multimea A este vidi. Asadar nu existi numere naturale pentru
care P(n) este falsé, adicd P(n) este adevaratd pentru orice numar natural n.

Acest principiu sta la baza unei variante a metode: de demonstrajie prin inducfie
matematicd. |

Fre P(n) o propozijie care depinde de un numdr natural n > m, m fiind un

« numdr natural fizat.

Demonstrajia prin aceastd varianii a metoder inducfiel matematice a propozitiet

! P(n) constd din:

1° Se verificd mai intit cd P(m) este adeviratd.
2° Se presupune ci P(l) este adeviratd pentru orice I, unde m < I < k, §t se
demonstreazd cd P(k) este adeviratd.

Dacd ambele etape ale demonstrafiei sint verificate, atunci propozijia P(n) este

. adevdratd pentru orice numdr natural n > m.

Ezemplu. Sd se demonstreze ci orice numir natural n = 2, ori este numar pr‘im‘,
ori se descompune in prodvsul unui numdr [init de numere prime.
(Amintim ¢d numiral natural p > 2 se numeste prim daci nu are alti divizori in alard
de 1 si p.) ;
Demonstratie. Folosim metoda inductiei matematice (varianta a doua). Notim
cu P(n) propozitia: Numirul n > 2, ori este prim, ori este produs de numere prime.
1* P(2) este adevidratd, deoarece n = 2 este numir prim.
2° 54 presupunem cd P(l) este adevirati pentru orice [, 21l <k, sisi demonstrim
il P(k) esle adeviiratd. Intr-adevir, fie numarul natural k. Daci k este numér prim rezultd ci
P(k) este adeviiratd. Dacd & nu este numar prim, atunci k — ab, unde 2 < a, b < k. Dupi presu-
punerea noastrd P(a) si P(b) sint adevirate, adici a si b ori sint prime, ori se descompun in
produse de numere prime. Atuncieste clar i si k = ab se descompune in produs de numere prime,
adicd P(k) este adevirati. Conform metodei inductiei matematice rezulty cd P(r) este adevirats
pentru orice numiir natural n > 2.

Observafie. Am remarcat mai inainte ¢i la baza celui de-al doilea principiu de
inductie matematicd, care de altfel este echivalent cu primul, std proprietatea multimii numerelor
nalurale de a fi bine ordonati. Astfel, acest principiu poate {i extins sila alte multimi de numere
bine ordonate.

De exemplu:

1) O mullime {initd este bine ordonati.

2) Dacd m este un numir intreg oarecare, mulf{imea numerelor intregi, x, x > m, este bine
ordonald, 2

Dacil 4 este o multime bine ordonat, putem aplica metoda inductiei matematice pentru
demonstrarea unei proprietiti P(z), = 4.

Exercitii

1. Folosind metoda inducliei matematice, si se demonstreze ci pentru orice numir natural
n, sint adevdrate egalititile:

Al s nr | s s L

2

n{n -+ 11 (2n + 1)
6

LEE I L e

4n® — 1
ey

c) 1?‘+32-|-52+...+(211—1)2m = ;

40

_tn2n — 1) (2n 1),

d) 22 4+ 6%+ ...+ (4n — 2)% = : :
(n + 1) 72
e) 13+23+33+...+n3:[_”-"2+ 1] ]

\ .
£) 13 4+ 3+ 5% + ...+ (2n — 1)° = n®(2n® — 1);
nin +1) (n42) |

g)1-24+2-34...4+nln+1)= 5

n(n+1)(n 4 2)(n+ 3);

h)1:2:34+2-8-4+4 ... +nn+1)(n+2) =

4
i) 1:&4-97 £ 3104 ...+ nl3n+ 1) = nln +1)%;
o _, nin + 1)
j) 12 — 22 432 — 424 4 (1)t = ()7 ]T'
2. S4 se demonstreze ci:
1 S 1 B o
3)1-4 4:7 " 9:40 " (Bp—2)(3n -1} 3p b4
1 1 1 1 _ n ;
Bl 1-5+5-9+9-13+"' T (n'— 8) (&n 4+ 1)  4n 41
12 92 32 n? i nin -+ 1) o .
0)1 s g s .l'+(2n—‘1]l‘2n+i) 2(2n 4 1)
1 2 n . n(n 4+ 1) ;
8 1-3-5 e FigRe (2n — 1)(2n + 1)(2n + 3) . 2(2n + 1) (2n + 3)
3. S34 se demonstreze cd:
7 7 7 7 IET (R
a) —— + —— + = 3 :
1-8 8-15 1522 (7n — 6) (In + 1) Ty 2
1
1 1 1 1 1 Ty
==t =it o 4 =
) k-8 8- 124 -12-15+ tnfhn + &)  16(n + 1) 16

4, 54 se demonstreze ca:
a) dacd n > 5, atunci 2™ > nt:
b) dacd n > 10, atunci 2% > n®

b. Si se demonstreze inegalitifile urméloare:

a) —1—+ . +..,+--1~>I1—3,pentru n = 2
n 41 n+ 2 2n 24

b) : 4 4 . __,1__> 1, pentru orice numir natural n > 1:
n 41 n 4+ 2 an -+ 1

c) s —3- . g = 1 , pentru orice n =13
2 4 2n Van+ 1

d) Vn <1 +—1+1—ﬁ+‘ ...+L<2|/JT, pentru n > 2.

VAT Vn
6 Sa se calculeze suma urmé&tjoare si apoi si se demonstreze prin inductie matemalicd formula
gasifd:
Sp=1-11+2:214+3:3l+.. +n-nl,

unde n! =1:2:3-... *n.
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7. 8i se demonstreze cif pentru n > 2 este adeviraty inegalitatea:

hoy + aa sk oo £ tn] K fagl 4 @z ] 4o £ anl

8, B4 se calculeze produsul urmiitor si apoi si se demonstreze prin inducfie matematici formula

gasita:
Pn:[’l—-%][i—r;—]...(igf;), n 22

9. Si se demonsfreze prin metoda induciiei matematice inegalitates
(inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski -Sehwarz) :
(ai +af + ... -4-ap) (03 + B3 + ... + b2) > (asby + achy + ... + anba)t,
unde ai as, ..., @y, by, bs,..., b, sint numere veale oarecare.
10, 84 se demonsireze i pentru orice numir natural n, avem:
a) n® 4+ 11n este divizibil cu 6;
b) 7% — 1 este divizihil cu 6;
¢) 6*71 1 1 este divizibil ¢u 7;
d) 10" 4 18n — 28 este divizibil cu 27;
e) 97+ — 8p — 9 este divizibil cu 16

f) 7?7 — 1 este divizibil cu 48.

2. Elemente de combinatori

;[n practicd, adesea, se ajunge la problema de-a alege dintr-o multime oarecare
de obiecte submullimi de elemente care posedd anumite proprietiti, de a dispune
elementele uneia sau sle mai multor mul{imi intr-o anumitd ordine s.a.m.d. De
asemenea, poate apdrea problema determinirii, numéirului tuturor submultimilor
unei mulimi, constituite dupd anumite reguli. ‘

Pentru cd in astfel de probleme este vorba de anumite combinatii de obiecte,
ele se numesc probleme combinatorii. Domeniul matematicii in care se studiaza
astfel de probleme se numeste combinatorici. Combinatorica poate fi consideratd
ca o parte a teoriel multimilor, orice problemé de combinatoricd putind fi redusi la
o problemd despre multimi finite si aplicatii. . j

.. Aceastd ramurd a matematicii are mare importantd. pentru teoria probabili-
tatilor, ciberneticd, logica matematicd, teoria numerelor, precum si pentru alte
ramuri ale stiintei i tehnicii. In continuare, vom face cunostintd cu unele probleime
simple de combinatorici. ‘ - 3

In cuprinsul acestui capitol avem de-a facé numai cu multimi finite.

2.1, Multimi ordonate

Se consideril adesea multimi ale céror elemente sint aranjate intr-o ordine deter-
minatd. Dg exemplu, alfabetul este o mul{ime ale ciirei elemente (litere) sint date
intr-o anumita ordine. Astfel cele 27 de litere ale alfabetului roménese sint aranjate,
de obicei, in urmétoarea ordine: a este prima (nu urmeazi dup# altd literd), 4 este
a doua (urmeazd dupd prima), b este a treia (urmeazi dupi a doua) s.a.m.d. pind
la z care este ultima (dupi care nu mai urmeaza nici o literd). Elementele aceleiagi
mullimi se pot da gi'intr-o altéi ordine. De exemplu, este posibil ca literele alfabe-
tului s fie aranjate intr-o ordine inversi celei dintii, astfel: prima literd sd fie soco-
titd z, a doua si fie z, g.a.m.d. pind la ultima, a 27-a liter#, a. Sint, evident, si alte
moduri de aranjare a literelor alfabetului. ,
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Spunem ci o mullime impreund cu o ordine bine determinatd de dispuncre a

elementelor sale este o mulfime ordonatd. Mai precis:

Fie A o multime (finita) care are n elemente. Multimea A se numegte ordonatd
dacd fiecdrui element al siu i se asociazd un anumit numir de la 1 la n, numit
rangul_elementului, astfel incit la elemente diferite ale lui A corespund numere
diferite. '

Aceastd asociere exprimi, mai exact, tocmai ordinea elementelor multimii A.
Astfel, ordinea este urmitoarea: elementul cdruia i se asociazd numérul 1, elementul
ciiruia 1 se asociazdé numdrul 2, ..., elementul cdruia i se asociazd numdérul n.

Observdm cd orice multime finitd poate deveni o mul{ime ordonati, adici
se poate ordona. Aceastd ordine se poate da, pur gi simplu, numerotind elementele
multimii. Mul{imea ordonatd obtinutd o notdm cu (a,, @, ..., a,), unde ordinea
elementelor este datd de indici.

O multime ordonatd este caracierizatd prin elementele din care este formatd si.

prin ordinea in care sint considerale acestea. i
In consecintd, doud multimi ordonate sint diferite dacd ele se deosebesc fie
prin elementele din care sint formate, fie prin ordinea lor.
In exemplul de mai sus am considerat, asadar, doud multimi ordonate diferite.
Un alt exemplu de multimi ordonate diferite este urmatorul: (1, 2, 3) 51 (2, 1,3).
Multimile au aceleasi elemeénte, dar ordinea in care'elementele sint dispuse este
diferitd in cele doud multimi. Astfel, in prima multime 1 este pe primul loc, 2 pe

locul al doilea, iar 3 pe locul al treilea, in timp ce, in a doua multime 2 este pe

primul loe, 1 pe al doilea, iar 3 pe al treilea.

2.2. Permutiri

Fie A o multime «finitd) cu n elemente. Aceastd multime se poate ordopa

in mai multe moduri. Se oblin, astfel, multimi ordonate diferite, care se deosebesc

intre ele numai prin ordinea elementelor. Fiecare din mul{imile ordonate care se
formeazi cu cele n elemente ale muljimii A, se numeste permutare a acester mulfimt.

Se mai spune ci este o permulare a elementelor sale sau, inca, o permutare de
n elemente.

Numirul permutérilor de n elemente se noteazi cu P, si se citeste ,,permutdri
de n“. Avem: :

1. O multime cu un singur element poate fi ordonatd intr-un singur mod,
deci P, = 1.

2. O multime cu doud elemente A = {a, b} poate fi ordonaté in doud moduri.
Se obt{in doué permutdri: ‘

(a, b) si (b, a).

Deci Py =2=1-2. :

3. Fie 6 mulime cu trei elemente A = {a, b, ¢}. Permutdrile acestei mulfimi
sint: (a'l b‘! C), (a'! ¢y b)1 (bi a, C)1 (b| Gy a)'l ((.'.' a, b)a (C'l b: a)' '

Rezultd Py =6 =1-2-3.

Ne propunem, in continuare, si gisim numérul permutérilor unei mulfimi
date, adicd numérul modurilor in care poate sa fie ordonatd o mulfime datd.

Pentru produsul primelor n numere naturale nenule se folosegte, de obicei,
notatia n! care se citegte ,n factorial“:

fo 243 v v n=nl

In ceea ce privegte numirul permutdrilor, avem:

Oricare ar fi n > 1, numir natural, P, = nl (1)

Teorema 2. 2.1.




Demonstrajie. Vom demonstra teorema prin metoda inductiei mate-

matice. S& notdm cu P(ri) egalitatea (1).

1° P(1) este adevdratd, deoarece am observat mai inainte ¢ P, =1 =11.

2° Sa ardtdm cd P(k) = P(k + 1).
Sad ordondm in toate modurile posibile o mulfime cu % - 1 elemente. Oricare din
cele % + 1 elemente ale multimii poate ocupa ultimul logc, al (£ 4 1)-lea. Se obtin
astfel & 4+ 1 moduri diferite de a ocupa ultimul loc. Sd considerdm unul din ele, in
care un element ales al multimii va avea rangul k£ + 1. Eleientele ramase, care
sint in numdr de %, trebuie sa ocupe primele % locuri, iar aceasta se poate face in P,
moduri diferite. Se obtin, asadar, (k ++ 1)P, moduri de a ordona o mul{ime care are
k - 1 elemente. Deci P, , = (k + 1)P,. Dar cum P(%) este adeviratd, avem P, = k|
de unde Py, = (k + 1)k! = (k + 1)!. Conform metodei inductiei matematice
teorema este demonstrata.

Convenim sd considerdm cd multimea vida poate fi ordonatd intr-un singur

mod adicd P, = 1. Deci, definim 0! = 1.
Ezemple

1) 84 dim in tabelul urmitor valorile lui n !, pentru 1 << n < 10
n n! n n!
1 1 6 720 °
2 2 7 5 040
3 6 8 40 320
4 24 9 362 880
5 120 10 3 628 800

2) Cite numere diferite se pot forma din.cifrele:
05452y 3,4, 5716, 7,89
astfel ca orice numdir si confini toate cifrele si doar o singurd dali fiecare cifrd?

Solutie: Din numirul mullimilor ordonate care au ca elemente cele 10 cifre trebuie si

scidem pe cele care au pe primul loc cifra 0.

Deci oblinem :

. 10 —' 91 =9-9!1 =1 -2 -3-4-56+7-8:9% =18 265920

numere. ;

3) 1n cite moduri poate fi ordonati mulfimea {1, 2, 3,..., 2n} asttel incit fiecare numir
par si aibd rang par?

Solufie. Fiind n locuri de rang par, rezulti ci numerele pare de la 1 la 2n, care sint
tot in numir de n. se pot aseza pe locuri de rang par in n! moduri, Fiecdrui astfel de mod de
aranjare a numerelor pare il corespund n! moduri de aranjare a numerelor impare pe locuri de
rang impar. De aceea numirul total al permutirilor de tipul cerut este égal cu n!-n! = (n!)%

.

2.3. Aranjamente

1. Fie datd o multime A cu n elemente. Dacid m < n, atunci se pot forma
diferite multimi ordonate cu cite m elemente fiecare, in care intrd numai elemente
ale mul{imii A. De exemplu, din elementele mul{imii {a, b, ¢, d} se pot constitui
12 mult{imi ordonate, avind cite doud elemente fiecare:

(2, 8), (@ ¢), (a, d),
(b, a), (b, ¢), (b, d),
(c, a), (c, &), (¢, d),
(d, a), (d, b), (d, ¢).
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Multimile ordonate care se formeazi cu elementele unei submultimi oarecare
a unei multimi finite 4, se numesc submuljimi ordonate ale lui A, sau aranjamenie.
Mai precis: ‘

Daci A este o mulfime cu n elemente, atunct submulfimile ordonate ale lui A,
auind\ﬁecare cite k elemente, unde 0 < k < n, sec numesc aranjamente de n elemente
luate cite k. ;
Observdm ci dousd aranjamente de n elemente luate cite & se deosebesc prin natura
elementelor ori prin ordinea lor. Numérul aranjamentelor de n elemente luate cite &
se noteazd AL si se citeste ,aranjamente de n luate cite k",

 Din exemplul de mai inainte rezulta:

A =12,
R & = Rl o = : %
Ne propunem, in continuare, si gdsim o formuld pentru calculul numérului A,
Observim cd Al = n. ' s
Intr-adevir, un element din cele n elemente poate fi ales in n moduri, lar cu
acest element ales se formeazd o singurd multime ordonata.

Formula care exprimé A% in functie de n si k, este datd de urmitoarea teoremd.

Teorema 2.3.1. Daci k si n sint numere naturale astfel incit 0 < k << n, atunci:
AL =n(n— 1) —2)..(n —k+1). )

; . ~ . [ A ar ) Yoy k e
Demonstratie. Si consideriim mai intii 0 < k << n s1 s aratam A,§+_1 —
— (n — k)AL, Intr-adeviir ca si repartizim oricare k + 1 elemente, luate din r

-elemente date, pe & - 1 locuri, se pot lua mai intii oricare & elemente si aranja pe .

primele % locuri. Aceasta se poate face in A% moduri. In fiecare din aceste cazuri
ramin (n — k) elemente. Oricare din aceste elemente se poate pune pe al (£ + 1)-lea
loc. Astfel, in fiecare din cele AX moduri de aranjare a elémentelor pe primele &
locuri, obtinem (n — k) posibilitdti prin care al (k 4 1)-lea loc este ocupat (ie unul
din cele (n — k) elemente rdmase. Prin urmare, avem Akl = (n — k)Aj.

Avind in vedere ci AL = n, deducem succesiv:
A2 =n(n — 1), A3 = n(n — 1)(n — 2),
Ak =nn —D(n—2)...(n — k+1).
Si ddm o al.té formi formulei (1). Produsul n(n — 1) ... (n — k + 1) se poate

scrie sub forma:

nin—1..n—k+1)n—k..2:1

(n —k)..2-1
.n! .
adicd sub forma —— . Deci :
(n —k)!

By LN (2)

! - (n—k)!
Pentru &k = 0 formula (2) d&

, AL

Acest lucru este adevidrat, deoarece orice muliime contine multimea vida, despre
care am convenit s-o considerdm ordonatd intr-un singur mod.

Pentru k& — n formula (2) dé 1
Af=n!= P,

Asadar formulele (1) si (2) sint adevdrate pentru orice k, astfel incit 0<k<n.
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Ezemple
1) In cite moduri pot [i asezali &4 elevi pe 25 de locuri?
Solugie. Numirul ciutat este egal cu
Ags = 25 - 24 - 23 - 22 = 303 600.

9) Cite numere naturale nenule diferite se pot forma cu cilrele 0, 1, 2, 3, 4, daci in fie-
care astfel de numiir, orice cifrd intra cel mult o data. ¢

- - v b . p 3 .
Solutie. Cu 5 cilre se pot forma Az = 5! aranjamente diferite. Dar aranjamentele care

incep cu 0, in numdr de Af, dau numere de 4 cifre. Asadar sint

A —Af=5-4-3-2-1—4-3-2-1—96
numere cu 5 cifre. Numirul numerelor cu 4 cifre care se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3, 4, este
egal cu A#, din care scidem numirul aranjamentelor care incep cu 0, care esle egal cu
A} Deci numere cu 4 cifre sint in numir de

Ag*AE}=5‘&-?—}~2_&-3.2:95‘

in mod analog

g, numiirul numerelor diferite de 3 cifre, 2 cilre §i o cifrd va [i respectiv:

AS - AT 48, Al — Al=164i 4

Deci se pot forma 260 numere.

2. Aplicatie la numdrul functitlor injective st bijective

Sa notim Ny = 200 aml.

Sa presupunem cd 3 este 0 mullime cu n elemente (m < n). Atunci fiecdrei
functii injective f : V,, — B ii corespunde o submul{ime ordonatd a lui B, care
este formata din elementele b, = £(1), by =f(2), ..., b,, =f(m) (toate aceste elemente
sint diferite intre ele, dupd injectivitatea functiei f). Invers, fiecare submultime
ordonatd, avind m elemente, a lui B, defineste o functie injectiva f de la N, la B,
prin care f(k) = by, .

Este clar ci in loc de V,, se poate lua orice multime A cu m elemente.

Astlel, numdrul funclitlor injective definite pe o multime A cu m elemente cu
palori intr-o multime B cu n elemente (m < n), este egal cu numdrul submulfimilor
ordonate, avind cite m elemente, ale lut B, adicd cu AY.

Daci m = n,. adicd A st B au acelasi numdr n de clemente, atunct orice func-
fie f + A— B care este injeclivd, este neapdrat bijectivd.

Rémine de ardtat cil f este surjectivd. S presupunem prin absurd ca f nu este
surjectivd. Deoarece f este injectivd, adict la elemente diferite din multimea A
corespund prin £ elemente diferite din multimea B rezultd ci multimea f(A4) =
= {f(x)l z € A} are n elemente. Deoarece f nu este surjectivd, existd un element
b € B astfel incit f(a) # b pentru orice @ & A. Deci b & f(A) si astfel f(A) are mai
putin de n elemente; contradictie. Aceasta contradictie aratd ca f este neaparat
surjectivii. Deci f este injectivil gi surjectivd, adica bijectiv.

Avind in vedere cele de mai inainte, rezultd c& numdrul funciitlor bijective
definite pe o mulfime A cu n clemente cu valori intr-o mulfime B tot cu n elemente
este egal cu Al = Py, adica nl. :

In particular, daci A = B rezultii cii numdrul functiilor bijective definite pe
‘0o multime cu n elemente cu valori in ea insdsi este egal cu numarul permutérilor
multimii A, adicd P, = nl.

Din acest motiv, de ohicei, o functie bijectivé definitd pe o multime cu valori
in ea insiigi se numeste permutare a acestei multimi.

46

2.4. Combiniri

1. Fiemultimea A = {a, b, c} si s& considerdm toate submultimile sale. Acestea
sint: g

1) multimea vidd: @;

2) submultimi avind fiecare cite un element: {a}, {b}, {c};

3) submultimi avind fiecare cite doud elemente: }a, b}, {a, c}, {b, c};

4) multimea totald: {a, b, c}.

Asadar mul{imea A = {a, b, ¢} are opt submultimi, dinfre care: trei sub-
multimi cu cite un element, trei submultimi cu cite doud elemente, o submulfime
cu trei elemente si multimea vida.

In continuare vom rezolva urmitoarea problema: |

Fiind datd o multime [initd cu n elemente) sd se calculeze! numérul submul-
timilor sale avind fiecare cite k& elemente.

Daci A este o mulfime cu n elemente, atunct submulfimile lui A avind fiecare
cite k elemente, unde 0 < k < n, se numesc combiniri de n elemente luate eite k.
Numirul combingrilor de 7 elemente luate cite k£ se noteazi Cl si se citeste
,combindri de n luate cite k¥,

Din exemplul de mai inainte rezulta:

=, =3 C =3, G =1,

iar C + C} 4+ C3 4+ C} = 8 = 23 (acesta este numdrul tuturor submultimilor
multimii {a, b, c}).

Ne propunem in continuare si gisim o formuld pentru caleulul numérului Cf.

Observim cid C) = 1 deosrece fiecare multime A are numai o submultime
f5rd nici un element si anume mult{imea vidd. Apoi, Cj = n deoarece o multime
cu n elemente A = {ay, ay, ..., a,} are exact n submultimi cu un singur element,
adicd submultimile de forma {a,}, {a,}, ..., {@,}. Formula care exprima C" in functie
de n gi k, este datd de urmétoarea teorema.

Teorema?2. 4.1. Daci k si nsint numere naturale, astfel incit O < k < n, atunci
Ct — n! =n(n—1) (n.gk—ki)' (1)
kl(n— k)! k!

Demonstratie. Fie A o multime cu n elemente. Sd considerdm toate
submultimile mul{imii A care au k elemente. Ordoném fiecare dintre aceste submul-
timi in toate modurile posibile. Obtinem astfel, toate submultimile ordonate ale
lui A, care au cite k elemente. Numdrul lor; dupd cum stim, este A%, Dar cum
numirul tuturor submultimilor lui A avind k elemente este egal cu Cf, iar fiecare
din acestea se pot ordona in P, moduri, rezulta cd A% = Ck-P,. Din aceasta
eghlitate rezultd ca :

s Ak
Ci= 3"
Ph.
; 3 i n! ;
Inlocuind in aceastd formuld expresiile A% = ( T P, = k!, obtinem
n—k
ck — nl
" kln— k)

ceea ce se mai poate secrie: :
Ch. na—d) e n— k-1
. k!

% Numsrul CX se mai noteaza (¥).




De exemplu, : S
25«24 -23 - 22

= = 95528 w22 =1 X6H0,
s LS e U

4
Cas =

Ezemple
1) in cite moduri se poate alcitui din 9 persoane o comisie formatd din 5 membri?
Solutie. Pentru a avea toate cazurile posibile trebuie sd considerdim toate submul{imile
formate din cite 5 elemente, ale unei mul{imi formate din 9 elemente. Numirul ciutat este
5ot 9 BEETR6 oD

g = — = 126.
1+2+3+4 -5

-

2) La un turneu de sah au participat n sahisti, si flecare 2 sahisti s-au intilnit o data.
Cite partide s-au jucat in turneu?

Solutie. Numirul partidelor este egal cu numirul submulfimilor formate din cite doud
elemente ale unei multimi cu n elemente, adicd

9 nin — 1)
2

3) S se giseascd numirul diagonalelor unui poligon convex cu n laturi.

Solutie. Virturile poligonului formeazi o multime de n puncte in plan, necoliniare cite 3.
Numirul diagonalelor si al laturilor poligonului este egal cu numirul submulfimilor formate din
cite doud elemente ale unei multimi gu n elemente, adicd
nin — 1)

%

o
Cn =

Scizind cele n laturi din acest numir, oblinem:

nin — 1) oJi n(n — 3)

) 2

care reprezintd numdrul diagonalelor unui poligon conex cu n laturi.

&) Incite puncte se intersecteazi diagonalele unui poligon convex cu n laturi, daci oricare
trei dintre ele nu sint concurente?

Solugie. Fiecdrui punct de intersectic a doudl diagonale ii corespund 4 virfuri ale poligo-
nului, iar la oricare & virfuri ale poligonului le corespunde un punct de intersectie (punctul de
intersectie al diagonalelor patrulateruluicu virfurile in cele 4 puncte). De aceea numdrul tuturor
punclelor de intersectie este egal cu numirul posibilitatilor de a alege 4 virfuri din cele n virfuri,
adicd: :

ch nin — 1) (n — 2) (n — 3) 4. nin — 1) (n — 2) (n — 3) )
1= a3 oh 24

2. Citeva proprietifi ale numerelor Cl ,

Numerele C§ au o serie de proprietiti importante. Ele exprimé diferite relatii
intre submultimile unei multimi. Aceste proprietiti se pot demonstra direct din
formula pentru C%. Mai instructive sint insa demonstratiile bazate pe rationamente
cu multimi.

1° Formula combindrilor complementare. Dacd 0 < k < n, atunct eslte adevd-
ratd egalitatea:

“Je = ]
Ln =02 k, (1)

Demonstrajie. Cu ajutorul formulei pentru Cj avem

n! nl

= = — Cn k.
Elin—&))  (n =B n—m—k]r

~k
~n
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Sensul acestei afirmatii este urmitorul. Fie A o multime cu n elemente.
Fiecirei submultimi X cu k elemente a lui A i asociem o submultime bine deter-
minati, cu (n — k) elemente, a multimii A, si anume CX (complementara lui X).
Prin aceastd asociere, unei submultimi cu (n — k) elemente ii corespunde o singurd
submultime cu & elemente. Agadar, numéarul submultimilor cu & elemente ale hui A
este egal cu numérul submultimilor sale cu (n — k) elemente. Aceastd afirmatie
se exprimd, de altfel, prin egalitatea (1).

9° Pentru orice numdr natural n = 0 este adevdratd egalitatea

Ch+Chi+C+4. .. +C=2" (2)

Demonstrajie. Suma din membrul sting al egalitéjii reprezinti tocmai
numérul tuturor submulfimilor unei multimi cu n elemente. Egalitatea (2) rezultd
din teorema urmaéatoare:

Teorema 2.4 2. Numirul tuturor submulgimilor unei mulgimi formate din n ele-
mente este egal cu 2% '

Demonstrajie. Vom aplica metoda inductiei matematice. S& notdm cu
P(n) afirmatia teoremel. '

1) Afirmatia P(n) este adevdrati pentru n =0, deoarece multimea vid#
are o singurd submultime si anume ea insdsl.

9) Sd demonstrim ci P(k) = P(k - 1), adicd din aceea cd o multime formatd
din % elemente are 2% submultimi rezultd cd o multime formatd din & + 1 elemente
are 2**! submultimi.

Fie o multime B formatd din k 4 1 elemente:

B = {bn bm Esy bka hk+1}
si fie urmdtoarea submultime a lui B:
B’ = {b;; by .4y br}e

Cum P(k) este adevéarati, rezultd cd B’ are 2% submultimi. Din fiecare submul-
time a lui B’ se obtine o noud submultime a lui B prin adaugarea elementului by 4,
deci se obtin astfel, inci 2* submultimi ale lui B. In total sint deci Fial Doz PAHE
submultimi ale multimii B. Conform metodei inductiel matematice teorema este
demonstrata. |

3°. Formula de recuren}d pentra calculul numdrului de combindrt. Pentru orice k
st n astfel incit 0 < k < n, este adevdratd egalitatea:

(6 — (O S e (3)
Demonstrafie. Cu ajutorul formulei pentru C7, avem
G, — (n—1)! :(nfi)l(n — k)
klin —k—1)! kl(n — k)|
G-t =0l _ e—Nlk

YT k=D (n— k) kln — k)
Tnlocuind aceste valori in partea din dreapta a formulei (3), obtinem
(n — 1) (n — k) (n — 1)k :(n—-i)!(n—k—l—k)
kl{n — k)! kl(n — k)N kln — k)|
n!
~ kln = &)

Egalitatea (3) este demonstraté.

: Cii_1 -t Ci;:i i

==
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Sd ditm o altd demonstrafie formulei (3) fAcind un rationament cu mulfimi. 8% conside-
ram un element oarecare a al unei multimi 4, format4 din n elemente si toate submulfimile mul-

timii A4, formate din cite kelemente. Numirul acestor submultimi este egal cu C;:'. Submultimile ‘

¢u k elemente ale lui 4 le impirfim in doui clase (disjuncte): submulfimi care contin pe a si

submullimi care nu con{in pe e. Numdrul submultimilor din prima clasi este egal cu Cﬁ:{,

deoarece fiecare astfel de submulfime se ob{ine prin addugarea elementului a la o submultime oare-
care cu (k — 1) elemente, a mulfimii A. Num&rul submultimilor din a doua clasi este egal cu

J ; f
Cn_1, deoarece fiecare astfel de submultime este o submulfime cu k elemente, a mulfimii

A — {a}. Deci:
e CA - Ch g

lf" Ti;'iung_hiul ’lui Pascal*. Formula (3) a punctului precedent permite s%
calculim Cj, stiind C}_,; i CX=1. Cu ajutorul ei se pot calcula succesiv numerele s

mai intii pentru n = 0, apol pentru n = 1, pentru n = 2 s.a.m.d. Valorile nume- .

relor C% le scriem sub forma unui tabel triunghiular care se numeste triunghiul
lut Pascal:

fet

I e |
HET A e e
A o R K

In gmla a(n - 1)-a a tabelului sint agezate in ordine numerele C%, C%, C2, ..., Cn.

1% n__ s ) o . . i

Avem C'E = Ch =1, iar numerele rdmase se calculeazi cu ajutorul formulei de

recurenta.

(s k-1 .2 k . . i w

; AIntruclt mulrnerelek(ln_I1 si Cy_, sint dispuse in acest tabel in linia precedentX

celei in-care se géseste C¥, la stinga si la dreapta acestuia, atunci pentru a obtine Ck

adundm numerele din linia precedentd care se gisesc la stinga si la dreapta sa. De

exemplu, numdrul 10 din linia a sasea se ob{ine adunind numerele 4 si 6 din linia
precedenta. :

SEE SN i
| T
TR WO

8. O interpretare geometrici pentru numerele Co

Fie numerele naturale k si n astfelincit 0 < & < n. In continare se va.da o interpretére
geomelricd interesantd a numirulni C},ﬁ. !

Fie planul zOy si punctul M(k, n — k). Notim cu M’ si M”, punctele de coordonate
(%, 0), respectiv (0, n — k). Realizim reteaua din tigura 11.1, cu pitrate de laturd 1 (adicd, un
caroiaj aldreptunghiului OM’MM” cu pitrate dé latury 1). Acestea sint in numir de k- (n — k).
Virfurile celor %:(n — k) pitrate se numesc
nodurile retelei. Numim drum pe refea o linie
frintd care uneste doudi noduri oarecare ale re-
telei si este format# din laturi succesive ale pi-
I ‘ tratelor refelei. .
et ——{ Se pune problema determin&rii numé-
' f rului drumurilor pe retea minimale (cele mai
! Scurte) care unesc punctul O(0, 0) cu punctul
f Mk, n — k). ; '

Se observi cd un drum pe retea minimal,
care unesle O cu M, esle format din k + (n —
! -— k) = n segmente [de lungime 1), dintre care
' k segmente orizontale §i (n — k) segmente ver-
ticale. Drumurile difera intre ele doar prin or-
dinea de succesiune a segmentelor orizontale

Fig. 1.1

* Blaise Pascal (1623 —1662), matemalician francez.

20

T

si verticale. De aceea numrul tuturor acestor drumur i

este egal cu numirui tuturor posibilitililor prin care M, A

din n segmente se pol alege k segmente orizontale, !

adicd Cy-

Remarcim cit n este suma coordenatelor punc-

tului M. |

S-ar putea considera numirul posibilitdtilor de ‘

alegere a (n — k) segmente verlicale din cele n segmen- " l
|

te i atunci obfiners numirul (54 8| Al _ R
" Astfel, am stabilit geometric formula combind-

. e n—h
rilor complementare: Cp = Cy ™

.84 demonstrim in acelasi fel formula de recurenti
pentru calculul numérului de combindri. :
S4 considerim reteaua din fizura [L.2, pe care figurdm punctele M;(k

si Myik, n — k —1). ! .
Rezultd e numirul tuturor drumurilor minima'e ‘care unesc (0, 0), cu Mk, n — k)

Fig. 11.2

— 1, n—k)

s St SHi i &
este Cﬁ. Toate aceste drumuri le impartim in doud clase (disjuncte): drumuri care (.Il.l,- prin
punctul M, si drumari care trec prin punctul M,. Cum suma coordonatelor ficcdiruia din punc-

; 1 2 'k 191 A
tele M, si M,este n — 1 rezulti cil numdrul d rumurilor care trec prin M, este Cy_y, 1ar nuima

[ : e—1 :
rul drumurilor care trec prin 3/, este Cp—f, de unde rezulta

k I k—1
Cn = Cn—l = Ci’lfl'

Permutari

1. Din elementele multimii A <4 se formeze toate permutirile posibile, daci:

a) A= {2} o) A=l B Y
b) 4= {4 5} d) 4= {v, b ¢ d}.
2. 84 se si'm.plil'it'.e expresiile: .
" 9131 T (n — 3! i 1.
BBl S~ B g 2101’ o (n—-?.)l, i {IL—:'JI)!, nl (n+4 2)!
8. Si se rezolve ecuatiile:
i
(n4+2)1 . oM Rl L il Jes 1o R ]
B = 0 (n+1)! (n+42)!

(=T =) A
4, 84 se rezolve inecuatiile:

Lm<;g; b) Lo 2y i
(n-—3)! (n 1) (n 4 2)

5. in cite modurise pot aseza pe un raft patru carfi?

a)

6. Un tren de persoane are zece vagoane. fn cite moduri pot [i asezate vagoanele pentru for-

marea trenului?
7. in cite moduri poate [i ordonati multimea {1, 2, ..., n}, astfel ca numerele 1, 2, 3 sil slea
la rind si in ordine crescéitoare?

8. Fie dali o mulfime 4 cu m elemente i o multime B cu n elemente . err
de permutdri al mulfimii .4 U B, astfel incit primul element al unei astfel de permulisi sa

fie din A, iar ultimul s# jie din B. AN B = @.

. 84 se giiseascd numirul




_

9. Clte elemente trebuie s contind o multime, astfel incit numarul permutdrilor acestei mul~

fimi sil fie cuprins intre 500 si 1 000?

10. Din cifrele 0, 1, 2, 3, 4, 5 se formeazil toate numerele cu gase cifre astfel incit in fiecare
numir si nu fie cifre identice. Cite numere se pot obfine?

11. In cite moduri pot Ii asezate n persoane la o masd circulard?

Aranjamente

12, Sd se scrie toale aranjamentele de cite 4 elemente ale mulfimii {1, 3, ¢, «, e}.

137 Cite numere naturale nennle.dilerite se pot forma cu cilrele 0, 1, 2, 3, dacd in fiecare astfel
de numir, orice cilri intri cel mult o datA. '

14. O grupd de studenli trebuie si programeze patru examene in timp de opt zile. In cile
moduri se poate face aceasta? Dar daci ultimul examen'se va da in mod obligatoriu in ziua
a opta? :

16. Cel treizeci elevi ai unei clase au schimbat fotografii intre ei. Cite fotografii au fost nece-
sare?

16. Si se calculeze:

2 An 4 b Anth + Anth | ) (20 4 1145,
Ay AR — Al A5 (2n—k) 1
17. 84 se afle n, daci:,
5 1 AR ah in+ 2)!
a) An = 184n2g;+  b) SRR~ ag9; o) ——— =132,
A3 Abein — B

18. Stiind e numiirul aranjamentelor de n elemente luate cite k este egal cu de p ori numirul
aranjamentelor de n elemente luate cite k — 2, sd se giiseascll n.

Combiniri
18, 5i se scrie toate submulfimile mul{imii A si s4 se gdseasci numdrul lor, daci:

A= RO b) 4 = {x, B, v, 8}.

20. 1n cite moduri, din 30 elevi, poate fi ales un comitet format din 3 elevi?

21. Fiind date » puncte, astfel incit oricare trei dintre ele nu sint coliniare, s se giseasci
numdrul dreptelor care se pot duce unind punctele dou# cite doud. :

22, Cite numere de cite patra cifre se pot forma astfel incit in fiecare numar o cifrd s4 fie mai
mpare decit precedenta? Dar daci fiecare cifrd este mai mici decit precedenta?

28. Inplansintdate n puncte,din care in atari de k puncte caresintsituate pe aceeasidreapti,
oricare trei puncte nu sint coliniare. Se cere si se afle:
a) Prin cite drepte se pot uni aceste puncte?
b) Cite iriunghiuri diferite, cu virfurile in aceste puncle, existi?

I -]
e

..In cite moduri se pot forma echipe din cite 4 elevi si un profesor, dac# sint 20 de elevi si
3 profesori?

. La 9 clase trebuie repartizati 3- profesori de matematic# fiecdruia repartizindu-i-se cite 3
clase. Tn cite moduri se poate face repartizarea?

152
et

26. 84 se calculeze: :
e-H1.

a) Co; af G EL N
b) Cig; d) Cloo + Cioo; t). Chy 4 ch
27. 54 se afle n, daei: ’
4 Sn(n — 3 :
a) Cn= {T): ¢) i) = 548n 10
b) Ca + Ca=nln—2); d) Chfs = 54346

52

28. Se d4 o malfime 4 care are n elemente. fmpartim toate submultimile lui 4 in clase (dis-
juncte), punind in aceeasi clasi toate submiulfimile lui A care au acelasi numir de ecle-
mente. Care din aceste clase este cea mai numeroasi?

29, Si se rezolve inecualiile:

= s le—1 e
a)ien R ¢) Ca0 " << Cap)

- i—2 )
B} ‘Gz Chs d) Cig> > Cie-
B0. 94 se rezolve sistemele de ecuafii: :
- —1 k
- e L ¥ =
{A;‘g:mg‘l kE—1 n—1
a ; 1 b) .
v y+1 s 2

Y
ks n—1

81. 84 se deducd egalititile:
ajenit et o ockol Uik =1
by O =@ g+ ack=t-3ch3 4+ eith
o) 08 i el Gl 4o + Cho = i1,

2, Din 11 persoahe, dintre care 7 birbali si & femei, se formeazd o delegatie alciituitd din 5 et
soane dintre care cel putin douil femei. in cite moduri se poate forma aceastd delegal,;e?

3.1. Binomul lui Newton

Dacé a si b sint numere, sint bine cunoscute formulele:
(a+b)!=a+b,
(a 4 b)? = a® + 2ab 4 b?,
(a + b)* = a® + 3a% -+ 3ab? + b2
De asemenea, se calculeazd fird dificultate
(@ + b)t = (a + b)Xa + b)? si (a + b)® = (2 + b)*a + b)°
g1 se obfine . i
(a 4 b)* = at + 4a®b 4 6a2b? + 4abd | b4,
(a + b)® = a® + ba%h + 10ah? 4 10a%* + 5abt 4+ bS.
Observam cii, coeficientii din membrii din dreapta &}i acestor formule sint
egali cu numerele din linia corespunzatoare a triunghiului lui Pascal (vezi § 2,

pet. 2.4).
) Vom ar

(a4 b)* = Coa®™ 4 CLa™ b + ... + Cpa™ ™™ + ... + C7b", (1)

itdgii (1) se numesgte

ita cd pentru orice numér natural n este adevirata formula

care se numeste formula lui Newton*. Membrul drept al egal

dezvoltarea binomului la putere. : W _
Vom demonstra formula (1) prin metoda inductiei matematice.

Notdm cu P(n) egalitatea (1), pentru un n dat.

* Isanc Newton, matematician si fizician englez a trdit intre anii 1643—1727.
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1) P(1) este adeviiratd, deoarece
(@ + b)r = a 4+ b = Cla 4 Clb.
2) Rédmine sd ardtdm cad pentru orice numir natural & > 1, avem P(k) =
= P(k + 1).
Fie deci adevidratd P(k), adicd
(@ + bk = Cla® - Cla*"2b | ... f CPa®™p"™ 1 ... + CEBP,
S# arditdim ci este adeviratd P(k + 1). Intr-adévér, avem
|- (a 4 B = (a + b)Ma + b) = (Cha + Cha¥™b + ... + CRar™b™
+ .. + Cib®) (@ + b) = Clar*! 4 Chakb + ... + CPtigh-mpm+1 4 4
-4 CKab® 4 Clakb + ... + Cpabmpm+1 4 . 4 Cp-lab® + ChpPHl =
= ClaMt 4 (€D 4 CHaM + ... + (CP + CPHY@mpmt 4., 4
+ (C™ + Cljab* 4 Cpr,
Deoarece 3
p=1=Clyy G + Cf = Chyy, ., CF + CFFt = CHY, ...
iy G <k Gl =101 5 OF = 1@l L
obtinem:
(@ + b)Ftt = € 0% | Cliia?h - ... + Qiiifgh-mpmts L
o Cliyaab® + CRHBRL

Folosind metoda inductiei matematice, urmeazi cd P(n) ete adeviratd pentru
orice numdir natural n > 1. Formula lui Newton este astfel demonstrata.

Ezemplu. (a + b)®= Ca® 4 Cea®h + Caa®h® -+ Coa’h® + Cha®h* + Clab® + CSp°.

Avem:
pl p il alf e O ol L S B SRR D B E gy
1 - 2 423
Cﬁ\: 2 =15 (fiind combiniri complementare). '
CC=Ci=6 (fiind combin&ri complementare).
Deci:

(@ 4+ b)® = a® + 60 + 15a%h® + 20a°6® + 15a°p* + 6ab’ + b°,

Coeficientii C3, C}, C%, ..., C? din formula lui Newton se numesc coeficienft
binomiali. Acegtia sint, evident, in numar de n 4 1. :

Asupra formulei lui Newton facem citeva observatii de baza.

1. In dezvoltarea (a -+ b)*, dupd formula lui Newton, sint n» + 1 termeni
(numdrul termenilor fiind egal cu numérul coeficientilor binomiali C, CL, C2,..., CP).

2. In formula lui Newton exponentii puterilor lui @ descresc de la n la 0, iar
exponentii puterilor lui b cresc de la 0 la n. Suma exponentilor puterilor lui @ gi b
in orice termen al dezvoltirii este egald cu n, adicd este egald cu exponentul puterii
binomului. :

3. Coeficientii binomiali din dezvoltare egal depiirtati de termenii extremi ai
dezvoltarii, sint egali intre ei, deoarece C'=Cy~™ (fiind combindri complementare).

4. Dacéd n este un numér par (adicd n = 2k), atunci coeficientul binomial
al termenului din mijloc al dezvoltdrii (adicd C!) este cel mai mare. Dacd n este
impar (adicd n = 2k + 1), atunci' coeficientii binomiali ai celor doi termeni de la
mijloc sint egali intre ei (adicd Ck = Ck*1) si sint cei mai mari.
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5. Termenul Cka™® "% adicd al (k 4 1)-lea termen din egalitatea (1), se
numeste termenul de rang & + 1 si se noteazd cu T, ,. Asadar :

Th+1 G C’r(la‘n—kbka k=0, 1: 2y e 10

Termenul T,,, se mai numeste termenul general al dezvoltdrii, deoarece
dind lui & valori de la 0 la n, gisim toti termenii dezvoltirii. ;

De exempiu, T; = Cla™° = Cla" este primul termen, T, —= Cja™'h este
al doilea termen, T3 = C2a™2b? este al treilea termen ete.

Se' poate stabili gi o relatie de recurentd intre’ termenii succesivi -ai, dezvol-
tarii (1). ;

Avind in vedere cd

Cl+t — Bk Ck
rezultd ca
; a SR T b n—Fk b
_ Rt gnepty = T Topkanopphe 2ot 0
Th+2 Cn a b _k —]r 1 ‘"{I a I %_ 1 ﬂ, h+1
Deci
n—Fk b 2
v = T (3)

O bseroatic. S& se facd distinctie intre coeficientul unui termen al dezvol-
tirii dupd formula lui Newton si coeficientul binomial al aceluiasi termen. De exempli,
in dezvoltarea

(@ + 2b) = at 1 8a%h + 24a?b? + 32ab® |- 164

coeficientul celui de-al patrulea termen al dezvoltdrii este 32, iar coeficientul siu
binomial este C} = 4.

84 dim in continuare citeva exemple i aplicafii.
1) 84 se giseascd termenul al cincilea al dezvoltdrii
: W'z + V)"
Solutie. Termenul ciutat il gisim folosind fermula (2)
T, = Chl)/ )4V ) = 2102 /o,

2) 8% se giseased rangul termenului care confine pe 27 din  dezvollarea
I )

— 4
ol
(fV i)
Su_l:.-ah'e. Scriem termenul general al dezvoltirii

N (R
Tiyr = lecz(y-fﬂg)m h (—z— l/’f‘) .

v | e (B/TEVIZ-R( TR
Punem condijia ca in Tj4, 8 apard 27, adicd (¥ 22"/ z) 7

S

2(i2=k)  k

92—k
Deciz 3 z? = 47, de unde 243 &)

'+i =7, care dit k = 6,
) h'?
Y 1 . b :
3) 84 se determine al 12-lea termen al dezvoltirii (:c —— J , dacit coelicientul bino-

Sz

mial al celui de-al treilea termen este egal cu 105.
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Solugie. Coeflicientul binomial al termenului al treilea este C2. Avem Ca=105, adicd

nln — ) ;
———— = 105, de unde n; = 15 8i ny = —14. Cum n este pozitiv, rezulti cd n = 15. Deci
14 14 13 - =
T — (—1)iCH, “( 1_J ST g S e [ G IR VI S N
V/ 5 582 e e B 58 D
4) 5d se gdseascd rangul celui mai mare termen in dezvoltarea (1 4+ 0,1)00,
Sm’u.'ie. Dupd formula (3) rezulti Tite = l@:—}-‘ 14 M
\ Thty k44 4.7 100k 4 1)
00 — k hs . . 2
Avem ci ——~——> 1 dacd s1 numai dacid k< 8—=.
100k + 1) 11
Deoi ¢ 1 ; Tk+g 4 ety 5 T-‘H-'l . are
ecl penfru & < 8 rezultd ——= > 1, iar pentru % 2= 9 rezulti < 1. Asadar termenii
Thtq Ty

dezvoltirii crese pind la 7'y, si dupd aceea dLS(,I‘P‘i(,, adicd T, este cel mai mare termen al dezvol-
tdrii.

3.2. Aplicatii. Identitgi Tn calculul cu combinkri

> P . e T . P, .

Numerele Cp au o serie de proprietifi inferesante. Indicim mai jos citeva dintre acestea
si stabilim o serie de identititi pe care le verilicd coeficientii binomiali,

Amintim mai intii urmitoarele formule;

grLoanty (1)
(‘n+1 = (n + ~k41 ‘2)
CrbiOR s & L Ch o (3)

care au fost stabilite in paragraful 2.4 din acest capitol.
Observim cit egalitatea (3) se obtine evident si din formula binomului lui ’\'ewton,

(@ + bjm = Coam + Cra™ + CRam=2% + ... 4 Cm,

penttula = b=,
Daci in formula binomului lui Newton se pune a = 1, b =

Coi— G 02 —

Pe baza egalitdtilor (3) si
/

—1, se obtine egalitatea:
G (= AR08 (4)
(4) rezultd

Ch+Cat Cat.o=ChtCh+tCht..=2n (5)

Deci, suma coeficienfilor binomiali ai termentlor de rang tmpar este egald cu suma coeficien-
pflor bonomiali ot termentlor de rang par.
Vom stabili in continuare alte citeva formule combinatorii importante. Uneori, pentru
demonstratia anumitor egalitili este util sdl se aibd in vedere interpretarea geometricd a numé-
o ol ; o ’ : :
rului Cp, care a tost datd in paragralul 2.4 din acest capitol.
1. 5i se demonstreze cé

<k

Je— Je— :
i gl +Cn‘ﬁ§+...+c;§_}. (6)
Demonstrafie. Folosind egalitatea (2), ceriem sirul urmitor de egalititi

(n— (n 1 ik C’;z_lu

Cnfl — Cnﬁz += Cn:Z:

Chy1 = SR

(.,tl = (-'h.—l (=1).
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Adunind membru cu membru aceste eﬂ'alltﬁtl, dupd reducerea termenilor asemenea, oblinem
eﬂahtatea (6).

. 54 se demonstreze cit

/

7. Fs RN e SRR, (7)
Demonstratia 1. Toate submultimile cu k elemente ale mul{imii

4= {a‘u"'!a'ﬂ) Ant1y ---,a'm}|

al cdror numir este C:{+m, le impértim in k1 clase Ty, T, ..., The, astlel: Ty este formati din
toate submiltimile lui 4 cu k elemente, in componenta cirora intrd exact i elemente cu indici
< n. Fiecare submulfime din clasa T se poate obtline, reunind o submul{ime oarecare cu i .ele-
mente a mulfimii {a,, ..., @} cu o submulfime oarecare cu (k — i) elemente a mul{imii
{@nt1, -0y Gndm}- D‘eci, T; este formati din C::?C’;,,—E submultimi. Cum Ty, Ts,..., The; sint
disjuncte doudl cite doud, iar reuniunea tuturor este totalitatea submultimilor, cu k elemente,
ale multimii A4, rezultd

k
Cn+ N =

k . .If .

Y CnCm'e .

; i=0 v
B4 considerdm egalitatea

(1 4+ 2)™4 + 2)m = (1 + g)n+m,

Folosind formula binomului lui Newton, deducem coeficientul lui z* din membrul deegl,

Demonstrafia 2.

al acestei egalitdli cafiind C;‘,H.m iar coeficientul lui 2% din membrul sting al egalitiitii este

Gt Chae by kel

Dupd cum se va argumenta in Capitolul IV al manualului, coelicientii lui z*
sint egall, de unde rezulti egalitatea (7).

din cei doi membri

Dacd in (7), k = n = m si tinem seama de formula (1), rezulti ‘
(C2)? + (Ca)* + ... + (CR)* = CBn- (8)
3. Sd se demonstreze ci 3
ol e ) = (2"+2cos %) (9)
Demonstratie. Fie
L j:il/:a = cos%‘ AL R.m:%:
o ridicind cubici complexi a unitdtii. Avem deci e®* =1 sie® L e+ 1= 0.

Punind in formula binomului lui Newton a =1, b =1, apoi a« = 1, b = ¢ si, in slirsit,
a=1, b = &%, obtinem:
T =G+ G+ GG+t
4 4 c)— Gk SCh o P02 4 O +-20h + o
(1 + €)™ = €2 + €2Ch + eCi + Ch + €%Ch + ...
Adunind, termen cu termen, aceste trei egalititi si impéartind la 3, obtinem in membrul drept
iar in membrul sting
SO (4 e+ (4 .
Tinind' seama de faptul cid
[/ 3 T

+1——: T+1bm% 51
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obfinem - )

de unde rezultd egalitatea (9).
Lis#im ca exercitiu demonstrarea urmitoarelor dous egalititi:

el el el U %[zn+2cos@]. (9%)

c?,+c§',+c§,+...:%[2n+2cos(”—;")—”]. (97)

4. Aplicafie. ( Mica teoremd a lui Fermat). Dacdi p este un numir natural prim, iar n un
numir natural oarecare, atunci n? — n se divide cu p.

Demonstrafie. intr-adevir, pentru n = 0, afirmatia este adeviirati. Sﬁ presu-
punem kP — J divizibil cu p si s demonstrim cX numéarul (K 4 1)P — (k + 1) este divizibil cu p.
Pentru acesta, considerdm diferen{a

lk+1)P — (k+ 1) — (kP — ).
Dezvoltind dup# formula lui Newton (k 4 '1)1', avem:
(k)P — (k1) — (K2 — k) = (k+1)P — k? — 1 =
= ChAP~ + C2i0—2 4 ... 4 CB 1 (1)

Insa pentru 1< j < p avem:

ol BlE =) o (pr—j i) f
N

fntrucit numirul p este prim, el nu se divide cu nici unul din numerele 1, 2, ..., j de la
numitor. De aceea C} se divide cu p pentru 1 < j < p. Dar atunci toti termenii din membrul
drept al egalitalii (1) se divid cu p si deci membrul sting se divide cu p. Dar cum am presupus
cfl kP — e se divide cu p, atunci si (k + 1)P — (k + "‘i] se divide cu p.

Conform metodei inducliei matematice rezulti ¢ n? — rn se divide cu p, pentru orice numér
natural n.

Observatie. Dacd p este un numdr natural prim, iar » un numir natural care nu
este multiplu de p, atunci nP~* — 1 se divide cu p. Acest enunf este o variantd sub care se intil-
neste adesea teorema de mai inainte.

FEzemple

~

1) Deoarece 17 este numdr prim, atunci 1979'" — 1979 se divide cu 17.

2) Deoarece 97 este numdr prim, iar 721 nu este multiplu de 97, atunci 721% — 1 se divide
cu 97,

3.3. Suma puterilor asemenea ale primelor n numere naturale

Fie k2 1 un numir natural si si notdm cu
sp= 1k 4+ 2k | 3k L . 4 nk.
In cele ce urmeazi ne propunem si evaluim aceasti sumi. Mai intii vom calcula citeva
sume particulare, cum sint .S;, S,, S5, care ne oferd o idee de caleul pentru cazul general.
1. Se verilicd usor prin inductie matematici urmitoarea formuld care dd suma primelor n
numere naturale

S1-=1+2+3+'...+n=”[n_:“. (1)
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2, 84 caleuliim acum
Ay — i LR DR L S

adicd suma patratelor primelor n numere naturale.
B4 considerim [ormula

(@ f=d)* = g[S 8a¥ 4 "8g - 1
Ficind, succesiv, pe aegaleut, 2, 3,...,n — 1, n, oblinem
g3 —3 tlige 48 L ST aia T
SR L e S
4% — 38 | D« 3%4 3 g4 A,

................. W

3

n*=(mn—1°%+3n—1°24+3nrn—1) +1,
(r<+ 1) = n* 4+ 3n® + 3n + 1.

Adunind aceste relatii membru cu membru, dupi reducerea termenilor asemenea, se obline

R e e e e e e e e
sau i :
! in+1)% =14 38, + 35; + n,
de unde

38y = (n £ 1) — 381 — (0.4 1).

Aceastd formuld ne dd pe S, in functie de §;. Dar dacd inlocuim §; dat de formula (1),
dupi efectuarea calculelor, se obline
nin 4+ 1) (2n + 1) ‘ (2)

6

Sg:

3. Pentru a alla pe Sj,
Shi= Aok g Tt
(suma cuburilor primelor » numere naturale) considerim [ormula
(@ 4 1) = a* + La® 4 6a® | ba + 1.
Fiacind, succesiv, pe a egalcu 1, 2, 3,...,n — 1, n ob}inem
=14 514 61 L b1 1,
94— 94 149V L 608 L i la,
A =314 53"+ 632+ 4341,

nt = (n —1)* + &ln — 1% + 6(n — 1)® + &ln — 1) 4 1,
(n 4+ 1) = n! + 4n® + 60> 4+ 4n + 1. i
Adunind aceste relafii membru cu membru, dup4 reducerea termenilor asemenea, se obfine

(n 4+ 1) =1 + &Sy + 65, + 45, + n,

I

‘de unde

485 = (n + 1) — 68, — 48, — (n + 1).

. Aceastd formuld ne d pe S in functie de §; si S.. Inlocuind S, si 8, date de formulele
(1) si (2), se obline dupd electuarea calculelor

; 1172
.93:[——-—”‘-”3r )] : ; (3)
2
Observiam cd S3 = Sf-
4. Calea prin care am gésit pe S si S5 a [ost aceeasi. Ea poate i urmati pentru gisirea Jui
Sk. in general,




Folosim [lormula
VR4 — ghil Ci n ~2 h—1 k k+1
(a + )8+ = aht? 4 Crprok + Crraah™ 450 Crga + Crii-
Fécind, succesiv, pe a egalcu 1, 2, 3,..., n
WL — (RH 4 Cryqth + CERR* . o Choyt + o,
ghtl = ghtl 4 Chyg2% 4 CRia2%4 ... 4 Chpa2 o+ Chtl

1 Lo k -
4R+l = Rt 4 Cprg8h + CRya8R 4 . 4 Crerd + ChTL,

— 1, n obtinem

P = (n — )8 4 CGhig(n — %4 CEaaln — 1P 4 . 4 Cipa(n — 1) + CREL
(n A+ 1)+ = bl Chpan® - Chygn=! + ... 4 CRyqn + CREL

Adunind aceste relafii membru cu membru, dupd reducerea termenilor asemenea, se
obtine

ER e U (4)

Aceasta este o formuld de recurenti, care di pe Sk in functie de toate sumele precedente
WSS S,ﬁ__.l.
84 determindm, de exemplu, pe Sy. Pentru k = 4, gisim:

(o 1)P=t 4= G585 =88, + CESp 41CEY, 4 .

Daci inlocuim pe 8, S,, S5, date de formulele (1), (2), (3), obfinem dupi efectuarea calcu-

(n + 1% = 1 4 Chy1Sk + CheaShor A+ ...

lelor:
nin +1)(2r 4 1)(3n% + 3n —1)

S4 =
30

1. Si se dezvolte dupd lormula lui Newton binoamele la putere:

o) (Va—1B)% (V32 + V)7

a) (z* — a)®;

b) (a — b)%; d) (z+2)7%; 1) (3¥/z — 21/ =)
2, 84 se determine:
; . 1311
a) termenul al optulea al dezvoltirii (,:c“ = ﬁ[] :
T

b) termenul al cincilea al dezvoltirii (V2a — 1V ab)7;
¢) termenul din mijloc al dezvoltirii Ve — V75

d) cei doi termeni din mijloc ai dezvoltirii (/a — ¥ 75)%

3. B84 se determine:
a) termenul din dezvoltarea (l/;+ y)g care il confine pe a?;
: AT ; : ;
b) termenul din dezvoltarea | — + — care il contine pe a?;
3 Vﬂ

i . ol 1 \2t
c¢) termenul in care nu apare x din dezvoltarea (?/a: + T) 5

V oz
gi=— 7 21
Sd se determine rangul termenului din dezvoltarea (‘\/I-/-:i: + .\/;:) , incare z i y
J Y T

au puteri egale.

.

-
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6. 84 se determine n, dacd in dezvoltarea (1 + z)? coelicienlii lui z° si 22 sint ecali.
6. Citi termeni rationali contine dezvoltarea (}/2  §/ 3)'0?

y— il i i : P
7. In dezvoltarea (a a F) , suma coeficientilor binomiali de rang par este egali cu
a
128. S4 se gdseascd termenul care confine pe a®

n
8. B4 se determine i, n, p astfel incil in dezvoltarea (:L"“ = —1—] , termenii de rang 12 si
zP :

24 si confin¥ pe x, respectiv z® si, mai mult, aceastd dezvoltare si aibii lermen liber.
9. 84 se gseascd suma coelicientilor dezvoltirii (72% — 6y%)°.
10. 84 se gdseascd rangul celui mai mare termen din dezvoltarea:

1 1 \Loo 9 4 1100
Af=+—| ; T A R s
)[2-1-2) .(44.4)

11. S¥ se demonstreze egalitilile:

1 1 an4l
a) Cp + — Ch + ... + O — i
2 n-41 n+1
kz(‘n A_icﬁ kﬂ+[Cn (- 1)TL+1 —
k e e s
b) k+ gk e B ;

) o= G2y e n2t=l:

d) (‘-n 0 ch + ... + (—1)*1nC] = 0: ‘
e) 1—|—Cn cosa+Cn cos 2o .. —;—(‘i.,msncc:.2"‘(05"—2—005r—LE AR
2
( sin o 4 Cn sin 2a 4 ... + Cpsin no = 27 cos™ — sin = .
2 2
§ 4. Progresii aritmetice §i progresii. geometrice
4.1. Siruri
1. Nojiunea degir. Amintim c¢d am notat prin N multimea numerelor naturale:
01 1! 21 3‘ st ) I!“) 53t ] (1-)
iar prin N* multimea numerelor naturale nenule:
11 21 31 n’ LIC I (2)

In mod obignuit se spune cd (1) si (2) reprezintd sirul numerelor naturale,
respectiv sirul numerelor naturale nenule.
Sé scriem in ordine descrescdtoare fractiile al cdror numirétor este egal cu 1:

1 il 1 1 il i

s S2goRE S 4 5

Am scris numai primele cinei fractii. Este evident cd pe locul al saselea se

< ; . : 0 A vl
giseste fractia e pe al zecelea se giseste fractia 16" pe al cincizecilea std =

D
1 ol ) .
pe al o sutdnoudlea sta 0 In general, pentru orice numér de ordine n, se

poate indica fractia cu numaératorul egal cu 1, corespunzétoare acestuia.
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Astfel, intre mul{imea numerelor naturale nenule gi multimea fractiilor cu
numaratorul egal cu 1, se stabileste o corespondentd. S& notdm ‘aceasti corespon-
dentd cu litera f. Obt,mern astfel o functie f definitd pe multimea N* a numerelor
naturale nenule cu valori in mul{imea fractiilor care au numérédtorul egal cu 1.
Mai mult, avem;

il 1 1 1
A= e P pBl = e f(109)=1—09-,

O functie definitd pe mulgimea N* a numerelor naturale nenule
cu valori intr-o multime E se numeste sir de elemente ale mulgi-
mii E.

Definigia4.1.1.

Fie f : N* — E un sir de elemente ale multimii E. Valorile funcfiet f, care
corespund valorilor argumentulut, egale cul, 2, 3s.a.m.d. se numesc, de obicet, termenti
sirului de rang, respectiv, egal cu 1, 2, 3 g.a.m.d. Scriem termenii girului in Ordmea
crescittoare a rangurilor:

f(1), 72), 7(3), ..y fln

Not&m primul termen al sirului cu a,, al doilea cu a,, al treilea cu aj, ..., al
n-lea cu a, s.a.m.d. si atunci girul se scrie:

Aqy gy Qg wovy pyoeee s

. In aceastd notatie f(n) = a,. Sirul se va nota cu (a,). Putem nota girul folosind
orice alta literd in locul literei a. De exemplu ( n)y (€7) s.a..m.d.
Remarcdm cd intr-un gir acelasi numdér poate apdrea cu ranguri diferite,
De exemplu
' 10 B 2, 35 3,

este un gir.
Intre multimea N* a numerelor naturale nenulé si multimea N a numerelor
naturale existd o funcjie bijectiva, datd prin

BB s BAEE

bl 1
O D2 s e

De aceea numerotarea termenilor unui sir se mai poate face incepind cu zero:
GGy Ty Sl Bigyionite
Remarcém cd pentru fiecare numdr real
Q=g Gy 1= 5 Cprve
se pun in evidentd urmétoarele giruri:
AINsirals ag, 0, G Gy ens s
2) sirul aproximérilor Leclmale prin lipsd:

Aoy Qgy Qg5 gy By oooi By Qqllg oo Ay oo
3) sirul aproximarilor zecimale prin adaos:
1. 1 . . . .
ag + 15 a,, a; + 10’ Gy talla ‘hﬁ 3oy Gy Gqlge.. Op W‘a en

In continuare vom considera numai siruri de numere reale; acestea vor fi
numite, mai simplu, giruri.
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2. Moduri de definire a unui sir

Sirul este un caz particular de functie, de aceea modurile de definire a unei
functii se aplicd si pentru definirea anui sir.

1° Siruri definite descriptiv (prin descriere)
De exemplu, sirul (d,) definit prin:

di= 1. \dp =l doe= T bt — A =

RS ==
n ori

Acest sir se poate descrie astfel: fiecare termen al sdu se scrie cu ajutorul
cifrei 1 si numérul cifrelor este egal cu ran gul termenului girului.

2° Sirurt definite cu ajutoi‘.ul uneil formule care permile sd se gdseascd orice
termen al siu

. Fie, de exemplu, girul (b,) astfel cd pent ru fiecare n, b, este dat de formula:
by =0t —n 1
Punind in formuléd in loc de n, succesiv, valorile: 1, 2, 3
bai =3 bar—r7i Ahy =13 e atm s

Formula care exprimé fiecare termen al girului cu ajutorul rangului . sdu n
se numeste formula termenului al n-lea (sau termenul general) al girului.

..., Obtinem: &, =1,

3° Moaodul recurent de definire a unut sir

Sd considerdm girul (b,) astfel cd b, = 1, by = 2, b4y = by + b4y, pentru
n 21

Cunoscind primii doi termeni b, §i b, ai sirului i formula b, 0 = by + by44,
putem sd gasim orice termen al acestul gir:

by=1-1+2=3;, by=2--3 =5, bs':3—!—5:8samd |

0 formuli care exprimd orice ter men al sirului, de la un rang oarecare, prm
precedentii (unul sau mai multi) se numeste recurentd.

Printr-un mod recurent de definire al unui gir indicim de obicei:

1. primul termen al girului (sau citiva din primii termeni);

2. formula care permite si se defineascd orice termen al girului cu ajutorul
termenilor precedenti cunoscuti.

Ezxemplu. Fie sirul (an) astlel incit a; = 10 $i anyy = an — 5, n > 1.

Atunci
dy = @y, —.5 = b,
.(1'-3 = Qg — b— U,
g = ag — 5= —H s.a.m.d.

4.2. Progresii aritmetice

1. Definifia progresiel aritmelice ; \
Fie girul (a,), adica
Tl T R S

astfel incit a; = 3 si anyy = @y, + 2, pentru n > 1. Deci a; =3, a4; =3 4+ 2=5, i
as=>5+2=17, a4—7—|~2_9 etc.

Se observd cd fiecare termen al acestui sir, mcepmd cu.al doilea, se obtine
prin addugarea la termenul precedent a unui a(,elm.,‘;l numér gl anume 2,
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Definigia4.2.1. Un gir de numere in care fiecare termen, incepind cu al dollea,
se obtine din cel precedent prin adiugarea.acelulagi numar, se
numeste progresie aritmeticd.

Cu alte cuvinte, un gir de numere
S I PRI S
este o progresie aritmeticd, dacd pentru orice k > 1, avem
Qi1 = @ T T
unde 1 este un numdr constant pentru sirul dat.
Din definitie rezuitd cd intr-o progresie aritmeticd diferenta dintre orice
termen si predecesorul siu este egald cu acelasi numar 7.’

Numarul 7 se numeste rafia progresiei aritmetice. .
Progresia aritmeticd (a,) este complet determinatd, dacd se cunosc primul

termen a, si ratia r.

Se spune c¢d numerele a;, a5, d, ..., @y SNt in progresie aritmeticd, dacd ele
sint termenii consecutivi al unet progresit aritmetice.

Observatie. Pentru a pune in evidentd faptul cd sirul ay, as, as, ..., n, ... lormeaza
o prozresie aritmetici se utilizeazd, adesea, scrierea
4 @y, Qg, @3,...;0n, .. -
Egemple 1) Dacd a; = 0, r = 1, atunci avem progresia
(L G e

adicy sirul numerelor naturale.
2) Dacd a; = —2'si r = —4%, atunci obfinem progresia
—2,0—6, —40, —14, ...

3) Dacd a, = 1, r = 2, atunci oblinem progresia
L Bl e :

adied sirul numerelor naturale impare.
O progresie aritmeticd are urmdtoarea ,proprietate importanta:
Teorema4.2.2. Orice termen al unei progresii aritmetice
Oy 57 8 A O ) sty

incepind cu al doilea, este media aritmeticd a termenilor vecini
lui.

Cu alte cuvinte, pentru orice n > 2.

_ n—y + l'J:m-i—l : 1)
T (

Demonstratie. Intr-adevir, pentru n > 2

ay =

A — (G T Ty
I e
Adunind aceste doud egalitdti, deducem
Zar.; = Op—y + Onyay
de unde rezultd egalitatea (1).
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Este adeviratd si afirmatia reciprocd a acesteia, adicd:

Dacd un sir de numere are proprietatea ci fiecare termen al sdu, incepind cu
al doilea, este media aritmeticd a termenilor vecini lut, atunci acest §ir esie o
progresie aritmeticd.

Intr-adevdr, si presupunem cé pentru orice trei termeni consecutivi ai unui
gir oarecare (a,) are loc relatia: '

a, = Ay + t':t‘n+1 %
2
Atunci
2an = Gy + Qnyys
de unde
an 4+ p = Gp-q + Ongqs
sau

an = an—l — an+1 = an.

Aceasta inseamnd cd diferenta dintre orice termen al sirului (g,) $1 predecesorul
siu este egald cu acelagi numdr, si deci (a,) este o progresie aritmetica.

Observatle. Proprietatea semnalati mai finainte justificd denumirea de pro-

gresie aritmeticl.

2. Formula termenulut general al unei progresii aritmetice

Cunoscind primul termen si ratia unei progresii ‘aritmetice (a,) se poate
da o formuld care permite si se gdseascd orice termen al progresiei.

Fie @, primul termen al progresiei aritmetice i r rafia sa..

Atunci, din definitia progresiei aritmetice

aﬁ_—fa1+r1

ag=ay+r1=(a,+7)+r=a +2r,

a,=as +r=(a, 4 2r) +r = a; + 3r g.a.m.d.
In general, avem

Teorema4.2.3. Termenul general al unei progresii aritmetice este dat de formula:

@ = a, + (n — 1)r. (1)

_ Demonstrajie. Vom demonstra formula prin metoda inductiei ma-
tematice. Notdm cu P(n) egalitatea (1), pentru un n dat.
1° Pentru n = 1, egalitatea (1) este evident adevaratd.
2° Rémine 84 ardtdm ci pentru orice numdr natural k, avem P(k) = P(k + 1).
Fie deci adevaratd P(k), adicd

S& ardtim cd este adeviratd P(k + 1). Intr-adevir, avem
Gp4r = +r=0a, + (b —1)r +r=a, + kr

Deci ambele etape ale metodei inductiei matematice sint verificate. Inseamni
cd P(n) este adeviratd pentru orice numér natural n. Formula (1) este astfel de-
monstrata.
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De exemplu, penlru progresia aritmetici
WO~ By L W O sty

avem
a, = —10; r=5.
De aceea
ayy = @y + 120 = —10 4 60 = 50,
U flpg = 0y = B = =10 270 = 260
s.a.m.d.

8. Formula sumei primilor n terment ai unet progresiy aritmetice
Ne propunem si gigim suma numerelor naturale de la 1 la 100, adicd

1 4+243+4 ... 4 100.
Evident se poate efectua aceastd sumi adunind termen cu termen numerele de
la 1 la 100. Aceastd solutie este destul de anevoioasd. S proceddm de aceea in
modul urmétor :
. Scriem suma numerelor naturale de la 1 la 100, de doua ori. In primul rind
scriem termenii sumei in ordine crescdtoare, iar in al doilea rind in ordine des-
cresciitoare. Astfel:

14 B 3% o + 98 4994 100,

100 499 + 984 . £ '3+ 24+ £
Se observd cd suma numerelor asezate unul sub altul este aceeasi:
1+100:2+99:3+98:...:98-—}3:99—{—2—_—1004—1.

Cum fiecare astfel de pereche de numere are suma egald cu 101 gi cum nu-
mérul perechilor este 100, se obtine
101 - 100
142 +3+ .. +98+99-|—100:——2—z101-50———5050.
Se poate proceda analog, pentru deducerea formulei care dd suma primilor
n termeni ai oricdrei progresii aritmetice.*® _ ‘ _
Fie (a,) 0 progresie aritmeticd de ratie r gi fie S, suma primilor n termeni
al sdi, adicd \

S, = a; + ay -+ ag + ... + aagq +

Numerele a;, @y, @3, -y On-y, ¢y 8Nt In progresie aritmeticd.
Dim mai intii urmitoarea proprietate importantd a lor.

Teorema 4.2.4. Fie numerele a;, ay, 03, ..., Tyy) Gy in progresie aritmetica.
Atunci '

Ok -+" Gn—-h-}-.l == [J]_ + Gﬂ'

Cu alte cuvinte, suma oricdror doud numere egal depdriate de numerele exire-
me este egald cu suma numerelor exireme.

# 8o spune ci Karl Friedrich Gauss (1777—1851), matematician: german, unul dintre
cei mai mari matematicieni ai tuturor timpurilor, pe vremea vind era glev la scoala primari 1-a
uimit pe prolesorul sdu, deoarece a caleulat mintal suma unui numir par de numere, pe care
profesorul o considera o problemd anevoioasi. De fapt, elevul ohservase ci numerele din sumi
au proprietatea cd suma fermenilor egal depirtati de extremi este aceeasi i a inmulfit aceasta
cu jumatate din numarul termenilor.
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Demonstrajie. Dacd r este ratia, atunci
ap = a; +.(k — Dr i an—pt1 = a, + (n — k)r,
de unde: a; + @npyq = [a; + (k — 1)r] —|— [a;, + (n — k)r] = 2a, + (n — L)r.
Dar ay + a, = @, + [ay + (n — 1)r] = 20, + (n — 1)r. |
Deci @ + Gnpyy = Gy + 8y = 2a, + (0 — 1)r.

Folosind aceastd teoremd este ugor de caleulat formula generald pentru
suma S,. Avem :

STL =0 '|'“ ay + ag + ‘JI' an—2_+ Uy + a’m-
Sp = an + Gpy + Gppg + ... + @3 + a3 + ;.
Adunind aceste doud egalitéti se obtine:

28, = (a; + ap) + (ag + @n—y) + (@3 + Ang) + ... + (g + a5) +
+ (n-1 + ag) + (an + ay).

Dar, conform teoremei precedente, avem

a4y + @y =y + Gy = 3 + Qpp = ... .
De aceea ,
25, = n(ay + a),
de unde ‘

S e (a‘l + an)n (.1)

e FRER A

2

Deci: suma primilor n terment ai unet progresii ariimetice este egald cu produsul

dintre semisuma termentlor extremi (ar sumel) st numdrul termenilor sumei.
In particular, » :

1+2+3+...+100=W=505Q.

Obsergajie. Inlocuim in formula S, = Lzan)g térmenul a, al progresiei

prin a; + (rn — 1)r. Atunci

Sn‘=a1+a1-|—(n—1)r.n= 2a; + (n — Dr 1

2 ) n.

Asadar
2a; + (n — 1

 Am obtinut astfel o formuld in care suma primilor n termeni ai unei progre-
gil aritmetice se exprimi in functie de primul termen, ratie si numérul termenilor.

Iy

Exzemplu. S determindm suma primilor 10 termeni ai progresiei aritmetice (ap):
' 110020 I 0L

Primul termen al progresiei este 1, iar ralia este 3. Atunci al 10-lea termen al progresiei
este:

Gro=1+(10—-1)-3=1+9-5= 28,
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DNeci

1 - 28)10 )
S = T ERIED . o gtiR. o i

Putem aplica si formula (2) pentrd calculul sumei 8.

. 4.3. Progresii geometrice

1. Definijia progresiel geometrice
Fie girul (b,), adicd

bl! 52! bS=

astfel incit b, = 2 §i by, = 3 - by, pentru n
bo—di0b, = 18; 114—3 bgrf)[i g.a.m.d.

Fiecare termen al acestul sir, mcepmd cu al doﬂea se obtine prin inmulfirea
termenului precedent cu un acehs‘,l numdr si anume cu 3,

P Wl .
2 1, Atunci b; = 2; b, =3+ b, = 6;

Definitia 4.3.1. Un sir de numere al cdrui prim termen este nenul, iar fietare
termen al sdu, incepind cu al doilea, se obtine din cel precedent
prin inmulgirea cu un acelagi numir nenul, se numeste progresle
geometrica.

Cu alte cuvinte, un ,s\ir de numere

by Bgy bay weoy by oo (g 900
este o progresie geomeiricd dacd pentru orice k2= 1; avem
bh-%-l = bk s

unde q # 0 este un numdr constant, pentru girul dat.

Din definitie rezultd cd intr-o progresw geometricd citul dintre orice termen
si predecesorul sdu este egal cu acelagi numir ¢,

Numarul ¢ se numeste rejia progresiei geometrice.

Progresia geometric# (b,) este complet deferminatd, daci se cunosc primul
termen b, i ratia g. :

Se spune ca numerele by, by, by, ..., by sint in progreste geomelricd daca ele sint
termenit conseculivl ar unei progresii geometrue

Observatie. Pentru a pune in eviden{# faptn] ca sirul by, by, ba, ..., bn, .. formeazi
o progresie geometricd se utilizeazd, adesea, scrierea
4% by, bay buseery by oe s

Ezemple

1) Dacd by = 5, ¢ = % , alunci avem progresia

TRLNRE U T
3 Y 27
2} Daci 5['= 3, g = —2, atunci avem progresia

3, =5, 19, —9%. ..\

Dac# ratia ¢ a unei progresii geometrice este pozitivi, adicd ¢ >0, atuncl
toti termenii progresiei au acelagi semn gl anume:

1° Dacé b; >0, atunci t0t1 termemii sint pozitivi.

2° Dacé b, < 0, atunci tot1 termenii sint negativi.
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In cazul in care ¢ < 0, termenii de rang impar ai pI‘Og[‘BB]e] au acelagi semn
ca gl primul termen, iar termenu de rang par ai progresiei au semn contrar semnu-
lui prlmu]m termen al progreswl Deci, in acest caz, semnele termenilor progresiei
alterneazi,

O progresie geometricd cu termeni pozitivi are urméitoarea proprletate
importantd care, in particular, justificd denumlrea cle ,progresie geometricd

Teorema 4.3.2. Orice termen al unei progresii geo‘metrice cu termenl pozitivi

B Bar B S SR

incepind cu al doilea, este media geometricd a termenilor vecini
lui.

Cu alte cuvinte, pentru orice n > 2,
N =5 l/bn—lbﬂ+1' ¥ (1)
Demonstrafie. Intr-adevir, pentru n > 2
2 i . by = b’n—lg:
b, = Eﬂﬂ :
q

Ihmﬁ]t;ind aceste doud egalitdti, deducem

bﬁ = bn—lb'n+1:

,de unde rezulta egalitateé (D).

Este adevirata gi afirmatia reciprocd a acesteia:

Dacid un gir de numere cu terment pozitivl are proprietatea cd fiecare termen
al sdu, incepind cu al doilea, este media geometricd a termentlor vecini lui, atunci
acest gir este o progresie geomelricd. .

Intr-adevir, si presupunem cd pentru orice trei termeni consecutivi ai unui
gir oarecare (b,) cu termeni pozitivi, are loc relatia:

il = l/b'n-*lbﬂ-l-l‘
Atunci
b?: T bn—lbn-i-l,
de unde
b‘ﬂb‘ﬂ L bn—lbn-i-lr
sau

b’ﬁ'— i bn—l = b'ﬂ+1 . bn. 1

Asadar, citul dintre orice termen al girului (b,) §i predecesorul séu este egal cu
acelasi numdr. Deci (b,) este o progresie geometricé.

2. Formula termenului general al unei progresit geometrice ;

Cunoscind primul termen si ratia unei progresii geometrice (b,) se poate
da o formula care permite sd se gaseascd orice termen al progresiei.
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Fie b, primul termen al progresiei geometrice gi g ratia sa. Atunci, din defi-
nitia progresiei geometrice, deducem: \ )
b'z = bl' q,
by =1by g = (b1 Q) q= b P,
by=bs q=1(by ¢*) - 9= by ¢* g.a..d.
In general, avem
Teorema 4. 3.3. Termenul general al unei progresii geometrice este dat de for-
mula: \
[ bn = bl h q‘""‘l_ (1)

Demonstrajie. Vom demonstra formula prin metoda inductiei ma-

tematice. Notam cu P(n) egalitatea (1), pentru un n dat.
1, Pentru n = 1, egalitatea este evident adevérata.

2. Fie acum P(k) adeviratd, adicd
bp = by - g
Atunci by = bpg = (0,6"")g = byg®, deci P(k 4 1) este adevdrata.
Asadar’ P(k) = P(k + 1). Metoda inductiei matematice ne asigurd cd for-
mula (1) este adeviratd pentru orice numar natural n.

’

Ezemplu. Pentru progresia geometrici

12, —6, 3, ———i,...,
e

1
avem by = 12, g=——2—.De aceea
19 3 3

by = b 9:12(—_] PR N

ey 9 —2y 128

[l

1 100
B —0, gt =42 [— 7] ‘.2_5"

g.a.m.d.
3. Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice.
Fie (b,) 0 progresie geometricd, de ratie ‘g g fie
Sp=1by + by + bg + ... + bp—y + bny (1)
suma primilor n termeni ai sél.
Numerele by, by, bgy oy bny, b

numere in progresie aritmeticd, pentru numerele by, by, bsy ...,
in progresie geometricd, are loc o relatie analoagi,

. sint in progresic geometricd. Ca si pentru
bp-yy bn, care sint

bhhﬂ—hﬂ—] = blbn

adicd produsul oricdror doud numere egal depdrtate de numerele cxireme este egal

cu produsul numerclor ecxireme. .

Pentru calculul sumei S, distingem doud cazuri:
1. Dacé ratia ¢ a progresiei este egald cu 1, atunci Sy = nb,.
9. Daci ratia ¢ a progresiei este diferitd de 1, atunci proceddm in modul

¥

urmator:
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Inmultim ambii membri ai egalitdtii (1) cu ¢:

4Sn = b1q + bag + b3q.+ . . . + bu—1q + bng.
Insd b, = by, bog = by, ba§' = by, ..., buyq = ba, de aceea,
qSn = by + by by + oo+ by + bug. (2)

Scizind, membru cu membru, egalitatea (1) din egalitatea (2) obtinem:
gSn — Sp = bng — by,
: Salg — 1) ='byq — by,
Deoarece ¢ # 1,
bg — b
[ a st T
S (3)

bng i bl

Observajre. Daci in formula R , unde ¢ # 1, inlocuim pe b, cu

n—1 . i cor o) . . . . .
b,g" %, atunci obtinem o altd formuld a sumei primilor n termeni ai progresiei
geometrice:

(g # 1). (4)

Exemplu. S gisim suma primilor 10 termeni ai progresiei geometrice (bn)
I
Avem b, = ‘1 si ¢ = 2. Atunei, dupd formula (4), oblinem
420 — 1)
Sl[l ST s T
2—1

Putem aplica i formula (3) pentrn calculul sumei 8y, calculindu-1 mai intfi pe by,.

=9 1 =102t —1=1023,

Siruri
. . . . - . . 3 . )
4. 84 se scrie primii cinci termeni ai girului, cu termenul al n-lea dat de formula:

3n — 2
a) ap = 271, d - Rl il r = [—qiji:
| ) en Al g) dn = (—1)%;
B o B A B , e ;
)‘Tﬂ- 2 ? 1) an gn+2= {n>“)

¢) bn = 10 — n?; i sin(% : n,]; It Ly s
. o n

2, Si se gliseasc formula termenului al p-lea (n 2> 1) pentru liecare din girurile:

a) 1, 8, 5,7, 9.1 i o S A T
RN Y T T
b) 2, & 6, 8, 10, ... ; [) tg 45°, Lg 22°307, tg 11755,
o) 8 =88, =8 8. b i vkt L L !
2 4 8 16

iR R DA h) 4, 9, 25, 49

A e e 25, &S

3 9 27 8l et s G
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3. Birul (zp), n > 1, are termenul general dat'de formula xn = 6 — 4n. Dste termén al acestui
sir numarul:

a) —102; by —15%; ¢) 100; d) 1507

in cazul in care rﬁspuns:ul este afirmativ si se indice numirul de ordine al acestui termen.
Este termen al girului (an), n > 1, unde an = n* — 17n, numirul;

a) —30; b) —72; ¢) —100; d) —2007?

1

by

1n caz afirmativ si se indice num&rul de ordine al acestui termen.
5. S se scrie primii 6 termeni ai sirului (an), n > 1, daci:

1
a) a; = 1} anyy = an — 1 d) e, =8, aptr= —;
. an
b) a; =1, anyy = an + 23 &) ay= —1, az =1, apgp = an + n41;
(!) a; — *2, Untq = 2an; I') ay = 3, g = 1, Gty = On — Ongy.

6. Un sir este definit prin formula de recurenti
(4 2)(n + 1) angg — n'agp = 0
si prin a; = 0, a; = 1. Si se deducd termenul generql,
Progresii aritmetice

7. Si se scrie primii patru termeni ai progresiei arifmetice [an), daci:

a)a, =7, r=2; ¢) a, = 14,8, ag = 0,3;
2 1
b) a; — —3, o 5;‘ d:l ay =.; y (g zg

8. Si se giseascd primii doi termeni ai progresiei aritmetice (ba) daid agtfel:
)5y By, 5y 20, 2k B i B gt iR

9. Dac# se cunosc doi termeni ai unei progresii aritmetice (cn):
a) ey = 7 si ¢; = 13, sd se giseasch ¢y, cz, C15;

b) cg = &0 si czg = —20, sd se giseascl cq, cy, 24y,
10. Intr-o progresie aritmetici (an) se cunoaste a, §i r, B se giiseascd ap, dac:
d) ay = —2, r = 0,5, n— 42 ¢) gy = —2,5, r=—2, n= 50;
hlia, =&, r= —1,55 n = 19; ’ d)r.;1=i, r=-;l-,n=25.
! 3
11. S# se gdseasci primul termen a, al unei progresii aritmetice, dacg:
‘a) ayg= 134, r = 12; ¢) @y = Qe — — 81
By = =155; p= —85 : d) ags = 13,5, r = 0,5,

12. 8% se gAseascd primul termen gi rafia unei progresii aritmetice, daci:
a) cs = 27, gy = 60; d) a, + 4y, = 42, ag — as = 21;
b) cyp = T4, oy = 47 ¢) ay + aq = 16, a,a5 = 28;
c) g = 0, cgp = —92; 1), i e S S =

18

-

Sirul (yn) este dat prin [ormula termenului al n-lea:
b) yp = 10 = Tn.
84 se demonsfreze cd sirul (yn) este o progresie aritmetici. S4 se giiseascd primul termen al

sfu si ratia.
14. 84 se giiseascd suma primilor 100 termeni ai unei progresii aritmetice (an), daci:

a) yn = 2n — 5;

a) ay = 10, @49 = 150; ¢) g =2, r= —5j

b) a; = 5,9, Gip0 = 7,55 d) gy =—1, r=1.

15. Cunoscind snma Sy a primilor n termeni ai unei prooresii aritmetice (an), si se giAseasci:
e ‘ 1t % ink

a) primii cinei termeni ai progresiei, dacd Sp = — — n;
4
2n?

h) primul termen &i talia progresiei, daci Sp = - ?n.
16. Si se rezolve ecudliile: :

AV 147413 4+ ko2 = 280}

b) (z+ 1)+ (z + &) + (= 7) + i + (2 + 28) = 155.
17. Sa se gdseascd sumd primilor dotfizeci de termeni ai unei progresii aritmetice, daci:

dg + ap + a2+ a;5 = 20.

18. Este progresie aritmelbica un sir, penlru care suma primilor n termeni ai sii este dats de for-

mula:

a) Sp = n? — 2n; c) Sn = In — 1;

b) Sp = —4n® + 11 d) Sn=n® —=n | 37
19. Intr-o progresie aritmetica avem §,, =100, 84, = 900. Si se ghseascd Sgp.
20. Suma primilor n fermeni ai unui 3lr varecare (bp) este datd de formula Sp = n® — 2n 4 5.

B se giseascl primii patru termeni ai acestui sir. Este acest sir o progresie aritmetici?

21. 84 se demonstreze ¢l numerele urmiloare sint in progresie aritmetici:

n4e—1 2 +d—1 ;
i R , R (z# —1, 2 0);
z+1 2z a(d F 1)
b) (a* — 2ab — B2)?, (@* 4- b%)%, [(a® 4 2ub — b3)%
22. 84 se demonstreze cd taci num»lele @, b, ¢ sinl in progresie aritmelicy, atunci si numerele
urmitoare sint in firogresie arilinglivi:

i) a® — be, b* — ca, ' — ab;
i) 32 4 pe 4= ¢, ¢* 4 ca + a?, a'  ab + B2
84 se arate cd dacl a 4 & + e # 0, alunei este adev’il atd si reciproca.

28. Si se demonstreze cil dacit a®, b®, c" sint in progresie aritmeticd, atunci si numerele urmi-
toare sint in progiesie aritmetich: .

: il 1! 1 (
1) 1 ] 3 ]
b+ e ¢+ a a-+b !
a b e :

ii)

b} e { ¢+ u LR + & :
S84 se studieze reciproca. <
24. SH se determine 2 asbfel incit urmé#toarele numere si fie, separat, in progresie aritmetic :
i) 1+ 2%, (e + =2)%, (a® -+ z)?;
i) @® + z,.ab + @, b* + =;
iii) a®(b + x), b%a + =), 2’a + b).
26. Fie x;, €3,..., &n,..., un $ir de numere reale. 84 se arate ci acest' si reste o progresie aritmetici
dacl si numai dacd pentru orice n avem relajia:
1 4 1 +,'_+_1 :n—il

Tz Loy TnTn Ty

Progresii geometrice
26. Si se scrie primii cinei termeni ai progresiei geometrice (bs) daci:
a) by =6, g = 2; 6) by — —24&, g = —0,5
1 . 5.
b) bb‘:ﬁio-q:;: dj bg = 0,5, q=1/3.

27. 54 se glseascd primii doi termefi al progresiei geometrice (yn), datd astrel:
a) ¥y, Yo, 24, 36, 54, ... DYt iy 225 — 4350800 .. .




98, Daci se cunose doi termeni ai unei progresii geomefrice (bn):
a) by = 6, by = 24, sil se géseascil by, by, byg;,
b) bg = 10, by = —10, s se giseascl by, bja, bs.

29, Fste progresie aritmetici sau progresie geometric# sirul (an), daci:

: o L
a) a; = 5 8i any; = 2an; 6) = =B g aﬂH#E-}— i

® : r g e i = — ?
b) a; = 5 si anyy = 2 + an; * d) a; = —8 §l anyy 3a"‘

in caz afirmativ s se indice rafia.
80. S4 se scrie formula termenului al n-lea al progresiei geometrice date prin:
R) bl = 2, b1’l-¥1 = sbn', ¢ bl = 9, b-n,+1 = ﬂbn‘,
. 1
b) by = &, bnty = [ —3)bn; d) by = 10, bpyy = % bn.

81. 84 se giseascd primul termen si ralia unei progresii geometrice, dacé:

7
; ay + a, :1_6'
Bl TS b) :
ay — a;= 8; o
sy — a2+ Gy = s H
7 ©
C) ag = 25, g = 9'7_ d) ay = —12, a; = 23 E.
82. 94 se calculeze sumele: : .
a1 4+ 24 284 42t d) 1 — 2428 — 2% ... 4 2% /

1 4 1 i! . 2 5 100.
b]—21#22:+'2‘;_‘ ﬁ; el 14zt &+ oo 35

1 4 1 L f — 2+ — .t 2
,ﬂ5+§+w+”+yf ) = ,

83. 54 se rezolve ecuatiile:
a1+t a+2t4 ... +2¥=0;
bj14+z+ 2+ +.. +a2%=0
84. Fie (yn) o progresie geometricii, astfel incit suma primilor n termeni ai sii este Sp=2(5"—1).
84 se determine Si, ¥y, Yoo g e f
85. Este progresie geometrici un sir, pentru care suma primilor n terment ai sii este ‘dati de for-

mula:
a) Sp = n® —1; b) Sp =2" —1; ¢) Sn =37+ 17
86. intr-o progresie geometrica avem S, = 40, S; = 60. Si se g&seagcﬁ Sar ' ‘
37. Si se determine z astfel incit numerele a + @, b + @, ¢ 4 = sd fie in progresu_a gem:netncé.
88. Se dau doud numere a §i b. 84 se determine numerele z, y, = astfel incit si fie satisfdcute
simultan condifiile: ;
i) @, y, 254 fie in pljogresie geometried;
{i) @ y -+ @, zsi le in progresie aritmeticd;
iil) @, y + a, 2+ b sA lie in progresie geometricd.
Caz particular: a = &, b = 32.
39. 94 se cerceteze dacd existd numere in progresie geometricd b1 By, Pﬂ, unde b, esteun nur'r_léér
dat astfel incit trei termeni consecutivi verificd, oricare ar fi k, relatia by — 5bp—y + 6bp—2=
S84 se generalizeze considerind relafia abp + Bbp—y 4+ Ybp-2 = 0.

74

Ne reamintim din materia_parcursd in clasele anterioare cii oricare ar fi
doud numere naturale a gi b, cu b diferit de zero, existd alte doud numere naturale
g §i r unice, cu proprietatea ci a — bg 4 r 5 0 < r < b, Teorema care agigurd
existenta gi unicilatea numerelor ¢ si » se numeste teorema Empdriirii en rest in
muljimea numerelor naturale.

Aceastd teoremd se extinde la multimea numerelor intregi in felul urmator:

iliecorrieinar 11 Fie a 51 b doud numere intregi, cu b diferit de zero. Atunci exist3

doud numere intregi q i r unice cu proprietigile
a=by+rsi0<r<|bl ; (1)
Egalitatea (1) se numeste formula impdrjirii ew rest pentru numere intregi
jar numerele ¢ si r se numesc citul si respectiv restul impdrtirii lui a la b,

Nu vom da demonstrafia acestei teoreme, in schimb vom ardta cum se pro-
cedeazd practic atungi cind avem de impértit doud numere intregi @ gi b, cu & # 0.

Evident cd dacd @ = 0, atunci citul §i restul impdrtirii lui ¢ prin b sint
¢ =r = 0. Deci putem presupune cd a # 0. Definim
+1. dacd a >0

' sen (gl :{ —1, dacd a < 0

‘ .
Numadrul sgn (@) se numeste semnul lui a.
Cu aceste notatii avem clar ci | @ | = a sgn (a).

Vom efectua acum impartirea numerelor naturale |a | si | b| cu algoritmul
de calcul cunoscut din clasele anterioare:

la| = | blg’ +r cu g, r €N, 0<r <|b (2)
Din (2) obtigem ‘ :
. a sgn(a) = b sgn(b)q’ + r'
care inmultitd cu sgn(ae), si tinind conl ¢ sgn(a) - sgn(a) = 1, ne di
a=bq" +r” A (3)
unde ¢” = sgn(a) sgn(b)g’ si r" = r' sgn(a). .

Dacd r" > 0 atunci citul gi restul impérticii lui @ prin & sint q", respectiv
r’. Dacd r" < 0, atunci (3) se scrie, astfel: '

@a=bg" +r"=bg" — |b| + [b] — 7" = bg" — b sgn(b) + (16] —r") = b(q" —
= 5gn(b)) + (16| — r") =bhqg | r, unde am notat ¢ = ¢" — sgn(h) sir=|bl —r".
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cum 0 < r' < |b|, rezultd clar cd 0 < r < |b|. Deci citul si restul impérgiri

Cum 7" < 0 sir' > 0, atunci sgn(a) = —1 i deci r" = —r'. Pe de altd parte i ; _
< 0s 2z U, gn(a) § P 2 8. Care este ultima cifrii a numerelor 2 156, 42581, 25119 5 984129 16421 | 45318 1780 4 49007

4. Fie n,a,bsic numere naturale nertile. S se arate ¢ pentru a gisi citul imp#rtirii lui r la

£ . a " = . A %
lui @ prin b sint ¢ = ¢ sgn(b) respectiv r = |b| —r". o+ b c se poate proceda in felul urm#tor: se imparte n la @, apoi citul obtinut se imparte
i Ezemple. i .~ la b 5i noul cit se tmpatte 1a ¢; citul ob}inut la aceastd ultima tmpértire este cel ciutat.

1) Sit se efectueze impirfirea cu rest a lui —50 la 6. _ . b. Fie z 5y doud numere reale, cu y # 0. 84 se arate ci existd douX numere reale ¢ §i r cu
Solufie. Vom efectua imparjirea cu rest a lui | —50] = 50 la | 6 = 6. Vom avea 50 = 2 proprietitile:

=6-8+2.Tnmltl‘§inrlcu(41]avem—50:6-(-8\+(r-2‘;=6~f-8)-6+5-|—(—2]: z=yg+rigefsiosr<|y|

=5l =94 SHA ' - In plus, ¢ i r sint unice cu proprietifile de mai sus.

Deci citul impdrtirii lui —50 la 6 este ¢ = —9ar restul r = &. . Fic o, b, c riraies LS CP#PU " rl; fo o D SR a0 8 e

2) 84 se efectueze impdrtirea cu rest a lui —721 la —50.

fmpértirii lui a 4 b 14 ¢ este acelagi cu restul i irii Tui : : e
Solutie. Avem | —721| = 721, | —50 | =50 si 721 = 50 - 14 4 21. P gi cu restul impdrbirii Ini r, 4 7 la ¢, iar restul tmpértirii lui

a-b la c este egal cll restul impArfirti Tui ry - rp 12 e.

Rezultd cid —721 = (—50) - 14 + (—21) = (—50) - 14 — §0 4 50 + (—21) = (—50) - 15 + 29, 1 (. 7. S4 se giseasci cel mai mic numir . i
o : ¥ atural 2=l sy .
Deci citul imparfirii lui —721 la —50 este ¢ = 15 iar restul r = 29. - R dea vestul 2. natural care impértit la —7 s dea restul 3 i impér{it 1a 11

sub urmitoarea formi: dacd a, b € &, cu b # 0, existd g, T .7 astfel ineit

gi se poate pune R 8. Dacd r este un numdr intreg, atunci n* este de forma 4k sau 8k + 4, k = .

Observagie. Formula impértirii cu rest pentru numere intre ]
9, 54 se determine restul impéartirii lul 1% 4 27 4- 47 la 3 {n = N).

; b
a=bgy+ 1o |r0|‘<~l_2j' (17)
Iﬂtr-adfﬂ’gr, din (1), existi ¢, r € Z astfel incit a :Ilﬁ +rsi0 <7 <|b] Dacd L ‘Definitia 2.1. Fie a §i b doud numere Tntregi. Spunem c3 b divide pe a (sau g
<< ‘_l’ atunci punem g, = ¢ i 7o =r. Dacd — <r < |b| atunci avem - : este divizibil prin b, sau b este un divizor al lui g, sau g este un
¢ ' 5 i) Diaes o = multiplu al lul b) daci existd un numir intreg c, astfel incit o = bc.
g — by tr=bg | 0|\ r | B = b(g + sgn b) + (r — | b]). Daca gnotam do = : bt o i B b1 AN ok oot moteia b
=q+4sgnbsiro=r—|bl, atunci | ro| < 5 sia = by, + r, Sdobservdm cd in S Hrnealh : !

i d : 3 ) = ! ol RO s Fieae Z; cuma =1-a = t—1)(—a) it A an g o LAl Tomm i
elatia (1), g, i r, nu sint unice. De exemplu 7 = 2 34+15i7=2-44 (—1). 1) : 1-a=t=1)(—a), resultd cX +1, da sint divizori ai lui a.
relatia (1°), g 817, a s 5 : s 1 2) Dacit @ = 60, divizorii lui 60 8int: 41, +-2, +3, + 5, + 6, 410, 412, +15, -+ 20,

Formula (1°) este foarte utild in multe aplicatii. De exemplu sai ardtam cd e - 30, -t 60.
daci n € Z, atunci restul impértirii lui n? la 7 este 0, 1, 2 sau 4. Intr-adevér N Ob o, Dack i 3 R\ 3 3
folosind egalitatea (1), n poate avea una din L L Fdrme: y 1 ﬁrﬁt.servahe ach a € Z, a # 0, atunci numaérul divizorilor lui ¢ sint-in numér

T Th4+1, Th+2, Tk+3, k€L ' 4 %’ntﬁ—ad%i:ér, dlaci?' d estr]a u|n&?ivizor al lul @, existd b & 7, astfel incit a =
" i : : Sl s 0 —d-b. Rezultdca |a| = | d]- . Cum b # 0, atunci S :
Dacé n — 7k, atunci n? = 49k = 7(7k?) gi deci restul impartirn lui n? la i< a. Prin urmare divizorii lui @ sint printre numer‘;?:ljl:l; | ; é §1 dei g <1 llﬁ tl, if\
7 este 0. ) b e " numir finit (cel mult 2- | a|). TR
Dacin — Tk + 1, atuncin? = (Tk &+ 1)2 = 49k & 14k + 1 = 7(Tk* + 2k) +~ S Divizibilitatea numerelor intregi a itoar iatEti-
4+ 1 si deci in acest caz restul impartirii lui n? la 7 este 1. : B cite rofleanitd d;‘:é.ra[r; F?f-;c:g ::I??tiona:r?e IPPOP”eta’?l-
Dacin — Tk 4+ 2, atuncin? = (Tk £ 2)? = 49k* 4 28k + 4 = T(Tk* 4 &k) + B o ovic AvBH o — a 1‘ gul a.

=

47 4+ 2="T(7Tk* 4 6k + 1) + 2 si. deci restul impdartiril lui n? la 7 este in acest
caz egal cu 2.

2.
o . . 3 s : ) ) Us e 5
, mare prin cel mai mic sd fie 75. Este solutia unici? - este divizibil prin 5.

¢) —2 438 la —18 : .

4 si deci restul impdrtirii este 4,

: o 3P0 LR [} . w
. Dacin — Tk - 3, atunci n? = (Tk & 3)* = 49k* + 42k + 9 = 49k* + 42k + 2 este tranzitiod, adicd a|b gi b|c implicd ac, .

Intr-adevar, din @| b s b| ¢ rezultsd exi :
) 5 ; xistenta uno
proprietatea ) ' § r numere intregi k;, &, ou

b = ak,, 'c = bk,
= de unde ob{inem ¢ = (ak,)k, = a(kk;) s notind

- ; ; / k= kik, € Z, avem ¢ = ak, adicd al
94 se efectueze impargirile cu rest ale urmiitoarelor perechi de numere intregi: 2 D ) ; \
a) —5 437 la 225 Y Bt acd a gi b slnt numere intregi cu proprietatea'a|b si b| a, atuncia = 4 b
b) 8 745 la —319 4 3 (adicd |a| = |b]).

Intr-adevir, fie c;, c, numere intregi astfel incit b = ac, i @ = be,. Atunci

d) —84 312 1a —36, . : fb = beycy 5i deci b(1 — c;¢q) = 0. Rezultd cé, fie b = 0, fie ¢;c, = 1. In primul

4 se piseascd doud numere naturale a cror sumi si fie 6 612 si citul impartirii celui mai i

* In unele manuale si culegeri de probleme se foloseste si notatia @ ¥ b, pentru a scrie ci a
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: : . % ._ i
caz. din b|a deducem @ = 0 = b, iar in al doilea caz, deocarece ¢;, ¢; € 7,
! .
= g 'mare a = 4 b. b

avea ¢; = ¢ = =+ 1, prin. urr - e ' & i

4o1 Daczﬁ a,,d;m '_,,, a, sint numere intregi si d este un numar iptéegacaze d :
pe fiecare a;, i = 1,2, ..., n, atuncid divide orice combinatie liniard de a;, @, ..., n,

11
14 . . . i.
adicd d|5 a4, oricare ar fi [y, {5 . I, numere intreg
ci=1

fntr-adevar, existd &y, kgl, -
. 7 .
i =1, 2, ..., n, de unde rezulta:

., kn numere intregi cu proprietatea a; = dk;,

S liay = ™ dlyki. Notind k= YLk € Zy
1 i=1

=1
=

n
obtinem ili,ﬂi = dk, adica d| gli a;.

i=1

. 2 . . . l
1. Fie a, b, c = T astfel incit @ + b = c. S4 se arate ¢ dacdd =7 divide doud dintre numerele
bt I ) 7 |
date, atunci el il divide gi pe al treilea. .
2, S se giseascd toate numerele intregi a e, care au exact 2 - | a| divizori. i .
8. Daci a,b = Z si 3 nu divide nici pe a nici pe b, atunci 3 divide pe a — b sau 3 divide pe a + b.
4. Si se arate ci 1 000k — 1 este divizibil cu 87, oricare ar fi ke N. o .1, 3
5. Sise arate cidaci peN, p > 3, are proprietatea cd p §i2p + 1 nu sint divizibile cu 3,
atunci 4p + 1 este divizibil cu 3.
— 7% gste divizibil cu 10. :
6. 94 se arate cd numdirul 9*° — 7% es - . L
7. a) Sd'se arate cd oricum ar [i date trei numere intregi, exllstﬁ doui cu suma dlvgz;;nlcﬁ. 0131 2.
. 'b) Si se arate ci oricum ar fi date 5 numere intm?gi, l?xlst.ﬁ 3 cu suma dhlr)lzllil r)u :
c) 84 se arate cit oricum ar {i date 9 numere intregi, existd 5 cu suma divizibila cu o.
8. Si se arate ci daci n e N, atuncik n®|(n 4+ 1)® — 1. :
9. 84 se pHseascd toate numerele intregi n cu proprietatea n 4 1 | n® + 1.
: - . a -
10. Si se giseascd toate numerele intregi n cu proprietatean — 3 [ n 3. ;
11. Fie a4, @ a,, = B. 94 se arate ci existd printre aceste numere intregi citeva cu suma
L Qg By assy L ;
divizibild cu 10. "
12. S5 se arate ci numdirul 620 — 5%° este divizibil cu 11.

o
Q
]

mal mare di

Se numeste divizor comun al numerelor intregi a i b un numar

itia 3.1. :
Refimly intreg ¢ cu proprietatea:

cla §i c|b.

" Vom numi un cel mai mare divizor comun (pe scurt c.m.fr.n.id.c.)
al numerelor intregi a §i b, un numir intreg d care verifica ur

mitoarele condigii: T

i) d este un divizor comun al lui a si b (adica dlasid|b) ;
ii) orice alt divizor comun d’ al lui a i b divide neapirat si pe
(adica d’'|a si d'|b impljcﬁ d’| d).

Fié' a §i b doud numere fintregi. Aturci existi un c.m.m.d.

Teorema 3, 2
al lui @ si b.

| &

Demonstragie. Tn cazul in care @ = b =0, c.m.m.d.c. este 0, Deci
putem presupune, de exemplu, b # 0. Aplicind teorema impartirii cu rest a nu-
{nirelm-vintregi @ $1 b, rezultd existenta a doud numere intregi ¢y $i ry cu proprie-
atea cd

a=bq +r, 0<r, <|8& (1)
‘Dacd ry = 0 atunci b| @ si e.m.m.d.c. al numerelor a gi b este b. Intr-adevir,
b|b si b|a, iar dacd d’ este divizor comun al lui a $1 b, In particular, satisface gi
d'[b. Deci b este un c.m.m.d.c. al lui a si b.
Dacé ry # 0, aplicim teorema impértirii cu rest numerelor b si r; si obtinem
numerele intregi g,, r, satisfacind

b= rids +7ry cu 0 <ry<ry. (2)

Repetind acest procedeu, obtinem numerele intregi gy, ..

R e
astfel incit

.................................... @

T2 = I'm_1qm + Fmy, cu 0 < r
Tme1 = T'mmy1 + Tmy1y €U0 O < Py <rim.

Deoarece 7, >r, > ...
GL Paegte=
Vom aréta ca r, este un c.m.m.d.c. al lui «a si b.

Intrucit r,_, = Tnn4y, Tezultd cd r,|r,_;.

Din egalitatea r,_, = r,_,q, + r, Tezulti ci Tal ta_y In continuare, din egali-
tatea ry_g =rn ofn 3 + ru_; si tinind cont cd r, divide pe ro_y §1 pe ry_, rezultd
cl ry divide pe r, ,. In felul acesta, din aproape in aproape, tinind cont de egali-
tétile (3), obtinem cil ry, divide pe r,_,, Tp_gy -+ Ty, T1- Apoi din egalitatea (2) rezulti
cd r, divide pe b si deoarece r, divide si pe 7y, obtinem datoritd relatiei (1) ci r,
divide pe a. Prin urmare r, este divizor comun al lui a §i b.

Fie acum d’ un numdr intreg cu proprietatea cd d'| a si d’| b. Din egalitatea
(1) vom avea

ry =a— bg; si deci d'|r,.

Apoi din egalitatea (2) obtinem

Ty =b —ryg, si deoarece d'|b, d'|r,, obtinem ci (1

Folosind egalitatile (3) obtinem, din aproape in aproape, cd d’ divide fiecare
din numerele intregi ry, r,, ..., nopy M- Agadar, in cazul in care b nu-l divide pe
a avem ca ry, ultimul rest nenul din sirul de egalitdti (1), (2), (3), este un cel maj
mare divizor comun al numerelor « si b. ' ]

Demonstratia acestei teoreme pune in evidentd urméitoarea reguld de ob-
tinere a c.m.m.d.c. a doud numere, care se numeste algoritmul lui Euclid:

Peniru a obtine c.m.m.d.c. a doud numere intrege a gi by cu b # 0, impdrjim
pe ala b; dacd restul impdrfirii r, este zero," atunct b este c.m.m.d.c.; dacd nu, impdr-
fim pe b la restul impdirtirii anterioare, ry, si obfinem restul ry; apoi impdrfim per;
la ry si obfinem un nou rest ry s.a.m.d. Ultimul rest nenul este c.m.m.d.c. al celor
doud numere.

= Py ..., €x18td un numdr natural 7 astfel incit Fa 210

Observagii. 1) Dacd d este un c.m.m.d.c. al numerelor intregi @ si b, atunci
i —d este un c.m.m.d.c. al lui a si b. Dacd d’ ar fi tot un can.m.d.c. al lui asib,
atunci vom avea d|d’ si d’|d, prin urmare d’ — +d. Rezultd deci cd existd intot-
deauna dodd si numai doud numere intregi cu proprietatea celui mai mare divizor
comun al numerelor « §i b. Aceste doud numere sint egale in modul si de semn
contrar. Acela dintre ele care este pozitiv il vom nota cu (a, b)." Se observi ci
prin algoritmul lui Euclid se‘obtine tocmai (a, b). -




2) Din definitia c.m.m.d.c. rezultd cd
(a, b) = (b, @) = (—a, b) = (a, —b) =(—a, —b) = (| e, |b]).
Observatia 2) ne permite-ca pentru calcularea celui mai mare divizor comun a
doud numere intregi si ne marginim la cazul numerelor naturale.

Exzemplu. S4 se giiseascd cel mai mare divizor comun al numerelor —810 si 815.
Solugie. Avem (—810, 315) = (810, 315). y

Vom aplica acum algoritmul lui Euclid:

1) 840 = 315-2 4 180 . .

2) 315 = 180 -1 + 135

3) 180 = 135 -1 + &5

4) 135 =45:3+ 0

in acest sir de impartiri succesive ultimul rest nenul este 45, deci (w—Siﬂ, 315) = 45.

Din faptul ¢d ¢.m.m.d.c. a doud numere este unic, abstractie ficind de semn,
si folosind egalitétile (1), (2) g1 (3)," avem: :

Daci a sl b sint doui numere intregi §i d este un cel mai mare
divizor comun al lor, atunci existi doui numere ‘intregi, k §i /,
astfel fincit d = ka + Ib.
Doud numere intregi nenule a §i b se numesc prime fntre €le daci
1 este c.m.m.d.c. al lor.

Teorema 3.3.

Definitia 3.4.

- Observam cd o si b sint prime intre ele dacd gi numai dacd 41 sint
singurii lor divizori comuni.

Ezemplu. Numerele 57 gi 25 sint prime intre ele. fntr-adeviir, folosind algoritmul
lui Buclid, obtinem: -
57— 25:2 17

B d St
7=k -3
= dadpd
3=1+3410

si deci (57, 25) = 1.

Observajii. 1) Fie a, b € Z si d = (a, b) astfel incit d >0. Fie a = da’ gl
b = db’. Atunci a’ si b’ sint prime intre ele.
Intr-adevar, fie d' un divizor comun al numerelor. ' gi b’. Atunci dd’ este
un divizor comun al lui @ si b. Deci dd’ il divide pe d, adicé existd un d" € Z
astfel incit d = dd’d". Deci d'd” = 1 si prin urmare d' = 41, ceea ce inseamnd ca
a’ gi b’ sint prime intre ele. :
2) Din teorema 3.3. obfinem cé& a este prim cu b dacd §i numai dacd existd
k, | = 7 astfel incit 1 = ka + b. Intr-adevir, dacd a este prim cu b, atunci (a, b) —
si conform teoremei 3.3. obfinem £, I € Z astfel incit 1 = ka + Ib. Reciproc, dacé
1 =ka + b si d| a, d| b, atunci d| 1 si deci d = 41, adicd singurii divizori comuni
ai lui a gi b sint 1.
Definitia 3.5.
un cel mai mic multiplu comun (pe scurt ¢.m.m.m.c.) al numerelor
asi b, daci verifici urmitoarele condigii:
i) m este un multiplu comun al lui a §i b (adici a[ m §i b | m),
ii) orice alt multiplu comun al lui ¢ §i b este multiplu al lui m
(adic daci a| m' si b| m’, atunci m| m’).
Teorema care urmeazé ne asigurd existenta celul mai mic multiplu comun gi
ne dé in acelasi timp si un procedeu de calcul.
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Fie a §i b doud numere intregi. Un numir intreg m se numeste

Teorema 3.6. Fie a si b dou3 numere intregi nenule. Daci d este un c.m.m.d.c.

pullCpl ; a-b :
al lui a si b, atunci m = —— este un c.m.m.m.c. al lui asib.
d

Ezemplu. 84 se calculeze c.m.m.m.c. al numerelor & 020, — 210.

Solujie. Pentru a calcula c.m.m.m.c al numerelor 4 020 si —210 este suficient,
conform teoremei 3.6, si calculim c.m.m.d.c. al numerelor & 020 si | —210 | cv algoritmul lui
Fuelid : ; :
4020 = 210 x 19 + 30

20=30x 7+ 0
4 0203 210
30

Deci un c.m.m.m.c. al Jui & 020 gi —210 este =7 X 4 020=28140.

1. 84 se giseascd prin algoritmul lui Euclid cel mai mare divizor comun al numerelor:
a) —180; 756; b) —375; 360; —900;
¢) 0; 779; —399; 5 700; d) —3724; 18 468;
) —540; 588; —576; f) 375; 645; —600; —1 515.
‘9. S se giiseasca cel mai mic multiplu comun al numerelor urmétoare:
a) —960; 1200; b) 30295; 36 354; c) 12 345; 4&565; —960.
94 se afle toate numerele prime cu 100 si mai mici in modul decit 50.
' 4. Se dau dou#t numere intregi a si b nenule care au c.m.m.d.c. pe 5, iar citurile impértirilor
succesive din algoritmul lui Euclid sint —1, 8, 2. 54 se afle a si b.
| 5. 9% se giiseascd doud numere intregi a si b astfel incit (a, b) = 3 si [, 8] = 72. (C.m.m.m.c. al
lui @ si b se noteazd cu [a, b].)
Este solufia unici? .
S4 se arate ci numerele 2k | 1 i 9% + 4 sint prime intre ele, oricare ar fi k = Z.
S# se giseascd c.m.m.d.c. al numerelor 2k — 1 §i 9k 4 4 in functie de numérul intreg k.
94 se arate cii dacd e si b sint numere intregi, d un c.m.m.d.c. al lor, iar k, e Z, cu proprie-
tatea ci, dacd '

g

6
7
8

.

Y ja + b —d, atunci (k, 1) =1.
; 9. S4 se arate ci (21n + &, 14n + 3) =1, nel.
10. 84 se arate cd numerele de forma Fy = 92% | 4(k = 01,2, ...) sint prime doud cite doud.
11. S84 se arate ci pentru orice n € N* avem (nl + 1, (» + 1)} 4+ 1) = 2. 1

Un numir natural p >2 se numeste prim dacd singurii sai divizori

sint 4+ 1 si 4 p.

Definigia 4.1.

Egxemple
Numerele 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 sint numere prime. Verificarea acestui fapt se

= poate face etectuind impdrtirea fiecdruia dintre numerele date la numerele naturale mai mici

decit el ‘

Numirul 2 este singurul numér prim par.

in cele ce urmeazi vom da (fard demonstratie) doud teoreme foarte importante
in aritmetica.

Un numir natural p >2 este prim daci si numai daci oricare ar fi
a si_b numere intregi astfel incit p divide pe ab, si rezulte ca
p divide pe @ sau p divide pe b,

Teorema 4.2,
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Teorema 4. 3. (Teorema fundamentald a aritmeticii) Oricare ar fi numarul in-
treg n,cu [n| >2, existd o descompunere a sa in produs de nu-
mere prime, adicd existdi un numir finif de numere prime

Py Par ooos Py Nu neapirat distincte, astfel fncit

n=:|2p1f-)2---Pm- -

In plus, aceasti descompunere este unici, in sensul ci oricare
altd descompunere in produs de factori primi diferi de ea doar
prin ordinea factorilor. .

Observatie. In teorema 4.3, in reprezentarea numirului n ca produs de factori
primi py, py, ..., pm, este posibil ca unii dintre factori s fie egali intre ei: p; poate
sd apard de o ori, cu «; > 1, p, de o, ori, cu ay > 1, si in general pr.de &, ori, cu
e = 1. Dacd numérul factorilor primi distineti este 1, atunci vom avea:

n= +pipi....p; unde putem presupune p; < p, < ... < p;. (1)

Serierea luin in forma (1) se numegte descompunerea lui n in factor: primi. Teorema
fundamentald a aritmeticii se mai numeste teorema de descompunere in factori primi.

Ezemplu. Numdrul intreg —5 600 se poate scrie ca pmdus‘ de factori primiin
felul urmétor: —5600 = —2.2.2.2.2.5.5.7 = —25.52.7,
Aplicajie. 84 se arate cd girul numerelor prime este infinit.

. Solufie. 54 presupunem prin reducere la absurd ¢4 ar exista numai un numir
finit de numere prime py, pa, ..., pa. Fie p = pyps ... pn + 1. Dar p admite conform teoremei &.3
un divizor prim, fie acesta py. Pe de altd parte impirfirea luj p'la’pg di restul 1 deoarece

p=pr]+1, g=N.
Am ajuns deci la o contradiclie. Presupunerea ci mulﬁmea‘numere!or prime este finitd este falsa,
deci existd o infinitate de numere primé,

Cu ajutorul teoremei fundamentale a aritmeticii putem da un alt procedeu de
caleul al c.m.m.d.c. a doud sau mai multor numere intregi.

Se seriu descompunerile acestor numere in produse de factori primi $i c.m.m.d.c.
al lor va fi produsul factorilor primi comuni acestor numere, fiecare ridicat la puterea
cea mar meed la care apare in descompunerile respective. , -

Pentru a demonstra acest lueru este suficient sa considerdm cazul in care avem
doua numere intregi @ si b. Fie d numérul obtinut prin procedeul deseris. Atunci,
din constructia lui d, rezulta evident cid| a-gid|b. Dacid d’| agid’ | b scriem descom-
punerea lui d' in factori primi. Folosind teorema 4.3 (partea de unicitate) rezultd
imediat ed ¢’ divide pe d. Deci d = (a, b).

Eremple

1) Fie a = 360 §i b = 240 Avem 360 = 29 - 3% 5 si 240 = 24. 3. 5 si deci (360, 240) —
=27-8- 5= 120. . : B8

2) Fie a = 72,b = 120 5i ¢ = 300. Avem 72 = 23- 3% 120 — 2% 3.5 si 300 = 2% § - 52
si deci (72, 120, 300) = 2°.3 = 12.

Tot din teorema fundamentald a aritmeticii rezultd si un mod de calcul al celui mai mic
multiplu comun a doud sau a mai multor numere.

Se seriu descompunerile acestor numere in produse de factori primi si em.m.m.c. al lor va fi
produsul factorilor primi care apar cel pufin intr-una din descompuneri, luat fiecare la pulerea
cea mat mare la care apare in descompunerile respective. .

De exemplu, fie numerele a = 72, & =120 si ¢ = 300. Deoarece 72 = 2%.3% 120 —
= 2%.3.5 si 800 = 2®.3 .52 atunci [72, 120, 300] = 2°. 8%. 52 — 1 800.

In continuare vom face citeva observatii asupra girului numerelor prime.

Dacd neN, n > 2 si nu este prim, atunci el admite un divizor prim p < V' n.

Intr-adevir, cum n nu este prim, avem n = a - b cu a, b > 1. Evident, putem
presupune ci ¢ < b. Atuncia? < ab = n, de unde @ < |/ n. Dar din teorema funda-

8%

mentald a aritmeticii @ are un divizor prim p, care este la rindul sdu divizoe al lui

n §i, mai muit, p < a < V7. ‘ s _
n concluzie, pentru a dovedi cd un numdr natural n_> 2 este prim este sufieient
sd verificdm cd el nu are divigori primi_mai mict decit IV n = ‘
De exemplu, fien = 97. Cum /97 < 10, avern de considerat nnmf’rﬁl? prime
< 10, adicd 2, 3, 5, 7. Se vede imediat ¢ nici unul dintre aceste numere nu divide
* 97.C'iurul lui Eratostene. Vom da in cele ce urmeaza o metoda de obtinere a
numerelor prime mai mici decit un numdr dat n>2. Aceasta metoda este cunos-
cutd incd din antichitate sub numele de ciurul lui Eratostene, dupa numele mate-
maticianului grec care a dat-o. Considerdm mai intii girul tuturor n}ln}ereior I}at};
rale de la 2 la n. Apoi, deoarece 2 este primul numar primg,, vom u}l;—xt.urfl din s;llr
toate numerele mai mari decit p;, si divizibile cu p, = 2. Primul (-lllll.-l'(’..]lllﬁl-?l-“e e
rimase este 3 = p,. Acum vom inldtura din gir toate numerele mai mari d'&‘-()llt lp%
si divizibile cu p,. Primul numér rdmas este 5 = p;. Sa presupunem ca dupa [)lé"ldbU }L
am aflat numérul prim py (al k-lea ca marime intre .nume;'ele p:-m_)e)._ Vom in &t}.“ a
din sir toate numerele prime mai mari decit py §i prime cu p. Primul numaér care
nu a fost inlaturat va fi py4q, al (k - 1)-lea numar prim. : C
Acest procedeu se termind la pasul m, unde p, este cel mai mare numar

prim < '/F_l

-

i
'
3 # 1 9 L99 19 249 9 00 9 6rg 5
1. Care dintre urmitoarele numere intregi sint prime: 3477, 2003, 1213, 2 099, 3 649, 847,
1493, 2 027, '2 261, -6 959, 9 689, 10 627. \ ‘ o, I,
2, Folosind teorema fundamentald a aritmeticii, si se giseasd cel mai mare divizor comun §i
cel mai mic multiplu comun al urmitearelor numere: : . '
a) 319 si 407; b) 333 si 504; c) 27, 24 si 15; d) 24, 48, 64, 192; ¢) b"i-“»', 526,169 3 ;. 014. :
3. Si se determine cel mai mic numir natural care are exact 20 de divizori intregi 5t cel mai
mi¢ numir natural care are exact 72 divizori intregi. Y R b itk
4, 83 se giseascd un numir natural care sd aibd exact 15 divizori naturali i singuril sél di-
vizori primi sd fie 7 si 11. : |
6. Fie a si b numere intregi prime intre ele. Si se arale el a + b sia : ]
9% se arate ci, in plus, dacd a si b au paritili diferite, atunei a + b este prim cu a — b

— & sint prime cu ab

cu a® — B i . e

6. Dacd @ si b sint numere naturale nenule §i suma lor este un numar primi, atunci a este prim
cu b. :

7. S4 se arate cii dacia, b,ee @ siale, b e (a, b) =1, nt.,nm-] ab \. c. : :

8. Si se arate ci dacd a, b, ceZ au proprietatea ci a este prim cu b si cu ¢, atunci @ este prim
cu be. i 1

9. S# se arate ci dacd b | ae atunci b | (a, &) (e, b). : s g

10. S& se arate ci daci.d este un c.m.m.d.c. al numerelor a si b, alunci d” este un c.m.m.d.c.
al lui «® si b®. Reciproca. este adevirati? - ;

11. Fie r=Q cu proprietatea ci rm este un numdr intreg, meN*. Si s¢ arate ci r este intreg.

o M= v‘..‘ RN/ T

12. Fie a, b, me N cu proprietatea ci (a,-b) = 1 5i Yabe N. 84 se arate ci fa, b eN.

18. 94 se arate ci numerele de forma 8% -+ 1 nu sint prime (n & N*¥).

14. S4 se arate ci existd o infinitate de numere naturale n, cu proprietatea ci (n, 2% — 1)
84 se giseascd cel mai mic dintre ele. ; .

15. Si se arate i nu existd numere naturale prime n astfel incit n | 2% — 1. : \

16. 83 .se arate cf existd numere intregi de forma 37, care scrise in haza zecimald an U“l-.
mele cifre 00001. . . . e d i i

17. S se arate ci existd numere intregi care au ultimele cifre 1978 gi care si fie divizibile cu

1979.

> 1.
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element din C™.

1.1. Definirea p'olinoémelor

c ) e 1) ol
Fie C™ multimea sirurilor (infinite) de numere complexe

. [ = (ay a;; 8y ..y, Gy, )

care au numai un numdr finit de termeni a.
natural m, astfel incit a; = 0 pentru orice ; >
De exemplv, sirurile f = (0

iy nenuli, adici existd un numéir

; =A,.2, 0, O e a===-1_;

A _ | =Y =1, 4,0, 0,...)5 g=(—1,1, 2, 0
lvrioﬂu{]% —I.f[i? '2(;190, 2,0, 0. ...) sint giruri infinite c:ape au un nfmléu' fi’l‘lit’de1‘5£3?:rner)1i1
p n (;1 ijr2 Oex(r)ar, girul f = (0, —1, 2, 0, 0, ...) are numai 2 termeni nenuli; sirul
g (=45 120,6, -..) are 3 termeni nenuli, iar girul A = (1 - 2., 7, —100.2.0. 0,
are 4 termeni nenuli. Deci aceste girufi sint elemente din multimea (. ‘

DE‘JH’I!]II e m l] 1 S i I .
Lmea : ( 1 1 1 area s1 Lmnr T
! C 10118 ()p(’[ﬂf 1 8 g‘BbP ce: ad?'n ead 8 nld rea

Hie /' — (a5 a :
. S g e 0 U (37 o — (h ) v 7 -
N e 1 gy o)y £ = (byy by, by, ...) doud elemente din multimea C™ ;

I+ g=(ay+ b, a, + byt g T BB ()

[,’? = (cqy €1 Cay' 21-)
unde : (2)

¢y = auby,
¢y = @by + a;by,

C3 = doby - @by + azb,,

;
& = @b, + a1,br-1 + aghr s + ... + &by = 2 Opbp_; = Z\ a;b;
= gy
- ana observam ci {N#— g sl fg apartin multimii 0@, . ;
Intr-adevér, cum 7€ €M | existd un numér natural m, astfel incit a;,—0 i
e N e 4 ) I ;=\ pentru orice
Sl e » existd un numér natural n, astfel incit b; = 0 pentru orice
A th.? e z avem a, =0 si b, =0 pentru orice k& > max (m, n) si deci
pkie : >p _ri-— orice k > max (m, n). Deci f + g este un element din €M,
F >m + n; atunci r — m >n.
e M e - In acest caz ¢; — by + ayby g A+ ...
ek ,,&H TI“TP_I o + @by, Cum 7 — m >n, atunci &), b, iyl
bl ul e de alta parte gi numerele apyq, @iy, ..., g, sint nule si deci p =r—0m
e, pentru orice r >m 4 n avem ¢, = 0 si deci /g este de asemnenea un

84 : .

e

s

= —

) se numesgte suma dintre
f si g, iar operatia prin care oricdror elemente f si g din mulfimea O™ se asociaza
guma lor, se numeste adunare.

Elementul fg = (¢q, ¢1, €3, -.-) 8¢ numeste produsul dintre f si g, iar operatia
prin care elementelor / si g din multimea C™ ge asociazd produsul lor, se numesgte
inmuljire. :

Elementul f 4 g = (ag + by @4 + by, @5 + by -

; Ezemplu. Dacd f=(—1, 2,8, —5,0,0,..) si g=(1,0, —4, 0, ..), atunci
suma lor este f 4+ g = (0, 2, 2, —5, 0,.0, ...), iar produsul lor este fg = (—1-1, —1:0 + Zil
(—1) o (—1) F 200 4 821, =4 :0+42(—1) £8: 0+ (6] 45 104204 3-(—1)+
+ (=500 401, (—1):042:0 + 3.0+ (=5)-(—1), 0, 0, )= =1, 2, & =7, —8,8; 0]

Fiecare element al multimii C®), pe care sint definite cele doud ope-
ratii precedente (1) si (2), se numeste polinom. Dacd F=1(ay, Gy Ggi =)
este un polinom, numerele gy, dy, 0, ... s& numesc coeficientii lui f.

Definitie.

Vom nota cu €' submultimea lui ¢™ formatd din toate sirurile de forma
(a, 0, 0, 0, ...) unde a & C.

Functia ¢: € — €' definitd prin egalitatea
o(a) = (a, 0, (B0 0)

este o functie bijectivé. Mai mult, operatiile de adunare (1) si inmultire (2) a poli-
noamelor ce apartin multimii €' se transcriu astfel:
(@ 0,0, ..) + (8 0,0,0, ..)=(a+5000 ..)si (3)
(a, 0,0, ...) - (b, 0,0, 0, ...) = (ab, 0, 0, 0, ...)

Relatiile (3) ne aratd cd adunarea gi inmultirea pe (' se fac dupd aceleasi
reguli ca adunarea si inmultirea numerelor complexe. Din acest motiv rezultd ca
¢’ are aceleagi proprietdti aritmetice ca multimea € a numerelor complexe. Acest
fapt ne permite s identificim polinomul (a, 0, 0, ...) cu numdrul complex a. Asadar
punem (a, 0, 0, ...) = a. Datoritd gcestel identificiri avem Cc C™. Polinoamele
de forma (a, 0, 0, ...) = a se numesc polinoame constante.

Observajie. Definirea polinoamelor precum si operatia de identificare a poli-
noamelor de forma (e, 0, 0, ...) cu numirul @, ne reamintesc de modul cum am definit multimea -
numerelor complexe precum si de operatia de identificare a numerelor complexe de forma (a, 0)
cu numérul real @ {a se vedea manualul de Algebrd clasa a IX-a).

1.2. Proprietitile adunirii polinoamelor

1° Adunarea este comutativd, adicd oricare ar fi f si g, din €™, avem

fre=g+f
tntr-adevir, dack f = (o, @y, @2, -); & = (bo, b1, ba, --.), avem f+ g = (@ + bo, @1+ by,
ap+ ba, ) 81 g+ f= (bo + @, by + g, ..). Cum adunarea numerelor complexe este comu-
tativd avem ai 4 bi — b; - a; pentru orice ¢ = 0. Deci f+g=¢ +f.
9 Adunarea este asociativii, adicd oricare ar fi f, g si h din oM™, avem
f+e+h=Ff+@E+h., |
1ntr‘-adEvér, dacd f: (ag, aq, ag, ): 8= (,b[h bl) ba, )1 h = (Cﬂa €1, C2, ...}‘atunci
f+ g = (a0 + bo @1+ by, @z + by, ) §i deci (f + g) $ k= ({ag + b) + co, (ay + by) + e,
(az + by) + ca, ...). Analog, obbinem ci f + (g + k) = (ao+ (bot¢,), @it (bite), azt(bates), ).
Cum operatia de adunare a numerelor complexe este asociativd, avem (ai+bi)+ci:ui+(bi+ci),
pentru orice ¢ = 0. Deci (f+ g) +h =71+ (g + &).
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o A . =
: 3 )E[ulemr-m‘. newlru. Polinomul constant 0 = (0, 0, 0, ...)
pentru adunavea polinoamelor, in sensul ¢i oricare ar fi # & QO
- ca oricare ar fi f & C™ | ayem.

[+0=047=r.

Inte-adevar, daci =
= (ag+ 0; a; + 0, ay 10, I (

"’JI Ofl'ff JOIUEO p . - ,i
4 m are un opus !d ca 1C8 a i! E ( ) e u (}11110]“.
[ L 3 01 ire I () XlStB. I p y

notat cu —f) astfel incit

F <) = (=f) +1=0.
intr-adevir, daci I'= (o, 83, a5, ...), atunci —f = (—a,, —ay, ...), deoarece [+ (—f) =

= (doy Ay, g, ...) + (—ag, —a;, —ay w) = (ot (= ay), ayt-f—
Conform proprietatii 1% avem si (=71) + fn: (g. Lot po ghati bl

De ewemplu, dacd [ = (==1aR R S (TR

oy ..) este u i i
Lt Howsi el bl ) n p041n0111, atunci opusul siiu este

e . Observapie. Dacd fsi g sint dous polinoame, suma [ - (—&) se noteazs, simplu
N — g5l se numesle diferenfa dintre f si i i i : i
1 [— g sise $1 g. Operatia prin care oricdror doud poli ig li
se asociazd dilerenta lor se numeste scdidere. r ey s

Daca ['= (o, @y, as, .)) §i g = (by, by, by, ...}, atunci
[ — &= (05— by, ay — by, ay — Bayyiins )

De ezemplu, dacs f — (2, —3, —1, 0, 0, ilislgi= 1, —1, 1

= (3, —2,0, —2,0,0, ..). y2,0,..),atunci f — g =

1.3. Proprietitile inmulgirii polinoamelor

o i W . ¥ i
1° Inmulgirea este comutatied, adicd oricare ar fi f si g din QM
' i . 1
18 =gf.
o 7Inll'rr--ﬂlilv\jr, dacd f= (g4, ay, as, ...) si &=1by; by, b, ...), atunci notind 18 = lco, ¢, Cay ...)
I gfi— (dy) @y, day ) s avem Cp=0obp~+aybp g+ agbp_p + ... + arby §1 dp=byap+biap_y + ... + bra,

« b mult a nu [ p ﬂt € ) ) =
(]ll][l _\d marea si in ire mumerejor com ]BXG si C()lllut‘ltlve 1 ElsDClatlve avem ¢, dr
]]en“l] Irice r = ( 51 {I{tl = uf‘

avem

j EM!’ trea este as { 1Cd r re R I f 1n (N) a Ve[[‘]
2 nn E rea es ASociaiiea, ac & orica a
] ) g 81 h d C (]

(fe)h = f(gh).

3 ‘]Trm-_fﬂdevﬁr, fie f=-{do, ay, as, ..}, &= (boy by, bay o) S b= (6, c1,.c00.). S& notm '
g = (da, dy, da, ...) §i (fg)h = (e, e, ez, ...). Atunci dp = 2 aibj pentru orice r » 0 si
¥ i4g=1r
—

en = 2 dreg. Deci e, = ; ( E caibilen = aihjcp.
rhh=n 't+h=1n \it+i=r i+j+h=n

Daci notdm gh = (dp, di, dyy..) si f el
il notim gh = (dy, di, dg,...) si [(gh) = (e, e1, egy ..v); in mod analog se obfine

i) Fh=n

R S bicr, pentru orice s = 0 i i '

=2 > 8 >0 gi ey = aids. Deci, e, = aq bicey| =
J'ﬁ‘i_lfﬁ LHZ:N ’ i-fg=n ) _-H—kzcs 2k

& YI aibicy,. (Iml‘lpﬁ!“ind, oblinem ci &y = e,’, 51 deci f{g}t) . (fg)h

; 1 1,‘ ment neuiri =i 1 ] 1’ g
O “LEMent & TiL. l Oijnoml]l 1 (i 0 () ’ e lE’ IF p
: 4 ; 1en 8le e ment [lelll.l u EI].tJl u
ln[nlﬂ ‘JIT., d(il(!cl oricare ar fl /. E ‘.l , avem

frd=Aaf =1
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este element neutru

(@, a1, @z, ..), atunci 4 0= (ap, ay, ag, ...) + (0, 0, 0,..) =
Aoy @y, Gy, ) = f. Dup# proprietatea 1° avem 5i0 4 f=rf

intr-adevir, dacd f = (ap, @y, s, ...), atunci f-1 = (ag a;, as ... 0 L0 ) =
= (ap-1, @0+ a;+1, ag-0+a; -0+ ay-1,..) = ag, a5, @z, ...) = [.
Dup# proprietatea 1° avem de asemenea 1-f = /.

4° Inmulfirea este disiributivi fajd de adunare, adicé oricare ar fi polinoamele
f, g h € C® | au loc relatiile: g '
g+ h) =fg+fh s
(f + &)k = fh + gh
Intr-adevidr, fie f= (a,, a5, @2 ...), & = (bg, by, b2, ...) §i k= (co, ¢, Ca o) Atunei
f(g s k) — {am Qy, aﬂa"--) (bo -+ - ¢y, bl -+ by | g, ) = ({’-u[&‘. = _Enils ”n(bl -+ 01) -+

’ T
+a,(by + cg), - E @i(bpaitcpi)y o) =((dobo + gty), (@by + aiby) + [age; + @y60), s E i
ot t=0
r L .
A E AjCr—i, ---):((tobm aghy + by, -, 2 aibpai, )3 (oo Boey + @yt ‘E aiergy ) =fE+Th.
=0

=0 i=0

5° Dacd f §i g sint polinoame nenule, atunct produsul lor este un polinom nenul
(f# 0 si g# 0=fzg#0).

Intr-adevir, tie f= (aq, @, @a, ...) 8i g = (bo, by, by, ...). Com f5= 0 existd un termen
a; # 0. Fie m cel mai mare numir natural astfel incil a, 7 0. Rezultd cd aj =0 pentru orice
i > m. Analog pentru g 0, fie n cel mai mare numir natural astfel incit &, # 0. Rezulti
¢l bj = 0 oricare ar fi j > n. S& presupunem ca fg = (¢, €1, €2, --.). Alunci epyn = ®obmin +
+ @bmin—y + - + ambp + @mpiba o A+ aminbe.  Gum bmyn = bmsn—y = o = bpgy = 0 i
Ami = Gmiz = - = Gmen=0, atunci emin=ambp. Cum am, # 0 i by 3 0, atunci emin=ambn # 0
si deci fg # 0. : y

5° Simplificarea cu un factor nenul. Dacé f, g, h, sint polinoame astfel incit
fe=thsif# 0, atuncig =h. - ‘ -

Intr-adevdr, cum fg = fh, obtinem fg — fh =0 si deci f(g — k) = 0. Cum
f # 0, din proprietatea 5° trebuie ca g — h = 0, adicd g = h.

§ 2. Forma
h
Notatia f = (@, @y, @y, ...) introdusd ‘pentru polinoame nu este prea comoda
in opératiile cu polinoame. De aceea vom folosi altda scriere pentru polinoame.
Convenim si notdm polinomul (0, 1, 0, 0, ...) prin , X* 1 citim ,nedeterminata X*.
- Inmultirea polinoamelor ne d

a:
X2=X-X=(0,1,0,..)(0,1,00,..) = (0,0,
X8 =X X2 (0, 4.0, 40,0, 1,0, .i2) = (0,0

XV X v XL (0,0,000 %) (05,0, 400, 4y 0. = (0,,05... 0, 17 0, )
n—1 ori 3 n Ori

1,0; ..}y
o, 4, 00 ..,

b

Folosind acum adunarea si inmultirea definite pe O™, pentru f=(a,, a;, ag, .«.)
putem scrie ' o
f=(a’0’ a11 a’E! ‘“)=(a‘01 O} )+(01 ay, 01 )_l—{()a 0: g, “v ) ’!" '1"(“1 U STfy 01 Qi 0? )+
N I e SO Tl R - o1 O A I W RS R (0 P, 0 SRR e o
+ (@5 0, )+ (0, 0, e 0, 4,0, 000). = ag + 8 X + 0, X2 + o0 a3 X 4 ... .
n ori

(unde existd doar un numir finit de termeni nenuli).




Deci
fr=ay L X 2K . X L= 6 X (1)
1 i>0
Cum f = (a,, ay, @, ...) este un element din CM™, existd un rlumér natural m

In acest caz (1) se serie sub forma

m
= 2 a.iX",
1=0

astfel incit ¢; =0 pentru orice i > m.

P igite 4K -5 G KBS, iy, X

unde a,, ay, @y, ..., an sint coeficientii polinomului f.
Polinoamele de forma aX™ unde a & C si n este un numér natural se numésc

monoame. Din (1') rezultd cd orice polinom nenul este o sumd finiid de monoame
neriule. ‘

Datoritd scrierii (1) sau (1') pentru polinoame, se adoptd pentru mulfimea
O™ notatia C[X]. In particular, avem incluziunea OC C[ X]. Datonta scrierii (1) sau
(1’) elementele din C[X] se mai numese polinoame intr-o singurd nedeterminatd cu
coeficienti complecgi. De asemene_a, dacd f & C[X] este un polinom, de multe ori
este util sd scriem f = f(X

In multimea C[X] dlstmgem urmatoarele submulfimi nnportante
R[X] = multimea polinoamelor cu coeficienti reah

Q[ X] = multimea polinoamelor cu coeficienti rationali,

Z[ X] = multimea polinoamelor cu coeficienti intregi.

Este clar ¢ avem incluziunile

7[X] c Q[ X] € R[X] C C[X].

Ezemple. 1) Polinomul f = /2 — 7X% 4 X® este un polinem cu coeficienti reali.

2) Polinomul g = —3— — X+ % X* este un polinom cu coeficienti rationali.
3) Polinomul A =7 + X* — 8X? este un polinom cu coeficienli intregi.

Observajit 1) Folosind scrierea (1) a polinoamelor,

operatiile de adunare si
inmultire se transcriu astfel: \

daci f=ao+aX +aX+ ..+ apX" + .05l g =by + 5, X + ... + X7 + ...,
a_tunci ] 1 l
[+ 8=ag+ 0o+ (@ + )X + (az + B2)X* + ... 4 (ap + b)) X" + .., (2)
18 = agbo + (aghy + aybo) X + (@obs - agby + @gbe)X? + ... (3)
4 g BBy + gy s % o) X et
De Ea;lemplu, dacd f= —1+ 2X 4 X? si g =1 — X, atunci
f ==tk 2% 4 D) b =X X op X
fe=(—1+2X+4+ %) (1 — X)= —1 -+ 3X — X* - X%

2) Se observd din relatiile (2) si (3) cit dacd f, g sint pblinoame cu coeficienfi reali (res-
pectiv rationali, intregi), atunci suma si produsul lor este un polinom cu coeficienti reali (respectiy
rationali, intregi). _

3) In practicdi, ori de cite ori avem de inmultit doud polinoame este foarte comod si
folosim proprietatea inmultirii de a fi distribulivi fatd de adunare. De exemplu, fie polinoamele
=1+ X+ X®si g=1— X. Produsul lor se calculeazi astfel:

fa=1+X+ X)) 1—-X)=41 X+ X Xt | ¥__ ¥

"3
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(1)

Am vézut in par agraful precedent cd orice polinom /& | X] este o suma finitd
de monoame, adicd

f=a, + a, X + a,X? + ... + a, X"

Se numegste gradul lut f, notat prin grad f, cel mai mare numdr natural n astfel

" fneit an # 0. In acest caz a, se numeste coeficientul dominant al polinomalul f.

Numérul @, se numegte termenul liber al pohnomulur f. De multe ori este foarte
utild i scrierea lui ;‘ sub forma f—— anX® L ay, XV L 4 a X + e, luern
intotdpauna posibil tinind seama c#d adunarea pohnname]nr este comutativi.

Eaemple
1) Polinomyl f= 1 — X are gradul 1, adici grad f= 1.
2) Polinomy! f= X 4+ X* — X® are gradu! 5, adicd grad f= 5
3) Polinomul constant f = a unde a = €, a 5 0 are gradul 0, deci grad f = 0.

Pentru polinomul nul, 0, gradul sdu se considerd ca fiind egal cu —oo (se citegte
minus infinit).

‘Referitor la gradul sumei si produsului a doud polinoame f i g au loc urmi-
toarele relatii:

)* grad (f + g) < max (grad f, grad g);

ii) daca f gi g ¢ sint polinoame nenule, atunci

grad (fg) = @mf+ﬁwg

Intr-adevir, sd presupunem cd grad f = m si grad g = n. Atunci f 51 g sint
de forma f = a, + alX 4+ e @ XMgig = by + 0, X + ... + b, X" Dacd m > n,
atunci gradul sumei f + g este m, deoarece termenul de grad maxim dm f+e
este a, X™.

Pacid m = n, termenul de grad maxim din f 4+ g este (a,, + b,;) X™ in cazul
eind @y -+ b, # 0 sau mai mic in cazul ¢ind a,, + b, = 0 af

Agadar grad (f -+ g) < max (grad f, grad g).

In produspl fg, termenul de grad maxim este monomul (@, X™) (b, X") =
= Upby X™t" (ase vedea proprletatea 5° din § 1). Cum [ si g sint polinoame nenule,
atunei a,, # 0. g1 b, # 0. Deci ayb, # 0 gl in concluzie grad (fg) =m + n =

= grad f -+ grad g

Fie f = a, + @, X + ... + @, X" un:.polinom arbitrar gi « un numér complex
arbitrar. Atunci numérul

fle) = ay, + aya 4+ a,0> 4. 4 apa®

se numesgte valoarea polinomulut fin o. i
. Ezemple
1) Fie polinomul f = 2X* — 5X% + X — 7. Valoarea lui f in 1 este f{1)=2.1"— 5-1* 4
L+ === |
Valoarea lui fin —1 este f{—1) = 2(—1)® — 5(—1)* + (—1) = 7 = —15.
2) Fie “polmomu: g=X*—iX + 1. Valoarea lui g in i este g(i)=i"—i-i+1=

=4 141 =
De asemenea valoarea lui g m 141 estL

g1 + i) = ( 1+1)4—11+1)+1ﬁ-4fi+1+'1=—2;i.
* Pentru ca i) sd rdmind adevdratd si in cazul cind lucrdm cu polinomul nul, convenim
s4 punem —oo <@, —eo - @ = —o0 §i (—o0) + (—o) = —co pentru orice numdr natural a.
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‘ Observafie. Dacd [ este un polinom cu coeficientii reali (respectiv rafionali,

intregi) si a este un uum(i real (respectiv rafional, intreg), atunci valoarea polinomului f in a,
f(a) este un numdr real (réspecliy ralional, intreg).

Vom enunta acum proprietétile cele mai importante ale valorii unui polinom:

Daca f st g sint doud polineame §i @ un numdr arbilrar atunct

1) (f + 8) (a) = f(a) + g(a);

i) (fg)(a) = f(a)g(a);

i) Dacd [ este un polinom cu coeficienfi reali si z un numdr complex, atunci

f(z) = f(2),

unde z desemneazi conjugatul lui z, iar ]-‘(_- i(o??jugatul lui f(2);

1v) Daci [ este un polinom cu coeficienfi rafionali si-a, , b&Q astfel incit /b nu
-este rajional, atunci f(a 4+ 1/'b) este. de forma A + B]/b, unde A, BE Q. Mai
mult, dacd fa +1/b) este numdrul A + [) 1/ b, atunci i a—]/b) este numdrul
A—Bl'b si reciproc.

Primele doui proprietali rezultd direct dm dpf1mtla sumei §i produsului a
‘doud polinoame.

: Sé demonstram proprietatea 111) Vom folosi proprietatile conjugatului unui
numar complex, adica:

’

S

Iyt 2y = % + 2y,
: 2129 = 2374
Fie acum polinomul f = a, + ¢, X + ... + @, X", unde a,, a,, ay, ..., a, sint
numere reale. Atunci f(z) = a, + &,z + ... + a,2% de unde f(z) =@, +a,z2+... +
+ane® =, 4 Gzt . 407" Cum Gy Gy; ey Gn sint numere reale

adicl &, = a,, 4; = a;, ..., @, = Gy, atunci f( 7) = a, + alz -+ azzz + .o+ apz®
= a, | a;z + (,:vz(z'.)2 + ... + an(3)", ceea ce ne aratd ci f(z f(2) = f(z).

Demonstram propuelal;ca iv). Fie f=a, + ¢, X + ... + a,X™ un polinom
cu @, dy, ..., d, numere rationale; Avem:

Flat VD) =ap+ala £ V) +alat VI + .. + anla £ VD™

Utilizind binomul lui Newton si {inind cont ¢d pentru orice numér natural m, avem
- (V" =tmeq 5 (& VO™ = L)/,
atunci rezultd c# /(a+ V/b) este de forma A + B|/%). In plus, daca

fle+ Vo) =4+ B) b. rezultd ¢ f{e — |/ B) = A — B/ b-

: Ezemple : . .

1) Fie polinomul f= X* 4 X® -} 1. :

Avem f{(4+i)=(1+ i)' (1 + 1P+ 1= —4+2+1=—8+4 2. Cum f este un
polinom cu coeficienti reali rezultd conform piupnet:‘itii iii) cd f(1 —i)= —8 — 2i.

2) Fie polinomul g = X* 4 2X® — 6 ‘ j

Avem g(14+ 1V 2) =(1+ 1/ 2 +2(1 + V2P — 6 =17+ 12/ T +2(3 + 2/ 2) — 6=
=17 - 16|/ 2. Deoarece g este un poliiom cu coeficien{i rationali, atunei conform. proprie-
tapii iv) rezultd cd g(1 — )/ 2) =17 — 16|/§). : '

Definitgie, Fie A, B dou# submulgimi ale lui €. O funcgie f:A— B se numeste
polinomiald daci existd un polinom P & C[x] astfel incit
f(a) = P(a), oricare ar fi a € A
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Fxemple 1) Functia de gradul intii
f:R—R, If(:r'l =ax + bla # 0)
este o functie polinomiald, deoarece existd polinomul P = aX 4 b astfel incit avem f(a) = P(e),

oricare ar (i o = R.
2) Functia de gradul al doilea

fR=R, flz)=as*+br+cia b ceR i a0
este o functie polinomiald, deoarece existii polinomul de gradul doi P — aX” | b4

care avem f(«) = P(a), oricare ar {i « & R.
3) Functia putere

i e pentru

[:R—R, f(z)=an

este o functie polinomiald, deoarece existd polinomul de gradul », P = X" penira care avem
fle) = P(a), oricare ar fi « = R. :

Fiind dat un polinom arbitrar f< C[ X] putem sa definim functia f: € — C
prin egalitatea f(«) = f(a), oricare ar fi « € C. :

Functia f este polinomiald si se numeste funcfia polinomiald asociald poli-
nomulut. f.

1. Sa se calculeze f+ g, daci:

al f=1+ X4 X'sig=1+4 X*— X° — X%

b) f=VZ2 4+ —V2)X+X—X*s5i g=)2 4/ 2X + X2+ 2X° — XY
o) f=1— X+ X X°4 X' X° s5i g=—1+X— X X' X' XY
d) f= {1+ b4 — DX 4 10" — 1% 8l g= =140 £ (1 I (1 F i) X
Si se caleuleze produsul fz daca: )
a) f=(1+i)+Xsig=(1—i)—X
b f=1— X+ X - X'gig=1+2X;
el f=1—-X+ X _X*| X'sig=1+ X;

d) f=1+X+X24 ..+ Xr 5i g=1— X;

) f=2—i+(3—NX 4+ X*si g=2+1+4 (34 i)X — iX?

) f=1—V2+@Q V)X +X sig=1+)2+(2+1/2)X

8. Fie f=ay+ a;X + @ X* + ... 4+ ap X" un polinom cu coeficienti complecsi. Nolam cu §
polinomul f = @ + ;X 4 @.X* + .. Aot ap X", S4 se arate cd polinoamele f -+ f; si ff sint
cu coeficienti reali.

2

4. Un polinom f & C[X]se zice inversabil daed §i numai dacd existd g = C[X] asttel incit fg = 1.
84 se arate cd f este inversabil « fe € si f+# 0.
5. Si se calculeze grad (f + g) dacé:
alf=14+X+X*s5ig=1—X— X%
b) f=1—3 47X sig=14 X + X' — 7X5%
o) f=(1+1i) 4+ (1 —1)x% +iX* ¢i g=i+ix*—ixs
6. In raport cu parametrul complex m & € sil se determine gradul urm’itoarelor polinoame:
a) f=(m®— 3m + 2)X° + (m® — &m + 3)X® 4 (m* — 1)X + 7;
b) f= (m®+ VX" + (m* — 1) X" + 20X + 1.
7. S4 se arate cd pentru orice polinom fde gradul n = 0 i un numér natural 0 <
un polinom g astfel incit grad (f + g) = k.
8. Fie polinomul f =1 — 2X 4 3X* — 4X",
fl=i); F(4 40 F{1 i) £l +1/2);

k < n existd

3 se calculeze [ (1); f(—1): £(2); f(—2): @)
{1 —12).

91




9. Si se determine polinoamele de gradul al doilea f=ay | a X | apX? astlel inclt
1) =—2; 1(2) = —1 si £(3) = &
10. Fie functia polinomiald
f:00, 11 —[0, 1], f(z) = &* + az + b,
unde a, b & R. Si se arate ci in mod necesar a < 0 sib = 0.
11. B4 se giiseascd polinoamele f= R[X] de gradul al doilea care satisfac conditia:
f (a®) = (f(a))?, oricare ar fi a = R.
12. 84 se arate prin inductie di]pﬁ n ¢ are loc egalitatea:

(X 42X + 83X . 4+ nX"™) (1 — X)? = nXn+ — (n'4 1) X0+ | X,

5.1. Teorema impir{irii cu rest
Teorema 51.1. Fiind date dou polinoame oarecare cu coeficienti complecsi
f'gi g eugs0, atunci existi doud polinoame cu coeficienti
complecsi q si r astfel incit
f=gq +r unde grad r < grad g. (1)

In plus, polinoamele g si r sint unice satisficind proprietatea (1).

In egalitatea (1) polinomul £ se numegte deimpdriit, g impdrtitor, q cit iar r rest.

Demonstrafie. Vom demonstra intii partea de existentd a formulei (1).

Fie n = grad /'si m = grad g. Dacd n < m atunci luim ¢ = 0 gl r = f. Presupunem
cd n >m gl cd f 51 g sint de forma 8

f=a+aX + .. 4 a X" g= bo + 5, X + ... + b X™,
unde ap # 0 si by # 0. Putem considera polinomul
Sy el » :
]‘1:)‘—5_’1){“”{{- (2)

In egalitatea (2) termenul de grad maxim a,X* al lui [ se va reduce si deci
grad f; < grad f. ;
S& notdm n, = grad f;. Atunci polinomul £, are forma

fi=an, X" @y, 1 XMt 4L g,

Dacé n,; < m, atunci punind ¢ = Tn xn-m si r=f), din (2) obtinem
m , ¥

f = gg 4 r unde gréd r=n; << m= grad g.

Daca n; > m, repetdm din nou procedeulde coborire a gradului, printr-o
noud scidere: '

a’;‘l Ny—m i -
fo=fr = xr-mg, @

m
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Dacéd grad f, = n,, -atunci evident n, <n, << m. Repetind pmct.adeul de
coborire a gradelor se obfine un gir de polinoame fy, f3, ...y fpy fo41s --- astfel incit

%n vn-—m
hi=le X"

b
(%)
. £ n, n,—m

. fe=/— =g,
m
: (D)

fp+1 = /p -t AT '
bm

unde grad f >grad f; > grad f, > .. >grad f, >grad fp; > ..., adicd
>Ny =M e =g > Mpgg == s s

Cum m este numdir natural, existd p numdir natural astfel incit np., < m.
Vom nota 7 = fp4y. Adunind toate egalitdtile (4) obtinem

, (p) :
a L2 an I y —m
, e AL Xn-—m _Jl_,_l_Xﬂl m ‘l‘ + D Xn.p g. (5)
f?"—l-i }( {_bm bm bm |
Dacd notam polinomul din parantezd cu g:
a a, - aiP)
gz_ﬂxn—m+$xn,—m+_.. AL P Xﬂp-m'
bm bm o
egalitatea (5) se scrie
"= gg +'r unde grad r =np,, < m = grad & (6)

S# trecem acum la demonstrarea pirfii de unicitate din teoremd. Presupunem
cd mai existd doud polinoame ¢, si r; astfel incit

f=pgg; +r; cu grad r; < grad g.
Atunel :
: f=gg+r=2gn+r, (7)
de unde
‘ glg—q) =r—7. @)
Dacd ¢ — ¢, # 0, atunci grad g(g — ¢;) > grad g. Pe de altd parte, cum
grad (r, — r) < max (grad ry, grad r) < grad g, obtinem o contradicie. Deci

trebuie ca ¢ — ¢, = 0, adicd ¢ = ¢,. Din egalitatea (7’) obtinem in acest caz cd
ry —r=20 shdeeir,=r.

Observalii 1) Impﬁrtirea cu rest necesitd efectuarea celor patru cperafii aritme-
tice: adunarea, sciiderea, inmultirea si imp#rtirea asupra coeficientilor polinoamelor f i g.
Din aceste motive, dacd polinoamele [ si g au coeficienjit numere reale (respectiv rajionale)},
atunci citul g st restul r sint polinoame cu coeficien|i reali (respecity rafionali). Din egalitate.a (6)
se vede ci dacd polinoamele f gi g au coeficienfi numere intregi coeficientul iiermem%lm de
grad maxim al lui g este -1, atunci citul $i restul sint polinoame‘cu coeflicienti intregi.

93




2) Egalitdlile (2), (3), (4), (5) si (6) se pot expune in l.ahrl.—lul aldaturat

/
- F 1 "~ g —
apXm™ 4 (J,E_!i\rﬂ'“ = b XM . bm_le_' b hlin
— A XD — ﬂ"i".“._“ xn—t__ ”H}’u yrem ‘ - !
s b bm dn xn-m %, XM +
',rl t “:.,'\'”l | ”:l|— | v 1 w1 u"] b o
: : T 7 alp)
b n oy
—a X _I;“_m Lapnfed ] u'?jl y—m -+ B iy
"y Bk m =
. @ny ! A(2) pi—1 5 :
Jr'_* == ﬂf’?)Jf” { air,)fl‘\ M -t oo ”([)) q
/v “H;:X““ i et ”Enm
a'Pp
; 1
Ay e 10
L bm

fp+1 = @

Acgest tabel ne redd toemai regula de imparlive a polinoamelor cunoscutd inca din algebra
elementard si pe care o vom aplica in practici pentru oblinerea citului si restului 1mparl,1rn

Ezemplu. Fie polinoamele f= 2X° 4 X! _ 5¥3 - g8x sy — X2 — 3, 83
determindm citul si restul imparlirii lui /' la g F

il : g
2.X5 | X% _ 5X% — 8% 4 1 AR =
BB VIS GRS ) G T
X4 X% —8X -1 7
— X4 4 3Xx°

X® 4 3X°* — 8X 11
), ALy

Sl D R

—3X* 9

— 5X + 10 i
— p— 4
r
Deci citul este ¢ = 2X* + X% + X 4 3 iar restul r = —5X + 10. Formula impdrtirii

cu rest se scrie in acest caz aslliel:

2X5 4 X% — 5X% — BX+ 1 = (XT— 8)(2X° + X + X o 8)+ (—5X + 10).

5.2. Impartirea prin X —a. Schema lui Horner

Un caz foarte important in aplicatii este impartirea unui’ polinom f # 0
prin binomul X — a. Vom demonstra urmétoarea teoremd:

Teorema 5. 2. 1. Restul Tmpartirii unui polinon‘i f# 0 prin binomul X —a este
egal cu valoarea f(a) a polinomului f in a.

Demonsiratie. Aplicind formula impérticii cu rest pentru polinoamele
/ # g= X — a ob{inem eg calitatea:

/= (X — a)g - r, unde grad r < grad (X — a) = 1. (1)
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Deci grad r < 0, adicd restul impértirii este un numér complex.
Dacd in egalitatea (1) facem X = a, obtinem egalitatea

Fla) = (@ — a)gla) + r(a),
(a). Cum r este un polinom constant atunci r(az) = r gi deci
r=Tla)

Aceastd teoremd ne ajutd sd gdsim restul tmpdrtirit unut polinom oarecare
prin polinomul X — a fdrd a mai face impdriirea.

de unde f(a) =

Eaxemple
1) -84 se giseascd restul fmpdrtirii polinomului f= X% — 2X* 4+ X 11 prin hinomul
" Conlorm teoremei de mai sus, restul impirtirii este » = [(2) = g8ic_ g mal e on 1S gh

2) 84 se giseascdl restul impdrtirii polinomului = X' — ’1"" + &X 41 + 2i prin
binomul X + i.
Conform feoremei de mai sus, restul este
r=f(=i) = (=) — 2i(—i)* +
Teorema de mai sus are dezavantajul c@ nu ne spune nimic asupra citului impdr-
tirit polinomulut f prin binomul X — a. : |
Vom indica acum un procedeu de aflare a citului impdrtirii polinomului / |

prin binomul X — a. |
S& presupunem cé f este un polinom de forma ‘

f: anX + An_q A_‘ﬂ," + wee “|— (LO.

Dacd scriem formula impértirii cu rest pentru polinoamele f gi X — a obtinem®
egalitatea

+ 2 = & — 2i.

|
ba= 1 :
Al—i)+ 4 + %=1+ 2 —&i+1

f=(X—a}q+r. (2)

_Cum grad f = n, atunci trebuie ca grad ¢ = n — 1. Deei ¢ este un polinom
de forma

g =boy X" bpa X" 4 by
Egalitatea (2) devine in acest caz :
G Xt g, X LDy = (X =) (b X A s X
Efectuind inmulfirea in partea dreapta obtinem
(X — @) (b K o brag X2 o B b, X% 4 B g Xt
48X — @by XP — aby oy X" — ... —aby = bpy X" A+ (bns aby ) X% 4
4 (bay — @bn_g) X7 o .. (B — 0b)) X — by

: —0— bo) + r.

~Inlocuind in (2) obtinem egalitatea

A X il s X CE R s e b R g abp_1) X™t
'+ (bpg — Abyn ) X2 4 ... + (by — aby) X + (r — aby).
Din egalitatea célor doud polinoame obtinem cd
ap = bp_;
an g = by_p — abny

ng = bag— abn_s, (3)

0y =16y = by,
'@y =7 — abg
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Din egalitatile (3) obtinem succesiv

bn—l = gy,
byo=0n, + aby_y,

by = a; + ab,,
r = a, -} ab,
Egalitétile (4) se trec in tabelul urmétor
x| X ety bl x ]
Gy Ap_y hamo Rl e S [Pl = e a, ay
a Ay ap_4 + abn_]_ Ay o + abn_g ........ ay —I— abl g + abﬂ
hp 1| bng i R by dr

In rindul de sus al tabelului se scriu coeficientii polinomului £, iar in rindul
de jos coeficientii b, 1, byg, ..., b, ai citului si restul r.
Tabelul (5 ) poarta denumlrea de schema Iui Horner. Din schema lui Hornep

coeficientii citului se determind astfel: mai intii coeficientul termenului de grad

maxim n — 1, b,_, care este egal cu a,, apoi coeficientul termenului de grad 7 — 2,
bn_p care este egal cu ap_y - ab, ;, apoi coeficientul termenului de grad n — 3
bn_g care este egal cu ay_y + ab,_, s.a.m.d.

Ezemple: 1) Utilizind schema lui Horner si se determine citul si restul,
impérlirii polinomului
f=2X*—=-5X*— 8X 4+ 1 prin binomul X — 2.

Facem schema lui Horner

x| x® x: X x°
% 0 —8 1

2 | 2 [ —5+22=—1|042—1)=—2]|842(—2)——12|1+2(—12)— —2]
B A % : b, . |

Deei eitul si restul impdrtirii sint:
g A XEX pel oy rqp gl Mo

2) Utilizind schema lui Horner, sd se determine citul si restul impé#rtirii polinomului

f=X%— X°4+ X'+ 2X% — X* — 3 prin binomul X + 1.

Facem schema lui Horner

X8 X5 X4 X8 X2 X X—O
A== 1 2 =4l 0 —3

=1 1| =14 (—)l=—2[14(—1)(—2)=38 2+ (—1)- | —1+4(—1) | 0+0=0]—3

by | by by by by bo i
Deci citul si restul imp#rtirii sint:
g=X°— 2X* 4+ 3X° — X?sir= —3.

Obserpafie. Schema lui Horner ne oferf nu numai un procedeu de obfinere a
citului impértirii polinomului f prin binomul X — g, dar si un procedeu de determinare a restului.
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1. S8i se determine citul si restyl imparfirii polinomului f prin binomul g daci:
a) f:X“—X5—X4+X'°‘—2X3+5X—4, g— X! SoX L 3
Plf= t —6X*—_ 83X L1, g=X"—_ X1 1;
¢) f=X*—2X*42; g=X*—2X 4+ 2;
d) f= X" —2X'+3X° —4X° L 5X—6, g=X"— X* | 2X — 3;
e) f= X" —8X° +2X° f 2X* —2X% _2X* 43X — 1, g=X*—2X +1
” fﬁxaz_xl7‘+xlD+X5+2xa+2‘ g=X2+X+l.
9, 84 se afle un polinom de gradul trei astfel incit impirtit la X* — 3.X da restul 64 — 15 si
impar{it la X* — 5X + & d& restul 2X — 7.
8. Si se arate cd dacdl fsi g dau prin impdrfirea lor la % resturile ry, uspcctw rs, atunci
pentru orice «, B = C, polinomul «f 4 fg d& prin im piriire la A restul ary + Br.
4, Ce conditii trebuie si indeplineasci numerele m, p, ¢ ca restul impértirii pelinomului
X% | pX* + g la polinomul X? 4 mX + 1 si fie zero?
b. Aplicind schema lui Horner sii se determine citul si restul impartuu polinomului f prin g
dacé:
a]fiX‘—3X3—2X3—6X+1,g=Xf'1', .
h) f= X — X"+ 3X® —6X + 2, g=X +1;
L A SRS S (I (R PR £
d) f=X°—2X' — X* 4+ 2X% 2 b=JX+42;

e) f=X°— X°— X'+ 6X — 1, g:X+%,

f) f=2X° |- BX® —4X {2, g=2X | 1;
g) f— 3X* 4+ 2X° — 4X* | 6X + 6, g—3X — 1.

6. 84 se afle un polinom de grad cit mai mic astfel incit imparfit 1a X + 1 s4 dea restul —1 i
impértit la X — 1 si dea restul 1.

7. 94 se determine parametrul m astfel incit polinomul
f=2X"— mX®+ X* — 7 impirtit la X + 2 si dea restul 4.

8. 84 se determine parametrul m astfel incit. polinomul
f=X"—mX'+ (m* — 2)X° + mX® — 1 impirtit la X — 1 s dea restul 7.

9, Si se determine parametrii @ gi  astfel incit polinomul /= A® 4 aX® 4 bX + 1 impiirlit
la X — 1 s# dea restul 1 si imp#rtit la X 4+ 1 sd dea restul —5.

. 10. 84 se determine un polinom f= X* | aX? 4 bX* | cX -d astlel incit impd#rlit la

X% — 3X 4 1 s dea restul 2X 4 1 siimpirlit la X* — 1 sid dea restul — 24 - 2.

8 6. Divizibilitatea polinoamel

4
6.1. Definitia relatiei de divizibilitate. Proprietati

‘Defini l; ia 6.1. 1. Fie f si g doud polinoame. Spunem ci polinomul g divide polino-

mul f (sau f este divizibil prin g, sau g este un divizor al lui f, sau
inci f este un multiplu al lui g) daci existd un polinom h astfel
incit
f=gh.
Cind polinomul g divide polinomul f notdm simbolic g | f.

Exemplu. Si considerim polinoamele f=X"—27 si g=X — 3. Cum A% —27=
= (X — 3) (X* 4 83X + 9), rezultd cd g|f. |

Citeva proprietafi ale relafiei de divizibilitate a polinoamelor :

1° Din teorema impdriirii cu rest rezultd cd g divide pe f dacd si numar dacd
restul imparpirti lui f la g este zero:

2° Daca g |fsif# O atunci grad g < grad f.
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fntr-adeviir, cum g|f existd un polinom % astfel incit f = gh. Deoarece
f # 0, atunci grad f = grad g + grad k. Dar grad & > 0 s deci grad g < grad f.

3° Polinoamele de grad 0, adicd constantele nenule, divid orice polinom.

Intr-adevir, daci a € C, @ # 0 si f este un polinom oarecare putem scrie

fz(e:“t —:;)fza(—iﬂf) g1 deci aﬂf.

4° Dacd f este un polinomsi a € C, a # 0 atunci af | /. 1

Intr-adevir, f = (l a) e & (af)
a a

_ Dacé f este un polinom, divizorii de forma a i af unde a € C, a#0 se numesc
divizori improprii ai polinomului £. Divizorii care nu sint improprii se numess
divizori proprii. ‘

5° Relapia de divizibilitate: /

i) este veflexivii, adicd f|f oricare ar fi polinomul f.

Intr-adevér, f=f- 1.

i) este, tranzitivd, adicd dacd h|g $i g |f, atunci b |f.

Intr-adevir, cum & | g, atunci existd un polinom k, astfel incit g = hh;. Cum
g|f, existd un polinom g; astfel incit / = gg;. Tnlocuind in aceastd egalitate pe
g = hh,, obtinem c& f = (hhy)g; = h(hyg;) si dect I | /.

i) Dacd g | fy §1 gl fa iar Ry, ko sint doud polinoame arbitrare, atunct

g1 ufs + hafi

Intr-adevér, cum g | f;, existd polinomul g, astfel incit f; = gg; cum g | £y
existd polinomul g, astfel incit f, = gg,. Dar atunci avem

Iyfy + hofz = ha(gg1) + ha(gg2) = (g1 +hogy) s dec g | hufy -+ Rafs
iv) Dacd g|f si f|g, atunci existd a € C, a # 0 asifel incit

g1 deci af | f.

= ag
Intr-adevir, cum g | f, existd polinomul %, astfel incit

f = gh (1)
Cum f'| g, existd polinomul A, astfei incit

g = fhy (2)
Dacd g = 0, atunci din egalitatea (1) obinem ca f =0. In acest caz putem

alege ¢ = 1.
Analog, dacd f = 0 din (2) rezultd cd g = 0.
Putem presupune acum f # 0 si g # 0. Din (1) si (2) obfinem

g = fhy = (gh))hy = glhiha)-
Cum g# 0 atunci iyh, = 1 si deci grad (h;hy) = 0, adicd grad hy + grad hy, = 0.

Cum grad b, > 0 si grad h, >0, rezultd cd grad hy = grad hy = 0. Deci
hy=a & Ccua#0. In acest caz egalitatea (1) devine

f=agcuaecl a#*0.
Doud polinoame f si g pentru care f | g si g | f se numesc asociate in divizibiliiate

(s&u, pe scurt, asociate).
Cind polinoamele £ si g sint asociate notdm simbolic fie

Rezultd din proprietétile 5° iv) si 4° c&, £~ g dacd gi numai dacd existd

a &0, a#0, astfel incit f = ag.
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Ezemple. 1) Polinocamele f= X* 11 gi g = = X2 4 % sint asociate in divizi-
pilitate deoarece f= 3-g. ' :
2) Polincamele f= X* — X + 2 si g = 2X* — 2X + 4 sint asociate in divizibilitate
h :
deoarece = ry 8.

6.2. Cel mai mare divizor comun al polinoamelor

Definigia 6.2.1. Fiefsi g doud polinoame. Un polinom d se numeste' un cel mai
mare divizer comun (pe scurt, un c.m.m.d.c.) al polinoamelor
f si g, dacd verifici urmitoarele conditii:
i) d este un divizor comun al lui f §i g adicd d|f si d|g;
if) orice alt divizor comun d” al lui f si g divide neaparat §i poli-
‘ nomul d (adici dacid d'|f si d"|g atunci d'|[d).

Teorema 6.2.2. Daci {si g sint doud polinoame, atunci existd un c.m.m.d.c.

al lui f i g.

Demonstrajie. In cazul f = g = 0, conform definitiei 6.2.1, polinomul
nul este un c.m.m.d.c. al lor. Asadar putem presupune cé f # 0. Dacd g = 0, atunci
f este un divizor comun al lui /' si g deoarece f = f- 1 si g = f- 0. Dacél @’ este un
divizor comun al lui f si g, atunci d’ este in particular un divizor al lui . Deci
f este un c.m.m.d.c. al lui f'si g.

Sé considerdm cazul cind g # 0. Aplicind teorema impértirii cu rest poli-
noamelor f 5. g, giisim doud polinoame ¢y, r,, astfel incit

= g9, +ry, cu grad 7, < grad g. (1)

. Dacdr, # 0, aplicim teorema impértirii cu rest polinoamelor g si r, si obtinem
polinoamele ¢,, 7, astfel incit - ’

g =rq, + 1y cu grad r, << grad r,. (2)
Repetind acest procedeu, obtinem polinoamele gz, @y, ...y @ny .o 81 Fgy Pay oo Ty oy
astfel incit
ry = Ts§s + I3, cu grad ry << grad r,,
........................................ 3)

Tng = Pn_idn - Fpy cu grad r, < grad 7y 4,
T'na = TGni1 + Tner, €0 grad rpyy << grad ry,.

Cum grad r; >grad r, > ... > grad r, > grad ry,; > ..., existd un numir
natural n astfel incit r, # 0 si r,,, = 0.

Vom arata ci r, este un c.m.m.d.c. al lui f 51 g.

gum Tni = Tnnyq, rezultd ca ry | r,_;. Acum, deoarece r,_o = I'n_1Gn—+ T,
rg;ulta 68 7y |7Pn_g. In continuare folosind egalitatea ry g =rn ofny +7rna $
tinind cont cd ry, |7,y $i rp| ro_g, rezultd cd r,| r,_ 5. Din aproape in aproapé,
{inind cont de egalitétile (3), rezultd cd r, divide polinoamele r,_;, Fy_g, oy 73, 7y
Din egalitatea (2) rezultd ca ry, | g, iar din egalitatea (1) obtinem r, | f. Deci r,, este
un divizor comun al polinoamelor f §i g. Fie acum d un divizor comun al polinoame-
lo?f §1 g. Din (1) obtinem r; = f — gg,. Folosind proprietatea 5° iii) obtinem d | r;.
Din egalitatea (2) obtinem ry =g — r,q;. Cum d |7y §i d|g, atunci d|r, Acum
folosind egalitatile (3), din aproape in aproape, obtinem ca d divide polinoamele
Tay Tgy ooy Tucyy T
gadar r, (ultimul rest nenul) este un c.m.m.d.c. al polinoamelor f si g.
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Rezumind cele demonstrate in aceastd teoremid putem enunta urmétoarea
reguld de obtinere a c.m.m.d.c. a doudl polinoame care poartd numele de algoritmul
lui Euclid: Pentru a obfine c.m.m.d.c. a doud polinoame nenule [ $i g impdriim pe
fla g (mai exact impdrtim polinomul de grad mai mare la cel de grad mai mic). Dacd
restul impdrfirii este zero atunct g este c.m.m.d.c.; dacd nu, impdrjim pe g la restul
impdrjirit, pe urmd impdrtitorul celet de-a doua tmparirt la noul rest s.a.m.d. Ultimul
rest nenul este c.m.m.d.c. al celor doud polinoame.

Trebuie si facem observatia cii dacd polinoamele f si g sint cu coefictenjy
numere reale (respectiv, rationale), prin algoritmul lut Euclid obfinem un c.m.m.d.c.
al lui f st g care este un polinom, cu coeficienti numere reale (respectio rationale).

Teorema 6.2.2. ne aratd cd fiind date doud polinoame fsi g existd un c.m.m.d.c,
al lor. Mai mult, ne indicé si un procedeu de obtinere a acestui c.m.m.d.c.

Se pune intrebarea dacd c.m.m.d.c. este unic determinat.

Acest lucru este lamurit de urmétoarea teorema:

Teorema 6.2 3. Fief,gdoui polinoame §i d un c.m.m.d.c. al lui f §i g. Atunci:
1} Daci ae C, a# 0, atunci ad este un c.m.m.d.c. al polinoame-
lor f si g.
2° Invers, daci d’ este un c.m.m.d.c. al lui f §i g existd un
ac T, a # 0, astfel incit d’ = ad.

Demonstrafie 1° Cum d | f si ad | d (vezi proprietatea 4°), atunci din
proprietatea de tranzitivitate a divizibilitdtii obtinem ad | f. Analog, obtinem ad | g.
Fie d’ un divizor comun al lui f si g. Atunci d’ | d (vezi definitia 6.2.1). Cum
d| ad, atunci din tranzitivitatea divizibilitdtii obtinem d’| ad. Deci ad este un
c.m.amd.c. al lui fsi g
2° Presupunem cd i d’ este un c.m.m.d.c. al lui f i g. Cum d este un c.m.m.d.c,
al lui £ i g, din definitia 6.2.1 obtinem &’ | d. Schimbind rolurile lui d gi d', tot din
definitia 6.2.1 avem gid | d'.
Din proprietatea 5° si iv) deducem cil existd a & €, a # 0, astfel incit d’ = ad.

Observajii 1) Teorema 6.2.3 ne spune cd c.m.m.d.c. a douil polinoame [ si g
este unie, abstraciie facind de un factor constant nenul.

2) Teorema 6.2.3 ne ajuta ca in calculele ce le lacem pentru obfinerea c.m.m.d.c. a doud
polinoame cu coeficien}i intregi prin algoritmul lui Euclid, s& evitim coeficientii {ractionari.
Mai precis, dacd la una din impdr{iri primul termen al viev n i deimpartit partial nu este divizibil
prin primul termen al impértitorului, se pot inmulti toli coeficienlii deimpirtitulii cu un numér
ales convenabil. De asemenea, dacd toli-coelicientii vreunui deimpirtit san imp#rlitor sint diyi-
zibili cu acelasi numir, ii putem impdrti cu acel numir.

Ezemple. 1) S se giiseascd cel mai mare divizor comun al polinoamelor
f=X44:X3F-2X2—&X+4 si g=X"4+ X*+ X — 3.
Vom aplica algoritmul lui Euclid. Tmpirtim pe fla g
Xi 4L X —9X® - 4X + & B D G
— Xt - X3 — X* 43X Y
—3X*— X+ 4

Pentru a evita coeficientii fractionari, vom inmulti in prealabil pe g cu 3 si restul impdr-

tirii cu —1. fmpartim acum impértitorul la rest

3X? 4 83X+ 3X —9
S s X L ax

2X*+7X —9
Acum, pentru a ev|ita din nou coeficientii fractionari vom inmulti 3X* 4 X — 4 cu 2 si
continudm operatia

XX — 4
X

6X 4 92X — 8 | 2X*+7X —9
—6X% — 21X + 27 ——“‘3

19X 419 |

Am obtinut restul —19.X 4 19. Pentru a evita din nou coeficienfii fractionari fmpirtim
pe —19X + 19 cu —19 si impértim impdrtitorul la rest

2X2 4L 7X — 9 p—k]
—2X% | 2X ' 29X 19
9X — 9

—9X 19

Ultimul rest nenul este polinomul X — 1 si deci X — 1 este c.m.m.d.c. al polinoamelor

fsig
2) 84 se afle cmm.d.c. al polizoamelor

f— X0 Loys L g¥ .5 g X8 4,
Prima impértire din algoritmul lui Euclid:

X3 — 2X% 66X — b Xt —1
S X —2
—2X2 47X —5
2X? — 2
: 7X — 7
A doua impértire (impérfim 7X — 7 cu 7):
Xt X -1
B il SN I e
X -1
X

Ultimul rest nenul este X — 1. Deci X — 1 este c.m.m.d.c. al polinoamelor date.
3) 84 se afle c.m.m.d.c. al polinoamelor:

f=X* 42X _4X* - 3X* - 8X —5s8ig=X"+X"— X +1
Prima impdir{ire din algoritmul lui Euclid:
X0} 2X* — 54X - 3X*+8X —5 D E L e L)
=00 — Xrap p X
oXd _ pxd o tANL g xRy
A doua impdrtire (inmulfim X® 4+ X® — X 4 1 cu 2):
2X% + 2X% — 2X + 2 9% - 53 9KA | 97X — 5
—2X° 4 5X* 4 2X° — 7X% 4 5X P
5X% 4 2X° _ 5X% 4 3X + 2 g
= Exd ?X“-‘r B 52§X+ ?

b} [y
.‘;9X3__‘£9X+3?
2 2 2

A treia impértire (Empértim ultimul rest cu E‘?]
2

gXANE B XA S Woa N s XS

—2.X1 + 2X% — 2X 9X — &
—5X3 + 5X —5
5X% —5X 45

Ultimul rest nenul este X°— X+41. Deci X*— X 41 este c.m.m.d.c. al polinoamelor dale.

Teorema 6.2.4. Fie { si g doud polinoame. Daci d este un c.m.m.d.c. al lui
f si g, atunci existi polinoamele u §i v astfel incit

d = uf + vg.




Demonstrafie. Am vizut in demonstratia teoremei 6.2.2 ci ultimul rest nenul
din algoritmul lui Euelid este c.m.m.d.c. al polinoamelor f5i g. Deci daci

(1) f =8¢+,
(2) g = riqs + s,
! (3) ry = sy + s,

. Pn—p = Tn—dn + T
(n -+ 1) Tpn— = "ndnt1s

este girul de egahtﬁtl din algoritmul lui Euclid unde ultimul rest nenul este rn, atunci rp este
cm.m.d.c. al lui f i g.

Din (1) obfinem cd r; = u;f+ vg, unde u;, =1 1 v, = — ¢

Din (2) obtinem cl ry = g — rigs = g — (usf + v18)ga = — (Wage)f - (1 — v1q2)8 = waf-+ 028,
unde ug = —uyqa $1 v =1 — ¥qa.

Continuind procedeul putem s¥ presupunem ci pentru orice : (1 <i<n—1) am
determinat polinoamele u;, v;, astfel incit

ri = uif + vig.

Din egalitatea () avem o rp= rn_g— Pnygn. CUM  Tn_y = Unof + Un—pg $i
Ppey = Unaf + Unyf, atunci  rp = up_of + Vn-28 — (Un—of + Vn-18)in = (Un-z — unagn)f +
+ (Vn—z — Un—1qn)g = unf + vng, unde am notat up = up_p — Unn $1 vp = vp—s — UnaGn-

Acum, daci d este un c.m.m.d.c. al polinoamelor f si g, din teorema 6.2.3 rezultd cd
existi un a =, as£0 astfel incit d =arn. Deci d = aunf+ avng = uf + vg, unde
u=aup §$i v=auy. :

Definigia 6.2.5 Fiefsi g doud polinoame. Spunem ci f si g sint prime Intre ele
daci 1 este c.m.m.d.c. al lui f si g.

Din teorema 6.2.3 rezultd cd polinoamele f i g sint prnrne intre ele dacd sin-
gurii divizori comuni ai lui / g1 g sint pohnoamele constante nenule.

Ezemple. 1) Polinoamele f= X*+1 si g= X*—1 sint prime intre ele,
fntr-adevir, si calculim c.m.m.d.c. al lui f §i g folosind algoritmul lui Euclid:
Prima impirfire: XL X8 — 1
o’ CES0 S I e
X +1

A doua impértire: X: et X1
st L e
—X% 1 ;
Xao X
. X -1
—X—1
—2

Ultimul rest nenul este —2 si deci 1 este un c.m.m.d.c. al lui fsi g.
2) Polinoamele f= X? 4 X + 1 §i g= X* — X - 1 sint prime intre ele.
intr-adevir, si calculim c.m.m.d.c. al lui f si g

Feayd g g
i e i

1
2X
QX: —2X 4 2 2X
—2X X1
—2X 4+ 2
2X

2

Ultimul rest nenul fiind 2, atunci c.m.m.d.c. al lui f i g este polinomul 1.

102

r

Observayii. 1) Fie f si g doud polinoame nenule si d un c.m.m.d.c. al lor. Atunci

putem scrie f = df’ si g = dg’. Polinoamele f” si g’ sint prime intre ele.
intr-alevir, daci d’ este un c.m.m.d.c. al Ini f* 5i g/, atunci dd’ este un divizor comun
al polinoamelor fsi g. Cum d este c.m.m.d.c. al lui fsi g, atunci obtinem cd dd’|d. Deci exista
polinomul 4” astfel incit d = dd’d”. Prin urmare, d'd” = 1 $i deci d’ este un polinom constant

- ceed ce ne aratd ci f’ si g’ sint prime intre ele.

2) Asa cum am definit cel mai mare divizor comun a doud polinoame (a se vedea
definitia 6.2.1) putem defini c.m.m.d.c. a unui numdir {init de polinoame. Mai precis, dacd
f1s T2y s fn 8int n polinoame, atunci un polinom ¢ se numeste un ¢.m.m.d.c. al polinoamelor
fis fas s fn dacd verificd urméitoarele conditii:

i) d|fy, d|da, ...,d] fn; ;

ii) dacd 4’ este un polinom astfel incit | fy, d’ | f2, ..., @' | fn atunci d’ | d.

Fiind date polinoamele f;, fa, ..., fa un c.m.m.d.c. al lor se calculeazi astfel: se deter:
min# d; un c.m.m.d.c. al polinoamelor f; si s, apoi se determindi d; un c.m.m.d.c. al polinoa-
melor d, si fz, apoi se determind dy un c.m.m.d.c. al polinoamelor d; si fy, ..., apoi se determind
dp— un c.m.m.d.c. al polinoamelo’r dp—s 81 fn. Polinomul d = dy—; este un c.m.m.d.c. al poli-
noamelor f, fa, ..., fn.

6.3. Cel mai mic multiplu comun al polinoamelor

Definigtia 6.3.1. Fiefsig doui polinoame. Un polinom m se numeste un cel mai
mic multiply comun (pe scurt, un c.m.m.m.c.) al polincamelor
si g dacid verifici urmitoarele conditii:

i) m este un multiplu al lui f §i g, adicd{|m §i g|m,
ii) orice alt multiplu comun m’ al lui f si g este §i multiplu al |ui
m (adici daci f|m’ si g|m’ atunci m|m’). J

Urmitoarea teoremd ne dd un procedeu de obfinere a unui c.m.m.m.c. a doud
polinoame.

Teorema 6.3.2. Fie fsl g doud polinoame dintre care cel putin unul este nenul.
fg
d

Daci d este un c.m.m.d.c. al lui { si g, atunci polinomul m =

este un c.m.m.m.c. al lui [ §i g(aiél %g inseamnid citul Tmpar-

tirii polinomului fg prin d).

Demonstrafie. Cum d | f si/d | g, existd polinoamele [ si g’ astfel incit f= df’
si g = dg’. in plus, polinoamele f* si g’ sint prime intre ele. Deci m = f’g = fg’, ceea ce aratit
¢d m este un multiplu comun al lui £ si g.

Fie m’ un polinom astfel incit f [ m si g| m’. Deci existd polinoamele f; si g; astlel incit
m’ = ff; sim’ = gg;. Avem m’ = df'f; si m’ = dg’g,;, de unde obtinem cd df’f; = dg’g;. Cum
d # 0, atunci f’f, = g’g;. Polinoamele f’ si g’ fiind prime intre ele, existi polinoamele u si v
astfel incit 1 = uf’+ vg’. Inmulfind aceasti egalitate cu g, (de exemplu), obtinem c&
g = ugyf’ + vg'g = ugyf 4+ vf'fy = f'(ug, + vfy), ceea ce arati cd f’|g. Deci existi un
polinom' g, astiel incit g; = f'gs. Cum m’ = gg’ atunci m’ = gf'g, = mg, si deci m|m’. Deci

fg

polinomul m = este u» c.m.m.m.c. al lui f si g.
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Egxemplu. Si se determine c.m.m.m.c. al polinoamelor
f=2X°—3X*—5X"+ X+ 6X 38 si g= X"~ X* — X% | 1.

Afldm mai intii c.m.m.d.c. al celor dou#i polinoame folosind algoritmul lui Buclid.
Prima impérfire:

9X3 — 3Xd— 5X%- X® L 6X 3 X X — X2

—2X5 | 2¥4 - 2X% —aX 9X 1
—X*—3X% 4 X® 4 4X 4 3
Xt— X' — X®4 1
— & X? +4X | &

Restul —4X® 4 4X + 4 il impirtim eu —4 si oblinem X* — X — 1.
A doua impdrtire:

v XA XS = X KXo X 1

bl . Gl ¥ -]
—X*+ X 41
X—xX —1,

Ultimul rest nenul este X® — X — 1. Deci polinomul d = ¥* — X — 1 este un c.m.m.d.c.
al polinoamelor fsig. Cum g = (X* — X — 1)(.X — 1), atunci polinomul -

e _ x4 =(x— 5 gh_
sl s E = (X —ex -3

5X% 4 X2 4 6X + 3) =

— 98 — 5X% —2X% |- 6X% 4 5X® — 3K —

este un c.m.m.m.c. al polinoamelor f §i g.

Observatie. Asa cum am definit c.m.m.m.c. a douil polinoame (a se vedea defi-
nitia 6.3.1) putem defini ¢c.m.m.m.c. al unui numir finit de polinoame. Mai precis, daci
fis T2, -, [n sint n polinoame, atunci un polinom m se numeste un c.m.m.m.c. al polinoamelor
fi f2s .o, fn, dacil verilici urmitoarele condilii:

1] fll m, fﬁl My oeey fﬂ- J m,

ii) dacd m’ este un polinom astfel incit f;| m’, fol m’, ..., fu | m" atunci m | m’".

Teorema 6.3.2 nu se poate extinde la cazul cind avem n polinoame f;, {2, ... fn cu n > 3.
fn acest caz c.m.m.m.c. al polinoamelor. f;, f2,...,fn se calculeazi astfel: se determind un
c.m.m.m.c. m,; al polinoamelor f;, f:; apoi se determind un c.m.m.m.c. m. al polinoamelor
m; §i fa, ..., in final, se determind un c.m.m.m.c. my—; al polinoamelor mp—p §i fn. Polinomul
m = mn—, este un c.m.m.m.c. al polinoamelor fy, fs, ..., fa.

;

1. Si se arate cit polinomul
X' — 3X® | 2X* — 6X 4.6 se divide la X — 1; se cere citul imp#rdirii.

2. Bi se arate cd polinomul
X' —3X% 4 9X5 12X —2X3 = 2X% L 3X — 1 se divide la X% — 2X 4 1; se cere citul
fmpartirii.

3. Si se determine parametrul m, astfel incit polinomul X* — 3X? - 64 — m si se 'dividi la
X — 2. ’

4. Sise determine a, b, ¢, astfel 1nnt polinomul X°—2X* - 18X°% + aX* | bX - csiisc divida
la X"ﬁ3X2+1OX#9

5. Si se determine relatiile intre numerele m, p, ¢, astiel incit polinomul X* ++ pX 4 ¢ si [ie
divizibil cu polinomul X* + mX + 1.

6. 54 se defermine a si b astiel incit polinomul a X* 4+ 5X% — 3 s4 [ie divizibil cu (& — 1)%
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7. Dacd un polinom [ nu divide nici pe g si nici pe g, rezulti de aici' ci f nu divide
! produsul g,g,? !
I 8. Fie f, g, gz trei polinoame astfel incit f| gyg,. Dacil f$1 gy sint prime intre ele si se arate
cd f| ga.
9. Dacii f este prim cu g gi cu h, si se arate ca f este prim cu produsul gh.

(=3
S

TFolosind algoritmul lui Euclid, s4 se determine ¢.m.m.d.c. al polinoamelor f si g daci

| A f=X9— FXSLBRE QX LT g == 3K — TXL L g¥E . 94 :

h) f= XV X°_ Xt gX3_ S5¥EL 0%y 40, p— XA — GX0 L 5XY LaX %9
el f= Xt a xR B RS R A

d).f= X" |- 8X° — 12%* - 5203 . FoX < A0X r.— XEL QX BXA 9O Y — 19-
) =X+ X' — X" —3X% —3X —1, g=X"—3X* | X° - X* | 3X — 1;

f) f=X — 10X+ X, g= X' — 5/ 2X° | 6X* 4 4y 2X L 1;

| B f= X* L aXE Ly s XL 0ps_ gyl po e

hjf=X° —4X' L 83X 2P L ¥ 1 g=X0_ 9X* L 3¥ 9.

1. D) of— X5 — g xR gkt - nopd a2 o X g, g__X—|—2X3—|—‘%X2—6Y~8
11. Dacii d este un c.m.m.d.c. al polinoamelor £ si g si k este un polinom nenul, sii se arate ci dh
este un c.m.m.d.c. al polinoamelor fh si gh.

12. Si se determine A i B astlel incit polinomul A X7+ BXn - 2 s# fie divizibil cu (X — 1)%
13. Sise arate cil polinoamele fsi g sint prime intre ele, unde:

a) f= 8%~ 3T L W0 el W0 RE 0N

b) fi= Xt — B = EXF A gea¥F Siod 1

¢) f= X —5X0—2XF L 19X — 9K 412, g= X' — 5X* —3X 4 17.

7.1. Radicinile polinoamelor. Teorema {ui Bézout

|l Fie f un polinom nenul cu coeficientii complecgi. Un numar complex, a € €
se numeste rdddcind a polinomulut' f daci f(a) = 0.

! : Lizemple. 1) Sd considerdm polinomul de gradul intii

‘ .l f='aX ¥ (.ﬂ # 0). Se vede ci f[— —] (_ _) )

| si deci — 0 este rddacingd a polinomului e X —i— b. ) :,,.

a . ) aee

' 2) 8d considerdm polinomul g = X% 4+ 1. Cum g(i) = i + 1'= Y F A sig(—i) =
| = (—i)® + 1 = 0, rezulld cd i si —i sint rdddcini ale polinomului X* 4 1. 7 ‘

Teorema lui Bézout. Fie { # 0 un polinom nenul. Numirul a= C este radicini
| a polinomului { dacd si numai dacd X —a divide f.

Demon..s'l,."rri!.'frf. Daca a este radacind a lui f adicd f(a) = 0, atunci

din teorema 5.2.1 rezulta ca restul impértirii lui £ prin X — a este zero si deci
' X —a (l]VldP pe j

I Invers, daci X — a divide pe £, atunci existd un polindm, g astfel incit =
I = (X — a)g. Dar atuna f(a) = (a —_ a) g( a) = 0-g(a) = 0.51 deci a este radicind
‘ a lui f. ) & o 4

l P e A

‘ Aplicafie b Rl e AV s F

84 se giseascit condilia ca polinoamele, At ‘
: [[=aX? - bX +c5ig=a'X? =b'X 6% . 2
i sl aibd o riddcind comuni. _ NP
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Fie & 0 rddédcind comuni a celor doui polinoame. Atunci « este rdddcinii §i a polinomulyj
a'f —ag = a'(aX?® + bX + ¢) — a(@’X® + b'X + ) = (a’b — ab’) X + (a’c — ac’).
Deci (a’t — ab’)a + (a’c — ac’) = 0. Dacd a’b — ab’ # 0 oblinem ci

e f(e) = 0, atunci
a’h — ab’
£, By S a Py
a(ac ac] +bac ac+c=0
a’h — ab’ a'b — ab’

si ficind calculele oblinem:

{ac’ — a’c)® — (ab” — a’b)(be’ — b'¢) = 0
! |

Dacii a’b — ab’ = 0 atunci a’c — ae¢’ = 0 si relatia obtinutd este verificatd si in acest caz.
q
1]

7.2. Ecuatii algebrice. Teorema lui 'D'Alembert-Gauss si teorema [ui
Abel-Ruffini ' L : '

Se numeste ecuatie algebricd cu o singurd necunoscutd o ecuatie de forma

Flz) =0 ) (1)

unde f este un polinom nenul.

Dacéd f este polinomul f=a,+ a;X... 4 anX™a, # 0) atunci ecuatia

algebricd (1) se scrie:
G gL o T Ay =0, (1

Gradul polinomului f se numeste gradul ecuafier algebrice (1) sau (1) iars
numerele complexe a,, @, ..., @, se numesc coeficienfii ecuajier algebrice (1) sau (1'),

Dacé coeficientii ecuatiei algebrice sint numere reale (respectiv, rationale),.
atunci se zice cd ecuatia algebrica (1) sau (1’) este cu coeficientii reali (respectiy,
rationali). O ecuatie care nu poate fi redusd la o ecuatie algebricd folosind opera-
tiile: adunare, inmultire, ridicare la putere etc. se numeste transcendentd.

Ezemple. 1) Ecuatia z* — 3z | 7 = 0 este o ecualie algebricd de gradul 3 cu
coeficienti rationali.
2) Ecuatia v 3zt 4+ # 224+ 72— 1 =20 este o ecuatie algebricA de gradul & cu
coeficienti reali. A )
3) Ecuatiile sinz — 72z +1 = 0; logaz = 3 — 2z; sinz —logx 4 1 = 0 sint €rans-

. cendente.

S8 considerdm din nou ecuatia algebricd

f(z) =0, (1)
Numérul complex a se numeste solujia sau rdddcine ecuafier (1) dacé are loc
egalitatea f(a) = 0. Se vede cd a este raddcind a ecuajie (1) dacd gt numai dacd @
este raddcind a polinpmului f.

Determinarea régécinilor ecuatiei algebrice (1) este una dintre cele mai
importante probleme ale matematicii gi mult{ vreme a constituit obiectul prin-
cipal al algebrei. :

Inedl din antichitate, matematicienii gtiau st determine riditinile ecuatiilor
algebrice de gradul I gi gradul 11, In sar:.oTul al XVI-lea, in perioada Renagteril
italiene, matematicienii italieni: Scipione del Ferro gi Niccola Tartaglia au deter-
minat formula de rezolvare pentru ecuatia de grac?ul 111, iar Ludovico Ferrari
a determinat formula de rezolvare pentru ecualia de gradul IV. Acestea au fost
publicate de Gerolamo Cardano in Ars Magna (1645). ]
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Incercdrile ulterioare ale matematicienilor de a giisi formule de rezolvare
entru ecuatiile algebrice de grad mai mare decit patru au fost zadarnice. Pro-
plema a fost rezolvatd (in sens negativ) de matematicianul norvegian H Abel
i matematicianul italian A. Ruffini la inceputul secolului al XIX-lea. Mai exact,
ei au demonstrat:

Teorema Abel-Ruffini. Ecuatia algebricid generald* de grad mai mare decit
patru nu poate fi rezolvati prin radicali (cu alte cuvinte, nu existd
nici o formuld (expresie) cu radicali, formatd cu coeficientii
ecuatiei, care si fie o ridicind a ecuatiei).

Vom vedea ¢ existdl totusi ecuatii particulare de grad >4 pentru care
putem sé ddm formule de determinare a ridicinilor lor (a se vedea § 8).
Teorema urmitoare are o mare importantd pentru algebri:

\

Teorema fundamental a algebrei. Orice ecuagie algebricd
a X g X g =0

de grad mai mare sau egal cu 1 si cu coeficientii complecsi are
cel putin o ridicind complexa.

Aceastdi teoremd mai poartd numele de teorema lui D’Alembert-Gauss.

Nu vom da demonstratiile teoremei fundamentale a algebrei si a teoremei
Abel-Ruffini deoarece depigesc cadrul manualului.

Trebuie sd observdm ci teorema fundamentald a algebrei are caracter exis-
tential; nici o demonstratie a acestei teoreme nu ne indicd vreun procedeu de
obtinere a riidicinilor ecuatiilor algebrice. Acest lucru ne aratd cd nu existd nici
o contradictie intre cele doud teoreme enuntate mai inainte. In schimb teorema
lui Abel-Ruffini ne spune cid pentru ecuatiile de grad > 4 nu se poate da un pro-
cedeu (formuld) de determinare a rdddcinilor sale (pentru ecuatiile algebrice de
grad < 4, existd formule de determinare a rdddcinilor lor).

Observafie. Din clasele precedente am viizut ci lirgirea nofiunii de numdr a fost

- ,/ ve 3 -
““impusd printre altele de rezolvarea anumitor ecualii. De exemplu, introducerea numerelor intregi

a fost impusd de faptul cd nu orice ecuatie cu coeficienti numere naturale are o rddiicind numér
natural. De ezemplu, ecuatia & - 1 = 0 nu are nici o rddicind numér natural.

in continuare introducerea numerelor rationale a fost impusi, de asemenea, de faptul cd
nu orice ecuatie cu cosficienti intregi are o ridicind mimir intreg. De exemplu, ecuatia
2z +1 = 0 nu are nici o rddicind numir intreg.

~Introducerea numerelor reale a fost impusi printre altele de faptul cd nu orice ecualie
¢u cosficientii rationali are o riddcini rationald. Nu avem de considerat decit ecuafia 2* — 2 = 0
¢are nu are nici o riddcind rafionald.

Am vizut in manualul de clasa a [X-a ¢l introducerea numerelor complexe, in algebrd, a
fost impusid de faptul’ca nu orice ecualie cu coeficientii reali are o réddcind reald. De exemplu,
ecuabia 2® 4~ 1 = 0 nu are nici o ridicind reald.

Teorema lui d’Alembert-Giauss ne arati cd procesul de lirgire pe aceastd cale a nojiunii de
numir se opreste la numerele complexe,

7.3. Ridicinl multiple

Am vilzut oll teorema lui Bézout spune ci daci a este o rédécind a polino-
mului /' # 0 atunci X — « divide pe /. Acest lueru ne permite si definim nofiunea
de pAdécind multipld & unui polinoni.,

* Prin‘ecuatle algabricd éenernm de gradul n tnfelegem o ecuatle de forma (1°) In care

oooflofentll ag, ay, oo an sint gvariabile®,
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Definitia 7.3.1. Fief# 0un polinom nenul si a & C o radicini a lui f. Numirul |
natural m > 1 cu proprietitile ci (X —a)™ divide pe f si
(X—a)™*1 nu divide pe f se numeste ordinul de multiplicitate al
rdddcinii a. Dacd m =1, atunci a se numeste rdddcind simpld, |
daci m > 2, atunci g se numeste rdddcind multipld de ordinul m, .
daci m = 2,3, ..., atunci @ se numeste ridicini dubld, tripld, .... !

Exemple. 1) Polinomul f = X* — 2X 4 1 are riddcina a = 1 deoarece f(1) = 0.

Cum [ = (X — 1)® atunci se vede ci a = 1 este radicind dubla pentru polinomul f.
9) Polinomul f = X' — 5X% are ridiicina e = 0..Cum X*| f i X* nu divide pe f, atunci
a = 0 esle o riddcind tripld. De asemenea f are si rdddcina simpld a = 5.

Teorema 7.3.2. Fie f # 0 un polinom nenul. Daci a,, @,, ..., g, sint raddcini
ale lui f avind ordinele de multiplicitate k;, respectiv ky,
respectiv k,, atunci polinomul (X —a; )k (X—a,)k ... (X —a)*r
divide pe f.

Demonstrafie. Vom lace demonstratia prin inductie dupd r. Dacd r =1,
atunci faptul ¢ {X — a;)% divide pe f, rezultd din definifia 7.3.1. Presupunem afirmatia ade-
virald pentru r gi o vom demonstra pentru r 4 1. g g i

Din ipoteza de induclie rezultd cd polinomul (X — )™ (X —ag)™* ... (X — ar)™" divide
pe [, adicd existid polinomul g astlel incit f= (X — al]hl{X — ag)k‘ e (X — ar)k" g. Deoarcce
aps, esle riddcingd muoltipld de ordinul fpyy, atunei (X — a,+l)hr+1 divide pe' f adicdl existd un
polinem % astfelincit f= (X — a,-+1)hr'+1 k. Rezultd atunci cd

(X = aps o = (X — da) S X —ag b (X o) (1)

Numerele «,, da, ..., @, Gp4, sint distincte intre ele doud cite dou#, deoarece in caz con- |

trar, daci am avea a; = aj({ # j), alunci @ ar-avea ordinul de multiplicitate mai mare sau |

egal cu ki + ki
In egalitatea (1) facem X = apq, §i atunci

(arsy — ag)™ (arey — aa) ... (@rey — ar)™ glarsy) = O,

de unde rezullii cii g(arg) = 0. Din teorema lui Bézout obfinem cd X — ap4, divide pe g, adicd |

existd polinomul g, astfel incit g = (X — arsq) g1 Inlocuind in egalitatea (1) obtinem:

(X — ar)riah = (X — g™ (X — an)® (X — arsa) 8
de unde rezultd ci
(X — ap)rin = (X — g (X —ag)™...

(X — o (2)

Dacd kppy — 1 > 0, in egalitatea (2) facem din nou X = ap4;. Exact ca mai sus obfinem
¢ gy(are;) = 0 si deci aplicind din nou’ teorema lui Bézout obfinem cd: gy = (X — arqq) g2

Dar atunci g = (X — apyy)® g inlocuind in (1) obtinem:

(X apy)'rirh = (X — a))™ o (X — ap)r (X — apey)* 2,
rezulla ed:
A T R R DL e =
Dacii kpe; — 2 > 0 conlinuim procedeul ca mai sus. Dupd ky+; — 2 pasi gésim un poli-
nom ghr-}—l astfel incit g = (X — ar+1}hr+1 th_l. ‘
Cum f= (X — a) .. (X — ap)" g oblinem:
‘ P g (X — a,-)k?“(x — apy) Bhprs si deci

(X — a1 (X — aa)® ... (X — apsy)"r+1 divide pe f.

Consecinga 7.3.3, Orice polinom fde grad n > 1are n radicini (nu neapdrat distincte;
o ridicini se repetd de un numir de ori egal cu ordinul siu de
multiplicitate).
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Demonstra{ie. Din leorema fundamentald a algebrei, polinomul f are cel putin
o riildcind. Fie ay, as, ...; ar toate rddécinile lui £ {luiim in considerare o ridiecini. de atitea ori
cit este ordinulsiu). Din teorema 7.3.2, existd un polinem g # 0 astfel incit f = (X — a;) (X —
— ) ... (X — ay) g. Dacdi grad g = 1 atunci aplicind din nou teorema fundamentald a algebrei
obfinem cd g are o riddcind a,+, care esle evident rddicind si a lui f. Deci f ar avea r'4- 1
rdddcini, contradicfie. Deci trebuie ca grad g'= 0gidecig = a & €. Atuncif = a(X = a;) (X —
— dz) ... (X —ap). Cum gradul polinomului a(X — a;) (X — az) ... (¥ — ay) este r, atunci
trebuie ca » = n §i deci f are n ridicini. i d
Consecinta 7.3.4. Fie f=a, 4+ a; X+ a3X? + ... + 0, X" un polinom cu a, # 0,

nz 1. Dacd x;, Xy ..., X, sint ridicinile lui f, atunci

f=on(X—=x) (X—X5) oo (X—2p). (U

In plus, descompunerea (1) a lui f in factori liniari este unica.

Demonstrafie. Din demonstralia consecintei 7.3.3. fse scrie:
f=alX — a)) (X — 22) ... (X — 2p) unde a € €, a # 0.
Cum coeficientul termenului de grad maxim al polinomului
alX — a3) (X — @a) ... (X — ap) "este aX” atunci trebuie ca
a = ay si deci f = ap(X — a7) (X — @) ... (X — ).
Sd demonstrim unicilatea descompunerii (1). Presupunem cii f mai admite si descompunerea
f=06(X — y) (X — y2) ... (X — ymy), unde b, y,, Y2, ..., ¥m Sint numere complexe si b # 0.
Cum gradul polinomului 5(X — ) (X — ys) ... (X — ym) este m trebuie ca m = n.
Termenul de grad maxim al polinomului 6(X — %) (X — wa) ... (X — yi) este bX™ si deci
b=ay Deci ap(¥ — a) (X — a3) .. (X —ap) = an(X — ) (X — 9a) ... (X — yn) saun (2)
(X — &) (X — @e) o (X — @) = (X — ) (X — 92) o (X — wyn).
Din egalitatea (2) prin inlocuirea lui X cu ay, obfinem:
(@1 — w) (e o, ya) .. [y — yn) = 0.
Deci trebuie ca unul din factori 2; — v, @y — ¥a, ..., @1 — ¥n 88 fie zero. Putem presupune ci
x; — y; = 0 si deci @; = y,. Inlocuind in egalitatea (2) obtinem:
(X = ) (X — @a) o (X — an) = (X — @) (X — ya) ...
Simplilicind cu X — z; obtinem egalitatea

(& — @) o (X — ap) = (X — y2) o (X — yn).

(X — yn).

inlocuim acum pe X cu .. Exact ca mai sus gisim cd x, = ys. Continuind procedeul gisim
cil T3 = Ya, .-y Tn = Yn- ¢
Observatie. Consecinla 7.3.4 este foarte utild in multe aplicalii in care se cere afla-
rea c.m.m.d.c. a doui polinoame f si g care pot fi descompuse in factori liniari.
In acest caz c.m.m.d-c. al celor doud polinoame este produsul factorilor comuni la puterca

cea mat mied.
De exemplu, fie polinoamele:

f=(X =1 (X +2)* (X — 3) (X — &) 5t g = (X —1)°(X +2) (X +6).
Un c.m.m.d.c. al polinoamelor [ si g este polinomul & = (X — 1)® (X + 2).

Consecinta 7.3.5. Daci un polinom f de gradul n se anuleazi pentru n -1 valori
distincte, atunci = 0.

Demonstrafie. Presupunem cil f# 0. Dacd n = grad f= 0 atunci f =a e C si
a # 0. In acest caz f nu se anuleazd pentru nici o valoare. Daci n — grad 7> 1, atunci f are

n raddcini. Dar din ipotezd [ are cel pulin n -+ 1 ridicini, contradiclie. Deci trebuie ca f = 0.
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7.4. Relatii intre ridicini si coeficienti (formulele lui Vidte)

Teorema 7.4.1. Fie f=0a,+4a; X+ ... +0,X® un polinom de grad n (g, # 0),

Daci oy, o, ..., &, sint rdddcinile lui f, atunci:
fas" ; Uy
Oy -ty o e T
an
] _ Opg
o0ty + oqoty + ..o iy % + o ooy = »
n
ol On—3g
U10g0ty - %%ty A+ oo o+ Gnglin_j On = — a—‘ !
n
(1)
00y e Ok | O30y ove OR—g Oy F oo T OBy Op—Ryg «--
o
o= (—1F —,
an

oy oo 0y = (—1)* 2.
k Gy,

Invers, daci’ numerele complexe o;, oy, ..., @, satisfac relagiile (1),

atunci «;, oy, ..., «, sint ridicinile polinomului f.
(Numdrul de termeni din sumele (1) este egal cu CL, C2, ..., CE, ..., Ch).

Demonstrajie. Am vizut in consecinta 7.3.4 cd f poate fi scrig
sub forma . ;
(2) /= an(X — o) (X — ap) ... (X — atn).

Dar
2 (3) f'=ap+ a; X + ... + a, X" .
Efectuind calculele in (2) si egalind coeficientii lui X*0 < k& < n) din (2) cu coe-
ficientii lui X* din (3) obtinem formulele (1), De exemplu, coeficientul lui Xt din
(2) este —ap(ay + oy + ... + ay). Deci trebuie ca a, ; = —an(o; + ay + ... 4 &),
de unde ob‘ginem‘ R S P O A1 . {5 continuare coeficientul lui
: a,

X2 din (2) este @n(egoly + oyotg - ... - oyt + ... + an_gay) care trebuie si fie

egal cu coeficientul lui X™ 2 din (3) care este a, .
Deci @p—p = an(oy0p + oo + .o + @p_yan), de unde obtinem

Onral

ooty + 0%y + .o GOy =
n

In acelagi mod se obtin si celelalte egalitdti din (1). _
Invers, presupunem ci a,, oy ..., a, satisfac relatiile (1). Considerdm poli-
nomul g = (X — o) (X — &) ... (X — &,). Fécind inmultirile obtinem

g=X"—(ay+ogt.. o) X" - (oyetpetyog oo et 1°fn)X7't A (=) g e

Tinind cont de relatiile (1) deducem cé:

. g:Xﬂ“l" 11—1 X'n~1+ Uy “r-2 Xnvg_l_ +

[ Ap Ay (479
1 - 1
= —(a, X" + a, X"+ ... +a,) = — [.
An J Oy
e g : Ty ol s Sy
Din egalitatea g = — f rezultd c& ay, oy ..., a, sint rdddcini gi pentru f.

n
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Relatiile (1) se numesc relafiile intre raddcinile st coeficienfii polinomulut f
sau rela;ule lur Viete.
Dacd considerdm ecualia asociatd

‘anxn + ootz +a,=0 (4)

atunci relatiile (1) se numesc si relafiile intre rdddcinile si coeficienfit ecuafiet (4).
Sa scriem rela’pule lui Viéte pentru cazul cind polinomul f are gradul 2 sau

3. S presupunem cé f este de gradul 2 adicd f este de forma f = a, + alX + a, X2

In acest caz relatiile (1) se seriu astfel

—G,l‘

’

ol o (5)

a + oy =

Uy = & o
: @y
Dacé f este de gradul 3, adicd f = ay + ¢, X + @, X? 4 a, X3,
atunci relatiile 1) se scriu astlel:

oy + oy + oy =
L
+a
oty - 00ty T Gglly = »
]

(1)

0oy gy = 2
g

Relatiile lui Viéte sint foarte utile in numeroase aplicatii cind se cere s& se deter-

~ mine rdddcinile unui polinom (sau ecuatii) si cind se cunoagte o relatie suplimen-

tard intre radécini.
Ezemple
1) Fie polinomul f= X® — 10X* 4 29X — 20.

~ S4 se determine riddcinile =, xs, xs ale lui f stiind cd zy + z2 = a3
Scriem relatiile lui Viete

€y + x2 + x5 = 10,

Zixay = 20,

i
Cum @, + @ = a5 atunci din prima relajie din (6) avem ci

2.’1,'3 = 10 $i de(,'-i Ty = 5

n ayaexy = 20, oblinem zyas = 4. Formim sistemul
{ @ + w2 = 5,

Tz = &y

‘care d rdd¥cinile: |z, =1 | si l Ty = [,1

3 2) 8§ se gﬁseaséﬁ relalia intre a, b, ¢ stiind ci.rddicinile polinomului f = X¥ L aXt
£ bX L ¢ sint in progresie geomelrici.
Dacd z;, s, 23 sint riidicinile lui [ atunci avem relatiile:

! x; + &2 + @3 = —a,
@2 + X123 + wows = b, (7)
TyTaky = —C.

@y, &, @3 sint in progresie geometricd atunci oy — z,2s.
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TyTs + Tyxs + Taxa =‘29, (6) °




Din relatia a 3-a din (7) oblinem:

Cum f(as) = 0, atunci .-rg - a;.,-ﬁ + bas -+ ¢ = 0 de unde rezulti ci azg + bxzy = 0. Dect

b 5 b
a3 =0 saul @y = — —. Dacd zy = — — din a = —c obfinem
o a
alce — b =0 (8)
Dacit 2z = 0, alunci 2,23 = 0 si din relatia a doua din (7) obtinem b = 0. Cum .rg = —¢, atunci

¢ = 0. Dar se observii ci relalia (8) este indeplinitd pentru b = ¢ = 0.
3) Fie polinomul f = X* 4 aX*® 4 bX + ¢ avind rddicinile @;, zs, z5. Notim Sp = 2 +
+ ap 4 af (n 22 1). 8ise determine in funclie de a, b, ¢, expresia Sp pentru n =1, 2,3, &
Penlru n =1 avem Sy = oy + @ + 73 = —a.
Pentrn p = 2, avem S, = a:% -+ 1:2 -+ :cg = (21 + 22 + &) — 2({z172 + @10 + @aws) = @ — 25,
Presupunem cd n > 3. Cum =z, 2, x5 sint raddcinile lui f avem egalitifile: :
mi+am§—{—bm1+c¢ 0,
T:—l— a:cg—l—b:cz-}-c: 0,
4 azs + bxs + ¢ = 0.
3

n—3,

. ! 2 —3 = 2 "
fnmullim prima egalitate cu 27", a doua cu 237" si a treia cu zj

n —1 —_ Tl
al + aa 4 baP P eal B = 0,
'y + ﬂ.zr.;l_i -+ bxg'_z —+ cxg—.’! =0,
n n—1 — =
ay + axy "+ bay L cay 80,

care adunate dau:

S’n. —]' (]'Sn_l + bSn_g + CS'N-—:) =0 (9)

Dacd in aceasti egalitate n = 3, oblinem:
53 + aSg + bS; -+ &S, = 0,
Cum 5y = 3:2 I xfj -+ TS = 3 oblinem
Ss = —aS; — bS; — 3¢ = —afa® — 2b) + ab — 3¢ = —a® + 3ab — 3.
in egalitatea (9) facem n = 4. Obtinem :
Sy 4 abdy + bSz + 5, = 0, de unde rezultd cd S = —aS; — bS8y —eS; = —a(—a® + 3ab —
— 3¢) — b(a® — 2&) + ac = a' — ha’® + 2b® + 4ac.

Relatiile lui Viéte sint folosite in numeroase probleme in care se cere s se deter-
mine ecuatia, cunoscindu-se relatiile intre radicinile oy, @, ..., «, adicd cunoscin-
du-se numerele s, s,, ..., s, date de relatiile:

Sy = &y |~ G = ok Oy
S = 00y = 0%y = or = OO, (10)

Sp = 00y «vu Oy

I1i acest caz ecuatia care are ca rddicini pe ay, o, ..., o, este urméitoarea:

cg® — g™ s L (=), =0 (11)

Intr-adevir, este clar ci polinomul g = (X — a;) (X — o) ... (X — &) are ca
radacinl pe oy, oy, -y Sty
[
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Efectuind calculele si tinind cont de relatiile (10) ob{inem
g = X® — 5, X% 4 5, X2 + .. 4 (—1)" s
ceea ce aratd cd ecuatia (11) are rédicinile ay, oy, vy Op. )
Ezemple. 1) Fie ecualia z° — 5z + 1 = 0. S4 se determine ecualia care are ca

riddcini dublul ridicinilor ecuatiei date.
S4 notAm cu @y, 22, #s ridicinile ecuafiei z° — 52 + 1 = 0gicu ¥y, Y ¥a ridécinile ecuatiei

pe care vrem si o determinim.
Avem y; = 2x;, Yz = 2z, Ys = 2z5 Atunci ¥y + Ya + ¥s = 2z + 2z + 2zy =

= 2my + 22 + @) = 0, ¥1¥2 + Y1¥s + Yoy = (2m1) (22a) + (240,) (225) + (2x0) (223) = 4(2y%a +
+ 1'1553_+ {Eg.’ﬂa) = 5(——5] = 420, Y1Yo¥Ya = B, T1Xe Xy — —8.
Aplicind formula (11).ecuaia care are ca riddcini pe ¥y, ¥s, ¥s este
z* — 20z 4 8 = 0.
2) Fie ecuafia 2® — a® + 7x + 1 = 0. Bd se determine ecuatia care are ca ridicini inver-

sele riidicinilor ecualiei date. : B
94 notdm ocu @, za, xs rddicinile ecualiei z® — z* + Tz +1 i cu Yy, Y5 Ys rid#cinile

ecuatiei pe care vrem si o determindm.

Avem
1 1 1
Yr=—— Y= —n Y3 = .
T Ty T3
Atunci
1 1 1 1T + X123 + Taxs
y1+yz+y:i:'__“¥"——‘!"_= 1= 1 : = -7,
Ty Ta Ty Ty T3 T3
il 1 1 £y + xa + s 1 .
hYas + i¥s + Yals = + + =T = —1, yyuys = ——=—1
X2 XT3 Tpla X123 ! T1TaTs

Ecuatia de gradul 3 care are ca ridécini pe 1y, Yn, Ya €Ste urmitoarea:
DL+ 7t —x+1=0.

Observayii. 1) Presupunem ci avem f(xz) = 0, o ecuatie algebric de gradul n si
vrem s& deducem o alti ecualie algebrici de gradul n, gly) = 0, ale cirei ridacini y sint legate de
ridicinile z ale ecuafiei f(x) = 0 printr-o relajie datd y = ¢(x).
in cazul acesta se poate proceda astfel.

{ flz) =0,

y = ¢(a)
se elimind z si ecualia care se objine in y este ecuatia clutata. Ca exemplificare sé considerdm
din nou exemplul 2). Ecuatia este o — 2* 4 7o +1 =0, iar relafia datd este
1
y=—-
X

2 -tz +1=0,

Din relatiile

Din relatiile: 1
y=—> -
&T
eliminim pe z. Avem x = 4 , care inlocuit in prima relajie di:
Y
1 1 7
o U P e 1 = T

¥ y* Yy

de unde obtinem ecualia y* 4 7y* —y + 1= 0. s '
2) Procedeul expus mai sus este recomandabil ori de cite orieste posibild eliminarea lui z

{f(I) =0,
¥y = ¢lz). _
In caz ci aceastd eliminare este dificild se vor utiliza relatiile lui Viete.

din relatiile:
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1. A]:‘:licind teorema lui Bézout si se determine parametriia si & astfel ineit polinomul
X4 — 4X® L 4X% L aX + b sd se dividd cu X® — 4X 4+ 3. S& se determine apoi citul
impérfirii. .

2. B4 se determine ridicinile polinomului X* — 3x? + 2X + 6 stiind ci are riid¥icina o = —1.

8. 34 se determine parametrul m si apoi si se afle raddcinile polinomului X gx +
-+ 8X 4+ m stiind ci are ridicina o = 2.

4, Sd se determine parametrii a si b stiind e poli 1 X ]

§ polinomul X¢ — 5% 4 gXx? J
rddécina dubli « =1, ‘+ '+ S
6. 84 se determine ecuatia de gradul cel mai mic care are ca ridicini numerele 1, 2, —2.
6. gﬁ se determine ecuatfia de gradul cel mai mic care are ridacina tripld 1 i rddicinile simple
51 —3.

7. B4 se gdseascd c.m.m.d.c. al polinoamelor f si g:
a) f= (X — 105 (X + 1) (X — 3)* (X — 4),

b) f=[X* — 1) (X — 1) (X — 2), £= (X — 14X — 2%
c) f=(X*—1) (X2 —1) (X + 3)2, gi= (X2 L 42 (X 34 (X — 1),

8..54 se arate ci doud polinoame nenule fsi g din C[X]sint prime intre ele daci si numai daci
nu au nici o riddcind comuni.

9. Dacd f, gelC[X] au acelasi grad, atunci f si g au aceleasi rdd#cini daci $i numai daci poli-

~ noamele fsi g au coeficientii proporfionali.
10. Aplicind teorema lui d’Alembert-Gauss si se arate ci dacd e C[X] este un polinom de
grad > 2, atunci functia polinomului asociati

g= (X — 1) (X + 1)} (X — 4)5;

| 7:€—C, fla) = fla)
nu este injectivd, dar este surjectiva. :
11. Fie f §i g dou#l polinoame din C[X]. S4 se arate c4 functiile polinomiale 7 : ¢ — Csig: C— C
sint egale dacd si numai daci polinoamele f si g sint egale. ;
12. Dacd f(X) este un polinom arbitrar si se arate ci f(f(X)) — f(X) este divizibil prin
s x
13. Folosind teorema Iui Bézout si teorema 7.3.2. 84 se arate c4:
a) Polinomul (X + 1)6n+1 4 ¥én+2 se divide la X? 4+ X (o
b) Polinomul (X — 1)n+2 — ¥2(n—1) ge divide la X* — X 4 1;
c) Pol‘inomul (X + 1)3n+2 4 ¥ 1 2 se divide la X2 4 3X | 3:
d) Polinomul (X* + 1)6n+2 4 X* | 1 se divide la X% + ¥ 45
e) Polinomul Xén+5 4 ¥dntt - 1 se divide la X* 4 X 4+ 1,
f) Polinomul (X 4 1)12n+1 | ¥3a42 se divide la X2 + X -+ 1.
14, Fie ecualia 2® + az® + bz + ¢ = 0 avind r#dicinile a3, xz2, x3. S4 se determine ecualia
care are riddacinile y,, y., ¥ dacd
a) Y1 = 3@ + 23 + %3, Yo = 3aa + 2y + 23, Yo' = 375 + 2y + 43

1 : 1 s 1
b) h=g o yz=—2—wa,‘ y:s:;.‘ra;

) h=—z+ o+ 23, Yo= —ws+ & + 73, Y3 = —&s + @ + xai"
d) y, = 3-"%, Y = l‘g, Ys:= I§§
e) Y1 = x; + Tows, Y2= x» + T Ty, Y3 = xq + Ty To. ‘

16. S4 se determine parametrul m astfel ca o riddcing a ecuatiei 2* — 282 - m = 034 fie dublul
altei rddicini, ‘ .

16. S4 se determine A astfel incit suma a dou#l rddicini ale ecuatiei 24° — 42® — 72 + A = 0
sd fie egald cu 1.

17. 84 se determine relatia fintre p si ¢ astfel incit rddicinile %y, w3, x3 ale ecuafiei
z' + pz + g = 0 84 se gdseascd in relalia z° = . -+ 1
se arate ci condifia din enunf nu poate fi indepl?:riité. “

« Dacig=p si peR — {0}, sd
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18, S¥ se rezolve ecuatiile algebrice

a) o — 4x® 4 5a® — 2z — 6 = 0.

b) z* 4+ 22* + 22® + 10z + 25 =0,

c) ' 4+ 22 4 82® + 22 — 3 = 0,

stiind c# suma a dou# rid#cini este egal® cu suma celorlalte dou# rdd¥cini,
19. S¥ se rezolve ecualiile algebrice

g — 1222 + 112 —3 =0, 2+ 32> — x — 3 = 0,

stiind ci ridicinile sale sint in progresie aritmetic,
20. Dac# x;, x3, x3 sint rddicinile polinomului

X a X apX A ag,

si se calculeze xf -+ xz + mg si :r;i 1 dg ;:g.

21. Fie ecuatia z® + 3z 4+ 1 = 0. 84 se determine ecuatia de gradul al treilea care are réddcinile

Y1, Y2, Yo dach:
Tz + T3 Ty + Ty Ty + Xg |

a) yp = y Ya= i —————
Ty T2 T3
T . J
b) gy = R, yp= B oy, gy = S 4y
X1 Tg T
1 1 1
C)y1=1+—2—,y3:1+——2-,y3=‘1+——2.
xy &g Ty

2. Sd se arate cd 1 este o ridddcind dubld pentru polinomul
Xin — pXnt? f pXnl — 4,
23. 34 se determine ordinul de multiplicitate al ridAcinii 2 pentru polinomul
X0 — X% 4 12X% — 90X 4 6X® 4 12X 4 8.

24; S84 se determine ordinul de multiplicitate al rddicinii —1 pentru polinomul X° + 6X* +

+ 14X* 4+ 16X% 449X 4 2 si apoi si se afle rdd#cinile polinomului dat.
25. 84 se determine ordinul de multiplicitate al réd#cinilor 1 §i —1 pentru polinomul

XL Yds oXxS —_oxdl L XL,

Sint bine cunoscute formulele de determinare a rédacinilor pentru ecuatiile
de gradul I si gradul II. De asemenea se cunosc formule de rezolvare pentru ecua-
tia de gradul II1 (numite formulele lut Cardano) precum si pentru ecuatia de gradul
IV. Inconvenientul acestor formule (pentru ecuatiile de gradele ITI si IV) constd
in aceea cd sint foarte complicate si nu au nici o utilizare practicd. Am vdzut prin
teorema lui Abel-Ruffini c¢d pentru ecuafia generald de grad > 5 nu se pot da

formule de determinare a rdddcinilor prin radicali.
Ceea ce ne propunem in acest paragraf este de a ardta cé existd ecuafii de
grad > 3 pentru care se pot da formule de determinare a rdddcinilor lor.

Ecuajii binome. Forma ecuatiilor binome este
(1) i —a=0(a €0 n >1).
Rezolvarea acestor ecuatii este fdcutd in manualul de Geometrie. Se procedeaza

astfel: se scrie numérul ¢ sub formid trigonometricd, a = r(cos ¢ + 1 sin ¢). Atunci
solutiile ecuatiei (1) sint date de formula

x:ly;(cosm,_l_isin M),
n Cn

unde 0 £ k <n— 1.
Trebuie s& observém cd rezolvarea ecuatiilor de gradele I gi II se reduce la rezol-

varea unor ecuatii binome. :
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: Ideea de rezolvare a ecuatiilor de grad > 3 este de a o reduce la rezolvarea suc-
ceswd a unui numdr de ecuafii simple (de reguld ecuajii binome).
Ecuajiv bipdtrate. Forma generald a ecuatiilor bip#itrate este:
(2) - az® + bx? 4+ ¢=0,
unde a, b, c € Csia#d.

Rezolvarea ecuat,,ieﬁ (2) se face astfel. ,
Se face substitutia 22 = y si obtinem ecuatia de gradul doi

(3) ay? + by + ¢ =0. ‘
Ecuatia (3) se numeste rezolvanta ecuatiei (2) g1 rddédcinile ei sint:
—b + |/ b2 — bac —b— /b2 — 4
Y= lga Y= lga =

l_)in egalitatea z? =y obtinem ecuatiile
ot =y, §i @ =y,
Ecuatia 22 =y, are radicinile:
x1=V—-b+I/m’ mzz_V—b-l—]/bz_-—Tac.
2a - 2a
Ecuatia 2% = y, are ridicinile

—b — /b* — dac
i 2a

y Xy = —

V —b — |/b* — hac
2a :
Numerele 2, 25, 23, z, sint rddécinile ecuatiei (2).

Réddcinile ecuatiei (2) pot fi cuprinse in formula ;
— b? — hac
(%) ’C:iV b4 |/ b® — hac
2a

numitd formula de rezolvare a ecuatiei bipatrate.

il Observafie. In formula de rezolvare a ecuafiei bipitrale apar radicali de forma
VA + /' B . Acestiradicali pot fi adusi la 0 suma sau diferentd de radicali mai simpli utilizind

formula
(5) VAiﬁ:\/AWA“—Bi\/A—v.m

2 2
(A* = B, B = 0) (aceastd formuli se verific4 direct prin ridicare la pitrat).
Ezemple. 1). S& rezolviim ecuatia bipatrats
x* -+ 522 — 6 = 0.
Facem substitutia 2* = y si obtinem ecuatia rezolventd
¥*+ 5y —6=0
care are rddécinile y; = —6 si y; = 1.
Réd#cinile ecuatiei bipatrate sint:
z =iV6, za= —il/6, 23 =1, 24 = —1.
2) Sd rezolvim ecuafia bipitrats
z' — 82" + 9 = 0.
Fiécind substitutia #* = y obtinem ecuafia rezolventa
y*— 8y +9=0,
care are rddicinile y, =4+ 75l ya=4— )T
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RadAcinile ecuatiei Bipﬁtf’ate sint: - ‘_
a= VitV hine = VitVi o=V iV a==Vi-y7

Dar, folosind formulele (5) de transformare a radicalilor dubli ob{inem:

—_— 16 — 7 L= 7 .
l/_4-+|/7=\/'*+‘/;6 7+v - =\/—2-+\/2—————-/5

NI 4+ 16— 7 a—/16—7_Vi-1,
*‘V""”:\/‘“T_’\/ 2 %
- 7 VT 41 7 =1 /71 —1
Deci mlz.V_'j___'——i’ xa:—..l/_i—, 3.',‘3='J'/—_.—', wlz—-———T-——-
V2 V' V2 V2
Ecuaii reciproce. O ecuatie de forma
2™ + G 2™ ot A3 O - Gy = 0, (a, # 0),
avind proprietatea a, ; = a; oricare ar fi i (0<i<n), se numeste lecuajie reciprocd
de gradul n (altfel spus, o ecuatie este reciprocd dacd coeficientii termenilor egal
depirtai de extremi sint egali). :

Observajie. Pe noi ne intereseazi numai rezolvarea ecuatiilor reciproce de grad = 3.
Dac¥ n = 3 obtinem forma generaly a ecuatiei reciproce de gradul 3:

az® + bz + bx +a=0 (a#0).
Dacii n = 4, obtinem forma generald a ecualiei reciproce de gradul 4:
| az? 4 ba® + ez + bzt a=0 (a #0).
Daci n = 5, oblinem forma generald a ecuatiei de gradul 5:
az® + bzt +ezx* +ex® +bx+a=0 (@ # 0).

S§ ddm citeva proprietdfi generale pentru ecuatiile reciproce de gradul n:

o

Intr-adevir, dacd f(z) = anz™ + @pq2™ 1 + ... + a;7 4 @ = 0 este o ecuajie
reciprocd avind rédicina «, atunci @y« + an__lm““l_ + o+ agm" + a2 + @, = 0.
‘Cum « # 0 (in caz contrar, ar rezulta a, = 0 gi deci a, = 0) putem s@ impér{im
cu o" si obfinem relatia

1° Daci ecuajia reciprocd are rdddcina «, atunct ea are gi rdddcina

| 1 12 1y 1
a, + an_]_:.—%- eia —I- (L2 (:) +a1(:) +a9{:} =0.

Tinind cont de faptul cd ¢; = a,_; oricare ar fii (0 € ¢ < n) obtinem
14 \® 1\ : 1
an(—) —|—an_1(—) 4+ ..t ay—+a,=0
oL ol oL

st B
si deci gi — este de asemenea raddcind.
o4

2° Orice ecuajic reciprocd de grad impar are rdddcina x = —1.
Intr-adevér fie
F(2) = 02T a2t v o Apy 2P+ apa® + ... + a2 4 a4 =0,

o ecuatie reciprocd de grad impar n = 2p + 1. 1
Inlocuind z = —1, obtinem in membrul sting numérul

f(—=1) = azp+1(—1)2p+l + azp(—i)“’ =N o ap+1(_1)p+1 + ap(—1)? + ...
v +ay(—1) +ayg = —@pyy + Ggp + - A ap+1('-1)p+1 1 ap(—i)1J + ..
v 4+ (—ay) + aq :
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Cum ay, = a4, @) = gy, A3 = Cgp1y <oy Op = Gpyy, atunci grupind termenii egal
depértati de extremi obtinem

f(—1) = (8 — @yp1) + (@gp — @) + (83 — Ggpy) + ... + (—1)?(ap — ap4y) = 0.
Rerultd cd z = —1 -este rédidcind pentru ecuatia reciprocd de.grad impar.
3° Orice ecualjie reciprocd de grad irripar
f(.’L‘) = a2p+1x2p+1 + aszzp + wes —l— alx + an == O' %
se reduce la rezolvarea ecuafiet x + 1 = 0 gi a unei ecuafit reciproce de grad par,
g(x) = bopx® + bgp 2P + ... + byx + by = 0.

Intr-adevir, din 2° ecuatia f(z) = 0 are rédécina z = —1. Conform teore-
mei lui Bézout putem scrie

_ f(z) = (z + 1)g(2).
Presupunem cd g(z) = bypa®? + bgp_12**7! + .., + b1z + b, Deci
Qop g PP 4 092 4 . a7 + @y =
=(x+1)- (bsz“‘ o bgp 2P 4 .. 4+ bz + by),
de unde obt,mem
Ugpy = bap, @y = by,
gp = bap + bop-1, @ = by + by,

Ayp—1 = bgpy + bgpgy Ay = by + by,

................................

Cum @; = @yp; 4, Oricare ar fi i(0 < ¢ < 2p 4 1) objinem din primele egalititi
Ly b= bzp Cum byp + bgp_y = by + by Obtmem by = bzp_l Din urmdtoarele egalititi
obtmem cd by = bypg.

Procedind la fel, din egalitdtile urmitoare deducem in final ¢ b; = byp; oricare
ar fi 0 i< 2p

Deci ecuatia by,x2P 4+ bgp 22P1 + ... + bz + by = 0 este reciproca.

Rezolvarea ecuajiet reciproce de gradul 111
Am vizut cd forma generald a ecuatiei reciproce de gradul III este:

(1) ‘ axd + bx® +bx +a=0 (a # 0).
Aceasté ecuatie are rdddcina z = —1. Atunci putem s scriem
" (z + 1)[az® + (b — @)z + a] = 0.
Ecuatia (1) admite réidécinile
# = —1 gl @y, 2 date de ecuapa az® 4 (b — a)z + a = 0.

Exzemplu. 88 rezolviim ecualia 22" 4 2 4 o 4 2 = 0, Acansté ecuafle este o
ecvatle reciprcmn de gradul III. Ea se scrie

(z + 1)(22° — @ 4 2) = 0

care are riidlcinile my = =1 gl @y, @y care sint ridiicinile ecuatiel 25° — & o 2 = 0, adick

141/ 4116
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Rezolvarea ecuapiei reciproce de gradul 1V

Am vazut cd forma generald a ecuatiei reciproce de gradul IV este:

(1) axt + ba® + cx? + bx +a =0, (a # 0).

Cum @ # 0, ecuatia (1) nu admite ca rédicind pe z = 0. In (1) impérfim cu z2
gl obtinem ecuatia

i B
bk s
sau grupind termenii in mod convenabil avem:
a(a:2 4+ i) +b(x-+ l) +c=0.
z? T
e 1 1 : .

Facem substitutia y =z + —. Cum 2% + g y? — 2 obtinem ecuafia in y

& x

a('yz-—2) +by +¢c=0sau (2) ay2 +by + ¢ —2a =0
Ecuatia (2) se numeste rezolvanta ecuafiei (1).
Daci y,, Y, sint ridécinile ecuatiei (2) atunci obtinem doud ecuatii:

1 ’ 4!
Z+—=y N 2+ — =Y,
T z

sau 3) 2*—yxz+1=0
$i (4) 2% — y,z + 1 = 0.

Ty, Ty, Ty, Ty 8int radécinile ecuatiei (1).
Ezemplu. S4 se rezolve ecuafia
6z + 52° — 382 + 5z 1+ 6 ="0.

Aceastd ecuafie este o ecuatie reciproci de gradul IV. Impiriim cu 2® §i obfinem:

6ma~|-5:c-—38+£+»i=0
& z?

ot rofes ) mee

Notim y =z + & . Cum 2? iﬁ = y® — 2 obfinem ecuatia
x z :

sau

6y — 2) + by — 38 =0
Bau
6y + by — 50 = 0,

10 b
care are riddcinile y, = — 5 Bl ya=—.
9

‘Avem ecuaflile:

1 (SR
== g g ==,
i & 4 e a P
Prima ecuafle are riddcinile
' Wy m =3, gy — =,
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Dacd z;; @, sint rddédcinile ecuatiei (3) §i xz,, x, sint rddédcinile ecuatiei (4) atunci
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Ecuatia a doua are ridicinile x5 — 2, z, = %

Deci z; = —3, 2z = —

w |-

, T3 =2, 34 = % sint rddacinile ecﬁa;iei date.
Rezoloarea ecuafiei reciproce de gradul V
Forma generald a ecuatiei de gradul V este

ax® + bxt + cxd 4+ cx® -+ bx + a =0.

Deoarece aceastd ecuatie este de grad impar, din proprietatea 3° rezolvarea acestei

ecuatii se reduce la rezolvarea ecuatiei z 41 =0 i a unei ecuatii reciproce de

gradul IV.
Ezemplu. Si se rezolve ecuatia
62° + 2 — 432% — 432° + & + 6 = 0.

Aceastd ecuatie este o ecuatie reciproci de gradul V.
Deoarece este de grad impar aceastd ecuafie admite solutia z = —1.
Putem scrie:

62 + z' — 432° — 432 4+ 2 +' 6 = (& 4 1) (62 — 54° — 382% — 5z + 6).
Deci obfinem ecuatia reciproci de gradul IV:

6z* — 52° — 382® — 524 6 = 0.
fmp#rfind cu 2* obfinem:
P

sx’—sm—38—3,+%:o.
x X

Facem substitufia y = z -+ — . Objinem ecuaia de gradul II
x

i 10
6y* — 5y — 50 = 0 care are solufiile y, = — % s Ya———
3
2 v 1 -5 3 1
Din ecuafia z + — = — — obfinem z; = —2, 3= — —.
x 2 2
o X 1 0 .
Din ecuatia z 4 — =13— obfinem z3 = 8, x5 = %.
€T
Deci ecuafia daty are rid#cinile
1 1
= —1, 2, = —2, :L‘a=—-2‘, @ =3, xgr=—-

Observafii. 1) Am vizut cX ecuatia reciprocd de gradul IV se reduce la rezol-

varea unor ecuatii de gradul II, ficind substitufia z + e y. Se poate' ariita (exercifiul 10)
@ ;

,
folosind binomul lui Newton, c4 orice ecuatie reciproci de gradul n = 2p se i'educe, folosind
aceeasi substitutie ¢ + LR ¥, la rezolvarea unei ecuatii de gradul p si a p ecuafii
de gradul II. G '
2) In unele munuale mai vechi sint numite ecﬁd;ii reciproce, gt ecuajiile de forma
1) Anz® + ap a1 + Lt ayx - ag =0
dvind proprietatea urmdtoare:
@i = —ap—i oricare ar fi i, 0 g i < n.
Se observi imediat cd dacd n = 2p (numir par) atunci din ap = —app-p obtinemap = —ap si

deci ap = 0.
; L]

Orice ecuatie reciprocy de tipul (1) are ca rid#cin pe = = 1. Atunci, conform teoremei lui
Bézout putem scrie: '
pa® + e @™ + .+ 44z + g = (2 — 1) (bp_gz® + bpga™? + ... + byz + by) sau,
apa® + ap 2™t 4 .+ gz + @y = bpya® + (bn-a — bn—y)a"* + (bn-s — ba-a)a"™* + ...
3 e + (bo — by)z — by
de unde obtinem egalititile:
an = bp—y, ay = —by,
@py = bn-a — bny, ¢ = bo — by,
ap—3 = bps — bpa, a3 = by — ba.

Din prima egalitate, cum a, = —dy, obtinem by = bp_;.

Din a doua egalitate, cum g, = —an—,;, obtinem b, = by_a.
Din a treia egalitate, cum g3 = —apn—s, obtinem by = by_s.

Continuind astfel obiinem ci bi = bip-1)—i oricare ar fi i, 0 < i< n — 1, ceea ce ne arat
cd ecuatia ;
bn_l.'ﬂn—l + bn_.a.'ﬂn’-s + e blx + bo =0

este o ecuatie reciproci. :
In concluzie orice ecuaie ¢
b a2 + apqz ! 4 . ayx + ag =0
avind proprietatea cd a;i = —an—i(0 < i < n), se reduce la rezolvarea unei ecuafit reciproce de
gradul n — 1.

1. Sa se rezolve ecuatiile bipatrate
a) 2 —10z® + 9= 0; b) a*® — 172 4 16 = 0;

)z —(U + V2D +YV2=0; d) 2" —ba* +1=0;
e) a* — 62 +- 6 =0; ) 62— 5z° +1 = 0;
g) 322 —122* +1=0; h) z* —1=0.

84 se rezolve ecuatiile:

a
a) a2 + (-1—2) = 40; b) |/22® + 72® — 5 = 2 + x;
x

it 2
c) 2+ 3 =14 — 2% d) x‘—(i) = 5.

T

8. 84 se determine ecuatia de gradul IV, avind ca rid#cini:
a) oy = —b, &g =4, w3 = —3, x4=3;
b) Ty =-‘l| Wa-l= '1,7 -'le= i i, $;=‘1:
3 . T 6 6
c) & = —38l, zy = 31, x3 = —2i, z, = 2i;

d) &, = —2, xa = 2, £ = —5, x4 = 5.

4. 84 se determine natura riddcinilor ecuafiilor:

a) 2t — 2(m — 2)x® — m® = 0; b) 4zt 4 ma® 4 9 = 0;

¢) ma* + bz + 1 =0; d) miz* — 2(2m?® 4 8)a® + 1 = 0;
e) 3z — Smaz® — 2m? = 0; 1) 2?22 + 5) — m(a® + 3_} = 3.

5. 84 se rezolve eduatia
ax® 4+ bzt +¢c= 0
gi upoi s# se aplice formula pentru cazurile particulare
a) % + 152 — 16 = 0; b) 2® 4 22— 8 = 0;
c) a®* — 72 + 6 = 0; d) a8 + 12z — 13 = 0.




6. 84 se rezolve ecuatiile de gradul I11:
a) 52° + 312® + 31z + 5 = 0;
c) <5:r:3 — 812® + 81z — 5 = 0;

e) z8 + 4a® + ba + 1 = 0; f) 8z® 4 22% + 2z 4 83 = 0;
g) a®+ 2P+ +1=0; h) 22® + 52® + 5z + 2 = 0.
7. 84 se determine relatia intre a si b astfel incit ecuatia reciproci de gradul I1I
az® + ba® 4-bx +a=0 (a =R, b = R) sd aibii:

i) doud rddicini egale,
ii) toate réd#cinile reale,
iii) dou# ridicini complexe.

D) 2 4+ 3+ 304 2=0;
d) 2$3—¢2+x—2=0;

8. Bd se rezolve ecuatiile reciproce de gradul I'V:
‘a) 22 4 72® + 9z* 4 Tz + 2 = 0;
b) z* + 2®* — 182> + x + 1 = 0;
c) éxf‘—xa+'5:c'-:c+4=0;
d) :z:‘—|—.‘2‘:1:"—a:”+2z+1=0;
e) 2 + 22° — 62® + 22+ 1 = 0;
1) z* + 82 — 22%~ 32 + 1 = 0;
g) a* + 82 — 162" 4 32 + 1 = 0.
9. 84 se determine numirul real ¢ astfel incit ecuatia:

2+ 22° + ax? + 22 4+ 1 =0,
s# aibi toate rid#cinile reale. :

10. Sd se arate ci orice ecuatie reciprocii de gradul n = 2p se reduce la rezolvarea unei ecuatii
de gradul p si a p ecuatii de gradul doi.
11. S# se rezolve ecuafiile reciproce de gradul V:
a) 202° — 81z* - 62z® 4 622% — 81z + 20 = 0;
b) 2+ '+ 2+ 2+ 2+ 1=0;
¢) 5a® — hz? + 5z% 4 522 — 4z 4 5 = 0,

Teorema 9.1. Fie fun polinom nenul cu coeficienti reali. Dack « =a 4 ib, (b # 0)
este o ridicind complexd a lui f, atunci:
1° & =a—ib este de asemenea o ridicini a lui f, -
2° « §i a au acelagl ordin de multiplicitate.
Demonstrapie. 1° Am vizut in § & (proprietatea iii)) cii f(x) = f(«). Cum f(«) = 0,
atunci f(=) = 0 si deci @ este o ridicind a lui f. : :
2° Presupunem c¥ m este ordinul de multiplicitate a lui «. Rezult4 c¥ existd un polinom g
astfel incit f= (X — a)mg si g(«) # 0. Cum b % 0, atunci.« # & Cum f(3@) = 0, atunci
(& — a)™g(a) = 0 de unde obfinem ci g(&) = 0. Din teorema lui Bézout obfinem c¥ existd un
polinom g, astfel incit '
g = (X —@)g. Deci f=(X — a)mg=(X — a)™(X — G)g, = (X — a)(X — &)X — «)mg, =
= [X* — (& + @)X + ax](X — «)m~'g;. Cum & + @ = 22 §i ao = a® + b* atunci
f=(X*—2eX + a® + b?)(X — )™ 'g,. Cum polinomul X? — 2aX + a® + b* are coeficienti
reali deducem cd polinomul f; = (X — «)™~g, are coeficienti reali. Putem si scriem
f=(X* — 2¢X + a® + b%)f;. .
Dacd m > 1 continudm procedeul cu polinomul f;. Cum f; are ridicina « atunci exact ca mai
sus existd un polinom g, astfel incit f, = (X® — 20X + a® + b®)(X — a)m—ig,.
Deci f = (X* — 2aX + a® + b%)(X — a)m~2g, §i polinomul f, = (X — «)m~2g, are coeficienti reali.
Daci m > 2 atunci « este riddcind pentru f; si continuim procedeul cu f,.
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tn felul acesta dupi m pasi obtinem un polinom h cu coeficienti reali astfel incit
f=(X*— 20X + a® 4 b’}mk = (X — a)™X — &)™h.

Din aceastd egalitate rezulti cil (X — @)™| f. De asemenea (X = E)’"’H-‘- nu di_vide pe f, deoarece
in caz contrar am avea c# () = 0. Cum h are coeficienti reali atunci o = « este de asemenea
o rhdkcind alui h i deci X — a | h. Dar atunci (X — )™+ | f ceea ce contrazice faptul cd o are

inul multiplicitate m. ,
ordm.ull: ioncluzli)e « este o rdddcind cu ordinul de multiplicitate m. Aceasta_teoremé estﬁ
foarte utild in multe aplicatii cind se cere determinarea réd#cinilor unui polinom (ecuafii
algebrice) si ¢ind se cunoagte o radégin’é complexd a sa.

Ezemple

1) 84 se determine ridicinile polinomului /
f= X*— 8X®— X* 4 9X — 18, stiind cd admite rddicina o =1 + i)/ 2. = L
: Conform teoremei 9.1 polinomul va avea ca réddcind si pe oy =1— i)/ 2, deci se
va divide cu :

(X =1 -iWIX =142 =X -2X+3
Efectuind impirirea lui f prin X2 — 2X + 3 se objine descompunerea
f= (X*— 2X + 3)(X* — X — 6).
Polinomul g = X* — X — 6 are riddcinile a3 = —2, aq = 3.

2) 84 se arate cd polinomul f= (1 + 5, o b X)%+2 _ 1 este divizibil cu
X4+ X + 1

=t iy =1 —il 2 :
Ridicinile lui X% + X 4 1 sint « = —i2—1—[/— sif= e Pentru a arita

cd f se divide cu X* 4 X'+ 1 = (X — ) (X — B) trebuie sd aritdm cid f(«) = f(B) = 0. Dar
cum P = @ este suficient 4 dovedim cd f(a) = 0. Intr-adeviir

flo) = (4 + o)t (o £ ¥y,

i ; 6hH1
Dar o® + o+ 1 = 0 si deci © + @ = —o?. Obtinem atunci f(«) = (—a’) ke
¥ (__ma)ﬂk»l-z__ | = —glthtd  A%H4 4 — (@)™ o — (@®)t* -t — 1.
Cum o® =1 avem ci f(m)=—a“—q‘—'l:-—a.“—a-aa—'i: —af—a—1=—(a?+

B - 1) = 0.
Deci f(a) = 0, ceea ce trebuia dovedit. .
3) Fie polinomul f= X°® 4 X® 4 3X* 4 2X° + 3X% 4+ mX +: '1 8% se determine
m stiind ci admite ca raddcin# pe i i apoi s se gseascd celelalte rddécini. .
Cum i estesrid#icind trebuie si avem cd f(i) = 0. Deci i® + * + 3i* 4 2i° ot 3i* + mi +
44 =0 de unde obfinem c¢i —1 4 i+ 3 — 21 — 3 + mi 4+ 1 =0 sau {m—i}x.=.0 si deci
m = 1. Cum f are ca raddcind pe i rezulti c# are ca rdd#cind §i pe —i. Deci f se divide cu pro-
dusul (X — i)(X + i) = X* 4 1. Deci f=(X*+ 1)(X* + X* + 2X% 4+ X + 1) .
Ecuajia z* + z* + 22° + z + 1 = 0 este o ecuatie reciproc de gradul IV. fmpértim cu

x® si obtinem

1 4
R BV i e dlU
z @
Notim y = = + & . objinem ecuatia de gradul Il in y:
e

gt g0
i ]
\
care are ridicinile y, = 0,51 ys = —1.
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2 1
Ecuatia z 4+ — = 0 are rddicinile z; = i, =, = —1i.

. X
! i ) —1+il/3 —1 i3
Ecuatia z + - —1 are ridicinile x; = 3 Jire= - 3 4 . Deci polinomul
are ca rddicini: ‘ e
.'111=i, .'L‘5=—-i, g;a:i, x‘=_i’ x5 = —1{;1[/3’2‘:‘: _i_éil/s'

R#d#cinile i i —i sint duble.
In continuare vom da citeva consecinte ale teoremei 9.1.

Consecinga 92. Orice polinom cu coeficienti reali are un numir par de ridicini
complexe (care nu sint numere reale).

Din aceastd consecin{# rezultd imediat:
Consecinga 9.3.

Orice polinom cu coeficienti reali de grad impar'are cel puti
ridicini reali. ' 3 ¢ Bl

Teorema 9.4. Orice polinom f =g, + a,X + ... +a,X de grad >1 cu coeficienti
| reali este un produs de polinoame de gradul | sau gradul Il «cu
i coeficienti reali, adici poate fi scris sub forma ; ;
(1) f=an(X—ay ... (X—ap)tp (X24 by X+ €)1, (X2 4 b X+ )"
unde o), oy, ...,0p E R §i b} —4c, <10, t;f—-}cs < 0.é= : S)_s

Demonstrajie. Conform consecintei 7.3.4 f are descompunerea (2)
[=a,(X — ﬂl)uh‘(X — o)t ... (X — o))" unde ay, ay, ..., «, sint ridacinile lui f.
Presupunem cd o), ay, ..., @ sint toate riidicinile reale ale lui f. Ridacinile
Upy1r o+ % Sint complexe. Ludm rédécina a, ., care are ordinul de multiplicitate
kp . Cum &, ., este o ridédcind a lui f, existd o riddicing o, 4i(t =>-2) astfel incit
%pi; = pyy. Dupd teorema 9.4 avem ky,, = ky,.. : ‘
In descompunerea (2) grupdm factorul (X — «, )"+ cu factorul

) (X — apyi)tori = (X —
Notdm 7y = kpyyy by = —(opiy + Xpopy) 8i ¢y = o
. Atunci in descompunerea (‘21))+;1parep-ll'ftxctémul1 P s
(X — oppn)®’pii(X — dpyy)torn = (X2 4 5, X + ¢,)", unde by, ¢c;&R. Dacéd in con-

tinuare procedam la fel cu toate ridacinile complexe ale lui # desco
a lui f se scrie sub forma (1). 5 j o oD s e

= h
Opt1)" pige

1. Sd se arate cd dacd e % b, polinomul f = a¥* + X2 4 X + 1 nu are ridicinile +i.
2. Si se determine ¢ si b i apoi s4 se rezolve ecualia
2 — 72 + Ma* Fax+b=0,a,b=R
stiind cd 1 + 2i este radicind a ecualiei.
8. Fie ecuatia

' + .(2a +1)2* + 2(a +1)22* L ba +c=0,a,b.ceR cu a = 0. S% se arate ci aceastd
ecualie admite cel mult dou# ridicini reale.

1

4. S4 se determine ridacinile polinomului
F=X'4 X5 L 3X' 42X 4 3X% L X 4
stiind cd admite rid#cina i.
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B. S& se rezolve echafia :
o — 32+ 5 —bx 4 2=0

stiind cit admite rddicina 1 4 i

8. S# se rezolve ecuafia
=L L 6 —hx+5=0
stiind c# admite riddcina 2 — i.

9. Fie ecuafia
—a —ar+1=0cuacsRsi|a] <1.

Si4-se arate e toate ridicinile sint-de modul 1.
8. Si se determirie m §i n si apoi si se rezolve ecuatia
B —a+mat+ 224+ n=0
stiind c# admite rid#cina 1 + i.

9. Stiind‘c4 polinomul f= 3X* — 5X° { 3X® 4 4X — 2 are rddicina 1 + i, s se glsdascd
celelalte ridXcini si 4 se descompuni polinomul £ in produs de polinoame de gradul I gi IT
cu coeficienti reali. )

10, 84 se descompun polinomul f = X* - X2+ 1 in factori cu coeficienti reali.

11, S# se descompuni in factori cu coeficienti reali polinomul X* - 1. ‘

12. Fie fsi g dou¥ polinoame nenule cu coeficienti reali. Dacé polinomul f(X?) + Xg(X?) este
divizibil cu X® + X + 1, atunci f si g au ridicina 1.

18, Fie f si g doudl polinoame nenule cu coeficienfi reali. Daci polinomul f(X?) + X%g(X?),
este divizibil cu X* 4+ X + 1, unde n este un numir natural care nueste divizibil cu 3, atunci
f si g au rdddcina 1. : ;

14. 84 se determine polinoamele cu coeficienti reali de gradul cel mai mic care au ca ridicini:
a) riddcina dubli 2 si rédicina simpld 1 + i, o
b) rddécina dubly i si rédicina dubld 2 — i,
¢) riid4cina triply —1 — i gi réd¥cinile simple 1 §i —1.

16. S¥ se rezolve ecuatia g .

(o + " + (2 — i)» = 0
si s4 se arate c# are toate ridicinile reale.

16. S4 se arate cil polinomul

‘ X4a+ 'X4b+1+ ch+2+ Xid+3

a, b, ¢, d fiind numere naturale, este divizibil prin X* + X* + X 4 1.

Fie f un polinom nenul cu coeficienti rationali §l a +]/-5
(ua,bc Q. b>04 |/ be Q) o ridicini a lui f.

Atunci:
1° a— VE este de asemenea o radicini a lui f;

2° o+ |/ D si a— |/ b au acelasi ordin de multiplicitate.

Teorema 101,

Demonstragie. 1° Conform proprietitii iv) din § 4, ‘avem fla £ |/8) =
=A+ BYb. Insg f(a+ /) =0,deci 4 + B Vb =0 Dac# B#0 atuncil/b = —% =0
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Dar |/ & @; deci trebuie ca B = 0. Cum 4 + B}/b = 0 ohfinem ¢ A = 0. In acest caz

f(a - l/ob) =A— BYb=0, si deci a — 1/ este de asemenea o rédicini a lui f.
2° Presupunem ci a + |/ % este o rad¥cind a lui f avind ordinul de multiplicitate m. Deci

f=[X—(a + V)" 5i gla +1/3) 0.
Cum a — /% este o rddiicind a lui f avem f (@ — |/'F) = 0 si deci

[e V% —(a +1V/B)"g(a—1VB) = 0
sau
_ (~2/Bela — V) = 0.
Cum b £ 0, atunci trebuie ca g(e —/5) = o.
Din teorenla lui Bézout putem scrie g = [X — (a — v/ 5)]g,, si deci f=[X — (a4 Ve x —
— (o — ,:/b)]gl =[X*— 22X + a® — b -[X — (a + V/B)]" Y, | '
Cum X® — 2aX 4 a® — b este un polinom cu coeficienti- rationali, rezultf c# polinomul

f1=.[X'—(l'l+l_/—b m—1 g iie . . s .
A2l )] g are coeficien}i raionali. in continuare se procedeazi exact ca in

Se obtine ¢ a — /3 este o rdd#cin¥ avind ordinul de multiplicitate m.

Observatit. 1)+ Teorema 10.1 se aplici numai atunci cind polinomul cu coeficienti

‘rationali are o rdddcindg pdtraticd, adick un numir real de forma a 4+ 1/-5 unde & > 0 si

Vb nu este un numir rational.
2) Teorema 10.1 e mai éste adeviratd cind polinomul f nu are coeficienti rationali.
Pe exemplu, p.olinomul f=X—-¢2+/3) X+ (Ve+vI—v3- 1) are coeficienti

nu tofi numere rafionale. Ridicinile lui f sint 1 + /2 i V'3 — 1. Se observi ci f nu are

si riddcina 1 — /2.

Egzemple. 1) S4 se giseasck radicinile polinomului

f=X'—ax® | X* | 6X/-+ 2 stiind ci admite rdddcina 1 — /2. Din teorema 10.1 rezultd

cd f are si riidicina 1 4 /' 2. Deci f se divide cu 9 o)
produsul [X — ('1 — |/2 [X — 1 2] =

= X* — 2X — 4. Efectuind impirtirea lui f cu X* — 2X — 1, f se scrie ¢ ey 3]

f= (XY— 08X —A)[X"—~ 2% — 8),
Ridcinile lui g = X* — 2X — 2 sint 1 — /3 5i 1 + /3. Deci f are riddcinile 1 —/7;
1+V 21 —/3; 14+ /3
2) 84 se determine un polinom f cu coelicienti rationali de gradul cel mai mic care admite

. ca r.'idﬁcin_i pe 3+ isi1 — ¢/ 2. Intr-adevir, acest polinom trebuie si aiba si r#d#cinile 3 — i
si 1 +1/2 Atunci f se divide cu produsul

(X —@B+iX—3-ilx -0 —-v2)Ux—-0+2)]=
= (X?—6X 4+ 10)(X* — 2X — 1) = X4 — 8X° + 21X* — 14X — 10,

Deoarece ultimul polinom are coeficienti rationali, rezulta o f = X% — 8X® 4+ 21X* — 14X — 10

~

Teorema 10.2, Fie f=ay+ 0, X + ... 4+ a,X™ un polinom de gradul n-(n>1)

cu coeficienti intregi. Dacid « .-=£(p. q numere prime Intre

ele) este o riddcind ragionald a lui f atunei:
1° p divide termenul liber a,;
2° q divide coeficientul termenului de grad maxim a,,.

Demonstragie. Cum f(ﬁ) =0, avem
q

. 2 7
(1) : gy + ol £ +%(£) + el (1) =0.
q q q :

Inmultind (1) cu g¢*, obfinem ‘
@og™ + @pg™" + g™ + ... + G 1P + anp”™ = 0,
de unde obtinem
: (2) L dp p(—a g™t — aypg" ™ — ... — ayp"™)
ﬁ (3) anp® = g(—aug" ™ — apg" — v — @ qp").
Din (2) rezultd cdl p| @,g". Cum p gi ¢ sint prime intre ele, atunci p §i ¢" sint prime

intre ele gi deci trebuie ca p s dividd pe a,.
Analog din (3) rezultd cé g¢| a,p". Cum p si ¢ sint prime intre ele obyinem

cd ¢ divide pe a,.

Consecinga103. Fie f=ag+ X+ ... + a,X®, un polinom cu coeficieni in-
tregl. Daci o = p este o ridicini intreagd a lui f atunci p este un

divizor al termenului liber a,.

Demonstrajie. Cum o = p ='% atunci aplicind teorema 10.2 se

obtine ca p| a,.
Ezemple. 1) 54 se determine rad¥cinile polinomului
f=X'—2X°— 5X° 4 8X + &
Mai tntii incercim si vedem dacH f are ridddcini intregi. Acestea, daci existi, se gisesc printre

divizorii lui & care sint 1, £+2, +4.
Se vede cd f(1) = 6 si f(—1) = —6;

f(2) =0 si f(=2) = 0;
fla) = 84 si f(—4) = 276. ‘ ‘
Deci 2 5i —2 sint rddécini pentru f. fnseamni ¢ fse divid e cu (X — 2)(X + 2) = X? — &,

Polinomul f se scrie
i 3 f=(X®— &)(X*—2X —1).

Réddicinile lui X* — 2X—1 sint 1 — /2 si 14 /2. Deci polinomul f are rédécinile:
B RN v T
2) 84 se determine r¥d#cinile polinon"mlui
f=6X"—17X° — X* 4 8X — 2.
Divizoril lui 2 sint 1, 2, iar divizorii lui 6 sint +1, 42, 43 si 46.
Conform teoremei 10.2 f poate avea rdddcinile fraclionare:

1 1
S e R ks
2 3 6 3

f(1) = —6; f(—1) = 12; f(2) = —30; f(—2) = 210;
83

1 A== = )=o)~ -~
(=3)- -2l - -3 -%
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Rezult ¢ f are rddicinile %gi % Deci f se divide cu produsul (2X — 1)(3X — 1).

Efectuind impirtirea oblinem cid f= (2X — 1){3X — 1){X* — 2.X — 2).
Réd¥cinile polinomului X? — 2X — 2 sint 1 — /3 si 1 + |/3. Deci f are rﬁdéclmle

‘. - A —V3, 1+ /8.

2

1. 84 se rezolve ecuatia 22° — 529 — 22 -+ 62 — 1 = 0, stiind ci admite rddcma 1 + /2.

54 se rezolve ecuatia o — 22° — 2? — 22 — 2 = 0 stiind c# admite ridicina 1 — |/3.
54 se determine rdédicinile polinomului

f=X%— 3X* — 19X® | 91X? — 80X — 50 stiind cd una din riddcinile lui este 3 4 i iar
alta este 1 — |/2.

S84 se determine ridicinile polinomului

f=X*— 5X* + X® + 6 stiind ci admite riddicina 3 4 |/3.

Si se determine rddicinile polinomului

f= X%+ 3X% 4 X°— 5X® — 6X — 2 stiind cd admite ridicina V2.

8. B4 se afle rddécinile rationale ale urmitoarelor polinoame:

a) X* 4 83X — 14;

b) X* — X*® — 12X 4 6X | 36:

c) X% 4 7X4 4 18X° + 22X?% 4+ 13X 4 3;

d) X° 4+ 6X% + 13X° 4 14X + 12X -+ 8;

e) X° 4 8X*' 4 5X° — 50X% — 36X + 72;

f) 6X* — 43X° 4 107.X% — 108X + 36.

4

&

e

7. Fie f un polinom nenul cu coeficienti intregi. Dacid o = £ este o Iractie rationald ireducti-

bild, réd¥cind a lui f, atunci p — ¢ divide pe f(1).

Capitolul |
£ 1,
. 5 el
1. a) SF; b) 15L'/B_T; c) ( ) ; d) egale; e) egale; ) 27 V3 g) SVS h)\/ &
] ]fd
2. a) 2= 1-¥V3, p) (3. 22°)V )y B T e e ¢) @ — 7

d) z<1;e) 2 > —8; {) z.< 8; g) x<§ i h) 2 < —10;1i) 2> —21. 4. a) m> n; b) m>n;

—¥=
¢) m<n; d) m>n. b. mai mari decit 1; b) d); e); mai mici decit 1: a); c); f) 6. a }( ) ;
™

2 g 1+ V6

oG (e
6 5
@ > 0. 8. a) pentru ¢ > 1, da; pentru 0 < a < 1, nu; b) da; ¢) da; d) nu.
§ 2.

l.a)za<1;b) 1<z<1;c) zeR; d)zes(—w, —2)U(1, +w); e)ze (2, 3);
flzeR; g) 2> 15; h) 2 >1;1) 0<a<1. 2 a) logs5; b) logs10; ¢) log;1/2; d) 3. 8. a)
z >4 b)0<.r-.<_E; ¢) z € (—00, —2/2JU[21/2, + ) ; d) z < (1, 5]. 5. a) 2; b) 2
c) 2;d) 2; e) —251) 2; g) 1; h) —1. 6. a) —0,15490; b) 0,28170; c) 1,54407; d) 2,24304;
e) 1,19458. 7. a) E = log,8; b) E = log.3; c) % 8. a) logeE = 2logy41 —5—-113(]05;,141 +

d) (V5) ¥3-2 7 dack 0 < a < 1, atunci 2 < 0; dacd a > 1, atunci

A oz
+ 5102437); b) logeE = 3logq31 + ~(loga41 + 4 logq33) — 2 logal? —% (2 loga23 + loga29);

2p3 3
} logﬁ =2 ]OEGa e (lﬁﬁuﬂ —+ 3]0 ab -t- logac) 9, = 1_2’ h) x = 76 se) o= [ e b) ;
5 59 (@ — B)*

S \/ (a — b) /w '
¥ (a +6)%/ 2ala + b)* .
§ 8.
1. 0; 1; 25 8; —2; —1; —4; 4. 2. 2. 0,778; 1,476; 1,505; 1,477; 2,921,
: § 4.
1 4 2
1. a) 3; b) 5; ¢) —3; d) —5i e B Sig) —k b

)-:— b) % o) = d) =

I
5

2= —1;8e) &y =2, 2= 8. 8. a) 4; b) 1; ¢) d) 1; e) 2. 4. a) 35; b) E,c)24.5.a)

5 : :
2; b) 15 ¢) 3; d) 4; e) xl:]ogﬁa,x2=log5z;f) 0;8) s =0; 2o =1h) 0;i) z;, = 0; 2, =

=1. 6. a) 1; b) lOgg%;L‘) 0; d) 0; e) 4. 7. a) 2;b)%; c) 5; d) & 8. a) 4; b) 2
= ?
3 2
i = =4
e) 2. 9. a) z; =10; 2y =10~ b))z, = #10; 25 = ﬁwﬂzﬂ) z =10, m=10 °; d) x; =

i 1

&
s xa = —+3 . 10, 100. ]1.;;;1:2[‘;“:2". 12. a) z; = 8,y = 2 sau zz = 2, Y = 5;

e | =

i
5
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b) (2,1); ¢) (100, 10): d) (& 2);e) =4, 1= 10 sau zs = 10, yp = 43 1) (1, 1). 18. a) z=

e (—3,—2)U (3, + »); b) 0, 01 < << 10000 ¢) 2 < —4. 14. a) l<ex<8; bl 2z h

. el s 4\ S 31* 4>
16. fmpartind cu 5 obtinem inecuatia: (T] -}- l%—] > 1; functia f(z) = (f) - [g)
' a H " 5

este strict descrescdtoare si f(2) =1 deci flz) > 1 pentru =z < 2. 16. a) pentru 0 <a <1,
0 < z < a; pentru a > 1, x> a; b) pentru 0 <a < 1, z > 5; pentru'ea > 1, 0 <z < B

Capitolul |l
g i

Sy = 4l S;=1:11 4 221 =5 Sn:'l-,i!+2-21+3-3!:23, =
Examinind aceste rezultale, se observii ca avem:

— 14l 4 2-21 4330+ &4l =119

St S == ! S e = Formulim urmitoarea ipofezd: Peniru

orice n>>1, are loc Sp = (n + 1)! — 1. Aceasta se demonstreazd prin induclie malematici.
1

g { 1 2 1 1
S.Avem}’g:i——lzzl, ng[’l:l— (1H—J=——, P,,:[i_ff 1f—][1-—)=
4 4 9 3 4 ). 9 16

b
it 2 1 341 4 +1
e, ‘Ohservém el Pa= 3 , Pa= 1 , Py = 24 -
8 . s Qi

D2 2
n+ 1
2n l

. Atunci, in general, formulim

urmitoarea ipotezi: Pentru orice n = 2, avem Pp = Aceasta se demonstreazdi prin
induclie matematicd.
§ 2. ‘

1. a) {2). b) (4, 5), (5, &)5 ©) (& B, ¥) (275 By (By & 7)s {Bas a), (s @ B) (s B @)
9, a) 5760; b) 322 560; d) nn — 1); e) (n — 3)n — 4); f)u—?ﬁj—i- 8&a) n=17; b) n=26;

: (n+ 2)!
¢c) n=2.
4. a)ne {3, 4,56 7,8 9)xb el 3 kS5, 6). b. 4! = 24
6. 101 — 3628800. B, Dacd lixdm un element din A (pe primul loc) si un element din B
obtinem (m -+ n — 2)! posibilitdli de a ordona celelalte elemente. Dar cum
A are m elemente, iar B are i elemente rezultd ci sint mn posibilitii de asezare a unui ele-
ment din 4 pe primul loc si a unui element din B pe ultimul loe. Deci numirul permutarilor
este mn(m 4 n — 2). 9. Dacd n este numarul de elemente al multimii, atunci 500 < n! <
51 — 600. 11. (n — 1)! 18. 48. 14, .44 = 1 680 moduri; dac

{pe ultimul loc)

< 1000, de unde n = 6. 10. 6! — 5! ]
unul din examene trebuie dat in ziua a 8-a, atunci avem 4 'Ag — 840 moduri. 16. A§0 — 305
.99 — 870. 16. a) (n — 4)%; b) n{n — 1); ¢) InARTy. : r

¢ | Yomed

17. a) n e {9, 10}; b) 195 ¢) n = 10. 18. Trebule si avem Ap = pdn 2 Rezultd cil pro-
blema este posibild dacd numirul p este produsul a doud numere naturale consecutive, adicdt
p = mit + 1). Apoi, se deduce ¢& n = k+m—1.19. a) @, {3}, {&}, {3 4} 20. Clo = 4 060,
et =1

2 -
— 14 535,

, + ... (p — 1
95. C3. 2} = 1680. 26, a) 45; b) 560; c) Ca L (8t oo n—k+1) gy q015

1:2n.. (kK + 1)
(n—HKn—k—1)..(n=20 . 1 g5 o7, a) 6; b) 5; c) 4; d) 17. 28. O clasd

2+ 1)
contine CI,Z submultimi. Asadar se cere si determiném care din nur

R Li

e) Gn—k =

0 o I 13
merele Cp, Cny .0 Cn

parecare ]
’ n—k+1 x- e 5 - p=—k4+1 _
este cel mai mare. Deoarece C',': = ——II—J'_— C;;, L avem Ck S ey dacﬁ——-l——— =
3 o
1 : o n — Kk 1 n+1 .
deunde k < 3=t , dar (‘.i: s C{;, daci ol A <1, de unde k> ——— Daci n=2m
2 1 2 P

‘ i . ;
dinite numerele Chm. Dack n = 2m +41 este un

este numir par, atunci (4 este cel maimare
<n<i1%¢)1 < k< 10§

s ; 1 : _ i
numir impar, Cins1 = CBtl) este cel mai mare. 29, a) n > 14 b) 7

d) k>9. 82. C3ci 4+ C7C} + e

130

99, C4 — 126; Clo = 210. 2. a) C3 — CE +1; b) Ca — .24, C3o-Ch=

§ 8.
. 213 a) z'* — 6az' + 15a%z® + 20a%2® 4 15a%? — 6a®z® 4- a®; b) a® — 5ah + 10a%2
— 10a%® + 5ab* — b°%; ) ‘a® — hal/ab 4+ 6ab ab : L I
b ; + — 4bVab + ¥ d) 27 + 14a® s
; 4 . ‘ 3, @ T 1 4n
+ 280z 4 5602° + 6724 4 448z 4 128. 2. a) —330z; b) 701/2 a®*|/a; c) ,;0, }1;*#
d) 126a% |/ a b, —126 a%® P52 ' - o
286 |
8. a) k=3, b)—g?a“; &) k= 6.
4 k= n= i
k=19.6. n=17. 6. 26. 7. 70¢®. 8. Din dezyoltare, avem nm — (m + p)k = 0

nm — 11(m + — 2 e 4 i : ’

ij_ o ":m 23(m + p) = 5. Scﬁm-nd prima ernlat‘le din ce]u]altgr-' dou# si facind

. k—23 o de unde k = 8.- Apoi, m + p = T e si denarece n

este intreg pozitiv, avem n = 81, cu ! intreg pozitiv s.a.m.d 3m

9. Punem 2% = y* = 1. Atunci dezvolti e : .
. = ' roltind dupd formula binomului lui N S0

cuind 22 $i y® prin 1, obtinem suma cAutatd & ului lui Newfon si inlo-
) G i a coeficie . Astf 00 3 . 3

cu (7 —6)°=1. 10, a) 51; b) 26, cientilor. Astfel suma coeflicientilor este egald

nt+1 ]
k + Cn = Crﬁif, atunci €5 + %C,J, Sl

citul se ob t,ine

1 C" . 1
s
) ) n-+1 M-
(an = 1); b) in dezvoltarea (1 + z)™!' =1 + Chyyz +

11. a) Deoarece

~1 2
(Chyi T Chsa + .+ CEED) =
n—+1

h

3

‘ 2 gl frie. .1
']" Cn—H. sz —f— + C‘Ztl ;,:n.s-l care se poate SCI‘iB: .(_Jl_:F_xLi_ — C()x JF Eﬂ 2
| e n 2 x4+

(wﬂ
-7 T+l = | . . .
o g r:r: , pentru z = 1 se obfine a) si pentru x = &k se obfine b); c¢) Se foloseste egali-
i © k—1/ 3 . .
ta‘r:ga. kCn 7InCnI‘1, d) Se foloseste aceeasi egalitate ca la punctul c¢); e) Dacd §, este
prima sumé, iar S, cea de-a doua se calculeazd §; - iS,. £

B fe sk

§4
8. a) Numirul —102 este al 27-lea termen al sirului; b) nu este; ¢) nu este; d) nu este

4. b) in gir termenul al 8-lea si termenul al 9-lea sint egali cu —72; -¢) nu este 6. d) 3 :
b . DRy
2 3

R 5
Bor 8 i) =01 0,1, 4,25 0)8,1,2, —1,3, —4 6. amy = 0, a0 = )
. 3:5.7...(2k—1)
— [k =1). i
I
B, a) by — 8,0s = 95 bl by = —23, b ——16,9. a) g = 25, ca = &, 15— 437 b) ej5 =10
Gy= 45, Bt == M50, 3) iy — 3.50 X) by i~ o) and= : g ’
12 b b iy 24 ¢) agy —.—100,5; d) ags— 8 —.11.a)28;
};;_1;0;;112.,3) Ei =RATri= 5k hi\ e = R0 RS ) = 38 P===Te) ;au ty =2
=3, 5an @) = 4,‘; E —?. 13, a) y, = —38, r=2. 14, a) 8000; h) 650; c) —24550;
d) 4850, 16, A== 2. 341 : ‘ \
n ) 1-{:. 16. a) 55; b) 1. 17. 100; 19. 2 500. 21. a) Daca

@, 3, y sint trei numere, atunci ele sintin progresie aritmeticidacie -+ v = 2f. Avem

" +a—1 o).

z(e + 1) 2a
precedentd. 28. vezi indicalia de la ; i

problema 21; i) este adeviralad si reciproca; ii) i

a + b+ p==0 este adeviratd si reciproca, - R 5

-+

‘ o
¢ b) vezi indicalia de la a). 22, vezi indicalia de la problema

z+a—1

oF Qs fage i ot - . .
26. Se lace induclie matematici dupd n. 28. b. = 96, b, = 384, by, = 768 sau b, = 96
== 984 = A ! 2N b Y it
by 384, by, 7685 D) bg = —10, bye = —10, by = 10. 81. a) a; =1, g = —3; h) "-"1:‘11
q 1 c) bl 57 101 4
=i Oty =gy =) i = o e B
z H e D AR sp == DiBEaRad] 2 954 T6) : 11 ,dacd e = 1;
) &=
101, dacd = = 1.38. a) Ecuatia devine —*m— T ey
L evine o =0 cu z=£1; b) Ecuatia devine “--7“1';9 = ‘11 s

= OcuzE1. B84 y, = 8, yp = 40, S, = 1 248.
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e v
85. a) nu este; b) este; ¢! nu este. 87. z = L oeh il - dacia + ¢ - % = 0.
. a+ic— 2
38. Numerele &, y. z rezultd din sistemul: zz = ¥*, = + Y= 2y +a),z(z+b) = (y + a)?.
Capitolul Il
§1.

1. a) citul —25, restul 188; b) —27, 132; c) 136, 10; d) —2 342, 0.

2. 87 si 6 525; solutia este unicd. 3. 6, 5, 1, &, 13, 7. 6. Se tine cont de unicitatea impir-
tirii cu rest. 7. 24. 8. Dacd n este par atunci n? este de forma &k; dacd n este impar atunci n®
este de forma 8% + 1 (in particular fiind side forma &k” + 1,cu k' = 2%); nu existd numere pitrate
perfecte care si dea restul 2 sau 3 prin impéirt.irea'la 4,

§ 2.

2. 11, 42 8 Rezulti e=3k+1, b= 3k’ £ 1 si se analizeazd toale cazurile. 4.
1000 =999 +1=27-37+1=237p+ 1. Din formula binomului lui Newton rezulti 1 000k —
—1=(37p+1k—1=2387,1leN. 6. p=3k—1b 6. 9% — 720 are ultima cifrd 0. 8. Avem
{n 4 1)0 = ot 4 Chr?™! + ...+ Ca72 - n® + 1. p41=n*k+1,keN 9 Din (n+1)]
(n 4+ 1)% rezultd cd (n + 1)] n® 4 2% +1—n*—1 deci [n+ 1)]2n. Darj (n + 1) 2(n + 1),
deci (n 4+ 1)| 2n + 2 — 2n. Prin urmare (n + 1)| 2, adici ne {—38, —2, 0, 1}. 10. »* —
—n = (n— 3){n* + 3n + 9) + 24; deci n — 38 este divizor al lui 24, adicd n — 8 € {41, 2,
43, 44, 6, +8, 12, +24}.

§ 3. _

1. a) &; b) 15; ¢) 19; d) 76; e) 12; ) 15. 4. a = —25, b = 85. 5. a = 24, b =9 sau
@ =172, b=23. 6.Dacdd| 2k + 15d|9% + 4 atunci d| 9(2k + 1) — 2(9k + &) decid| 1. 7. Pen-
tru k = 171 -+ 9, c.m.m.d.c. este 17, In rest numerele sint prime intre ele. 8. Dacd (Tl =dl
atunci d’d| ka si d’d| Ib, deci d'd| d, adicd d' = £1.

§ 4

8. 48 si respectiv 1260. 4, 7*-11% &. Fie p un numdr prim, cu plab. Atunci p|a sau
plb; dacd pla si pla + b atunci p| b, absurd. Celelalte situatii se trateazd analog. Dacé ¢ 51 b
au paritali diferite atuncia 4+ b si @ — b sint impare si dacd p| e 4 b, atuncip|a -+ b+ a—b,
deci p|2a, adicd p|a. Prin urmare pla + b — a, absurd.

6. Dacd d|a si d|b, atunci d|a + b, deci d = £1.

7. Avem/(a, b] = 9°°% _ 4 b Decigh| ¢, deoarece ¢ este multiplu comun pentru a si b.

(a;b)

8. Daci p|a §i pl be, cu p prim, atunci p| b sau p| ¢, absurd.

9. Avem —— ﬂ—, eci - ¢, dar ——b—- este prim cu —E—, deci
: (a, b) | (@, b) (a, b) | (a, b) (a, b) (@, b) (@, b)
Prin urmare, b| (e, b)e. Rezultd cd — | (a, B) - Lo s oy ~ este prim cu =
¢) (b, )

(b, ¢) (b, ¢),

(“}b)=adi0ébl (@, b) (b, ¢). 10. Rezulti din descompunerea in factori primi

3

deci

(4
a lui [L,$i b. :

11. Din teorema de descompunere in factori primi. 12, Din teorema de descompunere in
factori primi aplicatd lui a si b.

18, 67 4 1 = (203 4 1 = (20 + 1)(2°" — 2 +1). :

14. Daci n = p(p — 1) cu p prim, p==2, atunci 9p(p-1) — 1 = (20~ — 1)k, si din
teoremp lui Fermat avem p|2P~'—1. De exemplu (6, 2% — 1) = (6,63) = 3. 16. Trebuie
i avem 3" = 10°k - 1. Pentru fiecare n & N considerdm restul impartirii lni 37 la 10
Putem obtine doar 10° resturi distincte, deci existd n; > ns, astfel inett 108] (8™ — 3™), deci
10% | 3™ (3™~ — 1) si deoarece (107, gM) — 4, rezultd 10°| 3™~ ™ — 1, adicil giisle o — 405
17. Deoarece 10° si 1 979 sint prime intre ele rezultd ci existd k, 1 = N* astlel incit:

10° - k — 1979 = 1, deci
105 k41978 = 1978 19790 + 1, deci

0% 1+ 1978 = 19791 4 1).

T R L Aty R e, D RN A e (i N

Capitolul IV
§—i84

3._f +‘f = (ag + d"_) 4 (ay + @)X + ... + (an + a@n )X"®; numerele a, + @y, a; + Gy, vy
<y Op + @n f"ﬂt I"eale; T = ao@y + (ae@, + a180) X + (ayds + a;8;, + a2} X® +. ... + apanXn,
numerele ag@,, ag@; + 0,89 + au@s + @18, + @iy, ..., andy sint reale. ‘

4. grad (fg) = 0=>grad f +grad g=0=grad f=0=f = C.

6. a) m:'l::gradf:[); m=2=gradf =2; mzk12=gradf=3; b)m= +i=
=gradf = 1; mtr":‘ﬂ:l =grad f = 4; 7. Dacd f = a, + a X + ... + apXh4 ... 4 ap X", dacd

ap 3= 0ludm g = —apy APt — 0 — ap X" dacd ap = 0 ludim g =
1 i : ; = g= Xk — ap XRH — | — ap X7
9. f=1—5X +2X%10. f{0)>0=b>0; f1) S 1=a<1; 1L f(X) = :
§ b.

loa)g=X'4 X*— 9X* —$X — 8;r=7X +20;b) g=X — 6; r = —7X* — 97X |
-|—7;c)g=X2+2X;r=—éX+2;d}q=X2—X;r=_'Y2+2XA6'&)q:XC‘—X‘J‘—
“X3+X2+X_1; r=0.‘ ” q:.qu__X19,+X17_X13_X15.+2,X'14_Y]S_xlz_’_'
LB, e o U G SR R I B RS By (L i e TS 0N r=E].
. 2. Se scrie f = (X% — 5X + 8)g + 2X — 7. Cum f(0) = —15 i f(3) = 3 se obtine
i = X% — 6X® + 15X — 15. 8. Se aplicd unicitatea formulei impirtirii c,u rest. 4. m = 0 g =
=p—-1.5.a)q—_—Xa—QXz—l;X—w;r:—Q;b)9=X"—2X“+2X“TLX2—X’#5'
r=7;c) =X+ X+ X4+ 1; r=0; d) q:X"‘—&X",—kTXZ—'l%X—;—'M; r=—50;,

g 1
oF g b b e £ 5 e o Al LT e e i, Ll 8
2 ) 8 16 32 64 Al
.2 e Y 47 209 '
= 28 = Bl B Ty, Sap et B
4 37 9 27 27
: 5
6. f=X T.m=—=.8.m=+3.9% a=3.5 =210, X*—2x* — x24 2
$ 6
Bem==8%a=—32 =101, c= —99. Bep=1— ¢ m= —q. 6 a=—9, b=19,

7. In general, nu. 8 si 9. se aplicd teorema 6.2.4. 10. a) X3 4+ 1; b) X2 — 2X + 2; ¢) X* —
— X +1;d) X+3;e) X*4 X +1;0) X2—21/2X —1;g) 1; h) 1; i) 1. 11. Se aplici

teorema 6.2.4. 12. A =n, B = —2 — n, 18. Se aratd cd c.m.m.d.c. este 1.
§ 7.
1. Se scrie X —4X 4+ 3= (X —1)(X —3), a= —4, b=23.2 —1, 2112
8. m=20;0,2 4 4 a=—5,b=1.b6. 22 — 2® — 4z + & = 0. 6. 2> — 22" — 627 +

+ 202 — 192 + 6 =0.7. a) (X —1)*(X + 1)3X — 4);b) (X — 1)3(X — 2); 2 (
i ( .){ )i b) 15X —2)e) B - )X —
8. Se foloseste teorema 6.2.4 si teorema D’Alembert-Gauss. 9. S i i

€ 2.4 5 : - s. 9. Se aplicd concecinta 7.3.4.
11. A S{;vedea exerc_nltlul 9.12. Dacad f = ay 4+ a, X + ... + an X" atunci f(f(X)) — f(X) = (anf"—
— ap X .) - fﬂn-1f" — A XY + . 4 ay(f — X). Se tine cont cd fh — Xkse divide cuf —
: X oricare ar fi1 < k< n. 18. a) Dacil « este o riddcind a lui X% + X 4+ 1 avem o® = 1 si
(o | = 0. Dar (o 4 1)%+t | gfntd = (—p)intl | (gf)n g2 — g L o = 0 fn conti-
nuare se aphcﬁgteorema 7.2.3. b), d), e) si f) se fac ca exercitiul a). ¢) (X + 1)+ L X +
i2:2(X+1)[(X+1]3]“+X+2:(XZ+2X+1)[X[X2+3X+3)+ L STEE
i H;E' + 383X 4 3) — X — 2)[X!X* 4 38X + 38) +1]* + X 4 2. Se dezvolti apoi paranteza
[X(X* 4+ 83X + 3) + 1]™ dupd binomul lui Newton.

14. a) Facem schimbarea de variabild z = Y 2_ 2 in ecuatia datd. Obfinem (y — a)s -+
e A i
2 2
b) in ecuatia dati se face schimbarea de variabild z = 2y. Ecuatia cdutaty este 8y® +
+ 4ay® 4+ 2by + ¢ = 0; ¢). Din egalititile y = a2 si z® + aa® + bz + ¢ = 0 eliminim pe z.

“Oblinem y(y + b)* — (ay + ¢)* = 0.
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15.m=£53.1e.x=6.17.f+pq+g:0. 18. a) 1 + /3, 1411/2, b) 1+ 2,
—9 Lt o) *1:‘51/5 , ﬁjﬂ;[/“.w. 44%,1,%53—1,1, 3.

-
= af‘ — !m‘iu.g + 2a5 — &a,as.

2 9 2 2 oy § o4
0. zi + x3 + 23 = al — 2as; 21 + T2 T X3 .
s —1 are ordinul de

23. 3. 24. —1, —1, —1, —1, —2. 2. 1 are ordinul de multiplicitate 2,

multiplicitate 3.

§ 8.

' o ey eV
Yaal ks, 00 ) Sl i Rl skt & VAT )R T e

* e AR A B
o)k 18 115 2 a8 1) Er =t sk EhE i o iRl
‘ = 1/13 e
0: gl +6; 2% h) A PB, LAy o)k G5~ d) 3 +il/12.

5 2, 1 _0:c) 2+ 1322 + 36 =0; d)at —
3.a)mf—25x”+14&=0;b)x“_aw +1-’447 ;) 2zt + 132* + =

H

— 292 4+ 100 = 0. : '
4. a) se discutid rdddcinile ecuatiei rezolvente y? — 2(m — !e‘)y— m* = 0. IEF:uayla lfiat:‘}
| are 2 réd:&ini reale si 2 complexe; b) Dacd _ 12 < m < oo ecuatia are 4 riddécinl complexe;

dack m < —12 ecuafia are &4.riddcini reale: ¢) dacd m > 0 ecualia are & riadicini complexe;

dacd m < 0 ecualia are 2 riddcini reale si 2 complxe; d) ecuatia are 4 rédﬁcir'ui_reale oricare al: f;
m <= R; e) are 2 radicini reale si 2 complexe; f) Riddcinile ecuatiei rezolvente sin

38 1 Dacd m < —1 ecuatia are 4 radicini complexe; daci m > —1 ecualia are 2 ré-

R = * : ¥

dicini reale si 2 complexe. ] e o i
5. Se face substitufia g = y. 6. a) —1, =5, — = h) —1; - : » ) 1,5, = 5

AL T g i%_V;’ P 4,1_%_{;@; g) —1, +i; h) —1, —=—
A

el i 5 : .
' i) (b — ) (a + b) > 0; ii) (b—3a)(a+b) <0 8 a =2

7. i) b = 3a sau b = —a gh ¢
s praie o s = T 14 i)/38
-__,_L_ __———-—-—_1 +1iV/3 i) QiiVS,———*Siﬂgl/B SR :|:l|/3,—-ﬂ‘—_: d) —*-__ih__'
o 2 o _
I T Ve A e =
=BAEAVE 4 g l%’-@-;r) }_%/_a —2 £/ Tig) —2'/ , =32V 2
2 1} g ? 2

0. Se pune condifia ca aceastd ecuafie s

i VA td este y* 2y +a — 2= .
B , +co). 10. Fie ecualia reciprocd

aibd ambele rid#cini apartinind intervalului (— co, —2) U (2

n‘l
2 =E im cu zP si obtinem (1) aspaP + — +
axpzP + aﬂp_,m—p—/l SN g -y =100 imparfim cu 2P s1 obl (1) aap o

L agpyal " + 'T:,le -t r-m—:i—]— + app_gaP™ 4 IZ: = = 0 facem sub:,titut,ia z + —1: —

— y. Dupd binomul lui Newton avem yh = zk I%l+ G (:c*“l‘1 e ?) S 51 (:o:h“2 +
1

ey ] TS : |

Dind valori lui k=1, 2, ..., p se determind z* + o in raport cu yk, yh=', yA?, r Ecue;tla

(1) se transiormd {ntr-o ecuatie de gradul p in nedeterminata y. 11. a) —1, -i. -5-,

Vi e i3 1 EilT P i/T /T
/S EVE g ARWE, SHVE, Ly LR, 2EEE
2 ‘ ' 4

£, FlEl = b = el B @' = 57,0 = B0 S Ot = 1 4+ 9.
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8. Reducere la absurd. Rezultd cd toate rdddcinile sint reale. Dar (@; + z3 + x5 - a4)® =

n
e SIS R S zyw; e (20 + 1) = D af + (2a + 2)°, absurd. 4. f = (X*+
- 1ST<ish i=1 ]
F )X X 42X+ X 4) = (X 4+ U)X+ X 4 1), | 5i —i raddcini duble si @, =
el e . 5 ; A B e .
i T b f=(X*—2X + 2)(X* 4+ X + 1) deci 141 si e 6. = (X" —
— &X 4 5)(X? 4 1), deci 2 4+ i si 4i. 7. Se demonstreazd ci existd a, b &R astlel incit f =
= (X* — 2cosaX + 1)(X%® — 2cosb X + 1), cosa $i cos b sint rddicinile ecualiei 22* — ax —

— 2 : =y
4 =0 adins == Es 4“ ards si finind cont'cd | «| < 1 avem|/«* 4 8 < 3. Ridd#cinile lui 7
sintcos.a 4 isina siuosb + isinb. 8 f= X} X* — 2X + 2) + X(X?— 2X 4 2) + mX2 + n,
m=n=0; 1414, 0 i —1. 9 f=(X* — 2X + (3X* + X — 1) = 3(X* — 2X + 2)
[XJr’l —:}/13](}{_ 1 +5I/H) L =l iﬁ[/w _
10, f= X' 490 4 — X (P = X 1) (X X+ 1), 1. £f= X 4 2X* +
+1—(V2x)2 = (X2 —)/2X + 1) (X2 +)/2X + 1)
12. Dacd « este o rddicini a polinomului X* 4~ X + 1, atunei cum X? + X 4 1] f(X?) +
+ Xg(X°) avem f(1) 4 2g(1) = 0 =f(1) = g(1) = 0,
+ 18. Sefacelafelca12.14, a) f= (X — 2)%(X* — 2X 4 2): b) f = (X° + 1)} X* — 4X |

: n )
UURE el == (I X T o ERR 15.[i:t_.l_ — 4= cos - isinm= .c—g—.1=
¥ x—1 T —1
- 2k + 1% 2k 41
(24 1 2k \ &t '-'OS( L2 -+ sin - e pin
=C05_fu7.' -+ isin Eﬂ(()g_ ksn_1)=i= .‘.'r, " s
n n —1 1 e CUSIZJ’r £ 1)n4i$5ir1uk —,—Ii):rr
,f. n n
:m:cbgwn
2n

16, X* + X* + X + 1 = (X + 1)(X + i)(X — i) sise aplici teorema lui Bézout.
§ 10.
AL ic P = % =
ey ALSLIAR L = b o SR N B DGR e e i R
4, 3 —1/3 84 1/T —1+11/? 8. /2 b= dvde § ori. 8. @) 2: ) —2, 8 e) =38, —1de
£
=+ 7. Se serie _ﬂl)—-f(ﬁ]=

P! " ' .
o ] Gt [1 o F)ﬁp —qlg™f(1)= p'— q] f1).

4 ori; d) —2 de 3 ori; e) 1,—2,2, —3, —6;f) 2, 3, i.
2

=a1{1-—£]+,a2[1~
q
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in acest paragraf vom prezenta pe scurt notiunea de sistem de _calgul. Mai
precis, ne vom limita doar la acele elemente necesare intelegeril functiondrii unui
astfel de sistem in vederea formarii la elevi a deprinderii de a concepe algoritmi
si de a-i reprezenta sub formd de programe ce pot fi executate de cétre sistemul

alcul. _ : _
PE R Reamintim c# prin executarea algoritmilor, anumite valori, numite dat‘nla de
intrare, sint transformate in date de iesire. De asemenea executarea unmji algoritm,
dupé ce a fost elaborat, este o activitate de ruting, férd caracter creator. In dorinta
sa de a se elibera de efortul activitatilor de rutind, in folosul activititii creatoare,
omul a inventat sistemele de calcul, care sint destinate prelucrdrii automate a
datelor. i '
Un sistem de calcul este un ansamblu alcdtuit dintr-un calculator electronic
si dintr-o colecjie de programe. De obicei, prin abuz de limbaj, in loc| de termenul
sistem de calcul se foloseste termenul mai scurt ,,c{_:\lculatoq“. ]

Preocupéri de automatizare a calculului au existat chiar cu I}l‘lﬂte secole
in urma. Semnaldm de exemplu masina mecanicd de calculat construita de mate-
maticianul si umanistul francez Blaise Pascal (sec. XVII) la virsta de numal 18 ani.
Primul calculator cu adevirat performant a fost insd construit in anii 19.43,_ 1944.
In tara noastrd, primul calculator a fost realizat in 1957. ]g].volut;,m tehnicd a cal-
culatoarelor a fost deosebit de spectaculoasd: astdizi existd o mare varietate de

sisteme de calcul, cunoscute sub numele de calculatoare universale, minicalcula-
toare si microcalculatoare.

De un interes larg se bucurd aga numitele microcalculatoare personale care,
datoritd gabaritului mic, pretului accesibil si simplita{ii in exploatare au d(f_vgn:t
echipamente de calcul utilizate in domenii foarte diverse: invd{dmint, me '10{;11,
productie ete. In principiu, un microcalculator personal are structulra din uflguvrag' 1.

Memoria internd este un bloc de circuite electronice, destinat pdstraril in-
formatiilor (programe, date de intrare i de iegire ete.). Conceptual, ne put{em;e«
prezenta memoria internd ca un ansamblu de celule numerotate cu 0, 1, 2,...

ﬂ Unitate cent
|

Numérul de ordine al unei celule de memorie se numeste adresd. Fiecdrei variabile
prezente intr-un program i se rezervd una sau mai multe celule in care este pistrata
valoarea curentd a variabilei; prin adresa unei variabile intelegem adresa primei
celule de memorie rezervate ei. :

Adresele sint reprezentate prin numere scrise in baza 2, de lungime fixi.
Astfel, pentru calculatoarele HC-85 si TIM-S adresele din memoria internd sint
reprezentate prin 16 cifre binare; de exemplu adresa 14 este reprezentatd prin
numdrul binar 00 ... 01110. Evident, cea mai mare adresd este o succesiune de
16 cifre egale cu 1, adicd numérul 2' — 1. Prin urmare, memoria interni a acestor

calculatoare are cel mult 26 celule.

Pentru numdrul 21° = 1 024 se utilizeaza exprimarea Kilo (notatd K adica:
1024 =1 K). Deci calculatoarele amintite au o memorie internd continind cel
mult 64 K celule. Calculatoarele mai puternice au dimensiunea memoriei expri-
matd in Megacelule (1 M = 1 024 K).

Unitatea centrald efectueazd operatii de prelucrare gi controleazd activitatea
celorlalte componente ale sistemului de calcul. Functionarea sa se bazeazd pe o
combinatie miniaturizatd de circuite electronice, numitd microprocesor.

Unitatea centrald este alcatuitd din unitatea aritmeticd st logicd si unitatea
de comandd. Unitatea aritmeticd si logicd realizeazd operatiile elementare ale
procesului de calcul : adundri, scdderi, inmultiri, impértiri, comparéri de numere ete.
Unitatea de comandd pregdteste unitatea aritmetica si logicd pentru efectuarea
operatiilor elementare; de exemplu in cazul operatiilor aritmetice, unitatea de co-
mandd comunicd unitdtii aritmetice si logice adresele operanzilor, tipul operatiei
si adresa unde trebuie memorat rezultatul. De asemenea, unitatea de comandi
asigurd efectuarea operatiilor de citire si scriere, precum si executarea instructiu-
nilor in ordinea cerutd prin program.

Prin echipamentele periferice se realizeazd legdtura dintre om si calculator.
Astfel prin tastaturd (un echipament asemanétor unei masini de scris) se introduc
in calculator algoritmi sub forméd de programe, precum si date de intrare. Cel
mai uzual mod prin care microcalculatorul ne prezintd rezultatele prelucrérii
(datele de iesire) este afisarea lor pe un ecran de televizor; ele pot fi de asemenea
scrise si pe hirtie, dacd dispunem de un dispozitiv numit imprimantd. Caseta mag-
neticd este folositd pentru a memora programe gi date, in vederea utilizédrii lor
ulterioare.

Dupéd capacitatea memoriei, puterea de calcul a microprocesorului si dupi
clasa de aplicatil pentru care sint destinate, distingem urmétoarele tipuri de micro-
calculatoare:

1) personale, cu memorie intre 16 K i 64 K (Sinclair-Spectrum, Commodore-
64, si calculatoarele roméanesti HC-85, TIM-S, COBRA etc.);

2) semiprofesionale, cu memorie de aproximativ 128 K (Apple-2);

3) profesionale, cu memorie pind la 1 M sau chiar mai mult (IBM-PC).

Doud microcalculatoare de tipuri diferite, care au proprietatea ci pro-
gramele concepute pentru a fi executate de unul dintre ele pot fi executate
si de celidlalt, obtinindu-se aceleasi- rezultate, se numesc compatibile intre ele; de
exemplu calculatoarele roménesti HC-85 si TIM-S sint compatibile cu calcula-
torul Sinclair-Spectrum.

Cealaltd componentd a unui sistem de calcul — colecfia de programe — este
indispensabild pentru functionarea sistemului. Aceasta contine o serie de pro-
grame specializate ce alcituiesc aga numitul sistem de operare, care ajutd pe utili-
zalor la punerea la punct a propriilor sale programe gi supravegheazd executarea
acestora de cétre calculator, simplificindu-se astfel activitatea de programare.
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Un rol important il au programele numite compilatoare si cele numite interpretoare,
care controleazi corectitudinea programelor prezentate pentru executie si le trans-
pun intr-o formé acceptatd de unitatea centrala. :

in afard de sistemul de operare, colectia mentionatd mai contine programe
pentru rezolvarea unor probleme frecvent intilnite cum ar fi: caleulul = valorilor
unor functii, rezolvarea unor ecuatii si sisteme de ecuafii etc. Acestea pot i astfel
folosite direct, scurtindu-se in consecintd efortul gi timpul de programare.

§ 2. Elemente de programare in limbajul BASIC

2.1. Reprezentarea algoritmilor (recapitulare)

In clasa a IX-a algoritmii au fost prezentati sub formd de scheme logice sl
sub formd de programe intr-un limbaj algoritmie.

Ne vom miirgini in acest paragraf la a reaminti forma instrucfiunilor si la
prezentarea unui nou exemplu. '

Instructiunile ce pot apare intr-o schemd logicd sint cele din figura V.2.

Fig. V.2

Instructiunile limbajului algoritmic au urmédtoarea formi:

1) eciteste al, ..., an 2) serie al, ..., an
3) ve—e 4) stop
5) —dacd p atunei S5, 6) —daed p atunci S
altfel S,
=El —

—eit timp p 8)-—pentru v = a, b, r
S ] S
_[] : L

~J

Exzemplu, Si se scrie un a]goritn’l care pentru orice z > 0 caleuleazd valoarea n = (V=]

Stim cd 7 = [} z] daci si numai dacd n < V& <n-+1, ceea ce este echivalent cu
n* < < (n + 1)% In concluzie n este cel mai mic numdr natural cu proprietatea z < (n + 4l
Algoritmul pe care il prezentdm calculeazd succesiv pétratele numerelor naturale si se opreste
cind se depiseste valoarea z.

Vom folosi trei variabile $i anume n2, impar si n, unde valoarealui n2 va fi n? iar valoarea
lui impar va fi 2a + 1. Deci tripletul (n2, impar, n) va lua succesiv valorile:

(0, 1, 0), (1, 3, 1),14, 5, 2), .-
Trecerea de la un triplet la altul se face conform instructiunilor:
n2 «<— n2 -+ impar /% deoarece (n -+ 1)> = n®+ 2n + 1 */

impar <— impar + 2 .

n<e—n-1
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Putem acum renrezenta algoritmul in cele doud modalitAti cunoscute:

elteste =z
n2 <— 0; impar <— 1; n <— 0
[* s-a inifializat tripletul */
[* (n2, impar, n} */
i—eit timp n2 < 2
n-2 <— n2 - impar
impar <— impar + 2;n <— n-t1
~J
n<—n—1; scr.[e n

stop

Fig. V.3

Remarcdm ci prin acest algoritm se calculeazi valoarea [Vz] utilizind doar aduniri si
compardri. | 5

Pentru z = 23,1 valorile succesive ale variabilelor sint:

: & l n® l impar |

rn

23,1 0 1 0

93,1 1 “r 59 1

23.1 i e 9

23,1 9 9 3

: 23,1 16 9 n
931 25 11 i

23,1 &

' 2.2. Limbajul BASIC: expresii; structura unui program

ey fq prezent exuist,é un mare numar de limbaje de programare. Printre cele mai
réspindite se numérd urmditoarele: PASCAL, FORTRAN, COBOL, BASIC ete.
; Limbajul BASIC este un limbaj de programare ugor de invitat si care poate
fi folosit pe majoritatea tipurilor de calculatoare, indeosebi pe microcalculatoarele

personale. Pind in prezent s-au realizat mai multe variante ale acestui limbaj i
in anii 1964—1965). mba)’ (prima

Vom prezenta in continuare, in formdsimplificatd, acele elemente] ale limbajului
BASIC suficiente pentru reprezentarea algoritmilor din acest manual.
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In limbajul BASIC, datele cu care se lucreazd se impart in date numerice

(reale) si date de tip sir de caractere.
Constantele numerice au una dintre formele:
1) numir natural in scrierea obignuitd, ca de exemplu: 43 0 - bi; !
2) numdr intreg, care este fie un numar natural, fie un numar naturall precedat
de unul dintre semnele * 4" sau "—"', ca de~exemp}u: — —|—2(3 e -
"3) numdér real, care este format dintr-un numar intreg urmat de "." si apol

de un numir natural; punctul corespunde virgulei din scrierea matematica (zecl-
mala).

Ezemple: — 43.51  + 2.76

4) numir real cu exponent, care este format dintr-un numar intreg Saili
real (numit mantisd), urmat de litera "E’ gi apol de un numar intreg (num
exponent). Valoarea numdrulul este:

mantisd x 10exponent,

De exzemplu urméatoarele constante:
42.576 0.42576E - 2

desemneazi aceeasi valoare si anume 42,576,

42576E — 3

Convenim ca toate literele care apar intr-un program BASIC s fie litere mari.

Constantele de tip sir de caractere constau dintr-o secventa ,de caractere
(litere, cifre, operatori etc.) cuprinsd intre ghilimele, ca de exemplu INFORM A-
TICA". : e e . e
Ca si in limbajul algoritmic, variabilele sint reprezentate prin succesium e
litere si cifre ce incep cu o liter a.

Exemple: N2, IMPAR, N, X1, X2.

Dacé dorim ca o variabild sd ia valori giruri de caractere, aturﬁci" numele el
(format dintr-o singurd literi!) apare in program urmat de caracterul "$". In acest

‘caz spunem cé variabila respectivd este de tip sir de caractere. Exemple: A§, T§.
Operatorii aritmetici sint urmdtoru:
G = 5 / T
corespunzitori in ordine adundrii, scdderii, inmultirii, impértirii i ridicdrn
la putere. _ . Ll e =
Folosind variabile, constante numerice, operatori aritmetici s p?f ari51 eze
rotunde, se pot forma expresit aritmetice, ca §1 in scrierea matematicd uzuald. lva-
luarea lor se face, de asemenea, in modul obignuit, adicd se fac intil rlldlc?rlle la
putere, apoi inmultirile si impértirile, iar la urma adundrile si sciderile; bineinteles,
parantezele pot modifica aceastd ordine.
Ezemple. Urmitoarele expresii aritmetice in scrierea obignuita:
T a

b b (3z — &)%(z — 4y) ¥
= %

(a+b):e a®®

pot fi scrise in limbajul BASIC astfel:
(4 + B)/C At(B1C) AlB/C  A|(BxC)

Se observii c#, spre deosebire de notatia matematicd, numdritorul $i numi-
torul unei fractii, precum si baza si exponentul unei puteri se scriu pe acelasi rind.
Plecind de la variabile si constante de tip gir de caractere putem, de asemenea,
forma expresii de tip sir de caractere, folosind ppe"ratourul y G al cérui efect este
aldturarea celor doud siruri. De exemplu expresia AR" + C are valparea ARC",
jar expresia 'C' 4 '"AR" are valoarea "CAR" (se remarcd faptul ca pentru girurl

operatorul '4+" nu mai este comutativ).

(3*){_411”3*{3?#4*1’} A2
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Plecind de la doud expresii aritmetice, se poate obtine o expresie logicd simpld
prin compararea lor. Aceasta se realizeazd folosind urmétorii operatori relationali:

== &) = > (= i
corespunzitori urmitoarelor relatii matematice
= i =g = < =

Este subinteles faptul cd intii se evalueazé expresiile aritmetice siapoi se face compa-
rarea lor. Rezultatul comparérii este 1 (corespunzitor adevérului) sau O (corespun-
zator falsului).
Egemple. Daci variabilele X, ¥, Z au respectiv valorile 1, 2, 3, atunci valorile expresiilor
logice simple
X<=Y-1Z
sint respectiv 0, 1, 1.

X*Y Y Z ()7 A—A=B—B

Trebuie remarcat cd putem forma expresii logice simple si prin compararea
girurilor de caractere. Specificim doar ca pentru doua siruri de litere z si y,
spunem ¢d z< y dacd z ar apare in dicfionar inaintea lui y.

Ezemple. Expresiile "AB" < "ABC", 'MAC" < 'MAL', "MAMA' (= "MAR" si

"MA" ="WA" au valoarea 1 (adevidrat), pe cind expresiile X" (= "4", X" = "XA"
au valoarea 0 (fals).

Pornind de la expresii logice simple putem forma expresit logice folosind
operatorii logici:

AND OR NOTY

corespunzdtori in ordine conjunotiei (A ), disjunctiei (V) si negatiei (7 ) din
logica matematica.

Astfel (X < 1) AND (A 4 B () 3) este o expresie logicd formatd prin folo-
sirea conjunctiei intre expresiile logice simple X < 1si A + B () 3; de asemenea,
NOT(A { = X) este o expresie logicd. Din expresiile logice anterioare putem forma
alte expresii logice, ca de exemplu (X< 1)AND(A+ B<{)> 3))OR(NOT(A { = X)
ete.

Ca si in cazul expresiilor aritmetice, se pune problema prioritatii de executie
a operatiilor.

Operatorii logici au cea' mai micd prioritate, adic& intrd in actiune la evalua-

" rea unei expresil logice numai dupd ce au fost evaluate expresiile logice simple din

componenta el. Operatorul NOT are cea mai mare prioritate si este urmat in ordi-
nea descrescitoare a prioritatilor de AND i OR. Cu alte cuvinte, intii se efectueaza
negatiile, apoi conjunctiile gi apoi disjunctiile; la fel ca in cazul expresiilor aritmetice,
utilizarea parantezelor rotunde permite modificarea acestei ordini.
Exemplu. Fie expresia logici:
A=B AND B=COR X=Y AND Y =1Z2.
Dupd calculul valorilor expresiilor logice simple 4 = B, B=C, X =Y, Y = Z, se executiicele
dou# conjunctii si apoi disjunctia lor. Este util, mai ales la inceput, si inlocuim expresia logici
de maisus cu urmitoarea:
(A=B AND B=C)OR (X=Y AND Y =Z),

utilizarea parantezelor (desi inutild din punctul de vedere al limbajului BASIC) aducind vn
plus de claritate.

Un program BASIC este o secventd de linii de program. O linie de program
se poate scrie pe una sau mai multe linii ale ecranului; sfirgitul ei se realizeazi
printr-o comanda speciald. O linie de program este formatd dintr-o etichetd (care

1 AND = si; OR = sau; NOT = nu
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este un numir natural) urmaté de una sau mai multe insirucjfiuni separate intre
ele prin ":". Etichetele liniilor de program trebuie sd apard in ordine crescétoare.
Ordinea normald de executare a instructiunilor este cea secventiald; exceptiile de

la aceastd reguld vor fi precizate la descrierea instructiunilor ce o incalca.

Anumite succesiuni de litere ce apar intr-un program BASIC se numesc

cuvinte chete. Am intilnit deja 3 cuvinte cheie si anume NOT, AND, OR, care iden-

tificd operatorii logici.
'

2.3. Citeva instructiuni- ale limbajului BASIC. Functii BASIC

Instructiunile limbajului BASIC sint identificate prin cuvinte cheie ce apar in
componenta lor. Cuvintele cheie sint cuvinte in limba engleza; semnificatia (tradu-
cerea) lor va fi prezentatd la prima lor aparitie. :

Instructiunea de scriere are una din formele:

1) PRINT lista?)

2) PRINT lista;

3) PRINT, lista,
unde lista este formatd din expresii aritmetice, logice sav de tip sir de caractere,
despértite intre'ele prin punct si virguld, virguld sau apostrof.

Valoarea unei expresii este scrisd astfel: :

a) in continuarea valorii expresiei anterioare, dacd a fost despértitd de
aceasta prin punct si virguld; .

b) la mijlocul liniei curente (dacd acesta n-a fost depasit) sau de la inceputul
liniei urmétoare (in caz contrar), daca a fost despértitd prin virguld;

¢) la inceputul liniei urmétoare, dacd a fost despartitd prin apostrof.

Prima expresie dintr-o listd se scrie ca in cazul a) dacd ultima instrucfiune

de scriere executatd a avut forma 2), ca in cuzul b) dacéd aceasta a avut forma 3)

si ca in cazul ¢) dacd aceasta a avut forma 1). :
Reamintim cd valoarea unei expresii logice este 0 sau 1; deci cind o expretie
logicé apare intr-o instructiune PRINT, va fi scrisd una dintre aceste valori.

Egemplu. Prin executarea urmétorului program BASIC:

10 PRINT "INCE"; "PUT"

20 PRINT '“Ar<2"BY, A% = “ABY

30 PRINT 1=2—1, 3<4

40 PRINT "SFIRSIT";

50 PRINT “UL PROGRAMULUI"

pe ecran va apare. :

INCEPUT \ :
1 1

1 : 1
SFIRSITUL PROGRAMULUI

Instrucfiunea de citire are forma:
INPUT |ista®

unde lista este formatd din variabile despértite intre ele prin virguld. Aceste variabile
vor primi pe rind valorile constantelor numerice sau de tip sir de caractere pe care
le introducem prin intermediul tastaturii, in timpul executie programului.

LPRINT = tipidreste
# INPUT = intrare
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- Instructiunea STOP are forma:
STOP
gi determind oprirea executiei programului. .

Egzmplu. Considerdm urmitorul program BASIC:

10 INPUT X,Y x
20 PRINT "X="; X, "Y="; Y’ "SUMA="; X+Y
30 STOP

Dac prin tastaturd introducem valorile 3 si 7, atunci pe ecran vor apare scrise urmitoarele
doud linii:

S X=3 =1

SUMA=10
Instruciiunea de atribuire are una dintre formele:

LET variabild = expresie-aritmetici!)
LET variabild = expresie-de-tip-sir-de-caractere

Executia ei constd, la fel ca in cazul schemelor logice si a limbajului algorit-
mic, in evaluarea expresiei din dreapta semnului ,,=* si atribuirea acestei valori
variabilei ce apare in stinga.

Egxemple. Instructiunea LET X=X-+41 este analoagd instructiunii X « X +1 din
limbajul "algoritmic, iar dup# executarea instrucfiunii

LET S$ = "AFARA PLOUA":LET S$ —=S$ + "

variahila Sﬂ_ va avea valoarea "AFARA PLOUA?"

Instrucfiunea comentariu are forma:
REM sir-de-caractere?

i este ignoratd la executie, ea avind doar rolul de a introduce un comentariu
prin care sint explicate prelucririle efectuate prin program.

Limbajul BASIC pune la dispozitis utilizatorului un numér de funcfic BASIC,
dintre care ne vor interesa cele ce corespund unor funclii matematice des utilizate
in practicd.

Ne vom limita la functii avind un singur argument. Numele f al unei functii
BASIC, urmat de o expresie aritmeticd e cuprinsd intre paranteze, poate apare
intr-o altd expresie aritmeticd £, in locul unei variabile. Mai intii se evalueaza expre-
sia e, apoi se calculeazi valoarea f(e) iar rezultatul se utilizeazd in evaluarea expre-
siel K. <

Prezentdm in continuare lista unor functii BASIC gi semnificatia lor:
ABS(X) = |z |; INTO)=[2]; | SQRE) =1/ ®; = EXP()=e*

LNX) = ln z; SIN(x) = sing;  COS(X) = cos T TAN(X)=tg =
ASN(x) = arcsin z; ACS(x) = arccosz;,  ATN(x) = arctg

cu urnlitoarele observatii:
— pentru functiile trigonometrice arcele se dau si se obtin in radiani;
— dacéd se incearcd aplicarea unei func{ii pentru o valoare ce nu face parte

din domeniul siu de definitie, va fi semnalatd eroarea respectivi.

) LET = fie; ‘
) REM = prescurtarea de Ja REMARK (observatie)




Putem acum s& exprimdm in BASIC expresii aritmetice mai complexe. Astfel,

expresiile cos z°+4 |/ x s$i In In 2 se reprezintd in limbajul BASIC pri
COS (X 1 2)+SQR(X), respectiv LN(LN(X)). ¥ prin

Ezemplul 1. Pentru calculul valoriin = [{z], unde =30, se poate scrie urmitorul
program BASIC ce foloseste functiile INT si SQR:

10 INPUT X

20 LET N=SQR(X): LET N=INT(N)
30 PRINT "N ="; N

40 STOP

Ezemplul 2. Fiind date lungimile laturilor unui triunghi 4BC, s4 se calculeze misura

~~
unghlul.m BAC (in grade), lungimea medianei ce pleacd din virful A4, aria triunghiului si raza
cercului circumscris.
Vom folosi urmitoarele formule cunoscute:

cosd=to @ i, < 2V —at
2be A 4 »

. be

S=Vplp—a)p—8)(p — )5 R:%-

10 REM AB,AC,BC SINT LUNGIMILE LATURILOR
20 INPUT AB,AC,BC

30 REM A ESTE UNGHIUL BAC

40 LET X =(AC 1 2-+AB 1 2—BC 1 2)/(2+ AC* AB)
50 LET A=ACS(X)

60 REM SE EXPRIMA A IN GRADE

70 LET A = A/3.141594180

80 PRINT "UNGHIUL A ESTE:"; A

90 REM MA ESTE LUNGIMEA MEDIANEI DIN VIRFUL A
100 LET MA = (2%(AB 1 2++AC 1 2)—BC 1 2)/4

110 LET MA=SQR (MA)

120 PRINT “MEDIANA DIN.VIRFUL A ARE LUNGIMEA=";MA
130 REM S ESTE ARIA TRIUNGHIULUI

140 LET P=(AB+AC--BC)/2

150 LET S=Px(P—AB)%(P—AC)#(P—BC)

160 LET S=SQR(S)

170 PRINT "ARIA="S

180 REM R ESTE RAZA CERCULUI CIRCUMSCRIS
190 LET R — AB*ACxBC/4/S

200 PRINT "R=";R

210 STOP

2.4. Instructiunile de decizie §i transfer neconditionat

Instrucfiunea de transfer are forma: .
GO TO el '

unde e este eticheta unei linii de program. Executarea instructiunii determind un
transfer necondiionat la prima instrucfiune de pe linia cu eticheta respectiva

. . . . ) 7
aceasta fiind instrucfiunea cu cére continud executarea programului.

1) GO JTO = treci la
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SE—

Instrucfiunea de decizie are forma:
IF expresie logica THEN instructiune®)

Efectul ei este urmitorul: dacd valoarea expresiei logice este 1, se executd instruc-
tiunea ce urmeazi lui THEN, apoi (exceptind cazul cind aceasta este o insiruc-
tiune de transfer) instructiunea urmatoare; decd valoarea expresiei logice este 0, se
trece direct la executarea instructiunii urmétoare.

Prezentdm in continuare modul in care vom transcrie in limbajul BASIC
instructiunea de ramificare din limbajul algoritmic (a, b, ¢, d vor desemna etichete).

—daed p atunci S,

I altfel S, ‘ 1
| b GOTOd )
=Hl ¢ REM CONDITIA P NU ESTE INDEPLINITA
S .
d REM S-A INCHEIAT INSTRUCTIUNEA IF

a IF NOT p THEN GO TO ¢

a IF NOT p THEN GO TO b
S
=[1 b REM S-A INCHEIAT INSTRUCTIUNEA IF

—dacd p atunci S

fn cazul al doilea, dacd S este o instructiune de atribuire, 0 instructiune de
intrare sau iesire, o instructiune STOP sau o instructiune de transfer, atunci cores-
pondentul din limbajul BASIC este instructiunea: IF p THEN S. ;

Trecem acum la transpunerea instructiunii repetitive a limbajului algoritmic
intr-o secventd de instructiuni BASIC:

—eit timp p a IF NOT p THEN GO TO b
S S
cGOTOa g
=0 b REM SFIRSIT CIT TIMP

Ezemplul 1. Programul BASIC care urmeazd calculeazd num#rul de aparifii ale literei "4 "

intr-o succesiune de caractere introduse cite unul prin tastaturd; succesiunea se considerd

incheiatd prin caracterul "-".

10 LET NR=0
20 INPUT L§

30 IF L§ ="." THEN GO TO 70

40 IF L$="A" THEN LET NR=NR-+1
¢0+GO TO 20

70 PRINT NR

80 STOP

Ezemplul 2. Fiind dat un numir natural p > 1, s se determine dac# el este prim.

Stim ¢4 un numar natural p > 2 este prim daci singurii sii divizori naturali sint 1 si p.
Si ohbservdm cd p are un divizor diferit de 1 si p dacd i numai dacd are un divizor d cu 2 <
<d< [[/E] Va fi deci suficient ca variabila d s ia valoarea 2 si apoi valorile impare 3, 5,
7, ..., tard a-1 depdsi pe [l/Tn] Tinind cont ci pentru doud numere naturale a, b, cub 7 0

a ; - : et o
avem: b |a<a = [—I-)-] - b, putem scrie acum programul in limbajul algeritmic $i corespon-

dentul sdu in BASIC.

1) |IF = dacd; THEN.= atunci
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citeste p : 10 1 '
—daecd p = 2 atunei serie 'DA’ 20 lf["\lggg -|F1HEN GO TO 40
’ stop 30 PRINT "DA": STOP
~—L—.! . > 40 LET M=INT (P/2)
m«-—[ﬂ] 50 IF P¢ 2xM THEN GO TO 70
. 60 . PRINT "NU":; STOP
—daed p = 2m atunei serie ‘NU’ . 70 LET R=SQR(P): LET R=INT (R)
itop 80 LET D=3
e ‘?80”: DE?"R THEN GO TO 150
g Ly L M=INT(P/D) ‘
c“[ii/lf],d i‘_ 3 5 110 IF P{>M«D THEN GO TO 130
X pd<r \ 120 PRINT: "NU": STOP
m<—[£] _ 130 LET D=D+2 '
d 140 GO TO 90
—daeid p = m -+ d atunci serie ‘NI’ 150 PRINT "DA": STOP
stop
—O
d+—d -+ 2

—
serie ‘DA’; stop

2.5. Vectori. Alte Instructiuni BASIC

Toate \:arlabilele cu care am lucrat pind acum se numesc variabile simple
Introdl{cem in acest paragraf un tip mai complex de variabile numite cector:

, " Ee ke m}ll‘glme §1n >0 un numér natural. Vom intelege prin vector de lun-
gime n cu valor:L in mulfimea E o succesiune de n elemente ale lui £ intr-o ordine hine
stabilitd. Notind cu a,, O, -y @y TESPectiv primul, al doilea, ..., al n-lea element al
succesiunii in ordinea consideratd, vom folosi scrierea a = (a,, a,, ..., a ) pentru u
vector de lungime n. e T !

Ezemple.
o 1) Dacd E = {0, 1}, vectorii de lungime 2 cu valori in E sint urmatorii: (0, 0), (0,1), (1, 0),
2) Un numir complex z + yi poate fi privit ca un vector (a,, as) de lungime 2  cu valori
reale, unde a, = z, a» = y. | ' i
3) Ecuatia a,z® + azz + a, = 0 este bine determinati de vectorul (a,, a,, a,).

I\vlo‘plunea de vector in plan, in fizica revine la un vector (a,, a;) unde a; > 0
g?ltzeezcr;;gm;nzs; rg?x(l)_dulu” vectorului, iar @ & [0, 2n) este unghiul ce sintetizeaza

S4 remarcdm deosebirea dintre vectori gi multimi. In primul rind ordinea in
care apar elementele intr-un vector este esentiald, in schimb ea nu este relevanti
atunci cind\spemficém elementele unei multimi. In al doilea rind elementele unui
vector nu sint neapdrat distincte, pe cind intr-o multime fiecare element este spe-
cificat o singuri datd; astfel vectorul (0, 0, 0) are lunéimea 3, in timp ce mul’g,in?ea
{0} U {0} U {({} = {0} are un singur element. ' ,

Mentiondm ca uneori numerotarea elementelor unui vector incepe cu 0;
a = (ag, @y, ..., @) este un vector cu n + 1 elemente. Referirea la un element al
unui vector se face cu ajutorul unui indice care desemneazi numirul siu de ordine
in cadrul vectorului; indicele este o expresie algebricé a cérei valoare trebuie si fie
unul dintre numerele 1, 2, ..., n (respectiv unul dintre numerele 0, 1, 2 n dacd
numerotarea incepe cu 0). Sarly e

. Atit in schemele logice cit si in limbajul algoritmic, un vector este interpretat
ca 0 succesiune de variabile simple, numite variabile indezate deoarece ele se iden-
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tificd prin numele vectorului gi printr-un indice; o variabild indexatd poate apare
in locul unei variabile simple. Se admite ca in instructiunile de citire si scriere sd
apard numele unui vector fri indici, semnificind citirea, respectiv scrierea tuturor
elementelor vectorului.

Ezxemplu. Fiind dat un vector a = (ay, @s, ..., 4,), atunci:

_ daci valorile curente ale variabilelor  si y sint 3 si 5, atunci variabila indexati axy
desemneazd al 8-lea element al vectorului; semnificatia instructivnii aaty < 2z — y este vrma-
toarea: valoarea curentd a celui de al 8-lea element al vectorului devine 1 BT

— efectul instructiunii: serie @ consld in scrierea tuturor celor 9 componente (elemente)

ale vactorului.
in limbajul BASIC, lucrul cu vectori este supus unor reguli mai stricte prezen-

tate in continuare. .
‘ Instrucjiunea de dimensionare. Vom da pentru aceastd instructiune o forma

particulard, menitd doar de a permite lucrul cu vectori in limbajul BASIC. Aceastd

forma este:

DIM v(e)

unde ¢ este numele (format dintr-o singurd literd) a unui vector a carui lungime
este egald cu valoarea n a expresiei numerice ¢; aceasta valoare trebuie sd fie un
numdr natural strict pozitiv. In urma executdrii acestei instructiuni se rezervd in

~_memoria internd n locatii succesive de memorie pentru cele n componente ale vecto-

rului (numerotarea elementelor se face incepind cu 1).

Ezemplu. Considerim urmitoarele doud instruciiuni BASIC:
. INPUT N: DIM A(N+1)
Daci in urma citirii variabila Nia valoarea 5, atunci prin instructiunea de dimensionare ia nagtere
un vector cu 6 elemente.

Trebuie previzut prin program ca orice instructiune de dimensionare DIM
V(N), referitoare la un vector V si fie executatd inainte de orice altd instructiune
in care apare numele vectorului. Acest nume nu poate apdrea in program decit
tnsotit de un indice i, sub formaV/(i), unde i este o expresie numericd a cérei valoare
poate fi unul dintre numerele 1, 2, ..., N. In expresii, in instructiunile de atribuire si
in cele de intrare sau de iesire, in locul variabilelor simple se pot folosi variabile
indexate.

Pentru executarea repetatd a unei secvente de instruciiuni, limbajul BASIC
pune la dispozitie si instrucjiunile FOR si NEXT , care au formele:

FOR v=a TO b STEP r!
NEXT v2
unde v este o variabild numerici al cirui nume este format dintr-o singurd literd,
iar @, b, r sint expresii numerice. Aceste instrucfiuni se folosesc pentru executarea
repetatd a unei secvente S de linii program in contextul urmator:
FOR v=a TO b STEP r
S
NEXT v

Pentru simplificare, impunem ca in S s nu fie modificatd valoarea lui ». Atunci
efectul instructiunilor de mai sus este acelasi cu al urmétoarel instrucfiuni din limba-

jul algoritmic:
—pentru v =a, b, r
S A : o

=]

3) FOR — pentru; STEP = pas;
2 NEXT = urmitorul
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Observatie. In limbajul algoritmic nu apare explicit restrictia ca in S 84 nu
se modifice valoarea variabilei ¢, deoarece a, b si r sint caloulate doar o singuri
datd si anume la inceput.

Dacd in secvenia de linii de program S apare o instructiune FOR, atunci
instructiunea corespunzitoare NEXT trebuie si apard de asemenea in S.

Pentru instructiunea FOR se admite i varianta:

FOR v=a TO b, echivalentd cu:
FOR v=a TO b STEP 1

Ezemplul 1. Programul urmitor calculeazd mediile a 10 elevi. Pentru ficcare elev sint citite
pe rind numele sdu si notele la 5 malerii, dupi care este alisat numele elevului urmat de medie.
10 FOR E=1 TO 10
20 INPUT N§$
30 LET SUMA=0
49  FOR M=1TO 5

50 INPUT NOTA: LET SUMA=SUMA-+NOTA
60 NEXT M

70 PRINT "MEDIA LUl "; N§;" ESTE ;" SUMA/5
80 NEXT E

90 STOP

Egzemplul 2. Fiind date dou# mulfimi finite, si se calculeze reunjunea lor.

Incepem prin a destrie doui modalitdfi de reprezentare a multimilor [inite.

O primd modalitate de reprezentare a multimii 4 — {21, ..., an} constd in a utiliza un
vector a = (ay, as, ..., ap) ale ciirei componente sint exact elementele mul{imii. O a doua modali-
tate este aplicabild situatiei (des intilnite) in care toate multimile cu ¢are se lucreazd sint submulz
timi ale unei mul@mi totale T = {t,, ..., in}. Atunci o submultime 4 © T este bine determinats de
vectorul a de lungime n definit prin:

aji{i . dacd tie A 9
0 , dachugA e

i numit veciorul caracteri~tic al submullimii A.
Revenind la exemplul considerat, vom presupune cd multimile A si B sint suhmulfimi

ale mulfimii totale T' = {4, ..., 1} sisint date prin vectorii caracteristici o 5i b. Atuncielementele
reuniunii lor 4 U B se calculeazd astlel:

citeste a, .l;, i 10 INPUT N
—pentru i =1, n, 1 20 DIM A(N): DIM B(N): DIM T(N)

—dacd a; - bi # 0 !
atunci serie #; 30 FOR I=1 TO N

L 40 INPUT A ()
L | 50 NEXT |
stop 60 FOR I=1 TO N
' 70 INPUT B(l)
80 NEXT |

90 FOR |=1 TO N
100 INPUT T(l)
110 NEXT |

120 FOR 1=1 TO N

130 IF A()4B (1) ¢> 0 THEN PRINT T(l)

140 NEXT I: STOP
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Egzemple
1) Caleulul valorii Py [referitor la cap II, § 2).
Valoarea P, = n! va fi calculats in variabila pn.

iteste n . ' 10 INPUT N

'::ff-ef : : 20 LET PN=1

_pentru i =1, n, 1 30 FOR I=1 TO N
pn+ pn-i ; 40 LET PN=PN|
: 50 NEXT |

e 60 PRINT PN

P 70 STOP

2) Calculul valorii Afl (referitor la cap. IT, § 2).

h & R
Pentru n, k naturalecu n > ksin 21, vom calcula valoarea A, in varlah}la ank.

i 10 INPUT N,K
et 20 LET ANK=1
_pentrn i = n, n —k+ 1, —1 30 FOR |=N TO N—K-1 STEP —1
ank +— ank i 40 LET ANK=ANK:I
; 50 NEXT |
= ot 60 PRINT ANK
i 70 STOP

3) Caleulul valorit C?l (referitor la cap. IT, § 2).

Pentru r, k naturale cu n 2 ksin > 1, vom calecula valoarea Cfl in variabila enk. Vom
= i ¢ aj in situalia k <
tine cont de formula Ci = C% i [Gare ne asigurd cii putem ajunge totdeauna in 1

nn—1 n—k+1

; 3
< —;l] , precum gi de formula C) =

T e I
10 INPUT N,K
3 k
{;i,:ﬁf L 20 LET CNK=1

"30 IF K>INT(N/2) THEN LET K=N—K
200 EOR |=1 TO K

dacd k > [-ii] atunci k+— n — k
l 3 50 LET CNK:CNK*(N—H—‘I)/]

T b 60 NEXT |
—pentru i = 1, k,
enk(n—1t+ 1) 70 PRINT CNK
e e 80 STOP
L
—0
serie cnk
stop

4) Generarea primilor n lermeni ai unei progresii aritmetice (referitor la cap. II, § 4).
Fiind date a, r € R si n = N\ [0}, vom scrie primii n termeni ai progresici aritmelice
avind ca prim termen pe a, iar ca ratie pe r.

citeste a, r, n : 10 INPUT AR,N
gople a 20 PRINT A
e o de 30 FOR 1=2 TO N
& T 40 LET A=A-+R: PRINT A
ETOE 50 NEXT |
60 STOP
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5) Generarea primilor n iermeni al unet progresii geometrice (referitor la cap. II, § 4).

Fie a, g = R, respectiv primul termen si ratia unei progresii geometrice. Dacd a = 0
sau ¢ = 0, atunci vom scrie un mesaj de eroare (intr-o progresie geometricy primul termen si
rafia trebuie si fie nenule); in caz contrar vor fi scrisi primii n termeni ai progresiei.

citeste a, ¢, n 10 INPUT A.Q.N
—dacl a¢q=0 20 IF A*Q¢>0 THEN GO TO 40
atunci serie ‘nu’; stop © 30 ERINTES 2R STOR
altfel serie a 40 PRINT A
—pentru { = 2, n, 1 50 FOR 1=2 TO N

a4+ - ¢; scrie a 60 LET A=A%Q : PRINT A :
L 70 NEXT |
'O 80 STOP
stop

6) Calculul celui mat mare divizor comun poziiiy a doud numere intregl conform algorit-

mului lui Euclid (referitor la cap. III, § 2).
Pentru a scrie algoritmul ce calculéazii un cel mai mare divizor comun al numerelor intregi
a i b, vom nota cu x §i y valorile curente ale deimp#rfitului si impdrfitorului din impértirile

succesive ce se electueazi. in acest mod realizim economie de memorie, nemaifiind necesari vecto- -

rii » = (ry, Po,...) $i ¢ = (13, g2, ...) & cdror lungime nu este de altfel cunoscuti de la inceput.

Dacd z = y = 0, atunei cel mai mare divizor comun va fi 0. in caz contrar, vom i'nit,ializa
pe xsiycu|e| si|bl,deoarece se cere cel mai mare divizor comun pozitiv. Se observa cd perechea
de variabile (z, y) ia succesiv valorile:

(] a I, |b”; H b |5 "1}: ('"11 r2]$ sivy (T'n—la f‘n), {I'—n, 7'n+1,-,

unde ry 5= 0, rpty = 0. Cit timp ¥ 5 0 vem irece la o noud pereche (z,, ¥,) unde z, va primi
valoarea lui y, iar y, vor {i regtul imp&rtirii lui z la y (bineinleles, valorile lui z; si », vor [i
memorate tot in x si y). Cind y = 0, se observdl c& ultimul rest diferit de 0 este memorat in
z) in consecin‘yﬁ va fi serisd yaloarea lui z.

in variabilele ¢ si » vom calcula citul si restul impartirii curente.

10 |NPUT AB

20 LET X=ABS(A)

—dacid (z=0) A (y=0) 30 LET Y=ABS(B)

atunci serie ‘0'; stop 40 IF(X{ > 0) OR(Y{»0O) THEN GO TO 60
0 50 PRINT M0t STEP

__cif timp y % 0 60 IF Y=0 THEN GO TO 110

FOSS S L E TG =N ()

citeste a, b
xz+|al; ¥y|b|

,.c — [—;]I r<~a— y = 4 80 LET RIX'—Y*C
7 . SO RS YR T Y —R
e e 100 GO TO 60
__{;1 110 PRINT X: STOP
fcrie x
stop !

7) Descompunerea unui numdir natural in factori primi (referitor la cap. III, § 4).
Prezentdm in continuare un algoritm care determini descompunerea unui numir natural
: i

n > 2 in produs de numere prime: n = pf' pg’ v+ Py unde py, pg, ..., pm Sint numere prime
distincte, adicd se furnizeazd la iesire perechile (py, k), (P1s k2)y ooy (Pmy Em).

O prim# idee ar consta in a determina numerele prime py, pa, ..., pm care il divid pe n si
de a stabili pentru fiecare p; cel mai mare numir natural k; cu p’:i| n. O metodd mai
simpld este descrisd in continuare.
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fneepem prin a inilializa cu n o variabili suplimentard 2. O alt4 variabild p ia mai intfi

valoarea 2, apoi succesiv numerele impare 3, 5, ... in ordine crescitoare; distingem cazurile:

— dacd p| z, atunci determinim cel mai mare num#r natural k cu pk|z, inlocuim pe
= cu x|p* siscriem perechea de numere (p, k); se trece apoi la urmiitorul p; -

— daci pf'z, se trece direct la urmitorul p.

fn acest mod sintem siguri cii in momentul in care p| «, p este prim.

Algoritmul se opreste cind valoarea lui & devine egald cu 1.

citeste n; z < n; p + 2
—oit.timp = > 1

k=0 .
—eit timp pl =

k+—lk+1; x*—[i]

P
=
: E—dacﬁ k > 0 atunei serie p, 'k
g

—dacii p = 2 atunei p « 3
alifel p+«— p 4 2

—[&]

—[]

stop ‘
Propunem ca exercifiu scrierea, programului BASIC corespunzdtor.

B) Calculul palorti unut polinom intr-un punct dat (referitor la cap. IV, § 5).
Fie f = ap&X® + ap, X" + ..+ ay X + a,. :
Vom calcula, conform schemei lui Horner, restul » al imp#riirii polinomului f prin binomul
X — c. Polinomul f poate fireprezentat printr-un vector ¢cu n + 1 componente continind coefi-
cientii an, @Gp—y, .-., a5, @g. Deoarece in limbajul BASIC numerotarea componentelor incepecu 1,
vom nota in cele ce urmeazi coeficientii lui f prin ap4,, an, ..., ;. Analog, coelicientii citului g
se vor nota cu by, ..., b;. Prin urmare, formulele (&) din §5, capitolul IV devin:

by =l‘171+1
bpy = an + ¢ by,

Prezentdm in continuare programul in limbajul' algoritmic si programul corespunziitor
in BASIC. Variabila  valua pe rind valorile by, by, ..., by, by = r, deciin final ea va avea valoarea
r cauntata. ;

citegte n, a, ¢ 10 INPUT N

b angy 20 DIM A(N-1)

mepaicl s os ey et 30 FOR |=N-1 TO 1 STEP —1
b3 e ek 40 INPUT A(l)

. - | | 50 NEXT |

stop 60 INPUT C

70 LET B=A(N-+1)
80 FOR |=N TO 1 STEP —1
90 LET B=A()+CxB
100 NEXT | :
110 PRINT B

- 120 STOP
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Exercitli

54 se scrie un program in limbajul algoritmic gi programul BASIC corespunzitor pentru
urmitoarele probleme:
1. Determinarea sumei elementelor unui vector.
2. Calculul celui mai mic element al unui vector.
8. Ordonarea cresciitoare a valorilor elementelor unui vector, fird a utiliza un vector supli-
mentar.

4. Fie datd ecuatia z* — sz + p = 0. Notdm Sy = x’f S .r;?. Si se arate cd Sp = sSp—y —
— pSp-gp pentru & > 2 si sd se calculeze S, pentru s, p, k date.

§. Flind date numerele naturale n >m > 1, si se determine daci fractia ? este periodici §i

n

in caz afirmativ si se determine perioada sa.
6. Sd se simplifice fractia r_n—, unde m, r sint numere naturale pozitive. -
(3
7. Fiind datd o functie f : {a;, g, ..., am} = {by, ba, ..., by} si se determine daci ea este: a) in-
jectivd; b) surjectivd; c) bijectivi. ‘
8. Fiind dat un vector a = (ay, ay, ..., an) 54 se inlocuiascd fiecare element al siu cu media arit-
metici a celorlalte n — 1 elemente.
9. Fiind date numerele reale a;, ay, ..., an, 88 se verifice dacy ele sint: a) in progresie aritmetici;
b) in progresie geometmcﬁ (referiter la cap. II, § 4):
19. Fiind date numerele naturale a, b, 54 se determme (a, &) fiird a folosi inmulfiri i imparfiri
(referitor la cap. IiI, § 3). Indicatie: se poate utiliza de exemplu egalitatea (a,b) = (@ — b,d).
11. Si se calculeze citul fmp&rfirii unui polinom f la X — ¢ (referitor la cap. IV, § 5).
12. Tiind dat un polinom f si o rdd#cind ¢ a sa, sd se determine ordinul.ei de multiplicitate
(referitor la cap. IV, § 7).
18. B se calculeze suma a dou# polinoame (referitor la cap. IV, § 1).

14. 54 se verifice dacd o ecuafie polinomiald este reciproci (referitor la cap. IV, § 9).

Solutii

1. Fie A = (ay, as, ..., ap). Vom calcula in variabila § suma a, + ... + ap. Variahila §
va lua succesiv valorile:

0, ay, ay + ag, ay 4+ ag + as, ..., @y + ag +... + an.

dltots. 4 10 INPUT N
Se0 20 DIM A(N)
—pentru i =1, n, 1 ' 30 LET S=0
S+ 85+ a;
= 40 FOR I=1 TO N
i3 : 50 INPUT A(I)
‘stop 60 LET S=S+A(l)
70 NEXT |
80 PRINT *S=":S
90 STOP '

2. Fiind dat vectorul @ = (a,, ay, ..., an), vom calcula in variabila mirn cea mai mick
dintre valorile ay, ag, ..., a5. Ne baziim pe egalitatea:

min{ay, ..., ai} = min{minf{ay, ..., @i}, ai}.

fn consecintd inifializim variabila mirn cu @, §i apoi pentru o variabild ¢ luind succesiv
valorile 2, 3,..,n comparim pe @; cu min $i dach a; < min, atunci variabila min primeste
valoarea a;.

citeste a ' ; 10 INPUT N

in + a, 20 DIM A(N)
R 1 =3, 7 . 30 FOR l=1 TO N
—daecd ai < min atunci min +— aj 40 INPUT A(l)
B=g 50 NEXT |
Soxls ik 60 LET MIN=A(1)
stop | 70 FOR 1=2 TO N
| 80  IF A()<MIN THEN LET MIN=A()
90 NEXT |
100 PRINT MIN
110 STOP

8. Fie A = (ay, ..., an) vectorul dat. Prezentdm in continuare una dintre numeroasele
metode de rezolvare ale acestei probleme.
LT prasupunem c4 pentru un anumit i & {1, 2, ..., n — 1} sintem in situatia ¢; < a3 < ...
W a §1 @ L, SsaVje {i,i+1,...,n}. Atunci determindm valorile z, k cu z = ap = min{ai, ...
an} §.l apoi mtersuhlmbim valorile lui @i si ap, ajungind astfel in situafia:
G S e<..Ssaisieisa,Vje{i+1,..,n}
Hvident vom efectua calculele de mai sus pentru ¢ luind succesiv valorile 1, 2, ..., n— 1.

citegte o 10 INPUT N

—pentru i =1, n — 1, 1 20 DIM A(N)
:0;;]‘1‘}"_*;;1 2 30 FOR I=1 TO N
—daed ¢j <z g 40 INPUT A(l)
" atunel z « aj; k] 50 NEXT |
S 60 FOR I=1 TO N—1
—0 70 LET X=A(l): LET K=
R R 80 FOR J=I+1TON
,;EM‘ | 90  IF A())>=X THEN GO TO 110
stop 100 LET X=A(]): LET K=
110  NEXT )
120  LET A(K)=A(l): LET A(l)=X
130 NEXT |

140 FOR |=1 TO N
150 PRINT A(l)
160 NEXT |
[ 170 STOP
4. Deoarece le $i xp sint rdd#cinile ecuatiei z* — sz + p = 0, avem:
x'f—s:z:l-l—p:l); mg——sxg—l—p:o.

""2, iar a doua cu 1,-’;*2 si adunind cele doud rela{ii obti-

inmulfind prima egalitate cu «
nute, ajungem la Sp — s.S‘h_1 + pSh—g = 0, adicd Sp = sSkp—y — pSh—g, Yk > 2. Observim- ci
Sy = 2, iar §; = s.

Vom folosi dou# variabile suplimentare a si b, astfel incit perechea (a, b) ia succesiv valorile:

- (:Sg, S1)s (S35 Sa)svey (Sh, Sh).
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Trecerea de la o pereche (a, b) la succesoarea ei se realizeazi astfel:

crsrb—pra,aeb bec

eiteste s, p, k
a+ 2; h+es

daed k= 0
Fntuncl serie a; stop
—
—pentru ¢t = 2, k, 1
c+—sb—p-a
a+b;b+c

~|

gerie b
stop

10 INPUT S,P.K

20 LET A=2: LET B=S

30 IF K>O THEN GO TO 50
40  PRINT A: STOP

50 FOR I1=2 TO K

60 LET C=SxB—PxA

70 . LET A=B: LET B=C
80 NEXT |

90 PRINT B

100 STOP

5. Vom urma algoritmul de reprezentare a numerelor rationale sub form# de fractii zeci-

male prezentat in clasa a [X. Cifrele zecimale vor fi notate in ordine cu a,, a,, ... (deci —

m

n

= 0, a,a, ) , iar resturile obfinute prin impérjirile succesive la n vor fi notate prin ry, rs, ... cu

ry = m.

nou rest ripq.

La fiecare pas vom fimpérti pe 10-ri la n, oblinind o nou# cifrd zecimali a; i un

Algoritmul se opreste in unul dintre urmétoarele doud cazuri:

. - i . . m
— se obline un rest riy, nul; atunci fraclia nu este periodica [-——- =0 @ dgiic, a,-] .
i

n

— se obtine un rest ri cu ri = rp, k= {1, ...,1 — 1}; atunci fraclia este periodicd si

.oom
putem scrie — = 0, a, ...
n

ap—y(ap ... @iy

Degarece toate resturile sint mai mici decit n, algoritmul se opreste dupd cel mul

n + 1 pasi.

citegle m, n i
i1+1; rn+m

—eit timp ri % 0

10 INPUT M,N
20 DIM A(N--1): DIM R(N4-1)
30 LET I=1: LET R(1)=M

_pentru k=1, i — 1, 1 40 IF R(I)=0 THEN GO TO 160
—dacii ri = r, 50 FOR K=1 TO I—1
atunel scrie ‘perioada este’ 60 IF R(l) ¢» R(K) THEN GO TO 120
__pentruj = k, i — 1, 1 70 PRINT "PERIOADA ESTE:"
sorle a; 80 FOR J=K TO I—1
O 90 PRINT A());
Stop 100 NEXT |
O 110 STOP
g 120 NEXT K _
130 LET X=10«R(l): LET A(l)=INT (X/N)
510 ri; . ai e [_] 140 LET I=I41: LET R()=X—A(l—1)xN
L0415 r"**a:—“a‘- ‘n L9060 1O :
T i1 160 PRINT "FRACTIE NEPERIODICA"

—0 170 STOP

gerie ‘[raclie neperiodicd’
. Btop

6. Este suficient si determindm conform algoritmului lui Euclid valearea d = (m, n) $i

kR : ' m ; n
apoi s4 inlocuim pe m si n cu -E, respectiv cu E

7. Functia [ este bine determinati de
¢ = (€1, Cg; ey Cm) OU ¢i = flag), Vi=1,..,m

vectorii @ = (a,, as, ..., am), b = (by, by, vy ba) §i

» Evident {ey, ..., em} € {by, ..., bn}.

a) Dac# m > n, atunci este evident c& f nu poate fi injectivd. Ne situdim de aceea in con-
tinuare in cazul m < n, in care f este injectivt dacd si numai dacd elementele vectorului ¢ sint

diferite doudl cite doud, adicd dacd ci & {e,, -

citeste m, n, c 10
—dack m > n 20
atunci serie ‘nu’; stop 30
1] 40
__pentru { = 2, m, 1 50
—pentru j=1,t—1, 1 60
—dacid ¢i = ¢j 70
{ atunci serie ‘nu’; stop 80
| 90
—
100
0
110
L]
serie ‘da’ 120
o 130
P 140
150

b) Dacd m < n, atunci f nu poate fi
cazul m > n, cind f este surjectivd daci {b,, .
existd j = {1, ..., m} cu b = ¢j.

citeste m, n, ¢, b 10
__dacld m < n 20
atunei serie 'nu’; stop . 30
L) 40
_pentru { ="1, n, 1 50
¥ jnd e 0; je1 60
it timp (ind = 0) A (j < m) 70
—daci ¢; = b, atunel ind « 1 80
alttel j « j + 1 20

: 100

—0 110
— 120
_dack ind = 0 130
atunci serie ‘nu’; stop : 140
—(] 150
-0 160
serie ‘da’ 170
stop 180
190

200

210

220

., Ci—y} pentru orice i = 2, ..., m,

INPUT M,N
DIM C(M) - :
IF M¢ =N THEN GO TO 50
PRINT "NU": STOP
FOR |=1 TO M
INPUT C(l)
NEXT 1
FOR I=2 TO M
FOR J=1TO 1—1
IF C(l) ¢ > C(J) THEN GO TO 120
~ PRINT "NU": STOP
NEXT )
NEXT |
‘PRINT "DA"
STOP

surjectivd. De aceea ne situdm in continuare in

vy In}© {eg, vy em}, adicd pentru oricere {1, ..., n}

INPUT M,N
DIM C(M): DIM B(N)

IF My=N THEN GO TO 50
PRINT" "NU": STOP
FOR |=1 TO M
INPUT C(l)
NEXT |
FOR |=1 TO N
INPUT B(l)
NEXT | -
FOR I=1 TO N

LET IND=0: LET J=1
IF(IND=1) OR(JM) THEN GO TO 190
IF C(1)< > B(J) THEN GO TO 170
LET IND=1
GO TO 180°
LET J=)+1
GO TO 130 .
IF IND=1 THEN GO TO 210
PRINT "NU": STOP
NEXT |
PRINT "DA": STOP

¢) Dacd m # n, atunci f nu poate [i bijectivi. Dacid m = n, putem utiliza de exemplu

- faptul ¢i f este bijectivd dacd i numai dacd este injectivi.

8. Hste sulicient sd calculdm intr-o variabild § valoarea sumei a, + az + ... + an $iapoj

pentru fiecare ¢ = 1, 2, ..., n st inlocuim pe a;i prin

S — ai

n—1
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9. Fie dat vectorul a = (a,, @a, ..., an)
a a) Numerele ay, as, ..., an sint in progresie aritmetici dacy si numai dac pentru orice i =
= 3, ..., n avem a;i — @j—; = Ay — 0. :

ociteste « 10 INPUT N
re—ay — a, 20 DIM A(N)
_pentru t = 3, n, 1 30 FOR I=1 TO N
—dacit a; — @i Fr & 40 INPUT A(l)
atunel serie ‘nu’; stop 50 NEXT |
Lo ' 55 LET R=A(2)—A(1)
' N 60 FOR |=3 TO N
sorle ‘du’ 70 IF A(l)—A(l—1)=R THEN GO TO 90
i 80 PRINT "NU": STOP '
90 NEXT |

100 PRINT "DA": STOP

b) Dacd a; = 0 sau a, = 0, atunci numerele nu sint in progresie geometrici. in caz con-
trar, a, as, ..., an sint in progresie geometric daci si numai daci pentru orice ¢ = 3, ..., n avem
ai ag ; .

iy ay

10. Vom calcula d = (a, 3). Daci a = 0 sau b = 0, atunci d = a + b. In caz contrar,
cit timp a s b efectudm urmitoarele calcule: -

— dacd a > b, atunci a@ < a — b, corespunzitor egalititii (a, b) = (@ — b, b);

—.dacl @ < b, atunci b + b — a, corespunzitor egalitiilii (a, b) = (a, b — a).

in momentul in care w = b, avem evident d — a — b.

~ citeste a, b 10 INPUT A,B
—daci (¢ = 0) V (b =0) 20 IF (A¢>0) AND(B¢ »0) THEN GO TO 40

atunci serie a 4 b; stop 30  PRINT A+B: STOP
— 40 IF A=B THEN GO TO 100
—cit timp a # b 50 IF A<B THEN GO TO 80

—dact a > b atunci g —a —b - 60 LET A=A—B

alifel b~ b — a 70 GO TO 90
L 80 LET B—B—A
90 GO TO 40

—0 100 PRINT A
serie a 110 STOP
stop

11. Fie f= a; + azX + ... + ap4 X™. Citul va avea forma:
by + bsX + ... + bpy X772, iar restul va avea valoareab, unde:
by = ap4y
bp = an + chnyy

by = az + chy
bl = ay =+ Cbz
citegte n, a, ¢ _ 10 INPUT N,C
bpty = Gngy 20 DIM A (N41): DIM B(N-1)
—pentru i = n, 1, —1 30 FOR =1 TO N--1
b —a; +e-by 40 INPUT A(l)
6] 50 NEXT |
scrie b 60 LET B(N+1)=A(N-+1): PRINT B(N-41)

80  LET B()=A(l)+CxB(I+1)
90  PRINT B(])

100 NEXT |

110 STOP
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12. Fie f = a, -} asX + ... + appn X" cu n > 1 siapy; # 0.Fie c € R, Se cere si se deter-
mine cel mai mare numér natural k cu (X — ¢)*| f. Vom trata cazul mai general in care nu stim
de la inceput daci c este rdddcind a polinomului f.

Expunem in continuare ideea algoritmului. Se pleacd cu k = 0. Se calculeazi citul f; si
restul r; ale impértirii lui fla X — e. Dacd ry = 0, atunci marim pe kcu o unitate §ireludm calcu-
lele pentru f,; in caz contrar se opresc calculele.

Vom calcula coeficientii citului f; in variabilele aj4q, ..., @z, iar restul r; in variabila
a;. Mai general, coeficientii citului fj vor fi caleulaii in variabilele ap4,, an, ..., @iy, 121 restul rj
va fi calculat in a;. deci fj = G X0 F ap X0t L L iy
citeste n, @, ¢ 10 INPUT N,C
k+ 0. 20 DIM A(N-1)
—pentru j =1, n, 1 25 FOR =1 TO N--1
—pentru { = n, j, —1 ) 26 INPUT A(l)
ai + ai + ¢* Qi 27 NEXT |
iy 30 LET K=0
_ = 40 FOR J=1 TO N
;‘i;‘.‘iﬁcfa..& e 50 FOR |=N TO J STEP —1
altfel serie k; stop ' 60 LET A(D::A(l)“Jf‘C*A (|+1)
; 70  NEXT |
—U 80 IF A(J)X >0 THEN GO TO 110
0 R
b 100 GO TO 120
Btop 101 PRINT K: STOP

208 EAET
130 PRINT K: STOP

18. Fie f=a; + aaX + ... + amy, XM 81 g = by + b2 X + ... 4 bpy; X" doud polinoame
cu coeficienli reali. Suma lor va fi polinomul:
k=e + X + ... + epry XP unde p — max{m, n}, iar ci = ai -|- bi pentru orice e {1,..,p}
(cu conventia cd ai = 0 pentru ¢ > m + 1 si bj = 0 pentru j > n + 1).

Algoritmul constd in urmitoarele:

— se inilializeazd variabilele ¢y, ca, ..., cp+y CU Zero;

— penfru ¢t =1, 2,..., m + 1, la valoarea lui ¢;i se adaugd ai;
— pentrut =1, 2, ..., n 4+ 1, la valoarea lui ¢; se adaugi b;.
14, Fie ecualia ay + agz,+ ... + any,z® = 0. Ea este reciproci daci si numai dacd pentru
» X ; n -4+ 1
erice t = 152 [T] avem di = Apto-i- 3
citeste n, a 10 INPUT N
: Ris 20 DIM A (N4-1
e 5 = [ : ]’1 s N1
—dach di F e 40  INPUT A ()
atunci serie ‘nu’; stop 50 NEXT |
Lo 60 LET K = INT ((N+41)/2)
70 FOR |=1 TO K
o 80 IF A(l)=A(N+2—I) THEN GO TO 100
BogiSeida 90 PRINT "NU": STOP
sop 100 NEXT-I|

110 PRINT "DA": STOP
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