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=0

Capitolul 1

1. RECAPITULARE
e¢lasa a VI-a

1.1. MULTIMI DE NUMERE REALE

fl) {Oral). Care este valoarea de adevdr a propoziL.':i]nr:' 0eN: ——¢ei;
= = /3 V5
1,5)Q; V/ 2eRy —1/2=0; L3 -1& R—Q;Ll—’e;ﬁmt;g;I/,_r.i

V=ZeR +2e;3lkeR— Q1M ER~Q173cR —rcR—Q

2) (Oral). Fie A="{nlnaeN}; B={2n+1|neN} C={2k\kaZ};, D=
=2kt 1|lkeZ); F=Bklkal); F= 13/.ﬁ HkeZ); G=1{3k+1|ke Z}.
Qe cer valorile de adevir ale propozitiilor: & € 4; 4 & €5 0eC;—4heC; —11&G;
~5=G; —3eD; 5eD; 5eB; 6=l —7&l; 1 & Gorel; 4eG; 0@_‘4; w6 = A;
12 4; —6@&C; 7«B; 9e¢B; 11gB, 7D — e n N0 B 12 B
—9&l;, —telF; —13&/F.

8) Stabiliti care dintre urmaioarele afirmatii sint adevidrate: a) {1} = {1; 2};

b) {—1; 0; 1}C{—2; —1; 0; 1; 2}; ¢) {05 3; 6} D {3; 6}; d) {—4; 1; 4}D {15 3}; o) {0;

1. A
1}cN; 1) {0;1; 2} N#; g) {—2; —1}C Z; h) {—3; =2, —1}C Z%; 1){—) o 7} c 0%

% il

B Ve V2 nleR k) s=N|0<xa =100} fzeN|0< z < 100}; 1) {—3; —2;

0; 13 Z; m){~%; ~f —1; 0,5; 1 rsa} Z @ n) {—V/1T; —m; — V3 +V/3}c
cR—0Q; 0){0,01? Lo S T T L/:T}cR-, p) (0}c R*.

4] A, B, C, D, E, F., G fiind mul{imile de la F‘\bl"Fit,lul( ) cercetati daci: a) {0; 2;
& 6,8}(::11 b) { :Z‘, L Pl Gl I () S Bl = e Pl gl e e i
1: gt n}cD e) {—9; —li; — gR0E 3Ea 6L e f) {-~--10\ —7: —4&; —1; 2; 3} I

g) {—8; —5; —2;1 ;T]-gZG;h]QDC:)A;iJZ:JD:B.

5) a) Se dan mulfimile: A = {—3; —2; S {—‘2 =1 1_. ‘3},‘ Determi-
nati: 1) AUB; 2) ANB; 3) A— B; 4) JP - A, SN BlC: el BC FEBE= G
8) .C — B.

b) Aceleasi intrebiri dacd A = {—3; 0; 14 B {051}:.C = {152 8}

g 2 4 K Sy
e) e A :{—2; :-, 0; V3 —1,73; — I/ 2; 1,0(4); l/—l }
]




Determinati: 1) AUR; 2) AUQ; 8) AUZ; 4) AUZ* 5) AUN; 6) A UNH
7)) ANR: 8) ANQ; 9) AN(R — Q); 40) A NZ; 11) ANZES; 12) ANN: 13) A NN
14) 4 —~R; 15) A~ (R— Q); 16) A4 — Z: 17) 4 — 2% 18) 4 — N; 19) 4 — N*;

6) Se dau propozitiile: i) Daciie & N, alvnciec e Z: i) Daca a = 2. atunci o = §;
1i) Dacil a & R, atunci a e Q; iv) Duaeii ¢ = . atuneci @ < 4.

a
b

7) Determinati: a) NO#: h) NUZ: ¢) XU Q: d) NUR: el NNZ*: 1) NN R;
g)Z*UG; h) OUR: 1) QNZ; j) BNR: k)N —Z: 1) 4 - OQ: m) § - K, n) Z - N

Stabiliti valoarea de adevar a fiecarei propozitii

Stahilifi relatiile de incluziune penlrn N: 7: @ R.

§) Se dd multimen /7 = { =3 V51 g ; =—2,{46); 1,41 ~}
)

a) [iste adewviiral e Ba R? (justificali).

hy Determinati elementele moltimilar:

1) 0= leecBlce l); 2) D=Ilrzcef|lacC)l: 8 F=IlgeN|r e
Y F={velk —4 |z ]

—
|

9) A; B, Cy D; £ PG fiind multimile de la exercitiul 2), determinagi ol
mile; a) AU E; b) AN B; &) CUDL; d) ¢ND:e) BUFEUG ) AU g) BUD:
h) EAFNG; i) ANC; §) BND.

: - * v o 8 i
10) Reprezentati pe axid punctele en abscisele: (a) ~2:7; — : —1.4; |/ 2;

- V25 25 (b) =3 —4&; — /5 0, VT 173 1.

’

11) Beprezentati pe axa numierelor punclele cu abscisa in muoltimea: {_ -
1

»

2 2
12) Prin cite puncte distincte se reprezintd pe ax4 urmitoarele numere: {—35; 2;

1,3 5 —; _f_}n .

"9 5 %
3 1 4-‘2 ;

18) Aflati a 9-8, & 14-a 5l & 174-a zecimala a numerelor: a)*0,(14357); b) =,
o
)| -}- §
i,

14) Specifieati care dintre nrmitoarele fraclii sint reprezentate in ferierea zecimala
. " ‘ ; i 2 3. 23 4
prin iractii'periodice (simple sau mixte): -F—'; et i A < 2 e,
H] 5} i / 14 14

L. OPTRATII CUU NUMERE REALL

1) Calculafi: a) 125 + 887 -+ 76; b) 1 205 - 103 ¢) 446: (24 : 6); d) J01% e) 199 -
«201; 1) 5+1990-20; g) 348 105 - 0; h) 458 - 45 + 55+ 4538 i) 999 - 998 — RIE - 994 ;
J) - 255425 — 425 -5 -26; k) 1990 -1 989 — 1 989%; &) (1 990 + 1 990%) : (1 900¢ 4
& 19904,

2) Stabiliti valoarea de adevar a propeozitiilar:

v pPropoziy

HJ (23).'. e '_..’“". hl 0a . 31’.‘ = gs-’:: e) 2. oL 9d ol .;.14,. d) “_J.z W ;'?: p) 218,

" :2]8 s .20, ” il

.])\ 3_519+2 LB

Ly S 2 £ E4 . ¥ i v w148 B 3 b |
73 @) 5P B == hy h) 90— 4 = () i) yleEw o glesy _ u;l:,lu‘

i]uu "\‘Ir 1101 - 2‘&01; ]J ﬂ]-ﬁu =+ 100 ="1.

4

8) Determinati numarul ;a* stiind ca: . el S
a) 97 - (147 + 3:025) = 27 - 947 4 37025 va: h) 15 (2007 <= 2°000)" =15 2 007.=

45-a: c) 1989% — 1 988 -1 980 = a - 11 d) A0 90 A
: igﬂ_ 2.;) == x_]2ﬂ+11—n: 1) [:‘;ij.’: =1: g) ‘:::H}: — O i:: [0 3u|R = 9¥

4) Determinati elementele multimiler 4 = {n e Nln + 5 = 'j"_"‘rz B={neNlnpt+

P05

5) Caleulati: a) —2 + 8; h) 7+ (=—=9)4 ik B o
- 5eg) 1000 —201 - 10045 k) (=20 ) 220 ) (1) +

¢l =3 5= (=51 W) (—4) « (—7)p-25; &)
(—108) : (==9) : (—2): ] —4-1 4 :
[q103 — (402 k) i—(_:;‘](l i S e b

) Care din urmaitoarele egalitali sint adevirate:

2} () (—2) =910, ) (— ). (—3)1 1300 =T ) [(~5)'] — 8 = 0,
d) [2: (=3P = (—6)10?
7) Determinati numirnl ,a* stiind ca:
574 a: b) —971 - (+375) = 875 :a; ¢) —25 - [—84 + 52) =

a) 124 4 (—

= 9534 + a 0L

157) = =157
! .
§) Delerminati elementele muljimilor A= {neZln+12=0}; B={neZ|

[12:n — 5

1 Q 5 : 1 1 ; 1 i 1 e .'?:7_
0) Balaifatic ol — s — i Bk = Sl = el =
4 A 4 2 (5 i o 4

1 gt oy T 8 et o
e) 2,1(6) + 1,(35); 1) Z’—-—;ﬁﬂﬂzm 7‘(?); h) [~l-;)-;, i) 2,5 (“ﬁ ]

11 5 3] [,_"_3
: — gettie s i 1.',2:10: i | |y I) .
”[ k"]'ﬁ' L [ ﬁ ; —’A]

: i i 9 =1 9 -} 9 -2 1 -1
10) Caleulaji: a) 27%-4; b) 37°+87: 8% c) [TJ} ) (',’} i &) (1?) 5["* T) i
e) 0,47 0-17%. 100072 .
11) Determinafi numirul .o astfel fnoits a) (—8)*: (—3)* (—3)"" = (=3)"4;
1 -

B) [(—1)FP = —17% €] (=)0 == —.
12) Determinati elementele multimilor A = {n & Q [12-n =35} B=Ine& (|
‘nz = 5}

18) Lfectuafi: a) |2 —2- V2 b) 35+ K= V1255¢) V2 (3~

/3 d QB —1)- (VT2 (VB3—2 1/ 3) (VE+2-V2) 1) (V2 —8)%
0 AT - 2.0 (3B —9-1/T) (=3I ) (=6 )

il ety ==
gt e gL e A

l, 2 L o

¥ /3 — /1208 1) |/ T=160; m) 22 /22 (2 2)

14) Determinati numarul ,a” astfel incit:

a) (2= V3) (VE+KT) == b) V3 :(£3 + VV8) =a-(1+ 1/ 2);

o) r_ i L d) (/3= V/5)*= a- (14 1/15); @) V'??J'i_l =il l/ié i_l =
= l/; ca; g) /100 = —a; h) V/[=25)* =a*; i) V% = 10,
i}
15) Determinati elementele multimilor 4 = {n & Rin*=5k 8=i{nes Rin=
= —4}, :
‘5

g Lp
10HE = o : 2007 e)t 9t Bt ol




T 5018) a) Stabilifi dacd /2 4 3 si 3 |/ 2 Sint: rationale.
b) Daci a = 0*sib & Q, atunmaj-bﬁ‘(!ﬂpa F:F}?O
_¢) Dati doua exemple de numere a §i b = R — - Q astf@l caadbh sia- b si fie
numere rationale. :

d) Daci /3 a=Qsi |/5-a = Q, atunci a = 0.

1.3. MODULUL. RELATIA DE ORDINE PE R

1) Caleulati: a) [ =51[; b) | +7 | = |=7[; ¢) | =8| |—4]— |(—3) (—4)

) —8
4) 15~ 8 (2~ 500) =Llin) | =10 1| 45131 ~4 big) [ =2 [~ | +a ]
+2 |
2) Determinafi e]nmentplo mul{imilor:
A={zeQ||s|=33B={zrcR||e|=0}C=fzcR]||c|=—1)
3) Reprezentati pe o dreapiﬁ punctele A (a) unde |a | & {0; 4; 5. '
4) Ordonafi crescitor numerele: a) —5; —3: 3; —2; |—2[; — |—6];
b) [ —4l; |0]; | =153 —5; —1;¢) 0,4(6): 0,(161); 0,0(161); d) —m; 2, |/ 2; —3,14;
-9 r} e
1445 [f'-} ;e —i; — = =2 [EJ e
2 2 2 3
5) Care din afirmatiile de mai jos sint adevirale: a) | —2 | < 2; b) | —3|> 0;
2 9 f 3
o= 142 1< 0 )| — 2| u = | (= 2). (=2 e 1=2 + =9 1<)
B 7 =[5 e =2 + (=5) s |2 1+
7 1 1 — 1
+1=50 1) I————}-,— sl—— Iﬂl: i S e e e R
| T i O e R eyt o
; 6) Stabiliti = R astfel incit relatiile de mai jos si lie adeviirate: a) — 2 = | z |;
b) — |—z|=a o) V[T=2[>0;d) V==2>0ie) ~z2=V"a%; )V 2F—z=0.

7) Comparati 3-1/ 2 cu 2 -/ 5 si —3-1/ 2 cu —2-|/5.
8) Calculati: a) |31/ 2 — 2 ./ 3]| —2- (V5 + [/2);
b) [1.42 --VEI--I[,?E— AT S AT Ay

J

3
5

10

d) l/ — 177 — |/ 2082,

9) Scrieti elementele multimilor: 4 = fz e N* | |z | < 2}; B = {z EN]IQ[&
<6 C={zeZ*|—|a|s1};D={zcZ||z|< 3

10) Punefi in eviden{d pe axa numerelor mulfimile:
B={re2| —-3€z<2}); C={zeR| -3 <2< 2}

={zeN|-3<z<s2)

11) Pentru a, b & B delinim max (a: ) — {u daci a>b

b dacd a < b
Determinali:
9 | Y3 2 .
a) max(—3; —2); b) max(—-;)—; "—:);C) max (| =35 [; 5); d) max (|3 — 2[; 0);
e) daci z = R, max (0; |z |); ) max (|z |; z), unde z< R; g) Existi « « R astfel
incil max (‘a2 '} —2) = —z?
6

|

12} Sint adeviiraie propemitlet 1 ,dacit e <.0, atuncei &> o i
'-'ﬁhnvi— RUER 2R S s e SR s

atunect a° > 0". i) rhwa a'es RS

-3] r‘cid ;{F? T : D orh'qh a}!rﬂf—‘_‘—g:;. ) ji—e|— IV 2% e .’_-_f;.;"=
—1|— V"

‘ g
14) Daci a, b = R, stabiliti daci a) ——

-< max (a; &); b) |/ ab < max (a; ).

(3]

15) Fie a, b, ¢ numere reale a << b < 0 << ¢. Comparati numerele: a) a-esid-c;
hla-bsib-eg;c)b-asoa g ~bsic;e)asibtef)dgie—a; glh sia — e
hl [blsilelyile—=20g4ie

=

16) Scrieti cel mai mare numar infreg mai mie san egal cu 7 unde z = {“, —7

2. INTERVALE

1. Si reprezentdm mulfimea numerelor reale printr-o axd (vezi figura
1.1). Fiecdrni numér real fi corespunde un punct pe axd, de exemplu, nwmna-

0 ; < W
=G : j 4 3) ¢ O
] A a
Fig. 1.1

rului 4 i corespunde punctul 7, lui O ii corespunde 0, numérului a i1 cores-

punde punctul A. -

‘ 1) Fie a gi b numere reale (cu a < b). Notdém cu [a; b] miultimea

1zcR|a < sl < b)sau{rc R | a<z<b}. Aceastd multime se numegle
: ‘-.

interoal fnchis de extremitdly a, b. ' i
© Dacd extremititilor a si b le corespund pe axit punctele A, respect iv [,

a.‘mnci intervalului inchis [a: #] i corespunde multimea punclv]or situale

pe segmentul AB (vez figura [.2).

A X 8
A e o
- 0 ;_ % .] + OO
a ¢ b
Fiiga"l- L

2) Fie g i b numere reale cu a < b. Se obisnuiesle sa se noleze cu

‘(a; b)

zlzc R, a<z si z<b} sau {r|lzecR; a < x < b}

f

- 15
numitd intereal deschis de exiremitdfi a, b. Deoarece nu este adevarat cé
a'= a, rezultd cd a & (a; b): la fel, b & (a; b), adicd intervalele des chise

nu-gi confin extremitdiile.




T | M. |

Dack a < b, atunci intervalului deschis (a; b) 1 corespunde pe axd

midkimen punclelor interioare segmentuluissf (vezi figura 1.3). Intervalului nemirginit (o1 a] sau (—~oo: @) ii corespunde pe:axin
& semidreapti (cea marcatd in figurile 1.6a, 6b), formata din punctele situate
f‘ """"""" ’} : - Jo stinga® Iui A inclusiv punctul A sau exclusiv. punctul A.
e ) b -+ D &l o
a b Lt o Sl el |
- ‘
Fag. 1.5 - co -] + o
) Ce oblinem dacd intersectam intervs g AR i e AL A
) (G | aca ntersectam ntervalul inehjs [ —1:.1] cu inteevalil ! praEaealiidls o b sorton MR e et o
deschis (02 2), reprezentate in figura |4, Ohservam ca intersechin lor este for- e ; i :
ta i it ale 0 : v s . i ¥ '
mata din toate numerele reale care sint mai mari decit 0 si mai mici decit 1, Fig. 1.6 a si b |
5 St e A ot SR A i s g i
- oo L \ ] ) - Observatie Simbolurile t-oo g1 —oo nu reprezinta numere reale. |
= 5/ f 2 e Sp obisnuieste sa se citeasca simbolul +oo astfel: , plus infinit™, iar gimbolul
e .4 —oo astfel: ninus infinit”. 1
Se abisnuiesie si se noteze cu (—oo; -oo) multimes numerelor reale, :
melusiv numérnl 1 Tnsa numiral 0 nu apartine intersectiel. Aceastd multime pringurmare R =(:-co; Ts-00). : |
de numere se noteaza (0: 1] si se numeste interea! somideselds cu extremi- G) S ne reamintim cd am notat cu | | pe acela dintre numerele ‘
tatile 0 si 1, deschis la stinga si inchis la dreapta. Deci, (0: 1}°= {2 =R reale x si —z care este pozitiv, numindu-l valvaree absolutd a lu x (sau mo- |
O0<asi o< 1! san =] P a1 =i IR0 20 == (05 dutel Iue x). Mal precis,
general, dacd @ << b, se obisnuiegte sa se noteze cu- (a, 4] muljimea g x dacd z 2 0
o Lo s O J - : A ; e i
12| 2€ R, a<<z gl z<b} sau {z|x&e R, a <2z < bl ea 80 numeste —r daca z <0
r:ﬁ,rcai semideschis cu extremitafile a si b, deschis ‘la stinga s inchis la 6 care se mai numegte si ,cxplicitarea modulului.
dreapia. 1. e -molenza e ok P s aroea Frall vt T AT g M . ey 2 i . o
: ]ms = fl(;l‘ STl S e LB e e < + De exemplus | 0,75 | =075, | —0,73 | =0,i5, |=1|=1, |1,25|=
Sl izl G K. a £ T < 1 b 1 A 22 o # o 4 :
{J/}-)‘ It = :ﬂal > dl by = 1,25, | —1,28'| = 1,25. Sd observim cid mullimea:
4) Intervalele de forma [a; & B, [a: ai (@ b) au extremitatile X
[a; &], (a; &), [a; b) si (a; b] au extremitatile M={z|ccRsi|z|< 1

a §i b; ele ge numesc interpale marginite. Yom mai folosi si interpale nemdr-
ginite. Anume, vom nota cu [a; + oo) multimea {z |z & R, = > a} gi eu
(a; 4-c0) multimea {z |z € R, z > a}. Acestea sint intervale cu extremitaiea
a, nemdrginite la dreapia.

Dacd extreroitdtii a ii corespunde pe o axi punctul A4 (veri l'iLT'l;l"ilﬁ!

este de fapt intervalul inchis [—1; 1], deoarece explicitind modulul ob{inems
Pentru z > 0, z € 1, deci z & [0; 1], iar pentru z <0, —2 < 1 care
devine z > —1 adicd z €[—1; 0). |
Prin urmare multimea: M = {z |z E R 1 [z | < 1} este reuniunea |

intervalelor [—1; 0) si [0; 1] adica |

A0, asi 150 b) atunel intervalului nemarsinit [a: +eo)sau (u: o) 11 cores- | 1 Lq
]TmIldB ht?ﬂ'lld.f‘efﬂptﬂ marcata. lormata r,hn pUﬂCEe}P, sttuate la .-_h—;.a'r,ga“ a4 ’ M [ -|1 (—) UiU) t] [ N S j .
inclusiv. punetul A sau exclusiv punctul A Asemandator, multimea |
¥ N={z|scRs |&|<2}=(=2; 0)U[0; 2) = (=2;2) |
b £ e — i
= . = S 3 .
' o R To genepal, dacda a >0, alunci
* G ! \ |
A fzlreR g |z|<af=[-a; ] g |
A s m i o e | gt Sy 2 T s e :
T a\ 3 i ] i el e R s x| < u‘-_m(. a; a) |
l”};’, Lo a b 2 SRR e Y o ot S
EXERCITIH REZOLVATE
5) Vom nota cu (—oo: a] multimea [z o & R, o < a} si cu{—o0: a) . Interoalele sint muliimi de numere: decy toate operafitle ce se pot efectueg
multimea o |z = R, z'< q}. Acestea sint intervale co extremitaten o, nemar- o multime (reuniuneg. nlerscclia, diferenfo) se pot efectua st cu intervale.
ginite la sttnga. : ; Exemplul 1. S& geriem intr-o forma mai simpld multimile: 3
, [—7: 31U [0: 8. [+~7: 31N [0: 8] &1 [—=7: 3] — [0: 8]. |
8 - - / |




- Reamintim cd dacd 4 §i B sint multimi, atunci:
AUB={z|zcAd sau s €8}, ANB={z|zcd s B}
oy 4 —B={zlsc i 4 2z B

'S4 reprezentdm intervalele [—7; 3] si[0; 8] prin segmente pe axa nume-
relor (vezi figura 1.7). Reuniunea lor este formati din elementele ce apartin
-cel putin unuia dintre intervale, deci:

[—7; 3]U[0; 8] =[—7; 8].
Intersectia lor este formats din elementele ce apartin ambelor intervale. Deci:

[—7; 8]N[0; 8]=[0; 3] (vesi fig. L.7)

r EET I L } i .
L C e e S [
- =7 1/ . 3 & too

Hig g7

Dilerenta lor esle formald din elementele ce apartin intervalului A, mai pufin
intervalului . Deci[—7: 3] - [0; 8) =[—=7; 0)

Faemplul 2. 53 scviem intr-o forma mai simpld mul{imiles
(=2: )V (0; 4), (—2; 3) N (0; 4&) si (—2; 3N\ (0; 43,
Sit reprezentdm intervalele (—2; 3) si (0; 4) prin pérfi ale unei axe (vezi figura 1.3},
Numirul 3 aparfine inlervalului deschis (0; 4), la fel, 0 aparfine lui (—2;'3). Observim cj

reuniunea celor 2 intervale este (—2; 4), intersectia celor doud intervale este intervalul
deschis (0; 3), iar diferenta celor doudl intervale este intervalul deschis (—2; 0).

{ [ =
5k \ e
e s - 0 3 4 o0

Fig., 1.8
Prin urmare pulem scrie:

(=2; 8) U (05 4) = (=2; 4); (—2; 3) N (0; &) = (0 3) 81 (=23 3J\(05 &) =+(—2; g},

£y L)
Ezemplul 3. S observim ci mulfimea S = {x lzeR g |z |21} se poate
scrie ca o reuniune de intervale deoarece explicitind modulul obtinem:
Pentru 22> 0, 2 > 1, adici z =[1; w) §i ‘pentru z << 0,
< —1, adicd ' & (—o0; —1].
Prin urmare mulfimea § = {z [z R i lz >4
(—oo; —1]si [1; +o0) adica

—x =1 care devine

} este reuniunea intervalelor

§ = (=00 —1JU[1; +00) =R — (—1; 1),

In general daci a > 0, atunci:

e |z eRsi |z|2a}=(-c0; —a)U[+a; +o0) =R — (—a; +a)
g {zlzeR si |z|>a}={—ow; a)Ula; +w)=R—[—a; a].

10-

K={|ieRsi —az~1}; L={z|lac R si —a<

Exemplul 4. Tot o reuniune de ‘ilnterrfvale est‘e si rezullf,atlul urmatoarelorr _(j'lli:ifrfer-ezll;e
de inlervale: NS TR : LT
a) (—5; 8]—[—2; 5) = (—5; —2)U[5; 8] (rig. 1.9)

\ 1
- g ( 1 J J :
- oD J -5 "2 5 5 i
s Fig. 1.9
b) (=53 8] = (—2: 8) = (—5; 2JU {8} (fiz. 1.10).
; i 2N
Y £ Fe
T 8 + o9
=00 =5 —2,

Fig. 1.10 “

Observall ci (—a; 8] D[—2; &) si (—5; 8D (—2; 8).

EXERCITIT |

INTERVALE DE NUMERE REALE

1) (Oral). Verificali dacd afirmafiile uwrmiloare sint adevirate: a) 0 < [0; 3];
b) 2°€ (2; 3]; ¢) —1 €[—150); d) 8 € (—8; 8); e) =5 &[—7; —5]; f) 1 =[—4; 3);

g) —7e(—8; 0]; h) de[—4; +4]; i) —2&(—1; 2]; j) 5&(—8; 4); k) 3=(—38; 2,999];
1) .m-A:"_c-z[ﬁ*'!; 0); m) 1,1(6) 6(1; -‘J—] n) — E/EE(-_-.‘-}; 1/5): o) 17,2 € (17; +0);
3 sk i 3
L/ a )
pie—15 S8 co M0} D= e el on i M)

2) (Oral). Care dintre urmittoarcle mulfimi reprezintd intervale de numere reale:
2hb)izeQlosa<i); ¢Jael |es —2hd) e eR |z 2

=

al{reR| —5= g <
kel Ime WD <"r

3) (Oral). a) Bxistd un cel mai mare numir real in liecare din intervalele: [—5;2];
(=g; 2.5 =2 2 4) 2
b) Lixistd un cel mai mic numdr real in liecare din inlervalele: [—3,2; —1,8);

O,

(_%i ; !/—_J | [—x.m:_u; ‘:)] ¢

4) Serieli ca intervale mullimile: 4 = {z s € Rl —1 < o< 4}, B={a|lz e
R«

SI It U s Gl i o e TR S T s Seaa T I = [P e R e e 3}
E=l{r|laceR s s 20} F={sioeR s > IGe=dz|loeR s g 0 H =
=flreRiis< s I={e|lecsky —w>2} J= re R sl —o< o8

I |
= ||
=8} M={z|ze R i

- : . el 2 il e 2 e i
Ootsie = 2ok N= g r e L5 71/ s L/ L {J.‘ ".'.C el Sl “; <z < =

JEE {_,;_.t; =R S =106 < p= 1,58
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8) Fie I un interva! de numers reale St propozitiile: i
1) .,dacd [ este nemarginit, atunci 7 contine o infinitate de pumere reale”;
i) ,,daci I este mirg
Care dintre propozitii este adevirali?

6) a) Dati exemple de intervale care si confind numere reale oricit de mari: b) Dati
exemple de intervale care si contind nurere veale oricil de mici; ¢) Dati exemple de inter-
vale [a, 4] care sid confini n numere intregi, unde n & {0, 1, 2}. Calculati in fiecare caz
b — a.

7) Puneti in evidenti pe o axj multimile:

- = 91
s s 25

A={-1;2 B={zeN| -1<z<2); C={aecZ) —l<p<2);
D = {‘7_:E]]-L |

a b

8) Daci «a, b Ry, a<b stabiliti daei: a) —— 2 = (a; b): b) Vab = (a3 B).

9) Fiea, bR, a<b. Puneti in evidents pe axi inlervalele (—oo: a] $i[b; o)
in fiecare din situatiile: a) o = lgh) & <0;¢) a<s 0<b.

In care dintre siluafii 0 € (—oo; a]?

10) Daci 0 < o < 1 stabilifi daci e - ¢ = (@; co)in situatiile 1) @ > 0; 2) g < 0.

11) Consideram intervalele [, =[—9: 20): Ly = (—=2; 4); I, = (0; 3); I, = [0; 1);
5= (4; 20]; To= (—oo; 20); Iy = (3; o).
‘ Stabiliti care din urmitoarele propozilii sint adeviarate:
a) L 2 f b)) Lic I o L€ dey d) Tos L @) ey )l e Ly gl Lic hichcR:
L) = gl e e ST s
12) Stabilifi valoarea de adevir a propozifiilor:

itmeos ~1C (=i ) ) (—03 ~1) (~0; 2); o) (~eot= L] (~0; ),

d) [-—»ms -ﬁJr:[—oo; - 11—] i €) —1; 4-00) D(—1; 0]3
71 50 .

1) (0; ¢.00)D[0; 1]; g) (3 ¢0)D (3; 5).

13) Fie a, b, ¢, d numere reale astfel incit a <b §i e<<d. Notim F = [a; B];
Iy = [e; d]. .

Cereetati dacd 7, © J, in urmatoarele cazuri:

Alce(a; b)sid<b;b)a=csid<b; c) o= ""”’ i d=|ab; d) d <b gia<e

el.a<sb<op.

14) Se dau intervalele J, =[—3; 5): I, = (—4; 5]. Este adevidrat ci daci zely,
atunci z € I,? Dar reciproc? Ce relatie se stabileste intre I, si 7,7 ;
15) Fie a <b §i I) = (a; 0); I, — [6: co0). Bste adevirat cd daci y = I, atuneci
¥ < [,? Dar reciproc? Ce relatie se stabileste intre Iy §i L2 Bste posibil ca I, = I,?
168) Dacli a < b <d —e < —d, atunci [b; ¢l {a: d).

OPERATII (U INTERVALE
1) Scrieti cu 'ajutorul intervalelor: a)[—2; 7)U {7} b) (—=5: 38U {=5; 8}
o

3 71U[759:d) (=25 7) U[7; 9); ) [—2,5; 6)U[—3; 8]; ) [—3.4: 5]u[~—3,5-i

?

gif=2.(18); 1V I)U (—2.1(6): 1613 0) [—#%; =V SJU[= V/T6; —92.23); ) [H

£ 19 i1
13 ] U (_._:i_, ;w] i
144 G i) 118

init, atunci 7 contine un numir tinit de numere reale®;
iii) ,,daca I este marginit atunci 7 confine un numdar finit de numere intregi.

'_}: 'HU I‘i;: ) (—co 1\“‘] -:-f(}‘l‘
5) Brectuati: (0; o) UN: b} (—1; co) UN*: ¢) (— oo; OJU R,
6) Efectuatiz a) [—55 3) ON[2; 7] b) [=8; —1) N[—=2; 3]; ¢) (—4: 0) A (=5 =2);

i _) n[f o n]; o) (=2, =110[= 1/ 5; —0,80)]: ) [2; 7) O [=3; 2J;

7) Eteeluati: a) (=2; 7)0 {=2; 7} b) (=
g - f ‘

d) (_,._ﬂ; lﬂ}nz; e) {— 155 V2)NR; 1) [U; ‘-’f-]m‘“-
3 9

8) Fie a @ Re*. Bfecluali: a) (—a:a) N[0;a); b) [—a —1;1]N[0:a + 1); ¢) (-2a;

: gt ¥ 4: 9 @ 7
10) Efectuati: a) (==3; 2)U[1; 3); luj (=4; 2)M[1; .‘J_), e) (.__I__,
d) (=2; 2) M (—3; 3); &) (=7; 2)U[2; 7); £) (=75 20N[2; 7); 8) (=3; —)U {~1}L
U(=1; 2); h) (=3; —=1)U {—1}0[=1; 2]. e
11) Ordoenati erescator numerele a, b, ¢, d in urmitoarele situatii: i) (e; b] N (e; d] =
= (¢; d); i) (¢; b0 (c; d] = (a; d; iii) [¢; b) O (¢; d] = (e3 b). 5
12) Precizafi care din urimitearele mul{imi pot fiscrise: 1) ca intervale; 2) ca reuniuni
de intervale.
: a) [—2; 8] —{8}; b) [= 2; 6] ="{=2;6; 7}; ¢) [=3; 4] — (2; §); d) (=4; 6] —(89;

les=sR si |e+1]=>4); e) {=

; i [
{2 |4 =R sl |w]s § | ] : ) 519
DieleeBs jolsOh k) plesBsl jo|<—=2k DizleeRsi |z]< -3
L G ! 1% L

2) Dacd o = B seriefi ca intervale multimile:
a) (—eo; a)Ufa; a4+ 1); b) [a—1; a]U[a; e+ 1]; ¢) [ea=2; a]Ulo —1;
adi]; d) (—o; a]U (e; o). : |
3 8) Delerminati e, b & R, a < b ghiind cd: a) [a; LJU[—=7; 5] = [—9; 6]; b) [a; b u.
Ur—8; 21=[—95; —2]sb=< —3. | B
4} Care din urmiatoarele multimi de numere reprezintd intervale: a-‘ (— 2o :r:_]U
Wre: &) 1—,7\ (=8 73U (=2; +aa)y @) (=2; =3 [=—15 2] d) (=4 9j iy 8l e) =21 U

2

2 6

4 111 o == Mo ' e
) (—a;4) 0 (4; 5): m(& ; !]ﬁ (C-‘l'-"']" i) (=5; 7) N (3; 8) N (—2:6).

112

By 8) N {=2; 6} ¢ (=84; 42) NN

]
i o
[

¥

2q) N (2a; ba);  d) [* 5 OJ ”[* uy -l]: g) (=a; @) N (=1, 1); 1) (—a, &) N[—a®, a®].

a 1

o Fret i
9) Allalia i b stiind ci: a) [a; L]0 (5; 7) = [b: “"J i b)[a; 7)N (35 8] & s 6],

9 U (=8; 9):

1

6): ) (=5; 6]~ [6; 71; 1) [8; 8) = (4; 5); 8) (45 2) = [U; -;—): W [=2; &) = (=3; =2}

(1]

18) Se pol scrie ca reuniuni de intervale multimile urmitoare:

a) fpleeBsi |z1>85D) pleeBsile=1]>2) o) glegaRs [2]>5)
f
1
)

leeRs |z|<;f) {z|jlzeeR si |ol< B :
I

|
rel s (p|<xw

‘ s 1.3} h) {a

i) {.‘"fL:H q?i [ Rl
LUCRARI DE VERIFICARE
LUCRAREA 1
1) Bf_altviljti eare din wrmaloarels relatii sint adevirate:

it (i}

'
&

3) 3eN; b) — e g; o ’T €Zd) —V/3eB - Qie) - e F*f) — e N;g) =1&d¥

) - E)

K 3 = R,
b5




"‘) Efectuati: d)AUB b) ANB; c) B—4;d) G— A;¢) € — Bunde A = {—38;
—2: 0}; B = {0}; €= {0; 1; 3},

3) Re_[,nrezenl-at.l pe axii punciele ale ciror abscise sint elementele multimii

M = {~3; (0 0 —q, [/?}.
2

4) Efectuati: a) A +.E

’ 2 i T 1l g bR S et e s V3

g e s st e e d"‘-z‘f'(:g); &)y
—5? f/;.._t/?
_V“:‘ 3._"34-

4

6) a) Scrieli crescitor elementele mulfimii N = { —3; |[—2]; 1=8[:l0k

|-}
b) Caleulati: 1)]—|—21+ =T 2 .”hif_ﬁaf,gngl..l_;d},&);m_i
cl=A 5ok [=38] = | =8[;6}|6]l -5~1=8];7) | =5 8) — | =2

LUCRAREA 11

1) Stabilili care din urmiloarcle apartenente sint adeirérate:

[ 3 —a ; :
o (=gt L )emn | Z 4 ez g @ s oniren [s= L+
d 4

i ,}C‘! | (W3 =2V 3) (-3 eR- ;) (1/1 -1/ 3 ] V3ieN; g) (14
FE) =/ Be Qi) (L4 1/ 8) 1/ e RNG.

: 2) a) Reprezentali in sistemul de axe rectangulare zOy punctele: O(0; 0); B (1; 0);
C (1;1): D 10;1): b) calculati lungimes surnmntulm OC; ¢) Reprezentati pe dreapta OB
punctele care au abscisele egale cu: — |/ 5 + /5 — |/ 3 ; 42

u_l

1]

3) Scriefi crescitor clementele muliimii: 7= {| ~}/2|; IL/ -1l h<2[;
=8 =2 I s=p zli e~ V3l = /2]
4) Caleulati ¢ & R din ega!ilé,tilé: a8 = LGEE P b) a1t |5 —

=V =lVT=5l ¢le—VIl=y7; d}jra-;/._l, =12

LUCRAREA 111

1) Stabiliti care dintre urmitoarele relatii sint adevirate: a) —1e[—1: 3);

L)

H Ne (2 4] :} te (1545 d) —3 & (—w; 1]; e) 3<(0; +oo); f) [“1; 1]c(—2;
20t g) (0 Jc: 2 3L h) (=15 1) c(—1; 135 §) (=2; +4) (= o ; &); ) [+3; —Lw» =
= (*«‘, +) 2[=2; 0); 1) {2}D[2; 8); m) {~1}c(=1; 0); n) {1; 2}
(= [ e

2) Efectuati:
LUIL; Ll L — I I, — 7 unde a) T, = (—2; 3) st Jy=1[2; 4); b} I, = (~3; 0)
si Iy = [0; 1) : } .
14

S-ERERAREAT (VT R drmeandE

1) Scrieti trei numere din intervalul (0; 1).

2) Fie 4 =[—2; 38); B =[1;5). Scrieti ca intervale mul{imile: a) A U B; b) A N B;
¢) A — B;d) B— A

3) Aflali elementele multimii:
a) [—2; i)ﬂ{—l,S: V25 ﬂ%; -rr} i b) i(—1; 4]1NZ*; ¢) [—5; 11N\Z*; d) (—6;
1)\ N*. ‘

4) Fie 0 = (a; 4-oo). a) Justificali dacd o® & (e; 4-00); b) in co condlm —a s
e (a¥ +oo), ¢) in ce condifil a3 & (—o0; a).

‘3. ECUATIA DE GRADULI C¢U 0 NECUNOSCUTA.
 ECUATTI REDUCTIBILE LA ECUATII DE GRADUL
INTII CU 0 NECUNOSCUTA. PROBLEME CARE SE

)

REZOLVA CU AJUTORUL ECUATHLOR DE GRADUL
INTII CU 0 NECUNOSCUTA

Sa ne amintim cd o ecuatie este o propozitie ecu variabild  (propozi-
fitle cu variabild se mai numesc predicate) in care apare, o singura dala, sem-
nul = '

De exemplu, sd considerdm propozitiile cu variabild (predicatele):

1) Elevul cu numele z este in clasa a VIII-a A, z € {lonescu, Popescu,
Constantinescu}y -

2) 22—5=2,x&{0, 1, 2, 3}

3) Litera @ este in alfabetul latin, x & {a, b, p, z};

422+ y=7 % y€N;

|
e SRR
)& ~}* 1

6) bx—1=1=x+2 xc il 2L |

Prima, a treia si a sasea nu sint ecuatii. A doua si a cincea sint ecuatii
cu 0 necunoscutd, iar a patra este o ecualie cu doud necunoscute.

Multimea in care ia valori necunoscuta se precizeaza in dreptul ecua-
tiei; in cazul in care nu.este scrisd, vom considera ci este multimea nume-
relor veale.

- O ecuatie eu o necunoscutd.are forma generald:

S(x) = D(x), x & M;

necunoscuta X apare efectiv in enuntul ecualiei, in membrul sting § sau in-

membrul drept D.
- Neeunoscuta poate fi inlocuitd (sau substituitd), in enuntul ecuatiei,
cu orice element din multimea M; ca rezultat enuntul poate exprima sau

15




nu un adevir. Acele elemente ale lui M care inloenite in enunt, in locul necu-
hoscutel; fae ca enuntul sa exprime un adevar, vor fi numite solulii ale ecua-
{ter. Rezolvarea unel ecualil inseamnd allarea (determinarea) tuturor solu-
tiilor sale,

De exemplu, prin inlocuire divectd, constatim cf ecuatis

2% — b —— 2 xRS R T

2, 4y Of
nu are nici o solufie, in multimea {0; 1: 2: 3}, Aceeasi ecuatie 2% — 5 = 2
X & B are 0 smgurd solulie in B s1 anume x = 3.5.
Despre ecuatia:
=3 Xt b=2 (2=A)=x42 &
vom spune ca are ,mai mult de doua solutii* in l!.., deoarece dupa efectuarea
tuturor calculelor oblinern 0 = O, oricare ar fi ¥ & B. Si ne amintim ci o
astfel de ecuatlie se mai numeste si |, identitate’ (sau o eciwatie nedetermnitd).
Prin urmare  multimea de solulii este B, adica S = B*
in sr:.himh, oricare ar [i multimea in care ia valori necunoscuta x, pro-
pozitia -
de(x 1) =3y —2
ne conduce, dupé efeetuarea calenlelor, la egalitatea 3 = —2 evident absurdi.
Despre o astfel de ecuatie obisnuim sd spunem cd nu are solufie in nict o mul-
[ime (sau ca esle 0 ecualie unpesthild).
ln urmatorul exercitiu ni se cere s rezolvam ecuatia:
SX == G (1)
in multimile: a) N; b) Z; ¢) @%; d) Q; e) R.
Separind fermenii cunoscufi de tel menii liberi obtlnem ecuatia echi-

2

valentd: 2x = 7 (2) si apoi x = % (3).

T it ta ed .
Deoarece - €& N si -+ & Z spunem: in multimile N sau Z ecuatia

= el

(1) nu are solutie. In schimb, deoarec c€Q*clQc B putem spune:

L\J[-.J

ecuatia (1) se poate rezolva (are Solutie] in oricare dintre multimile Q*, Q

gsau R, solutia find numérul

2‘ i

Sa ne amintim cd doud ecuafii sint numite echivalente duecd au aceedst
mulfime de solufir. :

Tn rezolvarea ecuatiilor se folosese urméatoarele doud bropmetéti ale
egalitatii (valabile pentru numere reale): \

Propriciatea 1. Adunind la (sau scizind din) ambii membri ai unei
ecuatii am}]aﬁi numar real, obtinem o altd ecualie, echivalenti cu prima.

Conform acestei proprietati, putem trece termenii dintr-un membru
intr-altul, schimbindu-le semnul.

Proprietutea 2. Inmultind (sau impértind) ambii membri ai unei ecuatii
cu acelas) numdar real, diferit de 0, obtinem o' altd ecuatie, echivalenta cu
prima

16

De exemplu, 83 rezolviim ecuatia: 3x — 1 =9, x. &R --
Adunind la ambii membri numarul 1, obtinem ecualia 3% = 9 +1
® & B, echivalentd cu prima. Impértim acum ambii membri cu 3: obfinem

: 10 L g . 3 {1E &
ecuatlia X :31 x & R, care este echivalentd cu prima. Aceasta ultimg

it 10 o e i
ecuatie are evident, 0 singura solutie, numirul = . Deci gi ecuatia 3x — [ =9,
o

; SR 10
X € R are o singurd solulie, numdrul —-.
f o

.0 ecualie de forma
ox -bh=0, xeR

incare g # 0, a si b sint numere m_:ﬁlm este numité ecuatie de gradul T cn o necn-
noscutd. Am invitat in clasa a VIl-a cd orice ecuatie de gradul I cu o necu-

g s . b
noscutd are o singura solutie, numirul — —-
a

EXERCITII REZOLVATE

Exercitiul 1. Sa se rezolve ecuatia

(1) - x =5 in care necunoscuta este X, unde @ este un numdr real,
oarecare, numit parametru (a & R).

Distingem doud cazuri:

1. @ # 0. Conform proprietdtii 2, impértim ambii membri ai ecuatiei
(1) prin a. Ecuatia (1) devine:

‘ 5 ; . 2 . e o :

(2) x = — . Ecuatia echivalentd (2) are aceeasi solutie, —, ca g1 ecua-

a a

tia (1).

2. @ = 0. Atunei ecuatia (1) devine:

0-x =5 adici 0 = 5, evident un rezultat absurd. {n acest caz spunem
cd ecuatia (1) este ,ecualie imposibild®

In rezumat: pentru « = B — {0}, ecuatia (1) are o singura solutie,

d
15) : ] . s

x = — ., Pentru a =0 ecuatia (1) este imposibila.
- ]

Exerciiul 2. Rezolvati ecuatia (1) ¢+ x = 0, in care ¢ este un parametru
real.

Apar urmétoarele cazuri

1. a # 0. Impértind dlllbll memhm ai ecuatiei (1) prin @, obtinem ecua«
tia echivalentd

(20— ] adica z = 0, care reprezmtd g1 solutia ecuatiei (1).
a
2. @ = 0. Atunci (1) devine 0- x = (0, egalitate adevaratd oricare ar

fi x € R. Prin urmare ecuatio este ,nedeterminatd”, are o m!"uni,dte de solutii,

- adica S = R.
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In concluzie: =i ;

Pentru @ & {R]} — {0} ecuatia (1) are o singurd solutie, x = 0.

Pentru a = 0 ecuatia (1) este o nedeterminare (identitate), ecuatia are
o infinitate de solutii, adicd S = R (multimea de solutii este R).

Ezercitjul 3. S8 rezolvim ecuatia ax -3 =4x — 2¢, X & R, (1) in
care ¢ este un parametru real.

Trecem in membrul sting toti termenii in care apare necunoscuta, iar
in membrul drept ceilalfi termeni; ecuatia este inlocuitd cu ecuatia echi-
valentd: '

=hx b ogx s= =20 -3, ¥ C R (2)
sau
(¢ —4)x = —2a—3, s &R (3)

Distingem doud cazuri: '

1) a # 4. In acest caz impértim ambii membri ai ecuatiei(3) cu numé-
rul a — 4 (care este # 0); obtinem astfel ecuatia echivalentd

—2a — 3

x=— " xc R (4)
a— 4
9g=l 4

a— 4

¥

care are eyvident o singurd solulie: numérul

2) a = 4. In acest caz ecuatia se scrie:
0-x=-—2-4—3, xcR (5

adicd 0 = —11, rezultat absurd; aceastd ecuatic nu are nici o solutie.

In rezumat, ecuatia (1) are: 1) Pentru a & R — {4} o singuri solutie;

=

a— 4

Excrcitiul 4. Fie de rezolvat ecuatia: m? x4 2 = 4.x4+-m, xR (1)

in care m este un parametru real. ,Separind®“ termenii care cdui;in necu-

noscuta x de termenii care nu confin necunoscuta X (termenii liberi), obfi-
nem ecuatia echivalenté:

mX —~4: X =m—32 X

; 2) pentru @ = 4 nu are nici o solutie.

Rk (2)

M

sau
e (m—2sm - 2r=m— 2 x =R (3)

Distingem urmdétoarele cazuri:

1) m # -+ 2. In acest caz putem imparti prin m — 2 cei doi membri
al ecuatiei (3); obtinem ecualia echivalenta:

Xe(m-E2) =1, xR (4)

Sa observam cd ecuatia (4) este de forma ecuatiei de la exercitiul precedent.
Prin urmare apar urméatoarele alte doua ecazuri: -

a) m ¥ -2 obtimem - din (4) ecuvatia echivalentd

! ' . ; |
sl care are 0 singurd solutie: numirul ———
¢ 7
: i :

T~ &

18 v

b) m =—2. Ecuatia (4) devine
0-x =1, adicd 0 = 1, absurd,
Tn acest caz ecuatia (1) nu are nici o solujie.
2) m = 2. In acest caz'ecuatia (3) devine ;
x:0:4=0, x @R (6), adich 0 =0Q
Spunem, in acest caz, ci ecuatia (1) este o ,,,nedeterminare® $i vom intelege
cit ecuatia (1) are o infinitate de solutii reale, (este o identitate), deci mulf-
3
mea de golutii este S = R.
fn rezumat, ecuatia m®*x - 2 =4X 4 m, ® € R ares
Pentru m € R — {—2; 2} o singurd solufie reald gi anume nums-
i
— _r)= !
m -+ 2 -
pentru m = —32, nu are nici o solufie;
: i s opao e By {nk A adatarmitnard)
pentru m = 2; are o nlinitate de solutii reale (este 0 nedetermmnare),

rul

adici. multimea de solutii este R, 5 = R.
EXERCITII

ECUATII DE GRADUL I €U © NECUNOSCUTA
1) Care dintre urmitoarels propozifii cu variabild sind pcuatit de gradul I cu o

necunoscuti: : : “ = :
a) fx 1 =2 xeN; b)x¥—2=10; 3k; g) 3x — 1= xH2=2X% L&
! )

{|[
]

X __ 3 & i
dixty—tdemxxyeR— el —=—=i= x4y x5 ¥, reQ
’ x
2) Aceleasi intrebdri pentru propozitiile: :
a) —x—1=20; xeN; b) 2x—1=1x; xeZ; ¢ 3(x&H 1) = 5% — 2;
dix=y=x+1; x, y=R\0; ¢ —2(x — 3) = —42x—¥); x=
8) Verificati daci 1 este solufie pentru ecuatiiles ‘
a) x—&=—8; xeN;b)3x—2=0; xeZ; c)x?=1xeR; d) x—1=10;
LX 1 B
SR e xeN*

a (3]

]
i
P

4) Verificali dacd 0 este solutie pentru eouatiil di E{X —
byx - 1=1: xe Q; ¢) =)' xe= R¥ ) xx - 3 = X T = 7.

5} Veriticali dacd 2 esle solulie pentru ecualile:

g Bl Xy s p BT SISl B (3 s (X B = B2y (3R
i J ik | 4
= R :
4 : - e * 21D
6) Aceleasi inlrebdiri ca la exercifiul 5 pentru gcuatiile: 8) ——— — 1 = 0; 3 & RB:

bl x*—1=1—x; xeN; ¢) (x—1=1; x= 4,

: /% ~v enlntiile ecuatiile
) Verificati dacd numerele 1; — |/ 3. -——= sint, respecliv, solutiile ecaatilor

o s s Viors 1 N r ey L
Al 1) YT = (/T ) o L = 55 4/ B+ = = 05 seR—g;

2

o fl/-‘.'j 2 l_?’fI/' Foot) = ({é i :} JeF — 7 =Y xR




8) Verificati dacy ecyatia -!_—Ia-l b T & AL

1
{“1; — 5 0; 2.5 L/‘!}.

A) Aveleasi intrebart ca la exereitinl 8, dacs mulfimes este: {mii 1 !,; 3}-

| : g ?
4 = are solufia din mul{imear

4 d b o

. 9
& -~

My Seriell sub lorma zeeimala, solutile urmitoareior souatii; a) :_53 L )
: Do) e == 0
e Ry ! W : 2 oy g & ¥
Yoz Ry bl 025y —M8 =0 xeh: ¢ 940X — (0,940 + 9,45%) - 0,945 = 0,945%5 —
i . i 945 = -
— (9,45 — (0,945x) - 9.45; x & . 1

[1) Rezolvali ecuatiile urmitoare in R:

\ P il Ao ° e =5
al— Az =ilA2 — ;. b) 2= 9% o) z ! S
4 Y
el | X e IR BN e 19
q) == = =l el e e e oy ._‘_ (¥ = 4); [) 8% — 6 = 5F = ; (11x—5);
] 2 ) 2
e 1 i i ! 1y
gl=— (2% = 1) f — « (4% — 2) -} — (BX — 1) 4 = == Ix
Z 4 8 " i

12) Aftalisolitiile peatro fiecare dintre ecualiile urmatoare: a) 2% 45 3 = —x &4}

by) Hx— 2= L (= G Sxves Y r'J'.‘]/'_."'x:-iv-L/;'—xa 4, xeBR; d) bx—1 =
= X 8%, x& N. 1

13) Htiind i v & B orezolvati ecyatiile:

I I B i
ol R O '
1 1 ;
*h) uv-[h"e(i'iut]‘—‘d}a—!m‘;)
2 L3 SN,

14) Care dintre urmitogrele ecuatii au eel putin o solutis reald:

a)xe}aam—%f(;—rﬂ):%(;+5)-{,-;:;
3 2

X=— X+ 06— — " x;
4 12 ] 9
e ol I I
i ) sk (HX ) e (B ) a0 e ) = i (2% 4 1);
o & 3 P 4 =
el 8- x 8 =5 Tz = 1)

1a) Care dintre nrmafoarels ecnatil au cel mult o solutie reala:

4) 13 x — 7 Zin =g

Iy} 7 -ifx = )= Bix L 9) L %

Fs=ax = e (g == =

A 3-fx +4) 4+ 2o (v —2) = 5 (® 4 2) = 414

el (X 1)+ (E+ 2+ (B+3) 4 T+ 4) =4 (542 =3,

16} Determinafi paramefrnl real o astfel co numarul —2 g4 fle solutie pentru
figeare din ecuatijle in 3 3 ¢ R - -

Al ex + 4 =7 —a; bl=  x-ba=35; o 1= ixs 3 s1)&1; d) 3xa

2o+ -+ 17) Determinati a.< B astfel ca 6.5 fie solufie a ecuatiei in %, 0% 4-2 =23 + a.
Pentru a determinali rezolvali ccualia data.

18) $tiind c¢ii ecualia m x 4+ n =0, x € R, admite doui solutii diferite, deter-
minati numerele reale m si n.
19) Sint echivalente ecuatiile: 2% + L 3x — 2 (x — J-} , x= R gi
2 ; 4

3(x—5)=5—2x4+ 5 (x—4); x=i?
20) Consideram urmitoarele propozitii:

a)mx—8=0; b)3x—m=2x; ¢c) m-(m+1)-x—1=m; d) |m| -x=m;
g) jm| *xbx=1+4m; f) (m—2)-(m+2)-x+4&=2m; g)L/;/LE-x—Xr: 1— m;
h) mi-x=m-(m+1); i) m(x 1) =m-x— 1. Determina{i pentru fiecare propozitie
in parte valoarea numerici a parametrului real m astfel incit: 1) Propozitiile si reprezinte
ecuatii de gradul intii cu necunoscuta x; 2) Ecuatiile cu necunoscula x4 aibi o singurd
golufie reald; 3) Ecualiile cu necunoscuta x si aibd cel putin o solutie reald; &) Heuatiile
cu necunoscuta x si aibd cel mult o solutie reali.

21) Considerdm urmitoarele ecuafii cu necunoscuta m(meR): a) m:-z —
—m—1=0;b)mz=2—g; ¢)|m| - -z-+az=m-| 1 Determinafi valorile parame-
trului real x astfel incit ecualiile de mai sus si aib# o singuri solufie.

22) Aflati valoarea parametrului real ,,p* astfel ca ecuatiile: 2px + 5 = Hix 4 2p;
px + 2 = 3x + p(x = R) sii tie echivalenle cu ecuatia px -+ 5 = p(x + 2)(x = R).

28) Fie ecuatiile: a) (m+1):x+a=x; b) ¢-m—ax=mx—a-m; ¢} 1—(x—m)-a=
= (¢—x%):m; d) a-(x—a)=m-(x—m), unde x=R. Rezolvali-le, analizind toate
cazurile ce pot apdrea (e §i m sint parametri reali). _

24) Rezolvali urmatoarele ecuatii reductibile la ecuatii de gradul intti cu o necu-
noscuta.

) (x+2) - (x—2) +5-(3x—1)= (x4 5): (x—1) $ 8x— 22;

i) (x—1): (x—1)+ (x+3)-(x—38) = (x—1)- (x4 2) $ (x4 3)%;

i) (x— 8): (B—4&) — 2 (3x — 2) = (¥~ &)% :

iv) 12— 2. (x— 1) =4+ (x—2) — (x— 8)-(2x — 5);

v)Be(x—1P2—2-(x+3°2=3-(x+4 2 —7:(6x=1);

vi) 5-x — (bx + 3)® = —3x- (5x - 3) ~ x* 4 20.

25) Probleme care se rezolvi cu ajutorul ecuatiei de gradul intii cu 0 necunoscuti,

i) Suma a doud numere naturale este egald cu 180. Care sint cele doud numere dacd
unul dintre numere este mai mare de: a) doud ori; b) trei ori c) patru ori; d) cinei ori.
¢) sase ori; f) n ori, decit celilall numar. ;

ii) Diferenta a doud numere naturale este egald cu 180. Care sinf cele doud numere
daci numirul cel mai mare esle de: a) doud eri; b) trei ori; ¢) patru ori; d) cinei ori;
¢) sase ori; f) n ori, mai mare decit celilalt numar.

iii) Suma a trei numere naturale consecutive este 42. Care sint aceste numere,

iy) Suma a patru numere naturale consecutive ‘este egald cu 30. Aflati cele patru

npumere.
v) S4 se giseascd doud numere naturale consecutive, astiel ca suma lor 3 fié egald

cu de trei ori numirul mai mare, mai putin —E-'- din numérul mai mic,
L3
vi) 83 se fmpartd numirul 140 in doud pirti, astfel cd o parte miritd cu 10 si fie
egald cu a cincea parte din cea de-a doua parte. _
vii) Dacé scidem 8 dintr-un numar natural si inmultim diferenta c¢u 42, iar la pro-
dusul obtinut adiugim dublul pumarulni necunoscut, obfinem 44, Care este numdrul
patural necunoseut.

21




. iii) Daci seiidem dintr-un numdir 3: 10 si 41, oblinem trei diterente care adunate

dau numé#rul respecliv. S& se alle acesl numir: )
~ ix) Determinati un numir stiind cd adunind o pilrime, o treime din acest numir
i 12 se obtine un numar de trei ori mai mare deeit numiarul cantat. Sa se afle acest numér.,

x) O sumj de bani este impartita la trei persoane astfel: prima persoani ia cu doud’

treimi mai putin 600 lei; a doua persoand ia uu sfert, iar a treia persoand ia jumiitate mai
pubin 4 000 lei. Care este suma de bani gi cit primeste fiecare persoand?

xi) Un ogar urmireste o vulpe, care are 60 sirituri inaintea lui. Peste cite S"imtur
ogarul va ajunge vulpea, stiind cfi, pe cind ogarul face 6 sirituri, vulpea face 9, dar ci 3 sHe
rituri de-ale egarului fac cit 7 de-ale vulpii.

xii) Intr-un triunghi oarecare, al doilea unghi este egal Gu_{% din primul unghi,

iar al treilea unghi este cu 15° mai mare decit primul unghi. 84 se alle mirimea fiecarui
. unghi.

xiii) Perimetrul unui triunghi isoscel este egal cu 18 dm, iar una dintre laturile
egale este cu 8 dm mai mic decit baza sa. Dintr-un punet care aparfine bazei triunghiului
se duc paralele la laturile egale ale triunghiului isoscel. Care este perimetrul paralelogra-
mului astfel format?

xiv) Un trapez are baza mare de 5 m; baza micd de 3 m si inidl{imea de 4 m. Se
prelungesc laturile neparalele ale trapezului pind se inlersecleazi. Se cere si se calculeze
indltimile celor doud triunghiuri astfel obfinute.

VERIFICAREA CUNOSTINTELOR

S ; o -+ 1
e A. 1) Verificafi dacii —1 este solufie pentru ecuafiile: a) S SULE 0,5;
f 3 2
: / : it b 3
xeR; b) —3-(x—4) %;72 0,9 x-_—Tx; xR

_ 2) Rezolvafi:a) 5x—7=8;xeR;D)3: (x4 1) = —ix;x= Q; ¢) 5% — 7 = 8;
59 .
x e f; c])~§—+—§-=i; x e 0% e)%‘f—uﬁzo; xeN; ) 2:(xF1)=8(x ~1) - x;
PR 3 :

x= R.
8) Determinati ¢ & R astfelincit ccuatia 26+ x ++ 8 = x - g, x = I i ajbi solutia
X = —9,
4) Rezolvati ecualia cu necunoscuta x & R, mx - 3 = x -+ m, unde m este un
parametru real.
B. 1) Verificali dacd 9 este solulie pentru ecualiile:
25 x— 3 x—3 1 2x — 9
St - - - —. . X —_—

2o |
=
o
1

b) (2x 4 3)(x — &) + 14,5 = [‘Jx =

2) Rezolvali ecualiile: a) 2 - — 2} =15 oy x =R,

b) (18x + 8) — (ox 4~ 1)° = |

3) Rezolvali ecualia m® -« (X — 2) — 3w = x + 1, unde m este un parametru real,
3 ’ = e A T n ; - " - . !
4) Care sint mdsurile unglhivrilor triunghiului 4 BC dacd misura lui 4 esle —
Y
A
din masura lui B $i mésura lui € este — din suma miisurilor unghiurilor 4 si 5.
3

| &

4. INECUATII

4.1. INECUATIA DE GRADUL I (U 0 NECUNOSCUTA

Sé ne amintim cd o propozitie cu variabild de tipul x + 3> 2 — x (1)
sau 2X — 1 < x — 3(2) sau 3(x — 1) > 5x — 4(3) este o Hinecuaiie”. Litera
X ge numeste, ca si la ecuable, necunoscuid.

Dind literei x diverse valori (numerice), oblinem fie propozitii false,
fie: propozitii adevirate.

De exemplu, in inecuatia (1) dind lui x valoarea 0, obtinem 3 =2 s
deci propozitia este adevaratd. Numirul zero este o solutie a inecuatiei {1)

Pentru X.= —2, inecuatia (1) devine 1 > 4 adici o propozitie falsf. Numi-
vul —2 nu este o solutie a inecuatiei ( I) Pentru x = 3 sau ®'= 4, inecuatia

(1) se verificd i prin urmare 0, 3 sau 4 sint solutii ale inecuatiei (1).

A rezolva 0 inecyalie inseumnd a afle ,, late* solutiile sale. In general
se spune cd doud inecualic sint ,echivalente” dacd an aceeas: muliime de
soluliL, '

Urmétoarele proprietati ale inegalitalilor (intre numere) sint valabile
gi in cazul inecuatiilor:

1) dacd @ <b atunci @ ¢ <b-Ltc¢ si a—c<ab— 3

2) daci @ <bgic >0, atunci a- e <b-c i a:c<ab:e;

J) dacd @ <<b sie <0 atunci ¢ ¢ >b-csia:c>b:e;

4) In loc de b < a se poate scrie si a > b. -

Observalii. 1) Aceleagi proprietdti sint valabile si dacé inlocuira semnul
<3 {mai mic) cu semnul > (mai mave).

2) In rezolvarea unei inecuatii, folosind convenabil unele din aceste
proprietéti, obtinem ,inecuatii echivalente cu cea initiald,

Ezemplu: S& se rezolve in R inecuatia 3x — 1 > 2-(x + 3) (1). Efec-
tuind inmulfirea din membrul drept al inecuatiei (1) obtinem:

3x'—1 > 2x - 6 (2) sau separind termenii care contin necunosculs

de fermenii cunoscufi obtinem 3X — 2X = 6 - 1 (3) sau inci:

X > 7 (4). Deoarece x & R, rezulta ca multimea de solutii & inecuatiei
{1) este un interval de numere reale si anume: x = (7 oo,
4 ! J

drept multime de solulii intervaiul [7; oo).

4.2, SISTEME DE INECUATIT

S& presupunem cid avem de rezolvat ,simultan® doud sau mai multe
inecuatii de gradul I cu o necunoscutid. Prin aceasta vom intelege sd gisim
toate multimile de solutii (intervale) care si , verifice® dL;Ochd (simultan)
toate inecuatiile date. Avind in vedere ci liecart inecuatie are drept multime
de solufil un interval, rezulti ca ,multimea solubitlor* tuturor inecuatiilor
date va fi intersectia multimilor de solatil ale inecuatiilor date.

B
e

Observatie. Inecuatiile (1}, (2), (3), (4) sint inecuapti echivalente, avind




Eremple: 1) Sa se rezolve sistemnl:. .

[x 43 € 2x + 4 / 3
(1) , b . Dupé efectvarea calculelor sl separarea terme-
9y~ 1] < 5% &1

nilor care contin necunoscuta de termenii |, liberi® obtinem sistemul echiva-
lent,
(2) sau inea (3 g1 conform unei pro-

X — 2x < 4= 3 —x <1
X — 0x € 2 —1 )

e :_J).f,' = l

prietiti relative la inegalitdti inmuliind cele doud inecuatii cu (—1) obfinem

lx';m--i X &[+—1; +oo)
sietemul echivalent (4) l\ L 4 1 adied () § ¢ = |:._. L : -,‘—co)“ Prin ur-

i S . i I 1
mare solufla sistemulul va fi S=[ -], »}-m)ﬂ[_ ) oo el — —; ool
\ (v
11) Ra se pezolve sistemul de inecuatii:

R )% 3z +2)
I l X -9 € 2x —3.

Efectuind caleulele si separind termenii cunoscuti de cel necunoscuti, obtinem;

2x—J3x 2246 ] —X = 8
)

(2 I adica (3) -l g -——‘S‘ 541
- lxsu% g X & (=od; —8]
B txzs 19 |1 af8; toe) ~

Prin urmare,
§ = (—o0; —8] N[8; +oo)=0.
Obsereatie, Dacd sistemul contine, de exemplu., trei inecuatii, mul-
timea solutidor sistemulul va 1 intersectia multimior solutiilor (intervalelor)

celor Lrel 1necuslil.

4.3, INECUATH DE TIPUL (ax < &) -3 + d) = 0 (SAU < 0)

De exemplu, avem de rezolvat inecuatia:

(1) (2x — 1)« (—x-+ 3) = 0.

Deoarece teebuie sa fie gasite  numerele® xR, astfel inelt produsul
snumerelor” 2% — [ si —X 4 3 sd fie pozitiv sau egal cu zero, formam urma-

toarele doud sistenie de necuatii:

2x — 1 = 0 Sl =)
1 san | ! .
o8 et IR L e S

Multimea solutilor mecuatiel (1) va f1 veupiunea multimilor solutiilor (inter-
valelor) celor douna sisteme | g1 Il Rezolvind cele doud sisteme de inecuatii
obtimern

—

S b
£
£0
=

e

-

W

NG
=]
e
=

4 1
Ly &y = (m=e0: 3] ﬂ[ T 'n,\o) ----- ( : 2 osau
[ 2 - }
L5 (8= (—i’.‘AC\ P = N3 eo) = 0.
e

; ; : - I I
(e e U R (”] Ui sl Sy
\ F 2
Alt F‘Z\'E‘I:'J]‘lllli 8d se aflle sz Roastiel inelt (1) (% — 1)+ (3 = Xy < ()
Deoarece produsul numerelops (X + 1) sio (4 = &) @308 negatiy <an cel
mull egal cu zero, formam sistemele asifel:

x+1320 L ein
I [ gau Il ] ' deci

3—x <0 I,‘", - x =20
1 { xP :7 gaun |l ! SRT adicd
X s [&X )
{X"ZE,T'J%W} Haicalh J\*\,(f*c;u: :_Jj q"i
X €[3; e9) - | X & (5003 T
deci S, =[—1; o0) N[I; oo) =[3; o) sau

ol 5 Sy=(—oc0; —1] N[—o0; 3] =(—o0; —1].
Atunci § = §; U S, = (—eo; —1]U[3; oo) = RN(—1: 3)

— = oS o V= ekl Ry £l
4.4. INECUATO DE TIPUL —— 20 (AU < 0)

De exemplu, avem de ,reolvat” inecustia:

Deoarece trebuie determinate numerele x < R astfel incit raportal .-
merelor” 1 — 3X g1 X + 2 sa lie pozitiv sau cero, lormam sistemele de ineci-

atit
=R e ) ' —3x €0
1 S e ;
X4+2 >0 i s AL

Observati cd numarul x + 2 trebuie sa lie diferit de 7er0. decarece im-
partirea prin zero nu are sens. Deci:




Poeil § =8

o
Urmeaza

N3
:
2) (a + ) <

o §=85,US, =(—o0

Atunei

-3)U [2; +o00) =R —[—3;.2)

EXERCITIH

INEGALITATI {Recapitulare)

» demonstreze nrmbtoarele inegalitati

> Jdab oricare ar 1 a, b e R;

2{a* 4+ b°) ovicare ar i a, b = R:

2{a* + b*) oricare ar fia, b = R;

7 \2 ; :

( —J orficare ar fi @, v = I,

-y . : ,

Ly aricare ar (i =, ¥ = R;

— 1< 0 oricare ar fi a = R;

). Bezulia sistemele de  inecuatil
IR I (0] —2 - X < ()
1 Ses=anl S e 3 adica
~% —3 0 =5 — =)
X =2 = X 2
1 i3 san I |
l X > —¢ l X =Hji= 3
Sl - [ x&[2: oo - [x &(—oce; 2] :
Prin urmare: | J [ “P ) sau 11 I : ? J_ Deat
i | x ©(—3; o) |x & (o =—3)
S8;=(—3; e0)N[2; co)=[2; co) sau ,S,W,(—oo —3)N(—o0; 2]=(—o0; —3

}l:

A .
R e OO NPT
25 @l = e s
9)1%‘ b}>0ab>0.

a

10) a® 4 B* +

11) Aritati ¢t media aritmelicd a dond numere dale este mai mare decit media lor
geometricd, iar diferenla lor, este mai mica decit patratul diferenlei color dongd numere,
impirlite cu de opt ori numirul cel mai mic.

e —ab—bc—cao 20,0, b ce R Cind are loe egalilalea?

12) Dacd trei numere reale pozitive a, b, e sint astfel incit unul din ele este mai
mic decit suma celorlalte dou#, avem:

a? + b 4 c* — 2+ (ab 4 be + ca) < 0.

13) Dacd ab + be + ca = 1, atunci a® 4+ b® + ¢ > 0.

(& — 2¢)* >

0; (¢ — 2a)* > 0.

Indicatie:

(@ — 20) 5 0

]

14) Dack af +05 +ci=1 si a} + 03 +c2 =1 atunci
(@102 + byba + eyea)® < 1.

(indicatie: verificati cd (u? + Lf 4 cf) : (ag + bg + 03) — (ayas 4 bk,
gulitatea lui Lagrange).

+ 0102) = 0; ine-

INECUATI
1) Fie:
a) Alm{——;-; 0; 1;[/)3} i 2x +1 =20
b) Ay = {~5; —4; —31; /—3}si —x— 3 0;

c) Ay = {——7’; —1; i} i 6x -1< 0
\ J

qa) A4, :{0; i; 1]‘ st 4 — 4x< 0;
\ 4 I
0;

e) A= {—1;

1) Agi= {05 4571/ 3} 8l 3

Verificali pentru fiecare excreitin in parte dacit ,toate
solulii pentru inecuatiile specificate in dreptul lor.

2) Verificali, pentru fiecare exerciliu in parle, daci numirul @ = R esle o solufie a
inecualiel respeclive:
a)a>0g x+1>0

2} s —2-

i i

(x—1) >0
(1= x) << 0.

elemenlele mullimilor date sint

b)a=0si —x+2<0

c)az=z0s8 —3x—1<0

d)a<<0s5ix— 52 —1

e)a=0 §i 3x— 4 = —4

f)a<0sibx—1 < —3.
Sid se rezolve in R urmitoarele inecuatii:
3)a) x+320: h) x—320; ¢) =x+120; d) —2x — 4 = 0
e) 3x+1<0;f) 2x—2<0; g) 4x+5<0; h) —7x — 14 < 0.

4) a) 2x—5>0;b) —6x— 05> 0;¢) 7x— 4 > 0;d) —10x — 3 > 0;
e) 6x — 4 < 0;f) —8x—3<0;g)13x— 1,5 < 0; h) —20% — 1,4 < 0.
6) a) 1 —=5x =2 0;b) —6—9x20;¢)13 — 9x < 0;d) —25 — 50x < 0.




3; o) —95%'= 120> 1053

11;_f), —35x — 5 < 30.

L4 = 10x 41

¢) lax + 5 = 20x+15; d) 17x — 1=20x + 1; e) x+ 325%—1; f) 4x—327x —9;
g)4x — 1 < x 4 35 h) 3x + 3 < x4 8 i) 5x + 4 <6x— 16; j) 10x—1 <12x— 2.

=)
i
|
=
%]
-
)
VA

¢ X ax —1 X ) 1—3x X
8) fl)'iﬂ —2m g b) < 0; g += 2 —1;
2 3 (} 4 8
2 +x bx — ax
ay b E 2N E g o T Bt fd e R
5 4 4 2 2 a
) (x 4 1) X —2x —= 1) - 3% 701 - 2x)  —x—1
Exiine ) b = ,(") = |
9 & 4 3 ) 5 2 3 2
d) u‘}f}(—u} :’:_[ix
2

10) 8% se determine valorile reale ale lui x pentru care expresiile de mai jos sint

nenegalive:
x— 1 —x—1
a) x; h) —x;¢)x+1;d) —=x~—1; e) e f) ——3' .

11) Si se determine valorile reale ale lui x pentru care expresiile de mai jos nu sint

pozitive:
1—92x |, —4 4 14x
a) x; b) —xi¢) —x— 1;d) 254 3; e} =) ! -

3 2

12) Este adevarat ofi: a) x — 5 > 0 oricare ar fi x> 5; b) 4 — 3% << 0 oricara

ar fi x > — ; ¢) (x — 5) (3% — 4) > 0 oricare ar i x> 5. (Justificati).
) :

13) 84 se determine elementele multimilor:

A={xeN|2x—12>2}); B={xeN*|3x4 2 > &4}

C={xeN|x+1<3}; D={xa N*|x+4 3 4}

E={xeN|—-23x+1z=5}.

14) Si se determine valorile Ini x & Z cu proprietateas ‘

a) —2sx+1<3b)é<s2x4+1<575¢)0s —x+2<5; d)0<s x4 4 <1.

15) Aflali elementele mull{imilor:

A:{yenlﬁa,s<zy—5<:i}; B:{_neR!—-:z—s.?n—f—*ls;n};

1
C=PehR|—2<01-b+1<3) D:{xeﬂ.l—isxt s@}.

16) 8i se determine multimile:

A={xel||x+1|<7}; B={xeR||x—-1]< 2}
C=ixe||3x—1|<0}; D={xeN||x+1|<1}

E:{xem‘é—s,a <—2,_7};F={xeR|{x-[/§l<0,I};

i={xeR|| x— 2| <0,01}.
17) 84 se determine multimea valorilar reale ale parametrului a, peniru care solu-
piile ecualiel in x:
2 -ax = X — 2 sint pozitive.
18) Si se determine multimea valgrilor reale ale parametrului e, pentru care solu-
tiile ecuatiei in x:
—3-ax = 3 — x sint negative.
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19) 88 se determine - R eare verificd simultan inecuatiils:
) 2-=2L 3¢ g1 == *h) 2 =3 & 5% 51 sl b = 17

¢) 3x —1 = x| sl Bx =4 < 0; d) 14 ' x— 20 ¢ 1/_! g o 9

o | =

20} &4 =& rezolve urmiloarelr sisteme de inecoatii:

x4 6> 14 — 3x [y g ML e G =<4 g D e
8) e ; X ) X -+ 0 2 hX 11 o Ax == 40 =T 2x - 11
6— 7%= —3x — 5 < 9% « 1 ! 1

)
a

L]
—
]

J_
[
v
I
_.4-
A
I
i~

=R 0% =
21) Rezolvati sistemels de inecualbii;
ix =41 g=y

iy it 1 e ) 83X = 2) = 724 G- (12 - %) > 3%
a) ; h) ) |
1 =X - =% =1 * ) = o— e (T —=AD) —~ = - (50— %
o 1 & .

22) Determinati elementele mul{imii:
Tl ,{x e | U e A

[23) a) 84 se _determinﬁ z e R astiel ra nomerale 5 -~ 2, 20 4 8 §i & 4 9 84 repre-
zinte lungimile laturilor unui triunghi.
b) Poate fi triunghiul echilateral?

INECUATII DE TIPUL (ax 4 b):(cx 4 d) = 0 (sau < 0) i ,E?_.fi_s_ >0 (80 < 0)
tE

1) Hie:

Ay == =95 07 [/ 3] si x* = 0;
Ag:‘im-! —4: 0; ) 2bsioxe (x o= i
Az = {"'3, (03 L I HI =X - 1) =g e
Ag= 1—=3; —2; —1; |/ 3fsi (=x~11 (£4+2) 2 u
Ag== {0rmeliy =41 ol ¥ (% = a0 0]
Ag= {=2; 1; 4} 8 ——= "
X 1
1 ]
AT Z'{E'I::" 2 ]-l 1 e = ()
2 | A
7 X I
Ay = 1=1; 0; 1; |V 2} s > 0,
: X |
Ag = {=8; =2; 0; /73] e
X
— 1 Uy
Ay = {—— V/ Bl mermmt s S (S l,--/ 511 o KR u
3 r 3X = |

Verificafl, pentru fiecars exercifiu in parte, daca ,toate” elementels mulumilor date sint
solufii pentru inecuafiile specificate in dreptul lar ' ¥
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c
- R,

%) Rezolvati tn R inecuaiile: &) x - (x -

X =) (e
o) \lli‘t‘ x= R
dj 2+ 9 > 6x; e) 25%°
< 0
4} Rezolvati in R inecuatil
8 —4
Q) < 0
X4 2
i cnalii 2 =01 ‘b > {: 6 i—'rt—gﬁ'
4} Bezolvali nrmitoarsle inecunalii: &) ;-————l > ()3 ) y oy
- 1 2% ) X 1 soa e S
d ‘t—-—. < 0 e ] [ 7 o i, ;
nx I ey == I X 3 ¥
40 |
= . 0 o, e S e TN g
X > 42 X X

o - ita mariabial e Bl T -
6) Peniru care valori ale parametrnlui m = Rozolutia ecuajieim 2 —2=2-m —

— 3 -mx este negativi?
7) a) 84 se arate cf daca (2x - 1) (Ix — 1) < 0 atunci {(3x % 1) - (2x—1)< 03
4 5 S
h) Aflati o valoare x = R astiel ca (3x + 1) - (2 )< odar (2x + 1} - (3% —

— i ()
VERIFICAREA CUNOSTINTELOR '
I. 1) Rezolvati in' R urmdtoarele inecualii:
a) x4 2 = 3x; tl}—?—f—x— <i4
' 3 2

2) Rezolvafi sistemele de imecualii:

§ {2!—&;30 b) { bx — 1 < 2%+ 5
5E—x 0; dx—1)< x

#) Rezolvali urmijoarele inecuatii:

a) (x—2)-(x—4%&) =0

b} (1 — x) + (3—x) < 0.

X 1 ifir s aaT 1% - 5
4} a) Pentrn ce valori ale lui x=R frac — - este powitiva san egald cu zero.
; : X+ 3

. . ke B :
h) Pentru ce valeri ale lni x = R fracfia — esle negaliva sau egald cu zern?
a5

[1. 1} Demonstrafi inegalitatea: abe>> (a-tb—c) - (a—b+tc) - {(—a+tb+tc), a. b, >0
2) S se giiseascd valorile lui % care satisfac inegalitiilile simultane:

3 —-70x x+1 T

gt g S P A= ——— g 78— 6) A7~ X) > 24— 5 (x— 3)
» Y, 2 v
10 2 2
#) Dacit a si & sint doud numere pozilive. @ > b §i m un mRumir natural. verificat!
g AT . e ) + .
* daca dubla inegalitale m - 6™ < Lot < @™t (inegalitaten fur Canechy) este
e i b 3 L L ” _
i ==l
adeviiratd, pentru m = 2.
23 . . =
1) Fie flz} = —— . Pentru ce valori x e R

al flz) = 05 b) flz) < 0: o) flz) pu are sens.

a0

)
5. SISTEME ALGEBRICE DE ECUATII DE GRADUL INTII

Un sistem de EPuafu este format din doud sau mai multe pcuntu ‘°u ace-
leagi necunoscute, - De exemplu

2 A
[fjxy: “_2_ (v e R
este un sistem de ecualilt eu doud necunoscute. La fel,
X—56=90 : ) X — 5 —
{x2+y2=3 gi chiar e

sint sisteme de doud ecuatii cu doud necunoscute.

S& ludm sistemul de doud ecuatii cu doud necunoscute

2x =05 ‘
e

Perechea (2; 1) este solutie a acestui sistem, deoarece inlocuind necunoscuta
X en 2, iar necunoscuta y cu 4, amm(inua pmpnznulc
‘ 24+1=5
J= 3
sint adevirate. Putem identilica perechea (23 1) cu un punct din plan, anume
cu punctul 5 ce are abscisa 2 i ordonata 1 (vezi figura 1.11).

In general, solutiile sistemelor de ecuafil cu doud necunoscute x si y
sint perechi de numere reale si pot fi identificate ca puncte din planul x0y.

Doud sisteme de ecualii, ce au aceleasi solutii, sint numite echivalente.

Sistemele de doud ecuatii de gradul I cu doua necunoscute X gi y au
forma:

§i

ax 4- by - ¢ =0
Ax fbiy-k o
Am ipvatat in clasa a,VII-a mai multe metode de rezolvare a unor

o (X Y ER)

ast-~
fel de sisteme.
o =
3 . L 3X— Oy —ih
De exemplu, s rezolvam sistermnul 0
: izl Yot
prin metoda reducerii,
vk : Inmuliim ambii meribri ai primei
ecuabil cu 4, iar ambhii membri ai celei
de-a doua cu 3; obtinem sisternul:
v 5 .
=5 12x% — 8y — 20
; —12x-- 21y = 6.
Vi 7 %* Adunim acum membru cu membru cele
doua ecuatiiz obtinem:
5 ']nfj = 213,

Fig. I.11 de unde y = 2,
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Din prima ecuatie obtinemn 3% =5 4 2y, adicd 33 =5%12" 2, deci
3. Solutia gistemului este deci perechea (3; 2).

®
Il

- /i —
— 4y —
Sa rezolvam sistemul 2 e prin metoda substitutiei. Din pri-

3x L2y =5

ma ecuatie obtinem X = 3 + 4y inlocuim in a doua:
33+ 4y) + 2y =05

Aceasta este o ecuatie doar in necunoscuta y, pe care 0 rezolvam:

&

9+ 12y + 2y =
14y = —A4,

=2~ ="_" Solutia sistemului este deci pere-
i i I

EXERCITII

1) Rezolvali prin metoda reducerii sistemele:
- 2 7 8x — 3y = 2 — [4x— 5y=1
)Jx e Bl i |:;) J; e
léx—-”y—*g 2% — 5y +1 =0 <4 | 2x 4 10y:= 3
2) Rezolvati prin metoda substitufiei sistemeler

toe S ¥ — & = 0 3x 4 2y — 6 =0
a) { s § b) { A i c) {

ws

XxX+ty—38=20 —%+ y=0 —x+ v+1=0
—Jéx—6y+1n:r| Jx+Js‘+4-—ﬂ lm{3x+5?+1=ﬂw
!.dli‘[;’xff Y =0 '_-;‘i::i Ly =13 ol x— 3y =6

18] ‘i Rezolvali sisternele (alegefi-va singuri meioda de rezolvare):
L_._
J 2y — oy = 8 { 4x — Oy =10 X + Oy = 1
Gind LR o0 ) ' .ol ,
$ |2x +4y —d =10 tx-L by = 8 4x — 10y = 3
‘! 1
i XNy 15
R R e 1 | ¥
S ik ) |
53X — by = ¢ ]
; l—\'——_vw:l
) 4
82 consideram sistemul de doua ecuatin de gradul |, cu doua necunos-
cuie; |
ng + hy + o =1
lax + by = o =0,
32

B

Stim ol multimea sélutiilor primei ecuatii sé identificd ou o dreaptd
(d) din planul xQy; solutiile celei de-a doua ecualll se identificd cu punotele
dreptet (d') (vezi figura 1.12). Solutia sistemului se identificd cu puncul P

de imtersectie a celor doud drepte. In acest caz sistemul este compatibil de-
terminag,

Dar se poate intimpla ca cele doud drepte (4) si (d') sd fie paralele, ca
in figura 1.13. In acest caz sistemul de ecuafii nu are nici o solutie; se spune
cd sistemul este, in acest caz, incompatibil.

)
N
F
rd/ ()
Fig. 112

De exemplu, sd considerdm sistemul:

X+ Tl
R
{vaz_o (x, y € R).

Daca reprezentdm intr-un sistem de coordonate xOy dreptele solutiilor celor
doud ecuatil ce formeazd sistemul (vezi figura 1.14), constatim cd ele sint
paralele. Dacd sistemul ar avea ca solutie perechea (z; y), atunci am avea

z+y=18 x4 y=2; ceea ce este absurd. Sistemul este deu muom-
delbl]

Se mai poate mtimpla ca dreapta (d') sd fie aceeasi cu dreapta (d).
In acest caz sistemul de ecuatii are mai multe Solutii; fiecdrui punct al drep-
tei(d) il corespunde 0 solutie a sistemului. Se spune cd sistemul este, in acest caz,
compatibil, insd nedeterminat.

Sd consideram sistemul:’

{Zx—y—i_

X, R
bt By g p L TG B

Amindoud ecuatiile ce formeazd sistermul au aceeagi dreaptd a solutiilor,
reprezentatd in figura 1.15. Deci sistemul are mai multe solutii: mai precis,
solutiile sale sint, perechile de forma (x; 2x — 1), unde x = R. Putem spune
ca s;stenlul este compatibil nedeterminat.

Observidm cd a doua ecuatie se obtine din, prima prin inmultire cu 2.

.
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1) Reznlvati sistemals de senatii

x4 400y 4+ 8= 0 3
) |

100x -+ 110y = 1,5

{045 4 1,7y = 40 [ 10% +

p
YVt = 04y 104 l—l | tax -

2) Bezolvati sigtemell de eeuatn

fx L &1 p
—— = 0
A 1) 1y — 17 1 J1)
; hx — 20y - &5 =1 '
Oz < Sy — 4 19 = 3v = 1
—_— —_—— = o= -
4 10
, !
hx.— 3v 4+ 4 83X —+ 2y 4 2 {
; 4 (

$) Rezolvati sistemels de eenakiis

2% A rat)
)
dx

1) 3 18

| (22 + 4)(y = &) = (3 4 2)(2y = 3) = 31

X +
, X
e
In)
= &
3 -

43 = 5Y + b
1]
+ 2y + 1

X =l Dy === U (XY e R).
l — O A B =

Acesta este un s1slem de Lriai L{tiu;j]tll cu trel necunoscute: X, ¥ 81 4. "['Uuie cele

trel ecuatu sint de gradul 1.
0 S{J]U[‘iﬂ a sa este un triplet de numere reale (2 v, z), astfel ineit daca
inloeuim necunoseuta X ecu &, pe y cu y iar pe z cu z, toate cele trei propoziliin;

)5

G+ y-+2z=06, -4 dy+ 7z =24 si —3y + 8 = —1

gint adevirate. Prin inlocuire directd, constatdm cd tripletul (2: 3;

; 1) esle

solutie a sistemului,

IMe (z; y: 2) 0 solubie a sistemulun, Din faptul ea propozitia o -- Yk z=0

esle adeviratd, deducenmr on @ = 7=z 'ﬁ;'i’ll! (4] ’_lr’n}lll'/.i[_m

r-f By - 7o = 24 este adevarata, inlocaind pe z obtinem (6 — 4 %)
LSy - Tg ‘:'14‘. Mai stim ca propozitia —dy -+ 8z = —1 esle ades AL
asadar perechea (#; z) esle o solubic a sistemulu

J (5 ¥ — 2) - 5y |- T = 24

| = ,|‘ . K = '—i
Rezolvind acest eistem, obtinem ¢ =3, 2 =1, Asum r =06 — 3 — 1 — 9

gem la eoneluzia ca tripletul (2, 3, 1) este smgura solutie a swstemuhn

-
{ )

de trer ecuatil cu beet necunoscute

Sa observdm va in rezolvarea sa am folosi metoda snbst futier: din

1
necunoscuta X g functie de

;2008 ‘ I;.g_‘-'luigiﬁ_:

prima. ecuatie a sigtomulu am
apol an inlocuib-o in celelalte ecuatin ale sislemulul (mai ;—,l-l,!,‘“_ dnar
Am obtinul astfel un

5a aplicdm metoda substitutier &1 pentru rezolvares istemmnh

intr-a

dous gigtem de doua ecuatbii, in necunoscutels v i z
| noscutele y g 7.

j 2x -3y — 2z =13
3% 4- %y — %z = 13
i OX = 4y =07 - |4

ca cel mal comorl

ate 84 .gcoatem din primma ecuatie pe z.;

13. Sa inlocmim in celelalte
[ 3% 4 2y — 2(2x + 3y — 13) = 13

2% -+ 3y — 13) = 11

de ecuatn se transforma in

(=% — 4y = —13
] Hei— 1"}]’ == — |_"s ¢
rezolvindy-l, obtinem 2z=05 g1 y=2. Apm z=2.543 B8

Decy solutia gistemulun este tripletul (5: 2. 3)

i';-'z + v+ =9
I Xi—.¥ =1

A

_|_

S
|

Q5
g4




- - e N
2} . Vom scoate, de exemplu, din a doua
(o ecuatie y ==x— 1, si vom inlocui in
AN prima (in a treia nu esle nevoie), Ob-
Py fiuem sistemul in X si #:
B 1 Ix () g =
l X | 2z =5,
! Rezolvindu-l, obtinem z=3, z=1; sis-
| & temul are ca solutie tripletul (3:2; 1),
g 3 TH‘ : /r/g Tlii.pl'utulg (.z:_: ;r,‘f:':J _poi fi idunti!:iem,o (i
-~ { i puncte ale spatiului, inzestrat cu un sistem de
- coordonate Oﬂ" (vezi ligura I1.16). Mai precis,
R S N tripletul (z; ¥; z) se identificd cupunctul P ce are
: abscisa @, ordonata y si cota z. (In figura 1.16
X abscisa lui P este lungimea segmentului 0.4,
ordonata lui P este lungimea segmentuldi OB
Fig.1.16 iar cota lui P este lupgimea segmentului OC.)
EXERCITII
1) Rezolvati sistemele de ecuafii:
X4y =16 X+¥Y+ z = 40 3x + 4z = 47
a) Ry +%=128 D)2 —3y=0 § ¢ 2y —5%==3}
X+ z=22 5y — 6z = 0 X+ y—2 =239
X+ 2y — 3z = —4 X - —= 6

d)s x—.§y + 2z = 18 7 el —8x+ 2y fzr=1-

Xy i) sl —x—3y—2z2=5

\ 2%) [ Rezalvali sistemele de ecualii:

2X — 8y - 4z = 42 X+ 3y +z= 42
Bliinlen ot -t e Bl =i g
4 8" 6 : G 5 3
PROBLEME

Multe probleme ridicate de practicd pot fi rezolvate cu ajutorul unui
model matematic. De obicei, un model matematic asociat unei probleme este
format din ecuatii gi inecuatii, ce reflectd problema concreti.

Problema 1. Pentru constructia a doud blocuri de locuinte de acelasi
tip au fost pregdtite 212 panouri prefabricate. Un tractor cu remorca trans-
portd, la fiecare drum, cite trei panouri la blocul mai apmpia'{ Pentru trans-
portul spre blocul mai departat a fost alocat un alt tractor, ce poate transporia
in remored, la fiecare drum, 4 panouri.

Dupé o saptamina, al doilea tractor, a facut cu 14 rlrumuri mal pu’fm
decit primul §i au mai rdmas si fie transportate 30 panouri.
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Aflati cite panouri mai trebuie transportate spre blocul mai apropiat
gl cite drumiuri mai are de facut primul tractor.

Rezoleare. Sa notdam cu z numaéarul de drumuri efectuate de primul
tractor (cel care transportd panouri spre blocul mai apropiat), iar cu y numi-
rul de drumuri efectuate de cel de-al doilea, in acea sdptamina. Din textul
problemei rezultd cd y = x — 14.

In total primul tractor a transportal 3z panouri, iar al doilea 4y pa-
nouri. Raminind de transportat ined 30 panouri, avem 3a -+ 4y -+ 30 = 212,
Astfel z s1 y formeazi solutia sistemului de ecuatii:

N = X "I

OX + 4y + 30 = 212

Acest sistem de ecuatil, impreuna cu conditille &N si y & N, for-
meazd modelul matematic al problemei. Rezolvind sistemul, obtinem
b —34 gl g = 20.

Deci primul tractor a transportat 334 = 102 panouri. Pind la epui-
zavea celor 106 panouri ce trebuie transportate spre blocul mai apropiat,
ar mai trebui transportate 4 panouri, deci 2(!) transporturi cu' primul tracter.
Pentru blocul mai depértat mai sint de transpertat 26 de panouri, adica
(!) transporturi cu al doilea tractor. Puteti gdisi o organizare mai buni a
transporturilor?

Problema 2. In port, doud conducte ce descircau titei dintr-un petrolier
de 21 000 ¢ trebuiau sii-1 descarce in 12 ore. Dupi 5 ore, la conducta prin-
cipald apare o defecfiune; ea este imediat inlocuitd cu conducta de vezervi,
care are insd un debit de doud ori mai mic. In consecintd, descéircarea dureazi
15 ore. Puteti afla debitele celor trei conducte?

Rezoleare. Fie z debitul (in tone pe ord) al primei conducte, y debitul
celei de-a doua, iar z debitul conductei de rezervi. Dacd desciirearea ar ti
decurs normal, atunci in 12 ore conductele 1 &i 2 ar fi desciircat 12(z +1)
tone titei. In cele 5 01ede functionare normald ele descarcd 5(z -+ y) tone;
apoi, in cele 156 — 5 = 10 ore rdmase, conductele 2 si de rezervd descarca,
10(y -~ z)tone.
fn plus, stim cd z = .

2
Asadar, @, y si z formeazi solutia sisternului de ecuatii

12(x + y) = 21 000
5(x -+ ¥) + 10(y + =) == 21 000

Acesta este modélul matematic al problemei. [{em}\mdu 1, obhnem @ =1 150,
y = 600, g=="575,




Problema 3. Din A pind in €, trecind prin B, sint 104 lan. Din A pind

96 lem. Aflati distantele intre A g1 B, B g C, 4 5 C.

Regoloare. Si notim cu o distanta intre A si B, en y distanta intre B
i (7 gi cu z distanta intre 4 gi €, misurate in km. Astfel, distanta intre A

g1 €, trecind prin B, este de (» 4 y) km gi aga mai departe, Numerele z, y

s1 z formeazd solutia sistemului de ecuatii:

Rezolvindu-1, obtmem = = 36, y = 68, z = 60.
Problema 4. Tatial ni Toned a depus la CEC guma de 4 000 ler pe dona
carnete: unul cu dobinda de 3,59, celalalt cu dobinda de 2,5%, Dupid un

401 = LOr

an a primil pentru suma depusa dobinzi in valoare de 120 lei. Cit s depus
pe carnctul cu debinda de 259!

flezolvare. Notdm cu z suma depusd de tatal T lonied pe carnetul

81 01 %suma depusa pe carnetul cu dobindd de 2,5%,

Pt
250

ru dobinda de 3.5%

CTextul problemer se franspune in conditiile:

v | = J’| 000

1 dobinda

Problema 5. Studiindu-se in laborator dependenta rezistentei unui
termistor de temperatura, au fest obfinute urmatoarele dale:

temperatura T (in °C) i 20 | 40 ‘ )
eezistenta [ (in k&) ‘ 1 il‘).f"' l} (.1

Se banuieste cd legatura intre temperatura 7 §1 rezisten{a 1 egte degeried

de a leve de forma:

. T ‘,3:- (L
R =
bT + ¢
Determinati valortle lui @, b si ¢. Cave va fi rezistenta termistorului la
temperatura de 60°CY (Se presupune cd formula gésiti este corecta.)

Rezolpare. Datele obtinute ne aratd ca a, b, ¢ satisfac relatile:

20 - a A 40 < a 80 4 q
e 08 = = O] =
bhe 20+ ¢ b 40 4 ¢ b 80 e e

LCoeficientin’ @, A, gt ¢ farmeaza astfel solutia sistemului de ecuatin

d -1= 20bh 4- ¢ = 20 \
':\ L 49N - 0 3e = 40
-a - 8h 4~ 0,1e =80
Rezolvindu-l, obfinem a = —220, 0 = —20, ¢=.200. Formula este deci
T — 220
urmatoaroa; R= —— 1 " |

=207 -~ 200
Fologind aceastd formuld, obtinmem pentru temperatura de 60°C wvaloa-

& o :
rea rvezisteniel egala on 0,16 k(.

' * PROBLEME

1) Aflati laturils unui triunghi, stiind ci adunind lungimile 4 cite doud laturi se
nhhu'e, pe rind, valerile 45 m, 52 m, 48 m

2) Doudl friunghiuri sint asemenea; primul are laturile, respectiv, de lungime 7 cm,
10 em, s 11 cm, iar al doilea arve perimetrnl de 70 em. Aflali lopgimile laturilor celw
de-al doilea triunghi.

#) Un triunghi ABC are laturile de lungime a, &, ¢. Notind cu M, N, P
de tangentd ale cerculni inseris cu laturile friunghiului (M se atly pe latura BC, N po
latura AC) aflati lungimile segmentelor BAM, MC, AN, NC, BP ;1 PA. Caz particular:
a =14 cm, b = 16 cm, ¢ = 20 em.

punctele

4) Un container contine 30 de televizoare i 28 aparate de radio i cinfareste 729 ke,
alt confainer de acelagi tip conline doar 10 televizoare i 40 de aparale de radio, eintirind

| kg; un al treilea container la fel cu primele doud confine 16 televizoare gi 62 aparate
tirind 604 kg, Aflafi m:

de radio, of sa unui confainer gal, precum si masa unui televizor.
soarele gint de acelagi tip. De asemenea, aparalole de radin

Toate telev

#) Huma a frei numere naturale este 100. Dacd fmpartim primal pumar la al doilea
abtinem citul 5 gi restul 4; dacd impdrtim al deilea numar la al treilea, oblinem din non
eitul & si restul 1. Cars gint numerele?

| ) { Un bazin cu volumul de 1 500 1 peale fi nmplut prin trei conducte previ-

zute cu robinete. Ldsind deschise doar robinefele primelor doud conducte, bazinul se umple in
30 minute. Daca deschidem robinetole conductelor 1 51 3, bazinul se umple in 25 minute.
Debitul celei de-a treia conducle este de 3 ori mai mare decit debitul celei’de-a doua
Aflati dehitele celor trei conducte, In eit timp s-ar umple bazinul, daci arfi 1sat deschis
pumal un robinet?

1.'SISTEME ALGEBRICE DE DOUX ECUATH (U DOUA NECUNOSEUTE

; 1) Verificati dacd perechile de numere regle (—1: 6): (27 =2); (=15 9); (6; =4);
(0; =21; (-2, 0) sint, respectiv, solutie pentru sistemele:

q) J X+ ¥=20 ¢ ) I X— ¥s= 4 oy r : X ¥ = ‘k‘f" a0 {l’ e =10 .
Fy=s | x =2 1 ~-x=1 -y =0
& f 2% - ¥ == 5 o I ~ % — 2y = 0
| -y =2 | -y =2




2) Pig a) x=y=1; h) x=y=3; o xX=y=35

Gare dintre acesle perechi de numere reprezintd solutie pentru urmitoarele sisteme:
a) {x+ ¥ =6, g {\ =0 ) 5/ x4 8 y=8
) > 2 —_ —
iyl x—y=10 W x—0=—4-)/y.

8) Fie sistemele:

X— 3 Xy :
=1 : a2 11x — 5y x4 ¥
¥ + 1 2 2 = :
a) . 5 b) i 5 o) 11 16
X ’ X+Y  x— ¥
= 3 g 8x — 5y =1,
y— 2 3 b

§i perechile de numere : a) (7:' 3); b) (485 6); o) (7; 11). Precizati eare pereche de
numere reprezinti sohilie, respecliv, pentru sistemul a), b), c),

4) Dovedili, inlocuind neeunoscutele x §i y in sistemele a) si b) cu numerele §
gl respectiv 6, ci acesle sisteme sint echivalenfe.

: 1
185 — (l4x — 2) = — (55x + 7y + 1)

(5]
a)
: 12 e ; il 3
3% — 2y + 3.4 — (53y — 30) = — (12x — 6y 4 24) 4 - . (45 —.x);
J / 5
Xfy= 11
LISl iy
5 6 -
6) Verificati dacd urmiitoarele sisteme’ sint echivalente avind solutia (--I- ;- -—1—}
4 8
9 =1 A S =l By — (0
a) 2(x +7¥) 0 ) 734_y n;‘C 3X -6y = 0 i
3XxX— 4y +1=x Ix - 1 = 4y 2(x — 2y) = —1
l X = —2y
d)

G) Si se rezolve nrmitoarele sistemes

o% -y = 2 e =
a]{AJ': ;b){_‘ ‘} 4;0){YI.

b, G

4X 4 2y = 14 2% L y=—28 24x - 3y — 200 =
e) { b o) { ' og) { iy
ax 2 = 4 : 1

0
Ghe == i =l — 2y = § 28x — 13y — 86 =0 :
h){xﬂ:w[?}'filu(l:() S x + 0,7y =147 . O xS e Sy =i 760
—y L 41X — 106 =10 14y — x = 0,51 0,7y + 0,4x = 9.8
1 1 1
— x4+ — y=18 —?x——g-'yzﬂﬁ
il ek b 7 Bt
k) A i 1) 3
8
i ey e L S
2 4 5
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3 + 3 3x — 8 18
1 4_t_+j _y=i+y7?
3
m) 11 3 4% 4 8y 9 i
= x—"r 2 X -+ Sl e y 4+ x
L 2 3
1 5] A= .
= (8x — 2y) +1 “i‘“ﬂ* {1y — 10) = — (4x — 3y) +— +'— (45 — x};
g g 7 : 7 NiG
o)
i, ‘1 1 Q5 4 v A
4G — — (&% — 2) = — (35% + Ty + 1}
a3 16
CX=Y =9 2% 4+ 3y = 13 Fx — 2y = 19 X4/ g = T
e R B W LI b Dess BEERE B 1 AR S
5_“[1 _1_ 45 5 3 1/]
[-"—T—l +x=0
t)
]::‘vuyf—a..
3

. SISTEME ALGEBRICE DE TREI ECUATLL ¢U TREL NECUNOSCUTE
1. Verificali daci tripletele de numere reale (3; 2; 1); (6, &; 40); (5; 11; 17);
{5; 5 6); (5; 12; 18); (0; 51; 0) si (0; 0; 1) sint, respectiv, solutie pentru sistemele:
2¢ +y +2z=9 X 42y —3z=-—-3 X +y=16
a)f x—y=1 ih}" X— y4+22=18. §¢c) ¥ +2=28 §
X 2% =" X — 2y — 22 = —30 Ti oy =02
9y — 52 = — 34 '
d) §3x +4z =47 §€
3x + 3y = 19
{(x+2y)z(3y+4z):{5x+6?)= 71819
X +y—z=1,26.

X1yiz=29:12 :13
5% + 12y = 122 4 13

2) Cercetafi daci sistemele:
7 X=38z—2y— § 2% + 4y — 62 = —16 3x + 3y — 42 = 2
a) \ xX—18=y— 2z p b) X4y 4+ 2—18 Gl s a2 =

2(y + ) = x + 30 X + 6y — 4z = 14

au aceeasi solutie (sint echivalente).

x— 2y — 2z = —30

8) Aceeasi intrebare ca la exercifiul 2) pentru sistemele:

x 4 2y=23 5% + 2y + 4z = 60 x + 2y =23
a) § 5y + 6z = 94 § b) ¢ 5y + 6z = 94 J ¢ q3x 45y + 10z = 151;
4% 4 3X = 57 &z + 3x = 57 41 4+ 3%'= 57

4x 4 7y 10z = 41¥&
d) § x +2y=23
3% + 4z = 5¥. ‘ :




¢
%) Fezolvati urindtoarsla sisteme algepricai
XY & =10 I\ y— &= 4 !x 4y + 4 ='@
M) ! g = § bl g y=1 § i) Uy = 4 i
l 4 ] L - i =y =

I';:'s \ Hi-+y+‘='ﬁ §s+y+1_/n
a) — X = — 4 Sj W]’f*',: } 5 g 5'} 7= 1 ;{

P Ly [

l E+Y +~2=1 iwi*f}{’,i ] ile:.+,.f4,1.,:uq
i) dXjm= Y =dk = 10 8 -h) § 2% -9 + 62 = 46 ¢ 1) ¢ 5% + 2y + bz = 46

lz,gﬁ-u]{:;‘.z,:pm 17—. + Oy — B = ¥ ! % o ¥y + & = 23

5 X
£ = 2 ~ 4y Y ~- = =#
+F = 28 15 [ X +y —2=132
y y = b4 =1 3 il i
sy b= 5050k AR IR st S ) TeaseY =l
’ v'
£ 4 3= 3 : 9 o i L )
. R : l—x 4 1,
3 y + 2= 84
b L

Xy 4w =40

A% - 2y o By = 22

%y &
n) & GxhByh Bz =20 08 4w o 3 W g
9% 4+ 5 + 72 = 23 o e y
g _:;_

LUCBARE PENTRU VERIFICAREA INSUSIRII
UNOR CUNOSTINTE DE BAZA

b e s ’ A L :
i) Care dintra numergle —#; 7; & si 9 este solutie a ecuatie Els i¢
lug
ME Sk A e X ¢ . >
2) Rezolvali scuatiife: &) — 4+ — = 8; b) 5(2 — 1) = 4(8 — %) % ¥
)

8) Rezolvati sistemele de sunatii

\ L+ y h . 7
e : ” 1 X+ 2v 4 47 =238
g =g vl
a) & bl o ¢ IX— Y= 2=
eV .
o e e Bx — Gy = 2 I X — 2§ ok Y = —4,
p \ .

4) Un muncitor cheltvieste 952 lei peniru a-5i cumpdra un costum, o cimasa sl o

. gravatd, Cimasa este ci 38 |lei mai scumpy decit cravata, iar costumul egte de 9 ori mal

scump decit eamasa. Atlati prejul costumului, al camasii gi-al cravatei.
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Capitolul II
FUNCTI

NOTIUNEA DE FUNOTIE

S# notdm ecu litera A intervalul inchis (05 1], iar cu litera A intervalul
inghis [0; 2]. Putem stabili o legatura inlre aceste intervale; anume, iecarui
element = din A 1i putem face sa-i corespunda dublul sau 2x, care este un
element din multimea B. Am definit astfel o functie pe multimea A4, cu valori
in multimea B. O notdm astfel f: A4 — B; aceastd functie este deserisd
(datd), de formula f(z) = 22.

In gener&l? 84 ne imaginidm cd am facut sd corespundd fiecdrui element
# dintr-o0 mulfime 4 un (sin,é;ur) element y dintr-o multime 53 spunem cd
am definit o functie de la A la 2.

Folosim notatia /' 4 — B, citind ,functia f, definitd pe multimea A,
cu valori in mulfimea B“. Multimea 4 se numeste domeniul de defiuifie al
functiei f, iar multimea B se numeste codomeniul (sau dorneniul de vailori
al) funcyiel f.

In eiemplul de mai sus arn folosit litera o pentru a nota un element
oarpcare din domeniul de definitie; orice literd lolosita in acest scop poartd
numele de Argument. ' :

Hzemplu. Perimetrul unui dreptunghi este de 12 ¢m. Ce putem spune
despre aria sap?

S notam e¢u b (om) lungimea bazei dIF‘pmnwhmJul Deoarege semiperi-
metrul este de 6 or, naltimea dreptunghiulul va {1 de 6 — b (em) Agia a
(i cm*) a dreptunghiului este datd deci de:

4 =b(6—b).

Putermn spune c& aceastd formuld ne da aria dreptunghiului in functie
de lungimea bazei sale. S& precizam aceastd funclie.

Numarul a, reprezentind o arie, nu poate {i negativ; putem considera
(i 0':...@ [0; --eo0). Deoarece b ?,i 6 _,,5- répréziﬂf& lungimi, trebuis s& avém

o

204 6—0b 2 0; astfel b & [0;
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i
|
|
|
i

Deci dependenta ariei de lungimea bazei dreptunghiulul este exprimatd

prin {unctia

| f:[0, 61— [0; +-o0),
descrisit de f(b) = b(6 — b).
Aiei argumentul este litéra b. Care este domeniul de def initie al functiei?

Dar codomeniul? :
S4 reprezentdm grafic aceastd funciie, prin puncte, Completiam mal

intii un tabel de valori:

6

(S]]

a0 B I A G e

f(b) e IR e L SR O

Inzestritm planul, cu un sistem de
axe de coordunate (vezi figura 1). Scoatem
in evidentd punctele ce au abscisa b g1
ordonata f(b), trecute in tabel. Le unim
printr-o linie ,,continui®, Graficul obtinut

ol H 4 = |-

este o linie curbd.
Observim, privind acest grafic, ca
numirul @ poate lua valori doar in inter-

/ \ valul [0; 9]. Deci dependenta ariei de
/ \ _ lungimea bazei dreptunghiului poate fi
exprimatd si prin functia:
. I \ : g:[0; 6]—[0; 9],.g(b) = (6 — b).

Observajie. Funclia g diferd de functia f,
X cdci are alt codomeniu!

Alte exemple. 1) Procese de crestere
Fig. IL1 si de descrestere. &) O celuld de bacterie se
divide, dind nagtere la doud celule; dupa

rol o R R e R e

o ord, fiecare dintre acestea se divide, apérind astfel patru celule; dupa inca
o ord, fiecare dintre cele 4 celule se divide, apérind opt celule i aga mai
departe. Putem completa un tabel:

Momentul ¢ 0 1

Numarul total
de bacterii

L =2 4 i)

S observdm cd numarul total de hacterii, n, depinde de momentul
in care le numardm. Acest fenomen de crestere este exprimat prin funclia
n:N — N, descrisd de n(f) = 2' (verificati!). Graficul acestei funetii este
o multime de puncte din plan; eciteva sint desenate in figura 2.
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T

{ T(C]]
T 80

r! 70
e 60
/ 50 4

m e

7] [ vj"_ | Ill ) i B
| . : & .?0 15 20 tmin)

Fig. 11.2 ] . Fig. 11.3

by Masurind temperatura 7' a ceaiului dintr-o cand, s-au obtinut urma-
toarele rezultate: ;

Momentul ¢

3 0 5 10 15
Vemperatura 7' i
(in °C) 80 40 20 40

Dependenta intre temperatura ceaiului si momentul in care s-a mésurat
aceastd temperaturd poate f1 exprimatad prin functia:

T:[0, o) = R
descrisd de T'(#) = 80.2—° (verificatil).

Graficul acestel funcfii a fost trasat in figura 3 printr-o linie ,continud¥,
ce irece prin punctele ce corespund mdsuratorilor.

2) Elevii unei clase au obtinut la teza urméitoarele rezultate: doud
note de 4, patru note de 5, trei note de 6, cinci note de 7, opt note de 8, sase
note de 9 gi patru note de 10. Construim functia

£:{1,2 3, 45,6, 7,8, 9, 10} >N

care face si corespunda fiecarei note freceenfa ei (numdérul care aratd de cite

. ori a fost obtinutd nota). Functia este descrisd de tabelul:-

Nota & TS T BT N g i
Frecventa ei f(z) YR T N T P R N R
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sralicul acestel fumetii

€8Te aledtuit din punctele * 7(1: (), 4(2

T IO - o i )
D), Glais), H(Y:0)

] 1 /. =t F
50 A (AU %) (vezl figura 4).

EXERCITT

1) (orall Care dintre diagramele wrmatoare nu definese funetii? De ce?

) Eie A =1, 2 34, 51 & fie f rolia f i
e . 1hy @y d &, o) sl fle funetia f: 4 = A data prin formula 1
LoEd \ X : ; it g S B Sl RCs
Alcatuiti tabelul de valori al funciei £ T
3) Fie funefia g: B — B descrisd astfel:

ali) = { Z <1 dacll o< 9;

@ — 2 dacd & > 9.

Caleulafi g(=1), g(0)-g(1), g(1), g(1,5), g(2), 8(2.5), g(3), gl4)

¥ 4) F’n pleton pleaci la ora 8 din localitatea A si ajunge la ora 12 in lgealitates B
(In aceeasi zi), mergind cu viteza (constantd) de 5 km,fh,, Cﬁ:lsizlex‘ém i‘unr-‘t.i.a d: fs 13 QTRJ
care tace ca fiecifei valori a timpului ¢ din intervalul [8; 12] 88+ c.orespju'n'dé ;ik:a i] Na" )
pareursa de la ora 8 pina la momentul ¢z este expriﬂna"z in ore, iard(:) tn kﬂem‘;;”:n)ya” U'
etl formula care descrie pe d si eompletafi tahelul; i = - s

| = X ‘
}‘ 4 ' 8 8.5 9 10 105" 11- +12 '!
law | o RS
= - — —- - - " - — u

Ali putea ¢empleta tabelul si cu alie i? Afl D i A ; g
; ¥ gt cu alie valori? Atl putea aledtiii tin t cave wR daa
crie pomplet funotia? Hpein alogtih RatABe | ey 58 £8n.
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A) Um parasubial ge aruned dinte-un avion §i (5 deschile paragita la ¢ secinds dupa

mwomentul saltulus. Tabelul de mai jos ne da distanfa parcorss in cadere lipera, in metwi
— = PR
{ 1 2 3 h
distanta 4 &Y 19,6 e 1 78.4

Puteti descrie dependenja intre @ §i ¢ printr-u functie? (lndicatie. comparati prin (mpar-
jire valorile lui d cu pitratele iui ¢)

) Reprezentafi grafic funcfiile:

a) fi[—2, =1, 0, 1, 2]~+R, flo) = a® = u.

b) g1 {=2, =1, 1, 2} =R, g(z)= 4 & =

E |

¥) Care dintre praficele functilor:

2

) f1B = R, fle)= 3z° = Ja® = ka, b) g1 R =R, gx)= ,._.“_’ s
|
ejhiB— R, h(w)= o 4 1, conline originea axelor?
§) Pentru ce valoare a lui m, graficul functiei
f.‘R-‘HvR;. f(EJ = g = i

eonfine punctul 4(i; =5)?

2. FUNCTII LINIARE

O functie f: R = R definita prin f(z) = ma -+ n, unde m i n sint nu-
fiiere reale date; se numeste funectie liniard. Grafioul oricarei functii li\hiar*e"
este 0 dreaptd in plan. Cunoagtem de asemenea ca, daca m > 0, atunci functia
este erescitoare (ceea ce inseamnd cd dacad a < b, atunci fla) < f(b);
dacd m < 0 hincyia este descrescitoare (ceea ce
fnseamnd cd daed a << b, atunci f(a) = f(4)). v}
Dacd 7 = 0 functia este constantd; graficul el
este o dreaptd paralela cu axa Oz iz y)

Penlru feprezentarea graficd a unei functii :

liniare este suficient sa cufivastem doar doua >
; J / X

S

puncte ale graficului.

Ezemple. 1) Fie functia f: R — R datd de
f(z) = 2z — 4. Ea este o functie liniard; aiei
fn=2 gi n=—4 Avem f(=1) =2:(—1) =4 =—6
i f(1) = —2; deei punctele A(—1; —0) si
B(1; —2) apartin graficului. Graficul functiel va
fi dreapta A& (veri figura 5). Dacil M(z; y) este
un punet al dreptei 4B, atunci coordonatele sale
i y verificd relatia ‘y = 29 ¢ & = 0. ln afard




de punctele dreptei A5 nu ‘existd altele care si verifice aceasté relatie.
Spunem cd AR este dreapta de ecuatie y — 2z + 4 = 0.

Adesea, pentru a reprezenta grafic o functie liniard, determinim- punc-
tele in care graficul intersecteaza axele de coordonate. Pentru aceasta, tinem
seamd de faptul ca axa Ox are ecuatia y = 0, iar axa Oy are ecuatia = = 0,
Pentru functia din acest exemplu, gésim intersectia graficului cu axa Ox re-
zolvind sistemul:

|yA2):'~;~4:0

. ; obtinem solutia (2:0).
Yot

Intersectia cu axa Oy este datd de solutia sistemului;
h i , adied de (0; —4).
x =0

Deci dreapta se obtine unind punctele €(2:0) si D(0; — 4) (vezi figura 6).

¥, ; YA ; o oyh / o o
J j . // 7

‘ , 5 . -
._" d'r [“ ‘:-

7
: Ji” A ‘ ] il
e .

) i , s Ty 7 o

v (Sl X ,- o i 4

r i , LS j
Fig. 116 Fig. 11.7 Fig. 1.8

2) S reprezentim grafic functia £: [1; 4] — R descrisi de f(2) = z - 1,

Fie g: B — R functia liniard descrisd de g(z) = = 4 1. Graficul func-
tiei ¢ este dreapta determinata de punctele (—1; 0) si (0; 1). Am reprezentat
aceastd dreaptd in figura 7 (cu linie intreruptd). Graficul functiei £ va fi o
v : parte a acestei drepte, anume aceea formata
din punctele (2} y) care au abscisa 2 cuprinsi
intre 1 si 4. Deci f are ca grafic segmenlul ce
/ unegte punctele 4 (1; 2) si B(4; 5). Punctele
A si B apartin graficului funectiei f.

3) Functia h:(1; 4)—R, h(z) =2 1
are graficul desenat in figura 8. Punctele 4

o A si B nu apartin graficului.
by 4) Functia k:(1i ' ~o) — B, k(z) =
0] T ¢ W =g —+ 1 are ea grafic semidreapta cu origi-
- _ nea in A reprezentata in figura 9. Punctul 4
Fig. IL.9 nu apartine graficulul
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EXERCITIU REZORVAY
5@ aflim functia liniard /f pentru care fi1) =3sifi2) =5 {f,ie-?i al eéﬂmi
grafic contine punctele A(1; 3) si B(2; 5)). :
Functia f fiind liniard, este descrisd de f(z} = maz + n, paniru orice
ek ‘Rémine si aflim valorile lui m si n. .
Avem f(1) = m:1 4+ n=m -+ n, iar f(2) =m-2 -+ n = 2m 5 n. Degt
pegtru a afla valorile lul m §1 1, va trebul sd rezolyam sistemul:
m--n =3,
|2m 4 n = 5.

" / - + 2 o Gl )
Rezolyindu-l," gésim m = 2, » = 1. Functia liniard céutatd este des-
crisi de formula fl) = 2z + i,

EXERCITIH

1) Aflati numdrul o stiind cit graficul funciiei constanta f:R =R, flfa) =a, con-
{ine punctul M(—3; —3). Reprezentati grafic funcfia. 5

2) Construifi graficele funcfiilor: g: R— R, g(s )= 38l k:[—2; 2] R!-h{g;} ==

9) Reprezentali gralic, in acelasi sistem de r:om‘demate, funoeiiile:

L]

f, g h:R—R, descrise de:
flo) = —u, gla) = —w -+ % hlz)= —o — 2. Co observati?
&) Comparati intre ele graficele functiilor:
i : fz:R""l'R‘, filw) = —2a - 2
: fe:[0; 31— R, fal®) = —2@ + 2;
fa:(0; 8) = R, falw) =~z + 2;
f2: {0y 8} > B, fule)= —2g + 2.
5) Reprezentati grafic l‘lmcﬁii]e:l
2 daed o < 0,

) fiR—R, f(z)= {

—1 dact @ 220;
—g daci =z < 0,
b) g: R=+ R, glz) = 0 daci 0 < z < 2,
; z — 2 dac{ = = 2.

'6) | Reprezentati grafic functiile:

s

f1(2, +oo) 4R, flz) =05 -~z s g:({—e0; ~2) >R, glz) =5— 2z
7) Pentru ce valori ale lui m funciia f: R — R data de f(z) = (m = 2) 2 & m estes
a) crescatoare; b) descrescitoare; ¢) constanti?

| 8) l a) Determinati functia liniard f pentru care f{1) == 10, f(2) == '_._!"

b) Determinati functia liniard g pentru care g(0) = 2, g(1}==4, g(2) =6 ;.i g(3) =8
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ag‘ MGIW Hindara » BB 1RGIT M—1) = —38, h(l) = 5. A1) = 1T
i) Reprezentefi grafis funcfile sl g

Ii?fj_ SR peesupumem i, pe masurd e coborim spre centrul Pamintului, la

vigerte 30,5 metri temperatura ereste cu 1°C, iar la Suprafaia temperatura este ge 20°C

8 Stabilifi e formuld care s4 degcrie dependenta temperaturi de adineime.
) Co temperaturd va fi la adincimea de 122 m?
¢ La ¢o adincine temperatura va i de 86°CY

48 Repressntafl grafie funechia /R — B descrisd ded
ﬂwﬁ{

w=—12 dactd @ =
=@ ¢ I dagld & < &

|

3. FUNCTII PATRATICE

| Ne propunem sd studiem funclia care face sa corespundd fiec&rui nu-
‘ mar real patratul sdui

% fiBR— R, fla) = 2"

i 5 complethin mal tntii un tabel de valori:

i 1 ; : -

I @ . T S | 2 1 », 2

‘% 2 2 2

] Alz) > T gt eyee g e

| b 4 4

“. e Valorile functiei trecute in tabel ne indeamnd sa presupunem cd func-
’{ {la este descresedtoare pe intervalul (—o0; 0] gi crescdtoare pe [0; -oo).

£l A In figura 10 prezentim graficul

= acestet functii. Am secos in evidentd
punctels ale ciror coordonate sint trecute

in tabelul de valori de mai sus. Graficul
functiei este o parabold.

; g Vom numi functie pitraticd orice
: functie de 'forma:

g R =R g(x) = az? + bz - ¢

"ja'r il _ unde a, §, ¢ sint numere reale, iar @ # 9.
l In particular, funetia f de mai sus
g ot ’ 1 este o funetie. pitraticd

i g t . (e =1, b=c=0).

[

Graficul oriedirei fumelii pétratice.
este o paraboeld.

RXERCITIU REZOLVAT

Sa determindm functia patraticd g ce are proprietatea cé g(1) =0,
B(4) |81 gty =49, ' ‘ ! <
Stim cd g(z) = ag? + ba 4 ¢ pentru orice @ & B. Ramine sa deter-
minam coeliciontii o, & 81 ¢ Avem gl1) = @124 6-1 +'¢ =0+ b4 ¢
s =2 4 b2 =bat+2+e;g(8)=aP+b3be=0%+3b g
Deci coeficientil ii aflim rezolvind sisternul de ecuatils B %
a4 h+e==0,
4 2 e =1,
9a + 3b + ¢ = 4,

Inlocuim atest sistem prin altul, echivalent eu el, scazind dim a.doua

gouabie pe prima, iar dio-a trela pe a doua:

a4 b e =0,

Ja -+ b == 1],
Ha 4 b =4,

Scazind acum din a treia ecuatie pe a doua, obfinemdy

a -t b e =0,

34 - b = 1,
2a ==

Acest ultim sigtemn se rezolva ugor; solutia daestea = 1, b = « 2, ¢ = 1.
Agadar functia’ patraticd cautata este g: R — R, g(a) = 2 — 2z + 1.

EXERCITIL

1) Compleiati tabelul:

v

1 1 3 :

di -3 —8 —.= =4 == 0 1 o V) j
2 i i 2

. kAl
fil#) =

falz) = a®

fslz) = 2a°
= B

fel@) = =

|

|

|

|

l
|
|
e
&

a

i
|
A

| : folw) = - =i ﬂ
L _fjﬁ(ﬂf:' =2 =20 J

Reprezentati grafic, in acelasi sistein de coordonate, funetiie fi, fa, fa e For e de-

1»

finite-pe B; cu valori reale (luafi o unitate de misura, pe ambels axe, 4 em).
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: 1" 8) Aceeasi problemd, ‘pen 1netii : e ;
%) Aceeasi p 4, ‘pentru funciile g, gu, @, 24 81 g& 8%) | In figura 11 vedeti desenata o curbd ce seam#na eu un arc de parebold. : |
. 3 Eik 1 % 1 ] I Ea esté.g‘?aﬁicul umei funectii f Completati tabelul: ‘
@ (3 ) B ElS SOhRi S S el e B A £ - s ‘
R 9 2 2 . :
— |
g(z) = o* | @ 0,5 1 1,0 i
gela) = 2+ 1 [z) ‘
galz) = o* + 2 : I “
= allie o B L] = - ! * Este intr-adevéir un arc de paraholid? |
gala)—=raia=i : . : e ’ ; ST
L E i T i | 9) | Indlfimea & (in kilometri) atinst
i o = p? 7
i _b“m o L i D wi ks _ = de o rachetd la ¢ minute dupa lansare este
(e observali? dati in tabelul: y |
: IPTIRE  e d g |
a ,@ Aceeagi problemit, pentru funciiile Ay, fu, o hy quram i
| ey I e . = zbhorului ¢ |- 0 1 2 3 & |
I T —32 -1 —— 0 i 1 2 3 : 4
| 9 9 - tnaltimea k 0 25 400 225 400 ! |
| 7 L : Py i
‘ Bl = 2 y . . : Crbsing ‘
i il = = L 2 Sl Putetidescrie migcarea rachetei printr-o |
I halali=a" —» ; funclie? Aflati indl{fimea atinsi dupd 10 mi- ) Vi A |
oo i R ; T T e e nute de la lansare, presupunind ci motoarale )}
O e T st rachetei functioneazd tot timpul. Fig. 1114 [
‘ i alz)=a* + z ’ . |
! L LB b R MY i S ST '
i 4) Ageeagi problemd, pentru funcliile /oy, ko, ks, Ay
L’ . d il Fareg i e i Yasach :
‘a : -1 3 4, ALTE FUNCTII |
. - )] = | Sy 0 — 1 2 3 : :
E 2 2 2 !
h /S nai s _ | i) AEa ) i
i : bglz) = =* : Orice numér real =z, diferit de =zero, are un Invers, care & fost
i T o e o T ) = 1 i . & 4
i ka(z) = (& —1) > notat — sau z~'. Sa considerim tabelul:
I ” i
, kalz) = (@' — 2)°
k(@)= (o + 42| 11 At
i G | e R ——1——?5134
i
ILM Ce observati? : ; y i 1
\ 5) Determinali functia pitratici ce are proprielatea ci g(0) =10, g(1)=—2, 1 1 1 1 9 9 1 Ll
bt | e A A
h & " | 6) | Care functie patratica are graficul o paraholit ce contine punctele A(1; 4), Putem considera funclia
| - 2 J s
1 e o 1 /) X
| BZH El £l {0} =B, flz) = —
l"q‘. . 7) Reprezentali grafic fanctia ce descrie dependenfa ariei unni pitrat (mésurat ; T W
!! ‘ tn-cm?) de lungimea laturii sale (masuratd in cm). Alegeti unitatea de misurd de 4 e¢m po Ciraficul acestel func;‘ii (vezl figura '1'3)
‘ ‘ fiecare axi de coordonate. Completali apuj tabelul: : este 0 hiperbala. L
ilt T == ' — Fie z un numar real » 0; putem
X 1 labura I {em) s - - 19 : ‘ extrage radacina pilrata din i ca rezul- -
I aria 4 (em?®) & 10 tat oh‘;inem numéarul real I/-—;l‘!. Rig. [L42 -
I |
; : |




o s “ﬁ completdm un tabel (consuliaid gl
/-1 tabelul de la sfirgitul manualului):

re { | / &

£ g | 0= 1 2 LD 4

i 4
1.7 = — — == — e
T e WERE
V2|0~ 1 [/2=1.. |/3=173.. 2
y | i 1.

7 I r - — rE
5 Funetia f:(0;, 4ea) - R desorsa de
Fig. 1143 J\@) =|/ @ ave graficul prezeniat tn figura 13,

1) Reprezentan gratie, completind mai inti un tabel de valor, functia

FUBRN {0} = B, [x)= :

;‘H

2) Un arhitect vrea si proideteze o camerd dreptunghiulara avind supratata de

15 m?, Btabilifi cump variaza lungimea camerei in funcpie de lijimen el Reprezentaji .

grafic aceastd dependenta.

| 8) | Intre Bucuresti si Ploiesti, pe ‘sosea, sint 60 km, tn eft timp parcurse un

auntomobil aceatd distantd, mergind cu viteza (constantid) »? Reprezentati grafic depen-
denta infre durata cilitoriel si vitezd. ' ;

) Btim cd tensiunea curentului electric din reten este de 220 V. Fieindu-l sy trea
[ . - e i 13 » : H 1 - 1 - " & 5]
G printr-un rezislor de rezistentd £ (ohmi), intensilatea ga I variazd astfel:

220
e
(&) =

) Trasati grafionl dependentei lui / fatd de R.
\ b) ﬂr:_azmt.r.)f‘nl este protejat de o siguranta fuzibila de 54. Care esto valoarea minima
a rezistentei rezistorului, ce nu provoaci intrerupersa curentului prin distrugerea sicu
rantei? o g i

5) Reprezentati grafic functia f:[1, 8]= R, fla) = - :

&

A LUCRARE PENTRU VERIFICAREA TNSU};«’IR: i
: UNOR CUNOSTINTE DE BAZA
1) Se da functia 7:R =R, descrisd de:
Ja: =~ 3 pentru z < 0,

f@) =32 — 5 pentrn 0 < g < 2

W —g* peatru g > 9,

caleulafi f(—3). f1—2), f(—1), 10 F(1), F(2), fl‘i’)z Il%).
2) Rapyezeﬁm‘gi grafie funefia /: R -y R.,f(z) = 2 i
,_,uﬂcﬂ-.m:i”ff()g?ﬂ;l; ,J {2, 8) aparfine graficplui funetiel lintare daté de fla) == 2z = 77 Dar
1 f-) Un }ai]ngfﬁ.m c‘léﬁ pO{'tl?lC;{i!.F‘ costid 18 lei. Aledtuifi graficul funetisl care exXprima
médill in care preful unei canuitatl de portocale depinde de Inasa acestein, Folosind gra-

1C 8 tablhti clt { Oslr 700 £ r]i irtocale Cit e -% & 5 =Y
11], & & .-I].lts.IF te o HUnge U orto 819 Gare
: ? 52 a QIFLORa, A i

ol

I FRACTI RATIONALE

w7

1. POLINOAME. ‘C'lPEF;,..JLTII CU POLINOAME

Am invatat in elasele a V1-a si a Vil-a sa facem caleule cu numere
reprezentate prin ‘litere si in primul rind cu polinoame.
S ne reamintim cd, de exemply,

NOYE = 294 - 3

@ste un polinom in nedeterminatele X si ¥, de gradul 5;

este un polinom in nedeterminata Z, de gradul 2. De asemenea, numsrele dife-
vite de 0 pot fi considerate polinoame de gradul O in orice nedeterminata;
pentru uniformitate, vom considera cd numéarul 0 este polinom (dar ¢é nu are
grad), ,[\'\umerale reale considerate ca polinoame vor fi numite polinoame
constante. ) :
Ne vom ocupa in special cu polinoame intr-o singurii nedeterminatd;
aceasta va fi notatd de obicei cu litera X.

Am invétat in elasele anterioare cé orice polinom poate fi seris in formé
canonicd. De asemenea, am invatat si efectuam trei operatii cu polineame:
adunarea, scaderea si inmultirea; sd le repetam prin:

8 4
IXERCITI
1) Scrieti in formd canonica polinoamsle: / ; /
A) = Xm L P BOL 6 B) X 410X 9K o)t =2 k= g
4 2 &

d) =X%— X 4 X — X°.
9) Serieti in forma canomich suma polingamelor: L P
" 8) 7X*—3X - 5 51 247 £'7; b) 24 = 5 §i 4X*—8X£6; ¢) 1~ X+ XESXL X
MG XD GG XS d) X=X o1, 4 X415 =28 410

=
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| ] Ral =5 I Tie noa -\ W= O S S ] _" L 2ol a c

' 8) Co pelinom trebuis adunat cu X° + 2% — & pentrn a obtioe ca rezultat : . Fie ]_mlmt?')_lvnele- P(X) L + g1 (X 3\ Constatim : a |

| ZY— x2 4 4% P(X) =Q(X)-2X; putem spune ca polinomul C(X) = 2X este citu/ lmpar- |

|.‘ 4} Bfectuati calculele: tirnl polinomulul P(X) la Q(X). |

| a) (347 — 3.X 4 5) — (24* ~ ¢ Bk IF e ) = (BET e X2 g 9): Alt exemplu: deoarece |

i ) (5X2 4 6% - 8] — (X* 4 2X) 4 9 o |

i e} (5 (].w i% l-vJ' “11-'4 ) Xt h =(X —2) (X 4 2), ‘|

| ») Efectuatl inmulfirile: . v

| 4 tem s o83 nolin ¥ L@ "8

‘ a) BX°: (hX — 1); b) (AX° — 65X — 1) 2X% o) (X* ~ 9K — 3)- (2% — 1); put.em‘spunu cd polinomul X <4- 2 este citul unpazm;] polinomului 2 1

‘ d) (XL x® —8)(3X° — 3X + 1). la polinomul X —

' ‘ Sd incercdm sd impdrtim polinomul P(X) = 2X% ++ 5X 4- 1 la poli-

1 ‘ nomul Q(X) = X2 &= X. Citul lor ar trebui sd aiba gradul 3 — 2 = 1. 5a pre- ‘

supunem cd acest cit este polinomul C(X) = aX + b; atunci: |

2. IMPARTIREA POLINOAMELOR | IXT b BX o 1 & (Xt X} (aX +0), (l

R ] A B D o : ] de unde: 2X2 + BN + | = gX? L (a + D) X% bX l
| Fie monoamele 6X° i 2X%, Congtatdm c&: o oo 4 & st k "
i Identaficind coeficientii, obtinem: |
b |
g S YB — 2¥2. 9 V3. ! |
1 OA® = JA%: 247 Pi=n (coeficientii Tui X?), {
f putem gerie astfel: ‘ O=a-+b (coeficientil lui X3, |
:L:, BB - 9% — X2 Hh=1b (coeficientii Tui X), i
i : =) (termenii liberi), |
f' Observati relatia intre oradele monocamelor: 5 — 3 =2. = = : chea oo este absurd | |
- 2 , ; T % % . |
{ In general, daca m > n 81 6 # 0, atunei: Presupunerea {#icutd ne-a condus la o concluzie absurdé; ea este dees
\ aX™  bXP = (a : b) X falsd. Nu putem imparti , fard rest” polinomul 2.X3% 4 5\ + 1 la X? 4 XL
/ it N Sa observam insa ca: .
| care 8e mai scrie §i: s PR ¥ i iss N S gl
! QXA UG s XA U (2 = e LG S ‘
Vi AR » o B o e i ry % y 8
i aXm e hxn L 2 s astfel putem spune ci prin impartirea Jui 2X3 4 5X + 1 la X* X am obti- |
i b nut citul 2X — 2 §i restud TN - L.
i , Sakv e e ) : , . 3% obiervamber oradil resiulu sl nai mic decit cradul impéartite-
E‘t La fel procedidm si in cazul unor monoame in mai multe nedeterminate; e b‘i (’b‘}mﬁ‘ ELLILSSE 2 ddp restului esle 1, mai mic decit gradul imparpit
i de exemplu: rulu T\“—" X, care este 2'.
| ' 19X372 « 4NV {9« 4) X31y2-1 oy Practic, proceddm astfel:
) 2X PAXY = (12 1 XTIV = 3XTY, — impértim monomul 2X? la monomul X2 gi obtinem 2.X:
A e Srras 3 . s i 3= e e d g K Lol ]
(=X eAN e 2 = — e XLl — 7 — inmultim pe 2X cu N2 | X si obtinem produsul partial 2X3 4 2X
ll‘ : 3 pe care-l scidem din deimpartit; § |
0 VYT . LT T A = EREOIUES N FoNTe _ E Vva2ve , e 5 . By = ar , ol 45 |
(=3 XY (=2 )y =((~8) 4 (—2)) X2 0T = 2 X2Y® = 1,5X2Y2, — delmpartitul se inlocuieste cu —2X2% + 5X + 1; imparfim monomul }
ﬂ —2X? la monomul X? obtinind —2;
O XA ey ] L S OYEY, A ZAty e YT " o ; i 2 I . L e R
| 22X4 ;14 = (22 : 11) X+0 = 2 X4, — inmultim pe —2 en XN*+ X si obtinem produsul parfial —2X2—2X,

pe care-l scidem dim —2X* 4 5X; , 1
o ; : R ot -y |
l — deimpdrtitul se inlocuieste cu 7X + 1; deoarece monowmul 7X nu

——

{ EXERCITIT mai poate fi knpartit la monomul X% impdriirea s-a terminat. Citnl este
j ' 2X — 2, iar restul este 7X 1 1.
J;‘ 1) Bfecluali impirtirile: 9 b LEX A O ¢ |
!.‘ E)rl,.;d}JS-i:] ;\ylgf)‘r{d} i——n\ ) :-"1,1:‘, C:l ["—-Lll“} (=X ), (J) 4X7? _'8.-\, ) 252 1 é"") .._'L 2‘k3+ 21\\/: r‘?‘x‘__ 2 :
i 4 i;; - ‘h;;ﬁi ‘ =9 %# L B eitul
| = uree A 1A o
|' : / ¥ Q"'"') "‘2r¥2 — 2X

) (—45X4F2):(—5X°Y?); b) rk.'fﬁ)fz:(— 2y J ¢) 3XY42XY; d) 3X°Y2: 4X°FY; ; T R )

= 3 , as L
B) 25 X°F2 | 6XF f) (=6X°Y") 13X Y. .
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¥e apisnuieste £3 se schimbe semnul fieeapn produs partial, efectnin
du-ge arluitar) in loc de scadert; calenlele se aranjeaza astfel:
-+ 56X 41 {\+ Y
Oy

Urmariti etapd cu etapa, impartirea polinomuba 81 X4—10X? L 35X 11
= ok T I ] : | il T

la polinomul 9X? + A 4 4:
81 X —10X* 486X 41 | X2 4 X 1+ 4
21 X4 — QX? — 36N S X 7_‘\ i
f_('J V8. — 4B X2 _'+7_‘_.7!..’ v
0X8 4 X?4 %X
—45 X2 1L 39X - 1
45X2 4 5X-20
44X+ 21
Deei citul ilT’l]}Hl"ti;’ii este 9X2 — X — 0, iar restul este’ 44X -1 21.

In general, se poate demenstra o learemd o impdrfirg ol rFest pentry
polinpame. Aceasta se enunta astfel: .
- TEOREMA. Fie polinoamele P(X) de gradul p gi @(X) de gradul ¢, en
coeficient nomere reale.
Exista un polinom C(X) s un polimom A(X) astfel ineit

P(X)=0(X) - C(X) + R(X)

g1 agtfel ineit gradul polinomului B(X) sa fiemal mic decit g, Polinoamels
C(X) si B(X) cu aceste proprietafl sint unice.

Obsercafie. Inainte de efectuarea jmpartivi, atit deimpargitul oit si tmpértitorul
trebuie scrigl in forma canonlci.

EXERCITII

1) Efectuati jmpariirile:

a) (3% —6X* 4 2X) : 3X; b) (6X° — 5X*4 R, )

¥) Efectuati imparticile:

al (XY = B): (X — 32); b) (8% < 90) ; (F — 8); o) e(8X — W 1 (X - — )
)8R = il s (9K — ) (25 — 30X 4 QX% : (83X — &); 1) (F®— 62 & ng-w lu) I
( — 4). .

] &) [ Tifectuati m:rpértmhm
oAU ): (X 1) b) (B4 tX &) o) (Xt 1)1 (X 414); &) f}’“’*\
14X - 1) @) (A" 4 1) {.X' e 4)s 1) (X7 1) 1 (3 4 1). Puteti spune care va fi oitul
g rastul tmpariird lui YW L 1 la X 44T y ' e
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4) Fifectuati trapdrtirile
a) (B2 1) (X 4+ 2) h) (B4 1)1 (24 2); o) (XFe4) @ (XL 2). Ce observati?

h) { Bfectuapi imparfietde: (A4 - X% £ 1) 0 (3% 4 X 4 1) s (344 XF g 1)

P — X T 1). Ce observali?
57 h} l .{u' C(X) cilul jmpartiri pelimomuluni A 4 X% 4 X 41 la X~ X4,
]ﬂfl_'nt‘llr_?l,l impérfirea polinomului X* 4 X% 4 X 41 L ('[.k'j Este adevarab cd obfinem
citul X2 — X + 27 De ce?
7) Bfectuali {mpértirile:
a) (X°— 2X% 4 X 4 2): (X% — X X44); b)
o) (T4 — 27X 4 6X): (X¥°— 2); d) (18X — BX} | 4 4*

)

! 8) J Fifectuati fmparfirile polinoamelor in nedefernumata X (scriefi-le ma inti

in formi canonicd): ]

a) (X' = ¥ (1 - YY) b) (15X% 4 26 XF 4- 8¥2) : (3X 44Y) ¢) (2A8-L3X3V4:
4+ 2X¥Y — ¥ : (X8 = ¥) .J} (X2 — O XY — BY L 8) (87 L B2 ) (0=
— X3y — 2X ),J 4+ 4¥8) : (BX - 2Y)

] ‘H l Aflafi restul jmparfirii polinomului X* — 6 XV +9¥* la pelmorul Ai.ap?

mm;der indu-le:
a) polinogme in mrjntprmmdin X; b) polinpame in nedetermmata V.

10) Hfectuafi calculele:
COR(XA — 9) - (X o 20)) (X o 2)(X — 3)); (= 3X)% (X 4 20

. DIVIZIBILITATEA POLINOAMELOR.
POLINOAME IREDUCTIBILE

Detinitie. Vom spune ca polinemul U{ X) IJi’\-'idla ]Jululon‘n;i P(X) dacy
exista un polinom C(X) astfel incit P(X) = Q(X) - C(A) (adica daca restul
impartirii lul P(X) la Q(X) este polinomul nul). ln acesl caz vom nola
O(X) | P(X) sau Q | P (si vom citi ,,Q divide pe P7).

Dacd @ | P, vorn mai spune cd polinomul £ este multiplu al polmomu-
lui Q. sau ca P se divide cu Q.

De exemplu, .\' A divide pe X*—1, deoarece Xeol=(X4+1D (X1

seriem (X + 1) [ (X% —=1).
Polinomul z.x« — 1 divide pelinomul 2X% 4 6X9% = X* = 3, deogrece
2X° 16X — X —3 =(8X8 = 1) (X4 3).
Polinomul censtant 2 divide pelinemul 2X L 4, deocarece 2X 4- 4
= 2+ (X 4 2); constanta 2 divide gi polinowmul X 4 1, decarece X + 1

Lo (i X 1_)
) ) !

Polinomul X nu divide }mhuumul Xefl, deearece imparting pe ;\“—{—il
la X obtinem vestul 1; la fel, X 4 3 nu divide pe X3 4- 3X — 5.

it

Obsersatie. Polinomul constant 9 divide polinomul constant 8, deoarsce 822 < —+.
2

My confundati divizipilitatea polinogmelor eu divizibilitatea mumerelor naturalel
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EXERCITI

1} Stabiliti dacd polinemul @ divide sav nu polinomul P, unde a} P = LY n
0=3%—2:h) P=X"—2X L1, 0=X [z @) P=X°—8 O= X2--2X L 4;
dp P—iX® 0= X —ilieliP— RGO = L N ) e 347~ 14X 15
() = 92X ,,ll._l

2) Stabiliti valoarea de ddm dr a propozitiilor:
a) H-~— L) (K — 4); by {X +1) [ (X +1); o) (X=2) | (X2—A—2); d) 3 |4X;

e) (X -+ 1) (2X —1).
i I’f-nt_r-u ce valori ale dui m, polinomul 2X° 4 5A7 + m se divide cu polinomul
rl

X 4 27
4) Fie polinomul P(X) = X* — X* + X — 1 scriefi trei polinoame care i1 divids
Aceeasi problema pentru polinomul X% — 84* 4 90X — 27,

[ 5) | Aritati ci daci polinonul & divide polinomul @, iar polinemul @ divide
16

polinomul P, atunci & divide pe P. Ce proprietate’ a relatiei de divizibilitate intre

polinpame este aceasla?

] &) i Avdtati ca dach Q divide pe P si pe R, atunci Q il divide si pe P+ 2.

Definitie. Vom spune cd un ‘polinom P(X) este reductibil dacd poate fi
seiis ca produs de. polinoamse:
P(X) = Q(X) - R(X),
factorii ¢ ¢ R gvind gradele > 1.
De exemplu, pélinomul X? — 1 este reductibils
X¥— = (X 1) (X — 1)
de asemenea, polinomu)l X2 4 X — 2 este veductibil:
e X—8 = (X — 1) X -+ 2),

Si-polinomul X* 4 1 este reductibil:

X o= (24 12X+ 1) (X2 /2 X+ 1)

Ca exemple de polinoame ce nu sint reductibile avem in primul rind
polinomul nul; apoi polinoamele constante # 0; celelalte polineame ce nu
gint, reductibile vor fi numite ireduetibile.

Observali schema de clasificare a polinoamelor:

— Pdlinoamae irgductibile
- Polinornul nul
— Polinoame constante = 0
— Polinoame reductibile
Comparati-o cu schema de clasificare a numerelor naturale:
— Numere prime
— Numarual O
-~ Numdérul 4
— Numere compuge
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Vom avita cd polinoamele de gradul 1 sint ireductibile.
S consideram polinomul de gradul 1:

aX 4+ b, a0
Dacd am presupune cid este reduetibil:

aX b =0Q(X) R(X)
i}
cu gradele lui Q si? mai mari decit 1, atunci din compararea gradelor - am
obtine 1 > 1 4 1, ceea ce este absurd. Deci orice polinom de gradul 1
aX -+b a#0

este ireductibil, '

EXERCITH

1) Descompuneti tn factori polinoamele:

a) X2 1; b) X3 1, 0) X4 d; d) X°— 1;6) B2 =1; f) X2 =1,
2) PI‘BL]Z:['LI care polno(tme sint ruducnbﬂn

a) X*—4; b) X*—

h) K¢ 41,
3) Fie f = X° +2X°— 3X —1. Calculati P(—2), P(—1), P(0), P(1), P(V/ ),
P(/73) si 22 \Totqm cu Pla) numiril obtinut inlocuind in polinom nedetermmdta X

cu numdrul ¢ ';‘.1 efmtumd operatiile indicate; de exemplu, P(3)=38%--2 - 32— 3 - 3—1=35.).

4) Fie P(X) = X° — 2X* — 4X — 5 i Q(X) =[(X — 2) - ¥ — 4] - X — 5. Calcu-
‘lati P(a) si O(a) pentru a e {—2, ~1, 0,1, 2}. Ce observali? De ce?
4. TMPARTIREA PRIN BINOMUL X —a

S ludm de exemplu polinomul P(X) = X® — X - 1 si si-l impértim
la binomul X — 2:

X3 —X 41 X.—2
—X° + 2% XEiox o3
DR
~2X? + 4X
8% 4-1

sy 4lp

/

Obtinem citul X2 - 2X + 3 si restul 7. Pe de alti parte, sa calculdm numa-
rul P(2): P(2) =23 — 2 4+ 1 = 7. Observdm ¢ restul impértirii este exact
P(2). Bsle oare aceasta o intimplare?

Sd considerdm un polinom P(X) si s&-1 impértim (cu rest) la binomul
X — a; teorema impartirii cu rest ne spune cé existd polinoamele C(X) gl
R(X) astfel ineit:

a) P(X) =(X —a) - O(X) + R(X).

b) gradul lui R este mai mic d@c: gmdu] lui X — a,
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e : L !

Prcd gradul lni ® — a este 1 azadar polinomul rest B(X) agte ronstants : 8) Aflat! pestul tmphefiell pollnemulul BE° — mA? & 15 la. & — 4, kh‘i_d e
R(X)=r. Putem deci serie: : trap&rtit la X — .2 di restul —3. |
] : P(X) = (X — a)C(X) - r. W Aflati restul impérfirii polinomului &? & 8% @ & — ¢ la hinomu] ¥— &, |
Putem afla restul r fird a face fmpartivea? In egalitates de mai sus ¢4 @tiind ol prin Imgdrion-la i = B g@aektnk & k
mles;u.in? nedeterminata X prin numadaiul a: |"5_)“]_ Impartind polinomul 2X% — mX* » o — 48 Ja =83 ¥& 1,'obi.im-m
[ P(a) = (a — a) ~C(a) 4+ r. in ambele cazuri restul —2. Ce rest vom obfine daci-1 vem tmpirti la Jo - 17
’ Deoarece a — & = @, obtinem cé r == P(a). Am dovedit de fapt nematoarea W Aritati cf dacti tmpirfind polinomul P(¥) la &~~~ objinem restul
f ¢ Teorema. Restul impdartivii polinomului 2¢X ) la hmomul X — a se atunci tmparfindu-] Mo 0 i ohfinem acelasi rest !

obtine caleulind valoarea P(a).

Cum calculam valoarea P(a)? Sa luam citeva exemple.

Fie. P(X) = A?1-2X L 3; atunei Pla)=a - 2 a- 3.. Obser
viim ca pentru a obline pe P(a) 1‘|'r-\buw ga efectuam doua inmultivy, apor doud

In claga a V-a am invétat criterii do divizibilitate cu anumite numere
prime: 2, 3, 5. Vom stabili acum un criteriu de divizibilitate cu polinomul
s ireduetibil X — a.
adundri, Daca seriem insd P(X) = (X - 2) - X -} 3, alunc pentru a obtinge

T i ] !

il

! ; . oremd. Un polinom - P(X) este divizibil cu bin [ = g dacd s
pe Pla)==(a42)+a+3 '-h—ul‘u.;m doar o inmultive si deud adunari, Teoremd. Un polinom - P(X) este divizibil cu binomul X — ¢ daci i

[‘!l_][]}f;ji f_‘.‘—}lﬁﬁ p(h’) = ().

Alt, exemplu. Fie polimomul F(X) = X4 4 bX* — 6X + 4: atune

Tla) =a(a a)+5H-(a-a) —6-a-+4 Penlru a-l obline pe (a) sing Demonstrafie. Daed P(X) este divizibil cu X — g, atunéi restul Mpdr
i necesare deci 4 inmultivn 51 3 adunéam (scdderea este considerata adumare) firn ll,ll P(X) la X — o este 0; insd acesl rest coineide cu P(a).
| il | & o
| Putem progeda mal economig, caleulind cu formula 7(X) =[(X - 3) X — Reciproe, dacd P(ae) == 0, atunci teerema fmpirtirii ou rest ne asigurs
F = 8]+ X + 4, efectuam doar 2 inmultiri g1 3 adunan ! -'?Ii un polimom G(X) z}_sbfel tneit P(X) = (X = a) C(X), eea' =
i cid A(X) ee divide ou X ~ a. Teorema este demonstrata.
| g . A rp i
' EXERCITIU REZOLVAT
‘ Ohgervatie. Dacd intr-un polinom P(X) suma coeficientilor ests 0, atunei (1) — o,
i Aflatr valorile lu1 m g1 n astfel incit polinomul P(X) = X + mX L n desi polinomul este divizibil cu X' — 1. De exsmplu, polinoamele
H 44 dea restul 2 la impdrtirea cu X — 1 gi restul 5 la impartivea.cu X — 3 29X = BXY - 1, 5X*— gx} QX0 4 G =2 — 2, K 4T 4 f
| Bt ot Ul) ine dacd vom ]r”pgn[J D—'l nomul P(X) la X — 27 i i .

~ 2 2 g clivid e f = 1.

I" Re -alvare, S P i" =— 7 &l P(3) =5, adica R et T :
|
| (I wan=? -.
I\ | } Qb dmtn=>h
‘i Rezolvind acest sistem de scuaty, obtinem m = — | n = _ |
K ) Ly -
n =
| .. Putem caleula acum restul impartien polinomuln ls X — 25
i : B s, A ‘
! P2 =22— — 24 — = —
| R 2 2 2

-
"\"'

o i | 8] | BA presupunem cid ¢ = {—3, =2, —1, 0, ¢, 2 Pantry ce walewi 'ale

: i @, polinemul: !
2) Aflati vestul tmpdrivii 14 binomul ¥ — 9 a polinpamelor; a) 24 X 0F — 0. b) X 4 3F ~ 46X — 12 o) T — 3. Py d) X° .

) £
a) 2X° 4+ X~ 10; b) 8% — 4X° = 5% — 2, o) 2%° ~ 3X45;: d) 47°= ¥4 5 = 9 36, v8) T <= 10X 40, f) B4 6X7 4 14T & 6T, oste diwizihil szu'
ngg’::gt‘?—si ” - b= TEX !

|
E |
|
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5. DESCOMPUNEREA POLINOAMELOR N FACTORI.
FORMULE SPECIALE

Serierea unui polinom ca produs de factori ireductibili prezinta aceleasi
avantaje ca si scrierea unui numdr natural ca produs de factori primi; este
utila tn special atunei cind efectuam operatii cu fractii.

Nu intotdeauna putem descompune efectio un polinom in factori ire-
ductibili; de cele mai multe ori ne hmitam Ja a-l descompune in doi factori,

In clasa a VIi-a am invatat citeva formule speeiale, care ne ajutid in
descompunerea in factori'a pobincamelor, S le reamintim:

— formula de scoatere a factornlu i

DTN L a b La-c=a-(ht+e |
comun ; ] i ( ¢) |

— formula de restringere a pitratu- i J
‘ af + 2ah - D® = (a 4 h)*

tui binomului: ‘

— {ormula de descompunere in factori

a diferentei pitratelor: el oemlita sl ‘

Sa folosim aceste formule pe citeva exeniple.

Exemplul {. Polinomul X& -+ 4X" se descompune in factori in mod -

i ; ; el [N A ,
evident: .\G( X* - 4). La fel, polinomul % R 7 X2 i—‘x se descompune
2 ) 9
v e ot v I 1 T
de exemiplu astfel: X- T X% - B X— ) sau astfel:
G = ) <

Jxo@xe4x -2
(6]

Ezemplul 2. Constatiim imediat ¢d polinomul X® -f- 4X* -4 este patra-
tul unui binom: (X* - 2)% La fel polinomul (5X - 2)? - 2(5X - 2) -
este pitratul lui (5X 4 2) +1 =5X + 3

Ezémplul 3. Polmomul 25X% — 9 poate fi descompus in produsul

(5X?2-+-3) (5X% — 3), sau in produsul (5X*4+-3)()/ 5X+1/3)(|/5X—|/3);

ultima descompunere este o descompunere in factori ireductibili.

EXERCITL

1) Bhivinati parantezele:
a) (2% & 4)% b) (2X — 8) (X 4 5); c) 5X (

e} & —1)(X — 3){X — 5.
2) Scoatefi {actor comun:

x4 } d) 2X(3X — 8) (X— 3;

o=

a) 15X° — 8X°; b} 8X* 4 4.X° + 1 s o) (BY — A)° + 5(3X — 1): d) (6X 4 114 %
+ 8(6X & 1)%; e) 2(5? _.,_:_,) [ ) (X 48)(X~4) (X = 4)2 4 (X 4-6) (X—4).
64

5) Completati pind la pitratul unui binom: ‘
e R e R R T e e v R W A |
e) ’ﬁ.yu-"l)‘.‘ - . |

&) 1..|3st.r'm%|1

‘@) X% of X - 0,25; D) 9.8 — 12X% 445 o) @ - 12XFAXA ) — LN
e) 12.X° — 12X 4 3.

b) Degeompuneti in favtm'i:

a) 49X° — 16; b) (83X + 2)* — (2X + 3)%; o) (SX + 1)* — 164*%: d) n* — 2X%
e) 25X° — 16.X7 .

i ‘ Descempuneti in factord:
.4] _.\,': — 91 b) A — 8X% ) 2X2 - X,

) altd formula speciald, mult utilizatd in descompunerile in factop,
este formula diferentei cuhurilor;

} 3% — b3 = (a — b) (a® -|- ab -}- h?) ‘

Asemandtoare este &1 formula sumei cuburilor:

‘ a? |- b3 = (a 4 b)(a® — ab - h?) ’

(Obgervatl cu atentie deosebirile dintre cele doud formule.

EXERCITII

1) Descompuneti in faclori polinoamele:

a) §X% — 27; b) (X 4 2)7 4 (X — 2% o) -1— S DT e O e e e R ‘
(514
1
f) ’1(31” -4 —
’1

2) Descompuneliin factori:
a) X ol — ) b)) X X M i v o \Im =

- X% X% —1,

%) | Descompunefi in factori:

a) X = 2y b) X85 c) X —4id) X8R L vl

Uneori putem descompune un polinom in factori cautindu-i un factor
de gradul 1.

De exemplu, fie polinomul P(X) = X% —5X% + 8X — 4. Suma
coeficientilor sdi, 1 — H--8—4, este 0. Deci polinomul se divide cu X— 1.
Efectuind impartirea, obtinem P(X) = (N — 1)- (N2 — 4X 4 4) si obser-
vam cd pulem descompune P(X) = (X — 1)(X — 2)

AlL exemplu. Sa descompunem in factori polinomul 7'(X) = X —
— 7X2— 12X .- 18. Deoarece suma coeficientilor sai este 0, polinomul se
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divide on X — 1; T(X) =£X — 1)( X 4+ X?—6X — 18). Decarece 32130
—6°3 — 18 =0, putem descompune X3 4+ X? — 6X — 18 = (X — 3}( X2

4~ 4X 4 6). Deci am descompus: 7(X) = (X — 1)(X — 3)(X2 4 4X + 6).

Din exemplele de mai sus rezultd cd, in general, descompunerea in
factori a wnui polinom este dificil de executat. Nu existd reguli generale de
lueru; trebuie folosite toate posibilititile avute la indemdind, uneori chiar
artilicii de calcul ce denotd ingentozitate. ‘

Observatie. Daci wn polinom are toti coeliciendli=rmmere fmPregi-¢i-se divider ex
& — a, unde a = Z, atunci a este divizor al termenului liber al polinomului. Verificati
aceasfa pe exemplele de mai sus,

EXERCITII

1) Descompuneti in factori:

a) X*— X —6; b) X* L X —6; ¢) X* —10X -
— O5F S fer ) aami Y

2) Descompuneti in factori:

a) X — 73X 4+ 6; b)) XP—6X% L 14X —6; &) X — 7% — 86; d) X —5F L 25
) AP s {2 L A6y 1) AXE =G X0 L 9K £ g

163 d) A% — 7X 4-12; ¢) XP—

‘ 3) ‘I Descompuneti in faclori:

a) Xt — 25X+ 60X — 363 b) X! -+ 65 - 41.X8 - 6.X—24: 0) 1" .,1 P
S+ AN — 4 d) X —bXT L4 ) X LN - RIS RE =R S SN

Polinoamele in mai multe nedeterminate se descompun mult mai greu
In factori. Nu exista metode generale; reusita descompunerii depinde foarte
mull de utilizarea adecvata a formulelor speciale.

De exemplu, pentru a descompune in factori- polinomul

X2+ 2XY - Y2 XZ 4 Y2, :
grupéim termenii in doud grupe: prima grupd (formatd din primii trei ter-
meni) este- pitratul unui binom; in a doua grupd scoatem factor eomun pe
Z. Polinomul se serie; (X - ¥)2 |- (X -~ Y)Z. Scotind incd o dald factor
comun, am descompus in factori: (X -4 YNX + Y -+ Z).

Alt exemplu: fie polinomul 9X2 — 6XV + ¥2 — 9. Primii trel ter-
meni pot fi resiringi; polinomul devine: (3X — ¥)2 — 9, Folesind formula
diferentei pédtratelor, ain reusit deseompunerea polinomului in factori:

(BX — YV =833 — ¥ — 3).

Alte exemple: ;

A= QA TP N
=X — Y2 4 XFYX*— Vo XF);

Xap® - .\'v-m ) 2 =1 = XY Voetp 1) (VY2
= (X 4 (X — 3)(F2 + 1);

X2 — Y272 '27'2 2X 41 ==

4 X2 ~(k’ Y22 NV )2m
ATERN ) @ L.

(X2 — 2 4

(FriE)F 5= (HJ’—J—U(A 1+zﬂ1,;_,
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S ANy

X4 - N2Y2 - Y4 = X4 4 DX2V2 | V4 — X2¥2( X2 | V(X T)?

= (X XVt - VX — XY + ¥
TR R R L = T
vl YYX — 1.-7) ::( i ) TR ;)(\ L VY = (X 4 XY 4y

= 3Y(X — 2¥) = (X — 3Y)(X — 2¥);

EXERCITI

| 1) ‘ Descompunell in faclori (toale literele care apar sint considerate nedeter-

minale):
;.) AP e XEY | XYE— 8 D) A7 < AR - ABE - B ) XRLANLBY QAR
d) - |f 3 o 5Y + 15; e} XPY 4 XY o aX¥ — a*X — a?Y — a®; ) X° - aX? 4

o da J\ 3a®.

L'] f Descompuneli in lactori:

a) X4 2X°F% — 3¥%; b} X°— V% o) 9X2 =49V < 42 ;d) 942 —12XY &

T 4 8Y% e) SLXPYE — 16¥7; ) 2700 — G4 Y5,

[ 3%) ‘ Descompuneli in factori

A (YT 4 4P 4 (X 4 ¥ b) (X — YHA* — 2% 4 (¥ — Z(X®— P¥); o) X0
s 0t e BF - 2ab; d) (aX 4 BY)? 4 (DX — a¥); e) X°P—9XV: 4 yo ) (X + 7)¢—
e (X - A XY A PR ) XY 2000 o g :

4) Descompuneli in factori ireductibili, ciutind mai intiiun factor de forma X — at

a) X' — 200 —OX  6; b) X*—4X* o X o 6; o)X 4 2X° — 5X — 63
d) X°— 2,3X% — 1,7X + 3; e) X® 4 3X° + 4X 4 2.

6. CEL MAI MARE DIVIZOR COMUN SI CEL MAI
MIC MULTIPLU COMUN A DOUA POLINOAME

Fie polinomul 7'(X) = X® —5X2 L 8X — 4, Care sint polinoamele
care il david?

Observind c& se divide cu X — 1, putem &d-1 descompunem in factori:
B =L Y =0

Acum esle evident cd polinomul 7(X) se divide cu X — 1, cu X — 2
cu (X —N(XN—2)=X2—3X 12 gl cu (X —2)%= X2 — 4X

Fie palinoamelo:

P(X) = 6X° — 24X3 gi, (X) = 3X3— 12X2 4 12X,
Descompunindu-le in factori, putem scrie:

P(X) = 6XYX +2)(X — 2), Q(X) = 3X(X — 25,

B2 = BXY 4 6Y? = X? — 2XY — BXY - 6V = X(X = 2¥) —




Sé observam ¢ binomul X — 2 este divizor al ambelor polinoame P(X)
si O(X); spunem despre el ca este divizor comun polincamelor £ si (.
De azemenea, polinoamele X s A(X — 2)
polincamelor P si (.

= A? — 2X sint divizor: comuni

lata lisia polinoamelor eare sint divizori comnum i P §i @

- polinoamele constante a:

- polincamele de forma @X:

— polincamele de forma a(X —2);
~ polinoamele de ferma aX(XN —-2),

Observam ca tol divizorii comuni lui- 2 § ¢/ divid §1 pe X(X — 2) =
= X? o~ QX acesta este numit cel mal mare divizor comun al polinsamelor

Dacid ludm, polinomul 3N(X — 2) s1 polinomul 2X(X — 2), observém ed
ele sinl multipli ai tuturor divizorilor lui 2 i (5 putem sd le numim gi
pe ele Leel mai mare divizor comun al polinoamelor P si Q75 preferdm insi
ga lueram cu XN(.N — 2) = N? — 2X, deocarece coelicientul termenulul de
gradul cel mai inalt este 1.

Sa observiim ci divizorii comuni lui P si Q au gradele 0, 1 i 2, iar eel
mal mare divizor comun lui 2 g1 O ave gradul 2

Definitie. 190 doua polinoame A(X) g Q(X), Un palinom D(X) ce are
urmatoarele proprietati:

1) este divizor al Tui PCX) g1 al luit Q(N);

2) orice divizor al lui P si @ este divizor si al lui D(X), va f1 aumit cel
mai mare divizor comun al polinoamelor P s (.

Obsercalii. 1) Cel mai mare divizor comun a dond polinoame nw este wnde; orios

polinemn de forma aD(X), unde @ este un numir real £0, are si el proprieldlile 1) si 2).

2) Cel mai mare t_In izor comun a doud polinoame P g O este divizor comun al lui
P sial lui @ gradul sin este cel mai mare dintre gradele divizorilor comuni fui £ 1 0.,

Cum putem obtine efectiv cel mai mare divizor comun a doud polinoame?
Dacd polinoamele P si @ sint descompuse in factori ireductibili, atunci
eel mai mare divizor comun al lor se obtine luind produsul factorilor ireduc-
tibili comuni, la puterea cea mai micd cu care apar in cele doud descom-
puneri. ; S
De exemplu, fie polincamele:
P(X) = X5+ 6X4 +13X% 4 14X% 4- 12X “’r 8= (X -+ 23%X?+41) s
QLX) = 2X9 - BX* [ 2% —2X% 18— 2 X2+ 1) (X — 1)
In cele doudl descompuneri apar factoril ireductibili X - 2, X2 - 1 s
X — 1. Dintre acestia, doar primii doi apar in ambele descompuneri. Facto-
rul X - 2 apare cu exponentii 3 si 2, deci va apédrea cu exponentul 2 in cel
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I unde ¢ este un numar real 0.

& e
o
mai mare divizor comun al polinoamelor P g (). Cel mai mare divizor comun
al lui P 1@ vali }'mlmm'n\_]_l:
D(X) (X 4 203 X2 1) = X404 4X8 | 5X? - 48 + 4
Al exemplu. Fie A(X) ==2X -1 rgi [—f-’(‘\'):(,‘{(ml)(.\' L 3), Nu exigti

pici un factor ireductibil comun polinoamelor 4 gi B, deci cel ma) wmare

divizor comun al lui 4 g1 B este |; polinoamele A g1 B sinl prime inlre ele.

EXERCITII

1) Aflati cel maj mare divizor comun al polinoamelor:

a) (X —1) (X —2) "‘\' ) R 1) (A = 2 g ) (X - (X L 5) sl
o ) (LB ia) S (X ) .‘\' —d) si (V- d) 14X(X + 7) s ;1 (X — 2
g) XX — 1) (X 1) 1* si (N — 122 - 1) "_"l_llLl_,I ] in formid canonicd.
2) Allati cel mai mare rin'iim' comun #l polineamelor:

Al X A el e A ) \3 4 Xosi FEAL2X LG o) 4K 12X 4 9l
g0 - 270 d) X* — 83X -+ 2 si ,F — X2 9.0) 88 —32 sl 20 — 14X 4-20; [) A*—
L gX 42 g X — X — 24; g) 2X — 4 8 &X7 — 12X —40; h) A* — X —2
H \’-v 32 =4 X 4, :

3) Serieti un polinem P(X) de aradul 2 astfel fucil cel mai mare dh]mr COmun
al lui PLX) st QLX) sa fie D(X), unds

a) OIX) = X* 4 1, D(X) = .Y = sla Tl o) =
o) Gl 9% 2 L D{X) == 3X — 2

k|

a) X2 — XY gl X —2XF + Ve b) 6(XT— Y3 g 9(X* — YVP)(X — T

o — 8 DX = X —%;

Aflali cel mai mare divizor-comun al polinoamelor:

l ) IAI"JLHH cii polinoamele:

;) X' 18l X84 4; b) X% 4 83X 4 2 5i X°— 1 sinl prime intre ole.

Nu intotdeauna putem debwmpune efectiv polinoamele in factori ire-
ductibili. Metoda de allare a celui mai mare divizor comun, prezentatd mai
inainle, nu este aplicabild inlotdeauna. De aceea vom prezenta ined o me-
todd, algoritmicd, numitd alvoritmul fu Euclid*.

‘-)rl luﬁm cie exemplu ' polinoamele P(X) = X? 42X — 24 5 0 X) =

Ilu]mrhm pulmomui P la puhnomui @

X% 42X — 24 | X2+ X =20
W SIS
X—4

Obtinem eftul 1 gi restul Ry(X) = X — 4:
P(X) = Q(X)+ 1 4 (X — 4).

* [uclid — matematician grec ce a triiit in secolul 111 f.emn. in orasul Alexandria
(Egipt); este autorul unui faimos tratat de geometrie,
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fmpdrtim polinomul Q la polinomul R;:
Xoge X200 o

calee) a ey
5X — 20
—5X 20
UJ :
Obtinem citul X - 5 si rest ul Ry(X) = 0; O(X) = Ry(X) (XN + 5 + 0,

Deoarece restul R, este 0, algunlmu] se opreste; restul Ay(N) = X — 4
este cel mai mare divizor comun al polinoamelor P gi Q.

Alt exemplu. Fie polinoamele P(N) = X* — 2X3 4 4X2 — 4X | 4 si
Q(X) = X3 — 3X2 4+ 2X — 6. j

Impértim polinomul P la prn] inomul @ (electuali impéartireal). Obtinem
citul X+ 1 si restul R(X) = 582 | 10; '

P(X) — 0(X) - (X - 1) (52 + 10),
Tmpértim polinomul @ la polinoniul R, (efectualil). Oblinem citul

—?— A = : st restul R,(\) = 0:
(9]

~

O(X) = By(X) - (]) e J 0,

5)

Deoarece restul R, este 0, algoritmul se opreste: restul R;( X)==3X24+10
este cel mai mare divizor comun al polincamelor P gi (.

Obsercalie. Putem spune od si .0 + 2 esle cel mai mare divizor comun al polinoa-
melor £ si Q.

Alt exemplu. Sa aplicdm ﬂ.lg'oriimul lui Euelid polinoamelor P(X) =
= 2X4 — 2N = 2X2 — 2N —4 gl (X 4\13_?\"’*%4\'——4

[mpéartim polinomul P la [:nlnmmnl Q. Obtinem citul 2X -- 4 si restul
) S SR

P(X) = Q(X) (2X 4 4) < (2X° — 10X 4 12).

Tmpartim polinomul @ la polinomul R,. Obtinem citul e el S

restul” Ry(N) = 8X — 16

A X) = B (XY (—1-)- X - 1) ~+ (8.\‘: — 16).
Tmpéartim polinomul R, la polinomul R, Obtinem citul ~1~ X — i g1
4 s

resiul £,(.\) = 0.
Mlhﬁmm{ﬁxégj+u
| = 4

Algoritmul e opregte aici. Cel mail mare divizor comun al polinoamelor
P g1 0 cste ultimul rest s 0 obtinut, anume A (X) =8X — 6.
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EXERCITII
1) Folosind algoritmul Tui Euclid, ealculaji cel mai mare divizor eomun al poli-
noamelor:
AP g e o) b DRI B s AR LN i 20— B e 9 e
45X — 3 sl GX4 X — 1 d) 5X°— 4K —4 5 X*—DT 4 L.

|- 9) \ Allali cel mai mare divizor comun al polinoamelor:

d) X0 X2 11X —6 51 X® —8X* 419X — 12; b) 6.X5 + 43X 4 15X — 35
gi 208 - AN 4 AN — 105 ¢) 6XF - X — X g 407 — 6% — 4V 30 d) 20 —12.X°%
QqgRE — BX -9 5i AXS— 19X° 449X — 3; 8] K420 — X2 5l X XS
4L oN: L X8 ) 2X° — 14X% —9 si' AXP | 41X 81 'm) 3X° — X 13X 1
si 3 ARl g e P R I R A e T (- T A R U R [ T

3) Sint polinpamele 5Y2 — 4X -1 si 23° + X L1 prime intre ele? Dar poli-

noamele 43° — 5.% + 4 s A® — 5 4 47

(el mai mie multipln comun al pohinoamelor P(X) si*Q(X) este un poli-
nom JI(X) ce are proprietatile:

— polinoamele P(A) g1 OQ(X) divid polinomului JM(X);

— daca P(N) a1 Q(N) divid un polinom 7(.X) atunel si pelinomul 3(.X)
il divide pe T(.X). ‘

Cu alte cuvinle:

— BM(X) este un multiplu al polinoamelor P(X) s1 Q(X);

— dacd T(X) este multiplu al polincamelor P(X) s1 Q(.\), atunci 7(X)
este multiplu si al lui A7(.X).

Intre polinoamele P(X), Q(X), cel mai mare divizor comun D(X) al

lor si cel mal mic multiplu comun A7(X) al lor exista relatia:

‘ f’( \}()( \) DN - -I:'-l_r \ )

Aceasta relatie ne permite sd-1 aflam pe M(.X), daca il cunoagtem pe D(X):

""" =N A

MWU:HH)M)lwwL

Dacé polinoamele P(X) si Q(X) sint descompuse in factori ireductibili,
atunci A/(X) poate fi luat produsul tuturor factorilor ce apar in descompu-
neri, liecare lfactor la puterea cea mai mave.

DNe exermplu. cel mat mic multipla comun al polinoamelor

| l ]

PIX)=[X — DX 20X+ 3) s O(X) =(X— )X + )P

este polinomul




EXERCITIU REZOLVAT

S8 aflam cel mal mic multiplu comun al puhu melor 2X8 — X2, 2X2 &
SR e
Rezolvare, Descompunem cele trei polinoame in factori ireductibilis
PN s B TR
2X% A X == NN -+
4% — | = (2X -+ l)( 1).
In fi—\(,f]ll]l)lll}t’ﬂ apar factor i1 ireductibili X, 28 — 1 =1 2X - 1. Pri-

mul apare cu (‘\}IUHE‘HHJ] 2 in ]nnml dewnm]mm'w Cel mai mic multiplu
comun va i NH2N = 102X} 1) = 4N — X%

EXERCITU

) Aflati cel mai mie multipln comun al polinoamelor:
a) (X — 12X — 2) si (X —1)(X—2)% b) (X—1)(X—2)(X--3) & (X—1)3(X—3);
) — 4P s (X — 4T L

Aflali cel mai mic multiplu comun al polinoamelor:

X — (a4 b)X 4 ab s XF — (a4 ¢)X + ae

Scriefi-1 in formi canonicd.
3) Aflai cel mai mic multiplu comun al puhnu;m]e]or
a) X2— 4X sl X*— 8X 4 16; b) X 4 2X 5i &P A B; c) X' 4161 X*— X4 X,
d) 9.X* + 12X + 4 §i 27X° + 85 e) X° — X 51 X°— 95 {) X2 —-3X¥ L2 X°— X —2
&) Aflati cel mai mic multiplu comun al polineamelor: )
_ a) 1 —X, 1+ X5 4—X%Db) (X+2° (X+2)(X+1) 1 (X4 2)(X+ )
c) X — 2, (A —opsla X o) ) X X — sl Y ;B X —d, 3X 41 si 1—-9X°;

| r) X4 5 sl 46X — X o

/

| 3#) l Allati cel mai mic multiplu comun al polinoamelor:

a) X — 6X? + 11X — 6 §i X°— 8X° 4 19X —12; D) A —1 6 K'— 4

7. FUNCTII POLINOMIALE $1 ECUATIT POLINOMIALE.
TEOREMA LUI BEZOUT

Am intilnit fn lectiile antepioare multe exemple de polinoame. Putem
serie acum forma generald a unui polinom in nedeterminata X, de gradul n»

@p Xt @y X0 o 4, X2 a X - ay,

a, + ¢, X + a3 X2 + ... + ap_ Xt 4 a, X",

unde coeficientii ag, @, @3 ..., @n_yy @y Sint numere reale, iar a, # 0.
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S luim de exemplu polinomul P(X) = 2X% - 3X2 - 5, Seriindu-l
agtfel: PLN) = 2N | (—3)X% - OX -} 5, recunoastern coelicientii:

(n s e R e ) e —

Si inlocuim in acest palinom nedeterminata X' cu numérul 1: obtinem

ca rezultat numarnl 2- 18 — 3. 12+ 5 4: il molam £(1). Deci P(l) == 4,

RO . . ¢ : W p
Dacd inlocuim nedeterminata X cu numarul ——, obtinem ca rezultat

AT 3 &
+ 5 = 5; il notam [’() . Decit P (, J =L
’ \ 2

La fl)lﬁ, IR =0 S (= et ) S g e (e e e )
Inlocuind nedelerminata ,\ cu un numar o, oblinem ca rezullal numarul

2.z — 3+ %L D, care se noleaza P(x). Putem defini o funclie A ;H — I}

prin k(z) = P(z) pentru orice z.& R. Aceasta este o funclie polinomiala.
In general, polinomul :

NG B IS, S SR o P S R

-

numitrul 2 - (

vz H e
N
<
=
|
OO

determinii o functie polinomiala /@ R—R, deflinita de formula f(2)=a,-a"+
A @y gt T apr 2F -+ a0 x4 @y pentru orice z & R.
Functiile liniare, deserise de 1

!

§ flz) =a, = + q
sint exemple simple de [unctii polinomiale.
Si funetiile pitratice f(u) = ay* a*a, * x 4 @y sint functii polinomiale.
e f: B — B o functie polinomiala, definita de

FlB) = anal f i 22 e et o r E

Orice numéir r cu proprietalea ¢i f(r) = 0 va [I numil ridideind a polinomului
A X" - g X0 A= L e NE - a X - . Rildacindle reale ale acestui poli-

o stnt tocmai solutiile eenaliel ]HaH[m!‘rﬂ;th:

&i’,‘f\'.” ! a, }:\-l! 1 | . .a,':xf 1.”1\' | g = (). X & K.
Dacd a, # 0, se spune ca aceasfa este o ecualie de gradul al n-lea.

De exemplu, numirul —1 este radacina a polinomului 2X3 — 3.\2 4+ 5

-aga cum am vizul. Putem spune ca —1 este solutie a ecualiei polinomiale

de gradul al Lll-lea

‘Am vizut ¢d ecuatiile de gradul 1:

(21l R S S e &

¢ . v a

(eu a, # 0) auo singurd solutie, numaral — -
a

1

a, X + a, are o singurd rdadacina. Polinomul de gradul al 1l-lea X2 -+ 1 nu
ave nici o radieind reald (de ce?).” Se poale ardla cd polinomul de
IIl-lea 2X3 — 3X2 L5 are ca ridacind reald doar pe —1.

. Deci polinomul de gradul 1

oradul al

o

13




Polincamele, in special sub forma de functii polinomiale, apar in multe
probleme ridicate de fizica, chimie, tehnica. De mulle ori intereseazi aflarea
radacinilor polinoamelor, In acest scop se foloseste mult urmatoarea teorema,
datorata lum ézoul*®: :

Feoremil. Numdirul r este ridicind a polinomului P(X ) daca si numai
dacd binomul X — 7 il divide pe P(X).

= \ EXFRCITIU REZOLVAT

Aratati cd polimomul X7+l — pX# L (Hj — 1) ‘se divide eu X — 1,
oricare ar fi numarul natural n.

intr-adeviir, inlocuind nedeterminata X cu 1, obfinem 1?1 — p-1n 4
4 (n— 1) = 0; deci 1 este radacinid a polinomului.

EXERCITIU REZOLVAT

Care polinom P(X) de gradul al 11-lea are valorile P(—2)=3, P(—1)=6,

1‘(-‘-1} — 37
2

Fiind un polinom de geadul al Tl-lea, il vom scrie

P(X) = aX*J-bX 4 ¢, cu a+# 0.

~

A giisi polinomul ce satisface conditiile date inseamna a preciza valorile
coeficientilor a, b si ¢

Conditia P(—2) =3 se scrie a- (—2)F b (—2)-4¢ =3 La fel,
celelalte conditii se seriu:

it )
TR |
a- |- \ - 0+ K
) 2
Coeficientii @, b gi ¢ lormeazi golulia sisternulul de ecualil, Rezolvindu-l,
efitinem = —2b= =4 =15

EXERCITU

1) Iie polinomul P(X) = 2X* — X | 3X® — 5X -
a) CGaleulati yalorile P(—3), P(—2), P(—1), P(0), P(1), P(2), P[3).

) Caleulali P [g L} Pi!_l]1 p(_j_]
, 2 \ 2 : 2

¢) Aproximali (cu eroare de cel mult 0,01) valorile 2 (— |/ 2). 2 ()/2), P(/3).

fan

* fézour, Wtienne — matematician francez (1730—1783).
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2) In tmpartirea (2X° — 5X + a) : (X — 2), determinali coeficientul a in asa fel
tneit restul si fie 0.

i hgte 3 1 3 D bl ey g
8) Care dintre numerele —3, -2, — — —1,—, — 2 = esteradicind a po-
9 BT )

linomului:
a) X 4XP L X - 3 B) 4K & 19X 4 95 ) 2X° — Xt — 2 KB D XA
d) GL = Dl GRS G B

] 4) l Aflali polinomul de gradul al doilea P(X) = a.X*® 4 0, X | a, stiind ci:

a) P(—3) = —39, P(0) = 0, P(8) = —38, b) B(—1] = 0, fH 2, pj=u;

¢) P(—2) = —3, P(—1) = —4&, P(1) = 12.
Fie polinomul in nedeterminatele X gi Y
P(X, Y)=2X?4+ XV +5Y + L.

Inlocuind nedeterminata X cu numdrul 3, iar nedeterminata }* en numaéarul

—4, obtinem ca rezultat numérul 2+ 32 - 3« (—4) - 5+ (=4) 4 1 = —13,
pe care il notdm P(3, --4). Deci. P(3, —4) = —13.

Inlocuind nedeterminata X cu un numar z, iar pe Y cu numirul g,
obtinem numéarul 2 2% + x-y 45+ y 4 1, care vali nolat Plz, y). Acest
numdér este numit valoarea polinomului £ in (z, y).

Asadar, P(l, 1) =212 4-4+145-14-1=9; P (—l, ’J) = 2 (-.l' ‘Jz-|i
it —_.1-; ihefb ol 4l = 1; P(—4, 8) =2+ (—4)2 - (—4)-3 -+ 53 4 1 = 36;

P2, =212+ 1/ 2:83 583 +4+1=20+3] 2,

EXERCITIL

1) Aflati valearea polinomului Q(X, 1) = 2X — ¥* + 2

a) (1,1); b} (1,2); o) (=1, 1); d) (1, —2); e) (3,2); £)-(4, 2}/ 2); g) (=2, 1/ 9),

2) Pentru polinomul P(Y, ¥) = 51% — UV* - ¥% 4 X calculali:

a) Plz, 2); b) Plz, —1); ¢) P(1, y); d) P(=2, ).«

4) le polinomul P(X, ¥)= A* — 3XY + 2Y — X + 3. Pentru ce numar v
avem P(3, y) = 0? Dar. P(3, y) = 9?

8. FRACTII RATIONALE,
AMPLIFICAREA SI SIMPLIFICAREA
O fractie rationald este o pereche de polinoame P gi (), scrisa astfel:

Pl R .
— . Numitorul ¢ trebuie sa fie diferit de polinomul nul 0.
)

’ 2N L L XE N AR — R 45
De exemplu, ———, —, y sint [ractii va-
3X2 1.1 X 4 (BN, — 1)2 ’
; : AT R SR S
tionale in nedeterminata X, iar --v\—'., \ —l—. —}—— : —\L)—— sint fractii
N42Y Y+1 X 1 , '

rationale in nedeterminatele X si Y.
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I
Iliractiile rationale ale ciiror numitori sint constante s 0 sint de faph

. SR Sl : ks
polinpame. De exemplu, fractia 23712 se identific cu polinomul 2X?% - 1;

1

. X% . o i : di o D R L T
fractia W2L~ se identific cu polinomul = X2 4+ 1 fractia w—l]—l—(ﬁ] 2@
. 75

e : Yk © s =
identificd cu polinomul ~—— X +- l/mj =1/2X 4 1B
. I/ 2 /2
: Pt , : . P ; ;
Putem amplifica o fractie rationald 5 cu orice polinom I # 0; ca

aEeler s o : N o o 15l
rezultat obtinem fractia rafionald e De exemplu, amplificind fractia
J
s

=R BT . N e Qe
rationald . S cu polinomul X2 X, obtinem ca rezultat fractia rationald
20y

(X2 X)X $1) . 2X°43X24 X
(X2 4 X)BX2+1) 3X443Xs 1 X2 ¥

feya e, : : o e .
Pentru a simplifica o fractie rationald O— cu un polinom A # 0, este
\ \
necesar ca alit numérdtorul P cit si numitorul Q sil fie divizibile prin R.

0 a2

De exemplu, fractia rationala - —\ poate fi simplificatd cu poli-
) o e
' ; 2N 41 ;
nomul X'; ca rezultat obtinem fractia ~————; fractia
g ,

vy
Wiz~ =

2X° 4 3X2 4 X
N4 3 X - X2 X
poate fi simplificatd cu X, cu X 4 1 sau cu X2 - X. Obtinem pe rind:

2X2 L 3X + 1 200 & 2X 4 1

— - , —————, respeclly ———. Primele douil fractii
3Xs L3N X 41 X4 X aN2 41

obtinute mai pot fi simplificate: prima cu X -1, a doua cu X ca rezultat

obtinem cea de-a treia fractie. Aceasla nu mai poate fi simplificata cu poli-
noame de grad > 1; spunem ci ea esle jreductibila.

Alt exemplu: [ractia :[i-—‘—

k.

poate fi simplificatd cu polinomul

. . : 4 S
2X -+ 1; ca rezultat obtinem polinomul o X.

EXERCITTI

1) Rimplifieali tractiile rafionale:

A A a2 X ¥t 5% — 6.X XYy — X
) i N i G Bt d) ———— ) ——
B G 120 X7 Y gX XY + X
9) Simplifieati: -
Qv gX b 6 Rl [ Fr_ 9y Xt 7
;_1) L@ '__\ ” ],) _\.' -_E_...._.}_ ‘o __Y__'l._: (]:] e D--.—-; e Y — -3
X & 4 X2 -1 (A1) X% —10X 4 25 oX2 42

il e s v e

e ® T
B X —1

16

3) Simplificati:

) I RIS b) P R o 2 Zhes - s iSO

A > W= ) ) 5 VI e e e v me et ]
09Xy —o)y® XE L BXF L 16 99X —2Y X 0y - 2oy

5) Amplilicali cu A% apoi cu ¥ —1 fracliile:
X =] AP X 1 X L1
i u} e e y G " .

astfel incit sa obtineti fraclii avind acelagl numitor.

9. VALORILE UNEI FRACTII RATIONALE.
FUNCTII RATIONALE

i : : . i R .
Fie de exemplu fractia rationald F(X) = ——. Sd inlocuim nedeter-
! A2 —d
. : U : T 2 — 1 1 ‘ pasis
minata X cu numarul 2; obtinem numérul ——— == —, care ¢ noteaza 1(2).
‘ s 3 S

: 1 3 : . . 1 .
Deci F(2) = — . Daca inloeuim nedeterminata X cu numiirul — 7 ohtinem ca

) =
1 ) 3
R SN | ke st
i 2 o 2 .
rezullat numiryl ———— — S e e 2; acesta se noteaza
4\ 3
S e e
2 4 4
; 1 e 1 - o ) S e : 1
Fl—*) Deci F[—2)=2 Sespune cit fractia rationald are valoarca 2y
) 2 >
RS L 1 : )=
fn 2 si ca are valoarea 2 1in — = De asemenea, [(0) = — g =l
9] 02 —

Tnsit. dacd inlocuim nedeterminata X eu —1 (sau cu 1), numitorul frac-
tiel se anuleazd. Se spune ca fractia rationala I7 nie are defindid valoarea in

—1 g in 1.

4 | % e L s S e :
In general, daci intr-o fractie rationald F{X) :-(—\l inlocuim ne-
()

determinata X cu un numdr real r, pot apdrea doud cazuri:
Cazul 1 : Q(r) = 0. In acest caz spunem cd “fractia rationala /" nu are
definitii valoaren in r, sau ci nu este definita in r.

(il




Cazul 2. Q(r) # 0. In acest caz fractia ralionald F are valoarea P(r)
I’L)('_r)
i j) v
S ST S () = '\)E%
De exemplu, pentru a calcula efectiv valoarea F(r), unde F(X) =
A S PG o s B - X (42 - X8 ,
= - 57+ Yom sorie FI(X) =— 1’—-(' — i si vom folosi

(N — DN —06)

urmatorul algoritm:
Pasul 0. Citeste numdrul 7. Dacd r # 1 givr # 6, conlinud cu pasul 1.
In caz conlrar serie ,excepfie”. Stop. '

B4+ X-(—7+ X)

Pasuis e —re 5t Pasull 6, d = —7 <L

Pasul 2. b=12 + a; Pasul b'. e=r-+d:

Prsuleonc'=r 0 Pasul 7. mmnmr =06-+4e

Pasul 4. numarator =1 + ¢y Pasul 8. F(r) = numdardtor : numitor;
: Pasul 9. Scrie rezultatul F(r). Stop.

Fie fractia ’\—% . Numitorul are doud rddacini, anume 1 si 2,

Pentru orice numdr real 2, diferit de 1 gi de 2, fractia are valoare: in z, si

z -1 . . J ;
anume ——— - . Putem defini o functie k: RN {1, 2} - R prin

a2 — 3. o 2
o | ; : v
k(z) = w—i———— aceasta este o funclie rajionald.
72 T + () : 5
¥ ks X . . ; ; : .
In general, fie F(X)= Q(L\)l o fractie rationala. Sa notam cu M multimea

ridacinilor reale ale numitorului Q(X). Putem defini o funetie /: RN 1/ — R,
prin f(x) = L(=). O astfel de funciie se numeste funefie rationala.

Astfel. functiile g : RN 1\ — R, g(2)= e g gl s O =i (@) = —I
sint exemple de [funeclii rationale.
S1 functia ¢: B — R deserisd de ((x) = — o pentru orice z < R,

este o functie ralionala.
Studierea functiilor ralionale va fi facula in liceu.

EXERCITII

1) Caleulati valoarea fractiilor ralionale de mai josin: —1,1, — —, —‘, 2 sl A
2 2 3
g 2X L1 D 29X — HX + 38 3X:— HX -2
a) — : ) ‘ SOl - d) —-.—;——“-‘_ 4 el = ~
X6 X —3 c KR — BX At 2L 2 X*—6X 49
2) Penlru ce numere a, fraclia ralionali; £
28— 3 5 AX — 3 , dX— 17 12Y — 4
a) 2 g i b) o) '—\. — ) ) D e) "*‘*f nu are definitd
A —1 2X + 1 A 42 P 6.

valoarea in @?
3) Scrieli algoritmul pentru mh ulul valorii #(r), dacd F(X) este fraclia rafionalid:
RRE | XP— 29X 42 BRI L A
B = ) : R s .
X — 2 BIAT + 4 A* A
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10. OPERATII CU FRACTII RATIONALE

Priviti circuitul electric desenat in figura 1: doi rezistori, avind aceeasi
rezistentd R, au fost legati in paralel cu rezistori de 1 kQ respectiv 2 kQ,
iar cele doud celule obtinute au fost legate in serie. Care este rezistenta totala
a circuitului?

RkS2 Rka

Cunoscind formulele de calcul ale rezistentelor, vom pulea afla rezis-

LR R Sl : :
tenta prime: celule: — kQ (am presupus ca si rezistenta R este expri-
el ey

Wl Ao e R s e 2R .

mald in kiloohmi). Rezistenla celei de-a doua celule este — Q. Deci
R4 2

R 2R X :

reziStenia lotald a circuitului este de ——— + Aducind la acelasi

SR
numitor, putem sid seriem:
RAURTR e DR R® 4+ 2R o ARE N
R 41

R+2 (R+2(R+1) (R+1(R+2
_JGRA o 2R) o QR 2H) o f OB AR
(B )R o-2) REA- 3R+ 2

Avem un exemplu de adunare a doud fractii rationale (in nedeterminata 7).

In fractiile rationale nedeterminatele reprezinta de obicei numere reale;
chiar g1 fracliile reprezintd numere reale; de aceea este nalural sa deflinin
operalil cu fractii rationale, care sa extinda operatiile cu numere:; adunarea,
scaderea, inmullirea si impértirea.

R = e B
X X
avind in vedere ca au acelasi numitor, vom proceda astfel:

2¥—1 ,5X—3 @X—4)+4+(BX=2) 7T 1X—3

De exemplu, penten a aduna [ractiile ralionale

X i SRS L B ' X
La fel,
3 Secig T3 S BN 48
X = e e ] e
STE Y S 0N A + S e D
X X A R ST e g
) X (_\'42)+,\'_'2)\'—z

O Xz —1 At —
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a0

: |

Sa observam ed putem 'simplifica ultima fractie cu X'—1: ca rezultat obtinem

. 2 . Asadar, putem spune cd suma {ractiilor e i ——  dupdl
X 1 WO e TR
simplificare, este ——= . Se obisnuieste sd se scrie:

Ak J
T X 2
o a1 o5 »
N2 — At G A
EXERCITII
1) Adunali fractiile ralionale:
a) ';I— i b ‘ —2 si s ) i si et
A ] A AL A 14 i
AR e X — 3 X — L Y Pl ape
g R s e e =i sy el
XEY A=) A ==l A — 0y S XAy
2) Blectuali aduparile, simplificind rezullatele:
2) _;"'t, ol _lm B i B 1 = 2X - 3 %
S R ] X XX (X —1)(X 4 3)
9 _ A 1 — X X2 Ly g
e e T ar ) o fiie ; —
(e G WA T } i ks
I. e Al T 2 e
n general, daca 0 81 o3 sint doud fraclii rationale cu acelasi numitor,
-
9 ; P ! 2
definim suma lor astfel: - -1 ﬂ — P H.
(e 0

. P\.nlru a a.lulna c_l:_}m frac r:n ralionale en numitorii diferiti, le vom aduce
mal intii la acelagl numitor, prin amplificare convenabild, apoi le vom aphca
regula de mai sus.

De exemplu, fie fractiile % _1- ai % Pentru 'a le aduna, le vom
aduce mal inlil la acelasi' numitor, amplificindu-le cu X, respectiv cu X — {;
S R R RS SRR T

X —1 AR R R e A= Xer i
X : 3

Alt exemplu. Pentru a aduna fractiile

1y 8i = sd observam
eft cel mai mic multiplu comun al numitoriior lor este (\ — (DE(ENE-
Asgadar, pentru a le auluce la acelagi numitor, le vom amplifica cu X + 1
respecliy eu N — 1 _
X3 \ el 2 : et g
' A ok NN A —‘L'_X ;o o — 3 ¥3

(X —l)> NP—1 (X4 L)X —1)2 (X 4 L)X —1)2
b e e I e & L
(X —1)AX41) X3—X2—X41'

T s e T S s L B e e e
!

S¥ adunim fractiile _X sl — . :
: N 41 Al
al pumitorilor este produsul lor: (X - 1)(X — 1) = X2 — 1. Vom proceda

astfel:

Cel mai mic multiplu ecomun

X-1) X ‘I XEh L xR - X ! X 41 b |

R R RS ]

G R e !
R | Xz —1 Y 7 |I
: : St e R b : |
Si adundm polinomul 2.X - 5 eu fractia rafionala . Polinomul \i
. Y ‘.
i
: : : 2X 45 - Bau f
poate fi seris ca fractie rationald cu numitorul 1: -—i_—— Cel mar mic |

1

multiplu comun al numitorilor este chiar numitorul fractiel . Yom

/

proceda astlel:

X ¥ — (2K 4 B)-L3X2 . hX2.4L 323X —h
F-9(2K 4 '5) + SXE X 1) (2X 4~ 5) + 3X s hX2 L BX >

Aol e _ A=l
De reculd, rezultatul adunirii a doud fractii rationale trebuie simplificat
pe cit posibil. Preferam, din motive evidente, scrierea lui sub forma unei frac-

tii irednctibile (insi aceasta este, in general, dificil de realizat).
| M |

— i - 81— . Adu-
1\“ Ji" A )L “1" 1.

Astfel, sit luiim ca exemplu fraetiile rationale

nindu-le, obtinem:

Mol D), (i) o X XX D

e = = = e )
X2 4 X X1 AN =+ 1) NX+ 1)
Rezultatul obtinut poate fi simplificat cu X 4 1; se obisnuiegte si se scrie:
X+ 2 1 2 j )

T X T Xal X

Alt exemplu. S& ludim fraciiile rationale
X3—3./'9—1—2-_}:‘.l 3X 41 { _
{ S XNé- X84 X \
Adunindu-le observind cd cel mai mic multiplu comun al numitorilor este
X — X2 = XX — 1) (X2 + X + 1), obtinem:
X8 —3X24-2X X0 3X +1
A X1 X® L X
(X8 —3X2 4 2X) -+ (3X2—2X — 1) X3 —1

X5 — X2 . X — X
Putem simplifica rezultatul obtinut cu X® — 1; vom serie:
X3 —3X2 42X 3X +1 kit

Xo— X2 = X6 s X N

=

8l




Obseroaple. Am i putut evita o serie de caleule, dack am fi ohser vat de la !nm—pllt
3X 42X g AP
poale fisimplificatd ¢u X — 1 si inlocuitd cu { i
xe - = \4,-1‘-' e

ed fractia =

De aceea, atunci cind adundm fraclii rationale, este bine si verificim inainte de toate
dacd ele sint sau nu ireductibile, :.\Enlull sd le simplificam,

] 1)77 .7
LT e L8,
SV R e e

Alte exemple. S efectuim:

Avem:
Xt b 3R DIRES 5 2—{—r GX2 14X L5
+m', Tl + fra e = ‘T?
X XA (X 1)-3 IX[X2- 1) 3xe '3y
2Elah 1-X7) 1 (Y"-—l— X) ‘L(l— X2
1 — X¢ X +1 {E =S
X +1 X 1 1
(1 — X% (X 4 1) T
cau, observind ca cel mai mic multiplu comun al numitorilor 1 — {2 Si e
esfe 1 == X% = (X 1) (1 — X): ,
X L=k o X401 —X 1
s SRR Sl o S R S
1 — Xz A Asdl 1 — X2 1 — Xz

B S il e A E " ’ ,
In general, dacd — si — sint doud fractii rationale cu numitorii dife-
Z 0 S : v

L

riti; alunci suma lor este fractia rationald.
: S:P+Q-R
L0
Adunarea fractiilor rationale are aceleagi proprietdti ca si adunarea

numerelor reale: este comutativi g1 asociativd, Putem astfal si adunam trei
sau mai mulle fractil rationale, indilerent in ce ordine,

EXERCITIU REZOLVAT

X+1 X—1 Ll e 1Y
e T

Cel mai mic multiplu comun al numitorilor este X2—1=(X+1)-(X—1).
Pentru a aduce toate cele trei fractii la acelagi numitor, vom amplifica

prima cu X + 1, iar a doua cu X — 1. Obtinem astfel;

Sa adunam fractiile ralionale

=

X+1) X 4 1 X =D =N A
X X B Tl
(XX ) e (X2 28 LR XA LRy
; Xz 1 3
2 418%x - 9 o B ) =L N0
Xe ;\2—1 e

B2

EXERCITIU REZOLVAT

S adundm fraciiile rationale ———— 1~ §1 ] I

- 2 LDNP A &
Pentru a aduce fractiile la acelasi numitor, va trebui si amplificam |
a doua cu X - Y. Deci: ‘I
3X? 4 ¥z ¢y Aok - 3N V0¥ 0¥ |
R R DA ML R T TERE Yy e e |
u_(-\_— J')Q._(A\’— }']2‘ ‘:I
(X+¥p.\XtY : I
De ce credeti ci am seris rezultatul ca patrat 'si nu astfel: 1
7 X2 —2XY + V? |

X% 4 XY 4 Y2

EXERCITII
1) Aduceti la acelagi numilor fractiile, simplificindu-le in prealabil:
R Bl SR am X 6 . &—6X X3
b S : i e 2
XX oy X1 GRS O LdE gl X0 —qlit
2X? — X
At — 686X +9
2) Electuali aduniriler
HX 2 —2X 1 X 4+ 1 X —1 M=
a) e ; b) it 38— Tz
2X 4 : X X X +1 X
X X X —1 X 41 1 ) 1 2X — 5, 2X L
d) Sh s e b ) gy 22D 2
2 X—1 XN+2 X—2 X +1 A—14 2 - 58X 24 ul
4X — 3 3X + 4
h) :
LX 428 R
3) Efectuati adunirile:
5 1 1 92X 2y ; Y &X
a) +———— D) o)
XY+ 7 A —Y X+2Y X—2VF X+2y 22X+ 1}
X4 ¥  X=Y
d) e .
Nl Ay
4) Efectuali adunarile, simplificind (dacd este posihil) rezultatul:
S 9 3X +1 2X+3 2—3%Y X2—16X
a) — 4+ ———= —5 b)) VT ;
X A — 1 1 — X* X — 2 X+ 2 A% — 4
Ao Yy — X Min 1 2 1
= =i z B 8 S R [
2X—2Y 2X - 2F XP— 12 X —2 (X —2)2 (X —2)3
4 , 3 2 . 1 ‘ 1
) , g = L= aals e il
(X —2) (X — 3) (X —1) (X —2) Xt — Yy (X YP (X — ¥




P

rLY e : s : ) Y7 g #) Hifactuatl, slmplificind pe et posibil rezultatuly
Rl S s TR e e A S R T e e FL et _8X41, 842X 8K et S ARG SR
&g : X T gt i I S s TR TR e T XE 2X —1
|  — e s e [ e Ry R R S e 20X — X
ETEET e U TR G T i e S G e N I SR D Sl L R O T TR R T P el aY. = |
— 2X 44, 4XP—d X4+3 X+1 (41— X)(X"+ 3) X1 |
| 5 ) | Biectuati adunirile: 9y 5 _
S e, 2 X T 29X e s yrast
S I_W; b) dfa¥ i ) X LoX® -5 d) X4 — ; AF= X 41 X1
‘J:-_-l g gt 1— X A—1 , e 9X ey I o hX—3
i 3) Fie fractiile rationale F(X) = ——— —  G(X) —m—-"_ i H(X) = ——. |
i ]‘]"le fractiile: ; T t 2 A% 2X 7 A% —2X . 4 i |
S 3 9T _ 9 T Calculati fractiile rationale U(X) = F(X) + G(X) — H(X); V(X)=F(X)—G(X); |
e 2Lt e e e E R et : W(X) = H(X) — P(X). Calculati apoi fmrm E(X) = U(X) + V(X) + W(X). Ce ohser- |
X —2X Ao = A vali? Puteli explica? j'
- i T(X) = FIX) L @(X): FIX)=2@(X) -~ H(X);, W(X)=FX)-L~3G(X) ~2H(X), g ——
Calenlati U(X) = F(X) LG(X); F(X)=26(X)+H[X); W(X)=FX)+3G(X)+-2H(X) [ 5 | Bectuali: |
‘ j 7%) | Ttectuati adunirile: X s x 9oxXYy 3X 9X 4+ ¥ 5
I o o o) I 72 ” ; a) i e = b) i - T =
£ : e el T e R B e b IR R (s LTI ol S T e e e T T T s T
T A S T ST e e TR T ST R o b T L RS X+Y 2 13X + 36Y |
) —BEX) AL s Wara (e onaoo g N v S s e e |
i .. fractiei rationale F(X) = —— este fractia rationalda ————L; = 3 el
Opnsa fractiei rationale F(X) o) ) o) 4 (X 4 ) Y ¥+ 2 D pe ) _ ‘
care se noteazi —F. Scidderea fractiilor rationale se delineste cu ajutorul LY Yz XZ - -
adundrii, prin: G — F =G + (—F). : Produsul a doua fraciii r'.'it,‘l'onale‘H si = este,. prin definitie, fractia
i ! " AN = 0 ! \
De exemplu, daca vrem. sél scadem fraciia rationala —J-T—— din fractia ‘R = :
LR 1 rationald — )
. Q-8
T ,-vom proceda-astfel: i : P R SR R
? £ - o s : S e
7 S 7, 8N4k UX— )4 (38X £ 4 _ | s ¢
T —= T ;_1' = 11 A v i L | e R '7'JW % = Observim cd numératorul produsului este produsul numirdtorilor, iar numito-
= R et o amed rul produsului este produsul numitorilor fractiilor, ‘
3 : - . Y 3 & Mol e Y
- . e De exemplu, sd caleulim produsul fractilor \"”"i g1 = : j
| ! - A X+ 2 I
i Practic vom proceda ca si in cazul adunarii: _]\"—’ — 4 ey (Q-\E — 4)- 2\ 243 — 8X
AN s e T L) (A =) X, - X XX + 2) X% 2X2
X Al I A Se obisnuieste sil se simplifice (pe cit posibil) rezultatul; in acest exemplu
D e N ) Pl o . - (]
Obserpatie. Si observim cd opusa fractiei s este [raclia £ ) i —é# ' putem simplifica eu X(X 4 2) = X2 4 2X g1 putem serie;
SIS 0 0 ) » 1
: _p \ ) p Bl U RS e
De asemenes, sd ohservim ¢ prin amplificarea fractiei =5 cu —1 obtinem fraclia _—5 2 . X 12 7 .
Simplificarea poate fi facutd chiar de la inceput, dupa ce am descompus
EXERCITII F in factori numardtorii gi numitorii. Orice factor care apare intr-unul dintre
numiiritori si intr-unul dintre numitori poate {1 simplificat.
1) Efectuafi: , Luind din nou exemplul de mai sus, si descompunem numiritorii gi
oy e T Fi P R c) ik R L RS 2 numitorii - in factori:
B ¥ Lo e, o Folog 3 Yo | AL ; ; |
A S S i i X2—4  2X i (X+2EX =2 2X I.
,__ £V gt s 2.1 x : y e o : - s
T U i Ay ke ey S T T e T : el X2 : X2 X+ 2
84 : : : 85
3 |
; |
|
|




- Obgervim cé X apare ca factor la numitor si la numériitor; la fel X -+ 2.
s 2 2K — 4
Ii simplificim; r 1 adica Eroe
" : Sl X2
Pentru a efectua produsul fractiilor rafionale 3 sl e .
observdm cd X poate fi simplificat:
X =32 X X—2 A1 ekl 2Ky
el S TR A ST X 41
X o X+1
Alt ezemplu. S& inmullim fractia W— cu fractia S

Descompunem in factori numitorii §i numératorii; cele doud fractii se soriu:
(T—noerXen o X4
: (X + 1) RS T

Observam c¢i X — 1 §i X -+ 1 apar ca factori la un numdrator si la un numi-
tor; ii simplificim §i scriem:
X P e R i O e

X3 42X+ 1 X2—X (X 1 XX = 1)
ek
X+1 X X4 X

oLl

Vom scrie,

s Ll
S& fnmultim polinomul X* — 2X + 1 cu fracha E s
X2 — .,J\ il
polinorul ca fractie raliohald cu mnmturul 1: ~———— . Observam ca
putem 'simpliﬁc‘a factornd X — 1:

=X b 1 R PO = S Rt

e e — -

| (B STET 1 X %
i ke . e A2 X =
S4 efectuam produsul fractiilor rationale —\‘ = }; __\_T § ___‘ :
Observim ci putem simplifica factorii X — Y §i X (0 gingurd datal). Asadar:
X X2 X— L R0 R 68 pd [ O
R TE KD S A e (X T X
X .
X e
Inversa fractiei ralionale l—i este fractia rationala j§' (presupunind ca
o 1

polinomul R este diferit de polinomul 0). Intr-adevir, dupd simplificarea cu

I R-S 1
. il e T
R+ 8, avem: S RT SR i

' : 86

DTt o et NN o O SR o o/ MR

.‘I
Impiirtirea fractiilor rationale se defineste cu ajutorul inmulfirii, astfel:
PSP S
0 80
Citul unei fractii rationale prin alta se obline inmullind prima fractie cu
inversa celel de-a doua.
Retinett g1 formula:
2 |
S L |
B '
=
De exemplu, sit impartim fractia rationala - : 7‘—?) la fractia ——— 2 |
Procedam astfel: | |
e SR D I A e R ;i
X+ 1 X X+ 1 S X4+1 1 X+1 i

(am simplificat cu S 2).
(X + . )(J‘\ -4

QX2 "
Sd scriem cltul — X — ca fractie rationala. Folosind for-
- _Siﬁ_
IX -+ 2
¢ 3X 4+ 2 A
mula, il putem inlocui cu _\if)(_ﬁﬁ_\iL\ﬁﬁ) Simplificind  cu
(DA —d)e (2 - 3)
e e 2X ] ,
X'+ 3 gien X + 2, nljimnlm ———— . Putem gcrie:
DNT =D
(X 4+3)@X + 1)
9X2'— 4 _2X%-1
X483 '\ 3 |
3X 42 |
l‘
EXERCITII ’

1) Bfectuati tnmul{irile de mai jos, scriind mai inlii polinoamele ca fraclii cu nus
mitorul 1: '

VoS ? 4 ; i} 2 1
o e Ot AL I e ) eI R T e e R [ o L L |
¥ l i A Py et e !
|
2) Bfectuati: '
i 2 ¥®—9 i Y+1 e — 4 4X
a) = = ol . ;) ——- .
X~ 3 8X ¥t 6.4 P46 X 42
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4) | Etectuatl tnmulfiriles

Yy 52, 3x xn— o) X+ 1 Pl
: i b ; ; i = ;
Z 6X 1?2 X—Y 6Y ¥ =1

n)

2X4 ¥ 3X-Y

} (3X 4 2)' 4X —5
9X*? ¥:oaxy <+ Yt i

1632 — 25 9.4 4 i

o A
UT+ 1)’

| & | Efectuati tnmulfiriles

|

g b) X — y° X 427,
(x4 pp KEOCr e Eaya i —

a) (X + ¥)*

BGTE ¥

X+Y X-—-Y g X"—Y“

SXY

s R
X — 1 } X¥— gt X 2y

N
5) Efectuati impartirile:
2 X +1 G — 2 X 42 TR R (N S
i S B e ries = one =
AT 2 X A —3 4X—12 4N} &)
X® 4 3X X+ 3 ; Ry Bar ik S R e e R
e e ;_'_‘—“'_—: T L e T P e _'" ey “-5\ 77. 77777 f . "’_T'— i
XY — 161 33X —12 A8 — X8 o ¥+ XF } i ¥ ’I X —= ¥
6) Serieti ca fraclie rafionala:
D sl
A _fl\ 71..’! i
{ Fraw
b i,
i" | Fitectnali
¢

0 | , 1 ] |
_— el
PR e £ = PRz Age

_é Sk b} L g x* S ¥

b

LUCRARI PENTRU VERIFICAREA INSUSIRII UNOR CUNOSTINTE
SI DEPRINDERI DE BAZA

LR AARE AT
i1 FEfectuati ; ;
I (82 — GX 4 2) 4+ (3X2 42X — 4); Db) [5X% —4F 4 3) —(9X° — 5X -+ 4);
¢) (X < ¥k 8) - (5K —¥); d) (X0— 8X' = 4XF L[6X 4 4): (X~ 83X —.2).
2} Descompunefi in factori: :
4) 168 — 45" b) 83X S 617 ¢ 8X%; 0] 8X° - ¥R d) AV — XL gR—8g.
Arvitali cd polinomul X — 3 divide polinomul® X¥ — 8.¥ — 3.
Aflafi cel mai mare divizor comun §i esl mai mic mulliplu comun al polinoa-
melorr X2 -4 - & si A° L8,

3)
&)

LUCRAREA A II-A

1) Simplificali fractile ralionale:
il gl R B G T (ST e 8 = Bl R
a) - i o) =0 e

7:&"53 ;1')73“{:”;]}- g ‘ DXL 2)! =%
2) Efectuatis

7"\' - 3 97 T

a) ———— 4 Z= _: b) 2X —1
3 6.

ainy

a ” 4" I 24 9V | Y e 9% L
;:{} IH_".‘E_:_{_.'L b ... = ._‘.x;,. JX_;}‘ 1; ])) _._.._JY R s T X J'.l[') — :}‘7‘"___'.“1 : 1?

Py i XA 3l g e




Capitolul IV,
ECUATII DE GRADUL AL DOILEA

1. PREZENTARE

Multe probleme practice se pot rezolva folosind ecuatiile. De exemplu,
: e W e MG
sii_presupunem cd un arhitect vrea s prolecteze 0 camera de 15 m? dorind
ca luneimea camerei si fie cu 2 m mail mare decit latimea. .
[ 5 s Wi s
Dacd notdm cu z litimea camerei (misuratd in m), atunci lungimea
3 ‘ . ‘ - ar e " a7
camerei este  + 2, lar aria camerei este (z - 2) - @. Putem rezolva problema
)€ s v oL /
arhitectului daed reusim sa rezolvam ecuafbla:
(x +2)-x.= 15 (xe B).
Aceastd ecuatie este echivalentd cu ecuatia:
x? 4 2x — 15 =0 (xe R).
care este o ecuatie de gradul al II-lea. O solutie a sa este evidentd, anume
: l L i a ie . 5 (verificati!
z = 3. Dar ecuatia mail are incd o solulle, anume —o (verificail!). .
Arhitectul igi rvezolvd problema dacd proiectedza camera El\'li:ifl lung-
nea de b melri si latimea de 3 melri, Aceasta este oare singura solufie accep-
mea de 2 g1 latime:
tabild pentru arhitect?
DEFINITIE. Vom numi ecuatie de gradul al 11-lea orice ecuatie de forma:
ax? - bx + ¢ =0 (x& R).

ou @. b, ¢ numere reale. Putem presupune de la inceput ¢d @ # 0, cac1 pentru
y Uy z S5 2 :
a =0 obtinem o ecuatie liniara (de gradul I).
: Z . z 1 e soputaeste solinom in X de ora-
Si notdm P(¥) = aX® -} b.X - ¢; acesla ell un pql}uum in X gre-
dul al Il-lea; de aici provine si numele ecualiel Solutiile ecuallel se mal
< She) L :

numese §i riidaeini ale ]n)linmmﬂlllll.

: LA “ R R b e b

e exemplu, 7 este solufie a ecuatiel X* — l6x L 63 = 0, deoarece este

adevarat, ca 78 — 46+ 7 - 63 = 0. Notind P(X) = X* — 16X 4 63, consta-

R ; 5 ek i onie PR soinan

tam ca P(7) = 0, deci 7 este radacing a polinomului P(X). 8 este rédacmnas
dAll NS = ¥, ucld Eal rdale

Dur 97
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EXERCITIU REZOLVAT

Pentru ce valori ale lui m si n ecuatia x? 1 mx + n = 0 admite solu-
tille 4 g1 —37

Deoarece 4 este solutie a ecuatiei, inlocuind necunoscuta x cu 4 obtinem
propozitia adeviratd 42 + m - 4 + n = 0. La fel, din faptul cd —3 este solutie,
obfinem propozitia adevirati: (—3)2 L p- (—3) + n=0.

Deci m si 4 sinl solutii ale sistemului:

16 4+ 4m 4+ n=0

9—3m4 n=0. 3
: v
Obtinem m = —1 si n = 12.
Dacd notam P(X) = X2 4 mX - n, faptul ca 4 si —3 sint radécini
ale polinomului P(X) se exprimd prin conditiile P(4) =0 i P(—3) =¢(

?
care conduc la sistemul de ecuatii de mai sus.

IXERCITIT

1) Formali ecuatiile de gradul al II-lea care au coelicienlii a, b, ¢ dati in tabelul
urmitor (primul rind este completat ca model),
Verilicati, pentru fiecare dintre ecualii, dack vreun element din mullimea

-~ | s

a b e Bevalia {m e 1, 2 este solutie, .

S| 7 o 2 IR N - S g 1" M m

2 o 4 -X b = 2) Precizali coeficientiia, b, e

4 ] | . pentru fiecare dintre eeratiile:

5 17 ( Rl Bt a0 -k A8 = 0

1 mi__-: _..;';' T 3 S Gt I e e
3 P : 5 gl Sy = % U a) =

R — ) —9x* =07 @) -x*
(i 0 n i : (s
e = X— 8 = (="} 3x=

—1 4 ()

1) (m* 1)x*+ 2mx

J 3) | Dintre urmitoarele ecualii, care sipt echivalente cu ecuatii de

al Il-lea?

gradul”

a) (x — )(x 4+ 1){x*+ 1) = (x* L 3% bh) x(zx + 2=+ 3) ='z(x 4 1)(x L+ 4);

;

=07 d) () 24 x41)2 4 (1/

w

c) (2x—1)(4%° L 2x4-1)—8x(¥*

?2--x7[} =l
5) Bste 5 o solufie a eeualiel —3* — 422 5 = (7 Dar —5H7? Lste =1 - |/ 3
piddcind a trinomului X% — 20 — 1?7 Dar | & /327

a) a) Aflati valoarea lui m slimd cd | este salutie a ecnatisi

X —mx LT —m=10

b) Pentru ce valoare a parametrului p, ecuatia px® — 5% — &p = 0 are golutia 27
h I / fa P t

2l




2. REZOLVAREA ECUATIEI DE GRADUL AL II-LEA.
CAZURI SPECIALE

De exemplu, &d rezolvim ecuatia:

xe—hx = Olix e ),

Constatém imediat, prin inlocuire directd, cd numirul O este golutie a
scuatiel,

S& presupunem ca numarul real s este solutie a ecuatiel; atunci, dacd
inlocuim necunoscuta X cu s, obtinem propozitia adevdratd s* — Gs = 0,
gau s? = Bs.

Distingem doud cazuri:

— golutia 5 este 0

=5 # 05 in acest caz, impartind ambii membri cu s, obtinem s = 6,
Deoarece 6* — 6+ 6 == 0, ecuatia are doua solutii: 0 si 6.

Sd considerdm polinomul £(X) - X? — 6X. Stim cd rdddcinile sale
sint 0 si 6. Dacé-l descompunem in factori: P(X) == X(X — 6), observim
cd cei doi factori sint de forma X — s, unde v este riidécing a polinomului,

Alt exemplu: ecuatia (x — 1)(x - 15) = 0 (x & R).

Tnlocuind necunoscuta ¥ prin numdrul s, presupunind cid acesta este
solutie, obtinem (s — 1)(s 4+ 15) = 0. Dacid s # 1, impartim ambii membri
cu s -1 i obtinem s - 15 == 0, adicd s = —15. Ecuatia are doud solutii,
1 §i —15 (verificati cd sint solutii!),

Polinomul P(X) = (X — 1)(X 4 15) este deja descompus in factori.
Observati legétura intre factori §i rdddcinile sale!

Pentru a rezolva ecuatia 2x®-- 3x = 0, x € R, se obignuieste si se
procedeze astfel:

— ge descompune in factori: x(2x 4- 3) == 0;
— fiecare factor ne di o solutie; din x = 0 obtinem solutia 05 din 2x 4+ 3 = 0,

s \

obtinem solutia —

b | o

EXERCITII

1) Rezolvali ecuafiile (presupunem z & R):

a) x* = 4x; b) g = —3x; o) 43" = x;°d) L2x* = —~73.

2) Rezolvali ecualiile:

a) x*— 3x=0; b) x*+2x = 0; ¢) 2x*—6x=0; d) 2x*+% 6x==0; e) 7a*— 3 = 03
f) —5x* 4+ 7x=0; g) —0,6%° — 3,63 = 0.

3) Rezolvali ecuatiile:

a) x(x+8) = 03°b) (x+1)(x—2)
e) (3x — §)(2x —13) =

I

¢) (x+42)(x=3) = 0; [d) (23—5)(53—2) = 03

Am rezolvat ecualil de gradul al Tl-lea de forma ax® - bx = 0 (deci in
care lipseste termenul liber). Vom rezolva acum ecuatii in care b =0, deci
de -forma ax® -+ ¢ = 0.
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De exemplu, 88 rezolvim ecuafia
Xt — 81 — 0 'xre R,
Ca de obicei, presupundm ed numdrul s este solutie a ecuatiei; =i inlo-
culm necunoseula X cu numirul s ohtinem propozitia admmaln 82 o= Qi)
s ¥ e g ey
pe care o pulem scrie astlel (s 4+ 9(s — 9)'=0,
Digtingen doua cazuri:

1) g:= —9:

2) 5 # U5 in adest caz s - O # 05 impartind ambii membri cu s + 9,
obtinem s — 9 = 0 deci s = 0.

Atit —9 cit 51 9 sint solutii ale ecualiel,

Sit obhservim cd polinomul P(X) = X2 — &1 ge descompune in faclori
astlel: P(X) = (X 4 9)(X — 9): lactoru] X + 9 ne da solutia —9, iar {acio-
rul X — 9 ne dd solutia 9.

Alt exemplu: si allam soluliile eenatiei 5x2 — 3 — 0.

Y fi A \ kg r )] 3 A -

Polinomu]l P(X) = 5X2 — 3 g descompune in factori astfel:

PlAlle==5 (.\ w ;) e ( X 4 l/ a
5] ‘ 5
Dect ecualia are :-;Ulullji‘!“ i L/: sl I :3_ .
: b ° B

Sd rezolyam acum ccualia;

6x* 4+ 11 =0, = = R.

i) [* . el n ISk & 4 « . =2 -

Pentru orice numdr real s, avem 2 05 deci 65% = 0, de unde rezultd
e 11 = 11 < :

ci - 6s? - 11 1 =10 \thu dacd inlocuim necunoscuta X prin numarul A3,
propozitia Gs? ~i— H

solutie reali.

este fd]:._l, oricare ar fi s. Ecuatia datd nu are nici o

EXERCITII
1) Rezolvali ecuafiile;

a) X* =1 =05 b) 4x* — 1 = 0; ¢) —x249 = 0; d) 2x* — 8 = 0; e) X241 = 0;
f) 4x* — 0,05 = 0; g) —x% — § — 0; h) —x*+ 2 = 0, ’

| 2) | Rezolvali ecuatiile:
a) 2x* — 3 = 0; ') ;/72- oA u; ¢) 4x' — 0,5 = 0; d) 144x = 1;
Jax = (V512 1) ox* — (1 4 1V 9)% =
Exemplele de mai sus ne arati o ecualia de gradul al II-lea
2 s : . ;
ax® + bx +- ¢ =0, in cazurile b =0 sau ¢ — 0, se rezolvd simplu, prin

descompunére in factori, Hwohnupa ecuatiel prin descompunerea trinomulu
in factori este posibild si in alte cazuri.

De exemplu, sd rezolvim ecualia

4x° + 4x 41 =0 (x € R).
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[

Descompunem in factori polinomul P(X) = 4X2 L AX 44,
dau aceeasl

P(X) = (2X + 1)* = (2X 4 1)(2X + 1). Amindoi factorii ne

R . ; { ¥ SRiET
riddcind a polinomului, anume — —- . Ecuatia are deu o singurd solutie; dar,
: )

¥

ge obisnuieste si se spund cd polinomul are radécina dubld.

Alt exempin. Fie ecuatia x* - 2x — 3 = 0. Yom descompune in factori

trinomul X% - 2X — 3, scolind in evidentd un pitrat perfect:
—3 =X 42X 41l —h=(X+1)? — 2 =(XF 14X+
o= (X 4+ 3)(X — 1). Asadar ecuatia are doua solutii: —3 g
Scotind in evidentd un pitrat perfect, ecuabia X* — 2X 4-
fi inlocuitd cu ecuatia echivalenta:
(x —1)2 4 39 = 0.

Observiam ci ecualia nu are nici o solutie reala.

Eecuatia x* — (]/
nomul din membrul sting poate fi descompus in factori astlel:

XL%M§+VWN+Vﬁ,p_xV§_xV”Jy“;
B — 2 = R =~ 13

b= —
Solutiile sint deci Gy

EXERCITH
1) ll!rll} Bxplicali de ce urmitoarele ecualii nu au solulii:
a)
9) Rezolvali ecualiile (¢, & $i m sint parametri reali) :
\
)

&l
&

k) 13x%+ (@ — 9)> = 0; 1) ox*+a® + 0° = 2ub; m) UxE= S

3) Allali toate numercle reale care sinl egale cu palratele lor.

} 4) } [onicd a scris:

/

SEeunalia 4x® 1 T 9x |/ 5 = 0 se rezolvd astfel: trecem termenul 2% |/ 6

membrul drept, sw.llllnhimei semnul: 4x*)/ 2 = 2x |/ 6; impiar{im ambii membri ai

ecuatiei prin 9x|/ 2 si obtinem 2x — |/ 3: deci solubia ecuatiei este
constit greseala. lui Toniea?

5) Rezolvali ecualiile (m este un parametru real):

a) (x+8)(x—5) = 0; b) (3x—5)(x-+5,19) = 0; ¢) 4x(5x— G e= (i

a)s x2F Sk = 0 1 9 — 9% ) =xa 00 e I/ 8% - 2x = 0;
4+ 48(x— 1) =0; j) xlmx = 0; k) (x41)F=x+1; 1) (I+m¥x* = —=x.
l 6] \ Rezolvali ecualiile:
a) (x4 1)P— 25 =0; b) X+ 43+ b=1;c) B+ 4344 = —1; d) x4 4hx -

e) x4+ 10x + 16 = 05 1) x%— Xk 25 = 0: @] 1/ 2 - I/'E)x—} i/Tl'x

h) xz—(l.n) +ro= 0; i) Vx4 (1 +1/3) \+'1:U,j)

k) x*+ (mA4n)x+ mn = 0; 1) mnx*+ (m+4n)x+ 1 =10 (ms# 0, n0).
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sl ‘J..
40 == 0 poate

24+ 1/3)x+ /6 =0 se rezolvii observind cd tri-

x2= 1~/ 2; b) x246x49 = —1; ¢) 5(x-+1)*4+29 = 0; d) [x—rn}‘_~'= b=/ 17

- 1=0:; b) x*4+1=10; ¢} x*= 1005 dj O =is r‘ij 4 x®
1) AGaxt= —1 jv'* m?; h) 0,0004x2 = 625; i) x*— (o V2= 0y j)49x

X (s — ]

~adicd cu (¥ — 5)? 4 2

S L iR e Y. (T e e e,

7) Aproximatl, eu eroare de cel mull 0.01  piiddcinile ecuatiilop: a) x! __,._FI

Sl s R o) a \ =
h) =7 ¢) 3*— Dk =000 )y x®— 7 ) 8x° — 5 = 0.
‘R\’S’ . i Arafr A AT = g w
‘ ) | a) Demonstrati cd daci a, b sint doud numere reale astfel incit b
r

atunci cel putin unul dintre ele esle 0,

b) Demon 'h'd“ ¢ daed a, b i ere e astie b =g nci
I 2 ) i aca a, o, ¢ Sin [: .rel numere real tfel b ] 3

- % - E v eaie ast. fncit a g

Ce] p Jl.lﬂ Unlll dl]]_ L' l-"‘}e- esle 0. : : |

¢) Rezolvali eecnatiile:
X(X+1)(X+2) = 0; (x— 1)x? = 5 3
.jéﬂxﬁ J=0; (x=1)x* = (x — 1)(bx— 8); ¥+ (1 + V/F) 22+ |/ Fx = 0.
g coald de hirtie penlru desen are aria de 1 m2, is i i
2 e oM. o LD ] L desen are aria de 1 m*%, iar raportul dimensiuni
V3. Aflali dimensiunile, cu aproximalie de 1 mm, g o |

. REZOLVAREA ECUATIEI DE GRADUL AL
6] ¥ I
}'UB\IULA DE REZO LVARE Se3

Yom stabili 0 metoda generald,

care ne arald dacd o ecuatie de ¢
1 Il-lea are BRGaA

sau nu solutii, iar dacd are solutil cum le obfinem.
()cl Illnlll] L{I‘ E‘\Plllf!lll E"l"Ud[}cl

1552  8x 41 =0, x c R. |1
Impértind ambii membri prin 15 {( |
devina 1), obtinem ecuatia echivalenti:

astfel incit coeficientul lui x2 gX

Si considerdm trino i i 1
onsidersd ; mul P(,\) \’+ X sS4 inti
— X 4+ —. S4 ne reamintin

5 J") :

. Yom incerca si scoatem in ex]dent

un pat & )
patral perfect, care sa L(Illlllld primii doi. Lermeni ai trinomului. Din

formula (X + u)? = X2  20.% .

9 3 : @
{ ::.—45— obfinem u = o Si descompunem in factori:
9 ;
; 8 :
PX)= X2 — X 4 i_ = X%} 2- % X+ j e "/L- z+ e
La i 15 5/ 5] " e
e 5)2 1 42
gt “““_.?"'—('“} ) ( i\ . & i1 ‘
(7 45T B 15/ |15 EU S fm) |
Y 1
e g )
3
Deci ecuatia are solutiile — L gl — =i |
3 5)
\

Ecuatia 15x2 — bUm + 405 = 0 este echivalentd cu:
X% — 10x 4 27 = 0, ; ‘

== (; deci ecuatia nu are solutii reals. ‘




S& proceddm la fel si in cazul general. Ecuatia
ax® 4 bx + ¢ =0

- 3 o 2 b 5 :
este echivalentd cu ecuatia x* - — X - — = (),
(7 ()
i e ; e s b " c ot o b
83 congiderdm  trinomul P(Y) = X* 4 — X 4 —. Dmn 2y = —
(VA a [}

. Yom cempleta un patrat perfect:

obtinem u =

2a
2 ) ; . bh\? R r b 2 ke W
PX)= X2+ 2- ]i X = _’) o (b) S i b — sae,
2a 2a 2a I 2 he?

Putem descormpune trinomul P(X) in factori de gradul [ numal dacd
i b — hae ) ; 3 : ;
numaérul o este = O. Semunul acestul numdr este acelagi cu semnul
ha
numardtorulul 62 — 4ae. De aceea, numarul £° — 4dae este numit diserimi-
nantul* ecuatiel (sau al trinomului); el se noteaza de cbicer cu litera
greceascd A (se citeste ,delta®),
Distingem trei cazuri:
I. A >0. In acest caz voni putea decompune in factori:

et BN AR o ) L-ﬂ"'“&‘(ub
p) = (x4 g - =[x Gt g Xt

) ey g - i
Deci ecuatia 22 — X - — = 0 are doud ‘solutii:
a a

B

2a A

h : ]/'/_A-
P

Se obignuiegte £ se noteze solutiile ecuatiei prin oy $i z, Agadar,

_—b— V3,

—bo+ /A
Ty = v e T

: e . ~, unde A = {*— 4uc.
2a 2a

II. A =0. In acest caz trinomul este deja descompus in factori:

P(X) = (.\' 7 ;’)A

a

-
¥,

Trinomul are o radécind dubld, iar ecuatia are o singura solutie, anume — .
2a

A ; oy :
1I1. A < 0. In acest caz T > 0, deci P(s) > 0 pentru orice numadr real s;
ho?

ecuatia nu are nici o solutie reald.

# discrimina — a separa. Discriminantul separd cazurile.

Cazu

Cazu

{azu

Putem sistematiza rezolvarea ecualiei de gradul al Il-lea in urmiitorea

il A > 0 Heuafia are doud solufil
distinete Botutiile se caleuleszd eu Tormula

i f: A =

1 ik

ia nu are nici o solufie

cualiel de gradul al I1-leg este ¢ |, deci
e au ¢ == 0; dar, in unels cazuri, ests avantajos

Pasul
;:’(J.li;!'l'!

Pasul

Pasul

Pasul 4. Calculeaza x»

=

7

a metodd fiind uneori mai rapids.
de rezolvare a ecuatiei devine

i de rezolvare esle: zy,; = —b°

iel cu fermula generala este o metodd algoritmicd: ea
{1 amatd pentru caleulatoarele electronice,

ritmul de

caleul al solutnlor este wrmatorul::

.

1. Citeste coeficientii ¢, b sl ¢}
Caleuleazd A = b* — 4dag;

g. Dacd A = 0, serie | FEeua STOP.

nu are nicl o

g i
Daca A = 0, continud cu pasul 4;

r B T - / - . " g A 3
£. Laleuleazd o) = — ——— . derie ry, Dacdd = 0, sepje 0 sin-

gura solutie*, STOP. Dacd A > 0, continua cu pasul 5;

Serie o, STOP.

) rezolvam ecua
x? — 107x - 1302 = 0,
S& \recunoagtem  coeficientii: a = 1; b = —107; e = 1302. Deeci

— 107y — 44 - 1307 =-11449 — 5008 = GI4l,




- s T

Observim cd A = 0, deci ecuatia are doud ao]uf,ii. Aplicind formula de

E rezolvare, ob{inem: ‘
' = (—107) + |/6241 _107 4+ 79
; Bah ] . s
- L 79 .
Deci xlzm_—_i/& gi 372:&2—‘1":93

2) Sa rezolvdm ecuatia:
0,01x2 4+ 42x + 441 = 0.
Observim cd A = 4,22 — 4-0,01-441 = 17,64 — 17,64 = 0; deci
4.2

ecuatia are o singurd solutie, anume — ——— = —210.
20,01
0!

3) Fie ecuatia x? - I/'ﬁx 420 =0. 5S4 calculam discriminantul:
A= (/79— 4-1-20 =79 — 80 = —1. Deoarece A < 0, ecualia nu
are solubil reale. L

EXERCITII REZOLVATE

1) a) Demonstrati cd pentru orice m real, ecuatia
mx? 4+ (m*+ x4+ m=0, xc R,

are solutii.
b) Calculati solutiile, .presupunind m > 1.
¢) Aflati valorile parametrului m pentru ecuatia are o singurd bO]Utle

Rezolyare.

a) Calculim discriminantul ecuatiei:

A= (m? -+ 1)-' —h-m-m=m*4+ 2m? 4+ 1 — bdmn® = (m? — 1)%
Constatim cd A > 0, deci ecuatia are solulii pentru orice valoare a
parametrului m.

b) Si calculdm solutiile:

’ —m2+ 1)+ |/ (m*—1)? —m2—14+ |m2—1)|
L2 = 2m 2m

Pentru m > 1, avem | m? — 1| = m? — 1. Solutiile sint:

—m?—1 —m*1 —m*— 1 m*—1 g
= R T (e e
1 2m : 2m -,

e) Ecuatia are o singurd solulie numai dacd disecriminantul ei este 0.
Din (m? —1)2 = 0 obtinem m? =1, adicd m = 1 sau m = —1.
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2) Se di ecuatia:
mx2—2m—Nx +m=0, x < R,

unde m este un parametro real diferit de 0. Pentru co v
m, ecuatia:

a) nu are solutii reale;

b) are o singurd solutie;

c) are doud solutii?

Rezolvare. Caleulim discriminantul:

A=4(m— 1) —4m? = 4(m2 — 2m 4+ 1 — m?) = 4(—2m 4- 1),

Discriminantul este < 0 daci §1 numai dacd — 2m + 1 < 0, adicd m > .

e ]

aloriale parametrulud

Constatam ed:
— daci me [—oo; ati i i disti
: 89} = |+ ecuatia are doud solutii distincle; acestea pot fi

caleulate cu formulele obisnuite;

— dacd m = i ecualia are o singurd solutie, anume —1;

2 1
— daca m & (? : +rxs), ecuatia nu are solutii reale.

]

3? Aproximati, cu eroare de ce] mult 0,01, solutiile ecuatiei:
=10x~56=0,x c B.
Rezolvare. Calculdm dls(,mmmantui. A =10 — 4-1.(—b5) = 120. Deci

10 417120 1 pi
Ty = i] Oi§]/30=5i[/30.

Avem |/ 30 = 5,47 (cu eroare de cel mult o sutime). Deci x, =~ —0,47
§i 2, o 10,47, :

EXERCITII
1) Completafi tabelul:

Ecualia a b ¢ A Numdrul selutiilor

X2 DX~ 6= 0

x4 U+ 4 =10

x* — 14x+ 40 =

|
t=

x% x+ 180 = 0

AXP4 A4 1 = 0

X"+ 13x — 14 = 0
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2) Arlati r&ddcinile polinoamelor:
1) X® — 146X 24, b) W2y 046X+ 24; o) 15X* —~ 8X L 1; d) 2X°4- 83X 41,
3) Rezolvali ecuatiile:
: a5x*—9x—2=0; b) 8x®+ 11x— 30 = 0; ¢) 1,35 — 58x — 2,8 == 0
d) 0,415 4 0,71x 4 0,3 = 0; ©) = 11% — 81 = 0.
|7H | Rezolvali ecuatiile:

a) 105*+ 20x — 30 = 0; h) =+ 2% — 3 = 0 ¢) 043 4 02% — 0,8 = 0;
d) 0,01x2- 0,02x — 0,03 = 0. Ce observafi?

8) Stabiliti dacd ecuafiile urmitoare au sau nu solutil si, tn caz afirmativ,
rezolvati-le;

1) 25° — ¥ — 1==0; b} *63+5=0; ¢) — 35290789 — 0: d) R 0xT =8
€) 33 = 4x 4+ 4 =10; f}) x* + x +1=0; gl x"—x 4.4=0; h) ¥ x—1 =
6) Demonstrali cd pentru orice valoare reals o parametrului  m, ecuajia

2x* 4 mx — 13 = 0 are solulii. Existd valori .ale lui m peutru care ecuatia- are o
singuri solutie?

] ‘] | Pentru ce valori ale lui s wun;m u-+ mE -+ 529 = 0 are o nmum solufis?

Pentru aceste valori, rezolvali ecuatia.

8) Calculati cu aproximatie de o sutime solutitle ecuatiei
a) x* — 10X — 5=0; b) x*— 2% — 2 — 0; ¢) x*—2x—=17=0

] ) I Aproximati, cu ercars de cel mult 0,001, solutiile ecuafiiiors

a) X = 14x — 1 =0; x4}/ Fxt1 =0,

10) Aflafi valoarea lui m stiind ci 1 veritiod
apoi cealaltd solutie.

f 11) I Orice ecuafie de forma ex® izt e =0 ¢u @ == 0 peate-fi adusi la forma

souafiama® — 4&x-q 28 =0, Aflati

X - px+ g = 0, prin impiriirea cu o

Scrieti algoritmul de rezolvars pentru zcnafia
XL pxtg = 0.

4. ECUATII ECHIVALENTE
CU ECUATII DE GRADUL AL Ii-LEA

Erxemplul 1. he ecuatia
i SR ET R IR o

Sd presupunem ci numirul real s este solufie a acésiel ecudtii; -.lcci este
adevéirat cd s(s — 1) = 12, Putem scrie 2 — s — =12, sau 2 — 5 — 12 =0,
Asadar s este solutie a ecuatiei de gradul al II-lea:

¥—-x—12 =0, xc R. ,

$1 reciproe, orice solutie a acestei ecuatii de gradul al Il-lea este solutie
§1 a ecuatisl X(X — 1) = 12, x & R. Cele dous ecuatii sint Cuhnalem

Observati cum am obtinut ecuatia de gradul al Il-]ea

X? — X — 12 = ()

din ecuatia inifiald x(x — 1) = 12,
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Fremplul 2. Ecuatia

P

1P =3(x+1), xR
EEVH Ca u‘l este solutie; dacd s r\ste

o altd solutie a ecuatiei, din (s4-1)° == 3(s-+1) s1 s# —1 ‘P.m?ta § 41 =

g0 fiodle rezolva in felul urméiior: ob

adicd s = 2. Intr-adevar, si numarul 2 este nulugue 3 Ht‘-EJél‘{,JHI (verificati )

ecuatia-are doua solutii: —1 si 2. :
o . 3 . 4 1 ol e o

Am fi putut obfine solutifle acestel ecuatal g1 in alt mod, observind cd

2x+ 1= 3x L 3, x¢

- R, sau cu ecuatia

ea esle echivalentd cu ecualia 3

de gradul al ll-lea
i . g —g—-2=0xck

gl rezolvind aceastd ultim@ ecuatie.

emplul 3. Ecualia

deci cu ecu:

Eliminind numitorii, o inlocuim cur

: _}- L»;; = _}l )%

Fsta deci echivalenta cu ecuatia de gradul al.ll-lea:

[Em necunoseut

nloe

e numitorul

a X prin —7, in membrul sting
1'_!uLnnn necunoscuta X prin 1, in membrul drept nuni-

cauzd va trebul a4 pre

ssupunem ca =7 si 1 nu sint printre

valorile pe care le poate lua '.riw.i‘.z!]r!f-r:l._i{.'re. Bwvidenl, —7 51 1 nu pot {1 solutii

ale euualiel, : :
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Cum rezolvim aceastd ecuatie? Presupunem cd numirul s este solutie
a ei; atunci este adevarat ca:
aganti st
s+7  s—1
Intrucit s + 7 # 0 si s — 1 # 0, inmultim ambii membri ¢u numéarul
(s + 7)(s — 1), care este diferit de 0. Oblmem (dupd simplificari):
| (s 1) (25— 1) =(s+ 7) (3s + 4),
22 — § — 28 + 1 = 35 + 4s + 215 4 28,
= sf s —1(),
Agadar s este solutie a ecuatiei de gradul al II-lea:
—x% — 28x — 27 = 04
rezolvind-o, oblinem § == —27 sau § = —1.
2x —1 3x 4 4
x -+ 7 S
— aducem la acelagi numitor si elimindm numitorii:
(x — 1)(2x — 1) = (x + 7)(3% + 4);
— trecem la ecuatia de gradul al 11-lea:
—x% — 28x — 27 = 0.

' Practic, pentru a rezolva ecuatia proceddm astfel:

pe care o rezolvam: :
— dintre solutiile acestei ecuatlii de gradul al Tl-lea, eliminam - pe

acelea care anuleazd vreunul dintre numitorii ecualiel iniliale; celelalte sint

solutiile ecuatiei mitiale,

- e el > o e ; B s b
Ezemplul 6. Fie ecualia ——= = — . Pentru a 0 rezolva procedam
x —1 3

ca in exemplul 5:
— eliminam numilorii:
3(x2— 1) = (x — 1)x;

— trecem la ecuatiao de eradul al [1-lea:

o ) Xl =X,
O3t - x — 4 =0
3
— rezolviim ecuatia de gradul al 1l-lea; ea are solutile 1 g1 — =1

" .
membrului  sling  in ecuatia
X 1 : 5 i el

— aceastd ecuatie are numai o solutie, anume — — (verificatil).
x — 1 B p

— intrucit 1 anuleazd numitorul

X2 — 1

. i e | 2 ; .
Exemplul 7. Ecualia == T _ =2 se inlocuieste cu:
e X242
Axp e e GixA o 2),
' adicd cu ecuatia de gradul al [I-]ea

o=l

Ea are solutiile — /3 si [/3 (verificali!).
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Exemplul 8. Pentru a rezolva ecuatia
X o T
=2 X2 x¥=4

aducem mai intii ambii membri ai ecuatiei la acelagi numitor, eliminind apoi

numitorii:

(X -+ 2)x + (x — 2)5 =8,
adicd X% - 2x -+.bx — 10 = 8,
sau x* ' 7x — 18 =0,

Rezolvidm aceastd ecuatie de gradul al Il-lea; ea are solutiile 2 gi —9.
Sé observdm cd numiérul 2 nu poate fi solutie a ecuatiei initiale, deoarece
inlocuirea necunosculei X cu 2 provoacd anularea unor numitori, Ecuatia

X 5 8

x—2 x4+2 x—4

are o singurd solutie, anume —9 (verificatil).
Exemplul 9. Ecuatia
(x +1)P2=(x—1)°
este echivalentd cu ecuatia
x8 | 3x2+3x 41 =x%—3x24 3x — 1,
adicd cu ecuafia de gradul al Il-lea:
¥ 6x2 - 2 =0,

Aceasta nu are nici o solutie reald.

EXERCITL
1) Rezolvati ecuatiile:
a) x'f‘+ Xx=—1; b) %2 — 4132 = % C) x4+ 1 =5!‘f 8.
2) Rezolvati ecuatiile: ]
a) (x+38)* = 25(x4 8); b) 2(x—2)® = 3(x—2); ¢) (2x—8)2 = 4; d) 4(x—3)2 = 25,

3) Rezolvati ecuaiiile:

24 q x — 1)% #
W =5 a2 b) B xm iy g ELL say)

4) RBZO]V.’it]’ ecuqt,iile:
a) (X+ 1)+ (x = 2)P = 05 b) (x+1)°+ (3= 2)° = 3; o) (x+1)* =1 — 2(x+ 3);
d) x(x — 1) = (x+1)(2 — x).

b) Rezolvali ecuatiile:

2 XH8 _ 1 X! — 1 1.2 3 2x 1
£ - ==l = ="—=1 g = — = — —,
X4 2 x4+ 1 2 Py x4+ 1 2
6) Rezolyati ecuatiile: ;

x4 x—1 2
g dibd S I=t o Bl g3 d g Al . k.,

x2 X— 3 bl i (g, 5 3x + 1 x—3
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‘ 7) ‘ Rezolvati ecuatiile;

x* 1 - g [ 2
a) — =i x— Bl \——-#———x——_’-:f}; c) = =
- b 3, B 5
] N) i Rezolvati ecuatiile:
0x -1 L 4 - 4
) ; —_ . i b - ”t — i e = % .;;) 4 — —w:si-ﬂﬂ ==
X+ 2 xX— 2 ehieie = 1 — 3x  dx+4-4 x-3 s b
1 X 2% — 1) 8
sl o X~ - B5x e
x— 3 g 2x -4 4x% — 1

i 9) | Justificati de ce ecuatiile urmitoare nu an selufiis

a)3(x—9Ff=2—-) 5; b) —— = —4; @) 2x~2)

5. RELATI! INTRE RADACINILE SI COEFICIENTIT
TRINOMULUI DE GRADUL AL II- LLA.

5d congiderdm trinomul de srodul al 11-lea
P(X) =aX®+ pX -t e cu asl,

Daca discriminantul siu A = 4% — 4a¢ este B0, t*im‘ﬁnul “are doud
raddeini; acestea se caleuleazd.in functie de coeficientii a, & $1 ¢ cu iuuuuHL

—b— /K R AR

= - .
‘1 )g 2a

b presupunem acum cd ne sint cunoscute cele doud Iaudum Ll #i .rg

ale ummn trinom de gradul al TT-lea. Putem oare afla ¢ Ul—iluvuhl gai?
B caleulam suma g1 apoi produsul radacinilor:

| —b - /A | —b ]nﬁ.\ — 25 fr
{C“j i '?‘IB - ] T — > e s
2a Ja ) @
I TR hac e
falty = Ja : b TG

‘Putem scrie astfel:
b= — alay -+ ),
2= it g,

S consideram cd mai multe trincame de gradul al 1l-lea au mdé sinile
r §i 7. Dar, dacé ne alegem valoares lui ¢ (de exemplu, dacé ludm ¢ = 1)
atunei coeficientil b gi ¢ sint unic determinaii de riddécing. - o
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algebrei, s-a gcupat in special cu rezolvarea ecuatiilor.

Formulels

pcm # numele de relatiide intre raddcinile si eoeficientii trinomului de gradul
al Tl-lea’(san relatiile lui Viete®). :

Observagre. Dacd se cunoese suma s si produsul p ale rédAcinilor unei ecualii de
gradul al 1l-lea, atunci ea este echivalenti cu ecunatia:

EXERCITII REZOLVATE
1) Caleulati suma si produsul solutiilor ecuatiei:
Bxai==Tx Eed [ 510,
Rezolgare. Ecualia are doua solutil, intrueit discriminantul ei este >0,
Férd a caleula solutiile, putem scrie: )

' = 7 — 113 ' A3
L E s S= S e e SR e e 3 N o
o (9

2) Fie ecuatia:
22— mxi—"d )]
a) Demonstrati cd pentru orice valoare a parametrului m ecualia are
doudl solutii.
h) Caleunlati (in functie de m): :
— suma radaeinilor trinomului 2X* — mX — 3;
— produsul . radacinilor;
— suma_inverselor riadacinilor:
— suma patratelor radacinilor;
— guma cuburilor radacinilor, ;
Regolpare. a) Sa recunoagtem ¢d a=2, b= —m, c¢c= 3; deci
A = m? + 2420 pentru orice m real; deci ecuatia are doud soluti
‘ b} Aplicind formulele lui Viete, obtinem

m . 3

Apoig

8 - 18m
o e

- 7 * Frangols Vidte (1540-—-1602), matemalician francez, unul dintre creator

\
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!
" 3) Fie ecuatiile de gradul al Tl-lea:
X2 4 bx + ¢ =0,
X% 4 bx + ¢, = 0.
Demcmstm‘gi cd ecuatille au aceleasi solutii dacd si numai dacd:
@y —- by -. 6
(5 o b 2h Cy
Rezolpare. Presupunem ci ecualiile au aceleagi golulii; fie acestea T
g§i 2, Relatiile lui Viete pentru prima ecuatie sint

b
e T ol &1
Ty Ty == — Oy =,
tly iy,
iar pentru a doua ecualie sink:
' Sibalin Sal s ha
T+ dy=—=—, gif;=—-
dh s
iRy Boe - ley B ot B o
Rezultd — = -2 gi — = —, de unde, folosind proprietatile proportiilor
@ g ol
: L b ¢
deducern ed: + =2 =—. '
s by o

Reciproe, presupunind cd cele doud ecuatii au coeficientii proportionali,

a b . g :
Loy ot Aluned

B notam cu 7 valoarea comuni a rapoartelor

i " 0h B5

4 = a,r, by = byr ¢i ¢, = eyr. Evident 7 # 0. Astfel ecuatiile sint echiva- |

lente, deoarece prima se obtine din a doua prin inmultirea ambilor membri
cu numadrul r.

4) Un dreptunghi are aria de 60 em? iar perimetrul de 38 em. Aflati
dimensiunile sale.

Rezolvare. Semiperimetrul dreptunghiului este de 19 em; deci dimen-
siunile L gi [ ale dreptunghiului au suma 19 si produsul 60, Formam ecuatia
de gradul al ll-lea ale carei solutii sint L si I

X2 —H9x 60—

Rezolvind ecuatia, gisim z; — 4 '8i @z, = 15; deci dimensiunile drept-

unghiului sint: L = 15 (em), [ = 4 (cm).

EXERCITII

1) Calculafi suma, produsul si suma patratelor rdd4cinilor polincamelor:

a) 2X2 =4X41; b) 3X°—BX+5; ¢ =X=6X—1; d) 3X% = 36X} 5;
e) 2X4— 16X 19; ) ~0X* L 16X — 27.

2) Formati ecuatii de gradnl al II-lea ale cdror solutii sint:

a9 1
]
7]

a) 1§ 2; b) 48§ 5; ¢) =18 —3;d) =& & 5; ) — & ~ f) =4 si 4;

o By B). 7= R e F0T i) —3 gi- =841/ 8 j) 24/ 3 s

,D
S )= sl s

3) Rezolvati ecuatiile de mai jos, cunoscind efté o solufie (8efigd- 1@ dreptul
fieefireia), Aflati si coeficientul necuneseut:

a) x*—mx+ 38 =0, @ = 12}
b) 2x®+mx— 5=0, @y = 5;
¢) 5* — 8x+4 m = 0. @y = 0,6,

%) Aflati doud numere, cunoscind c¢i au suma 337 iar produsul 8086.

5) Aflafi doudi numere pozitive, stiind ci media aritmeticd a lor este 133,5, iar media
peometricd a lor este 120.

6G) Affati dimengiunile unui dreptunghi, cunoseind ei are:

a) perimetrul de 84 m, aria de 185 m?;

b) perimetrul de 108 m, aria de 729 m?;

¢) perimetrul de 108 m, aria de 542 mZ

7) Pentru ce valori ale lui m si n, ecuatile

't mx4+1=0

1]
22> — nx4+m =20
sint echivalente?

8) Fie ecuatia x*~— /2x— /4 = 0. Caleulati af-f o si B e E , f4rd a
Qg &£y

rezolva ecuatia.

' Ok | Pot fi echivalente ecuatiile:

m=*+ (m — &)X 4m = 0,
(3+m)=®+ 5(6+ 8m)x 4 8 = 0F

Dacd da, rezolvali-le in acest caz.

6. DESCOMPUNEREA IN FACTORI
A TRINOMULUI DE GRADUL AL II:LEA

S ne reamintim citeva exemple de descompuneri in factori ale unop
trinoame de gradul 'al I1l-lea:

X2 4 2X = X(X + 2);

X2 —6=(X+ |/8)(X— 1/6);

XP—4X 4 4= (X —T2)2;

X2 =4X 43 =(X—=2P=1=(X—1)(X

X2—5X +6=X2—2X—3

(3= (X —3),

=)
3X +6=X(X—2) —3(X -2 =

Melodele cunoscute se aplicd mai greu in eazul in eare eoelicientii sint
numere ,mari”, ca de exemplu in cazul trinomului:
41 X% 4 206X — 8364,
Formulele lui Viete ne permit sd gésim o metodi generald de descom-
punerg in factort a trinomului de gradul al [I-lea, Fie trinomul:
PX)=aX*+bX+¢ az#0,
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Distingem trei cazuris S g ]
1) Discriminantul A = 52 — 4ac este <1 0. In acest caz orice Incercars

de descompunere & trinomului in facteri de gradul [ mu conduce la nicl un

rezultat, Trinomul este ireducts

2) A =0. In acesy caz trinomul se poate descompune astfel:

om de eradul I,

deci se poale scrie ca pittrat al unui b

3) A >0.In ace

£

t caz, dacd z; 81 @, sint rvédécinile trinomului, atunei
folosind relatiile lui Viéte oblinem:

P(X) =a (Xg & 2 X C) = a(X* — (2, + z,)X + ryT,) =

—G— ay
e,

Agadar trinomul se descompune ca produs de doi factori de gradul I
De exemplu, s& descompunem in factori trinomul

41X% 4 205X — 8364,

Discriminantul siu este A = 205% — 4. 41+ (—8364) = 1443 721, Deci
trinomul se descompune ca produs de doi factori de gradul 1.

=

—205 4 |/ 141372

—206 4 1 189

ﬂflc:'

2 TR T e
: —205 — 1189 1 394 g —205 4+ 1189
deci gy m 2t o ], g = AR R

2 82 3 8:
Rezultd . ' -
4152 4- 205X — 8364 = 41X + 17)(X — 12) = (41X + 697)(X — )

EXERCITII

1) Descompuneti in factori de gradul I:

a) X* — 13X+ 30; h) X+ 36X 323; c) 2X%a 5% — 19 i)
e) X =21/ 23X ~5; ) X2—4X—5; g) 10X* — 43X + 12
] e S Ol

2) Simplilicali fractiile;

X

‘ Demonstrafi cfi pentru orice

P(X)= X* +2X +m® +1 este ireductibil,

7. ARE SE REZOLVA €U A TUTORDL
AT DE GRADUL AL 1111, EA
Exemplnl 1. S4 rezolvam ecualias
P

Nu putemn inlocui necunoscuta x prin_numérul 5. Fie s o solutie a

§% — b

ecuatiei; inmultind ambii membri ai egalitdtii ——— —.

S5 D=5
A 2

(care este diferit de 0), ohtinem §? — Bs = —5, sau s — 65 4+ 5 = 0. Deci s
este solutie a ecuatiei de gradul al I1-leas
X2 — 6x 4 5 = (.

Solutiile acestei ecuatii, calculate cu formulele obisnuite, sint 1 si 5¢

AR A k oo e R SO 5
dar numai prima apartine multimii R—{5}. Deci ecuatia =

X — 5 o — X
are 0 gingurd solutie, anume numéral 1.

Ezemplul 2. S& rezolvim ecuatiaj
l}{ =06 — x

S& presupunem ci numirul s este solutie a ecuatiéi: atunci V/s=6—s
Pentrn a putea extrage radécina patratd, numarul s trebuie si fie evident >0

20.
Pe de altd parte, |/'s este un numir > 0; deci 6 —s > 0, adicd s < 6.
Asadar s va trebui 84 apartind intervalului [0; 6].
S& ridicdm la pétrat egalitatea /s — 6 — g obtinem s = (6 — 5)%,
sau s? — 135 4 36 = 0. Asadar numarul s este solulie a'ecuatiei de gradul
al Il-lea

Aceastd ecuatie de gradul al Il-Jea are ca solutii numerele 4 si 9.
Dintre acestea, doar 4 apartine intervalului [0; 6]. Putem constata 5
prin inlocuire directd cid 9 nu verilicd ecuatia |/x =6 — x. Deci ecuatia
/% =6— x admite o singura solutie: 4.

Ce legatury existd fntre ecuatia Vx=6—x $i ecuatia x= (6 — x)?? A doua so
ohtine din prima ,ridicind ambii membri la pitrat®. Cele doua ecuatii nu sint echivalente,
Multimnea solutiilor primei ecuatii este inclusi in mulfimea solutiilor celei de-a doua, dar
‘ni coincide cu ea.

De ce se intimpli asa? Bvident, dack u — o, atunci u® = v*; dar reciproca nu este
adevarati. intr-a.deva’r, dacd w®=t* atunci (- U)ie — v) =0, de unde econcluzia
wlt 3= U 53U ¥ = — v Deci, pentru ca relafia u® = v* g3 implice y = v, este necesar ca
w §i v 8% aib4 acelasi gemn,
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. Baa

-~ Exempliil 8. Fie ecuatia
VE=D 4 |/2=x=0.
Putem inlocul necunoscuta x cu numere s astfel ineit s — 2 > 0 (pri-
mul radical) s1 2 — s > 0 (al doilea radical). Decis 2 2 gi s < 2 adicd s = 2,
Necunoscuta x poate lua valori doar in multimea {2}. Observam cd 2 este
solutie a ecuatieli. ;
Exemplul 4. Rezolvati ecualia

V=24 2—x=3

Ca §i exemplul 3, necunoscuta x poate hia valori doar in multimea {2},
Tnlocuind in ecuatie necunoscuta x cu 2, obfinem o propozitie falsa, deci

ecuatia nu are nici o solutie.
Exemplul 5. Sa rezolvim ecuatia _
VET24 V/TT=5 =5
Putem inlocui necunoscuta X cu numere s astfel fncit s +2 = 0 51
11 — s > 0; deei necunoscuta X poate lua valori doar in intervalul [ =2, 11].
Fie s un numir din acest interval; atunci numérul /s 4 2 + /11 — s

este pozitiv (ca sumi a doi radicali); ecuatia este deci echivalenta cu:

(VxF24+ VIO —x) =2, xe[—2; 1]

adicd cus
x+242x+2)(11 — x) + 11 = x =25, xg[—2; 11]

@+ 21— x) =6, xe[=2; 11
Si aceastd ecualie, atit membrul sting, cit §i cel drept sint pozitivi; deei
ecuatia este echivalentd cu
(221 = %) = 38, £=[=3; 11
gau cu:
—x2+9x — 14 =0, xc[—2 11].
Fecuatia de gradul al II-lea:
—x*+9x=14=0, x& R,
are doud solutii: 2 si 7. Amindoud apartin intervaldlui [— 2: 111, deeci sint
solutii ale ecuatiei |/'X + 2 + /11 —x =b. !
Ezemplul 6. Fie ecualia de gradul al IV-lea:
et Al L e Ok
Prin substitutia y = x® oblinem ecuatia de gradul al Il-lea (in
necunoscuta y);

2 — 27§ + 50 = 0,

ale cirei gsolutii ¢int 2 §i 25, Deci x® = 2 sau x% = 25, Y
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Ecuatia x? =2 are solutiile — I/—E gi /2, iar ecuatia x* =25 are
solutille —5 si 5. Deci ecuatia de gradul al IV-lea are patru golutiis
Ry i L/pr I/E si b,

Ezemplul 7. Fie ecuatia de gradul al TV-leas:
4x4 | 3x2 —1 =0,
Substituim (inlocuim) pe x% eu y; obtinem ecuatia de gradul al II-leay

4y + 3y — 1 =0,

T fe 1
ale cirei solutii sint y; = —1, 7, = =
&
MR e b e ] T s
Ecuatia x2= —1 nu are solutil; ecuatia x>= — are solutiile — — gi —e
& \ 3
Asadar ecuatia de gradul al 1V-lea
hxt L 3x2—1 =0

A = ol e
are doud solutii, numercle — 3 51 : (verificatil)

Metoda aplicatd in cele doud exemple de mai sus se poate folosi pentru
a rezolva orice ecuatie de gradul al I'V-lea de forma:

axt + bx2+¢=0

ca a # 0. O astfel de ecuatie se numeste ecuafie bipdtraid.

Ezxemplul 8. Fie ecuatia:

x2 L

B

e 2 R 0
i X

S& inlocuim pe X* 4- X eu y; obtinem

4
Y= =1

Jr’
Y= 4,

ecuatie ce are doudd solutii: —2 si 2.

Fouatia €2 e, = :
ticuatia %% + x = —2 nu are solutii; ecuatia x2 + X =2 are solutiile
—32 gi 1. Asadar ecuatia
, 4
B X e

2 0~

L% 4 X

) E R=1=1, D}

are doud solutii: —2 gi 1.
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Cd) VX = 2 o) VX% = 2V x)

)/ %= x; b) V' x=x4
' Y x—8=7; 0} VI—x+Vi—x=1;

t) Vx(x—5) = 6;8) I/ x—5x-

f¥%— 2x 1 =05

I 3) l Rezolvali ecuatiile:

a) x'— 21x* + 110 = 0; b) x* 4+ 12%* + 20 = 0; ¢) x* — 12x* & 20 =0}
d) x'—x*+1=0; ¢) x—-x"—-12=0. ;

8. PROBLEME

“ Multe probleme de geometrie, fizicd, tehnici ete., condue la ecustii de
gradul al doilea. ;
Formule ca A = mr? (aria cercului de razd r), ¥V == nr2h (volumul cilin-
drului circular de razi 7 ¢ indltime ), P = [*R (puterea in functie de inten-
sitate ‘:1 rezistentd) devin ecuatii de gradul al I1-lea atunci c¢ind pecunoscuta
este r vespectiv I, S& rezolvam clieva probleme care conduc la ecuatii de

2

gradul al 1l-lea.

Problema 1. Fie ABC un triunghi. Determinati pe segmentul BE (de
lungime @) un punct M astfel incit ducind paralela MN la lalura AB, aria
trapezului ABMN sa fie de 4 ori mai mare decit aria triunghinlui MNC (vezi

figura 1).

A 8

N M
X
(S I 0 A
X
Fig. IV.1 Fig. IV.2
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nghiurt gir deci raportel ariilop lop este

asemanara:

oy
D
[
=]
)
o
=
’]
_
1
2
o
e
@

sim ¢fi are doud

Prima solutie nu corespunde (nu

f"mb!rma 2. O paraleld la ipotenuza unui triunghi dreptunchic ABC
taie laturile AB, AC in punclele M, respee tiv N. Construim perpendicularele
MM’, NN’ pe BC (vezi figura 2). Determinati pozitia punctului M astfel incib
aria (1"11‘1’!{‘n_.t_lf‘!}_'il'l_i\l]ﬁi MNN'M’ ga fie s,

Rezolvare. Fie z lungimea segmentului AM; evident 0.< 2 € e,

Segmentul MB are lungimea ¢ — . Din asemanarea triunghiurilor

A c—a « ('3 : : X
BMM’ gi ABG obfinem —— = —, adici lungimea segmentului MM’
MM b
ble—=12)
este ~—(-—m———-l.
a
_ 5 : e : : 4 ; r MN
Din aseminarea (riunghiurilor AMN s ABC obtinem — =—3
¢ a
A an
adicd lungimea segmentului MN este —.
(]
ble — z) ar _ ble — &)
Asadar, aria dreptunghinlui MNN'M’ este Fva...l,_i,,; 2 L

Impunind ca aceastd arie s fie s, -obtinem ecuatia:

ble — X)x
s

(4
gau! bx? — bex -F— es = 0,

Aceasta este 0 ecuatie de gradul al Il-lea in necunoseuta x: ea poate
avea doud, nna sau mici o solutie, Discriminantul ecuatiei se scrie A = (b¢)* —

_— 4b+ es = (be — 4Ls)be.

S# analizim cazurile ce pot apirea. Vom fine seama de faptul ca

b, ¢ &0,

—
ot
L2




- 1/ 2353 este irational). Asadar ecuatia nu are

. - o be T - =
Caznl 1. Dacii s 2>~ (adicd o jumitate din aria triunghiului ABCI)
=] Cmaay )

4
ecuatia nu are solutii,

5 be

-Caziit 8. Dac s =2, souatis ingurit soluti 3

2. Dacll § = v eeuatia are o Singurd solufie: z = -, Qg pozitie
f 2 ;
are punctul M in acest caz?
=y 5 ! be ; ;
Cazul 3. Dacd 0 < s < ecuatia are douil solntiis
1 .

be — 1/ be(be _:/Jg !')r’ be 4 I/ be( be — fl\)
t L, 9 .

TRk

&, =

3"

Amindoud corespund unor solutii ale
problemei: puncteie M, si M, (vez
fipura 3).

Cazul 4. Dacd s < 0, ecuatia inci
are doud solutii z; si z,, -dar ele nu
corespund vreunei solutii a problemei.
Problema nu are solutie (aria nu poate
fi negativil).

. : Problema 3. Aflati laturile unui
\ V.8 T11] 1 dre 1ind 5

Fig. IV.23 triunght dreptunghie, stiind ca sint
numere naturale consecutive,

: i6g 4 2 lungimile laturilor triungh mlui, ipm‘a:
nuza avifid hingimea z - 2. hl Flphl"rlﬂl teorema lui Pitagora:

:: z*+ (z -+ 1)% Rezolvind aceasti ecuatie, obfinem
E

Rezolpare. Fie z, x -1,

(z /)
i Tn:g;

rima solutie a ecuatiei nu convine (nu egte numéir natural N. Prohlema are

© singurd solutie: triunghiul cu laturile de lungimi ! d, & gi b

Problema 4. Demonstrati cd niu existd doud numere intreci

! i : CGHEPPutI“e
al cdror produs si fie 5838, :

zolpare, S e prin al
RE,{..U,{'”I"L. od presupunem prin absurd ci pmdu. ul numerelor intreci
congecutive x §i 2 + 1 este 588. Deci numirul z este solutie a ecuaiei:

X(x + 1) = 588,
gau a ecuatiei de gradul al IJ-leu
X2 of-x — 588 = 0.
Discriminantul acestei ecualii nu este patratul unui numér intreg (numérul

300 e solufii intregi. Obtinem o con-
tradictie, "

Problema 6. Doudi autocamioane pleaca m acelagi moment fntr-o cursa

le 440 Tt u 5

Fla 140 lem; primul cireuld cu o vitezd mai mare cu 15 kmfh decit viteza celui

de-al doilea. Aflati vitezele medii cu care au circulat, stiind cd al doilea auto
o o -

camion a sopit la trei ore c_iup—_t pmmuL
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Rezolvare. Si notdm cu @ gi g vitezele celor doud autocamioane. Relatia

s 440 440
g;—M 5 este imediata. Durata céldtoriei primului este de — = ———— ore,
R
o 5 : 5 440 440
far a celui de-al doilea-de ore. Obtinem ecualia: ——— -} 3=—

Y Y+ 15 ¥
Rezolvarea acestei ecuatii se reduce la rezolvarea ecuatiei de gradul
al Il-lea ;
y? + 1by — 2200 = 0.
ale ciirei solutii sint 7, = —55, ¥, = 40.
Prima solutie nu eonvine (viteza nu poate fi negativil). Vitézele celop
doud autocamioane au fost de 40 gi respectiv 55 km/h.

Problema 6. Un tablou are dimensiunile de 30 em gi 40 em. Tabloiil im-
preund cu rama are o suprafatd de 2184 cm? Aflati latimea ramei.

Rezolvare. Fie x (em) ldtimea ramei; atunci tabloul inrdmat are forma
unui dreptunghi cu lungimea de 40 - 2z em i litimea de 30 - 2z em; adica
avind suprafata de (2z - 40)(2z + 30) em? Obtinem lafimea # a ramei
rezolvind ecuatia: ;

(2% + 40)(2x + 30) = 2484,

Acceptdm o singurd solutie: z = 6 cm.

Problema 7. Doi conductori electrici legati in serie au rezistenta de
15 ohmi, iar legati in paralel au rezistenia de 3 0hm1 Aflati rezistenta fiecérui
conductor.

Rezolpare. Se stie cii dupd legarea in serie a doi rezistori ce au rezisten-
tele « (ohmi), respectiv y (ohmi), ansamblul lor are rezistenta @ < y (ohmi);

) - Minity ;
—'/—, adicd —Z ohmi.
T4y
si 9, le putem afla rezolvind ecuatia

dupi legarea in paralel, ansamblul are rezistenta

Cunoscind suma si produsul numerelor
de gradul al II-lea
2 —15R 4 45 = 0.
Cele doud rezistente sint de aproximativ 4,1 respectiv 10,9 ohmi.
Problema 8. O lege a fizicii afirmé ci un corp aruncat pe verticald (in
sus), cu viteza initiald » m/s, se va afla dupa ¢ secunde de la aruncare la indl-

o

timea h(t) = vi — % £2: in-aceastd formuld g este ,acceleratia gravitationala®

determinati de atractia Pamintului; valoarea ei este de aproximativ 10 m/s?
Aflati dupi cit timp de la aruncare corpul se va afla la indil{imea dé 100 m,
dacd a fost aruncat cu viteza initiald de 45 m/s.
Rezolpare. Va trebui sa rezolvam ecuatiaj
100 = 45t — 52
fn mecunoscuta t; obtinem solitiile #; = 4 gi ¢, = b. Deci corpul se va afla de

doud ori la indltimea de 100 m: prima dati, in urcare, dupé 4 secunde de la
aruncare; a doua oard, in coborire, dupa 5 secunde de la aruneare.
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PHOBLEME

1), Dintr-un punct aftat la 50 m de ceuteat anui cere se fraseaza langenlele la

cere. Aflati distantels pina la punctele de tangenta, stiind of vaza cereuloi este de 30 m,

2) Dimensionile unud dreplonehi de arie 6220 cm® sint exprimale prin deud numere

naturale conseculive, Aflali acesle dimensiuni,

a4 l'(l'r_ir,v patrulater are 2 -:H:'.‘_';_-'ﬂrm\w' Orice pentazon are o dingonale. Orice

hexacon are 9 diagonale, Puteli stabili cile diagonale are un poligon cu a laturi? Cile

laturi are nligg Ce are y pumnde de 170 de d f_:::i'r}':—]]i".‘ 4
| alilrt are un poeigon ire U nUIar e ¢ 1 1 Capltﬁlul V

4) Allali numgend real a, stitnd e punctul 4{a; @) apavtine gralicului funetiei S |
f:R—>R, fle) = a4+ — 12, E};ERO[TH SI PROBLEME |

td, anume de 16 m? 1na

5] Intr-un apactanent, doud camere an aceeasi supraf

dintre camere ave lung

a cu 1o mai mare, iap latimea ea 0,8 m mai micd deeil cealalta. : ‘
Aftati dimensiunile ficcdrei camere. _
6) Aflati rezistenlele a doi rezistori, stiind ci legaji in serie au rezistenfa totald 1. EXE RCITII SI PROBLEME SUPLIM ENTARE "

I

de 20 ohmi, iar legali in paralel au rezistenla de 4,8 ohmi.

4 1
TR 1 S 1) Stim ef — = —1,024. Car T . il |
[ 7) i Dintr-o bucatd dreptunghinlari de tabli zincatd, avind suprafafa’ de )8 z 1,024. Care este inversul lui —¢? |

8000 ¢m® s-a tdiat o bucatd de 1600 cm? Aflati dimensiunile bucdfii inifiale, stiind cd 92) Fie numirul z = 2,2 Scrieti pe u?, y? 2 sub 1. d ; il
| 1600 1 =, u?, v st i |
bucata rimasd are forma unui palrat, : TR ke i e I
: 16 41 'I'
U i e S S R et s i L4 :
1 3) Fie v = pla = £ Serieti pe — | apoi pe — sub formd ds fractie. f‘
' 3, —2, v -

73 |
I

LUCRARI PENTRU VERIFICAREA INSUSIRIL &) Allati numérul intreg m care tndeplinegle condifia: -‘
UNOR (UNOSTINTE DE BAZA

a) 2m-1 < — < 9m; b) 3mg TiE gm+,

49
4 ym+i
=i @

A

LUCRAREA I \ ¢ (1)

1) Rezalvati ecuatiile: j 8, L .
TR e T B o . 5,28-10° 4 56102 |
@ 14% = 0 L {1 =10 x2— 47342 =0:; gx* L Bx+1 =0 ‘)) Cd]c]l]af‘“ ] e ; 18,5-0.,96. ‘
| X" — 14X = 0 4X =i X AXAal ="U; U ok I . 1,5'10"f 3,'!_4-1U3 A 4 |
B T i B el E o fU e Lot % ' ign ) .
2 Qg Sradicinlic tHnaRmslon: y : Serieti rezultatele obfinute tn formi standard. P it ‘
X4+ 13X — 301 2.8° — 3X 4 0.5, 6] Aflali lungimea a (vezi fig. 1), Fig. V.1 |
3) Formati ecualii 8 grat I Il-lea ale ciror solufil sint: e e ) i |
UBe il e gieit e e s 7) Triunghiurile dreptunghice din figura 2 sint asemenea. Aflati a. & si o. i
5 st —8; 7 81 —7: 88118 4 si 10 TSt ot 5 Ay » R
o g i AL haes : §) Tstimati aria hasuratd din figura 3, stiind ci: 1.6 <ir < 1,7. ‘i
- |
Raze - TR = . - '
! £ Wil 9) Razele a douj cercuri sint de 5 cm, respectiv 3 em. Aflati raza cereului a cifrui Il
| LUCRAREA A 11-A arie este egald cu suma ariilor celor doud cercuri, |

1) Descompunefi in factori ireductihili trineamele; : \\ -
a7 X+72; 2X* — 274 413,

tHl
2) Simplificati fractiiles a |
45X~ 1 41X — 5X 11 | ‘
: S~ L B X i

Produsul a doust numere intregi conseculive este 210, Aflati numerels,

o

Doud numere au suma 13,7 si produsul 46,8, Aflati numerele,




~10) Comparafi numerele 4/ 3 si 5//2. Co semn are diferenfa &)/ 3 —&|/ 27-Ce
gemn are diferenta 14 — 4)/147 !
11) Simplificafi:
vilVeara e VaryzVe-Vatrvs

T P = : > 3 ——: - 3 r‘; - v
12) Caleulafi ]/jf‘/t‘pft si I/V'lzsfﬁ. Calculafi apoi Vl/“’* gi l/[/?i(lh. Ce observati?

| :
i / § ’
! &
I Vs
1,
[ 7

s e el SR ' Fig. V.4

13) Stiind cil pdtratul inscris tn cercul de razd 1 are laturile de lungime |/2, aflati

Iungimea laturii octogonului regulal inscris in cercul de razi 1.
14#) Fie Iy langimea laturii poligonului regulat cu n laturi insecris tn cercul de razi 1.
Aflati lyn in functie de 1y (vezi figura 4).

' 15) Planeta Jupiter esfe de 5,203 ori mai dep#rtati de Soaro decit Pimintul si
are diametrul de 11,06 ori mai mare decit diametrul Pimintului. Aflati distania de la
Soare la Jupiter, apoi volumul planetei Jupiter. Stim e raza medie a Pimintului este
de 6 300 km. ’

16) Ce valoarp trebuie 88 aibi rezistorul R din circuitul desenat in figura 5 peniru .

ca rezistenfa tofala a circuitului si fie de 3kQ? Cu ce ar putea (i inlocuit eirenitul in
acest caz?

{
17) Ce valoare frebuie sa aibd rezisforul R din circuitul din figura 6 peniru ca
rezistenta totald a circuitului si fie de 1 kQ7?

18) Rezolvati sistemul:
6751x + 3249y = 26751
32

© 49) Determinafi valoarea parametrului m astfel tncit 41 =3 fie solutie a ecuatiei;

2x+m)(2x— &) — (22 +1)° = 6
20) Rezolvali ecuafia:
S i il L el e ML Sy
=41 2X + 2 3x+8 ° 6x-1-6
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] : : 12
24) Aflafl valoarea parametrulul a astfel incit ecuafia (4= xP = ax+ - =0
X
84 admitd solutia 2.

22) Impartind numirul natural o la 113, obtinem eitul ¢ gi resinl 11. Impirtind
aumiirul ¢ la 108, citul este din nou e, dar restul este 41, Aflati numerele a si e

23) Exercitind o forfit de f N asupra unui resort, el isi mireste lungimea cu I(f) cm.
Stiind ¢ alungirea este direct proportionald cu forla si i la o fortd de 60 N corespunde
o alungire de 24 mm, reprezentati grafic funclia / 1[05 80] — R care descrie dependenta
alungirii de fortd. Ce {or{4 provoaci o alungire a resortulni de 14 mm?

24) Douid antomohile pleacd in acelasi moment unul spre celilalt din localitifile
A gl B situate Ia distanta de 440 km. Viteza automobilului care pleacd din A esle de 60
km/h, iar a celui cave pleacd din B de 50 km/h. Txprimati distdanta dintre cele dond auto-
mobile in functie de tmpul ¢ seurs incepind cu momentul plecirii; luali ¢ [0; 7], unda
cu 7' notim timpul necesar automobilului plecat din B pentru a ajunge la destinatie.

25) Care numiir trebuie adunat impreund cu 45, 24 si 18, astfel tncit sd lé ridice
media aritmetici cu 1,57

26) Determinati valorile lui m si n, gtiind cd polinoamele P(X, ¥) = 5X2¥7 4=
+ mXY! — XV} 4 OXY i Q(X, ¥) = = XY 4 3XV° 4 2XT + aX?Y au aceeasi forms
canonic.

27) Fie O(X} — 4 ¥ —8X°*— 9¥ . {3 Caleulati Q(2). Descompunefi th factori.

28) Tiind date polinoamele P(X) = X% = 95.¥ +a® 5i O(X) = X? = (8a + 1) X +
< a®, determinafi valodrea lui @ astfel fncit £49)=0(2).

29) Ardtati i polinomul P, (X) = X7 — an se divide cu X —a, oricare ar fin > 1,
n < N. Puteti alla citul?

30) Aritati i dacid P(1+ z) = P(1 — ) peniru orice # & R, alunel polinomul
P(X) = X° 1 aX + 1 este pétratul unui binom.

31) Determinati a, b, ¢ stiind eci polinomul:

P(X) = 2X(aX +b) — 3X(bX -+ 2) 4 e(X2+ 1) L ag(X — 1)+ ¥ are forma .ca-
nonici 3X* — 7X - 2. ; :

32%*) Determinati @, b, ¢ astfel tneit polinomul P{X} = 12X°% =~ 40X* + 99X —'5
8d poald [i scris sub forma P(X)= (3.X — 1)(aX? + bX + ¢).

33) Descompunetiin factori polinoamele: P(X) = 2X°— 4X + 2, Q(X, ¥) = XY +
o 2= 20—l BRIl — R yA TE g gt XY, apoi polinomul $(.X, Y)=P(X)—
= 00X, ¥)—~ BX, 1. ‘

34) Descompuneti in factori polinomul X — 6X°Y + 12X¥% — 8¥3,

35) Descompuneti in factori P(X, ¥) = X'+ XY 4 2Y = 4,

~ 36) Descompuneti in factori ireductibili polinomul P(X) = (X* — 52 4 AX)(X*
47X + 12).

37*) Fie polinoamele P(X)= X4 4X°+ o, Q(X) = X~ ¥ — 9, Detefrhiniafi
valoarea lui a astiel incit cel mai mare divizor comun al pelinoamelor P si Q si fie un
polinom de gradul I. Am putea cere ca acest cel mai mare divizor comunsi fie de gradul [1?

38) Pentru ce valori ale Iui s, trinomul X? + sX 4 36 este produsul binoamelor
al X~ 3 &l X —12: b)) ¥ g BRI Gl G s g
39) Simplificati frdctiile rationale:

SX XSt o Fear— 3 5Y +10 5X° — 11X 42
&J i ¥ 3 b) s=———msae—— 1} @ = ~ 3 - %
5X — 4 Ye—9g 2Y24-13Y + 18 X=2
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1
Xi
—X+Y-2Z
= ah e m
Y7, XX X7

FY-  EP P X X

(X487

éaiALF Y Xt

&5) Scrieti ca fractie ratienald, apoi simpliticafiz ‘ !

(2.X + 5)(X 4 2) X 41

\ = 23 IR IE
16X* — ¢ T
a) RSl e 3 i
L5 10 Nt
= = ]

46) Dacd - ) [ ‘ atunch:  a) a= —1, b = —1;

)
b) a=1,b=3; ¢)ja=1, b= -5 Cum este corect?
47) Rezolvati ecualiile:

a) x°—0,4x—0,12=0; b) Fx*425x—12=0; c) (3—2x)*—~ 36=0; d)8x'— 6x-}-1=0;

o

e) ¥ — x—1=0.

48) Fie polinomul 17 — 272 L 2T, Pateli gasi un numir real a astfel incit valorile
polinomului fn a — 1 §i @ si fie poale?

49) Formati o ecualie de gradul al Il-lea ce are ca solutii pe:

9 e 2 TR q ‘ X oLy
)i eslsi £ )= B = = e — E = ood) & =17 sion 1017,
c 4 4 A 3 Il 11
> / .
n0) Formati o ecualie de gradul al Il-lea ce are solutiile:
i | aaeh g b

a)u4bsia—b b)a+ b si ——— ¢) —— 5l :
" Q- b (i1 L

.

51) Fie
mali ecnalia de gradul al 1I-jeq

:ecualia i e s e e T JP.FpI‘P care stim cd are solufiile Ty

s, For-

i

are ca solulil pe: a) —ay 51—y h)

52) In ecnalia £* — mx + 36 = 0, determinali pe m astlel incit as = ay, apsi
astfel incil o =

33) In ecualin X* — 8x - m = 0, delerminafi pe m astiel incit:

54) Aratali ca ecualia -

- a ldcind reald, oricare

ar fi m < R.

55) Fie ecuatia x* — 10x — m 4 3= 0. Care esle cea mai mare valoare a lui m

pentru care ecualia are solntii? Rezolvali-o in acest caz.

ﬂhﬂ f&;'n

$1 prin punetul €(4; §)7?

= b — a® lrece j:i"[l'l jw;!';c,'i‘r'j’l? At e
B(3;1), Trece oare a

est o gralic

57) Fie propozitiile;

a) (2x L0 9)% = 9x(9x L6) & 8 ¢)

- 1)(2x 4 &) =

LUna este intoldezuna ade

d)
doar pentru doud valori ale lui x, Identificati-le!

58) Numerele a, 1

A 7]

si o sint diferite intre ele. Poate avea ecuatia (x — a)f
solutii reale? Sen

al TE-le:

[ o

ti ecuatia de g echivalenti cu ea

Ardtati apol el (e 4 b - ¢ = dla” 4 &7 2 sl el of + 0+ ¢ = ab L be - ae,
59) Rezolvati ecuatiile:
a) (x £ 4)F =404 2x; b} (x4 5)° = 3(x + 2° 4 18; . ¢) (2 + x) (J — x) +
o B k) g AR e gy gy ) g o L
x—) 12
60) Rezolvatl ecuatiile (in e este un
a) x% — 0; b} 24 2mx+mf—1=0; ¢ & — 4mi=g-—~12m:

X — X =1

d) —— - — =}

x — | X — m

a) A E=17;
62) Ariitati il ovicare ar i m, », p cu m % n, ecuajla
(1= 3)X" 4 2(n ~— p)E 4+ p— nm =0
are solutil. Ce se intimpla dact m = n?

6

) Fie ecuatiile

X"+ dx-+a -+ 1 =10 81 ¢

o solutie comund, atunci
posibil,

Ardtatl cd dacd ecuatiile
seuatiile i1 acest caz, dacd este

64) La un turneu de sah, tiecare participant a jucat o parfidd cu tofi ceilalis, St
cd au avul loc 45 partid

=
E
=5

aflati numirul part ntilor.




63) In arhivi filmele se pdsfreazi in interiorul unor cutii metalice cu diametru)
de 30'cm infdsurindu-se pe role avind diametrul de 8 cm. Ce lungime poate avea o peliculy
de [ilm penlru a incipea, infisuratd, intr-o cutie? Grosimea peliculei este de 0,1 mm,

66) Decupati, dintr-o bucatd de tabli triunghiulari, o bucati dreptunghiulars
de arie maximd.

9. EXERCITII SI PROBLEME RECAPITULATIVE

1] Caleulatiz ‘a) (=1 + (=1 =k (=10 & b (=1)" 4 (=1)*
b) (=1 (=1 (=1)2-ue: (-—1)“'(“*1)‘“-
2) Rezolvati ecuatia:
(x4 1)+ (x4 2) 4 (x4 3) 4+ ... 4 (x4 100) = 15050,
3) Ardtali cd numerele ]/2 +1/2 s ]/ 2+ /2+1/2 sint mai mici decit 2.
&) O tond de nisip umed ocupd un velum de 0,2 m?, iar o tond de pietris ocupd un
volum de 240 dm®. Un autocamion este incircat cu 3 m® de nisip umed, iar alt auto-

c{m’mn cu pietris, cintdrind cu 4q mai putin decit nisipul din primul autondmlon Care
autuoammn trdnbpurta un volum mai mare de maleriale de constructie?

5) Demonstrali c¢i pentry orice p =N, numerele 28 -5+ 4 g 204 .50 L 1
nu sint prime. 1

6) Pentru confeclionarea unei eimigi cu minecd lungi se folosese 2 m de pinzi,
iar peairu o ciimagd cu minecd scurtd doar 1,5 m de pinzi. Un croitor are o bucatd de
pinzi de 53 m din care vrea s4 confectioneze cit mai multe cimisi. Cum trebuie folositd
bucata de pinzi, astlel incit s4 nu rdmind material nefolosit? Dar dacd este permis a.‘;;
rimind un rest de material nefolosit?

7) Cite numere naturale de 4 cifre au cifra miilor egali cu 6 iar cifra zecilor egala
eu 37 Cile dintre acestea sint divizibile cu 2? Dar cu 9? Dar cu 47

8) Gisiti toate numerele naturale de 4 cifre care sint divizibile cu toate numerele

paturale mai mari decit 2 si mai miei deecil 24.
9) Dati exemple de perechi de numere reale a i b pentrn care: a) [e 4+ b | = |a |+

+1b];b) [atbl=la|=]b|ic) |e—b|=]|a|—[b]

10*) a) Numerele naturale z, ¥ si z sint numite pitagoreice daci a2® + y® = 22,
G&Slh inpletele de numere pitagorice ce au una dintre componente numirul 4.

b) Suma a 7 numere naturale consecutive este 126. Care sint numerule?

¢) Suma a x numere naturale eonsecutive este 22z -+ 2; care sint numerele?

11) In magazia unei uzine se afli otel de douii tipuri: unul contine 59 nichel, iar
celilalt, 259, nichel. Din aceste doud tipuri de ofel trebuie si se obtind un aliaj care si
contini cel putin 109, nichel si cel mult 159, nighel. Intre ce valori trebuis i tie cupring
raportul cantititilor de ofel ce intrd in aliaj?

12) Un pieton pleacd din localitatea A la ora 9 gi 15 minute si ajunge in localita-
tea B la ora IU :;i 6 minute. La ce ord trebuie si plece din A un b1 ciclist a cirui vitezd este
dtJ 3 ori mai mare decit viteza pietonulul pentru a dJUll"B in L malntud dcestma?

13) Media aritmeticd a 80 de numere este 47.5. Doud dintre numere sint 104, res-
pectiv 43. Aflali media anl:matl(,é a celorlalte 78 de numere,
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14) O eonducts poate umple rezervoarele unui petrolier fn 15 ore, o alta in 20 de'

ore, iar o a treia in 80 de ore. Aflati in eil timp pol {i umplute rezervoareie petroliernlui
ddu toafe conductele sint dF‘-LJ'I‘wP simultan.

45) Un grup de tineri face o plimbare cu o harcii cu motor, pe un lae, parcurgind
2a km. A doua zi, cu aceeasi baredi, grupul face o plimbare pe un riu, parcurgind e km,
apui se intoarce imediat inapoi. Aflati care plimbare a durat mai mulf timp.

16) Directorul unei intreprinderi afli de existenta a doud inovatii. Una determind
o crestere a productivitdtili muncii cu 109, iar a doua cu 209, Directorul apreciazi cd
prin aplicarea simultand a celor doud inovatii productivitatea muncii va cregle.

Cu cit va creste produclivitalea munecii?

17) Doui cercuri exterioare unul aliuia sint situate in interiornl unui al treilea
cere, mai mare. Fiecare dintre aceste cercuri este tangent celorlalte doud iar cele trei
centre gint pe o aceeasi dreaptd. Aflati aria interioarii cercului mare dar exterioard celor.
doud cercuri mici. Se cunosc razele celor doud cercuri mici.

18) Giisiti o funclie al cirei grafic sit fie segmentul A B, unde 4 (2; —5) si B(5; 2).
19) Demonstrafi e friunghiul ale ciirui laturi satisfac relafia

e —b nfc'_l_b—-(.'.
a b ¢
20) Caleulati: ([/3-+1)*+(/5=1); (V 3+ 3-1)% (V3+1)°+ (/3= 1)

21) Descompuneli in factori polinomul:

X4 Y4 20 4 3(X 4+ Y)(X + Z)(¥ + 2).

= 0 este isoscel.

22) Efectuatis
i (—1)n (— 1)+
), e g N ST
23) Fie functia f:R — R descrisd de f(z) = z®. Aritali ci oricare ar fi numerele
reale a si b, avemi

ne N.

9

£

,f(u} - fh'i) 2 /,(u - ,‘;]-

94) Stim cf 5a® — 13ab + 66> = 0. Aflali raportul %.

95%) Demonstrali cd dintre loate dreptunghivrile cu acelagi perimetru, patratul

are aria cea mai mare.

96) Un poligon are 4850 de diagonale. Cite laluri are poligonul?

27) Rezolvali sistemele:

I S

> T o l/;)-?l/'l;': -6 C}{lxl-}-&‘y:-ﬂ_
Loan Wx— 3 y=—17 QJ‘K|+ i
R

98#) Pe ecranul unui automat de examindare a Gnnd;stinl.elor apar 5 {untrebiri, la
care lonici (rebuie si raspundd prin ,da® saun ,nu®, Slim ca: a) prima gi ultima intrebare
au rigpunsurile contrare; b) a dova si a patra an acelasi rispuns; c) sau prima, sau a
doua intrebare are vispunsul ,da“; d) daca raspunsul la a pafra este , da*, atunci rispunsul
la a cincea intrebare este ,nu; e) la a lreia inlrebare rispunsul este ,,da®. Ce rdspunsuri
trebuie sa dea lonicd pentru a obline nota 107
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3. PROBLEME DEOSEBHT]&ICURHIHTKII

. 1) Privijia

i 38
— 4 == & &9 & 50 = 100
: 2 V6
Ly 3 9
V4 425 4 — 4+ = = 100.
65 s

Puteli scrie numérul 160 folosind, la fel ca mai sus, doar o singurd dat3 fiecare cifva, as
Incit in scriere si apard gi radicali?

fel

2) Fie numerele naturale impare 1, 3, 5 si 7. Caleulati suma lor. Caleulali suma
numerelor 4, 3, 5, 7, 9, 41, apoi suma numerelor 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. Ce observati?
Puteti spune care este suma numerelor 1, 3, 5, 7, 9, 14, 13, 15, 17, 19, 21, 23, {ird
a efectua adundrile?

e e =
3% =243 + 4;
0t =3 - § 3 4 7.

? Completal 19% = ... Care este cel mai mic termen al sumei din mem}
drept? Dar cel mai mare? ‘

}ar cu ereoare de cel muilt 00017
6) Fie egalitalea @ = &. Deci a® = ¢f, de unda

a® — b = ab ~ [,

cei dol membri fn  factori:

(2 —b)la +&) = (e — bb.

u (finind seamd of @ = b) 20 = b Aga

%) Privith

(! - B2 - o) (2P - ( i2,

- (o2 =— az)

Puteti scrie predusul (¢* = b2 - ¥ =+ @2)(2F 4
patru paitrate?

10) Rezolvafl sistemele de ecuatiis

fx*—8x =10, 3 —
in—wi'x——ﬂrs@; = 0.
Rezolvati ecuafia |/ x* — 2x 4 |/ 3° — 3 — 2 = 0O,
11) Aratali cd dacd o -+ g = 2, atunci o® +22 -2l ph P o 2

‘ 12) Ce formi are paftrulaterul ale carsui v
F

telop:
Caed TR A L AR R Y L2 = 0P
13) Descompuneii in factori:
» 2a® — ab £ &g — b® — he - 2L,

14) (Dupd ,Aritmetica® lui Diolant — sec 111.) Aflali-dous numers, stiing cf suma
lon ¢i suma péAtratelorder sint legate intre cle. 83 presupunem cé suma Ior esto.a zecea parte
din suma pdtratelor tor. Fie » numdrul mai mic, iar cel mai mare fie 2u; atunci suma o7
esle 8z, iar suma.pitratelor lor este 5. Deci 3z trebuie si fie a 10-a parte din 52° Cars
sint numerele in acest caz?

15) (Problems weche — inainie de sec. IIl.) La mijlocul fiecirei laturi a
unui orag de Tormd pitratd existd cife o peartd, La 20 hu (unitate de lungime) spre nord
de poarta nordicd se afld un stilp. Dacd de la poarta sudicd ne deplasdm eu 14 bu spre

sud, apoi spre dpus eu 1775 bu, stilpul devine vizibil. Ce lungime- are zidul orasului?

16) (Dupd Bhaskara — malematician indian, sec. KII.) Niste maimute se dig-
treazd; din fof cirdul, e optime la pdirat se cajdrd prin copaci, iar 12 strigd toate-odati
in virful colinei. Cite maimule erau fn cird?

17) (Dupd , Liber Abaci® a lui Lieonardo Fibonacci, see. XII1.) Un fdran a cum-
pérat 30 de pdsiri cu 80 de monede; peniru 5 potirnicli a plilit 3 monede, p

uiru un po-
rumbel 2 monede, iar pentra fiecare pereche de vedbil cite o moneda. Cile pdsdri de ficcare
fel a cumpérat?

18) (Dupda ,Culegerea de probleme™ a lni Chucuet — anul 1484.) Un zidar s-a $n-
teles.cu un béran sd-i ridice ¢asa in 30 de zile; In fiecare zi in care lucreazd si cistige 5 scuzi
(monedd veche franceza) iar in tiecare zi in care pu lucreazd si pldteascd tédranului
6 scuzi, La capdtul celor 30 de zile casa e terminatid; zidarul a munecit si s-a odihnit in
asa lel incit a cigtigat 48 scuzi. Arlali cite zile a muncit si cile s-a odihnit.

4

19) lepurele alb spune ci pisica miinle. Pisica spune i Alice minte. Alice spune ¢
iepurele alb si pisica mint. Cine minte gl cine spune adevirnl? (Dupd Lewis Carroll.)

20) Doud rachete se indreaptd una spre cealaltd 'prima cu 9000 km/h, a deua cu
21000 km/h, Ele deceleazii din doud puncie situale Ia o distanid de 1317 km unul de altul.
Care esfe distanfa dintrarachete, eu un-minut inainte de ciornire? (Dupd Martin Gardper,)




4. OLIMPIADE $I CONCURSURI

Textele problemelor au fost parg.ia_! madificate.
1) 8e considerd ecuatiile x* — 4x4- 3= 0 si % — (a¥+1)x 4+ 8a.= 0, unde g
este un numdir real. Pentru ce valori ale lui e ecualiile au o solutie comuni?
: (Olimpiada 1973)
2) Se dd polinomul P(X) = aX® 4 b.X - ¢, in care coeficien{ii @, & §i ¢ sint numere

reale.
a) Determinati coeficientii astfel incit P(1) = P(2) = 0 si P(—1) = 18,
b) Pentru a = 3, b = —9, ¢ = 6, descompunefi polinomul in factori; determinatj
P(X)

_apoi valorile reale ale lui m pentru care fraclia F(X)= este ireductibili,

Xe=2X4+m
(Olimpiada 1974, jud. Iasi)

' . 8) Ardtali cd polinomul P(X) = X® - 0 X® — aX 4
apoi rezolyati ecuatia P(x) = 0. , .
: ' (Olimpiada 1974, mun. Bucuresti)

4) Aritati c4 polinomul F® 4 aX® L bX 4-¢ se divide cu X° <4 eX +b numai

daci ¢ = 0. _
& (Oh’mpiadar197-{&F mun. Bucuresti)

5) Fie polmomul P(X)=46X"4 46X X741,
a) Aflati citul gi restul impértivii lui P(X) la 2X° 4- X, -
b) Care dintre urmitoarele afirmatii sint adevérate, oricare ar fiz € R : P(z) < 03
Plz) = 0; P(z)> 07 he

¢) Pentru ce valori ale lui » &R valoarea P(z) este cea mai micd posibli? Care

este aceastd valoare? ;
(Olimpiada 1975, mun. Bucuresti)

6) Fie ecuatia e 1 2% _ Care dintre numerele sin 2°; V'5;
=2 “xpd el

i+'l/=§; 4sin 80° sint solulii ale ecuatiei?
: (Olimpiada 4975, mun.-Bucuresti)

AT 3
7) Dacd z si y sint doud numere pozitive, aritali ci zy < % . Ardtati i

g E K 5
daci = - y = k, atunci cea mai mare valoare a produsului zy este = in aceleasi con-

't\'}
ditii, ardtali cii cea mai mici valoarea a Iui 2® + »* este A

{Olimpiada 19735)

8) Ardtali cd daci :r-I-J—-s si oy = p, aiunm 2% 4 y? = §° -—-2 , 24yt =

‘—r(a — ap)s si at+ yl=s' — 4sfp - 2pt.

(Climpiada 1975, Bistrifa-Nasdud)

“  9) Se di fraclia .
: X — 32
niE) e — -\
XU+ (X + 2§
a) Aritafi ci F(¥) = 2 8 b) Penlru ce numere reale », fractia este defi-
X +1 i [
mta in ?

¢c) Pentru ce vaiorx ale luj z, numirul #(z)este intreg? d) Pentru ce valori ale lul

em A = 27 -
g qmem Aol =t (Olimpiada 1975, jud. Bistrifa-Nisiud)
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2a% se divide cu X® — aX - a?

10) Fie polinomul P(X) = ¥?— 27 — 3,

a) Aflafi festul impértivii polinpmului prin X 4 2 i X — 4 fird a efectua fmpira
tirile. ,

b) Simplificati - ) g '

(Olimpiada 1976, jud. Constanta)

11) Daci polinomul X* 4 4aX? 4+ 65 X2 & 4o -+ d este divizibil cu X? 4+ 30.X> 4
+ 30X + ¢, ardlati cd primul este un pilrat, iar al doilea cubul unui binom,

(Olimpiada 1976, mun. Bucuresti)

12) Pentru ce valori ale lui a, b, ¢ polinomul P(X) = 12X — 40X? + 27X — 5
poate [i seris LJct,mmpu., P(X) = (8X — 1)((421 + b + ¢)? Aflali rddéicinile polinomului,

(Concurs treaptd 1976, mun. Bucuresti)
13) Descompuneli in factori (X 4 ¥ 4 2)® — X% — y3 _ 73,
(Concurs treaptd 1976, jud. Constanta)

i4) e P(X) = qXn 4 XM - cXP, Q(X) = AN -} ¢ X + g XP 51 R(X)=cXn-
+aXM - bXP, unde a -+ b 4 e # 0 si abe % 0,

X — 1.
b) Ardtati ci polinomul P(X) + Q(X) — 2R(X) se divide cu X — 4.
¢) Aritali cii polinomul P(X) 4 Q(X) -+ R(X) nu se divide cu X - 1.
(Olimpiada 1977, mun. Bucuresti)
15) Rezolvati ecualiile: a) —9x*-16x— o =03 D) i PR fib—:ﬂ (x7#£4-1,5540).
3 s e ,
(Concurs: treaptd 4977, jud. Dolj)

16) Rezolvafi ecuafia;

£ =
] T = 4

v (Concurs treaptd 1977, jud. Arad)

17) a) Aritafi cii polinomul P(X) = X — X% — 6X® 4 4X 4 8 este divizibil cu
polinoamele Q(X) = ¥ — 2 si R(X) = X + 2

b) Folesind eventual rezultatul,de la a), simplificali fraclia:
X — X — XL 4K -8
F(X) — 1§ : { e A
. Xt — 16
o : (Concurs treaptd 1977, jud. Neamf)

18) Reprezéntaf_i grafic funchia f(z) — 2 definild pe [—2; 4] apoi aflati coordo-
natele punctelor de pe gralic care au abscisa egala cu ordonata. .
~ (Concurs treapld 1977, jud. Vaslui)
19) Simplilicafi fraclia
8X¥:* 92X — 7
WD =X =
(Concurs treaptd 1976, jud. Brdila)

FX) =

20) Fie ecuatia x®> — mx -+ m + 1 = 0. Determinati valoarea lui m astfel incit
ecualia si admild o singurd solufie. d
(Concurs treaptd 1976, jud. Briila)
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a) Ardtati cd polincamele P(X), Q(X) si R(X) dau acelagi rest la impirfirea cu




21) Reprezentali grafic funclia 7: R — B, descrisd de;

{ z — 2 pentru z € (—0; 1).

1 =2z +1 pentru z €[1; +c0).
(Concurs treaptd 1570

, mun, Bucuregti)

091
=)

a 1979, mun. Bucuresti)

1979, jud, Prahova)

o ecuatia are solubia 47
h) Fruuu ce kﬁh‘dlt‘ i UJ x ecualia in @ are selulia 47

g : : (Concurs treapti 1979, jud. Constanie

]

Lo
paie

26} e polinoa

Xt~ 83X + 2 si f;,-'l_x) = Xt

| se divide ¢u

(Olimpiada 1977, jud, Dolj
4L omX? — 7.0° + nY -+ p. Determinali m, n, »
, X — 25 X — 3, apoi rezelvall ecualia P(x) = 0.

(Olimpiada 1979, jud. Tinig)

netrul de 160 m, jar baza ests cu 20 m mai mici
mh lungimile laturiler.

(Conours treapld 1980, jud. Dolj)

nati paramelrnl m astiel incit pelinomul 23° — mX® 4+ A% — 7 53

7

dea restul & prin imparfire la X + 2

(Copeurs lreaptd 1980, jnd. Dolj)

: : ; 1 oA :
30) Numerele reale z, ¥, ¢ 51 b verificd relatiile: z 4+ — =y + ; =a, oy =8
i

Ce-relafie existd intre a gi 07 . % ¥
(Olimpiada 1979, mun. Bucuresti)

Uapitolu] VI

CUNOSTINTE, PREGATITOARE PENTRU FOLOSIREA
TEHNICH DE CALCUL

I. DIN NOU DESPRE INTRODUCEREA DATELOR

Pentru a' folosi calculatorul trebuie si intocmim programe; acegte
programe sint formate din instructiuni. Reamintim instructiunile invatate
in clasa a VIl-a: LET, READ/DATA, IF... THEN..., GOTO, PRINT. STOP.
-Dintre acestea, instructiunea READ servesle in scopul introducerii datelor
in calculator, an' in acelagi scop exista si o altd instruc {iune, ce poate {i
mult mai ulila,

Fie, de exemplu, urmitoarele inslructiuni (ce formeazd, de fapt, o
parte dintr-un program):

20 LET P=N#« N
4 30 PRINT N; P

Ne dam seama ugor cd prima insbrucliune (cea cu eticheta 20) are ca efect
obtmerea patratului P al numdrului N. Dar care esle acest numir N? Daca
am completa cu nstructiunile

10 REAP. N
40 WATA 153

atunc nunuuul N ar f1 luat egal cu 153. Sd renuntam la aceste doudl ingtrue-
fiuni, completind in schimb cu instruciiunca®,

10 INPUT N

Ce se va intimpla acum, dacd vom executa programul obtinut? In
primul rind se va executa aceastd ultimd instructiune (cdci ea are eticheta
cea mal micd); ca rezultat, pe ecran va apare afisat un semn de intrebare

*) Cuvintul inpuz are, in limba englezdi, sensul de intrare® sau sadmiters™; am
putea citi, in loc de INPUT N, introdu numdirul N, Spre deosebive de READ, instruc-
tiunea INFUT intrerupe executia programului, pind la introducerea (de la tastaturd) -a
valorilor cerute.

~
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(?). Aceagta tngeamnd cd magina ,asteapta® sd introducem, de la tastaturg,
un numar. Si tastam cifrele 1, 5, apoi 3; pe ecran apar scrise, sUCCesivV, -
merele [, 15, apoi 153, Apdsind acum tasta CR*, vom indica masinii cd acesta
¢ numiarul N

13

este numarul dorit; in acest moment caleulatorul va sl
este 153 g va trece la executarea urmitoarelor doud instructiuni. Dupg
executarea celei cu eticheta 20 va determina cii P are valoarea 23403, apoi
dupa executarea ultimei instructiuni (cea cu eticheta 30) va afiga pe ecran
valorile 153 si 23409.. :

Si analizam acum programul urmétor:

10 LET C&=0

20 LET Ce=C 21

30 IF C =10 THEN GOTO 80
40 INPUT N

50 LET PesN# N

60 PRINT N; P

70 GOTO 20 ,
80 STOP '

Obgervam cd in program se foloseste, ta un ,contor®, variabila C; aceacta
va lua succesiv valorile 0, 1, 2, ..., 9, 10. Pentru cele noud valori intre 1 |
81 9 (inclusiv), caleulatorul agteaptd (afisind 7 pe ecran) introducerea valorii |
lui N, apoi caleuleazd pitratul, apoi tipireste (afigeazil) valorile Tui N gi P. !
Insistdm: aceasta se intimpld de neud ori!

Instructiunea INPUT permite, ca facilitate suplimentard (la fel ca g '
instructiunea PRINT) afisarea pe ecran, inainte de semnul ?, a unui mesaj
explicaliv (prin care sd ne putem da seama ce numir urmeazd i intro-
ducem). !

Analizind programul

10 PRINT “CALCULAM PATRATUL UNUI NUMAR«
20 INPUT “INTRODUCETI NUMARUL"; N

30 LET Ps= N N

40 PRINT “NUMARUL"; N; “PATRATUL"; P

cofistatam cd, lasind la o parte mesajele ce apar pe ecran, obtiném.acelasi
efect ca ¢l folosind primul program (cel de la inceputul lectiéi).
Si intocmin un program pchtru rezolvarea ecualiei

a¥ 4 b =

*) CR esle o prescurtare de la corriage return; i lradticem,,intqarce carul {masinii
de serig) la capitul rindului®; are sensul de incheiere a rindului curent si fncepere a unui
rind nou. . ; |
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dologmd 1nstructivnea INPUT gi megaje explicatives
1000 PRINT "REZOLVA ECUATIA A X - B == 0"
1010 INPUT “INTRODUCET! COEFICIENTUL LUI X'"; A
1020 INPUT “INTRODUCETI TERMENUL LIBER!": B
1030 IF A =0 THEN GOTO 1070

1040 LET X = —B/A

1050 PRINT “SOLUTIA ESTE"; X

1060 STOP

1070 IF B =0 THEN 1100

1080 PRINT “ECUATIA NU ARE SOLUTI
1090 STOP

1100 PRINT "ORICE NUMAR ESTE SOLUTIE"

1110 STOP
CEXERCITIT
1) Sesizati preselile din urmatearsle instroclinnis
VRO RILE TR i by 20 PRINT X =2
¢) 30 IF A 4+ B THEN GOTO 10 c) 40 LET 1= A
2) Ceovalort va avea variabtla € in urma executarii urmatoarelop programsf
a) N0 LET &= 5§ b) 10 LET A =5
20 LETRRIS="0 2L T =5
30°LET A=@8 30 LET B = A
40 LET © = Bw'B 4O0NLET 'S =B =B
50 PRINT C 50 PRINT C

#) Completafi programul urmator
10 INPUT A
20 INPUT B
SONLET B =iC
60 FRINT A; B

in asa fel focib 84 se afigeze pe ecran numerele introduse, dar in ardine inversd,
4) Fiecare dintre programelo urmifonfh

a) 10 INPUT N 'b) 10 INPUT N

20 BT A== N0 20 LET M= N

30 LET C= A - 10 % N 30 IF M= 0 THEN GOTQ 50

40 PRINT C 40 EET M = —M

50 PRINT M

arg cite un scop precis. Determinafi, dupdl citeva incerciri, care sint acestea.

FAGILITATI DE AFISARE A REZULTATELOR

Sa privim din cind in cind, in timp ce luerdm, eeranul monitorului.
Constatam ca semnele ce se afiseaza pe ecran sint aliniate atit pe orizonlala,

cit g1 pe verlicala. Esle ca si cum ecranul ar I ,,impértit® in cdgute dreptun-

ghiulare, iar in fiecare dintre aceste casute se poate afiga cite un-gemn (literd;
Bau uf:.l sau alt semn),
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De fapt asa gl este. Ta caleulatorul (HC-85) ecranul este organizat fn -

704 gagute, aranjate in 22 de linit de cite 32 de casute fiecare (sau in G2 de

coloane de cite 22 de cazute hecare — vezi figura VI.1),
(Numaratoarea linitlor, ca 1 a coloanelor, incepe cu 0, anume din
coltul din stinga susg,)
Daci dorim, pulem face sd apara afisat pe ecran, exact in pozitia doritd,
rezultatul unui caleul. In acest scop putem folosi instruciiunea PRINT AT*),
De exemplu, instructiunile
10 LET X =7
20 PRINT AT 4, 10; X
vor avea ca efect afigsarea in casuta aflata pe linia 4 s1 colpana 10 a numé-
rulul 7. care este valoarea wvariabiler X. lar iil:‘—‘.l‘ULﬂtiLll]Géll A

SOSRRINTS AT 5 T3 157

are ca efect afisarea, incepind cu cidsuta aflatd pe linia 5 i coloana 13,
numarunlui 157 — vezi leura VI 1.

st 10 13 Ao e
o S F TR
g
i i o
S s 1157
|
L
21

Fig? V1.1

Acest mod de folosire a ecranului este cunoscut sub numele de modul
text. Dacd privim mai indeaproape semnele alisate pe ecran, vom constata
cii ele sint formate din ,puncte mici negre. Astlel, cifra 7 §i litera N

aratd ci in figura VI-2, : iy
Existd si un mod grafie de folosire

@ ‘/;: B J mZ /i 1 a ecranului, in care putem ,innegri® orice
TTICE 7 ,punct® de pe ecran. In acest mod de
’/3? 877 lueru ecranul este organizat ca o retea

// | .' de 176 de linii orizontlale, pe fiecare

Fig. V1.2 aflindu-se 256 de ,puncte®.

% Chvintele englezesti print at ar putea fi interpretate astfel: tipdreste (afigeazd)

la locul®,
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Instrnotinmesn 2)

, 30 PLOT 168, 89

are ca efect Inneg
gura VI-3,

)
s
k-
L5
0
0 68 255

Fig. V1.3
Instructiunea**)
31 DRAW 10,20

are ca efec 3 : A e byt =
ct desenarea pe ecran a unui nsegment® cé pleacd din punctul (168

1

) in care ne aflim si ajunge in punctul (168 <> 10, 89 - 20), adicd in

(178, 109).
Instructiunea

40 CIRCLE 168,89,30

are ca efect desenarea pe ecran a unui ,cerc® cu centrul in (168, 89) st avind
raza de 30 de ,puncte“,

Secventa de instructiuni

10 PLOT 121,43

20 DRAW 102,15
BO DRAW — 40,28 :
40 DRAW — 62, — 43

are ca efect desenarea ,triunghiului® ce are virfurile in'punctele de coordo-
nate (121, 43), (223, 58) si (183, 86).

*) In limba englezli, verbul to plot inseamni ,a reprezenta grafic®,

**) In limba englezd, verbul to draw inseamni gi ,a trasa o linie”, lar circle
inseamnd cera,
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EXERCITII

1) Ca va apdre pe ecranul monitorului, la intersecfia liniei 8 cu coleanz 12, ia
urma executirii urmatoarelor instrucgiuni? ;
a) 10 LET X = 8 bh) 10 LET A= 21
20 PRINT AT &, 12; X 20 PRINT AT 8, 111 A

¢) 10 LET X = 81
20 LET Yeu Xu X
80 PRINT AT 8, 11; T

2) Tntocmiti un program pentru afisarea valorilor variabilelor A, B respectiv G,
Incepind cu colpana & 5-a, pe liniile a 3-a, a 8-a respectiv a 42-a,
#) Completali programul 10 PLOT 105, 118
20 DRAW 22, — 31
B0 DRAW — 47, 16
40 .., -

fn aga fel incit sa aiha ca ofect desenarsa pa ecran a unui triunghi, .

4) intocmifi un program pentrn desenarca pe ecran a unui draptunghi ce are trai
dintre virfuri in punctele (100, 100), (180, 100) si (180, 160). Ce coordonate are al patru-
lea vipl? :

8} Programul urmator 10 PLOT X, Y
20 DRAW 25, 0 ‘
30 DRAW 0,--28
40 DRAW —25,0
50 DRAW 0,28

are ca efect deseparea unui dreptunghi.
a) Ce dimensiuni are dreptunghiul?
b) Ce wvalori pol lua variabilels X s1 Y7

i .l 7 2T T @rp - 1
3. SALVAREA (PASTRAREA) PROGRAMELGOR

Atunci cind lucrdm cu caleulatorul trebuic si tinem seami cd ,me-
moria“ sa retine datele si programele doar atit timp cit este alimental cu
curent electric. De regula aledluirea unui program esle o activitate de durati
§i nu este deloc economic sa introducem instructiunile, toate odatd, de la
tastatura,

De exemplu, sd intoemim un program pentru rezolvarea unui sistem
de doud ecuatii cu doud necunoscute:

[ ax + by =-e
ch i dy =f.
In acest program, va trebui mai Intii i introducem coéficientii si termeni

liberi, ceea ce vom face folosind mstructiuni INPUT. Apoi vom caleula,
dacd este posibil, solutia sistermului 1 0 vom afiga, (Stim ¢ sistemul are

solutie unica dacd si numal dacd ad — be =0,)

1000 PRINT “PENTRU PRIMA ECUATIE" - |
1010 INPUT “INTRODUCETI COEFICIENTUL LUI X" A |
1020 INPUT “INTRODUCETI COEFICIENTUL LUl Y*; B
1030 INPUT “INTRODUCETI TERMENUL LIBER"; E
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1040 PRINT "PENTRU A DOUA ECUATIE"
1050 INPUT “INTRODUCET! COEFICIENTUL LUI X*: ¢
1060 INPUT “INTRODUCET! COEFICIENTUL LUI Y*: D
1070 INPUT “INTRODUCET! TERMENUL LIBER": F

1100 LET H =A%*D—Bx% C

1110 IF H< >0 THEN GOTO 1140

1120 PRINT “CAZ DE EXCEPTIE"

1130 STOP

14400 LET limEw DB R

1950 LET |l A% Pt Ea

1160 LET X = I/H

170 LET Y = J/H

1180 PRINT “SOLUTIA ESTE*: X: Y

Introducerea acestni progeam, dela tastalurd, in caleulator dureazd
destul de mult timp (chiar presupunind ci, apiasind pe taste, nu am gresit
deloe), Dacii acum am scoate din prizii caleulatorul, sau doar l-am slinge,
toati munca depusi s-ar pierde]l La redeschiderea calculalorului ar trebui
g reluim (oale apisirile pe taste!

Este destul de limpede cd trebuie g3 actiondm in alt mod, Si ne amin-
tim cd, pe lingd memoria internd, caleulatorul (HC-85) dispune si de o me-
morie exicrnd, in cazul nostru de o bandi magneticd (casetd) aflatd in cage-
tofon. Sa folosim aceastd bandi, pentru a ne salva de la distrugere progra-
mul, Aceasta se face folosind comanda SAVE*) comandid ce trebuie ingotiti
de numele programului (in cazul nostru, ga-l1 numim REZSIS — de la ,,rezolva
sistome’), Deei,

SAVE YREZS|SH

ne asigurii copierea pe banda magneticd a programului nostru.

Pe viitor vom putea refolosi, ori de cile ori dorim, acest prograin,
incdrcindu-1 de pe casetd, ceea ce putem face folosind comanda LOAD*#),
Deci, 2

LOAD “REZSIS"
dupd care programul va putea fi executat (cu comanda RUN), sati doar afisat
pe ecran (cu comanda LIST).

Dat fiind cd am invitat si citeva instructiuni ,grafice® (anume PLOT,
DRAW, CIRCLE), am dori si ne completim programul nostru cu o parte
graficd, prin care si trasdém pe ecran dreptele corespunzitoare celor deud
ecuatil, in acest mod solutia sistemului apirind ca punct de intersectie al

celor doud drepte. Instructiunile corespunzitoare sint destul de complicate,

avind in vedere cd ecranul este destul de ,limitat"® (pot fi reprezentate doar

#) In limba englez, verbul to save inseamni siasalva“ (aici, ,de la distrugére®,
de la stergerea programului prin deconeclarea calculatorului de la sursi).
##) fn limba englezdi, verbul to load tnseamnd “a incdrea’,
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I oo oL pels ) G

Jpuncte avind coordonatele Intregi, cu abgcisa tntre 0 & 255, iar erdonata
Intre 0 s1 175), De aceea vom prezenta o formé (mult). simplificata:
1200 LET S = E/B (presupunem ci B # C)
1210 PLOT 0,S
1220 LET T = — A& 255/B
1230 DRAW 255, T s
1240 LET S =F/D
1250 PLOT O, S
1260 LET T = — C% 255/B
1270 DRAW 255, T
Agadar, pentru completarea programului REZSIS cu instructiunile de
mai sus vom proceda in felul urmétor: vom da handa magneticd inapoi
dupa care vom introduce comenzile
LOAD “REZSIS"
LIST

vom introduce de la tastaturi instructiunile cu etichetele 1200—1270 dupi
care vom da comanda

)

RUN
sou voin salva noua variantd a programului (folosind un alt nume daci dorim
64 nu distrugem vechea variantd) cu comanda SAVE,

EXERCITH

1) Programul urmitoer: 10 INPUT «CITE NUMERE?"; N
208 ERSE R0
30 LET S= 0
40 LET €© = C -1 1
50 INPUT X
60 LET S= S 4 X
70 IF C < N THEN GOTO 40
90 PRINT “SUMA ESTE"; S
are ca scop caleulul sumei a N numere, ce trebuie introduse ﬂ:{resn folosind instruc-
{iunea INPUT (cu elicheta 50),
a) Indicati comenzile ce Lrebuie dale calculatorului pentru a salva acest program,
‘apoi a-1 reinciirca si a-1 executa,
b) _\Iodlhca},l 1 asa incil s calculeze media aritmeticd a celor N numere introduse,
2 Tonel gi-a salvat pe casetd programul UNU, avind urmditorul continut:
10 INPUT A
20 LET B= AR2
30 LET A= A +1
A doua zi a tastat urmitoarels:
LOAD "UNU*"
LIST
40 LET P= A% B
50 PRINT “P=*"; P
. SAVE "pDQ|"
o RUN
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a) Ce va f1 afisat mal fntfi pe ecranul monitorului?

b) Care va fi rezultatul afisat, dacd lonel va inlroduce numdirul 47

¢) Dar dacd lonel va J‘mT‘ru'mr'ﬂ numarn] 107 Numéarnl 207

8) lopel si-a salval pe caseld gi programul TREl, avind urmitorul con;mnt'

10 INPUT A

20 LET C= 0

B0 LET 8§=0

40 LET C= C 41

50 LET §= 5+ C

60 IF C < A THEN GOTO 40
70 PRINT "S="; §

a) Executati acest program de trei ori, introducind pe ri‘ndwca date de intrars,

numerels 4, 10, 20, Ce rezultate se obtin?

b) (Executati programul TRE| da incd trei ori, cu dalele de intrare pe care la
doriti, apoi executafi programul DO| cu aceleasi date de inlrare.) Comparati rezultatele
obfinuta cu cela corespunzitoars ale programului DOl ce ohservati?

4) Salvali pe caseta programul urmitor:

10 PLOT 100, 90 50 LET A= 0

20 LET A= 0 100 LET B = T

30 LET §5= 2 DR LET &= oy

40 LET T= 2 TZOMEET =25

50 LET B= 0 130 IF B < 0-THEN GOTO 150
60 IF A < > 0 THEN GOTO 90 A0 BT !

FOLET AT 150 DRAW A, B

80 GOTO 150 . 160 GOTO 50

a) Ca ce intimpld in urma execubiei programului?
b) Modificati-1 in asa fel incit si se termine dupa 410 (20, 30) etaps.
c¢) Salvafi forma pe care o considerati definilivi,

4. SUBPROGRAMIE

Pind acum am intocmit si folosit doar programe simple, formate din
putine instructiuni. De regulid, cei ce folosese intens calenlatorul creeazi
programe mult mai mari (formate din sute, chiar mii de instruetiuni). Ei
isi organizeazi munca in asa fel ineit in cadrul unui program sid nu existe
seevente (mari) de instructiuni care si se repete, folosind in acest scop sub-
programe.

Un astfel de subprogram este apelat si executat ori de cite ori este
nevoie de el; in felul acesta se economigeste munca de programare, Subpro-
gramele au rolul de a evita scrierea aceleingi secvente de instructinni de
mai multe ori.

Sé consideridm, de exemplu, urmétoarea problemi: se cere si se rezolve
gistemul de ecuatii

ay 4 by

=g
¥ 4 dy = v,
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unde (n, v) este golutia sistemului de ecualii
fLoX + by =@

(B ”l\ s f’i'

iar a, b, e, d, e, f sint numere dale, _

Piogramul nostru va trebui deci cay dupa citivea numerelor A B, ... F
sd obtind solulia (X, Y) a celui de-al doilea sigtem, apoi s congideram
pe X, Y ca termeni liberi ai ecuatiilor ce formeaza primul sistem si si
rezolviim acest prim sistemn, .

In leetia anlerioari am prezetat un program pentru. rezolvarea unui
sistem de doudsecualii cu doud necunoscute (programul REZSIS), Vom
putea folosi parte din el ca subprogram, in felul urmitor: s

10 PRINT “INTRODWCETI COEFICIENTI"
20 INPUT A, B, E
30 [NPUT 'C, D, F
40 GOSUB 1100
UM BT E e
GUNIEET k=
70 GOSUB 1100
BO'PRINT MSQLUMIAESTE: X
90 STOP
1100 LET He= A% D —Bx C

1170 LET Y = J/H
1180 RETURN

Si observim aparitia a doud noi instrucliuni: GOSUB si RETURN ")
Prima dintre cle este analoagi cu instructiunea GOTO; ea are forma:

etichetd GOSUB eticheta

si are ca efect saltul Ja eticheta indicali in dreapta.

De exemplu, instructiunea 40 GOSUB 1100 are ca efect saltul la instrue-
tiunea 1100 LET.... Dupia execulareca mstructiunilor 1100—1170, urmeazi
0 instructiune ‘1180 RETURN, care are ca elect saltul inapoi la inslructiunea
50 LET... . In continuare intilnim o nouni mstructiune 70 GOSUB 1100, care
provoacd reluarea execularii instructiunilor 1100—1170. Intilnind 1aras
nstructiunea 1180 RETURN, va avea loc un alt sall inapoi, de data aceasta
la instructiunea 80 PRINT....

Felul in care se procedeazd poate fi schematizal in figura VI.4. Se
observda limpede ca instructiunile cu etichetele 11001180 se execuli de

*) Verbul to return inseamnd, in limba englezd, .a se inapoia®, sau .a reveni la

locul de plecare”; gosub esle compus din doud cuvinle: go (odu-le) i prescurlarea sub
de la subprogratn,
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10 PRINE.,

Sebuab

40GOSLBHIY

!
r‘_'___' HI0JLET o5 «

EaLET... T IT RN ]
706051100 NIOLET...
HBORETURN

Fnha
f

BOPRINT v

dvype

Fig. VL&,

doud ori. Instructiunile RETURN urmeazi intotdeauna, in executie, unop

instruetiuni GOSUB §i realizeazd un salt la instructiunile ce urineazi direct
acelor GOSUB.

EXERCITII

1) Programul urmdtor: 10 INFUT A, B
200 LET S0 A
30 IF A<= B THEN GOTO 50
40 LET X= B
50 PRINT X

)

are ca scop determinarea celui mai mic dintre numerele A i B. Modificati-] in asa
fel inelt: . SA
a) si aibd ca rezultat determinarea celui mai mare dintre numerele A si B ine
troduse;
h) si apard mesaje explicative suficiente. ]
2) Intocmifi un program pentru aflarea restului fmparfirii unui polinom P(.X)
a (X — a)(X — b), cunoscind valorile a, b, ¢ = Pa) si d = P(b).
3) Intocmi{i un program pentru aflarea numerelor u si ¢ din relaia

aX + b i 7 B v
(X—¢)(£=d) X=e¢ A~4d

eunoscind valotile a, b, ¢ $i 4.
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INSTRUCTIUNI DE CICLARE

S fntoemim un program pentru ealculul si :;n.i‘i.";area pitratelor nume-
relor N1, N2, N+ 3, N4+ 4 st N6
10 INPUT “INTRODUCETI NUMARUL N N
20 LET X =N +1
30 BET Y =X X
40 PRINT X; Y
50 LET X=N4-2
60 LET Yﬁa\* A
Y0 PRINT X; ¥

140 LET X = N4 5
S 0S[EET e J-f * A
160 PRINT X:
170 PRINT "TI_H*]!I\'/\ I
Observam cd mare parle dintre instructiuni se repetd, chiar de 5 ori.
Limbajul BASIC, ca de altfel toate limbajele de programare a calculatoa-
relor, permite (‘\’1':{1'(1 repetitiilor, O posibilitate este folosirea instructiu-
nilor de ciclare FOR-TO/NEXT*), Acestea au forma:
etichetd FOR variabili — valoare initialdi TO valoare finala
etichetd NEXT variabili.
Sd rescriem programul de mai sus, folosind aceste imt-rmit}h.mi nois
10 INPUT “INTRODUCETI NUMARUL N": N
20FFORTE="1T TO 5
30 LET X=N+C !
A0 LET Y =3¢ X
50 PRINT X; Y
60 NEXT C
70 PRINT “TERMINAT"

Programul este acum mult mai seurt; a apdrut in schimb o variabild
noufi, C, care joacd rolul de ,contor. Aceasti variabild ia pe rind, valorile
intregi 4, 2, 3, 4, 5, numirind de*cile ori se reia executia grupului de instruc-
tiuni 30-—50 ()bu.m'\.:m ca grupul de instructiuni care se [(“p(‘hl (se rei a)
este incadrat intre instructiunile 20 FOR... si 60 NEXT..

Lia fiecare reluare deci, valoarea variabilei C creg.te cu 1. Atunci eind
valoarea lui C este 6, deci depaseste valoarea finald 5, executia programului
va continua cu prima instructiune de dupid NEXT, adici cu 70 PRINT....

S8 analizim cum se execuld programul: '

IO EGRS @SSRk

A0 LIS 8 = AT =
30 NEXT C

*#) Inlimba englezd, for inseamni ,,pentru, to inseamni »DPind la®, iar nezt tnseamni
surmatorul®,
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Ba prima vedere s-ar -pirea cff ingtructiunea 20, ce ge afli Intre FOR g NEXT,
ge executd de doud ori (pentru valorile 1 gi 2 ale contorului C). Nu este insd
asal Intrucit cresterea cu 1 a valorii contorului C, asigurati de cilre imstrue-

tiunea FOR, este compensatit de sciiderca cu 1 a valorii lui C provocati de
instructiunea 20, constatim ecid variabila C nu va lua niciodatd o valoare
mai mare decit valoarea finald 2; execulia programului va continua la ne-
piirgit | -
S-a intimplad asa decarece am modilicat valoarea contorului, intre
instrucfiunile FOR si NEXT. Pe viitor evitati sd faceti aceasta! Ca o reguld,
valoarea contorului nu trebuie modificatd necontrolat intre instructfiunile

FOR si NEXT.
S rescriem, folosind noile instructivni invitate, programul pentru

calculul mediei aritmetice a 10 numere:

10 LET S =0

20 FOR Ce=1 TO 10

30 INPUT “NUMARUL"; X_
40 LET S=S X

50 NEXT C

60 LET M = 5/10

70 PRINT “MEDIA ESTE"; M

EXERCITII

1) Intocmi{i un program pentru calculul sumei gi mediei aritmetice a 5 numere,
cu afigarea mesajelop corespunziiloare,

2) fntocmifi wa program pentrn calculul pitratelor numerelor naturale cuprinse
fntre 11 si 99, folosind instrucfiunea FOR, cu afisarea corespunzitoare a rezultatelor.

8) Intocmifi un program pentru caleulul sumei cuburilor numerelor naturale cu=
pringe fntre 4 si 30, folosind instructiunea FOR.

6. ALTE FACILITATI ALE LIMBAJULUI BASIG

@um am putea sd extragem ridicina patratd dintr-un numir X, folo-
gind calculatorul? Daci ne multumim gd obtinem rezultatul cu 8—9 ciire
exacte (ceea ce de obicei este suficient), atunci acest lucru este foarte simplus
limbajul BASIC dispune in acest scop de o funciie, notatd SQR*). Un pro-
gram simplu ar putea fi urmitoruls

- 10 INPUT “NUMARUL X"; X
20 LET Y =SQR(X)
BO PRINT “RAD. PATRATA ESTE"; Y

*) SQR este o prescurtare de la squarse root, ceea cg in limba englezd inseamnd

oJradicind pitratd®.
Cuvintul ,functie® este folosit aici intr-un sens-diferit de cel utilizat in partea I

a manualnjui.
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Avem la dispozitie si alte functii, dintre care amintim: ‘a) functia
sinug SIN 5 b) functia cosinus COS 3 ¢) functia tangentd TAN (in acesle [unelii
argumentul, adica marimea unghiului, trebuie exprimat in radiani, nu in
gradel): d) functia parte intreagi INT 3 o) functia modul ABS.

Limbajul BASIC este creal relaliv recent (in anul 1960), dupi mai
mulli ani de experienti de programare in limbaje mai vechi (FORTRAN.
LCOBOL" ele.). Datoriti experientei acumulate,

sorie de facilitati, care sl usureze munca programalorului, P

s-0 deciy s ge permiti o

rezentam nuomai
0 parte dintre acestea: : ‘

1) Pe aceeasi linie de program {ia]l!llli[‘]«j}l.ﬁ de o eticheta) se permite
serierea mai multor mstructiuni, separate prin semnul: (doug puncte). De

exemplu, iatd trei instruectiuni serise cu o singura elichela

10 FOR € =1"TO"7 {LET X =X 4C i NEXT C

2) Se permite operarea si ¢cu envinte, nu numai cu numere, De exemnlu
: ]

“BAS" L "|C" — «BAS|CH )

Regulile de lueru cu operatiile cu cuvinte nu sint complicate, dar l']f“p{-l._*gesr_‘.
cadrul manualului. '

3) Se permite salvarea datelor si rezultatelor, nu numai a programelor,
in figiere speciale, pe banda magneticd.

4) Exista si alte funetii, inslru@ilmi 81 comenzi, pe care nu le pulem
prezenta in acest manual, Cititi si alte cirli, din care sa invatati lehnica de
programare structurata: totodala insusiti-va arilmetica binard (in haza 2),

S& prezentam, in incheiere, citeva programe utile,

a) Program pentru rezolvarea ecuatiei de gradul al doilea
ax® + bx 4 ¢ = 0.

10 PRINT “INTRODUCET| COEFICIENTII A, B, C*

20 INPUT A; B; C: IF A<>0 THEN GOTO 40

30 PRINT “ATI INTRODUS A =0. REPETATI"; GOTO 10
40 LETD=B%B—4% A% C: IF D> =0 THEN GOTO €0
50 PRINT "NU ARE SOLUTII REALE“ :STOP

60 LET Y =—B/2+ A):IF D< > 0 THEN GOTO 80

70 PRINT “O SOLUTIE, X ="; Y : STOP

80 LET D =SQR(D): LET Z = D/(2« A)

O LET X =Y Z  LET X2 =Y . 7

100 PRINT “DOUA SOLUTI, X1 ="; X1; “X2 =" X2 : STOP

-

Schema logici este urmatoarea:

{ST,{RT )

huara sol t7

rabint

z=yd/2a
Ky=y=2
Xy s Y+ Z
— T

Fig. VI.5.

b) Program pentru determinarea celui mai mare divizor comun d a
doud numere naturale @ si b, prin algoritmul lui Euelid.

10 INPUT “INTRODUCETI NUMERELE A, B": A, B

20 LET X =A:LETY =B:IF B> 0 THEN GOTO 40

30 PRINT “ATI INTRODUS B = 0. REPETATI" : GOTO 10

40 LET € — INT (XIY)VLET R =X —Ck Y IF R =0 THEN GOTO &0
SOLET X =Y :LETY =R :GOTO 40

60 PRINT "CMMDC AL -LUI"; A;™ SI': By ESTE": Y

¢) Program pentru aflarea raddcinii patrate din numdrnl pozitiv a,
cu 5 cifre zecimale exacte dupa viroulsd.

10 INPUT “INTRODUCETI NUMARUL A": At IF A = 0 THEN GOTO 10

20 LET X ==0:IF A =0 THEN GOTO 70
30 LET X =1




40 LET Y =0. 5% (X 4~ A/X) : LET D = ABS(X —)

ST I = =00, e -5 THEN GOTO 70

60 LET X =Y : GOTO 40

70 PRINT “RAD. PATRATA DIN": A:" ESTE": X
Facind urmatloarea modilicare:

GOREET e —= @\ s ioa A[X/X) : LET D = ABS Cé—=Y)

si modilicind evident mesajul din instructiunea 70 PRINT.. ., se obtine un

-program pentru aflarea réddcinii cubice din numirul «, in aceleasi conditij

(Comparati rezultatele obtinute folosind aceste programe cu tabelul de la
sfirsitul manualului.) - :

Observati cd in instructiunea 50 IF.., apare 0.1 E—5 care este de
fapt numarul 0.000001 scris in forma standard (E fiind o prescurtare de la
sexponent®), :

d) Program pentru calculul valorii P(z) a unei funclii polinomiale

Blz) =ana™ = an gt lal ok 1T -+ ag.

10 INPUT INPUT “GRADUL POLINOMULUI": N :
20 INPUT “VALOAREA X1": X :
30 INPUT “INTRODUCET! COEF. LUI X 1 N“; B

40 LET K =N

50 LET K=K —1:IFK <0 THEN GOTO 90

60 PRINT "INTRODUCETI COEF. PUTERII X 1% K
70 INPUT A

80 LET B=B#* X A'GOTO 50

90 PRINT “P("; X )ﬁ

INDICATII ST RASPUNSURI

Pag.3. 8) Adevirate: a); b); e); e); g); h); i); i); 1); n); ol
4) Adevarate: a); b); ¢); d); e); I); g); h); ).

5) Se stie ci: AUB={z|oed sau e B}; ANB={z|laccsd §l ws B}y

A— B—={z|2z=Adsix& BL,inN; Z; Q; R; R —Q reprezinti respectiv mulfimile de nu-
mere: naturale; intregi; rationale; reale; irationale.

6) Adeviirate: a)i;iisb) Nc Zc Qc R sideci RNQ C B,
11) Se reprezintd pe axd {—38; 0; 3}

12) Prin patru puaste.

Pag. 4. 1) h); i); j); k) se scoate factorul comun,
2) Adevdirater a); d):e): h)s 1) §)s ).

B)a) a= 27; b) a = 2000; ¢)1989; d) e =101; e) a = 8; {) a=0; g) a =0j

T e T
) A = 17} "Bi= @
6) Adevarale: a): e¢).
7)a)a =124 b} a :'.‘;}71; c)a = —25; d)a=1989;e)a=2,

B)Ad = {=7};, B= 0.

1
10) Se stie cd a® =1 gi a™@ =— .
an

11)'aja= —6) bla=—1; cla= 3; d)a= 2; e)a=12; fla=

12) A - {—} S
12

L) alin —=v—d S hlp =8 eliaie="1¢dl g =2 Nag = L/’} 4+ 15 f) a= (=
gla= —10; ) a= £ni i} a= L1

15) A =44 5}; B= 0.
16) )b eR-Q; cla=a+|/2y; b=a— |/ 2y, unde (a2, y) =2,

d)a=1/3 si a=1|/5 imposibil, deci a = 0,
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o : : 4o dacll a = 0
Fag. 6. 1) Be stie cfi| a | = { fra G
—a dacd a = 0,

8) Spre exemplu’ |« | = 4 Inseamni @ = 4 si g = —4,

5) Adevirate: b); ©); d): e); 1),

6lajes0; b)a<s0; ¢)a el dz=s 0y ¢)axs0; flax o,

DA =1} B= {0} C= {~1, 1h D= {—8; —2; —1;0;1;2; 8}

3
" ! :
i) aj ~%; b} — = ¢) 5;d)

G205 &) Dacd 2 # 0, |2 [; daci w= 0, 8§
i

flel g a<0,

Pag. 11, 4) 4 = [—1,4]; B=(3,7]3 C=[—=8;0); D= (=3 3); C=[0; o),
F = (Z; ol

G= (=] 0]; A=(-0] =3); I (~00; =2]; J=[~3; oo); K = (=o0p;4];

L=[5; oo); M= (05 365 N = (= VT +3: 0= [_j-i. E];

P =[~1,(6); —1,(5)].
“ ) Adevarate: i]; iii).
6) a) Iy = [0, 0); b) Ty == (—o0; ~A4]; ¢) Jy == (03 09]; 1, == (05 175 I = [0; 1]
4ya)l, 51,

Pig. 18, 1) &) §~2; 93; b) [~5; 3]; o) [=2; O]; e) [~3; 8); &) §=8, 5; 5y
g) [—2,(16); 1,41].

4) Interval: a); b); el

5)a) [1; co); b) (~1; o0); ¢) R.

7o) {45 2 8 &) A) (=2 ~1; 0); o)[=1/F; 1VT); 8) (o; 21).
3

12} Intervale: a); o)

Reuniuni de intervale; restul,

18) a) (—oc0; — 3] U [3; +00); b) (~o05 ~1] U[3; 00)i ©) (=00; ~5) U (+5; w0y
d) (—o0; —5) U (3; +o0).

Pag. 19. 2); 4); 5)26); 7): Se rezolvi direct, prin inlocuirea in ecualia respectivi a
nectnoscutel oo valoarea numericd respectivi, san rezolvind eeualia propusd si apoi cons
fruntind  solutia ecuafiel cu numdrul respectiy,

8) Se rezolvi ecuatia si apoi se cerceteazd dacd .S apartine multimii date,

9) Analog.

18) a) § ==

{13 1) § = (40},

14)0 singurd solutie sau mal mulfe (solutie unied saun identitdfi). a), b) identitdyl;
8) o singuril solufie; ¢) §i d) nu aw solutii (ccualii itnposibile).

15) Nici o solutie san o selutie (Imposibild sau solufie uniecd) a), ¢) solufie unicay
b) imposibila; restul, nedeterminiri.

16) Tn a), b), e), d) a8 tace o = 2 si apoi se rezolva ecuatiile in ngeupngscuta a
17) Analog.
18) m = n = 0.

R0) dpa)m e RY b)) meR; ) meR— {=1;0}); d) meR* e¢)mel:
flmel - {=2 2} a)m e R; h) m e R*¥; i) ecuatie imposibild; 2) a) m e R*;
b) me R o) e R—{—=1:0}; d)meR* e)meR; melk - {~-2; 2}
glmeR — {—1;1}; h)m e R*; i) ecnalie imposibil;

3) si 4) se dedue din precedentele,

‘.)L)) al o w =

—aia# mz 0, osingurd solutie; @ = m = 0 identitate; a =~ 0 si
m = 0 imposibild. ! k

1 2 1 2aim
b) z(a 4- m) = 2am; a = —m o singurd solutier § = {....._._,.4 7 g =0
‘ - m

ecuatie nedeterminatd S = R;

1

W= 1L

c)m  a, Srr: {

} i o= a, ecuatie nedetormipatyi S = R;

d)a s m, § = {a+m}; m = a, ecuatie nedelerminali, § = R.
Pag. 27. B)a) ez &[—3;00);h) 2 e [3;00); ¢)o e (—w; 1], d) a & (—6; —2;
1

e)xe[-—oo; —.—q:l; [) e & (—w; 1]; g).ra[-?—; -{Lco.]; h) 2 e[=2; +o0).

7)a) Sz — 22 > 2 — 1; a'e(‘

B)a) Bz +1)— 22 = 20; 32 =15; a<=[5; +ow).

9)bh) —b(a — 1) = = 152 1l = — 4; 2 E[—-ﬁ ; +OD]‘.

z—1 o e el
2 ' 3

10)&)'.::;;0; b) —2=0; ¢)at120; d) —2—130;e)
11) a) o < 0.

B)A 20—~122; 2223; o=

be foo

si :L'ENH[: : +00]; ae&N — {0, 1}, deci

A={seN|a=2}

1)

: o +1z= -2 il .
14) a) Se rezolvd sistemul J ; ., , apoi intervalul obtinut se interseg-

toazd cu &.




! Y — 8 >=—Jd8
15) Se rezolvi fo W sistemul: Eeul 1w
2y — o< —
o)

18) Pentrn A, |2 +1 <7< —7< 74+1< 7,

l
: g o 1
17) 2 = ————: 7 = 0; atunei 20 — 1 < 0: a < —.
2a — 1 2
! ; x—2<3
19) a) Se rezolvii sistemnul { : ; .
a 2 —2 4
= fl__
g — g >— 2 — 2 x> —2
&3, i qF @ - .
20) ) § &+ 22> 6 — 15 a z>—3; a2e(—2; + o).
g =i ey = 4 o ek

22 —3
=ax—2
. 3
22) Se rezolvit in Z sistemul W
. 20 —3

o
J

28) Se va tine cont de inegalitatea triunghiului,

5 : S A ; . il
_ Pag. 20. 1) Prin fnlocuire directid se rozolvi respectivele inecuatii si apoi se veri-
ficit dcad elementele multimilor date apartin respectivelor intervale,

2) b) Se formeazi sistemele 1) { Gt e 2) {“T il

<
3—a>0 <0

9=
Se rezolvi sistemele 1) si 2) si apoi se reunesc intervalele obtinute.

D a) bef2e = 1) > 0; b) (20~ 1)(2e+1) < 0; o) (2 — 2)P< 0; d) (& — 8)>0;
e) (5z — 1) < 0.

Ya)2—3>0;8) 2 +5<10; ¢) 22— 1 < 0; d) fractia nu poaie deveni egald
cu zero; -+ 2 > 0.

Pﬂg- 32, 1) C) T = 0‘5; Y = 0.2: 2) [f) T ——i_‘ Y= ’_[_:49) Sglu"tiaueste (._): "“3}"

27 19 ?
J(E =
Pl

|=

W e S e R
3 o (L 2 o(s 3 o5 - s @ s 09 0 (o0; 301
1 60 29 609 1147 '
Pag. 34, 1) o) [7; :J; e) a="22 g =17 o) o) (2.25: 3.2):8) (9: —5)
7 £ 0 : ' )

c) [% -1]. 3) a) (3; 6); b)(—%; ~f]

o

Pag. 36, 1) a) z=5, y=11, 2=17; b) (18; 123 10); ¢ (5:

108 196 9259
2) a)[—_; =; =|: b (9; 9; ).
i

Pag. 9. 1) 20,5 m, 24,5 m, 27,5 m, #) 17,6 cm, 25 cm, 22,5 cm. §) BBl 5 BP
b+ e ;

i 1 a —
au lunpgimes ———

4) 953 kg, 14 kg, §5) 81, 16, 3; 6) &5, 15 respectiy 5 litri

3 E 1

pe minut; fn 23 min. 20 sec. 100 min:, respectiv 300 miin,

Pag. 49, 1) a = —5. &) Gralicele sint drepte paralele. 6) Graficele sint semi-
. = o ‘ 1 :
drepte, 8) a) fle) = —d4x + 243 b) alz) = 22+ 25 ¢) Nu. 8) ¢} T= 20 H=——= q,

80,5
a fiind adincimea in metri, iar 7' temperatura in °C.

Pag. 61. 6) gla) = 2z* — 4z 6) fla)=&'—La+ 0. &) Bu
Pag. 64. d) b) && ehml.

Pag. 65, §) X' — X*— 21X + &,

i '
Pag, 66, 1) a) —4X*; b) — = XPoe o) G XS

)

i ; Dl s
Pag. 68, 1)a) X*— 28 +—; b) =358+ — X'~ 2X,
3 2

2) @) Gitul X +-2,0 restul =4; &) citul SX+ 9, restul 47; e) Restul 0.
3) a) Gitul X — 4, restul 2; b) Citul X* — X+ 1, restul 0 4 ) Citul la prima impartire

este imr_lflf'!itr'_li‘il] la cea de-a dona. §) a) i S R e 11) aX+2Y,
¢) Citnl 2X + 2¥, restul 4¥X 4 2¥%.09) a) —6VX + 18 Y% ob) —6XY 4 257

o

Pag. 60. 1) o) Nu; b) da; ¢) da; d) nu; e) da; f) da. 3) m = &4

Pag. 61. 1) ¢) (X — 1)(X+1)(X°+1)(X%—2X+1)(X*+2X+1)5 ) (Xw-l)-(;ai-i-
& X 41)- (X°+ X°+1). 2) Reductibile sint X* — 4, X2 — 2= (X = V/2)(X + 1/ 2)
B — 4+ 4 X+ 8= (X4 9)(X2— 2X +4), X0+ 2 = (XT+ PINX =~ P2X+ P 4) s
iy = (X — |/2Xx 1) (X + |/2X +1). 4) Valorile Pla) 5i Qa) sint egale pentra

orice a; de fapt avemn acelagi polinom, geris in dond moduri diferite.

Pag. 62. 1) a) rest —9; &) rest 3; e) rest —0; ) rest —14, d) 0,869,

2 Al 2
) m=——,n=— , restul — — .
3 3 3

Pag. 63. 3) a) —8, —1 s 3;b) =8, =251 2; ¢) —=1,1 i 8

Pag. 64. 2) ¢) (83X — 1)(3X+4); d) (BX + 16X +4). 3) &) 9X+ 30X%+ 25;

. b)OXt — GNXL 100, &) a) (X3+05)% B) (3X°— 2% §) a) (7XP = 4)(7A°4 4

b) (X —1)(5X+5); e X(5X— &)(5X+4). 6)b) XX -V BX+V/3);
o X/ DX — a1/ 9K 4 1) '

R (1 1k
< papl 5 1) o) (9X—3)BEA6X L) B) 2X(EH12); o 1{7 X——i].[-; Xt

2

S 1)- 2) ¢) (X — 1)(X+ 13X — X+1). 3) a) (X — Y24V 2X+V A

OIS S 2V C SR 45 SR




il
Pag, 94, 2) &) gi[) nu an solubii; k) Dacla == 9, atunci are solutia 0; dacd a 9 9, !‘ |

i v 18 65, 2) a) " f) (3X —1) (X ~ 2 ] nu are solulii; ¢) nu ave solutii; m) Dacd m == b, atunci ave solulin 0: dacd m £ 0, ecuatia | |
: 3} a) (X — 1)(X - 2) 18 Bl 6); e) (Xt (X | [ li‘l
‘ wfri,gz'i—.'., g (AN - 2T +-2): ) (X =4l X+ X = 2) (X" 42X 4 4), : avé doua solutii; 5) k) 0 si if.._,__‘. . 6) a) Solulii —26 si 24; ¢) nu are solufii; 4) o ”;:

Pag. 67. 1) a) (X — PI(X24 1), B) (4+ BlA24 BY); e) (A4 A1XL B); I singured eolufie; —2; g) solufii - i,-"‘_i; g - L_u l) dacil m == n, o singurg solntis | "

d) (X4 5)(¥ 8): ) (XY — a®) (X4 ¥4-q): f) (Ada)(X2+ ‘;n“‘J 2) u) (X~ Y ) (XA | ¢ lndicatie: analizali IJ“.;}}_.;[—it_mJill—i a = 0:a 5 0. 9) Oblinem ecualia I"ET& =1 aprexi- “

+ V)X 8Y%); b)) (X~ F)X+ ¥)(X* - XF :— YOUXE 4+ XY 4 T2 o) (3K —2Ff AL mati soluliile ei, ‘ ‘

' ) B(X = Y)(3X = Y); e) X*9Y — 4X)(9Y +4X); f) (3X — 4¥ uor 12&'}’-{--15}“). AR |

d) a) (XYL (22— Y —Xy2r x2 gr;Xl R S SO Wi g) e ¥ : Pag. 99, 2) a) 251125 b) —2 si —12. &) Tenatlile an aceleasi solulii: ce puteti ‘
—ZMWEX L YL Z)s ) (X — g-Lb){X ~aq— bl fl) (a® = b Jxe xg}; e) [X=F): Yo i deduce? fi) '\“.‘”' 7)== 92 sau m = 92, 9) Folositi tahelul de la sfirsitul matvalulal, | |
-+ &Y — ¥?); g) Completafi pind la un patrat perfect: {-\3 -+ 312 — (2XY)E, I ) nt = —9:7a doua solulie este 235, ‘ ‘
. 4 o s i

I) w69 2) ) A4 X56) X 41:e) 2.0+ J' d) X~ 2:¢) Jj' = 20 T g ‘Pag. 103. 6) ¢) nu are solufii, &) a) 9 -~ l// A I/ e ] V32 si {

gl Xt 00 h) N 2L ) U‘) s }}l b)i (= FR S B B e ke b divide | — 4+ [/22; d) o singura solutie: 2. |
nici cu ‘Y — 1, niel eu X4-1;8) X%+ Y41 nu se divide nici cu X — 1, nici gu X 42 Jl : 1 | |
. e e ) b sitli re £ iile 1 ”‘.‘ B} ;" & VA g = —— e e . I

Pag. 71. 2) a) X* — 64X 4 3 san X% g4 6,b) X2+ 3X+ 5: ¢) Bint priie g Pag, 106, 3) Folositi relaliile Tui Viele, dupd caz. b) F m 9: 'm

intre ele; g) &% - X2 + X 41 k) X — 1. : ! 1

I o)iay==1, m=23. 4) 311 si 26. 5) 192 “-1 70, 7) Pealru m=2 bl e 4, 8 f/?;; 290 Il |
| Pag, 72, 2) (X — g)(X - 6}{X — o) = ¥ — (qopL c) X4 (ab L+ qp - be) X abe. | g) Da, pentru m == —1, |
) X{X — &) b f\\.l = R e e FXELE): o) X(FE I

) a) Xi 5)%; b) { J ( ) 2)(27.0% 1 8): e) X(X?-1), 13 ; Yol 9 — 1 ‘I [

¥

’ v ve L e :‘ : X+ Wi
8 B AR B R o 1‘ Pag, 108, 2) a) —-i———l-- i b) —T—--A; e) Tﬁ_r‘ 3) Discriminantul este
Il s i —SE 2 A 2X 49 !
Pag. 7. 1) ¢) P/ 2) este aproximativ 5.1. 2) a4 = ~ 54, d) a) ~4L¥2a X negativ doar penlen m % 0. Pentra m == U Lrinomul este reductibill ‘1
b) — X% 1. : | :
B 9 ‘ Pag, 112, 7) o) Solulii 2 .si —: ¢) nu are solulii; e) nu are solutii. 2) &) Nu
Pag, 76. 3) y=—; y="0. : ) a, g ) ¢ tii. 2) b) 3
9. i : o o ; ) e 8
Pag. 76, 2) a) !—‘" ",“3 ) se simplificit!). 4) a) ¥ — 3 ‘ b) mu are solutii
¢ 3 g 3

/ } A . a2 \ SR

e Pag. 116, 1) 40 m.” 2) 79 si’ 80 em2 gy 2r=3)
3 T - - i 3 7]
T T )g b Yy P : 3 y . G r - o
d) a= 423 5) 4 msidm;dmsi 32m. ) 12 si 8 ohmi, ¥) 80 em si 100 cm

- 1
Pag. 78. 2) a) 1; 0) =y c) —2; d) =5; e) 0. b i

/ | 1 . 4 = i )
are solulii; ) o singurd solufie; 2: k) 1; 1) 6. 3) a) Patru solufii: + VAT b 1/-1-1;
) : Hg . ! N
|
diagonale; 20 laturi,
|
|

T i — 1435
y ‘ Pag. 117, 7) Ewident, 2,024; 2) wl==; 32— e 3) o 1435 ’
22 225 v 416 il
e S 9 4) a) m = —3; b)) m-= 3, ¢) m= 4. 5) Aproximaliv 0,34866 -10° g1 0,142 -107%;
Pag. 80, 2) a) 5;b6) ie)

¥ PR T 921/ 3 40 :

DTG DG — - adicd aproximaliv 12,8 em. %) a= 8, b = = a=20 il
) “+
Pl LDy : 1 9X+2 §) Intre 2,2016 i 2,56054, 9) [/ 34 em, adicd aproximaliv 5,8 em. 7¢) Neealiv: nozitiv
Pag. 8. 2) o) ST f) =S ) @) e ) LD gy Ao S baiEbalpE ol Bk S IR amoximaly, 1.8, e 00 ekl positly: |
A A A= = A A ;- IR 12) 9 51 aproximaliv. 3.3, 18) i 2|/ 2. I4) Indicalie. Aplicati feorema lui |
] = " an . J P e e e
c) ~. ‘ . Pitagora celor dond triunghivvi dreplunghice neasemenen din figh & lopn-= l 22/ 1 —(ln/f2)2,
S 75) Volumul este de aproximaliy 014 <10 km®. 16) R = 3 kQ; cirenitul poate fi
Pag. 8% 2) a) : 1 i) : 1 ] G)_f’ X X 'l‘_nlcju'-lfii j)ijil[ ]'i""/‘.i:v\li)l"lll ;!’.‘. J,” (.5 Iﬁ(!!.ol&") -‘_\Iliu.r.]ﬂﬂ'l, 'npni sc.f“tflom cele ‘(.IOL.I‘Z{ ecuatii.
XL X L ) e Solulia este (3: 2). 19) m = —7. 20) Solulii: orice numir real dilerit de —1.
| : 21) a= 5. 23) 35 N. 25) 24 26) m— 4, n=6. 27) Q(X)=(X—2)(2X~3)(2X+3).
72 ) VWV 2 N7 72 . > it o Pl 7, B ’
Pag. 87.3) 8) 212X, ) Ly o) s TP c) 2 A 7)) Citul este AT g In=2f gl A=y o 4 gnS g gnet V80 g = 9,

2y X—1 . . (X+T)X'=v")

s ATl R U o (o (G O .

T @) X =rdig) e 8) Transfermafi mai intHi in fractii rationale, apei
A X 2 =

$)a=17, b=17, ¢=4% 32) Trebuie ca 2 (—!."J =0 a=4, b= 19 a=05
3]

38) A= V(X — )XV 1); S=X(X~1)(2—Y?). 34) (X ~2¥)%.85) (X + Y= 2)(X+2),

simplificati-le pe cit posibill i) X — 1) SN BN+ 4) 37) @ = ~3 san a = ~2; nu, deoatece in
acest caz ar trebui sa fie Q. 38) a) s = =15, b) ¢ = 13; ¢) penttu nici o valoaps

Pag, 91, 3) Toate. §) 1) Nisi o valpare.
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1 F41 L] : 1 o —
sy B T3 Bl o S B L ) e) 30 .?%ﬂ;
J -+ o ad = X
2X ! Xy X1 6 T €
) Q—i—& o =¥—f}_-%—-' . 41) «) Este de preferat sa notdm X* — 1 = Y & *’,'
X+ 6 X4 ; SHE—
§) La fel, notdim X°+4 X =Y; —‘_‘fi-—i é2) a) ’j‘ by 24 ;
4 AP+ X1 (X* — 4)% Xt — 16
4 X YRt X —1 ., 12X 415 .
) —— 3 d) 1y &) ——— . &) a) —/——i b)) —— s o) XXV,
e S bk o ey T
X* — 3XY Y+ X 5 g —- 2% —8x" A |
) a) =—————; b 1; L. dh) d) —— =T s b)) —; &) &
J XY+ 3¥% b T X ST T Ly M

d6) Corect ¢). ¢7) a) —0,2 & 06; &) —& 5l —; ¢) = . si i; d) i si
2 2 &
a9

S e > 3 :
e) ——OI—_J- ==1‘——+TV;=- d8) a=1 gau a=2. d9) a) ia—qi-%%ﬁﬂ Bal

' 5 1 A 7 ;
fox) — M6 48 = 0s B) B ox— L0 g xttlx = =0; d) 8310,
12 6 1 121

50) a) x*— 2ax+a*—b*=0. 5I) a) ax® — bxte==0; b) ax*4-2bx be = 0;.

¢) ax®+ (b — La)x+ (c — 9b+ 4a) = 0;d) ex*+ bx+a = 0. §2) m= —12 sau m=12;
y

m=0.83) a) m=12; b) m= —1; ¢) m=15. §4) Notdim y= i’+x, de undes
: 14+ x

= ; : :

g — ~= ¥ .ocuatiade gradul al II-lea y° — my — 1 =0 are discriminantul pezitiv,
iy :

oricare ar fi m real. 65) m = 22; solufia 5. 86) Nu. §7) ¢) si a). 68) Nu, Prima

.

inegalitate se deduce din faptul ci discriminantul este negativ. 59) a) Solutii —3 si 3;
e) solutii 5 §i —2. 60) a) Solutii —m si 4m; b) solutii —m —1 si-—=m --1;

d) o singuri solutie: {2 61) a) Solutii —2, —1, 1, §i 2; d) © golutie: 9;

e) o solutie: 3; f) & §i 5. 62) Discriminantul se poate scrie —:]; (m—-n}“.—_i— (n— p)? 4

+ il (p — m)?, deci nu poate fi negativ. 63) Daci z este solufia comund, atunci
z este solutie a ecuatiei (ax*+ 3x-+ a?+ 1) — (ax®+ 2x-+a’- 2) =0, adici == 1.
Dai 1 nu poate [i solufie a primei ecuafii, orice valoare ar ayea parametrul a. Presupune-

rea ci ecuatiile au solufie comuny este deci falsi. 64) Dac# p este numérul participanti-

lor, numsrul partidelor jucate este p(pz—- 2 : 10 participan{i. 65) Lungimea celei de a

n-a infisuriri este aproximativ (3 + 2n - 0,4)r. fncap aproximativ 2700 fnfisurdri; filmul
. Deter-

are lungimea de aproximativ 1398 m. i) Tdiati bucata mai intii paratel cu o bazi
minati la ce distant{d de bazil

Pflag. 122, 1) a) 0; b) 1. 2) 100. 3) Numerele sint pozitive. Compardm pittratele
lor cu 2% 4) Al doilea este incireat cu peste 3.5 m? pictris. 5) Indicatie: ardtafi ci nume-
rele se divid cu 3. 6) 3% cu minecd scurtd gi 1 cu minecd lungi; la fel, san 35 en mineca
scurtd. 7) 100 numere; 50 numere; 12 numere; 20 numere. §) Nu existd astfel de numere
‘naturale; ele ar trebui si fie divizibile cu 16957 -41-13-17~ 19.9) a) a=b=1;
5 e e ) = =1 J0) a) Bt yt=16 e posibil dear daci =0, ¥ = 4
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20) 8; 56; 3104, 21) (X+ Y +Z)%. 22

iy Ry VI SR s S

Rimine 2+ 16 = y*, care se mai scrie 16 = (y — z)(y + z). Observati ci apar doar
posibilitaile: y — a2 =1, y—ax=2 i y— & =4;°b) 15,16,.., 21; ¢) Dacd a+1

A

esie primul numar, obtinem ci x(2e 4z — 48) = 4, de unde x =1, z = £ sau ¢ =

oS

Cazul = 1 este banal, Cazul & = 2 nu convine. Numerele sint 21, 22, 23 gl 24,

11} Intre =aipl it 12) Cel tirziu la ora 9 si 49 minute. J3) Aproximativ 47. 14) in
0]

6 ore §i 40 minute, Z§) Plimbarea pe riu. 16) Nu, ci doar cu 329, I7) 2mryr.
; 7 29 : ] — s Lol
18) f.:[2; 51— R, fla)=—o— — 19) Relatia se scrie el S =0,
- 3 3 ~abe

(=1)nt(ay—2) Loty
gg)l_—L 2 — = o4) Impartiti et :
X — (F—ap il

25) Notdm cu zlungimea unei laturi; atunci aria va 11 z (£ — ,c) = —g® L x; aria
) ; : o 2 E

=

este maximi atunci cind = = % . 26) Numirul de diagonale al unui poligon cu n laturi
& ® ' 2 i

— 3 ) 4 °
este—n—[n—2—’1~; 100 de laturi. 27) a) (2; 5);.b) (16; 25); e) solufii (—2; —1) si

(25 —1). 28) da, nu, da, nu, nu.

Pag. 124, 1) 1454874 9+ /64 ¢) Ridicali ambii membri la puterea '

a freia. §) Da; nu. 6) Nu este corect si simplificim cu ¢ — 4! 7) Extrigind radicalii,
nu este corect si neglijim modulul! §) 22** si 9% 9) Desticind parantezele, este suma
de 16 pitrate! Cele 4 pdtrate sint (ez — by — ez — db)?, (ay +ba+ ct+.dz ), (az — bi+
J- cx+dy)® si (at+ bz — cy+da)®. 1) Primul nu are solutie; al doile a si ecualia au
solutia 2. 17) Deduceti cd daci = +y = 2, atunci ay < 1. 12) Esle un pdtrat.
13) @+ cf—b24(a+c)P —blate=(atctblleate—b—(ete)latec—b)=
=(2a+b+ 2c)(a — b+c). I5) 250 bu. 16) Doud solutii: 16 sau 48. 17) 10 porumbe;

si 20 vrabii si alte solutiil 79) Doar pisica nu minte. 2¢) 500 km.

Pag, 126. 7) Prima ecuafie are ca solutii 1 sau 3. Pentru e = —1, 0, 2 sau 3,
2) a) a=3,c=—9,¢c=06;b) pentru m #0sims1. 3) Citul este X+ 2a. Ecualia

are o singurd solutie, —2a. ¢) Citul este X, restul c. 5) a) Citul este 2X°-+ X, restul
este 1; b) a treid; ¢) pentru z = 0 sau ¢ = — %—; valoarea minimi este 1. 6) Doar

primele treil 7) Formati o ecuatie de gradul al II-lea avind ca solutii pe = §i pe y. Dis-
criminantul ei este = 0. 9) @) Simplificim cu 2X° 4X+8; b) pentru z # —1;

¢) pentru &= —7, —4, —3, —2, 0,1, 2 si 5; d) pentru nici o valoare a lui a.

1¢) @) Resturile sint 0; &) ‘YE_YQ“"'* 11) Anulati restul impirtirii. Rezultd
: : X b

p—b=0=d—1, pitratul fiind (X°4+2X-+1)% 12) @ =4, b= —12, ¢ =5; ridi-

cinile sint —}-, L si i 13) 8(X+4 ¥)(X4+Z)(¥Y+Z). I4) a) Restul este a+b+c;

Rty
[ 2

-

b) (P+Q = 2R)(1) = P(1) +Q[1) — 2R(1) = 0; ¢) P(—1)+Q(—1) +,R(=1) = (a +
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!
‘i
‘ ¥ : e, P ‘ i 13 P ’ TARELEL RADACINILOR PATRATE §1 CUBICE |
b e)[(= )M (=) L (=42 £ 0. I5) a) Holubii —s) — oF 0, ® e : = L A R |
4 f..fr )M (—1)8 (= 1)P] £ 3) a) Eolutii - ] i b) dacd a s ALE NUMERELOR NATURALE MAY MICT DEOIT 100 ‘
; Bl
: : S by J—— : : e - A el i
solutic, anume —1 — -ri—. 16) Soluth O &l 10, Ir) b)) ——=tcil  18) Dodf punctels i 0 5, - 5 g |
b ' : ATE =L ) B ‘y‘; Vn Vn 7 # Vn ‘ ‘.
i L
3 - : Ky : e - i el ‘
(0 D (g ) ) g\ Il— 20) mernned cd diseriminantul ecuatier esfe 0, abfinem ||
. e 0 5 1414 32,7084 i
m* — Gm 4.4 =0, de unde m 2. 2¢) solubies (@ass 6). 2d)s Nu . are . soluti 1 1,0000 ( 1,0000 Al T ) : il ‘
24) a) Penfro a =1 sana — —9Lb) pinlri & = —3. 26) a) flz) = 22, glo) = —2a+8; g 1,4142 1,2699 51 7,2111 ; 5,732 | :
h_{‘ |:un|:[|:] -{:1‘. &), 26) POIX)) = (V243X 4 2)2 — 3(X2 4 X F 2) 4 2¢  citul esle 8 1.7321 14492 53 7’2&’1' : 3,7663 [
P3N 27) m= —3, n=27) p = =18; ridiicinile polinomului sint 1, 2, 3 51 =§. ! : 8485 s eRAA ‘
+ 1) : 587 7,84 3,799¢ :
28) 60 m, 60 m g 40 m. 29) m — 303 a® = M i 4 2,0000 L o8 i3 % 1
& b b 2,286} 1,7100 55 7,4162 o

Pag, 131, 1) Grreseli sint: a) aparibia viegolei (reamintim ca in serierea frac{iilor 6 2,44956 1,8171L at 7,4885 i
zecimitle se folosesta puielul, nu vitgnla): bi = 2 (putem tipdri valoarea unei vaciabile, 7 2,6468 ; 1,9180 H7 7,5438 13,8485 1 | |
dar nu mlnlia X = 2); ¢) A o (dipd TF Lrehuie si urmeze o condilie, ce poale 1 adevi- s A ‘

‘ s - 2 898 2,000 f 6168 3,8709 \
rild san falsa); ) dopa LET lvebuie s nemeze pumele unei varviahile, nn o constanté 8 2,8284 ! 2,0000 58 7,6168 Ss I |
sall albeova, 9 3,0000 2 0801 50 T,6811 3,8830 J ‘

2] a) 365 h) 2a, i o a 046 |

24 2.156 [ , 7460 yuLdy

4 30 LET € — A[40 LET A —w 10 3,1623 2,1644 30 7 5 ‘ |

A) a) Programul delerming sioaliseazia allyna cilra (eifes unitatilor) a numarului BE e T e -\--—j |
introdus N5 b) programul delermind si .‘ai‘i:“j‘m.] modolul, niodenlui N 1 3,3166 9,994) 61 7,8102 3,936h [

Page 136 1) o) cilen S0 b)ocilea 1 (nunaenl 20 este afisat pe linia 8, celoansle j 12 ‘3,4641 2,2894 62 7,8740 3,587% ‘
11 81 12) ) ¢ilfa 6 din numaeal 961, Ny T 2 G130

F 4 ; Ca ek 23513 63 7,3373 3,971 |

2) 110 PRINT AT 3, 5; A|120 PRINT AT 3, &: 8] 130 PRINT AT 3. 12; C 13 3,6066 B = s

3) 40 DRAW 25, — 15 14 3,7417 2,4101 G4 il S i

4) PLOT 100, 100 | DRAW 80, 0| DRAW 0, 60| DRAW — 80, 0| DRAW 0, — 60 e 3 8730 24662 65 2 0623 4,02017 |!
Al patrulea virf arve coordonatele (100, 160). R ¥ St 1 i !

5) Dreptimghiul are lungimea do 26 i indliimea do 28, Totrueit din puncial (X, Y) 16 4,0000 2,5198 b 8,1240 4,04172 ‘
ne deplasam in punctul (X - 25, Y), apoi in (X + 25, ¥ — 28), iar acosle puncle sint 17 4,1231 25718 67 8,16H4 . 4,0616 S|
pe ecran, va trebui ca 0 < X, X+ 25 < 25551 0 £ Y, ¥ — 28 < 175, Asadar X, Y sint = G i 2462 40817 [ |
numere intregh si 0 < X < 230, 28 <Y < 173, 18 4,2426 2,6207 = G il ! |

19 4,3589 2,6684 69 8,3066 4,104 I 1]

Pag, 136. 1) a) Evident, SAYE "PROGRAM", dal banda magnelici inapoi 21 {1

s i 1 . ! 8,3666 4,1213 {1
LOAD "PROGRAIM" 5i RUN. b) Addugiim 80 LET M = S/N | 100 PRINT “MEDIA ESTE"; M. 20 4,4721 Brilds {0 ) ]
Alenlie! Programul ar trebui completal cu o inslructiune care sd nu permiti introdi- s s . f
cerea wnui numdr N negaliv sai zero! Aceasta ar pulea i 15 1F N<=0 THEN GOTO 10, i : i |

2) a) Un semn de intrebare, infracit se ,asleapta® introducerca valorii lui A; 21 4,6826 2,7589 71 8,4261 4,1408 il
e e S 22 4,6904 2,8020 & 8,4653 41602

3) a) Rezultatele sinl 5= 10, 8 = 53, S = 210, b) Programele DOI si TREI . 708

J ' ) 5 ? 5 g 7 1,11'95
au acelasi efect.” Incercali si explicali de ce. . 23 4,7958 2,849 ] gpea Il 14

3 1 = ¢ L 1983 |

k) a) Apare desenal un model, insd programul nu se opreste! ) Se lerming dupd. 24 4,8990 2,8845 “ 8,6023 S35 ]

20 de etape daeci-1 complelim cu instrucliunile: % 5,0000 2,8240 6 8,6603 4,2172
15 LE et LET | = | 11160 | £
5 LET | = 0]155 + 1] F l< 20 THEN GOTO 50165 STOP it 5,0990 2,9625 8 8,778 4,9358 i

Pag. 139. 1) a) 30 IF A> = ...; h) 10 INPUT "INTROD, NUMERELE"; A, B o7 5,1962 3,0000 v 8,7750 4,2543 |

~.) sl 3) Folosili REZSIS ca subprogram, ; 2 ;i 5,0723 79 8,9882 4,2908 l

Pag, 141. 2) Folositi FOR C=11 TO 99; 3) LET S=0|FOR C=1 TOQ 30| LET 30 B.4772 3,1072 80 8,9443 4,3089 r

$ =54 CxCaxC|NEXT Ct_PRINTS ‘ ! ) \|
* - | |
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Vs

¥ n

b

n n i/ ?;
31 6,6678 3,1414 81 9,0000 ¢,3267
32 5,6569 3,1748 82 0,0554 4,3445
a 5,746 3,2075 83 9,1104 4,3621
84 5,8310 3,2306 84 9,1652 43785
35 5,9161 8,071 85 9,2195 ¢,3968
36 6,0000 8,3019 86 9,2736 4,4140
37 6,0828 8,3822 §7 09,3274 4,4310
38 61644 3,3620 &9 9,3808 4,4480
59 6,2450 8,3012 89 9,4340 4,4647
40 6,3246 3,4200 a0 n,4868 4,814
41 6,4031 3,4482 91 9,6894 4,4979
2 6,4807 3,4760 92 9,69117 4,5144
43 6,5574 3,6034 93 9,6437 4,6307
44 6,032 3,6303 04 9,6954 4,6468
45 6,7082. 3,5669 95 9,7468 4,6620
46 6,7523 3,5830 96 9,7980 4,6789
47 6,8557 3,6088 97 9,8489 4,5047
48 6,9282 3,6342 98 9,995 ¢,6104
49 7,0000 8,6593 99 9,9499 4,6261
B0 . 70001 8,6840 100 10,0000 4,6416
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