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§1. ECUATIT $I INECUATII DE -GRADUL INTII

Prof. 1.V. MAFTEI

_;“‘gg_

1.1. Forma generali a ecuatiei de gradul intfi este

¢ ax+b=0, a#0 g (1)
J a, b fiind numere reale.
| Observajte. in practici vom considera si ecuatii a ciror rezolvare se reduce la rezol-
- varea unor ecuafii de gradul intii.
' : e 5% b
-_1' Ecuatia (1) are raddcina ——.
a
Interpretarea geometricd (fig.1.1). Graficul functiei f: R - R, f(z) =
n" . :
| = ax -+ b, este o dreapt# care intersecteazi axa Oz in punctul de abscisa — L
A, : 4 a
‘ ( A fiind rdddcina ecuatiei az 4+ b= 0]. In figura 1.1 am construit
i ¢ : -
gl graficul pentru cazul : ¢ >0 si b >0.
| Ezemplu. S se rezolve ecuatia in z,
m—z=1— mz. (2)
Aceastd ecuatie devine
! (m?2— 1)z =1 —m.
; Daci m? — 1 5% 0, adici m = 1 §i-m %= —1, atunci yi
. ecuatia (2) este de gradul intii, avind ridicina [/
5 Vi
| L =M adich. = : |
| me — 1 ; m + 1 |
[
Daci m = 1, ecuatia (2) devine !
= |
i Orxz=0 ST AR ‘F =
care este adevdrati pentru orice numir real z. l
Daci m = —1, se obtine
e 0z =2,
Redactor: Prof. VIORICA FATU care nu esfe verificatd pentru nici o valoare a i g
Tehnoredactor: ANA TIMPAU lui -z Fig. I.1

Coperta: N. SIRBU : ' ‘ :




1.2, Inecuaglile de forma

ez +b >0, ax+b20, ax+b<0 sau ax+b <0,
unde ¢ si b sint numere reale date, iar a # 0, se numesc inecuajii de gradul
intir.

Observagie. In practici vom considera orice inecuatie care se reduce, folosmd pro-
prietdtile inegalitdfilor, la o inecuatie de gradul fntii.

1. S& considerim inecuafia de gradul intii

arx +b >0, - a #0. (3)
1° Daci a >0, atunci 2 >—2 adica » E[——f-, —|-co).
a a

2° Dacd a < 0, atunei x<_£. adicd z & (-——oo. -—E-J-
a a

Grafic, cele doud situafii sint reprezen-
tate in figura 1.2, respectiv in figura 1.3, por-
tiunile hagurate marcind mulfimea solutiilor.

2. Pentru inecuatia ax + b > 0, avem:

Fig. 1.2 X . b i
1° Dacd @ >0, atunci = > — —, adicd
- f a
b
T E [——ﬁ, —I—oo) :
a
\ § b )
2° Dacd a <0, atunci 2 < ——, adicd
\ a
5 : b
Fig, 1.3~ & | —oco, —-—].
: a

Observdm c¢d punctul — face parte din multimea solutiilor.
a

Ezemple. 1) S# se rezolve inecuatia

z+ 4 >—2x+ 3.

Obtinem succesiv: & + 22 > —4& + 3, sau 3z > —1, de unde z > m-i?’-. Deci
@ e i 4 co
3’ :
2) Sa se rezolve inecuatia

46 — ) > 3z — 13).

Obtinem succesiv: 24 — 4z > 32 — 89, sau — 4z — 32z > — 89 — 24, de unde
— 7z > —63, adicd x <€ 9. Deci z & (—o0, 9] .

4

-

1.3. Ecuatil care congin necunoscuta in modul

Valoarea -absolutd a unui numir @, notatd prin |a |, se defineste astfel:

a, dacd a > 0,

la| = 0, dacd @ = 0,
—a, dacd a< 0.
. De exemplu:|9 | = 9, il =l3, | — 30| = 30, | ﬁ[/Tll = /2 ete.

Valoarea absolutd a numirului ¢ se mai numeste madulul numérului 4.
Rezultd ci | z | = max (—=, z) si‘deci: 2 < | 2|, —2 < | 2 |, (max (—z, z)
filnd cel mai mare dintre numerele —z $1 zr:).

.53 mentiondm proprietdtile fundamentale ale modulului.

Dacé @ k§1 b sint numere, atunci:

L |al>
25 kai=0 dacé gl numai dacd a = 0;
3. |ab|=|a|-|0b];

bla+b|<|a|+|b]
Primele trei proprietdti sint evidente, dupé definitia modulului.
S4 o demonstrim pe ultima. Intr-adevir, dacd ¢ = 0 sau b = 0, atunci

este clar cd |a+b|=|a| 4 |b|. Deci sd presupunem a # 0 gi b # 0.
Sa considerdm cele patru cazuri posibile:

i) Dacia >0sgib >0, atunci ¢ 4+ b >0. DemJa—l—bl_|a\—|—|h|

ii) Dacd a <0 si b <0, atunci a + b < 0. In acest caz |a | = —aq,
1b]=—b, la+b|——(a+b) sideci |a+b|=la|+]|b]

iii) Dacd a>0gi b <0, atunci |a | = a i | b | = —b. In aceasta situatie

avem, sau @ +b = 0, sau a +b < 0. Dacd ¢ + b > 0, atunci
le +b|=a+b<a=|a|l<|a|+|b];
jar dacd a + b < 0, atunci
le il S st mb=se bl sl bl s lalatlb |
iv) Analog, se demonstreaza cazul ¢ < 0 s b > 0.
In practica este foarte utild urmétoarea proprietate:
5. |a | < ¢ dacd si numai dacdi —c¢ < a < ¢
(In aceste relatii se poate, inlocui semnul < cu semnul <.)
De asemenea, avem :

lal—1lbl<la—bl

Proprietdtile 5 si 6 se demonstreaza ugor pe baza celor precedente.

Demonstrarea lor o lisam ca exercitiu.




FExemple. 1) Sa se rezolve ecuatia
|o—3| =4 : (4)
Dupd definitia modulului avem
— 3, dacd x —
Thedeay: @ N a(_‘r 3>0,
| —(x —38),daci x — 3 < 0,
adicil .
x— 3, dacd z> 3,
|z — 3| =
— x -+ 3, dacd x < 3.
Asadar, ecuatia (4) devine:

a) Daci z > 3 avem « — 3 — 4, de unde x = 7. Cum 7 > 3, rezultit ci 7 este o
rididcind a ecuatiei.

b) Daci & < 3 avem —x - 8 — 4, de unde 2 = —1. Cum —1 < 3, rezultd ci —1

este o ridicind a ecuatiei. Deci rdddcinile ecuatiei (&) sint: »; = 7, 2, = —1._
2) Sa se rezolve ecuatia
[6 — x| =2z + 3. (5)

. et aeh 6
 Avent | 62 e 6 m,dacnis z =0,

— 6 4+ z, dacd 6 — z < 0.
Asadar, ecuatia (5) devine: :

i a) Dacd 6 — o> 0, adicd @ < 6, avem 6 — = — 2z + 3, de unde z = 1. Cum
1 < 6, rezultd cd 1 este rddicind a ecuatiei.

b) Dacid 6 — = < 0 adicd = = 6, avem —6 + x = 2z | 3, de unde x = —9. Cum
—9 nu verificd inecuatia x > 6, rezultd ci —9 nu este rdddcind a ecuatiei (5). Deci ecua-
tia (5) are rddidcina 1.

§2. ECUATII DE GRADUL AL DOILEA CU

DAMNA I ) C A E
ﬂ \J/ \l ),"\\f:.. L: \I E E \ if'__r"\\ ‘ |_

2.1. Rezolvarea ecuatiei de gradul al doilea cu ridicini reale

Fie ecuatia :
ax +bx +¢=0, a # 0,

a, b, ¢, fiind numere reale.

O astfel de ecuafie se numegte ecuafie de gradul al doilea cu coeficienjt
reali. Se numeste solujie sau rdddcind reald a ecuatiei un numér real « astfel
incit sd avem

ao? 4+ ba 4+ ¢ =0,

Prin rezolvcrea ecuatiei az® 4+ bx 4 ¢ =0 se intelege determinarea
' tuturor solutiilor (rddacinilor) acestei ecuatii.
Ecuatia are rdddcint reale dacd §i numai dacd b* — b4ac > 0. Dacd b? —
§ ' — bac < 0, ecuajia nu are rdddcini reale.
! Existenta radécinilor reale ale ecuatiei de gradul al doilea, precum si
numarul lor depind de expresia b2 — 4ac. Aceastd expresie se numeste discri-
minantul ecuatiei de gradul al doilea g§i se noteazd cu A*

. Dacd discriminantul ecuajiei de gradul al doilea este pozitiv, atunci ecuajia
are doud rdddcini reale diferite intre ele

e e S
ey 2a R Sl T
B Dacd discriminantul ecuapiei de gradul al doilea este egal cu zero, atunci
ecuafia are doud rdddcini reale egale
‘ : Xy = Por—= — 3
‘ 1 2 %24

ra-

Ezemple: 1) Bcuatia 22* — z.— 3 = 0 are discriminantul A — (—1)2 — 42+
*(—3) = 25 > 0. Deci, ecuafia are doud ridicini reale diferite :

o =

e I
Ty S e [

R e

2) Beuatia 22% — &z 2 = 0 are discriminantul
A= (—4)2 — &+2-2 = (. Aceastd eknafie are ridicini reale egale

4

2:9

= il

3) Ecuafia 22® + x + 1 = 0 are discriminantul A =1 — 42 = = ) Deci,
ecuatia nu are rédécini reale,

Dim acum citeva forme particulare importante ale ecuatiei de gradul al
doilea, care are discriminantql Az=0.
i 1. Fie ecuatia ax? + bz 4 ¢ = 0 gi 88 presupunem ci b are forma b =
= 2b, (de exemplu, b = 2, b = 4]/2 etc.).
Ridacinile ecuatiei ax? 4 2b,x 4 ¢ = 0 sint

_—bh 4 b%—ac. w_——b,-—l/ b?—uac
’

T, = @y = -
{ a a

Ezemplu. S& se rezolve ecuatia
322 — 10z 4+ 3=0.

* Expresia b® — 4ac se mal numeste realizantul ecuatiei,




Deoarece coeficientul Ini » este —10 = 2+ (=5), aplicim formulele de mai tnainte
si obtinem:

541/ —9 _ 5+ 4
.‘I.",l= 3 3
Deci
1
Ty — 98 T = —

3

2. Forma redusd a ecuajiei de gradul al dotlea. O ecuatie de gradul al doilea
se numeste redusd daca coeficientul lui 2? este egal cu 1. Forma generald a
ecuatiei reduse este:

unde p si ¢ sint numere reale.
Punind in formula generald a riddécinilor ecuatiei de gradul al doilea:

—b + |/b® — hac
2a

Zy9=

a=1,b=p §i c=q se obtine formula pentru ridicinile ecuatiei de gradul
al doilea sub form# redusd:

oot +YfEf e g R

Ezemplu. Fie ecuatia «* + 4z — 5 = 0,
Atunci -

o= —2 LVEE T = 229
de unde
T = 1, Iy = —5H.

Obserpagie, Orice ecuatie de gradul al doilea az® + bx { ¢ = 0 (a # 0) poate si
fie adusd la forma redusd impérfind ambii membri ai sii prin a:

2 b G
az® 4 bx 4 ¢ = 0 este echivalentd cu 22+ — # + — = 0.
: a a

2.2. Relatii intre coeficientii i ridacinile unei ecuafii de gradul al doilea

1. Relagitle luv Viéte
Dacé radacinile ecuatiei

az? +bx+c=0 (2 #0, A=>b*— bac > 0)

sint x, 81 x,, atunci:

b
$I+$2=—‘;r

o

Tyy = ";'i‘

Aceste relatii poartd numele de relatiile lui Viéte.

Egemplu. Ecuafia 4a® — 8z — 1 = 0 are discriminantul A — 9 + 16 = 25 = 0.

Deci ecualia are doud rddidcini reale distincte x; si x,, iar
—3 3 —1

1
Bt o= —— = =, BTy = —— = —— .,
e & Gt R 4

_ 2. Formarea unei ecuatic de gradul al doilea cind se cunosc rdddcinile
Dacd z, si #, sint numere reale, fie z; + 2, = — p §i 2,2, = ¢. Atunci
&y §i' 2, sint rédécinile ecuatiei de gradul al doilea 22 + px + ¢ = 0. -
Intr-adevir, 2?2 + pz, + ¢ = 2% — (2, + z)z, + Dy e = 2} — T2 —
— %%y + %23 = 0. Analog, avem 2 + px, + ¢ = 0. Deci ; si , sint radi-
cinile ecuatiei 2?4 px 4 ¢ = 0.

Exemplu. Fie o; = —5 §i @y = 2. Atunci @, + 23 = —8 = —p, oz — —10 = q

“5i deci p = 38 5i ¢ = —10. Ecuatia care are ridicinile Zi'= —5 Si 3 — 2 estd

& 4+ 3z — 10 = 0.

2.3. Studiul semnelor ridicinilor ecuatiei de gradul al doilea

Fie ecuatia de gradul al doilea

. az? +br+c=0, a£0 ' (1)
cu A =02 — 4ge > 0. 3

53 notdm cu § §i P suma, respectiv produsul radacinilor Zy, Ty ale ecua-
v

tiei (1), adica: . :

S:rsr}l—}—zvz:—ﬁ;

a

Q

Imp&rtind ambii membri ai ecuatiei (1) prin a, se obtine o ecuatie echi-
valenta:

:t:’z-!—iac—l-i — 0
a a
sau :
%2 — Sz + P = 0. (2)

Vom ardta cum, in raport de semnul lui P si S, se poate stabili dacd
rddécinile ecuatiei sint pozitive sau negative, fird a le afla efectiv.

Sint posibile urmétoarele combinatii ale semnelor lui P 51 8

1° P >0. Deoarece x;2, = P >0 rezultd ci ambele ridicini au acelagi

semn. Dacd § >0, atunci 2, + 2, = § >0 si deci ambele radécini sint pozi-

tive. Daca § <0, atunci #; + 2, =8 <0 §i deci ambele ridicini sint
negative.




27 P < 0. Deoarece 2,2, = P < 0, atunci una dintre riadicini este pozi-
tivd, iar cealalti negativd. Dacd § >0, atunci z; + 2, = & >0 si deci
raddcina pozitiva este mai mare decit valoarea absolutd a ridd#cinii negative.
Dacd § <0, atunci z; + 2, = § < 0 si deci valoarea absolutd a radicinii
negative este mai mare decit ridicina pozitivi..

Rezultatele obtinute se pot reprezenta in urmitorul tabel:

S >0 oy >0, x>0
Be=10) :
S <0 ) =0, my==10
. 8 > 0 riddcinile au semne diferite: z, < 0, @ > 0, | 2, | < @
Pa==10 : Sats
§ < 0 rdddcinile au semne diferite: o, < 0, 2 > 0, | oy | > 2,

Observajii: 1. Fie S = 0. Ecuatia are rddicini reale numai daca P < 0.
In acest caz avem z, + z, = 0, adici Ty = — &y :

2. FKie P =0. Atunei 2, =0 gi z,= 5.

Exemple. 1) Fie ecuatia 2z® — 8z + 7 = 0, Avem A — 64 — 56 — 8 > 0. Deci

-

. Ry : 7 8
ecuatia are doud riiddcini diferite. Cum a2, = = §i 2, + @ = — = 4, adicd suma $1
2 2

produsul ridicinilor sint pozitive, rezultd ci ambele rddicini sint pozitive.
2) Fie ecualia 2® 22 — 15 = 0. Avem A = & L 60 = 64 > 0, deci ecuatia are

doud rddicini diferite. Deoarece zyz, = — 15 si @y + my = — 2, rezultd cd rddicinile au
semne’ diferite $i valoarea absolutd a ridicinii negative este mai mare decit rddidcina
“pozitiva, '

2.4. Descompunerea trinomului de gradul al doilea in produs de
polincame "de gradul intii

Fie polinomul de gradul al doilea aX? 4+ bX + ¢, a # 0, in nedetermi-
nate® X. Un astfel de polinom se numeste trinom de graclul al doilea .

1. 5& presupunem cd ecuatia az?® -+ bz + ¢ = 0 are radécini reale, . fie
acestea x; §1 ;. Atunci
_ aX?+bX 4+ e =a(X — 2)(X — )
sau

aX:+bX 4 ¢ = (aX — ax,) (X — =,).

(Asadar, dacd b* — 4ac > 0, atunct trinomul aX? 4+ bX +¢, a # 0, se
descompune in produs de factori de gradul intii cu coeficienfi reals.

2. Reciproc, fie trinomul aX? 4+ 06X 4 ¢, a # 0, si si presupunem &

acesta se descompune in produs de factori de gradul intii cu coeficienti reali, -

adica

* Nedeterminata polinomului se noteazd, uzual, cu literd mare,

‘

aX?+bX + ¢ = (0, X + b)) (agX + by), (1)

unde a,, by, @3, by sint numere reale. Atunci radacinile eouatiei ex? 4 bz
+ ¢ =0 sint reale.

Intr-adevir, din relatia (1), identificind coeficientii lui X2 avem e = a,a,.
Cum a # 0, rezulti cd a, # 0 si ay # 0. Produsul (a,z -} b,) - (ayz + b,)

bl bg,

este zero pentru & = — — sau ¥ = — —= gideciecuatia ax? + bz ¢ = 0 are
% @ a3
Ll e ki
raddcinile reale — — gi — -,
ay as

.Emem}sle. 1) 84 se descompuni trinomul 6X? — X — 1, in factori de gradul intii
cu coeficienti reali, '

i, ey s P aae 1
Radicinile ecuatiei 6a* — x# — 1 = 0 sint: 2 = % §1 @y = — —.
Atunci .
s [Xﬁ;]()(+ ):(ZX—I)(I%X-}- 1).
2) Deoarece discriminantul ecuatiei 22 + & + 2 = 0 este A—=1 — 8 = —7 < 0,

rezultd cd trinomul X* + X + 2 nu se descompune in factori de gradul intii cu coefici-
enti reali.

EXERCITII
»
1. 54 se rezolve ecuafiile in a:

(a) 4z + 1 = m; b) mx—mz—a_%;/)x_n_mz

b L b R L e
r— 2 x? — 4 1 -+ nz

|1-3x[:|3—-2x|;5ig [0 | = 40—
j)""llsr+ll-4 lz2=1|+z=3|=8+a(klla|-1]|=

g7z — 1 | =21 — 9z;

.8, 84 se rezolve inecuatiile:

ai)' 9x-6<a:+12; b‘)/'—i:>'0;l‘_‘.-'c))am+b>ax“b(a>0,b>0);
: ~ 3 — = =l —b a -t b
"Adﬁax+b>3ﬁ2.—r; é)kc+mﬁ"]>ﬁj—1——ax f) |2 + 3| 5 5;
a + 1 a + 1

g2z —t|<|e=1];h)]e—2|+|c=1]|>1.

/3 54 se determine valorile lui « pentru care exists radicalii urmatori (in multimea nume-

relor reale):

a) /8 + 3z; b) /6= a; ¢ 2z + 6; d) YT =3z + |V =

4. 54 se rezolve ecuatiile:

a) 6z — 2 —1=0; b) =z + 1 = 0; c) — z% + Bz — 16 = 0
8z — 7 2 — 3 b 9

= - H + =
x + & z 4 2 .’z:-F—2+2.'r+3 :




Gl

12

gl 5 e 1 31 i 10im e =

T+ m m— x mt — g% 7 —12 z — 6

ol
6

. 84 se determine m, astfel inelt ecualia z® 4 mx + 1 = 01

a) sd aiby rddidcini egale; b) si aibd rdddcini reale diferite; c) sl nu aibd radicini
reale.

-

Acelasi enunt ca la problema 5,pentru ecuatia z* — 2mx 4 m(l 4 m) = 0.

. 94 se determine valorile lui m, stiind cd ecuatiile z*> + z + m = 05iz® + z —m =0

au acelasi numir de rdddcini reale,

. 94 se formeze ecualiile de gradul al doilea, care au rdddcinile:

a) @y = —3siw, = 5;b)a; = m + nsizg =m — n;c)z =2 4+ /3l 2 =2 —
— VB d) m=V2 A+ Esim= V213 -
Fie z, si x, rdd#cinile ecuafiei x* + pxr + ¢ — 0. 54 se formeze ecuatiile de gradul al
doilea in y, ale cdror radicini sint:

x : G P 1 ! 1 y
a) yp = —>= siya="; by =2+ —sip=m +—; c) y = (@ + za)? sl

T Ty @y )

' s 155 |
Yz = (21 — @)% d) n = o Sl =
Ty Iy

Fird a rezolva ecuatiile urmitoare, si se determine semnele rédicinilor lor:
a)ag?— 2 —6=20;b)6z2— a2 —1=0;¢) —bz*+x—7=0.

. 91 se determine valorile lui m, astfel incil ridécinile ecuatiei 2* 4 (1 — mjz — m = 0

sd aiba:
a) acelagi semn; b) semne diferite.

. 84 se descompuni in factori de gradul intii trinoamele:

a) 6X* — 7X 4 2; b) X2 — X 4 1; c) 2X% — TmX | 6m?

. 94 se determine valorile lui m, astfel incit ecuatiile

22 - mz +1=0si 22 4 2 + m = 0 sii aibd o rddicind comund.

S4 se studieze semnul rdddcinilor ecuatiei:
ma? + 2(m + 1)z + |m — 2 | = 0, m fiind un parametru real.

Fie ecuafia &ma® + 4(1 — 2m)x + 3(m — 1) = 0. Si se determine valorile Iui m
astfel incit si avem:

a) ambele riddcini s fie mai mici decit 1;

b) ambele riddicini sd fie mai mari decit 1;

¢) o rddicind mai micd decit 1 si alta mai mare decit 1.

S84 se determine valorile parametrului m, astfel incit urmdtoarele ecuafii s& aiba doui
ridicini egale:

a) 422 + mx + 9 = 0; b) ma® + bz + 1 = 0

¢) «® — 2(1 + 3m)z + 7(3 + 2m) = 0.

Descompunind membrul sting in factori, sd se rezolve ecualiile:
a) 4g® 4 282 — 9z — 63 = 0; b) 6a® — z* — 4862 + B1 = 0;
¢) g + 3a? — lbx — 48 = 0.

0 18, Si se rvezolve ecuatiile:

19.

il E 2z — 1 1 L=
Sz — 5 | 128 L A%z - 5g8—5
3z — - :

p) 38 =5 _ 8e 5_3z+2

zt — 1 x — z? 2 — @

== 0.

Sd se rezolve ecuatiile:
a) g4+ 4z —1=0; b) 2 — 42® — 1 = 0;

R

Indicapie. a) Adunim la ambii membri pe 2z* + 1; se obtine ecuatia z® + 1 =

[/5 | = — 1 |. b) Se inlocuieste = cu 4 si se obtine ecuatia de la punctul a), ¢) Adu-
$ = P

5 ;
ndm la ambii membri ai ecuafiei p¢ _L si obfinem ecualia
x2 1 .

21.

) 2
y? —y — m{m — 1) = 0, unde y = A
: z? — 1
3 .
' 20, Fie ecuatia z* — | @ | = ma(z + 1). S84 se determine m (m = R) astfel incit aceasti

ecualie si ajbd trei rdddcini reale.
Indicatie. Se considerd cazurile: a) z> 0, 2 — z = mz(s 4 1); b) = <0,
z? + = = mg(x + 1). 5

94 se rezolye ecuatiile in , m fiind un parametru real:
a) 3zf — Smz — 2m® = 0; b) =(2z + 5) — m(z + 8) = 3.
-4 7
Indicapie a) A — 49 m® 3> 0. Daci m # 0, atunci z = I L e s
6
1 : s 4
2y = — — m 5l g, = 2m. Dacd m = 0, alunci a; = xp = 0.
b) A= (m + 7)2. Daci m = —7, atunci A = 0 i rezultd x; = x, = —3. Daci
-
m=E — 7, atunci A > 0 si z= i "i;mirj‘,deundezl-:wgi
. 2

Ty = — 4.

|
. i '
— | :




CAPITOLUL 1l

ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA, MULTIMI, FUNCTII
[}

§ 1. ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA
1.1. Elemente ‘de calculul propozitiilor

Nofiunea de propozitie. Se numeste propozifie un enunt* despre care gtim
cd este sau adevdrat sau fals, insé nu si una sv alta simulian.

Exemple. Considerim enunturile: 1) In orice triunghi suma unghiurilor
- sale este egald cu 180°; 2) .3 + 2 = 5“; 3),,2 > 5*; 4) ,,Balena este un mami-
fer“: 5) ,,Planeta Venus este satelit al Pdmintului®.

Toate aceste enunturi sint propozitii, deoarece despre fiecare putem si
stim dacd este adevidratd sau falsd. De exemplu 1), 2) si 4) sint propozitii
adevirate, iar 3) si 5) sint propozitii false. - '

Observagie. O clasd foarte largd de propozitii adevirate o constituie teoremele din
matematicd.

Ezemple. Considerim enunturile: 1) ,z 4+ 2 =5%; 2) ,x — 1 4

3) ,,Deschide usal“; 4) ,,Numarul @ divide numdrul y*; 5) ,Atomul de aur este
galben®.

Se observi cd 1), 2), 3), 4) si 5)sint enunyuri pentru care conditia de mai
" sus (de a fi adevirat sau fals) nu este indeplinitd. Mai exact enunfurile 1 ), 2) si
4) au caracter variabil (vom vedea ca ele sint predicate). Enuntul 3) este o
poruncd (ordin) despre care este lipsit de sens sa afirmam ci este adevarat sau
fals. Enuntul 5) este absurd, deoarece este lipsit de sens sd vorbim despre
culoarea unui atom.

Valoare de adevdr. Daca o propomtle este adevarata spunem cd ea are
valoarea de ade¢dr ,adevarul® si vom nota valoarea de adevir, in acest caz,
prin semnul ,,1“ (sau ,,a“); cind propozitia este falsd spunem céi ea are valoarea

de adevdr ,falsul” gi vom nota valoarea de adevir prin semnul ,0“ (sau ,f“). -

Observatie. ,,0¢ si ,1° sint aici simboluri fird in!;eies numeric,

Vom nota propozitiile cu literele p, ¢, 7,... sau p,, ps, Ps,.....Acestea se
pot compune cu ajutorul aga-numitilor conectori logici ,non», ,8i“ , sau

dind propozitii din ce in ce mai complexe. S4 indicam, in cele ce urmeazi,
rnodul de obtinere de noi propozitii cu ajutorul conectorilor logici.

LA )

* Un enunf este un asamblaj de semne céirora li s-a dat un sens.
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Negatia propozifiilor. Negatia- propozitiei p este propozifia ,non p"“, care se
noteazd 7\p si care este adevdratd cind p este falsd si falsd cind p este adevdrata®,
Valoarea de adevir a propozitiei Tp este datd in tabela urmatoare:

p |p
1 0
0 1

- De exemplu, considerim propozitia p: ,Balena este un mamifer”. Nega-
tia 1p este propozitia: ,Non* balena este un mamifer sau, in limibajul obignuit,
»Balena nu este un mamifer”. In acest exemplu Tp este o propositie falsa.

Conjunctia propozifiilor. Conjunctia propozijiilor p, ¢ este propozifia care
se citegte ,,p §i ¢ (notatd p )\ q) care este adevdratd atunci gi numai atunci cind -
fiecare din propozifiile p, g este adepdratd.

Valoarea de adevir a propozitiei p A ¢ este dati in tabela urmétoare:

po | g |Tpihg

1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

De exemplu, sd considerdm propozitiile p:,2 4+ 4 = 6 si ¢: ,,Luna este
satelit al Pamintului®. Propozitia pAgq este ,2 4 4 =06 si Luna este satelit
al Pamintului®. In acest exemplu p A ¢ este o propozitie adeviratd, deoarece
p, ¢ sint amindoud propozitii adevéirate. Deseori in loc de p A ¢ se mai folo-
segte g1 notatia p & ¢. :

Disjunetia propozitiilor. Disjunciia propozitiilor p; q esie propozifia care
se citeste ,p sau ¢ (notatd p v q) si care este adevdrald atunci $t numai atunct
cind este adevdratd cel putin una dinire propozititle p, q

Valoarea de adevdr a propozitiei p v ¢ este datd in tabela urmatoare:

] q

&
= =

\%
il
1
1
0

De exemplu, sd considerim propozitiile p: ,2 > 3“ g ¢: ,Balena este un
pegte“. Propozitia p v ¢: ,2 >3 sau balena este un peste“ este o propozijie
falsd, deoarece p, ¢ sint amindoua propom’gn false.

Cu propozitiile p, g, r,... am construit propozifiile: Ip, p A q, p V ¢,... .
Din acestea obtinem alte propozitii, ca de exemplu: (1p)yvq, (1p)A(1¢).
(lpy q) A r ete. \

* Negafia propozitiei p se mai noteazd p.
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Propozitiile care se obtin din propozitiile p, g, r,... (numite propozijii
simple }, aplicind de un numdr finit de ori conectorii logici ,,1, A, V", se vor
numi propozifit compuse. Caleulul propozititlor studiazd propozitiile compuse
din punctul de vedere al adevirului sau falsului lor in raport cu valorile logice
ale propozitiilor simple care le compun.

- Implicatia propozitiilor. S& considerdm propozitia compusd (1p) vy ¢
a cérei valoare de adevar rezultd din tabela urmiatoare:

p |l g |Im| (Opveg

flelt sl 50 1
A e 0 0
G et 41 1
(T N T Y 1

Observam cd propozitia compusa (1p) v ¢ este falsd atunct st numai atunct
cind p este adevdratd st q falsd, in celelalte eazurt fitnd adevdratd.

Propozitia compusd (1p) v ¢ se noteazd p = ¢ si se citeste, ,dacd p,
atunci ¢* sau ,,p implicd ¢“. Ea se numeste iinplicajia propozitiilor p, ¢ (in
aceasta ordine).

In implicatia ,,p — ¢“, p se numeste ipoteza sau antecedentul implicatiei,
iar propozitia ¢ se numeste concluzia sau consecventul implicatiei.

De exemplu, si considerim propozitiile p: ,2 -2 = 5“ §i ¢: ,Balena este

un mamifer”. Propozitia p — ¢ este ,dacd 2 -2 =5, atunci balena este un
mamifer”, care este o propozitie adeviratd deoarece p este falsil, iar ¢ adeva-
rata.

Obser¢afie. Deseori se intimpld ca propoziliile compuse pe care le obtinem si fie
wbizare® ca in exemplul dat mai sus la implicatie, Din punetul de vedere al logicii mate-
malice, in studiul propoziliilor compuse ne intereseazi numai valoarea lor de adevir.

Eechivalenta propozifiilor. Cu propozitiile p, ¢ putem forma propozitia
compusi (p = ¢) A (¢ — p), care se noteazd p <= ¢ i se citeste ,,p dacd si
numai dacd ¢“.Din -tabela de mai jos se vede cd propozitia p <« ¢ este ade-
varatd atunct st numat atunct cind p §i ¢ sint in acelagi timp adevdrate sau false.

Pl g lp=q|lqg—=p|pesq
1 1 T T 1
[t 0 1 0
0 | 1 1 0 0
0] 0 1 1 1

Formule echivalente in calculul propozitional

Asa cum in clasele mici cu literele a, b, ¢, ..., @, ¥, z,... i simbolurile +,

, — , ¢ putem forma expresiile algebrice, asa i in calculul propozitional cu
literele p, ¢, ry... (sau py, Pa; Pa,...) §i cu simbolurile conectorilor logici: V, A,
—, < putem si formim, diverse expresii numite formule ale calcululur pro-
pozifional. Formulele calculului propozitional le notam cu literele «, B, v, 9,...
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 Ezemple: pVg, (pVOAr, (V9 - (A9, (pV7)=p, Tp-p
sint formule ale calculului propozifional.

Fiind datd o formuld « = « (p, ¢, 1, ...) in scrierea ciireia intra literele p,
q, T, ..., ori de cite ori inlocuim literele p, ¢, r, ... cu diverse propozitii obtinem
0 noud propozitie (adeviratd sau falsa) care se va numi valoarea formulei «
pentru propozitiile p, ¢, r, ... date. '

Observagie. Cititorul poaie si faci imediat legitura cu valoarea unei expresii alge-
brice pentru diverse valori numerice date literelor ce o compun.

O formuld «(p,q,r,...) garé are valoarea o propozitie adeviratid indiferent
cum sint propozitiile p, ¢, 7, ... se numeste formuld identic adevdrati sau tau-
Jologie. -
Doud formule « si f in scrierea cdrora intrd literele p, g, r, ... se zic echi-
valente dacd st numar dacd pentru orice inlocurre a literelor p, g, r, ... cu diverse
propoziiii, valorile celpr doud formule sint propozifii (compuse) care au aceeast
valoare de adevdr.

Cind doua formule « si B sint echivalente scriem o« = B.

Observagie. Si aici cititorul poate si-gi dea seama imediat ci echivalenfta formulelor

‘in calculul propozifional este analoagi nofiunii de identitate a doud expresii algebrice,

Pentru a dovedi cd doud formule ale caleulului propozitional sint echiva-

‘lente se folosesc tabelele de adevar.

Exemple. 1). Fie a=1(pV q) si B = (1p) A (1g). Din tabela de mai jos rezults

¢l o = B. . I : IPVE" - I:—lp | 191 8

1 1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 1
2) Fie y="1(pA q) si 8 = (1p)V (1¢). Din tabela de mai jos rezulti c¢i v = 8§:
IS i [ (] B T R S
1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1
-0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 3 1 1

EXERCITII

7 1. S& se decidd care din enunturile urméatoare sint propozitii si ce valori
de adevar au: ;

a) 2:3=6: b) (24+5):(3+8) =80; ¢) |z| >0 (z numir real);
d) Oricare ar fi numérul real z avem | x| > 0; e) Inchide cartea!; f) Existd
un numdér real z, astfel incit 2 + 22 — 3 = 0; g) Dreptele d si d’ sint paralele.

2. Din propozitiile p: ,2 =4% si ¢: ,3 <5 alcatuiti conjunctia,
disjunetia, implicatia si echivalenta celor doud propozitii.

3. Folosind tabelele de adevér, sd se verifice:
R PVEAN=EV DAV D) pAGV)=@EADV (P AD;
'(t) p=10p)d) p = g=71g - p; e)} pVg=4qVpsipAg=qgAp-
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4. Si se arate ci urmatoarele propozitii au valoarea de adevar ,1 indi-
ferent de propozitiile simple ce le compun:

a) p~(pVa); b) (pAQ) =pi ¢ (PAP )~
d) ((p =~ D Alg = r) = (p—=r); e) (p—=q)=(g =+7 = (p —=71);
D pV Op)i g e ACR):

1.2. Elemente de calculul predicatelor

Notiunea de predicat are o importantd deosebitd in matematics. Fard
a exagera, aproape orice teoremd din matematicd este un enunt ce contine
> unul sau mai multe predicate. ' .

Notiunea de predicat. S& considerim enunturile:

1) 0+ 2 < 3% 2) @ divide ¥+

Si lusim enuntul ,z + 2 < 3“. Se vede cé dacd inlocuim z cu 2, obtinem,
propozitia falsi, ,2 + 2 < 3“. Daci facem @ = 0, obtinem propozitia adevi-
ratd ,,0 -+ 2 < 3“ ete. '

S considerdm enuntul ,z divide . Pentru # = 2 si y = 6 obtinem pro-
pozitia adeviratd ,2 divide 6% Pentru z = 4 §i y = 6 obtinem propozitia
falsa ,,4 divide 6% ete.

Un enunj care depinde de una sau mai multe variabile s are proprietatea
¢ pentru orice ,valori date variabilelor corespunde o propozifie (adevarata sau
falsi) se numeste predicat (sau propozijie cu variabile ). Predicatele sint: unare,
binare, ternare etc., dupd cum depind respectiv de 1, 2, 3;... variabile. Notam
predicatele cu p (=, y, 2,...), (%, ¥, z,...)... Ori de cite ori definim un predicat,
trebuie sd indicdm si muljimile in care variabilele iau valort.

Exemple. 1) Enuntul p(z): ,x — | = 7%, unde z desemneazd un numdr intreg, este

un predicat unar. 3

2) Enuntul p(z, y): ,.x este frate cu y*, unde =z, y desemneazi oameni, este un pre-
dicat binar, =

3) Enuntul p(x, y, 2): .z = y + 3% unde z,'y, z desemneazd numere intregi, esle
un predicat ternar. ! :

4) Daci avem doud predicate P = p(xz, y, 2, ...) §i Q= ¢(z, ¥, % ...), care conlin
aceleasi variabile, putem forma cu ajutorul conectorilor logici noi predicate: 1P, P AQ,
P\ Q, P—>Q, P <>0Qsa. B S ’

Asa, spre exemplu, pentru predicatul p(z), 1p(z) este predicatul cdrnia pentru fie-
care valoare x — m, ii corespunde propozilia p(z,).

Cuantificatorul existential (3) si cuantificatorul universal (V). Strins legati
de notiunea de predicat apare notiunea de cuantificator. Fie predicatul unar
p(x), unde z desemneazi un element oarecare din multimea E. Putem forma
enunful:

Lexistd cel putin un z din E astfel incit p(x)“, care se noteaza (3z) p().
Acest enunt, este o propozitie, care este adevdratd cind ewistd cel pujin un ele-
ment zydin E, astfel incit propozifia p(#,) este adevdratd §i este falsd cind nu
existd nici un z, din E astfel incit p(x,) sd fie adevdratd.
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Egemple. 1) Considerim predicatul p(z) :,» + 3 == 0%, unde p desemneazd un
aumir intreg, Propozitia (3z)(z + 83 = 0) este adevdratd, deoarece pentru z, = —3
propozitia p(--3): ,,—~38 -4 3 = 0“ este adevidrati. i

3) Fie predicatul p(a): ,a? + 1.= 0 unde x desemneazi un numdr real, Propozifia
(3z) (x? 4+ 1| = 0) este lalsd, deoarece nu existd nici un numir real z, astfel incit si avem

u:3+1:0.

Cu predicatul p(z) putem forma si enuntul:
worieare ar fi x din E are loc p(x)*,

care se noteazd (Vx) p(x). Acest enuni este.o propozitie, care este adevdrald dacd
pentru orice element x, din E, p(x,) este adzedratd si este falsd in cazul cind
existd cel putin un x, din E pentru care p(x,) este falsd.

Egzemple. 1) Fie predicatul p(z):,,z + 3 = 0% unde z desemneazd un numir intreg.
Propozilia (Vz)(z + 3 = 0) este falsd, deoarece de exemplu pentru z, = &, propozifia
pl&): & + 3 = 0“ este falsi.

42) Considerdm predicatul p(z): ,a® > 0 unde z desemneazi un numir intreg. Pro-
pozifia (Vz) (22 > 0) este adeviirald, deoarece pentru orice numdr inltreg z, avem
8 = 0. i

Echivalenia predicatelor. Doud predicate p(z, ¥, z,...), ¢(, ¥, 3, ...) se zic
echivalente i scriem p(x, ¥, z, ...) <> ¢(2, ¥, 2, ...), dacd oricum am alege valorile
variabileler g, Yo, 2oy, propozitiile p(zo, Yo, 2os.--) 51 (2o, Yo, Zos---) BU AcLCAZI
valoare de adevdr. Dacd oricum am alege valorile variabilelor x,, ¥, 2, -
pentru care propozitia p(zg, Yo, 2o, .--) este adevaratd rezultd cd si propozitia
q(%y, Yo, 2g --.) este adevaratd, vom scrie

D, Y Bl By Y 2y ):

: Se vede cad p(z, ¥y, z, ...) = q(z, ¥, z,...) atunci 81 numai atunci cind

p(x'l y) ‘z! "') = Q(x1 y'ﬁ ’31 "') Ei g(x1 y1 z’ "') :p(x" y? z?‘ "')'

Ezemple. 1) Considerdm predicatele p(z): ,& < 0 8i g(z): ,,& > 0 unde z desem-
neazi un numdr real. Se observi ci
1p(z) s q(z) si Tg(z) < pla).
2) Considerdm predicatele p(z, y): ,a = ¥ si ¢(z, y): .o # y*, unde z, y desem-
neazi numere reale. Se observil ci
p(z, y) < qlz, y). ,
3) Considerdim predicatele p(z): ,, @ > 0“ si ¢(x): ,a* > 0%, unde x desemneazii un

‘numdir real.

Se vede cd p(z) = ¢(z), dar nu are loc implicatio q(x) = p(a), deoarece penlrn z, =
— —1, propozifia g(—1): ,,(—1)* > 0 este adeviiratd, pe cind propozitia p(—1): ,,—~1 =
> 0% este falsi. 3

Reguly de nega;'ié. Fie p(z) un predicat unar, unde  desemneazi un ele-
ment din multimea E. Atunci

1) 1((3=2) p(z)) = (Vo) W p(2),

2y (V) p(2)) = (3z) 1(p()) :
(aici semnul,, = “ desemneazi faptul ci cele doud propozitii au aceeasi va-
loare de adevir). ;
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Ezemple, 1) S4 considerdm predicatul pla): &2 — 2 = 3% unde z desemneazd un
numir intreg. Propozilia (3z) p(x) este adeviratd decarece pentru x, = 5, propozifia
plzy): »5 — 2 = 3“ este adevdratd. Atunci propozitia T(3z) p(x) este falsi. Pe de altd
parte, predicatul 1p(z) este echivalent cu predicatul ,,z — 2 # 3. Propozifia (Vz) (_x —
— 2 5 3) este falsii, deoarece pentru z, = 3, propozifia ,,5 — 2 # 3" este falsd. Deci am
verificat cA

‘ 13z) (z — 2 = 3) = (Va) U — 2 = 3).

2) Considerdm predicatul p(z): ,z > 0, unde z desemneazi un numir intr‘eg.
Propozifia (Vz)(xz > 0) este falsd, deoarece pentru zy = —1, ,—1 > 0 este o propozitie
falsi. Atunci, propozitia T((Va)(z > 0)) este adeviratd. -

Pe de alti parte, 1p(z) este echivalent cu predicatul ,,z < 0“. Propozifia (3z) (z < 0)
este adevdratdi, Deci am verificaf ci

. 1((Vz) (z = 0)) = (3z) 1z > 0).

Predicate de mai maulte variabile. Fie p(z, y) un predicat binar. Folosind
cuantificatorii (3) si (V), putem forma predicatele unare: (3z) p(z, y)-lgi
(Yz) p(z, y), unde y este variabila acestor doud predicate (y se zice variabrld
liberd, iar x variabild legatd). Din aceste doud predicate unare putem forma
propozitiile: :

»(3y) 32) p(z, ), (Vy) (32) p(x, ¥), Ay) (V2) p(x, y) si (Vy) (V2) p(®, Y)°

Semnaliam urmitoarele proprietdi de comutativitate ale cuantificato-
rului de acelagi fel:

(V) (Vy) plz, y) = (Vy) (V=) p(x, y)
(3z) (Iy) plz, y) = 3y) 32) p (2, y).

Din regulile de negatie pentru predicatele unare obtinem regulile de
negatie pentru predicatele binare.

De exemplu: 1((32) (3y) plx, ¥)) = (Vo) (Vy) 1p(z, Y).

Intr-adevir: 1((3z) (3y) p(e, y)) = (V2) U((@Fy) P(z, y)) = (Vo) (Vy) TP, y)-
Consideratii analoage se pot face pentru predicate cu 3, 4 sau mai multe va-
riabile.

Observatii. 1) Dacd p(z, ¥, 2, -..) §i ¢(z, ¥, 3, ...) sint doud predicate, atunci p(z, ¥,
z,...) = glx, v, z,...) daci si numai dac este adeviratd propozilia: (Vz) (Vy) (Vz]‘...'
(plz, ¥, 2 ...) === qlz, ¥, % ...)]. De asemenea, plz, ¥, 5...) = glz, ¥, 3, ...) atunci si
numai atunci cind este adeviratd propozitia:

(Vz) (Yy) (V3) ...[p(x, 95 5 -..) = glo, v, 2 000

2) Multe teoreme se scriu sub forma implicatier

plz, ¥ 2 .o.) = qlz, ¥, 2 ...).

1° Considerdm teorema: in orice triunghi medianele sint concurente. Aceastd teo-
remd este de forma p(z, y, 3) = ¢z, y, ), unde p(=z, y, z) este predicatul ternar: n Y, z
sint medianele unui triunghi iar g(x, y, z) éste predicatul: .z, y, 2 sii}t concurente®.

9° Fie teorema: daci ABC este un triunghi dreptunghic, atunci BC* = AB? +
+ AcC? Aceastd teoremd este de forma:

plz, ¥, 3) = qlz, ¥y, 2),
unde p(x, y, 2) este predicatul: .z, y, 2 sint laturile unui triunghi dreptunghic A (z <
< 1) Aly < 2)% iar g(=z, y, 2) este predicatul:,z® = 2® + oy
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3°. Teorema urméfoare: »inlre doud numere rationale distincle se gdsesle un numér
rational diferit de-acestea®, se scrie sub forma:
plz, y) = q(z, y), unde plx, y) esle predicalul: .(z # y) A (@ < y)*
predicatul: ,(3z) [(# < 2} A (2 < y)].

, dar gq(z, -y) este

nC |

1. Fie, predicatul p(z, y): ,,z divide y* unde z, ¥ desemneazid numere
.-naturale. >
. a) 54 se determine valorile de adevér pentru propozitiile: p(2, 6), p(7, 15),
p(20, 100), p(45, 100). _
b) Si se determine valorile de adevir ale propozitiilor:
(Vz) (Vy) p(=, y), (Vz) @y) plz, y), (Vy) B2) plz, ), (3z) Qy) p(z, y).
2. Fie predicatul p(2): ,,2* — 2z + 3 = 0% unde 2 desemneazi un numAar
real. Sd se determine valorile de adeviir pentru propozitiile: (3z) p(z) si
(Vz) p(z). Si se verifice regulile de negatie.
3. Pentru orice predicat binar plz, y), sa se verifice cd propozitia
(3z) (Yy) plx, y) — (Vy) (3z) p(x, y) este adevirata.

4. Fie predicatul p(z, ¥): ,z + y = 2* unde =, y, desemneazi numere

intregi. S& se spund dacd propozitia (Vy) (3x) (p(=z, ¥) — (Iz) (Vy) p(=z, v))
este adevaratd sau falsa.

9. Sa se determine valoarea de adevir a propozitiilor:

a) (Vz) [(z >0) V (z <0) \VV (z =0)], unde 2 desemneazi un numir
real oarecare;

b) (3z) Fy) [(z # 0) A(y # 0) — (xy = 0)], unde =z, 7 sint numere

oOarecare.

s 2 MU
2.1. Notiunea de multime

Notiunile de multime si de element al unei multimi fac parte din categoria
acelor notiuni matematice care nu pot fi definite, dar sint impuse de numeroase
exemple: 1) multimea cuvintelor din limba roménd; 2) multimea elevilor
dintr-o clasd; 3) multimea numerelor naturale: 0, 1, 2, 3, ... etc.

Asa cum scria Cantor, creatorul teoriei multimilor, o multime este ,0

colectie de obiecte (numite elementele mulfimii) de naturd oarecare, bine deter-

minate si bine distincte®.

Vom nota cu litere mari multimile, cu litere mici elementele lor. Daca 4
este o multime si x un element al siu, vom scrie & A si vom citi ,z apar-
tine lui A®. Dacd z nu se géseste in A, atunci vom scrie z & 4 si vom citi
»2 nu apartine lui A%

Aga cum rezulta din fraza de mai sus, elementele unei multimi sint dis-
tincte, adicd un acelasi element nu se poate repeta de mai multe ori. De aseme-
nea, elementele unei muitimi trebuie si fie bine determinate. Exista doui
moduri de definire (de -determinare) a unei multimi:
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a) Numind individual elementele sale. In acest caz multimea se specifici
scriind intre acolade elementele sale: {, ¥, z,...}. De exemplu: 4 = {0, 1, 2,
3, 4, 5} adicd multimea formatd din primele sase numere naturale; B = {«,
B, v, 0}, adicd multimea formatd din primele patru litere mici ale alfabetului
grec. ‘ .
b) Specificind o proprietate pe care o au elementele sale si nu o au alle
elemente. Mai precis, datd o proprietate, se poate vorbi de multimea acelor
obiecte pentru care proprietatea respectiva are loc. Multimile definite in acest
mod se vor nota prin :

| 4= {z | P(a)},

adicd multimea acelor obiecte z, pentru care are loc P(z).

Ezemple. 1). Considerdm proprietatea: ,este numér prim par®. in acest caz mul-
{fimea este {2}.

2) Daci considerim proprietatea: ,numir natural par* in acest caz 4 este mul-
timea numerelor naturale pare. =

O multime definitd dupd primul mod sé zice cd este data sintetic, iar o
multime definitd in al doilea mod se zice cd este datd analitic.

O multime care are un numér finit de elemente se zice finitd. In caz
contrar se numeste infinitd. De exemplu: multimea elevilor dintr-o clasi,
multimea oamenilor de pe glob, sint multimi finite. Multimea numerelor
naturale, multimea numerelor naturale pare, sint multimi infinite.

In teoria multimilor se admite existenta unei mul{imi care nu are nici
un element; aceasta se numeste multimea ¢idd §i se noteazd cu simbolul @.

Notagii. Cu N vom nota mullimea numerelor naturale:
N = {0, 1, 2, 3,...}; cu Z mul{imea numerelor intregi; cu @ multimea numerelor raio-
nale, iar cu R mulfimea numerelor reale, Dacd a si b sint doud numere reale cu a < b,
vom nota cu:
[a, b] = {¢ | 2 € R, a < & < b}, numil interval inchis cu extremitétile a si b;
[a, b) = {z |z =R, a < & < b}, numil intercal inchis la stinga si deschis la dreapia;
(a, b] = {x |z = R, a < & < b}, numit interal deschis la siinga §i inchis la dreapia.

Daci ¢ = R, notdm cu:
[a,00) = {z|zeR, a< 2}, (respectiv (a,00) = {z |z R, ¢ < z}), numit intercal
tnchis la stinga $i nemdrginit la dreapta (respectiv interval deschis la stinga si nemdrginit
la dreapta). :

De asemenea notim cu:
(— o0, a]l = {z|z =R, z < a} (respectiv (— oo, a) = {z |z € R, x < a}), numit inter-
val inchis la dreapta si nemdirginit la stinga (respectiv interal deschis la dreapta §i nemdr-
ginit la stinga).

Se observi cd toate aceste multimi sint definite analitic.

2.2. Multimi egale

Se spune ci mulfimea A este egald cu o multime B daca orice element
al lui A apartine lui B si reciproc. Notim faptul ¢d multimile A si B sint
egale astfel: A = B.
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Egemple: 1) H, 2.8, &, 5} — (&, 3, 2, 5 1}

2) Multimea {2} este egald cn multimea numerelor nalurale pare care sint prime,
8) Multimile {2, 3, 4} si {2. 3, 7, 10} nu sinl egale,

Relatia de egalitate intre multimi are urmatoarele proprietiti:

1) este reflexivi, adicd 4 = 4;

i1) este simetricd: dacd A = B, atunci B = 4;

iii) este tranzitivd: dacd A = B si B = C, atunci 4 = C.

2.3. Relatia de incluziune

Se spune cd o multime A este (nclusd in multimea B dacid orice element

al multimii 4 este si element al multimii B. Se noteazd A C B sau B D A.
Dacid A nu este inclusa in B se scriec A ¢ B. Altfel spus, 4 ¢ B inseamna
ca existd & £ A astfel incit z & B. y

Cind A este inclusd in B se mai spune cd B confine pe A sau cd A este
o submulfime (sau parte) a lui B.

Egemple. 1) {1, 2, 3}esteinclusdin {1, 2, 3, 5, 7}, adicd {1, 2, 3} c {1,2, 3,5,7}.

2) Multimea numerelor naturale pare este inclus& in* mullimea numerelar naturale,

3) NcZ cQcR.

4) Se face convenfia ci pentru orice mulfime A, multimea vidd este inclusd in A4,
adici @ c 4.

5) Multimea {1, 2, 8} nu este inclusd in mul{imea {2, 3, 5. 7} devarece | & {2.-3.
s y

Fie A o multime si o proprietate P(z); multimea elementelor din A care
au proprietatea P(x) se noteazi:
B =ilvc 4| Aa)

Exemple. 1) Multimea numerelor naturale care se divid cu 5 se noteazd 4 =
= {v = N | 5 divide z}. >

2) Multimea numerelor. intregi = cu proprietatea 7z + 8 = —6 se scrie 4 =
={zeZ|7x+ 8= —6}. Se vede ci 4 = {—2}. :

Din definitia relatiei de incluziune rezultd ca aceasta are urmétoarele
proprietati.

a) este reflexiva, adicd 4 c 4;

b) este antisimetricd, adicad dacd A Cc B i BcC A, atunci A = B

¢) este tranzitiva, adicd din A c B si B c C rezultd A c C.

Proprietatea b) se utilizeazi in practici in sensul ¢i pentru a dovedi
ca A = B se probeazi incluziunile A € B si B C A. :

Dacd A este o multime, atunci multimea care are ca elemente toate sub-
multimile lui A, se numeste multimea partilor lui-A §i se noteaza cu (P(4).

Asadar

P(A) = {X| X A}.
Observim ca multimea vidd @ si multimea totala A sint elemente ale

lui D(A).
Exemple. Fie A = {1, 2, 3}, Avem

P(4) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3} {2, 3}, {1, 2, 3}}.
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2.3, Operagli cu mulgiml

1. Reuniunea mulfimilor

Definitie. Senumegte reuniunea a doud mulfimi 4 gi B mulfimea tuturor
elementelor care apartin cel pufin uneia din mulfimile 4 sau B.

Notdm reuniunea mulfimilor A si B prin 4 U B si citim ,, A reunit cu B*.
Deci AUB = {z |z € 4 sau ¢ € B}

Ezemple. 1) {1, 2, 3, 4} U {3, &, 10, 12, 13} = {1, 2, 3, 4, 10, 12, 13},
2) {a’v b: C]’ U {C, d: €, f} = {a'l b: c, d? é, f} z

Grafic, reuniunea a doud muliimi este reprezen-
) tatd in figura IL.1 prin porfiunea hasurata.

Observajie. Asa cum am definit renniunea a doud mul-
{imi, putem defini reuniunea unui numdir finit de mulfimi.
Mg Tl d s Mai exact, dacd A,, A,, ...,An sint n mulfimi; atunci muli-
- mea elementelor z cu propuictatea ,z apartine cel putin
uneia din multimile A, sau Aysau ...sau A, se numeste reuniunea mulfimilor 4;, A,, ...
A, si se noteazi A, U A, U...Udp Deci 4, U4, U.. . Ud,={z|(@F)l<sis<
< n asffel incit z e 4;}.
Egemple. 1) Fie A, = {1, 2}, A, = {2,8,4} 51 4; = {1,3,5}. Atunci 4, U 4, U 4, =
= {1, 2, 8, &, 5}.
2) D“lCd By — By — {2 5} B, = {1, 2, 6} si B, = {2,5, 7},atunci B, U B, U
VLBl B, — Al 2 "5, 6, 7).

2. Intersecjia muljimilor

Definitie. Se numeste intersectia a doud mulfimi A si B mulfimea ele-
mentelor eare aparfin §i lui 4 gi lui B.

Intersectia multimilor 4 si B se noteazd A N B si se citegte ,4 inter-
sectat cu BY. i
Deci: AN B= {z |z € A i x € B}.
Multimile 4 si B se numesc disjuncte dacd AN B = O, adicd dacd nu
au in comun nici un element.
Ezemple. {1, 2, 3}N {2, 5, 7, 8} = {2};

2) {a, b, ¢, d, e} N {b, d, f} = {b, d};
3) {1, 2, 3} N {4, 8, 9} = .

» Grafie, intersectia a doud multimi este reprezen-

Flg' e tatd in figura I1.2 prin portiunea hasurata.

Observagie. Asa cum am definit intersectia a dound mulfimi, putem defini intersectia
unui numar finit de multimi. Mai exact dacd A;, A,, ... A” sint n multimi, atunci multi-
mea elementelor z cu plopn(‘tdtea »x aparfine si lui A, si Ini Ay... si lui A" se numegte
interseclia mulfimilor A;, 4, ..., A, si se noteazd A;NA,N. ﬂAn Deci A;NA;NA, =
= {o| (Vi1 <i < navem z A il
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atunci Cn A este multimea numerelor naturale impare:

Egemple 1) Fie A, = {1, 2, 8, 4}, dg = {1, 3, 4, 5} 8i 4, = {1, &, 6}

Atunci A; NA, N A4; = {1, 4},

2) Daca Bl = {ls 2,3, 4, 5}1 B2 = {1, 4, 5,6}, B!} = {17 4, 5, 7}: ._B,; = {ll'; 5, 6, 8} ‘él
B, = {8, &, 5}, atunci B;N B;N By;N B, N B; = {4, 5}, :

3. Complemeniara unei submulfimi

Definitie. . Fie E o multime §i A o submulfime a lui £. Submultimea lui
E formati din acele elemente ce nu aparfin lui A se numeste
complementara lui A in raport cu E. Aceasti multime se no-
teazd CrpA (sau mai simpla CA e¢ind nu existd nici un dubiu
asupra multimii E).

Deci: CpA = {z € E|z e A}

E zemple. 1) Daci E = {1, 2, 3, 4, 5} si A = {1, 3, 5}, atunci Cg4d = {2, &4}.
2) Dacd 4 este multimea numerelor naturale pare,

3) Daci E = {a, b, ¢, d} si A = {b, d}, atunci
CgA = {a, c}. 5
4) CEE = 0 §i Cp@ = E.
Grafic, complementara unei submultimi A in raport
cu multimea E este reprezentatd in figura II.3 prin por-
tiunea hasurati.

4. Diferenfa a doud mulfimi

Definifie. Fie A gi B doud mulfimi. Mul{imea formati din elementele
~ lui A eare nu sint elemente ale lui B se numegte diferenja
dintre multimea A gi multimea B §i se noteazi A — B.

Deci: e 1 A B/~
A—B={z|zc A s ze& B} j
Exemple. 1) {1, 2, 3, & 5} — {2, 4, 5, 7} = {1, 3}.
2) {a, b, ¢t} — {d, & f} = {a’ b, c}.
3) {as b1 c} = {ﬂ': C} & {b}
Grafie, diferenta dintre A si B este reprezen-
tatd in figura II.4 prin porfiunea hagurati. Fig. 11.4

5. Produs cartezian

Definifie. Se numeste pereche ordonati (cuplu) formati din elementele
2 §iy o ordine intre elementele x §i y in sensul cd x este primul
element, iar y este al doilea element gi se noteazi cu (x, y).

In perechea (z, y), z se mai ‘numeste prima componentd, iar y a doua
componentd.

Doud perechi (z, y) &1 (2, ¥') sint egale dacad i numai dacd z = 2’ §i
y=1y"
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Rezultd cii (z, y) # (y, 2), egalitatea avind loc numai pentru z = ¥.
De aici rezultd. ci nofiunea de pereche ordonatd este diferitd de cea de mul-
time formatd din doud elemente.
Egzmple, 1) Cu numerele 1 si 2 putem forma doud perechi ordonate: (1,-2) si (2,1)
care sint distincte. in plus perechile (1, 2) si (2, 1) sint diferite de mullimea {1, 2};
2) Cu numerele | gi 1 putem forma cuplul (1, 1).
Definifie. Fie A §i B douk mulfimi. Mulfimea ale ciirei elemente sint
toate perechile ordonate (a,b), in care a c Agibc B se nu-
megte produsul cartezien al multimilor A si B (in aceastd

ordine) i se noteazi A X B.

Deci: A X B="(a, b) |a € 4 §i b € B}.
Cind A = B, se noteazid A x A = A%

Exemplu. Fie A = {1, & 5,} si B={1, 2, Baksey :
Atunci A'x B = {(1,1), (1,2], (1,3), (&1), (42), (48), (5,1), (5,2), (53]}
5B x A={(1,1), (1,4), (15), (2.1), (2,4), (2,5), (3,1), (3,4), (3,5)}

Se observd ci A x B # B x A deoarece, de exemplu, elementul (1, 2le A x B

si (1, 2) & B x A.

Observagii. 1) in exercitiile undg avem de dzterminat produsul cartezian a doud
multimi este bine si refinem faptul ci dacd A este o multime finitd cu m elemente, lar B
este o malfime finitd cu n elemente, atunci 4 X B ars m*n elemente. fntr-adeviir, cu
fiecare element o = A putem construi n perechi ordonate de forma (a, ), cu y = B. Cum
B are m elemente, numirul total de perechi ordonate este m * n. ;

2) Fie 4 si B submulfimi ale mullimii numerelor reale B. Multimea A x B se
poate reprezenta grafic printr-o mul{ime de puncte din plan, in care s-a fixat un sistem
de axe rectangulare «Oy, asociind fiecdrui element (z, y) & 4 X B, punctul Pz, y) de
. coordonate = si .

De exemplu: 1° Dacd 4 = [1, 2] si B =[2, 4], atunci Ax B are ca reprezentare
: in plan dreptunghiul hasurat ABCD (fig. I1.5) unde
A(1, 2), B(L, &), C(2, &) si D(2, 2).
9° Daci A = B =R, atunci R x R = R? are ca
reprezentare tot planul.

i A 6. Proprietiji ale operajiilor cu muljimi
| . Y (Exercitii)
‘ e 1°, Dacd A, B, C sint trei multimi, atunci
PG AUBUC)=(AUBUC si AN (BNC)=
' —= (AN B)N C (asociativitatea reuniunii §i a

intersectiet).
2° Daci A, B sint multimi, atunci
Fig. 11.5 AUB=BUA si ANB=BNA (comutalivitaica

: reuniunii §i intersecjier). :
3° Dacid A este o multime, atunci AUA =4 5i AN A=A (tdempo-
lenja reuniunii gi intersectiei).
4° Oricare ar fi multimea 4, AU@ = 4 si AND = O.
5° Dacid A, B, C sint trei multimi, atunci AU (BNC) = (4 U B)N
N(AUC) (distributivitatea reuniunii fatd de intersecjie) si AN(BUC) =
— (AN B)U (ANC) (distributivitatea inersecfici fatd de reuniune).
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6° Daca A,B sint submultimi ale lui £, atunci Cx(4 U B) =CpANCyB
$i Cp(ANB) = CgA U CyB (formulele lui de Morgan).

7°. Daca A este o submultime a lui E, atunci Cx(CpA) = A.

8° Dacd A, B sint doud multimi, atunci A — B = C4(AN B).

9° Dacd A4, B, C sint trei multimi, atunci
i) A—(BUC)=(A—-B)—C; i) A —(BNC)=(4—-B)U(4 - (C);
i) (AUB) —C=(A4—C)U(B—C); iv) (4ANB)—C=AN(B—C) =
= (4 —C)N B.

10° Daca A, B, C sint trei multimi, atunci ‘ i
1) A X (BUC)= (A x B)U(4A x C); 11) A x (BNC)=(4 x B)N (4 x C);
i) A X (B—C)=4 x B—A x C.

Vom demonstra, ca model, distributivitatea reuniunii fatd de intersectie
adici AU (BNC) = (AU B)N(A U C). i ol

TFie z € AU (BNC). Avem: -

2EAU(BNC)=zc A sau £=BNC = xzcA sau (z=B s zC) =
= (zEA sy zEB) 8 (zed st 2ol = dcAUB 5 seAUC =
= (AU B)N(AUC). Decsi AU (BNC)C (AU B)N(AUC).

Fie z=(AU B)N(4A UC). Avem: ‘

gS(AUB)N(AUC)= 26 AUB si 2€AUC = (zgA sau xS B) si
@wcAd sau zel)= z=4 sau (z&B s1 vrcC) = zc A sau xEBﬂCrJ.-
= z=AU(BNC). Deci (AUBNAUC)c AU (BNC). Din cele doui
1nc]gziui1j rezultd ca AU (BNC) = (AU B)N(4UC).

Observatie. Ca exercifiu, si formalizim in termeni logici citeva din definifiile din
acest paragraf. De exemplu:

1) relafia d2 incluziune, 4 c B, se scrie:

: Ac B« (Vz) (zr € A= 2 e B);
2) relatia A ¢ B se scrie:
AZ B« (Iz) ((x € 4A) A (z & B)).

Folosind legile de negalie din caleulul cu predicate, se poate verifica usor cd propozilia

(3x) ((z = {1) Az & B)) este echivalentd cu propozilia 1((Vz) (r € A = z = B))
3) definifia reuniunii 4 U B, se scrie

5 e AUB<(ze A)V (e B);
4) definilia intersecliei A N B, se scrie
. seANBw(zed) Al e B);
5) definifia complementarci CpAd, se scrie ‘
z e CgA < (z € E) A(x& A);
6) definitia diferentei 4 — B, se scrie
zeAd— Bs(zes 4 Alz& B).

Propunem cititorului si formalizeze si alte definitii intilnite,

1]

EX ERCITII

1/ sx se verifice egalitAfile:
@) {reN|2* — 4z + 3 =0} = {I, 3};
b){zeN|z*+a2—2~=0}={l};
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(

(

l:}\ [resZ |22 —3z+ 1 =0} ={1}:
d) {x = Q|2 —.lm+1ﬁ0},{éﬂ }
—1,

e) {zcZ| |z—1]=2 3}
2, 34 se determine multimea,
{z e Z | ma® — (m® + 1)z + m = 0}. Discutie,
3. S# se arate cd oricare din conditiile: Ac B, AN B = Asi AU B = B, pentru Sllb-
~multimile 4 si B ale multimii X, implicd celelalte dous.
_4./Care dintre urmfitoarele propozitii sint adevirate sau false:
a) {a, b, ¢} = {b, a, ¢}; b) {4 5, 6} = {6, &, 5};
o) 8+ 1,5} =1{59};d) 3< {3}; ¥ 3& (3);
f) 3c {3}; &) {3} = {4};7h) {3} = {{3}}:
i) @c {1};) @ = {1}
5. 54 se descrie multimile:
2(2({1}) si 2.8/8({1}).
( 6. 84 se determine mulLimile:

a) A=JdaxesN|z = fm , neNit:
n-+2 )
b) B=lzek :L‘:M-. nEZ};
3n + 1
Ly ;
¢) 6 =JlzeN x:M—tmﬁf—i. neN}.
n+

7>F18 A= {1,2 3, 4), B= {2 8,7, 11}. S4 se determine multimile 4 U B, AN B,
— B. Dacdi E = A U B, s se determine CgAd si CgB.
8. L2 IS = e L 7} B = {3,7,9},C = {3,5, 7, 9}. Siisearateci A UB = A UC,
9, Daci 4, B, € sint trei mulfimi astfelincit AU B = AUCsi AN B = AN C, atunci
e 0

=

"10.)84 se determine m astfel incit:

{zeR|a? -4+ m=0IN{zesR|a®—3z+2=0}# 0O

~

fll.)Sl se determine m astfel incit:

A~ {zeR| 2223 z+m=0N{zesR |z — 52+ 4= 0}= @.
Izwbct se determine m astfel incit:
|
(o T = +mxﬁ1:0}—{———2, ;}z a.
18, Si se arate cd mulfimea
freR|zt+me+1=01U{zeR]|z®+ ba | m?= 0}
are doudi elemente oricare ar fi m € R. ‘
14. Si se arate ca:

2 A
{IeR o S

- ueR}:(—oo, —3JU[L, + co).
a1

~1b.Fie A = {z R |22+ mz + m? + 1 = 0}. Si se calculeze CRA.

16. Daterminati toate submulfimile urmitoarelor mulfimi:
‘A=1{1,2 38}, B={a, b,e,d}, C=lz, y 5 u, vh
17. Fie @ un numdr natural. Vom nota cu D(a) miltimea
Dia) = {x = N | = divide a}.- '
i) Dovediti cd D(a) are cel pui_:]n doud elemente (a > 1).
ii) Pentru care numere naturale a, D(a) are exact doud elemente.
iii) Pentrn care numere naturale a, D(a) are exact patI‘u elemente.
iv) Determinati mulfimile: D(8), D(160), D(120).

18, 84 se determine m astfel incit mulfimea
A*{xeRIx-—~mm+2:O}U{xeRIQ:cﬁmmqtl 0}
sd confind 3 elemante. Poate avea ,A4, 2 elemente?

19. Fiery < rp < ... < ra <. . numere naturale. Fie,de asemenea, & un numar natural.
Pentru orice mlm":ir natm'al k notdm:

' Ay ={a +rmm im =1, 2, ...}
Dovedifi ¢i nu existd nici un element comun tuturor multimilor Ag(k > 1).

20. Fie 4, B doud multimi. Notdm cu AAB = (4 — B) U (B — A) (Mullimea AAR ce
numeste diferenta simetricd a multimilor 4 si B). Dovedifi ¢d: a) Pentru orice 1n\i
multimi A, B, C are loc egalitatea (AAB)AC = AA(BAC); b) AAD = BAA =
c) AAB = BAA; d) AAA = @.

21. Fie @, un numir natural. Definim multimea

A="1ay, @1, Gy sy On, <o UNAE TG = l/’ Gl Bl e S :.[/ a2 4+ 1
Ardtati ca mulfimea 4 — Q # @.

22, Dacd M este o mulfime finitd, vom nota prin n(}M) numirul elementeler sale. Fie
A, B, C trei multimi, Dovedifi ci:
n(AU BUC) = n(d) + n(B) + n(C) — [n{A N B) + n(ANC) + n(BNC)] -+

+ n(AN BNC).

23, Fie A4,, 4,, ..., Ay, n multimi (n > 2). Dovedi{i ca pentru oricare doud numu'e na-
turale 7, j (1l < i< n, 1 <j < n), avem: :
(AN 0. N A N (A N NAy) = (4 Nd,N..N A N (Ajgq O oo N Ap) =

= A, NA4,N0..N4,
81 (4 WAy Ul e AU [ U i) = (A U A Y DA (A U250 )
De asemznea, dacid iy, iy, ..., in sint numarele 1, 2, ..., n scrise intr-o altd ordine, atunei
AU DA g = v U A
AN NAy = A; 0N A

24, Fie A = {1, 2, 3} si B = {l, 3, &4}. S se determine mul}{imile
Ax A, A x B, B x A, B x B si apoi sii se reprezinte grafic intr-un plan de ccor-
donate zOy.

25. Fie multimea 4 = [1, 2] U [3, 4]. 84 se determine A x A si apoi s se reprezinte grafic
intr-un plan de coordonate zOy.

26. Fie multimea B = [1, 2] U {3, 4}. S4 se determine multlmea B X B si apoi si ce
reprezinte grafic intr-un plan de coordonate xOy.

§ 3. FUNCTII

Cuvintul ,functie* este adesea utilizat in vorbirea curenta. Se spune,
de exemplu, c& recoltatul griului se face in functie de starea vremii. Se spune,

de asemenea, cd nota pe care o obtine un elev, atunci cind este ascultat, este-

in functie de raspunsurile pe care le da. Ca i in viata de toate zilele, conceptul
de functie joacd un rol imens in toatd matematica §i chiar in toatd stiinta.
In continuare ne vom ocupa de studiul conceptului matematic de functie.

3.1. Notiunea de functie

Definifie. Fie A si B doud multimi. Prin funcjie definitd pe muliimea A,
cu valori in muliimea B se infelege orice lege (procedeu sau
convenfie ete.) f, in baza cireia oricdru: element ¢« = A i se
asociazd un unic element, notat f(¢), din 5.
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B 1 et a

Definitia functiei presupune de fapt existenta a trei elemente:

1° O multime A pe care este deflnlta functia gi care se numeste domeniul
de definitie al funcg:wt

2° O a doua multime B, in care ia valori functia §i care se numeste dome-
niul valorilor functiei sau codomentul funcier.

3° O lege (procedeu, conventie etc.) f.

Pentru a simboliza faptul cd aceste trei elemente A, B, f sint elementele
sonstituante ale unei functii definitd pe multimea 4 cu valori in mul{imea B
e scrie simplu:

f:4 - B sau A5 B

si se citegte .,/ definitd pe A cu valori in B*.

Dacd a €4, atunci elementul f(a) €B se numeste imaginea lui a prin
functia respectivé, sau valoarea [ui f in a. -

O functie f : A — B se mai numeste si aplicatie de la 4 la B.

Obsergatii. 1) Desi in definitia unei functii s> B apar in mod necesar irei ele-
mente, totusi, uneori peniru simplificarea limbajului, se spune cé [ este o funclie®,
urmind ca ca]eia]tu doud’ elemente si rezulte din context.

2) Dacd A si B sint doud mulfimi oarecare, atunci, in general, e‘abta mai multe
funcfii definite pe 4 cu valeri in B.

3) Doud functii f: 4 - B si g : A” - B’ se numesc egale daci 4 = A’, B = B’
siin plus, pentru orice element @ & 4, avem f(a) = g(a). Dacd existd cel pufin un element
a = A pantru care f(a) # g(a), atunci funciiile f si g nu sint egale. Cind funcliile  si g
sint egale notim f = g; in cazul cind nu sint egale notdm f # g.

4) Fie f: A - B o funclie. Dacd = desemneazi un element oarecare din A, iar y
desemneazi elementul f(z), atunci vom scrie: y = f(xz). Aceastd egalitate poartd numele
de dependenyd functionald asociatd funcliei f, iar @ se numeste eariabild sau argument. Ori
de cite ori ne este clar cine este domeniul si codomeniul funciiei f putem sa mdlcam pentru
aceastd funclie numai dependenta functionald y = f(a).

Exemple. 1) Fie multimile 4 = {a, b, ¢, d}si B = {1, 2, 3, 4, 5}. Definim funciia
{4 - B dupd ,legea“: lui « i se asociazd 1; lui b i se asociazd 2; lui ¢ i se asociazd 2;
lui d i se asociazi 5. Pentru aceastd funcyie avem: f(a) = 1; f(b) = 2; f(¢) = 2 5i f(d) = 5.

De asemenea, de la .4 la B putem defini funclia g : 4 — B dupd legea: oricdrui
element x din 4 i se asociazi numirul 1.

Pentru functia g avem: gla) = g(b) = gle) = g(d) = 1.

S2 vede cd funcliile f si g nu sint egale.

2) ‘Fie A multimea tuturor {Arilor de pe glob, iar- B mul{imea tuturor oragelor de pe

loh.
g Definim functia f : 4 - B dupd legea: unei {éri i se asociazd capitala sa.
Pentru aceastd tunclie avem de exemplu: f (Roménia) = Bucuresti, f (ltalia) =
Roma ete.
3) Fie Z mulfimea numerelor intregi. Definim' functia f: Z -~ Z dupd legea: lui
a = 7 i se.asociazii pdtratul sau, adicd f(a) =

3.2. Moduri de a defini o functie

Cind definim o functie trebuie s& precizdm cele trei elemente ce o carac-
terizeazi: domeniul de definitie, domeniul valorilor gi legea de asociere. Vom
distinge doud moduri de a defini o functie.
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a) Funciii definite sintetic. In multe cazuri o functie f: 4 — B poate fi
definita, numind pentru fiecare element in parte din A elementul ce i se asocaazd
din multwnea B,

Exemplu. Fie A = {l, 2, 8, &4} si B = {1, 7, 9}
Definim f : A — B punind: f(1) = 1; f(2) =7; f(3) =1 si f(4) =

Legea-de asociere a functiei f:4 — B
poate- fi reprezentatd grafic printr-o
diagramd (fig. I1.6) sau printr-un. / ; L=l \
tabel (fig. IL.7). (In figura I11.6 sdge-. = 3 —| [ e
tile indicd legea de definire a functiel | 9
de la multimea 4 la B. In tabelul din

figura I1.7 in prima linie sint trecute

elementele mulfimii pe care este Fig. 116

definitd functia, iar in linia a doua :

elementele din multime unde functia ia valori).

RN oI e
) b 17719
Fig. I1.7

Pentru orice functie definitd sintefic se poate asocia o diagramd ca in

* figura I1.6 sau un tabel (numit tabelul de valori al functici), ca in figura IL.7.

De multe ori este preferabil si suges-
tiv s8 indicdm diagrama sau tabelul de
valori pentru a defini functia respectiva.

- De exemplu, si considerim diagrama din
ligura II.8.
Functia asociatd este: f: A — B unde.

fla) = —1; flo.= —1; fle) =2 st fld) = 4
Sau sii considerim tabelul din figura IL.9. Fig. 11.8
¥ @nb e d
fle)yy (a7 1048
‘Fig. I1.9

Functia asociata esie f: {a, b, ¢, d} = {1, 7, Id, 13}, unde f(a) =1; f(b) !
fle) = 10 si f(d) = 13. . ; g

b) Functii definite analitic. O funcjie f : A — B poate fi definitd specifi-
cind o proprietate (sau relatiile) ce leagd un element arbitrar a & A de elementul
f(a) din B. : '

Ezemple. 1) Fie A multimea tuturor oamenilor din Romadnia, iar N
multimea numerelor naturale.

Definim functia: f: 4 —» N astfel:

f(z) este egald cu virsta (in am) a lui 2 in momentul de fati.
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2) Fie B multimea oragelor din Roménia iar ' mul{imea judetelor {arii.
Definim functia f: B — C astfel:

f(z) = judetul cédruia fi apar{ine oragul z.

3) Dindu-se o formuld (sau expresie algebricd) E(z), putem s8-i asociem
o functie sau mai multe functii. (Intotdeauna aceste functii vor avea domeniul
si codomeniul, submultimi ale mulfimii numerelor reale.)

De exempl.u, considerim expresia E(z) = z® + 1. Putem defini funcfia f : R = R
astfel fnelt f(z) = = + 1.

Aceleiasi expresii E(z) = z* 4 1 putem s#-i asociem si funcfia g : Z — R; glz) =
= a® 4 1

Este evident cd-functiile f si g sint diferite deoarece domeniul de definifie al lui f
este R, iar al lui g este Z.

Retinem faptul ci unei expresii san formule i se pot asocia mai mulle
functii.

De asemenea, cind definim o functie cu ajutorul unei expresii algebrice
trebuie sd avem in vedere dacd acea expresie are sens pentru elementele din
domeniul de definitie.

De exemplu, sd considerdm expresia:

Acestei expresii nu-i putem asocia o funcfie k:R— R, k(z) :-’~"_+_i, deoarece
. e

expresia E(z) nu are sens pentru z = L.

4) Dindu-se mai multe expresii algebrice putem si definim o functie
sau mai multe funetii.

Si considerdm expresiile:

Bia) = o+ 2, Byfa) = * 5i Bafa) — .

Definim functia:
f: R - R astfel-
x + 2, daci z < 0,
l 2 dacd 0 z< 1,

1

—, daed =z > 1.
T

: fla) =

Acelorasi expresii putem si le asociem si funclia g : R — R datd in felul urmdtor:
z -+ 2, dacdh z < —1,

2 dacd —1 < z< 2,

e

glx)

= daea g2y
&

Se observil imediat ¢ avem f(2) = o iar g(2) = 4, deci [ si g sint functii distincte.

tntr-un mod aseminétor putem defini o funcfie prin patru, cinci sau chiar un numér
mai mare de formule.
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Trebuie si remarcam faptul ca, daca functia f: A — B este delinitd
prin mai multe formule, atunci fiecare din formule este valabild pentru o
anumitd submultime a lui 4, iar doud din formule nu pot fi folosite pentru
determinarea imaginii unuia §i aceluiasi- element.

5) Geometria ne furnizeazi o gamd variatd de functii definite analitic.
Iata citeva exemple:

1° Simetria in raport cw un punct. Fie M un punct fixat din planul P. Notim
sy: P = P functia definita astfel:
sy(X) = simetricul lui X fata de M. Functia sy se numeste stmetria fald de punctul M.

2° Simetria in raport cu o dreaptd. Fie (d) o dreaptd din planul 2. Definim functia
sq : P — P, astfel: sy(X) = simetricul lui X fatd de dreapta (d). Functia sq s€ numeaie
simetria fatd de dreapla (d).

3° Fie O un punct fix in planul P. Vom defini funclia d : P — R astfel: d(X) =
— lungimea segmentului OX.

4° Fie A multimea triunghiurilor din planul P. Vom defini funclia @ : 4 — R, astfel
a(T) = aria triunghiului 7.

’

3.3. Graficul unei functii -

Fie f: A ='B o functie. Prin graficul acestei functii intelegem submul-
timea Gr a produsului cartezian A X B formata din toate perechile (a, fla)),
cu a & A\.

= Deci:
Gr= {(a, f(a)) |la € A}._

Ezemplu, SA considerim Tunclia
asociatd urmatoarei diagrame (fig. I1.10):
fla) =2, f(b) =1, fle) =2, [{d)=

© In acest caz graficul Gy este mul-
timea: - ;

= (a2 (R R (B (i) Fig. 11.10

3.4. Funcgii numerice §i reprezentarea geometrici a graficului lor

Se numeste functie numericd o functie f : A — B, pentru care atit dome-
niul de definitie 4 cit si domeniul valorilor B sint submullimi ale multimn
numerelor reale. »

Exemple. Urmitoarele functii:

) f:R= R, f(z) = 22 + 1,

2) g :[0, 2] — [0, &], ,,( x) = & sinl funciii numumo

Graficul unei func’gu numerice are o partmulautate deosebitd, care consti
in aceea cd el se poate reprezenta ca o submultime de puncte dm plan.

Fie f: A —+ B o functie numericd gi Gy graficul sau. Fie 20y un sistem,
de axe perpendiculare din plan. Daci (a, b) este un element din Gy, atunci
ii asociem punctul P(a, b) din plan (a este abscisa, iar b este ordonata.punc-
tului P). Multimea de puncte din plan de coordonate z §i ¥ unde (z, ¥)
este un element oarecare din multimea Gy se numeste reprezentaréa geomelricd
a graficului funciei f. Dacd nu este pericol de confuzie, peniru simplificarea

limbajulut, vom numi, simplu, aceastd reprezentare geomeltricd graficul funcyiet [.
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E{Ft‘.l)’l})l‘d‘ 1) Fie functia f -1 ~— = )= a
J i tl . { 3 0, \ 3 ) { !/2 1 2} aSOCIa 5 t bB u
2y m =] 456 !,tu, 2 .I.UI i

@ =1 0 3

f”l'*“

—— ——

fe, =7 14 3 _ %

. ) S5y
0, 1), (_'l 2 (3 9

Reprezentareq 0 A 5 2 D '_'/2)}-

(fig. IT.11). geometricd a mulfimii Gy st mul{ime

Graficul functiei f egte: G = {(mi V'2), |
P H

a punctelor P,, Pz:Ps, Py

Fig. 1141
Fig. 11.12

2) Fie funcfia de gradul i
Graficul aceste; functii este my

ntli £ R = R, f(z) =

m i
Fab Z 4+ nunde m, p = R $1m 5% Q.
. G = 5
. r=Ala fla) la s RY = {{a, ma + n) |0 < R}."
éprézentarea geometricy i |
a graficului functiej de
. gradul intlif(z) — my
= + n, m # 0,

Wrerol el (o i
) 2‘( el 0) (fig. I1.12).

Fie funcfia modus : R _, g f(z)

este o dreapti cape taie axele in Punctele P, (
o 1]

3)

unde =4l

z,daci 2 > 0,
| = 0,daci z — ¢ i

—a,daci z < 0, |

Grafi : o
raficul aceste; funcfii este constituit din doug

semi i
bi:;u:repte d 5-1 d’ (fig. I1.13) unde 4 este
vloarea unghiului 20y, iar g’ este bisectoarea

Fig. II,
g 13 unghiului /0y,

3.5, Funcgll injective, surjective, bijective

‘Definifie, Fief: 4 - Bo fuﬁctie. Vom spune ¢ f este o funcﬁe injectivd
sau cil este o injecjie, dacd pentru oricare doud elemente x §i

y ale lui 4, z # y, avem f(z) # f(y).

Faptul ci functia f este injectivil se mai éxprimi si astfel: dacd = §i ¥y
sint elemente oarecare din A cu proprietatea f(x) = f(y), atunci rezultd 2 = y.

Din definitie rezultd ¢ o functie f: A =B nu este injectivd dacd existd
cel putin doud elemente z i ¥ din 4, z # ¥, astfel incit f(z) = f(y).

Egxemple de funcfii injective : ;

1) Funcfia f : 4 — B, asociat¥ diagramei din figura I1.14 este o funciie injectivi.

2) Functia g : N - N, definitd prin formula g(z) = «* este injectivd. Intr-adeviir
s presupunem ¢ g(z) = g(y) unde z,y = N, Atunci g* = y*deunde (z — y) (= + y) = 0.

Fig. 11.14 ' Fig. 1115

Din aceastd egalitate rezulld ci # — ¥ = 0 sau & + y = 0. Din prima egalitate avem
¢d z = y. Dacd are loc egalitatea z + y = 0, cum z §i y sint numere naturale, obtinem
¢& & = y = 0. Oricum, din egalitatea g(z) = g(y) rezultd ci « = y §i deci g este o functie
injectivé.
3) Funcfia b : Z — N, h(z) = 2 nu este o funclie injectivi deoarece h(—2) =
— h(2) = &. _
4) Functia k : A - B asociati diagramei din figura I1.15 nu este injectivd, deoa-
rece k(1) = k{4) = c.
Definifie. O funcfie /: A - B este 0 tunetie surjectivd sau, simplu, este
-0 surjecjic daci pentru orice element bc B existi cel putin
un element ac A, astfel ineit ftz) = b.
Rezultd cd o functie f: A — B nu esie surjectivd dacd existd cel putin
un element b B, astfel incit pentru orice element 2= A avem f(z) % b.
Ezemple de functii surjective
1) Functia f : R — B definitd prin relajia
flz) = az, a # 0, este surjectivii. Intr-adevir,

fie y = R. Atunci z = Yer si a;:em f(l] &
4 a A7 g

=ﬂ£=y'
a

2) Funclia g : 4 — B asociatd diagramei
din figura I1.16 este de asemenea surjectivi,

gll) = a, g(2) = g(3) =5, gla) = ¢, gl5) = a HESIE L

ps
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AJ) }'[ (“ﬁ h R - R dﬂf?n = p — =, E
n 4 ',. l[:l rin fDi Ll] h Z u este surje lVé ]lt] ade
( ) mula (CC) n S 1 J ct . I

: i Deci — - : o ;
element, prin h, din domeninl de definjtie I nu este imaginea nici unui

&) Functia k ;4 » B asociatd diagramei din figur

Intr.-adeyy ode cX o a IL.17 nu este surjectivi. . Ox—1— - e
e aevarse vede cd elementul 2 & B nu este imaginea prin & a nici unui element figura I1.19 este reprezentat modul de defi- | o i

; : 1 nire al functiei gof.)

orice a=A. De obicei functia & astfel defi-
nitd se noteazd go f (sau gf) si se numeste
compunerea fanctiet g cu funcyia f. (In

‘ . 1 Ezemple. 1) Considerm funcliile f: 4 — B si

Y —fel Bl i : g : B - C definite respectiv prin diagramele din

figura 11,20, : .
in acest caz avem (gof) (1) = glf (1) = \ 192 |

. = g(38) = 1, (gof)(2) = g(f(2) =gl6) =4 :

| (0f)(3) = g(f(3)) = g(1) = 4 (g0 f) (4) = g(f(4) =
Funcfia g o f : A — C poate {i reprezentatd prin diagrama din figura IT.21.
2) Fie f : R — R si g : B> R functiile definite respectiv prin fozmulele;-

Fig. 1118 : : flz) = a* — 1; gle) = 1 + 2=

Figs 19

Fig. TI .17

Definiti E
ifie. 0 funcgie f:A - B care oste simultan injeetivi gi surjectivi Functia go f : R — R are sens. Pentru orice 2 € R avem:

i T TRt (gof) (x) = glf(=)) = gl=® — 1) =1 + (2% — 1)} = 2* — 22% 4 2.
Exemple de fur_wgia' bijeciipe . | ‘

1) Funclia f: 4 - B asociaty di i d '
i dia in fi i W
= b B =G o g e D e et

2) Fie = ini
Flmcu; gleS;: bi‘e{.rt.eéﬂjl T 0}; Definim functia g : 4 - 4 prin formula: g(z) = o
Toais Jec fv. - Intr-adevir, trebuie si ardtim ci g este injectiv si surje('tivé' r
g este injectiod. Tie z, y = A astfe] in ! .
- cit = Th = ‘
unde {x —y(z+9y) =0 si deci.z — y — 0 san % +g(x} Sk i 2
Z =y} dacd » ' ¢

A = 0. Daci z — y = 0, ave
Yy = D, ave W= — : ¥ Kl y AVEeIm - . . :
HE Y §1 cum z, y sint numere reale > 0 trebuie ca ( ( |
|
|

* =¥ = 0. Oricum, din egalitatea
] )= 5 = . | i
Functia.g este suriectivs. T gl=) = sly) remﬁ:]ta ol Fig. 11.20 Fig. II.21
S e Jeetiod. Fie y = 4. Cum y > 0, atunoi are sens Vy. Cum /y > 0 1
(= = == ! : o : :
3) F:?lncj,ia f?;{edeéﬁﬁ(l)/ y) = ([/y)z: Yy s1 deci g este surjectivd " Dl Sunchid sompusd o firsiadatinde tanplat
i = . .
Intr-adevir, dac f(%S :cf(x )ait:;:; :;di‘;; b =R sias 0 este bijectivi, o lgioflie) =atnast K
i == 2/ = o 1 : § .
= az,. Cum a 5 0, atunci @y = z,. Deci f este iil'ecti A a;: + b, de unde Ohtl‘ﬂem azr, = ! Se observa cd are sens sdl vorbim si de compunerea lui f cu g. Pentru orice z = R avem |
o Jectiva. iS4 ardtdm ci £ este i surjectivy, 2)2 4 2 7
¢ y = R. Are sens numirul real z — ¥ __ © Atunci f(z) (y b ‘ (fog) (=) ={lgle)) =71 + 2% = (1 + 2% — 1 = z* + 222 : .
—_—— T)=a|= |4 p= . : . ¥ s
teea ce aratd ci f este §i surjectivi, i : L3 “] i 4 | Decl Mo ok ple s e i for-mnld' .
1 : (fog)(z) = z* + 222
G o e . ; Obserpatit. 1) Dacd f: A - B si g : C — D sint doud funclii, are ‘sens si vorbim |
mpunerea funq:lllor : . e compunerea functiei g cu funcfia f numai atunci cind B = C. |

i b - . : 9) Dacd f:4— B si g:B— A sint doud funciii are sens gof : A — A si |
Fie functiilef : 4> g $1g: B — C. Observim cd domeniul de defin;t; fog:B— B. Asa cum rezulty si din exemplul 2) in general gof # fog, adici !
v nul de definitie compunerea, nu este comulatiod. ; |

|

al functiei g coincide i iel

R IR (1311: c?glomenml fu-nc{nelnf. A.ceasté situatie particulary

s B mi oare].e copmderap:. Fie ac 4; atunci elementul B T 1 IR T) s oeth
% In 5 putem vorbi de imaginea sa prin g, adicd de elementul - siiept ke IR e

a)) di X x
ijl(gr(niit llf'llnicc- d(i)lllz's;e:vir.n cd ;stfel putem. asocia oricdrui element ¢ A un tatea: ho(gof) = (hog)of.
= .
definit o functie 4 al c’éif;ieadoy;lea?un:ie Zle?le_n?ﬂ £(f(a)). In felul acesta am . Demonstrajie. Codomeniul functiei g o f este multimea €. Cum domeniul
domeniul este cel al functiei nDlt:ci e}g, ‘Bf;nlt,ne este cel al functiei f, iar co- de definitie a lui A este tot ', atunci are sens compunerea /o (go f). Analog,
P& * 4 = C unde h(a) = g(f(a)) pentru _ domeniul de definitie al functiei 2 o g este B, iar codomeniul lui f fiind tot B
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aré sens compunerea (ko g)o f. Funetiile 4 o (
domeniu de definitie (multimes A) si acelagi codomeniu (mulfimea D),

Pentru a arita egalitatea ho(gof) = (ho glof rimine si dovedim ol
pentru orice 2 € 4 avem (ho(gof)) (z) = ((hog)of) ().

Intr-adevir (%o (go f)) (2) = k(g o) (2)) = h(g(f(2))), iar ((hog)of) (z) =
= (ko g) (f(2) = h(g(f (). -

Comparind, obtinem egalitatea ceruty.

Obseroégie. Proprietatea demonstr
latea compunerti functiilor.

Aceastd proprietate ne permite sd folosim scrierea

gof) si (h og)of au acelasi

atd in teorema de mai sus se numeste asociatipi-

ho(gof) = (hog)of = hogoy.
3.7. Functia inverss

Fie A o multime oarecare. Vom nota cu 1, : 4
astfel: 1 ,(a)

timic A.

Propozifie.

— A functia definitx
= @ pentru orice a € 4. 1, se numegte functio identicd a mul-

Fie A o mulfime gi 1, funcfia sa identics. Afunci:
1° Pentru orice ‘mulfime B -‘gi pentru orice funetie
f:4 - B, avem o —f
2° Pentru orice mulfime C i pentru orice funcfie
g:C — A, avem lyog=yg '
Demonstragie. Demonstrim afirmatia 1°. Functiile [§i fol, au acelasi
domeniu si codomeniu aga cd pentru a arita egalitatea fels = f rdmine
sd dovedim ¢4 pentru orice g € 4, (foly) (a) = fla).
Intr-adevir (fo14) (a) = f(14(a)) = f(a).
Demonstrim afirmatia 2°, Funetiile 1, 0g 8i £ au acelasi domeniu gl
codomeniu, adicy multimile C' respectiv A.
Pentru a arita egalitatea 1
¢ceC avem (140g) (¢) = g(c).
Intr-adevir (1,0 g) (¢) = 14(g(c)) = gle).
Definifie. O funefie f: 4 —» B 5o nume
funcfie g: B — A astfel fncft

gof=14 §i fog=1p @)
Observim ci functia g definits de relatiile (1)
dacd g’ : B —+ A este o alty functie astfel incit

gof=1, s fog' =1z, (2)

4°8 =g rdmine si dovedim o3 pentru orice
§te inversabili daci exists 0,

este unicd. Intr-adevir,

atunci obtinem:

§=1i0g=(g'of)og=g'o(fog) =g 01, =i
unde s-au utilizat relatiile (1) §i (2) precum gi asociativitatea compunerii func-
tiilor.
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Daci f este o functie inversabild, atunci funcfia g defiunit_e“i de relatiile (1),
care este unicd, se numeste inversa funcgu?a f §i se ngt?gz; f: ; ey It
Se pune intrebarea, cind este o func}ie inversabildi? Rispun

.de urméitoarea toeremd,

Teoremi. O ftuncfie f:A — B este inversabild dgcﬁlgi numai dacd este
bijectivi,

i 1 & 5 i 1la gl s& ardtam
Demonstrajie. S3 presupunem mai intii cé f este inversabild si sé

A i i14 Ita cé
cd f este injectivil si surjectivi. Din faptul cd [ este inversabild rezu
existd f~2: B — A astfel incit

foiio =114 & f°f;1=1s- (3)

: : : Gile (3
Fie x,, 2, din A si s presupunem c& f(2,) = f(%,). Du}lpr‘l,ma dir_lt(rff'a__i'il?), 1(236)(:3
obtinem ¢& z, = 1 4(z;) = (f~o f)_(:h) ;f“ (f(gl))D—fnfa (gf(;('f:')zzli;tre re]m}ii]: .
= 1,(@3) = x5 Deci f este injectiva. Fie y& B. Di . Wk jed
se o?)(’gif])e: Y 2= Inly) =ulfo =Y dy)= f(}""l(y?). t.Dauwa se noteazd x = (J)‘
tunei y = f(«), ceea ce aratd ci f este Sl su-r‘]tjc Iva. . ' \ I
- un;{]ezipro](:( presupunem ci f este bijectivd. Definim fur.mttiax é,f: ABas_;fel
’ i jectiva existd #&

i jtor. Fie y& B. Deoarece f este surject] . : :

_1;[110;:0? (u:i) I:H;a Elementul z este unic determinat cu aceastd proprietate,
te injectiva gi definim g(y) = 2. st ; o
intrué;tdfozsec?im Jeé gOfi— 1481 fog = 15. Fiez€ A. Atunci, notind y _1 fgg,
rezultd din definitia lui g cd g(y) = «gi deci g(f(vsc)) =z S;m (éi;'c;éo)(x)e_};_ ADiI;
Rezultd atunci go f=1,. Si ardtdm acum cé& f_o a— 1y Ig{e s,
definitia Iui g, g(y) = z, unde x este elementul din 4 peninsru cagl et
Atunci (fo g) (v) = f(g)) = f(®) =y = 15(y), de unde obtinem c& fog >
Observatie. Diﬂ demonstratia teoremei precedente rezulté. cd d;cé “f ,,:r::d;:r,ﬂ ;}:ﬂ_.
o functie bije.ctivﬁ, atunci functia sa inversd f~1 : B — A se definegte dupd

" cedew: daci b = B, atunci f-(b) este unicul element a & A, astfel incit f(a) = b.
cedeu: )

Ezemple: 1) Fie funclia f : 4 — B asociatd diagramei din figura IT.22:
; = = d, f(5) = b.

1 :c,'f{2)=a, f(3)—9, f("*} 3 2 ' = e =
fS(e }'vede ci f este o funcfie bijectivd. Atunci existd functia inversd f-* : B —v-‘ "
Vom avea: f~Ya) = 2; /-18) = 5; f-3¢) = 1; f-*d) = 4&; {-'(¢) = 3. Functia f
iagn: in figura I1.23. s

S degldoigzesjgrz;egzzga;a-fgunctiei f—! se obiine ‘din aceea a lui f, inversind ;ensul
e

sfigefilor.

Fig. 11.22 Fig. 11.23
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_ 2) Fie functia f:R—R, flz) = az 4 b unde a, beRsiat0, Aceastd functio
este bijectivd, deci putem vorbi de inversa sa, Fie y = R.Atunci/~!(y) = zunde f(z) = y.
Deci dat y R trebuie s¥ determinim z & R, astfel incit f(z) = y sau aw t b=y
Din ez 4 & = y obtinem ci z — e iy _i. Deci, f=\y) = iy — — . Folo-

_» - @ @ a @ i
sind Ilﬂlat.]'a cu z, atunci funct,ia inversi a lui f este:

f=* : R —+ R unde [-1(z) = i e
’* a

b
a
Inierpretarea geometricd a inversel unei funciii numerice

-Fie f: A - B o functie numerici inver-
sabild si f~1: B-— A functia inversi a
lui f. Fie M(z,, y,) un punct al graficului
functiei f (fig. I1.24).- Atunci y, = i)
si deci zy, = f~Yy,). Rezultd oi punctul
M'(yo, z,) apartine graficului functiei f~1
(reprezentat punctat in figura 11.24)
Dar M §i M' sint simetrice fata de
bisectoarea unghiului z0y (numits prima
bisectoare)*. Rezultd ci graficele functii-
rig. 11,24 lor f gi f7! sint simetrice fatd de prima
bisectoare.
' Observajie. Ca exerci
in acest paragraf. :
1) Definifia funciei injective, f:A4— B, se scrie:

(f injectivd) « (V) (Vy) [{x == y) = (f(z) % f(y))], unde literele z, y desemneazi
elemente din A4,

Faptul ci f nu este injectivd se formalizeazi astfel:
( nu este injectivi) « (32) (3y) [(z £ ) A (f(e) = f(y))].
2) Definitia funciiei surjective, f : 4 — B, se scrie:
(f surjectivi) « (Vy) (32) [y = f(x)],
unde y desemneazi un element oarecare
din 4. .
Faptul cX f nu ests surjectivd se formalizeazs astfel:
(f nu este surjectivi) < (Fy) (V) [y 5 f(=)],
unde y desemneazé un element din B, iar z desemneazi un element oarecare din A,
Propunem cititorului si formalizeze si alte definitii intilnite.

fiu, sd formalizim tn termeni logici citeva din definifiile date

din B, iar = desemneazi un element oarecare

3

L. Fie functia f: R — R definit§ astfel
: 3x—4,dacé:}:<—!,
flz) = — 7, dacd —1 < 2 < 3.

i _3m+2,décé T =0,
S84 se determine f(—2), 1(~1), (2), fl&). °

* Intr-adevir, cum (OP) = (0Q) §i (MP) = (MQ) rezults ci AOPM = AOQM’

deci (OM) = (OM’). Pe de alti parte m(POM) = m(QOM’) si deci MOR = MOR). in
AMOM’ care este isoscel, dreapta OR este bisectoare deci si mediana, Rezultd ci MR —
= M'R, adicd M gi M’ sint simetrice fati de dreapta OR.
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2, Fie functia f: {1, 2, 8, &4} = {1, 8, 5, 7} definit4 astfel:

= fla) =1, (2) = 3, f(3) = 5 si fl4) =7
sifunciia g : {1, 2, 3, &4} — {1, 3, 5, 7} definitd astfel: g(x) = 2z — 1, S se arate ca-
[ =8 :

8. Se poate asdcia expresiei E = o functie f:R — R, astfel tmcit f(z) =

X2 —1
=—2 _ pentru orice # & R?
Lzt — 1
4. Folosindu-se diagrama asociati unei functii, si se determine numdrul tuturor functiilor
definite pe mulfimea {1, 2} cu valori in mulfimea {3, 5}.
5. Fie functia f : Z— {0, 1, 2, 8, &, 5} definitd dupi legea: f(x) este restul impéariirii
lui  la 6. S4 se determine f({—12), f(—9), 7(3), F(9), f(272).
6. Existd un numadr intreg m astfel incit sd existe o functie f S {1, 2, 3} — {1, 2, 3} defi-
nitd dupd formula f(z) = 2® + m?
7. Fie functia f: {1, 2, 8, 4} — {¥, &, 6} definitd astfel: f(1) = &; f(2) = 2; {(3) = 2;
f(4) = 6. S4 se traseze graficul acestei funcfii.
~ 8. Folosind faptul ¢ graficul func{iei de gradul intii este o dreaptd si se traseze grafi-
cele urméatoarelor funcfii:
2z — 1, dacll = < —1,
o f1 i Bos By fulalimd 7 0 S8 TS
2z — 3, dacd = < 0,
7z, daci = > 0;
2, dacd =z < |,
3z — 1, dac & > 15

b”wR*EﬂM={

GHwFMM*m&m={

—2x -+ 3, dacd = < —1,

5, daci — 1 < « < 3,
d) fy : R = R; f,lz) =

lxg2, dacd =z > 3;
3

e)' fs: N> N, filn) = 2n + 1;
)i Z— 7, folx) = 3z — 2,

9, 54 notdm cu A mul{imea oamenilor de pe glob. Defin.im :fuunctia f:A— R dupi
legea ,f(z) = indl{imea lui 2. Este f injectivd? Dar surjectivi?

10. S# se arate cd functia din exercitiul 5) este surjectivé, dar nu este injectivi.

il. Fie mul{imea 4 = {0, 1}. S4 se construiascd toate funcfiile de la 4 la A si si se
precizeze care sint injective, surjective sau bijective.

12. Tolosindu-se diagrama. asociat¥ unei functii si se determine nuu.'ﬁc‘irul fun(‘:‘?iilor- injf—)c-
tive.de la mulfimea A = {1, 2} in mulfimea B = {8, 5, 7}. Existd func}ii surjective
de la 4 la B?

18, Care dintre funcfiile de la exercifiul 8) sint injective? Dar surjective?

14. Notdm cu A m{llt.imea oragelor {drii noastre, iar B mulbimea‘judletelor ;Iziu'ii naaalsvti'el.=
Definim funciia f : A — B dupd legea ,f(a) = judeful pe temtor.ml c:‘:’}rela se 'c}fe’c:.‘ a
si funcfia g : B — A dup¥ legea ,g(b) = orasul care este resedinfa judefului b .

41




i) Cine este f(Galati) si f(F#giras)? Cine este g{Teleorman) si g(Mehedin{i)?
il) S# se arate ci f este surjectivdl si g injectivi,
iil) S4 se arate ¢ fog = Ip si gof + 14.
16. Se considerd functiile f : R — R; g : R — R definite respectiv prin formulele:
flo) =2 + o —1;¢ly) = 9* —y + 1.
Sd se determine gof si fog.
5 2z — 3, dacd x < 0
7z, daci z > 0

16

Considerim functiile { : R — R; f(z) = {

. 3 ot
sl g: R— R; g(z) = z7% qacéws_ 2
2z — 1, dacdl « > —2.

54 se determine gof si fog.
17

Fie A o mulfime finitd sif: 4 - 4 0 functie. Sd se arate ¢ : f bijectivd < [ injec-
bLivi <> f surjectivi, k

18. Considerdim functiile A Lrle 84 se arate cd:
1) dack f si g sint injective, atunci gof este injectivi.
ii) dacd f si g sint surjective, atunci go f este surjectivi.

. 19. 84 se determine numirul functiilor bijective de la mulfimea {1, 2, 3} in mul{imea

{1, 2, 3},

2

20. Fie f : N — N functia definitd astfel: 7(0) = 1; dack n > 1 atunci f(n) cste ultima
cifrd a numarului 77, ‘

1) Caleulati £(1), f(2), cro (7).

ii) 54 se arate ¢d f(n + 4) = f(n) pentru orice n > 1.
iii) Trasati graficul functiei f. :

21

Ardtafi cd doud funcii f : 4 — B §i g : A — B sint egale daci si numai dacil gra-
ficele lor sint egale.

| )L22. Considerdm functiile definite respectiv prin formulele:

)12 Z; flo) = —2 + &

i) gt Z—Z; glz) = o + 1;

iii) b : Z = Z; h(z) = z%; ’

iv) k : Z = N; k(z) = a2,

SH se arate el f, g sint bijective. Cum sint h si k?
S8 se determine funciiile inverse pentru f si g.

}( 23, Considerdm funcfia f : N — N, definitd astfel:

1) =-{ n 4+ 1, dacd n este numir par,
n — 1, dacd n este numir impar.

Ardtafi ci f este o bijecfie si construifi inversa sa.

I /\24. Fie functia f : R - R,

)= { 2z, dacd = > 0,
3z, dacl x < 0,

54 se arate off f este bijectivd si 54 se determine inversa sa.
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1.1. Notiuni preliminarii

In practicd se foloseste, de obicei, reprezentarea (scrierea) numerelor

rationale sub formé de fractii zecimale.
~Asa cum este cunoscut din aritmeticd, cu ajutorul algoritmului de im-

Sl : L . . m S
pirtire orice numir rafional nenegativ— (m > 0,7n > 0) se reprezintd sub
n

forma unei fractii zecimale finite sau infinite (adicé, cu o infinitate de zeci-

male). Astfel in loc de %se scrie 0,255 in loc de % se scrie 0,625; in loc de

;— se scrie 0,333.... Deoarece avem de-a face atit cu fractii zecimale finite, cit si

cu fractii zecimale infinite, pentru uniformizare, se pot adduga la dreapta
fractiei zecimale finite o infinitate de zerouri.

1 5 ‘
De exemplu:z = 0,25000...;~8—— = 0,625000... .

Astfel putem spune ci toate Ifractiile zecimale sint infinite.
Numerele intregi se reprezintd, evident, ca fractii zecimale cu, o infi-
nitate de zerouri dupd virgula.

De exemplu: 5 = 5,000...; 13 = 13,000....
. o . ... m .
Asadar, orice numdr rational nenegativ— , poate fi reprezentat sub
n ‘ -
forma unei fractii zecimale infinite:
m
T :au,alazaa tenow
n
g . " . .moo.
Numairul @, se numesgte partea intreagd a lui —,iar
n

0, @y8.a5... :
partea fraciionard a sa. Numerele a,, @, dg,... sint cuprinse intre 0 §i 9, adica
0<a <9, pentru i =1, 2, 3,... .

43




Observam acum cd si numerele rationale negative au o astfel de repre-
zentare, Vom nota partea intreagd a unui numar negativ cu semnul minus

deasupra. Astfel numérul — -;i =—34+ % se poate serie sub forma.3,5000... .

Analog, —0,321 = 1,679000...;
S 33 — — 25,666... = —26 +;_ — 26,333.5 .
In acest mod, orice numar rational (negativ, pozitiv sau zero) se repre-
zintd sub forma unei fractii infinite: '

m ;
eyl I 1 L (1)

A - - m .
unde a, este partea intreaga a lui — , iar
n

0, a;a.a;... "

este partea fractionard (zecimald) a sa (a, este un numér intreg, iar a,, a,,
@g,... sint numere cuprinse intre 0 i 9).

. Partea fractionard 0, @,a,a;... din reprezentarea (1) a oricdrui numdr

rational este un numdr pozitiv mai mic decit 1. Reprezentarea numerelor
rationale negative sub forma de fractie zecimald, infinitd, cu partea intreagd
numér negativ (iar partea fractionard un numéar pozitiv) o vom face cu scopul
de a uniformiza in continuarea acestui capitol studiul numerelor reale (pozi-
tive 81 negative). l

Obser¢afie. Scrierea numerelor negative sub forma indicatd mai inainte se intilnegte
in practicd la calculul cu logaritmi. :

1.2. Fractii zecimale periodice

5S4 vedem acum care sint fractiile zecimale prin care se reprezintd nume-
rele rationale. Mai intii, sd definim fractia zecimald periodica.
Definifie. O fractie zecimald infinitd

Q0,818
se numesgte periodicd, daci existd numerele naturale & gi p
agtfel ineit
R pentru orice n > k.
O fracfie zecimald periodicd se noteazi, pe scurt, prin
gy @1y U1 (O Dy By pi)-

Multimea cifrelor scrise (in aceasta ordine) in parantezd se numesgte
perioada fractiei zecimale. Dacd k = 1, adicd perioada incepe imediat dupa
virguld, avem de-a face cu o fractie zecimald periodicd simpld; in caz contrar

. avem de-a face cu o fractie zecimald periodicd mixtd.

In exemplele numerice de mai inainte fractiile zecimale sint periodice,
Astfel, pentru 0,333... avem k=1, p =1 §i a5, = a,= 3, pentru orice
n = 1. Seriem 0,333... = 0,(3), aceasta fiind o fractie zecimald periodica
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‘simpld. Fractiile zecimale finite, care dupid cum am observat pot fi consi-

derate ca fractii zecimale infinite (prin addugare de zerouri) sint periodice.
De exemplu, pentru 0,25000... avem k=3, p = 1 si ap,; = @, =0, pentru
orice n > 3; iar pentru 0,625000... avem k=4, p=1, an, =a, =0,
pentru orice n > 4. Deci 0,25000... = 0,25(0), iar 0,625000... = 0,625(0).

Asadar acestea sint fractii zecimale periodice mixte. In sfirsit, fractia -

15,723 434... este periodicd si se scrie, pe scurt, 15,72(34):
Am observat ci reprezentarea unui numdr rational sub formi de fractie
zecimald se obtine cu ajutorul algoritmului de impartlre Sa considerdm, de

5 1
exemplu, numersle — g; 2. Avem:
- 33 * 85

5 ]33 49 wlfbb
SORIE0G: = - 190 | 0,345...
33 7 165
170 250
165 220
T hdis 300
275
“ITBEE
Exemplul 1. Exemplul 2.
Fiecare numir de dupa virguld se obtine printr-o impértire partiala.
50133 170 |33 190 |65 250 |55 300 |55
38T 165 |5; 165 13“ 220 ‘T 275 [5
17 5 25 30 25
Exemplul 1. Ezemplul 2.

Fiecare deimpar{it partial se deduce din restul precedent prin adiugarea unui
zero la dreapta sa, adicd méarindu-l de zece ori. Resturile partiale sint toate
mai mici decit impértitorul. Dupd un numdr finit de operatii partiale se rega-
segte deci, ori delmpdartitul initial (exemplul 1), ori un @est deja intilnit
(exemplul 2). De la acest pas putem sd nu mai continuim impartirea, deoarece
in cftul impértirii lui 5 la 33, respectiv in citul impértirii lui 19 Ia b5, cifrele
se vor repeta. De aceea
)

e | S el ;
i 0,(15); o 0,3(45).

E]

In general, avem:

Teorema 1. Orice numir rafional se reprezintd sub formi de fractie zeci-
mald infinita perwd]ca, care i are perioada. (9).

Demonstrajie. Dacd a este un numar ratlonal oarecare, atuncia = a, + a’, unde a,
este un numdr intreg (partea intreagi a lui a), iar @’ este un numir rational nenegahv
mai mic decit 1. Dac# o’ se reprezintd sub form4 de fractie zecimald periodici, care nu are
perioada (9), atunci si a se reprezintd sub form# de fractie zecimali periodici care nu are

Textele insemnate cu o bard la marginea paginii sint facultative,
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perioada (9), in care partea intreagi este a,, iar partea fractionard tl reprezinti pe a .
Asadar, pentru demonstratia teoremei este suficient sd considerdm numai numere rafio-

m m m
nale —. astfelincit0<— < 1. Fiedeci— (m = 0, n > 0) un astfel de. numéir
n n n

rational. Prin algoritmul de impirtire a lui m la n sint posibile resturile:
] 0,12, ..., n—1.
Deoarece resturile iau cel mult n valori, rezultd ci dupi cel mult » pasi ai algoritmului
se repetd unul din ele. Deci va rezulta o fractie zecimald periodica.
Qe aratd cid nu este posibil ca fractia zecimaly periodici asociatd unui numér ratio-

nal, s4 aib# perioada (9). S4 presupunem, prin absurd, ci fractia ar avea perioada (9).
* Atunci, prin algoritmul de impérire, ajungem la un moment dat la un rest r astfel
. tnecit tnmulfindu-1cu 10, si imp#rfindu-11a n, sd se obtind un cit egal cu 9 si restul sd fie,

de asemenea, r. Deci dupd teorema fmpdérfirii cu rest, avem:

) 10r =n°*9 +r, cur<mn
De aici se obtine 9r = 9n, de unde r = n, ceea ce este in contradictie cu ipoteza r < n.

Observatie. Fractiile zecimale finite (adig4 de perioadi (0)), se obfin atunci cind prin
algoritmul de impértire se obfine la un moment dat un rest egal cu zero. Dupd aceasta
toate resturile vor fi egale cu zero.

Impartirile partiale din exemplele precedénhe se seriu astiel:

Ezemplul 1. 50 = 33 -1 + 17; 170 =33 -5 + 5.

Inmultind cu 10 prima relatie, gi folosind pe a doua avem, 500 = (33 - 1 +
+17)-10 =33:10 4+ 170 =33-10 + (33:5+ 5) =33 - 15 + 5.

Deci 100 - 5 = 33+ 15 4 5, adicd 15 este citul impéryirii lui 100 - 5 la 33.
Ezemplul 2. 190 = 55 - 3 + 25; 250 =55 - 4 + 30; 300 — 555 + 25.

Inmultind cu 100 prima reletie si folosind pe urmétoarele dous avem 19000 =
= (553 + 25) - 100 = 55 - 300 + 250 - 10 = 55 - 300 + (55 - 4 +- 30) - 10 =
= 55+ 300 .55 - 40 4 300 = 55 - 340 +- 555 4 26 = 55345 | 25.

Deci, 1000-19 =55-345 + 25 si 10-19 =55-3 + 25, adicd 345 este
citul impértirii lui, 1000 - 19 la 55, iar 3 este citul impartirii lui 10 - 19 la 55.

In continuare vom, observa ci reciproca teoremei precedente este, de ase-
menea, adevirata.

S4 dim mai intii doud exemplé:
1) Fie 0,(43) o fractie zecimald periodicd simpld. Dacd existd un numdr
rational =, astfel incit fractia dati si se obfind din acesta prin algoritmul
‘n

de impdartire, atunci 43 este citul intreg al impérgirii lui 100 m la #; mai mult,
din motive de periodicitate, restul acestei imp&rtiri este egal cu m. Deci
100m =n-43 +m
de unde |
99 m = n - 43
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Numdrul rational eiutat este [t 3_93.,
n

Verificare. Este suficient si aplicdm algoritmul de impérfire pentru a
vedea ¢fi numarul rational ;12- se reprezintd sub forma fractiei zecimale 0,(43).

2) Fie 0,41(23) o fractie zecimald periodicd mixtd. Dacd existd un numdr

rational =, astfel incit fractia datd sd se obtind din acesta prin algoritmul

n
de impartire, atunci: - _
4123 este citul intreg al impértirii lui 10 000 mla n,iar 41 este citul intreg
al impartirii lui 100 m la n.
Mai mult, din motive de periodicitate, cele doud resturi obtinute sint
egale. Deci
' 10000m =n-4123 +r
1000m=mn-41-+r
g1 prin scidere se obtine:
9900 m = n - (4123 — 41). .
Numirul rational ciutat este:
' m 4123 — 41 4082
w9900 9900
Verificare. Este suficient sa aplicdm algoritmul de impdértire pentru a

: < & . 4 082 A ; T .
vedea cd numdrul rational s reprezintd sub forma fractiei zecimale

0,41(23).

In general, avem:

Teo 1' ema 2. Orice fracfie zecimali periodicdi, care are perioada diferitd
de (9), reprezint3 un anumit numir rational, din care se obtine
prin algoritmul de fmpirtire.

Fie ‘
@y, By0g:y (A 110 Bpapey) (1)

o fractie zecimald periodica, care nu are perioada (9). Trebuie si ardtédm ca

existd un numir rational, astfel incit fractia datd (1) sd se obtini din acesta

prin algoritmul de impértire. Nu vom da o demonstratie a acestei teoreme.

Observdm insi ci cele dou# exemple de mai inainte ne sugereazd reguli de

gisire, in general, a numarului rational ciutat. Astfel:

1°. Dacéd k = 1, adica fractia este periodicd simpld, avem:
il R

G D

e o
pe p ori

g, (@183... ap) = @y +

(in partea din dreapta a egalitdtii de mai sus a;@s...a, reprezintd numaérul na-
1“2 D
tural avind cifrele a,, ay,..., ap).
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2°. Dacé k > 1, adicé fractia este periodicd mixtd, avem:

au, a]aa..-ak_l(a};ak+1---ah+p_l) -

Gy, .. Ap—10kGh+1 -+ hip—1 — C18a .- Th—1

= a
o 99 ...9 00 ...0
N pESselgee——~d
p ori (k—1) ori

Formulele 1° si 2° dau reguli dupd care se giseste numirul rational care
se reprezintd sub forma unei fractii zecimale periodice date.

3 1 45 5
Egemple: 1) 0,(3) = it E; (A5 ===

99 11
BB G5y NS Rk
2) 0,45(3) =~ =900 75°
9745 — 27 © 2718 151

0,027(45) = =
30020 (s8] 99 000 = 99 000 5 500.

Observajie. Am definit fractiile zecimale periodice fird a face presupunerea cd au
sau nu perioada (9). Dacd considerdm o fracfie zecimald cu perioada (9), aplicind in mod
formal regulile 1° i 2° de mai sus, sé obfine un numir rafional. Fie, de exemplu, fractia
zecimald periodicd 0,(9). Dupd regula 1°, acestei fractii zecimale i corespunde numirul

rational
g
0!{9) = ; =1,

Pe de altd parte numdrului 1 fi corespunde prin algoritmul tmpirtirii fractia Tui zecimali

1,000... = 1,{0). .
S% considerdm un alt exemplu si anume fractia zecimald periodicd 0,4(9) cu peri-
oada (9). Dup4 regula 2°, acestei fractii i corespunde numérul rajional:

Pe de altd parte numérului rational o {i corespunde prin algoritmul fmp#r{irii frac-

tia zecimald 0,5000 ... = 0,5(0).

Din cele doud exemple rezultd ci teorema precedentd (in ultima sa parte) nu mai
este adeviratd pentru fractiile zecimale infinite cu perioada (9). Mai precis, dacd este
_datd o fractie zecimald infinitd cu perioada (9), acesteia ii corespunde dupé regula 1° sau

' . m n : ;
regula 2° un numdr rational =y ins# acestui numér rafional = prin algoritmul fm-
péririi, nu-i mai corespunde fracfia zecimald datd, ci o fractie care se obtine din aceasta
prin mérirea cu o unitate a numéirului din fata primei perioade i inléturarea cifrelor urmé-
toare. Se poate vedea usor ci aceastd reguld se referd la toate fractiile zecimale periodice cu
perioada (9).

De aceea, ori de cite ori intilnim in calcule o fractie zecimald cu perioada (9) conve-
nim s o inlocuim cu fractia zecimald cu perioada (0) (finitd) obfinutd dupderegula enun-
tatd mai inainte, De exemplu:

0,4(9) = 0,5(0); 0,1(9) = 0,2(0).

Ak

In concluzie, numerele rationale (si numai ele) se reprezintd sub forma
de fractii zecimale infinite periodice. Dar exista fractii zecimale care nu sint
periodice? Raspunsul la aceasta intrebare este afirmativ. De exemplu, fractia

"0,101001000100001000001....

(dupd primul 1 este un 0, dupa al doilea sint doi de O etc.) este o fractie zeci- .

‘mala infinitd neperiodica.

Intr-adevir, sd presupunem ci aceastd fractie este periodicd, si fie p
numirul cifrelor din perioadd. Perioada trebuie si contind §i o unitate. De
aceea intre orice doud unititi consecutive (de dupd virguld) nu pot fi mai
mult de p — 1 zerouri; contradictie. Contradictia ‘obtinutd aratd ci fractia
este neperiodici. :

In paragraful urmitor se vor indica probleme concrete care conduc la

. fractii zecimale infinite neperiodice.

in clasele anterioare a fost prezentatd necesitatea lirgirii multimii Q
a numerelor rationale, obtinindu-se astfel multimea R a numerelor reale.
TIatd douid probleme concrete care conduc la aceasta.
1) Nu existd nici un numir rational al cérui patrat si fie 2.
Intr-adevir, si presupunem, prin absurd cd existd un numar rational
m o ap [Mm)2 . ..om ;
=0 astfel incit [:] = 2. Putem presupune cé frac’gua: este ireductibild, adica
m si n sint numere intregi prime intre ele. Din (E)z = 2 rezultd m? = 2n*.
. n
Cum 2n? este numir par, atunci §i m? este par si deci m este par. Fie e =
— 2k, k un numir intreg. Inlocuind pe m = 2k in relatia precedentd, rezulta
4k? — 2n2, de unde 2k* = n?, adici n este par. Deci m si n sint numere intregi

i . : e M . i
pare, ceea ce contrazice ireductibilitatea fractiei—.Prin urmare presupu-
: - n

m

- b3 2 - 1 - . ; - .
nerea noastra ca( ] = 2 este falsi. Acest fapt aratd cd écuatia cu coefi-

n
cienti- intregi * — 2 =0 nu are, ca solutii, numere rationale.
2) Fie acum un triunghi dreptunghic isoscel ABC
(fig. II1.1). if
Alegind cateta [AB] ca unitate de masuri(adica de
m

lungime 1), vom ardta ¢ nu exi:std un numar rational
‘n

care si reprezinte lungimea lui BC  adicd a n-a parte
din AB si se cuprindi de mori in BC. Intr-adevir,
dacd lungimea lui [BC] s-ar exprima prin  numarul Fig. I11.1
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; Y ol b : 2
rational ™., atunci conform teoremei lui Pitagora rezultd [T—) = 2. Dar am
n n

ardtat la pet. 1) cd o astfel de relatie nu poate avea loc.
Daci BC = a, rezultd cd a este o rdddcind a ecuatiei 2> — 2 = 0.
Notim a = /2, care reprezintd lungimea ipotenuzei. Am vizut cd |/ 2nu

este un numdr rational, deci el va fi un numér de o naturd noud. Un astfel de .

numér, care nu este rational il numim iragional. In acelasi mod numerele
1/3, |/'55.a. care sint riddcini ale ecuatiilor: 2* — 3 =0, 2> — 5 = 0 s.a.
sint numere irationale. (Existd si numere irationale care nu sint rddicini ale
unor ecuatii, de exemplu numérul = care este egal ¢u raportul dintre lungimea
unui cerc §i diametrul siu.) Multimea numerelor rationale impreund cu mul-
timea numerelor irationale formeazd multimea R a numerelor reale.

In clasele anterioare, a fost indicat un algoritm de constructie a fractiei

zecimale sub care se reprezintd |/2:
/2 = 1,41421356... .

Deoarece |/ 2 este numir irational rezultd cd fractia zecimald care-l repre-
zintd este o fractie zecimald infinitd neperiodica. (Si numérul = are 0 repre-
zentare ca fractie zecimala infinitd neperiodicd )

* Acceptdm ca fiecare fractie zecimald neperiodicdl infinitd reprezintd un
numér real, mai precis un numér irational. ‘

In acest mod orice numdr real @ se reprezinti printr-o fractie zecimald
infinitd (periodica sau neperiodicd) @y, @,a5a3... .

Functia

a — g, Qyls... ,
de la multimea numerelor reale la multimea fractiilor zecimale infinite, care
nu au perioada (9), este bijectivd, adicd fiecdrui numdr real i se asociazd 0
fractie zecimald, care nu are perioada (9), bine determinati, si fiecare astfel
de fractie zecimald reprezintd un numdr real bine determinat.

Teoria riguroasd a numerelor reale ca fractii zecimale infinite depéseste
programa clasei a IX-a. Introducerea fractiilor zecimale infinite ne permite
sd pdtrundem mai mult in natura acestor noi numere (irationale).

Observatie. Pentru simplitate, pe baza bijectiei precedente, vom identifica in conti-
nuare numérul real cu fraclia zecimald prin care se reprezintd, adic

a = Qg Bylely.s s

fn particular, numerele rationale se identifici cu fractiile zecimale periodice (de

perioadd diferitd de (9)) prin care se-reprezintd.

§3. ORDONAREA NUMERELOR REALE

Vom defini ordinea pe mul{imea numerelor reale, folosind reprezentarea

lor zecimald, astfel incit aceasta sd coincidd pentru numerele rationale cu

cea deja introdusd pentru aceste numere in clasele anterioare.
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Fie a = ag, @,08505... §i b = by, bybyby... doud numere reale, unde fractiile
@y, @\0505... §1 Do,bibobg... nu au perioada (9). .
Spunem cd cele doud numere sint egale dac# oricare ar fi { = 0,1,2,...
avem a; = b;.
Definitie. Spunem ¢i numirul veal a = g, @,0y0s... este mai mic decit
numiirul real b = b, b,b,b,... §i seriem
a<h . &
dacii existd un numir natural & > 0, astielineit e, <, §i
a; = b, pentru orice i < k.
In acest caz se mai spune ci b este mai mare decit a si se scrie b > a.
Ezemple. 1) 3,9014 ... < 4,1785 ..., deoarece ay = 3 < & = by

2) 8,65170 ... < 3,45181 ..., deoarece gy = by = 8, a; = by = 4, @, = b — 0 da—
= by = 1,0, < by (7= B),

3) 20,432 ... < 1,720 ..., deoarece a, = —20 < 1 = b,
4) 8,173 ... > 3,165 ..., deoarece a, — by = 3, ay = by = 1 §i @y > b, (7 > 6).
5) 4,232 ... > 4,193 ..., deoarece @y = by = —4&;, a3 > b (2 > 1).

Dacd a < 0 se spune cd numirul real e este negativ, iar dacd «a >0
atunci @ se numeste pozitiv. Este clar cd un numdr real a = a;, @10,0;... este
negativ' daci gi numai daci partea sa intreagi a, este numar negativ.

De. exemplu, ‘
1,372"... < 0,000... = 0, deoarece a, = —1 < 0.

Observaiie. Pentru numerele rationale, definitia inegalitdtilor datd mai inainte este
focmai cea pe care o cuncagtem din clasele anterioare. Astfel:

1 Gk
0,5000... <<0,51000.., dacd si numai daci § < m )

334

. 1
0,3000... < 0,334000.,. dacd si numai dacﬁg = i

Este adeviratd urmitoarea proprietate numita legea de tricolomie:
Daci a si b sint doud numere reale, atunci este adeviratd una si numai
una din relatiile: '

4. >hea — b g <"l

Definitio. Sespune el numirul real a este mai mic sau egal cu numirul

real b, i scriem a < b dacd ¢ < b sau a = b.

Relatia ,,<“ are urméitoarele proprietati:

1)'a < a, oricare-ar fi ¢ din R (r‘eflemiaitc%tea),

2) dacd a < b si b < aatunci @ = b (antisimetria),
3) dacd @ < b si b. < ¢ atunci a < ¢ (tranzitivitatea ).

Aceasti relatie se numeste relajia de ordine pe multimea numerelor reale.
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Observém c& proprietatea de tranzitivitate o poseda si relagia ,, <",
adicd dacd @ < b i b < ¢, atunci @ < c.

i ‘i ; Revenim cu alte proprietdti ale inegalititilor in § 5.
{ : §4. APROXIMARI ZECIMALE ALE NUMERELOR REALE

{| In practics, aproape niciodatd nu se cunosc valorile exacte ale marimilor.
| Orice instrument sau aparat nu aratd cu-exactitate absolutd marimile. Orice
| termometru indicd temperafura cu o oarecare 'eroare, nici un ampermetru
| . nu poate indica intensitatea exactd a curentului etc. O anumitd eroare se face
‘ chiar la citirea rezultatelor mésuritorilor pe aparate. De aceea in loc si
operdm cu valorile exacte ale marimilor, sintem obligati si operdm cu valorile
lor aproximative. In general, o0 marime se reprezinta printr-o fractie zecimali
infinitd, dar un aparat nu poate indica, practic, decit un numir finit dintre
zecimale, adicd o valoare aproximativd a mirimii. _
Fie a un numar real oarecare reprezentat sub forma de fractie zecimali
; infinitd. Aproxzimdrile (valorile aprozimative).zecimale prin lipsd ale numéi-
1 rului @ se definesc ca fiind numerele care se obtin prin inldturarea succesivi
| a tuturor cifrelor sale care stau dupd virguld, incepind cu prima cifrd, apoi
: cu cea de-a doua, dupd aceea cu cea de-a treia s.a.m.d.
: De exemplu, pentru numérul @ = 2,173256..., aproximérile zecimale prin
lipsa vor fi: i '
22205 217¢ 2,473 2.173%; 2.17325;...
Dacd la ultimul numér de dupd virguld al fiecirei aproximiri zecimale prin
lipsd & numarului a se adaugd 1, atunci se obtin aprozimdrile (valorile aproxi-
] : mative ) zecimale prin adaos ale numdrului a. De exemplu, pentru numérul

2,173256..., astlel de aproximiri zecimale vor fi: :
| 35 2,2; 2.18; 2:174; 2 1733; 2,17326;... .
il - .+ Avind in vedere relafia de ordine pe mul{imea numerelor reale, introdusa
i _in § 3, primele cinei aproximaéri zecimale ale lui @ se pot ilustra in urmatorul

j tabel:

i 2 a<3

1‘5 21 €a <22

|| . 217 < a < 2,18

|| ‘2,173 < a < 2,174

1 D732 g < 211733~
1 * Cum numdarul @ = 2,173256... este cuprins intre:

1
-‘I| 1) 28 3813—2=1;
| 2) 24 51 2,2 ® 2.2 — 2.1 =01;
’ 3) 2,17 si 2,18 5i 218 — 2,17 = 0,01 s.a.m.d.
o aceste aproximéri zecimale sint, respectiv, cu o ernare mai mica decit 1:
| O = O 0 st 0500k, dimiiedh 5

o2

-~
al
X

.

Pl lr T

In general, pentru numérul ¢ = @y, @,a55...a,... aproximdrile zecimale
cu o eroare mat micd decit 107", sint: i '
i) prin lipsd: @, = @y,a10505...0y,

i1) prin adaos: a, = ag,0,0a...a, + 1077

Obsergajit, 1) Daci numérul e este reprezentat de o fraclie periodici cu peri'oada (0),

atunci incepind cu un anumit rang, aproximérile zecimale prin lipsi ale sale sint egale

cu numérul insusi. De exemplu, pentru numdrul 1,52 — 1.52000..., avem:

De aceea, pentru a cuprinde toate cazurile, in tabelul cu aproximatiile zecimale ale unui
numdr real, inegalitatea din stinga o scriem ,,<*.

2) Scrierea valorilor aproximative a; sl a; o vom face sub formd de fractie zeci-
mald finitd, fArd a mai adiuga la dreapta o infinitate de zerouri,

Dupé definitie (vezi i) si ii)), precum si observatia precedentd, pct. 1)
rezultd cd numérul ¢ este mai mare sau egal cu orice aproxiniare zecimala
prin lipsd a sa si mai mic decit orice aproximare zecimald prin adaos a sa.

Asadar, unui numadr real @ i se asociazd aproximirile sale zecimale:

prinlipsats ) @ g, dgree.
L pPin AdaO8 L e il B Ty vet on -
astfel incib

a < ay (cu o eroare mai mied decit 1)

<
a4, < a < a; (cu o eroare mai mica deeit 0,1)
< a_< a; (cu o eroare mai micd decit 0,01)

Observatie. Este foarte important de semnalat pentru cele ce urmeazi ci aproximirile
zecimale prin 1ipsi si prin adaoes ale unui numiir real a, sint intotdeauna numere rationale

§5. ADUNAREA §I INMULTIREA NUMERELOR REALE

5.1. Vom defini adunarea si inmultirea numerelor reale, folosind repre -
zentarea lor zecimald, astfel incit aceste operatii sa coincida pentru numerele
rationale cu adunarea gi inmulfirea deja introduse in clasele anterioare.

Fie date doua numere reale a si b §i s considerdm aproximarile zecimale
prin lipsd si adaos cu o eroare' mai mica decit 107 Atunci pentru orice n,

avem :
i S e ar
e iy

Dupa eum am observat la sfirsitul paragrafului precedent. numerele

Oy @y, by, by sint  rationale g deci, de la adunarea numerclor ralionale, au

sens sumele a, + b, 8i @, -+ b, pentru orice n.




Detinitie. ~Se numeste suma numerelor reale a §i b un numsir real c, care
pentru orice numir natural n, satisface inegalitdfile:
a,Fb,<c<a + b, '

Se poate demonstra cd un astfel de numér real ¢ exista gi, mai mult, este
unic. Demonstratia riguroasd a acestui fapt depédseste programa clasei a I1X-a.
Ea necesitd notiunea de limitd si se va face la Analizd matematicd in clasa
a XI-a.

In exemplele de mai jos vom arita cum aceastd definitie a sumei ne
permite si giisim valoarea aproximativa a ei, cu o eroare oricit de micd dorim.

Ewxemple. 1) 84 gisim primele patru cifre dupd virguld pentru suma numerelor

a=/sib =7
Avem:
1</ 2<2 2<|/5 <3
La< ) 2<1,5 2.2<|/5 <23
1,61 < |2 < 1,42 2,98 &/ 52824
1,514 < /2 < 1,615 2,236 < |/ 5 < 2,237
1,4142 < |/°% < 1,4143 2,2360 < |/'5 < 2,2361
1,61421 < |/ 2 < 1;61422 2,23606 < |/'5 < 2,23607

Deci a; + b}, = 3,65027 < |/ 2 T |/'5 < af 4 b7 = 3,65029 de unde
V2t |/5=3,6502....

2) S4 gisinu primele patru cifre dupd virguld pentru suma numerelor a — 3,12714. ..

si b = 2,42731... (celelalte cifre dupd virguld care ar urma dupd cele scrise nu au impor-

tantd, pentru problema pusi).
Avem a + by = 1,55645 < a + b < af + b, = 1,55447. Astfel, putem scrie patru
cifre dupd virguld pentru suma

a - b= 1,5544. .. = —0,4556....
3) Fie numerele ¢ = 2,23751... si b = 3,76248.... Atunci a; + by = 5,99999, iar
a; + b = 6,00001. Deci, 6,00000 este o valoare aproximativd a sumei a 4 b, cu o eroare
mai micd decit 10—5.

Analog, se defineste produsul numerelor reale nenegative.

Observim mai intij, ca si pentru sumd, cd deoarece a,, ¢y, b, b, sint
numere rationale, produsele a,b, i @b, au sens §i sint produse de numere
rationale. -

Definifie. Se numegte produsul numerelor reale nenegative a §i b, un numsr
real d, eare pentru orice numir natural n, satisface inegalitifile:

apby < d < apb;,,

Se poate demonstra ca un astfel de numadr real d existd gi este unic.
~ Dacd unul sau ambele numere sint negative, atunei se inmulfesc valorile
lor absolute §i apoi se {ine seamd de cunoscuta reguld a semnelor §i anume:
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1° produsul este pozitiv dacd ambii factori au acelagi semn gi atunci:
ab=la]|]bl;

2° produsul este negativ dacd semnele factorilor sint diferite i atunci:

ab=—|a]|b|
Ezemple. 1) 84 se calculeze pdtratul numirului
a = 1,4142....

Avem a, = 1,4142 §i ¢; = 1,4143. Atunci:
a;z = 1,99996164 < o < a? = 2,00024449,
Se observd ci pdtratul numirului « este foarte aproape de numirul 2.

2) SH se piseascd trei ciffe dupd virguli pentru produsul numerelor a :%

sib=2.
Avem a = 0,33383... si |/2 = 1,41421,. Atunci
0<a<i : 1 2
03<a< 04 1.6 <b <15
0,33-< a < 0,34 1,61 < b < 1,42
0,333 < a < 0,334 1,614 < b < 1,415
0,3333 < a < 0,3384 1,4142 < b < 1,4143,
Deci
0<ab< 2

0,42 < ab < 0,6
0,4653 < ab < 0,4828
0,47062 < ab < 0,47261
0,47135286 < ab < 0,47152762.

Astfel am obfinut:

-

b= 057

5.2. Propriet3gile- adunirii §i inmulgiril numerelor reale.
Proprietitile inegalititilor

Mentiondm in continuare proprietifile operatiilor de adunare gi inmul-
tire a numerelor reale, precum gi unele proprietéti ale inegalitdtilor. Pe baza

* definitiilor operatiilor de adunare §i inmultire date mai inainte §i folosind

proprietéfile corespunzitoare ale adundrii §i inmulfirii numerelor rationale,

" verificarea acestora se face fird dificultate. Lisdm ca exercitiu demonstra-

rea lor.
Adunarea pe muljimea R a nuwmerelor reale are proprietdjile:
1° este comutativd, adicd oricare ar fi a 51 b din R, avem

a+b=>b-+a
2° este asociativd, adicd oricare ar fi @, b i ¢ din R, avem

(@+b)+c=a+ (b +c)
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3% numarul O este element newirn pentru adunare adicd oricare ar fi
a din R, avem
a4+0=0+a=a
4° orice numdr real a are un opus, care este — a, adicd
¢ @+ (—a)=(—e) +a=0.
Ca. de obicei, in loc de a -+ (—b) vom scrie a — b.

Inmuljirea numerelor reale are proprietdtile:
1. este comutativd, adici oricare ar fi a g1 b din R, avem

ab = ba;
2. este asociatied, adica oricare ar fi a, b §i ¢ din R, avem
(ab)e = albe);

3. numirul % este element newfru pentru inmultire, adica oricare ar fi
a din R, avem

ali=1a —a;

4. orice numadr real a diferit de zero are un imvers, adicd existd un numér
real, notat cu a7, astfel incit

dar = akai=—"11F"

5. este distributivd fagd de adunare, adici oricare ar fi a, b, ¢ din R an
loc egalititile: ’
a(b + ¢) = ab + ac,

(@ + b)e = ac + be.

Ca de obicei, in loc de ab (b # 0), vom scrie a : b sau %.

Am dat in § 3 unele proprietati ale inegalitatilor pe multimea numerelor
reale. Dadm mai jos si alte proprietéti ale lor legate de operatiile de adunare
g1 inmultire. Astfel:

1° dacd a < b, iar ¢ este un numadr real oarecare, atunci

a+c¢c<b+oe i3

2° dac# @ < b'si ¢ >0, atunci ac < be,

3° dacd a < b g1 ¢ < 0, atunci ac >bc

De aici rezultd ugor ca:

4 dacia<bsic<datuncie +c¢c <bt+dsia—d<b—e,

5° dacd a, b, ¢, d sint numere reale pomtwe astfel incit a < bsic<d,

atunci ac < bd. In aceleasi conditii, avem si —E < P
(5

Aceleasi proprietati (1° 2° 3° 4°, 5°) sint valabile'si pentru relatia ,, < <“

Obsercatie. In weneral, cind se lucreazd cu numere reale nu se recurge neapicat la
. b . £

veprezentarea lor zecimald. Rezultatul unei probleme poate fi dat sub forma: |2 + /3,
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a(2 + |/'5), :]j[/f- Eroe

J
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Fie d o dreapti oarecare pe care fixim un puhct O numit origine (fig. 111.2) si
sensul pozitiv de ia stinga la dreapta. Originea imparte dreapta ¢ in doud semidrepte
(Oz si (Oz'; Oz esie semigza pomiiva, ial Uz semiaza negalivd. Dacd fixdm o unitate de
mésurd, atunci distanta AR dintre orice doud puncte A gi B ale dreptei d se exprim#
printr-un numéar nenegativ

i
T T

X 0
Fig. 111.2

c4
>

84 alegem ca unifate de misurd lungimea segmentului [OU]; atunci OU = 1.
Dacd M este un punct al semiaxei pozitive Oz, si notdm cu zM= OM, abscisa sa.
fn acest mod se defineste o functie

M — zpr

de la punctele semidreptei (Ox la mul{imea numerelor reale pozitive.
fn cursul de CGeometrie se afirmi cd: pentru orice numar real pozitiv (lungime) Z
existd un punct bine determinat M pe semiaxa Oz, care si se giseasci la distanfa = de
punctul O, adicd zar = . Aceasta ne spune ci functia definitd mai inainte este bijectivi.
Dacd punctul M aparfine semiaxei negative Oz’, abscisa sa este numirul zy =
— — OM. Convenim ca =g = 0 (zero).
Atunci functia

M— zy

definitd pe toatd dreapta d cu valori in multimea R a numerelor reale stabileste o bijectie
intre aceste dou#i muljimi. De aceea mulfimea numerelor reale se numeste adesea
dreapta numericd sau dreapta reald, sau aza reald, iar elementele (numerele) sale se numesc
punciele dreptei numerice. Bijeciia stabilitd permite sd folosim, adesea, pentru numere,
terminologia geometrici.

Existd procedee simple de construcfie cu rigla si compasul a unor puncie pe axa
2’z care corespund unor anumite numere reale (cum ar fi: numerele rafionale, precum si
unele numere irationale ca: |/2, |/3, |/3 s.a.).

fn acest sens vom prezenta urmétorul exemplu:

Ezemplu. S4 se construiasci pe dreapta d, cu ajutorul rfglc.[ si compasului,
numirul |[/2 (fig, IIL.3). ;

Se construieste pitratul de laturd [OU]: OU = 1. Conform teoremei 1lui
Pitagora, 0A2? = OU? + AU? = 1 + 1 = 2. Deci OA = |/2. Cu ajutorul compasului
se construieste OM = OA = |/2.

Pe semiaxa Ox am reprezentat si aproximdrile zecimale prin lipsi si prin adaes cu
o eroare mai micd decit 1; 0,1 respectiv 0,01 a'e lui V2. 3

84 vedem sensul intuitiv al teoremei amintite mai inainte, cu ajutorul reprezen-
térii sub formd de fractie zecimald a numerelor reale. De la reprezentarca numerelor
rationale pe dreapt¥, gtim s& construim un punct M a cirui abecisd este un numdr care
se reprezintd sub forma de fraciie zecimald finitd.

Fie

1 = gy, dyitydy...
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Fig. 111.3

un numéir real oarecare si

Gy, By By oee
ﬂ!o, {111 am s
aproximirile zecimale prin lipsi si prin adaocs ale lui . S4 considerim segmentul

Ap = [M( ay), M(a,)] cu capetele a' si o] si de lungime 10-%. Avem
AiD AD A3D .. D MDD Ay D

Se aratd cd exist_é-un singur punct care sd aparfind tuturor segmentelor Ay, pentru
orice n. Acesta este punctul M(a).

De exemplu, fie @ = 1,671... .

Atunci .
1= a<2
1,6 < @< 137
1,67 < a < 1,68.

Interpretarea geometrici este datd in figura II1.4.

'Mla)

0=M(0) u=Mf1) M2
L Tl ! L /
e e 'i' -l'"{ s Smen
75 i\
M6) M(1.7)
Fig. 111.4

- EXERCITII

) 1. S& se scrie sub formi de fracfie zecimald infinitd, numerele:

15 1 ; 1 2 29 123
a} 3;1‘) — c) — d 0;e) —=—=:3f) ——3 g) =Z: h) = o=,
) 8 4 ) ) 4" } 3) g) 11: ) 17

=

~<4

=

‘.-" 6

'\"’*

10.
11.

12,

18.

2. Pentru fractiile zecimale pericdice urmdtoare, si se gHseascd numirul rafional pe

care-l reprezintd si s se verifice apoi prin algoritmul de impériire cé se obfine. fractia
zecimald initiald: -~ .

a) 1,33(4); b) 0,(7); ¢) —o0,(1&); d) 2,073(83); e) —0,01(023); f) —2,001(7).

SH se arate care dintre numercle de mai jos sint rajionale:

—1,3; 3,25; 1/'3; I/ 5; |/ 6; 0,3434436443446464344446. .. (dupd primul 3 urmeazd un 4;

dupd al doilea 3 urmeazi doi de 4 s.a.m.d-); 0,12345678910111213,.. (dupd virgula se -

scriu in ordine toate numerele naturale).
54 se indice citeva numere naturale n astfel incit

a) |/ n este rafional; b) |/» nu este rational.

Sd se arate cil nu existi numere rajionale 2 astfel incit.
n

a) '[%]‘L 2; b) (%]3: 3; ¢) {%—)3: 6.

54 se spund care numere din perechile de numere urméitoare este mai maré si care
este mai mic:

* = i
a) 3,63479... si 3,43497...; b) 1525... si 6—;-; c) % si 0,(5); d) —% Sl =0:876.4.1
e) —5,4833... si —5,5829...; f) 0,(6) si E; g) 0 si —0,00011; h) —1,1 i —1,1(01).
3 /
i) S se giseascd aproximdrile zecimale cu o eroare mai micd decit 0,1, prin lipsi si
adaos, pentru numerele; :
1

a) VB b) —VE o i d — o) VT ) ~1/T; ) s W VT

ii) 84 se giseascil apoi pentru aceleagi numere primele trei aproximiri zecimale prin

lipsd si adaos.

Fie z = 2,7154... §i y = 1,4287.... S& se giseascd primele trei cifre dupi virguld
ale sumei z 4 y. :

Fie = 2,1468... si y = 1,5431.,.. S4 se giseascd primele doud cifre dupd virguld
ale produsului lui z cu y.

S4 se gdseascd primele patru cifre dupd virguld ale sumelor:
1 = = = =z = e e = =
a) =+ 1/ 3;b) V2 + V3 o) S+ VT d)V3+(=1VT); ¢ (=V/3) + 17

54 se giseascy primele trei cifre dupd virguld ale produselor:
12 =t el = = L
) VT D) V2T o) V3 VE A V3 (=1/5); &) 5 V23

a) S se construiascd cu rigla si compasul segmentele de lungime: |/ 3, /5, 1/ 6, |/ 10,
si apoi sd se figureze pe axi.
b) S4 se figureze pe axa reald punctele care au abscisele:
i "
| —VEVE —VE VT~V VE -1/ V.
Indicajie. Se foloseste teorema lui Pitagora.

94 se arate ci numerele |/ 2 + /3 si |/ 2 —|/ 3 sint irafionale,




14. Fie a si b numere reale astfe] incit @ + bl @ — b sd fle numere ratlonale, Sint nume-
me a, b siab rutwnale‘?

15. Fle a i b numere rapona]e Bd se demonstreze cil dacd a + b/ 2 :.;é 0, atunci 51

a—bY2=£0.
16. Fie ¢ un numaér. Este posibil oare ca primele 10 puteri ale numérului a

a, a? a® alt

e 1ty
sd [ie irafionale, iar urmétoarele 10 puteri:

i all, al.Z, alB’ ol a:!l)
si fie rationale?

17. Dafi exemple de ecuatii de gradul al doilea cu coeficienti intregi ale ciror rddicini si
fie irafionale.

18. Si se demonstreze cd ecualia z* — px + 1 = 0, pentru p = N, p > 2, nu are ridicini
rationale.
.
Ao - m i e 2% ; oy LR
Indicatie. Dacd « — — este o riddcind a ecuatiei, atunci se aratd cd msi nsint
n
+18au —1; deci « este egal cu 1 sau —1, dar aceste numere nu sint, evident, rddécini
ale ecuatiei,

FLINCT 1/ ) | RADLI AL DOILEA
JING | A ] | | AJILEA

§1. DEFINITIA FUNCTIEI DE- GRADUL AL DOILEA. EXEMPLE
Definitie. Fiind date numerele rezle, a, b, ¢ eu a # 0, functia

f:R->R

definitd prin formula: f(z) = a2? + bz + ¢, se numeste funciie de gmti_ul al
doilea cu coeficientii a; b, c.

Observatii 1) Domeniul si codomeniul functiei de gradul al doilea este multimea .nume--

relor reale. Deci functia de gradul al doilea este o functie numerici.

2) Deoarece domeniul si codomeniul functiei de gradul al doilea este R vom md:m
aceastd functie astfel:

[(z) = az® + bx 4+ ¢ sau y = ax? 4 bz + ¢

3) O functie de gradul al doilea f : R —R, f(z) = az® + bz + ceste perfect determi-
nati cind se eunosc numerele reale g, b, ¢ (a =& 0). '
4) Trebuie sd observim ¢d in definitia funcfiei de gradul al doilea conditia & == 0 este
=esentiald in sensul cd 1putt‘m a = 0 conduce la functia de gradul intii, studiatd in clasa
a VIII-a.
5) Denumirea de functie de gradul al doiled provine din faptul ci este definitd prin
intermediul trinomului de gradul al doilea aX? + bX + c.

. Exemple de funciic de gradul al doilea

) filz).= 7z* — 9z + 10, (a =7 b= —9 ¢c= l“)

2 folz) = 1/ 22° + /22 - 1, = [/2 b=12, c=

3) filz) = 0,512% — 2z, ( = U S b= — 200 = in
Il =t (a =0, ¢ = 0,31);

5) fo(z) = —a® — 5z — 0,31, (g b 3,_.: B

Probleme care conduc la funciia de gradul al doilea

Existd numeroase exemple concrete care au impus studiul sistematic al functiei de
gradul al doilea:

1) Aria A a unui patrat esfe funcfie de lungimea laturii sale z. Mai precis, aceasta
dep endenta funclionald este data de relafia:

A =k
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9) Aria A a unui cerc este functie de lungimea razei sale z; aceastd dependentd
functionald se exprimé astfel;-
A = na®,
unde 7 este o constantd aproximativ egald cu 3,14,

3) In fizicd se aratd cd in cderea liberd a unui corp in vid, sub actiunea forfei
gravitajionale, spatiul s(¢) parcurs de corp in timpul ¢ este dat de formula:

sy = £ e,
2
unde g este o constantd aproximaliv egald cu 9,8 m/s®

4) Dintr-un turn de iniljime h, se aruncd o piatrd pe verticala in sus cu viteza ini-
iald ¢o. Indl{imea A(t) Ia care ea ajunge la momentul ¢ este dat4 de formula:

h(t) = hy + oot — % £4)

5) In miscarea uniform accelerati spatiul s(¢) parcurs de un mobil in timpul ¢ este
dat. de formula:

(% n
s(tf=—1%
. . . 2
unde a este acceleralia mobilului.

§2. GRAFICUL FUNCTIEI DE GRADUL AL DOILEA
N'e. propunem s& construim graficul functiei f(2) = aa® 4 bx + ¢, a # 0.

Aceasta o facem cu scopul de & pune in evidentd elementele principale ale g]dfl-
cului functiei de gradul al doilea si de a avea posibilitatea ca atunci cind sfudiem functia de
gradul al doilea si interpretdm din punct de vedere geometric proprietdfile obtinute.
Graficul functiei de gradul al doilea il vom face in mai multe etape.

1. Graficul functiei f(z) = x*

(Legea de asociere a acestei [unctii se poate exprima foarte simplu si in

cuvinte: ,fiecirui numdr real i se asociaza patratul sau“.)

Trasarea graficului f(x) = 2% se face prin ,,pumte Mai precis se asociazi
urmétorul tabel de valori functiei f(z) = x2:

B2 | e g o e —é TN U 7 Mt e
flz) = 2*| .. 9 4 1 A4 <07 e ot el 1Rg

Reprezentam intr-un sistem de axe xOy punctele ale cdror coordonate
sint valorile din tabel. Punctele obtinute le unim printr-o linie continud ca in
figura IV.1.

(Facem observatia cé punctele reprezentate nu se unesc cu segmente ca
in fig. IV.2.)

Curba obfinuta se numegte parabold. Pentru a ob{ine o constructie cit
mai exactd a acestei parabole, trebuie si reprezentim cit mai multe puncte
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Fig. IV.1 ) Fig. V.2

ale graficului. Parabola functiei f(z) = «?* are urmétoareie,proprietét,i 1impor-
tante:

1° ea se gasegte deasupra axei &'z; trece prin originea axelor si, punctul O
are cea mai micéd ordonati (egald cu zero) dintre toate punctele de pe para-
bolé. Punctul O se numeste virful parabolei;

2° axa y'y este axi.desimetrie pentru parabola. Intr-adevir, daci P(«, o®)
este un punct al graficului, cum o® = (—«)? atunci gi P'(—a, «*) aparfine
graficului. Dar punctele P gi P’ sint simetrice fatd de y'y.

1'. Graficul funcliei f(z) = —ax?

(Legea de asociere a functiei f se poate exprima gi in cuvinte: ,fiecirui
numdr real 1 se asociazd opusul patratului s3u“.)

In figura IV.3 am reprezentat punctat graficul functiei fi(z) = 2
Graficul functiei f(z) = —a® se poate obfine prin simetria fatd de axa x'z,
a graficului functiei fj(z) = 2% )

Intr-adevir dacd P(«, «®) este un punct al ..
graficului functiei fj(x) = 2%, atunci simetricul : |
siu-fatd, de axa 2’z este punctul P'(e, — «). | |
Cum f(a) = —a? atunci P’ se giseste pe gra- .
ficul funectiei f(z) = —a® ' 1 §P(c’)

Graficul functiei f(x) = —2? se numeste,de sk /
asemenea, parabold. Ea se giseste sub axa z'z. A
j}xa y'y este axi de simetrie, iar O are cea mai =t el

mare ordonatd dintre toate punctele graficului 7 B

f(z) = —a2 Punctul O se numesgte, de ase- /f \

menea, virful parabolei functiei f(z) = —az2 / ‘ Pld-c?)
In practica constructia graficului functiei - ' \

f(z) = — «? se face tot prin ,,puncte”, ca la func- / \

fia fu(a) = o*. f \

2. Graficul funcjiet f(z) = ax® (a # 0) ' !
"Graficul acestei functii se constrmegte ca
g1 in cazul functiei fi(x) = #® tot prin ,puncte®. Fig. IV.3
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Curba obtinutd se numeste, de asemenea,
paraboli. S& vedem care este pozitia graficu-
lui functiei f(x) = aa? in raport cu graficele

functiilor fi(z) = 22 i fy(x) = —2? (Func-
tiile fy(z) = 2 i fy(z) = —2? sint cazuri
particulare ale functiei f(z) = az?, cind
a=1 si respectiv a = —1.)

Cazul @ > 0. In figura IV.4 am repre-
zentat punctat graficul functiei fy(z) = =%
iFie P(«, «2) un punct de pe acest grafic.

Fig. 1V.4 Dacd @ > 1, atunci punctul Pl(o:‘, aa?) apar-
“tine graficului functiei f(z) = az* si cum
ae? > o2, atunei ramurile parabolei functiei f(z) = ax® se gésesc intre

-ramurile parabolei f;(z) = 22

Dacd 0 < a < 1 atunci punctul Py(a, ae®) apartine graficului functiei
f(z) = az® §i cum o? > a«? atunci ramurile parabolei functiei f(z) = a2® se
gisesc sub ramurile parabolei fi(z) = a*

Cu cit @ este mai mare ramurile parabolei f(z) = az? se depérteazd mai
lent de axa 'y care este ax# de simetrie. Originea O are cea mai micé ordonaté
dintre toate punctele graficului functiei f(z) = a®. Acest punct se va numi, de
asemenea, virful parabolei acestei functii. -

Cazul a < 0. Graficul functiei f(z) = ax?® este simetricul fatd de axa 2’z
al graficului functiel f'(z) = —aa?®, uide —a > 0. Diversele poziti1 ale gra-
ficului functiei f(z) = a2? se ob{in din cazul precedent (fig. IV.5). Axa y'y
rimine axd de simetrie, iar punctul 0 care are cea mal mare ordonatd dintre
toate punctele graficului functiei f = az® se va numi virful graflculul

3. Graficul functiei f(x) = ax® + c(a #.0)

Vom considera functia g(z) = aa®. Fie P(w,, 1,) un punct al graficului
functiei f(z) = az® + ¢ (fig. IV. 6). Atunci

yo = axg + ¢ de unde yp, — ¢ = aad sau yp — ¢ = g(o)-
Deci punctul P'(zy, 3o — ¢) aparfine graficului functiei g(x) = az®, repre-
zentat punctat in flgura IV.6.

Fig. IV.5 ° Fig. IV.6
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Rezultd cd graficul f(x) = ax® + ¢ se obline din graficul functiei g(z) =
= aa?, printr-o translatie de-a lungul azei y'y, cu o canlitale egald cu ¢ (dacd
¢ >0, translatia se face in sus, tar daca ¢ << 4, translatia se face in jos).

Axa y'y este axii de simetrie a graficului functiei f(z) = a2® + c. Gra-
ficul functiei f(z) = ax® 4 ¢ se nu.mes;,te' parabold, iar punctul V(0, ¢) se nu-
meste virful parabolei. '

In figura IV.7 sint date d1fer1tele pomtu ale graficului functiei f(z) = -
= ax? + ¢ in raport cu valorile numerelor @ §i c.

4. Graficul funciiet f(z) = ax® 4 bx 4 ¢ (a # 0)
ax® + bx 4 ¢ se poate scrie sub forma:

b b s by, —
attbs+e—afot o) =T =afa 4 o) + 0

unde am notat cu A = b? — 4ac (A este discriminantul ecuatiei az® + bz -
+ ¢ = 0). Este clar cd pentru orice numir real z € R avem

; | e =afs + 2) + 2 | @

I 4a
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. by . ' Egalitatea (1) se numeste forma cano- ‘ \ \ / / | |
nicd a funcfiei f. \ \ / / ‘1 |
3 : " : ‘ \\ / ' |
, Trecem acum la construirea graficului _ 7 : /
functiei f(x) = ax?® + bz 4 ¢. Considerim ] VR D ! \ i /
| o i 5 e /
functia de gradul al doilea g(z) = aa? 4 2 pEsl ot ‘ \ e SR
I a . y J/
—f—== In figura IV.8
graficul functiei g, avind pe y'y ca axd de

am reprezentat punctat

‘a>0s1 A<0

' g g 5 . . —A o ‘ .| a=03514=0
o 4, simetrie si cu virful in V' [0, _4—] Fie i3 yl O

L | " o 3 / i -

P(zy, yo) un punct pe graficul functiei f(z) = g
= ax® + bz + c. Din egalitatea (1) se obtine :

Yo = fxy) = a[xo -+ 1]2 B il sau Y, = ¢ [mo + ,i]. Rezultd cd punctul
) 2a ha ) 2a :

C Fig. IV.8

P’(;ﬂo + gi" yu] apartine graficului functfiei g. Se observd ¢i P se obtine - T : 7
o ‘

. G . 5 g ; . =) |
din P’ ficind o translatie paraleld cu axa z'z cu o cantitate egald cu o . : | {
g 2 a

: l' x
Deci graficul funcpiei f(x) = ax® + bx + ¢ se obfine din graficul fanctiei | \\. !I / 38 /,-" '\_\ X
/

a

?

I

{ ' g(z) = az? 4 :!.;A prinir-o translafie paraleld cu axa z'z, cu o cantitate egald | i \ / / : / " \
! \ / / :
%

a 2a | : ek,

cl 2;b [dacé 2;6 > 0, translatia se face spre dreapta, iar daci il 0, trans- . TR W 7 x /

latia se face spre stinga]. S v ,
: )"‘ a=0st A>0 ( Y'0la<0s1 A<0
] Cum y'y este axd de simetrie pentru grafical functiei g, atunci dreapta . d

c £ - ) |
=
2a

Graticul functiei f(z) = aa® 4 bz 4 ¢ se numeste parabold, iar punctul

v [;b. :—A] se numegte virful parabolei. Graficul functiei f(z) = az®4-br+¢
a

este axd de simetrie pentru graficul functiei f(z) = axz?® + bz + e.

2a
il wntersecteazd aza y'y in punctul A(0, £(0)), unde f(0) =e. " 5 pAT
Urmérind figura IV.9 obtinem diferite pozitii ale graficului functiei ‘
il f(z) = az® + bz + ¢ in raport de valorile lui @ i A. In figura IV.9, punctat,
A

am reprezentat graficul functiei g(z) = ax? %— . / - , \
. a ;

: I
| ' ’ |
i1 : Exemplu. S construim graficul functiei f(z) = 22° — 8« + 9. : - . / \ ' l’
: . b —8 |

|

. |
Cum A = b® — bae = 64 — 72 = —8 s5i — = o = —2 rezulti ci forma canonici a . : ; |
g I

functiei este f(z) = 2(x —-2)2 + 1.
Graficul functiei il construim astfel: !
1) Prin puncte construim graficul functiei g(z) = 222 o

2) Translatdm parabola funcliei g(#) = 2#* de-a lungul axei y’y cu cantitatea 1.
Aceasta este graficul functiei h(z) = 22® + 1 (a se vedea figura 1V.10),

66

(=

a<05A=0

Fig. V.9

Y'la<0 st A>0

B7




3) _'Facem o translatie paraleld cu axa z,
cu cantitatea 2, a graficului funcfiei h(z)—
= 2z? 4- 1 si obfinem graficul functiei f(z) =

punctul ¥(2, 1), iar axa sa de simetrie este
dreapta = = 2 (a se vedea figura IV.10).

¥ Interpretarea geomeiricd a rezolpdrii
ecuajier de gradul al doilea

az® 4 bz + ¢ = 0, (@ £0).,

Din figura IV.9 rezultd urmitoarele:

1° Graficul functiei f(z) = aa® +
e + bx + ¢ intersecteazi axa.z’'z in dous
punfate distincte dacd gi numai dacd A = 4% — 4ac > 0. Punctele de inter-
seclie ale acestui grafic cu axa #'z sint punctele de coordonate Bj(zy, 0) si
By(s, 0), unde z; §i z, sint rddicinile ecuatiei aa? 4 bz + ¢ = 0. Rlea;;mtlm
céd aceste rddicini sint date de formulele

Fig. IV.10

o — —h VU —hac —b —|/b? — Lae
€Iy = 2 81 Ty = —
a ? 2a
-y by —b + T + e} b
Cum &y 4 x, = i atunel —1 = -t 5 2= — o Rezultd ca axa de simetrie
. - s . a :
a graficulul funetiei f(z) = az® 4 bx + ¢ trece prin punctul de coordonate

[ﬁ_—!' Sul SNy
FoEl :

. 2° Graficul functiei f(z) = az® + bz + ¢ intersecteazd axa a2’z intr-un
sTngur p.unct'(spunem in acest caz cd axa 2'w este tangentd la grafic) dacd
sl numai dac# ;:_\. = b® — 4ac = 0. Punctul de intersectie al graficului cu axa
T’z este V 7 OJ, care este gi virful graficului. Ecuatia az® 4 bz 4+ ¢ = 0
are in acest caz doud ridécini reale egale:

2‘,'1 = 2:2 —= '”i'b’-
) 2a
3° Graficul functiei f(z) = as® + bz + ¢ nu intersecteazd axa z'z daci

1 — k2
g1 numai dacd A = b% — 4ac < 0, ceea ce este echivalent cu faptul cd ecuatia
nu are nici o radicing reals.

§3. MAXIMUL SAU‘M‘INIMUL FUNCTIEI DE GRADUL AL DOILEA

Considerdm functia de gradul al doilea f (x) = az® + bz 4-¢, a # 0.

f w T

Cazul a > 0. Cum (w+ - ) > 0, atunci i a[a: + ?aj > 0, de wunde

Am vizut cd pentru orice x € B avem f(z)

prin adunarea cantiti{ii constante 5—;—% obtinem cd a (x + i)a + pal et
g a ' 2 e ha
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= 2z® — 8x 4 9. Virful acestui grafic este .

Deci ;
flz) = %’é, oricare ar fi z € R. ‘ (1)
a
Cum. egalitatea [w —|~.2£}2 = 0 are loc numai cind z = %—b, atunci pentru
g a
= s T : « o p[—bY_ —A
% = -‘5 avem f(ﬁ] = Inegalitatea (1) aratd cd f(ﬂ] = este

v ol e , L 5 —A : o
cea mai micd dintre valorile funciier f. Numérul realT se numeste minimul
- a

Ty —b : \ G
funcjier f, iar valoarea ool este valoarea argumentului x in care se realizeazd
a

acest minim.
2 I & b2
Cazul a < 0. Cum (m —|-2£) >0 si a<0, rezultd a [x - _) < 0,
a
- . e e LA ; 3
de unde prin advnarea cantitdtii constante o obtinem ca a (:v == ——) =+
(¢}

—A

La

<";—A. Deci putem scrie
a .

+

ha

Am vizut mai inainte cd f (;] = :—A care, imprelnd cu inegalitatea (2),
a @

arati cd f (j) = Z—A este cea mai mare dintre valorile functiei f. Cantitatea
2a @

= A .

= se numeste mazximul
ha

care se realizeazd acest mazim.

Concluzii. 1) Dacd a >0, fur'wtia f(x) = az?® + bx + ¢ are un minim
—b

Ry
Cc"ﬂl Cil —— mm!m ce se reah eaza pcntm r= —=:
& ha %a

ey, ks
functier f, iar — este valoarea argumentului z in
gt o

9) Decd a < 0, funzyia f(z) = ax® + b + ¢ are un mazim egal cu%,

: g : —b
mazxim ce se realizeazd penira r = ——.
a

Interpretarea  geometricd

In cazul a >0, parabola functiei f(z) = aa® + bz + ¢ are ramurile
indreptate in sus (spre y pozitiv). in acest caz minimul functiei este egal cu
ordonata virfului graficului, iar valoarea lui z in care se realizeaza acest minim
este abscisa virfului graficului (fig. IV.11).

In cazul @ < 0, parabola are ramurile indreptate in jos (spre y negativ).
in acest caz maximul functiei este, de asemenea, egal cu ordonata _virfului
graficului, iar valoarea lui z unde se realizeazd acest maxim este, de asemenea,
egald cu abscisa virfului graficului (fig. 1V.12).

69

f(z) < ;é, oricare ar fi z € R. 25




\\ f 1 V=55 4
A ’ ‘ i ¢
\ / AL
RGN 1 = TR | et i S =
\ | ‘ / / ‘,l
| /" !
- / \
' il f’r_.'t;*‘;‘ =) [ | )
] i }
Fig. IV.11 Fig. Iv.12
Ezemple. 1) Fie functia flz) = ® — 4z + 1. Cum @ = 1 > 0, accasti funclie arc
A —A 16 — & i
un minim egal cu—[‘;- = ——ﬁ—[i_\= —3. Acest minim se realizeazii pentru z =
Ry ' :
_= = — = 2
a 2
2) Fie functia f(z) = —22° + 24 + L. Cum @ = —2 < 0, functia f are un maxim
s T —A b 4 8 12 2 A 3 —b 1
g . = — - = — = — . Acest maxim se realizeazi pentru z = — — .
ha —38 8 2 2a 2

INTERVALE DE MONOTONIE PENTRU Fl JINCTIA DE GRADUL
AL DOILEA .
Definifie. Fie f: 4 - B o Tunetie numerici (adicd A si B sint sub-
multimi ale lui R). Spunem ei f este crescdtoare pe o mulfime
I c A, dacd orieare ar fi z,, 2, & I, astfel ineit 2y < T,, avem
() < f(w).
Functia  se zice descrescitoare pe multimea I A, dach ovieare
ar fi @y, x, € I, astlel ineit 2, < x,, avem f(z,) > his):
Vom spune c& f este strict crescitoare (vespectiv strict descrescitoare ) pe
multimea / dacd oricare ar fi z;, x, & [, astfel incit Ty < @, s rezulte f(z,) <
< f(#,) (respectiv oricare ar fi 2, 2, € I, cu 2y < Ty, 88 rezulle f(2;) > f(2,)).
O functie numerica f : A — B cresciitoare sau descrescitoare pe o submultime
I C A se zice monotond pe I. ’

vEmemplu. Functia de gradul intii f : R — R, f(z) = mz + n (m % 0) este strict
crescitoare dacd m > 0 si strict descrescitoare daci m < 0. Intr-adevir fie i < Tp.

Da;:(in; > 0, atunci mz; < mzx,sidecisi mz, + n < mx, -+ nceea ce inseamnd cii f(z,) <
< flzy).

Dac#i m < 0, atunci din inegalitatea 2y < x, oblinem ma, > max, de unde ma; +
+ n > mz, + n, ceea ce inseamnd ci f(x;) > f(x,).
Relativ la functia de gradul al doilea, vom démonstra:
Teorema. Fie funcfia de gradul al doilea f(x)= ax? -+ ba +e¢ a#0
1° Daeil a >0, functia f este strict descresciitoare pe inter-

valul [—00, ;—;’] §i striet creseitoare pe intervalul [1"’ : +ooJ.
: 2a
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2° Daed a < 0, funcfia f este strict crescitoare pe intervalul
[-——oo, ;—b] gi striet descresciifoare pe intervalul [E_Eb : —|—oo).
a

(Intervalele(——oo, ;’] si [;’, —|—oo) se numese inlervale
a a

de monotonie ale funcjiel f_]

Demonstratie 1° Vom presupune cd ¢ >0. Pornim tot de la forma

sy i b2 —A : e
canonicd a functiei f, f(z) = a (:r: -+ 2—) + . Fie x,, #,-doud numere reale
. a a

: o Fal —b et . .
care se giisesc in intervalul [—oo, —24], astfel incit z; < x,. Deci putem scrie
m ,
RO
1 s g
5 Tl g oo
de unde prin adunarea cantltapn? , obtinem:
a
b b
4+ — <z +— <0
2a 2a

Prin ridicare la pitrat se deduce cé

[531 +§a2 >(-’1f'2 = %]

2

Prin inmultire cu numdrul pozitiv @, obfinem:

. L pae TP
— alzs+—1| - -

a[xl + 2a] = [ 2+ 2a)

Adunind cantitatea _E—A obtinem:
a
by2  —A b2 =
Rt — x e —
a(m1+2a) + La >a[ 2+2a] S ba
sau, altfel scris: f(a;,) > f(x,), ceea ce ne aratd cd functia f este strict descres-
cdtoare pe intervalul[—oo, ;—b] Presupunem acum cé numerele z;, 2, se
a
gisesc in intervalul [;—If, —|—oo], astfel incit x; < @, Deci putem scrie
a

—b
S '~<-. 331 < x-z
2a

de unde prin adunatea cantitdii -, obtinem:

b b
0<x1+ﬂ<$2+2a°.
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Prin ridicare la pitrat obtinem:
LIS b
[%‘I‘";ﬂ] < (%*i' 2a) .

Prin inmultire cu ¢ >0 si adunarea oantitépiiZ—A obtinem ;
a

a[$1+2—f;]2 +_4—;A <a[$2+2j;t)2‘+ —A

ha

sau [(z,) < f(x,), ceea ce inseamnd cd f este strict crescitoare pe intervalul

)

2a :
2° Presupunem ci a < 0. Fie =, x, numere reale din intervalul
—b Aty
[—co, —2——] astfel incit z; < z,.
a
Am viizut la pet. 1% ca

(4] >+l

care, prin inmulfirea cu numirul e negativ, ne conduce la inegalitatea
b2 b2
oot & <eferaf:
2a 2a

Adunind cantitatea i—é obtinem :
a

b \2 —A b2 — A
alzr; + — — < alxy 4 — —
[ 1+2a] + La : [ Z+2a} + ha
sau altfel scris: f(2,) < f(#,), ceea ce ne arati c functia f este strict cres-

ciatoare pe intervalul [—oo, %‘b]
@

= 5 o B —b
Presupunem acum cd numerele 2, 2, sint in intervalul i +oo| asa
% @

incit z; < z,. Am vizut la pet. 1° ¢d avem .
b \2 b2
(3'31"|‘ —] <[ﬁz‘f‘g) ’
2a 2a
din care, prin inmulfire cu numirul negativ a, se obtine:
Bye b2
a[x1+f] >a[:ca-{——] :
2a 2a

Adunind cantitatea ;;—é rezulta:
a

2%]2 4= % >ffl$2 i ;;Jz + ‘-;—f“ sau f(z,) > f(xy).

ﬂ{xl .‘|“
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Deci, ' este strict descrescéitoare pe’ intervalul [1 ' —]—ca] . Este foarte su-
a

gestiv a se transpune afirmatiile 1° i 2° din teorema de mai sus in urmitoa-
rele tabele; '

=4

fo%]
2a s

La
minim

f(x) Ve = o

=b -
2a

¢ . —A

f(z) Pt ==
. ka

maxim

In ambele tabele, inclinatia ségetilor indic intervalul pe care functia
este strict descrescitoare sau strict crescétoare.

Interpretare geometricd
Cazal a > 0. Parabola functiei f(z) = az® + bz + ¢ are ramurile in sus
(fig. TV.13). Fie P(x,, yo) un punct arbitrar pe paraboli avind proiectia pe
axa z'z in ). Cind Q se apropie de la stinga la dreapta de punctul 4 (;—b, 0],
a

atuncl punctul P coboard. Cind punctul Q se'indépﬁrteazﬁ de punctul A4
spre dreapta, punctul P urcd pe ramura din dreapta a parabolei.

_}f
/
- B e g
L ,_7,“:_'_,(721 4a
vl
- A Q g
b Pk
2a i
i
Flxo.Yo)
AT Y, B X
2a
¥ 4
Fig. IV.13 Fig. V.14

Cazul a < 0. Parabola functiei f(z) = ax® + bz 4 ¢ are ramurile in jos
(lig. IV.14). Cind Q se apropie de punctul' A de la stinga la dreapta, punc-
tul P urcd pe ramura din stinga a parabolei, iar cind Q se indepirteazi
de A spre dreapta, punctul P coboard pe ramura din dreapta a parabolei.
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z = —1—, functia este strict
4

Ezemple. 1) Fie functiaf(z) = 22* — z + 1,.Cuma = 2 §i ;—
) a

1
descresciitoare pe intervalul[-—oo, —::] si strict crescdtoare pe intervalul [Z, -—i—oo].

Tabelul asociat este urmé#torul:

1
T — 00 —_ -
- +co
7
flz) = 22% — = 4+ 1 ¢ e A
minim
2) Fie functia f(z) = —z? + 2.Cum a = —1 < 0 si ;-—b = 0, functia este strict
a
crescitoare pe intervalul (—co, 0] si strict descrescdtoare pe intervalul [0, +c0).
Tabelul asociat este urmitorul: =
x — 00- 0 ~+co
flz) = —z* + 2| A2 o
maxim

Am- viizut i graficul functiei f(x) = aa® + bz + ¢ se poate construi
in mai multe etape pornind de la functii-simple al ciror grafic il construim
prin ,puncte® si apoi se fac una sau doud translatii. Dar in practicd se con-
struiegte graficul prin ,puncte”, adicd se reprezintd un numdr cit mai mare
de puncte ale graficului care apoi se unesc intre ele cu linii continue, iar figura
geometricd ce se obtine constituie o reprezentare aproximativa a parabolei
functiei f. Pentru a obfine o reprezentare cit mai buni a graficului functiei
date, alegerea punctelor care se reprezintd nu se face la intimplare. Se pro-
cedeazd astfel: . :

Se face un tabel numit tabelul de variajie al fancitei fin care se trec urmd-
toarele date:

1) Valoarea z=0 §i valoarea f(0). Punctul A(0, f(0)) reprezintd inter-
sectia graficului cu axa y'y.

2) Ridicinile ,, 7, ale ecuatiei aa®+ bz + ¢=0 cind acestea exista.
Punctele By(z;, 0) §i By(w,, 0) reprezintd intersectia graficului cu axa z'w.

3) Valoarea z = -g-b si valoarea f(-;j] — 2 Punctul V[_b, :——A)
a a

ha 2a ha

este un minim

reprezinti virful graficului. In tabel se mai specifici dacd .
a

. I ; 7, —b
sau un maxim. (La trasarea graficului se are in vedere ca dreapta z = o
- d

este axd de simetrie.)

T4

4) Se indicd prin sigeti intervalele de monotonie ale funcliei.
5) Pentru a obtine o reprezentare cit mai exactd a graficului, in tabel
se trec eventual si alte valori ale lui #, precum si valorile corespunzétoare f(x).

Eaxemplw. 83 se reprezinte graficul functiei f(z) = 2* + 2z — 3
Tabelul de variatie al functiei este:
x {RE—co s —3 =1 OR] 400
flz) = 2® + 22.— 3 | %, T R T
: minim

Punctul A(0, —3) este la intersectia grafi-
cului cu axa y'y.

Punctele B,(—3, 0) si By(1, 0) sint intersec-
tiile graficului. cu axa @'z, iar V(—1, —4) este A
virful parabolei. Graficul functiei f(z) = = + el —
4+ 22 — 3 este redat in figura I'V.15. : ‘

§6. SEMNUL FUNCTIEI DE

GRADUL AL DOILEA

A studia semnul functiei de gradul !
al doilea f(z) =ax®+bx+c, a#0, : vel
inseamnd a determina valorile lui =
pentru care f(x) este un numdar pozitiv si
valorile lui x pentru care f(z) este negativ. In studiul semnului functiei f(z) =
— q2? + bz + ¢, un rol important il joacd discriminantul A = b* — 4ac.
Vom avea urmitoarele cazuri:

Fig. I\.15

1. Cazul A < 0. Folosim forma canonica a functiei f; f(z) = a[a: +§J2 s
A a

—A b2 b z b2
4+ —. Cum (x - f] este patrat perfect atunci (:1: |- —) > 0. Daca
ha 2a 2a
. b2 .- '
a >0, atunci a,[z —l—;) >0 si TA >0 care, adunate, dau
a a

a[:c—i—i)ﬂ—]—:—:\ > 0.

Deci, in acest caz, pentru orice € R, avem f(x) >0. Dacd ¢ <0, atunci
b2 =
a(m—w—#] < 0 si —A<O
. 2a i
care, adunate, ne dau:

ofo+2) +72 <0

Deci, in acest caz, pentru orice z € R, f(z) < 0.
Putem enunta regula:
Dacd A < 0, atunci f(x) are acelagi semn ¢a al lui a, oricare ar fi z € R.

75




Acest rezultat se Lrece intr-un tabel in felul urmator:

RN, ey o B : Wi hs
f(x) semnul lui a
Grafic tabelul este transpus in figura IV.16.
2 4/
““““““ \

o e o [ A A A S
= ,

X
A<0,0>0

A<0,a<0
Fig. IV.16

2. Cazul A =0. In acest caz, pentru orice z € R avem fz)=
:a[x+i)2. Dacd z 7&:—b, atunci (a: +£] # 0 s deci [x -I—E)2 =0
2a " 2a 2a 2a
Rezulta ca pentru orice z # ; semnul lui f(x) este acelasi cu al lui a.
a

Dacd = :5, atunci f(z) = 0. Putem enunta regula:

Daci A = 0, atunei f(z) are acelast semn cu al lul a, oricare ar fi ze R,
cu exceplia lui x = T;f , unde f ia valoarea zero. Acest rezultat se trece in
tabelul urmitor:

¥ T —00 :b +oo
2 2a

f(z) ' selﬁnul lni a 0 semnul lui «

Grafic tabelul este transpus in figura IV.17.

y ' y

________ 20———=———————

+++++++4+ ++++++
al - x

A=0,a>0 A=0,a<0
Fig. 1V.17

3. Cazul A > 0. In acest caz ecuatia ax?® | b + ¢ =0 are doua rada-
cini reale 2, §i &,, distincte. Mai mult, trinomul ¢ X? 4 X - ¢ se descompune
in factori de gradul intii:

aX? 4+ bX +ec=alX — ;) (X — z,).
Deci, pentru orice z € R, avem f(2) = a(z — z;) (z — ;). Cum &z, # 2,

putem presupune ¢d z, < %;. Dacd numdrul real # nu apartine intervalului
[#,, 5], atunci & < &, sau z; < 2. Presupunem cid & < z,, atunci 81 & < Z,.

Deci 2 — 2, <0 81 2 — x, <0 de unde rezultd cd (x — x;) (z — x,) >0. -

In situatia 2, < z avem 2, < z gi deci z — 2z, >0 51 2 — z,> 0, de
unde rezultd of (x — ;) (¢ — z5) >0.

Deci, cind # nu aparfine intervalului [z, %,], obfinem (z — ;) (x —
— z,) >0 gi deci semnul lui f(x) este acelagi cu semnul lui a.

Daci z se giseste intre ridicini, adicd 2, < < 25, atunci (z — z;) (v —
— %) < 0 si deci semnul lui f(z) este contrar semnului lui a.

Gind 2z —z; saw w— 2, f(x) — 0

Putem enunta regula:

Dacd A >0, atunci f(z) are semnul lut a in afara rdddcinilor si are semn
contrar lui a in intervalul dintre rdddcini, cu exceptia lui x = x, Si T = x,,
unde f ta valoarea zero. (x,, , sint radacinile ecuatiei ax? 4 bx ¢ =0.)
Acest rezultat se reprezintd in tabelul urmétor:

A>0 R Z . g +oco
flz) | semnul lui ¢ 0 semn contrar lui ¢ 0 semnul lui @

Creafic, tabelul este transpus in figura IV.18.

g ;

Ty RS ey
0 X
40,00 A=0,a=0
Fig. 1V.18
Exemple. 1) Fie functia f(z) = 2 + 22 + 3. Cum A =4 — 12 = —8 < 0, ne

‘gdsim in primul caz. Cum e = 1 > 0, tabelul semnului functiei este urmitorul:

a ’ — 00 +o

P L g £

fla) = a* + 2z + 3 |




2) Fie funcfia f(z) = —2® — 22 — 1, Cum A =4 — 4 = 0 s i -1, tabelul eu
semnul functiei f este urmitorul;
—b.
T —00 — = —1
‘ ¥ 2a A
f(:c)=—-;r:3—2x-—1| ————— L

3) Fie funcfia f(z) = 2 — 8z + 2. Cum A = 9 — 8 = 1 > 0, atunci ecuatia z* —
— 3z 4 2 = 0 are rildécini reale si distincte. Acestea sint »; = 1 si &, = 2. Tabelul sem-
nului funectiei este urmétorul:

x | —o 1 258 400
fle) = =* — 3z + 2 | + 4+ 4+ +0—— —0+ ++ + + +

1. Inecuajii de gradul al doilea

Inecuatiile de forma - .

ax? +bx+¢>0, ax® +bx+c¢ >0, ax?+bx ¢ <0 s

az® 4 bx 4 ¢ < 0, unde ¢, b, ¢ sint numere reale date, @ # 0, se numesc
inecuatii de gradul al dotlea. .

Observatie. In practick vom considera orice inecuatic care se reduce, folosind proprie-
tatile inegalitiifilor, la o inecuatie de gradul al doilea.

Rezolvarea inecuatiilor de gradul al doilea este o consecintd imediatd
a studiului semnului functiei f(x) = ax? 4 bz +-c.
Ezemple. 1) 84 se rezolve inecuafia x* — 8z + 2 > 0. Se vede ¢ A = 9 =

= 1 > 0. RidHcinile ecuatiei 2z — 3z + 2 = 0, sint =, = 1 5i a, = 2,
Tabelul semnului functiei f(z) = z* — 8z -+ 2 este urmitorul:

II—OD i 2 + 00
fla) | + 4+t A+ 0 ———— 0 + 4 ++

Din acest tabel rezultd ci mui’;imea solutiilor inecuatiei date este (—eo, 1) U (2, 4o},
2) Sd se rezolve inecuafia 22% 4 x < 1. Aceastdl inecuafie este echivalentd cu
inecuatia 2z* + 2 — 1 < 0. Be vede ¢l A = 1 + 8 = 9 > 0 si riddcinile ecuatiei 22* +

+z—1=0 sint ; = —1 §i z, = % . Tabelul semnului funetiei f(z) = 222 + = — 1
este urmitorul:
i )
—o0 -1 — +6a
x 5 +
fla) | + o+ + 0 === 0 e+t

Multimea solutiilor inécuatiei} date este [==-l, %]
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3) S4 se rezolve inecuatia 2® < 22 — 3. Aceastd inecuatie este echivalentd cu ine-
cuatia x* — 2z 4 3 < 0. Cum A = & — 12 = —8 < 0, atunci semnul funcfiei f(x) =
= 2% — 2x 4 3 este urmitorul;

z | —oo '~ +ao
flz) =l B T S R e S ]

Din acest tabel, rezultd ci mult{imea solutiilor inecuatiei date este multimea vidd, adic#
nu existd nici un numir real care si verifice inecuafia #® < 2z — 3.

4) S se rezolve inecuatia (v — 1) > 2z — 3. Aceasti inecuatie este echivalents
cu inecuafia #* — 2z - 1 > 2z — 3 care este echivalentd la rindul siu cu inecuatia 2® —
— bz 4+ & > 0,Avem A = 16 — 16 = 0. Rdd#cinile ecuatiei 2® — 4z | & = 0, sintz, =
= z, = 2. Tabelul semnului functiei f(z) = 2® — 4z + 4 este urmitorul

z i —o0 2 + o0
flz) | + + + 0 + + '+

Din acest tabel rezultd c# mul{imea solutiilor inecuatiei date este B — {2}.

2. Sisteme de inecuatii de gradul al doilea ot

Prin sistem de tnecuait de gradul al doilea se intelege un sistem de inecuatii
in care cel putin una dintre inecuatii este de gradul al doilea, iar celelalte ine-
cuatii ce compun sistemul sint de gradul intii sau gradul al doilea.

Observatie. In practic vom considera orice sistem de inecuatii care se reduce, folosind
proprietiitile inegalititilor, la un sistem de inecuatii de gradul al doilea,

Ezemple. 1) 8i se rezolve sistemul de’ inecuafii
xz 4+ 5> bx + 3,
(8) 2z +1> 8z — 1,
) a? + 2z — 3 > 0.
Sistemul (S§) este echivalent cu sistemul de inecuatii de gradul al doilea
j — 82+ 2>0,
— x4+ 2> 0,
z? 4 22 — 3 > 0.

Multimea solutiilor inecuatiei —3z + 2 > 0 este M, = [_w, %]

Mulfimea solutiilor inecuatiei —a + 2 > 0 este M, = (—eo, 2).

Multimea solutiilor inecuafiei #? - 22 — 3 > 0 este M, = (—o0, —3] U1, -+o0).
Atunci multimea solutiilor sistemului (S) este M = My N M, N My = (=00, —3].

3) S4 se rezolve sistemul de inecuafii :

224 22 4+ 3> 0,
(S) § 22 — 22 — 3> 0,
22 +1 < 2 — a

Folosind proprietdtile inegalitdfilor sistemul (S) este echivalent cu sistemul de gra-
dul doi

x4 22 4 3> 0,
at — 22 — 35 0,
32 — 1 < 0.
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Mullimea solutiilor inecuatiei z* + 2z + 3 > 0, este M, = R.

Multimea solutiilor inecuatiei #* — 2z — 3 > 0 este M, = (—o0, —1]U[3, o).

Multimea solutiilor inecuatiei 3z — 1 < 0 este My = [—oo, ig] A

Atunei, mul{imea solufiilor sistemului (S) este M = M, N M, N My = (=00, —1].

il a;x? + bz - ¢
3. Semnul expresiec E = a2? + 00T G ynde gy, by, €, G by, € SIR
v a,z? + by + Cy

numere reale dale.

A determina semnul expresiei E, revine la a determina pentru ce valori
reale ale lui = expresia este pozitivd i pentru ce valori reale ale lui @ expresia
este negativéi.

Se gtie cd: 1° o fractie este pozitivd dacd si numai daca numirdtorul si
numitorul au acelagi semn si 2° ea. este negativd dacd numirdtorul si numitorul
sint de semne contrarii.

. Rezultd cd pentru a determina semnul expresiei E, vom determina sem.-
nele functiilor f1(%) = @,2? + b,z + ¢; i fal@) = ayz® + byt + c5 care se
trec intr-un tabel. Tinind cont de 1° i 2° se obtine semnul expresiei E.

22 — 5z’ + 6

x— 1

Ezemplu. Si se determine semnul expresiei E = Considerdm
functiile f(z) = z* — 5z 4 651 falz) = & — 1. Réddcinile ecuatiei z? — 5z + 6 = 0 sint
z, = 2 §i x; — 3, iar rdddcina ecuajiei z — 1 este 1. Facem urmitorul tabel cu semnele

functiilor f; §i fa: : N

z —00 1 2 3 +c0
el T ey eean Sl 0 T g
fa(z) = s g L e R A R R e T
E | T ram e SRRt

Din tabel rezulti cd expresia E este pozitivé pentru x & (1, 2) U (3, L oo), negativd pentru
@ e (—oo, 1) U (2, 3) si este egald cu zero pentru z = 2 §i & = 3. Expresia E nu are

sens pentru z = 1.

a, 0" + bz + ¢
ayz® + by 4 €2
zolvarea inecuatiilor de forma E >0, E >0, E<O0s E<0.

Exemple. 1) Si se rezolve inecuatia
: z? — 1

2t — 4

Studiul semnului expresiei de forma E = ne ajutd la re-

> —1.

Inecuafia datd este echivalentd cu inecuafia

2= : e 2z® —
L 9 < 0, Vom determina semnul expresiei £ = i
x? — & ' z? — &

valentd cu inecuafia

: * Fste gresit de scris z* — 1 > —1(x?
negativ.

— 1), deoarece a* — & poate fi pozitiv sau

-&
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x* — 1 :
e = T L = 0%, carp (EBte echi-
x? — 4 .

Facem tabelul

: 5 5
8 0 —2 — S K
: \/2 -\/2 2 +c0

21 — 5 | F A+ 4t F 0 — == 0 A+t
P ok 0 = = = == o 0
E | +++ b= = Ok £ +0 —— = | 1
Din acest tabel rezultd ¢i multimea solufiilor inecuatiei date este- (—oo, —2) U

U( \/g \/%)u(z, ool

2) Si se rezolve inecuatia

22—z + 1 .

= 1.
224+ x4+ 1
Aceastd inecualie este echivalenti cu inecnatia el Sl <0« Sien LA T
2 + x + 1 : 24z + 1
Determindm semnul expresiei E = ___ =2 Facem tabelul:
224+ x4+ 1
z =00 0 +oo
—2a ¥ + + + 0 - — — - — —
Bl . ok F £ F ok b ko
I Iy s s SR T S

E [+ + + +

Din acest tabel rezultd i multimea solutiilor inecuatiei date este [0, +oco).

4. Inecuafit cu modul
1) Si se rezolve inecuatia: |22 —x — 2| < 1.
Rezolvarea acestei inecuatii este echivalentd cu rezolvarea inecuatiei

At — <

care la rindul siu este echivalentd cu rezolvarea sistemului de inecuatii

{xz—x—z-:l

1—/18 1 +1/18].
2 2

Multimea solutiilor inecuatiei 2> — x — 2<1este M, = [

Multimea solutiilor inecuatiei 2* — z — 2 > —1 este

= (oo LU [P ).

Multimea solutiilor inecuatiei date este
7S TR VAR A BT V] EE A RS AHE

2 2
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2) Sa se rezolve inecuatia |22 —3z 4+ 2| < x4 7.
Ecuatia #* —3r 4+ 2=0 are ridicinile 2, =1 §i z, =2
. Rezultd cd pentru z & [1, 2] 'avem -22 — 3z + 2 < 0 si pentru z &
€ (—ooy 1]U[2,00) avem 22 —3z+4 2> 0
-1° Considerdm cazul cind z € (—eo, 1]U[2, o). Inecuatia dati se scrie
iu acesl caz, astfel:

a2 —3x+2< |7

care are solufii, multimea M, =[—1, 5].
Rezultd cd pentru x €[ — 1, 1]U[2, 5] inecuatia
| 22 — 3z — 2] < & -7 este verificata. ;
2° Consideram cazul cind = & (1, 2). In acest caz inecuatia datd se scrie,
astfel: : ‘
—(22—3x+2) <zt 7.

care este echivalentd cu inecuatia: ‘
22 —2z+9 >0

Aceastd inecuatie are ca solutii multimea M, = R.

Rezultd ca pentru a € (1, 2) inecuatia |22 — 3z — 2| <z + 7 este
verificata.

In concluzie multimea solutiilor inecuatiei date este:

M=[—1. 1]U[2, 5]U{, 2)=[-A, 5.

§8. APLICATII PRACTICE ALE STUDIULUI FUNC THI )
DE GRADUL AL IJOII -A

Asa cum am spus si in § 1, existd numeroase exemple practice care au impus stu-
~diul functiei de gradul al doilea. In continuare vom prezenta citeva dintre ele.
1) Dintr-un turn de indltime h, se aruncd o pialrd pe verticald in sus cu viteza -
mmtiald vy, Sa se afle: )
i) la ce indl{ime maximi ajunge piatra;
ii) dupd ecit timp piatra ajunge pe pdmint.
Caz numeric: hy = 30 m, v, = 20 m/s,
Solutie. i) Indltimea h(t) la care ajunge platra la momentul ¢ este datd de formula:

R(t) = hy + vgt — _ii 2, unde g — 9,8 m/st.
Penfru a calcula indl{imea maximé hmax la care ajunge piatra determindm maximul
functiel h(t) care este

hmax = kg +—.

ii) Pentru a determina dupd cif timp piatra ajunge pe pdmint trebuie si deter-
mindm pe ¢ astfel incit k(¢) = 0. Deci avem de deferminat ridicinile ecuafiei:

ho+v°t——g;z'«’=0.
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gt | IR

VR,

i

|

Rezolyind accasti ecuatie giisim solutiile:

Uy :f:]/ ’U(% + 2ghy |
8

Lz =

Deoarece v, < I/ 'u(“,2 + 2gh,, atunci timpul dupd care ajunge piatra pe pdmint este
egal cu
WE it s V8 + 2t
g 8

Dacd hy, = 30 m i v, = 20 m/s, atunci Amax = 50 m i ¢, = 5,5 5.

2) Din apropierea unui turn avind indltimea h, este aruncaté 0 platré vertical in
sus de la suprafafa pdmintului cu viteza inifiald wv,.

i) Cit trebuie si fie v, pentru ca piatra si depdseascd indltimea turnului?

i) In ipoteza ci piatra dep#seste indlfimea turnului s se determine cit timp rdmine
deasupra lui. .

Caz numeric: ky = 20 m, v, = 25 m/s.
Solufie. i) La momentul ¢, piatra se va gisi la indl{imea h(f) datd de formula

h(t) = vt — %gta, unde g = 9,8 m/s%

Pentru ca piatra si depdseascd indltimea turnului trebuie ca h(z) > hy, pentru un ¢ > 0.
Avem inecuatia de gradul al doilea in ¢

1
Vot — — gt* > hy
2
sau
gt — 2uit 4 2hy < 0. (1)
Cum g cste pozitiv trebuie ca discriminantul A = 4o — 8gh, si fie pozitiv, adicd
L — 8ghy > 0 de unde v, > |/ 2gh,. =l
Deci ca piatra si se ridice deasupra (urnului vileza sa #, lrebuiesi fie mai mare cal/2gh,.
ii) S84 presupunem acum cii wv, > |/2gh,. Rezolvind inecuatia (1) obtinem ci
\ 2 i
Vo—l/ﬂg—2ghn -l < vn+l/-”0—2ghu.
g g

: ——— —

e 2 _ 947, i
Daci notdm t; = — I/ 8 — 26h, s v+ V3 ghy
g

4, > 0 si fp > 0, iar intervalul (1, 2;) este intervalul de timp in decursul ciruia piatra

se observd cd

_se glseste deasupra turnului.

Deci piatra se giiseste deasupra turnului un timp egal cu

2 1/ g — 2gh,

; g

Caz numeric. Deoarece®|/2gh, = |/2 + 9,8 * 20 =~ 20, atunci v, > 20.

Deci piatra, prin aruncare, depgeste indl{imea turnului.

Timpual cit ea se giseste deasupra turnului este egal cu

21/ 0@ — 2gh, _ 21/625 —29,8-20
g 5 9,8

g — I =

= 'J8,
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3) Dintr-o sirmi cu lungimea de 10 m se confectioneazii un dreptunghi, Cum tre.
buie si fie acest drepfunghi pentru ca aria sa si fie maximi?
Solufie. Dacd z si y sint laturile dreptunghiului, atunci
2x + 2y = 10 adicd = + y = 5. Aria dreptunghiului este

=2y = z(5 — x) = bz — x®,

- Pentru a determina maximul lui § vom determina maximul functiei de gradul al
doilea

flz) = bax — z%,

care este — éé = 2—ffs;.i se realizeazi pentru z =% = 2,5. Deci laturile ' dreptunghiului
a b

pentru care aria sa este maximd sint: z = 2,6 m §i y = 2,5 m. Deci dreptunghiul
trebuie si fie un pitrat, iar aria sa maximd este
I Smﬂ.x = 6,25 m?2 i
18 4) Din doud oragse 4 si B situate pe doui
' soscle perpendicularc pleacd in acelasi moment doud ve-
hicule cuvilezele constante v, si v,, in directia punctului
O de intersectie a celor doudi drumuri (fig. I'V.19).
‘ Distanfele oraselor A si B fatd de punctul de
™\ _  intersectie fiind @, respectiv b, si se determine dis-
| tanta cea mai mici dintre cele doud vehicule.
o N\ A Caz numeric: v; = 80 km/h, v; = 60 km/h; a = 120 km
i si b = 100 km.
Fig. V.19 Solutie. Presupunem ci dup# timpul ¢ primul vehicul
ajunge in A’ iar al doilea vehicul in B’.
Avem AA’ = vt, BB’ = vyt si deci OA" = a — wut, OB’ = b — w,t. Din teorema
lui Pitagora avem,

A’B™ = OA™ + OB”, -

de unde A'B?2 = (a — v;1)? + (b — vyt)? = ('u? + vd)im — 2(av;, + bv,)i 4 a® + B i

deci A'B° = l/(vf + vB)i® — 2(av, + buy)t + a? + B2,
Este clar cé distanta dintre cele douil vehicule esle minimd cind expresia de sub

radical este minimd. Deci vom defermina minimul functiei de gradul al doilea
7() = (v + vB) — 2(avy + byt + a® + b2,
Minimul functiei f este

LA e {‘[(ﬂ’vl + byy)? — ('”12 4 3) (a2 .-i— %]

Ag 4(vf + 03)
_ (o + o) (@4 8) — (avy + bug)* _ (awy — buy)?
o] + v of + 3
gut b,

si este realizat pentru t = T
V1 + U2

vy — bu
Deci minimul distantei este dat de A’B’ = _|_“2__1_|_.
2 2

V L ]
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In cazul numeric, minimul distantei, A"B’ :—«l——_lmlgi_l—n———-?'gﬂ L - —800 = 8 (km)
1/80% |- 602 100
Aceasta are loc dupd un timp egal cu
,_ 120:804100:60 _, .

80% + 60%

5) Fie o fereasird avind forma din figura I'V.20, la bazi fiind dreptunghiulari iar
in partea de sus fiind un semicerc. Pentru ce lungime totald de toc de fereastri avem
lumina maximi a ferestrei? i
Solufie. Fie 2r lungimea bazei ferestrei care este egali cu diametrul semicercului si &
indltimea ei (fig. IV.20). Vom nota cu p lungimea totald a tocului de fereastra gi & aria
totald a ferestrei. Avem p = 2r + 2k + wor,

w4+ &

B ] 2
S=2Ph+%=—n—;«+r(}) LMD -mn) =%+rp_ 22 — rt = — -F’z-l-f‘_P-

Maximul lui § este egal cu maximul functiei de gradul al doilza

flo) = — ZZ2 224 pa.
Acest maxim este deci
2
‘max =L
2(m + &)
si este realizat cind z = S e e
™+ &

Deci trebuie ca r = —ﬁ-z si prin urmare din egalitatea
T

p=2r-+4 2k 4 wr
obtinem cd r = h.

fn concluzie aria § este maximi pentru r = b = b
T+ &
Vl T
S ;
‘ / ? f | \
. | ‘; b
/ v \ 1 ) | |
LA T i R
h h E |/
. i -
Fig. 1V.20 Fig. Iv.21

6) 84 se taie dintr-o bucati de metal de form# sferici un cilindru avind aria late-
rald maximi.
Soluzie. B3 notdm cu R raza sferei {care este datd), ecu r si k, raza, respectiv iniltimea
cilindrului care este tdiat din sfera de metal (fig. IV.21). Dacd § este aria laterald a
cilindrului, atunci ¥

S — 2m‘h.

in triunghiul dreptunghic OAM avem OA = R, OM = %51 AM = r.
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4% + by + ¢ = 0 este echivalenti cu ecuatia y =

Din teorema Inj Pitagora obt{inem:
042 = OM? + MA2 sau R? = r2 _|_[ Ja , de unde

h% = &R — 4p?,
Atuneci 8% = 4n?r2h? = 4n®r?(4R® — 4rl),
Este clar ci § este maximi dacd si numai daci S? este maximi.
Deoarece 47 este un numdr, atunci S$? este maximi cind cantitatea r*(4R* — érz.) este
maximi., Notind r?2 = z, avem i r?(4R® — 4r?) este maximi cind z(&R? — 4x) este
maximd. Deci totul revine la a determina maximul funetiei de gradul al doilea

flz) = —4a® + 4R%.
Acest maxim este egal cn -
s B
ba .

si se realizeazii pentru z — % R2. Deci Spax = 2rR?5i r? = El -R?, adici r = !/_2_ R
3 2

In concluzie, ca cilindrul tdiat din sfera de metal sd aibi aria laterald maximi trebuie

ca raza cilindrului si fie r = [LE R

§9. REZOLVAREA CITORVA SISTEME DE ECUATII
Cu COEI’ICIENTI REALI

In acest paragraf avem in vedere citeva tipuri de sisteme de ecuatii cu
coeficienti reali a ciror rezolvare se reduce la rezolvarea unei ecuatii de gra.dul
al doilea. Trebuie sd remarciim cé ori de cite ori rezolvam un sistem de ecuatii
avem in vedere numai solutiile reale ale acestui sistem.

Vom indica in continuare modul de rezolvare a urmdatoarelor tipuri de
sisteme de ecuatii:

1. Sisteme formate dintr-o ecuatie de gradul al doilea si una de gradul intii.

Aceste sisteme sint de forma:

() {am+by+c=0,
@,2% + byxy + ¢y® + dix + ey + f=0.

Rezolvarea acestui tip de sisteme se face prin metoda substitujiei. In
prima ecuatie putem presupune cii, sau @ # 0 sau b # 0 (cazul cind ¢ = b = 0
ne-ar duce la disparifia primei ecuatii). Presupunind cd b # 0, atunci ecuatia
—C—ax a c

_—— — —F — —,

b b b

Dacd substituim pe y in cea de-a doua ecuatie a sistemului (S), atunci (S5)

este echivalent cu mstemul

¢
Y=z ;x__b'l
ot o 8§ i i bal o)
; ; '+f1=70'

Efectuind calculele in ecuatia a doua a sistemului (S') obtinem in general
o ecuatie de gradul al doilea care, rezolvati, ne da valorile lui z. Apoi, inlocu-
indu-le in prima ecuatie din sistemul (5’) obtinem valorile hai y.

Discugie. 1) Daca ecuatia a doua a sistemului (§') are doud radécini reale,
atunci sistemul (5) are doua solutii reale.

2) Daecd ecuatia a doua din sistemul (S') are doua rddidcini egale, sau,
in cazul cind aceasta este o ecuatie de gradul intii, atunci sistemul (5) are o
solutie reala.

3) Daci ecuatia a doua din sistemul (§°) nu are nici o radédcingd reald,
atunci sistemul (§) nu are solutii reale.

Ezemple. 1) Si se rezolve sistemul
2z ==l
sl

y: = 2% — 3z + 3.
Gum ecuatia 2x + y = 1 esle cchivalenld cu ecualia y = 1 — 2z, sistemul (8;) esle
echivalent cu sistemul (Si):

’ y =1 — 2z,
(1) Sl g LAt
(1 — 2z2)2 = 22 —"3x + 3.

Ecualia a doua a sistemului (S3) se reduce la ecuatia de gradul al doilea

3.’1.‘24.'1:*2:”,

3 : 2
care are rddicinile z; =1 §i z, = — s
; e 2 ’ 7
Pentru z; = 1 obtinem y; = —1, iar penlru z, = — —3— obtinem y, = »;

B s I
2 3

—
Deci {x, ™ s sint solutiile sistemului (8,).

Yz =l 7
Yz 3
2) S# se rezolve sistemul
o — 1y — =10
(iS5) 2 2 2 F
z* — zy —y?+ax—3=0.

Ecualiaz — y — 1 = 0 este echivalentd cu ecualia y = = — 1. Inlocuind in ecuatlia
a doua pe y obfinem cd (S,) este echivalent cu

colfy =2 — 1
(SZ){zz—m(x—i)—{x —1)2 4 r — 3=0.

Ecudtla a doua a sistemului (83), dupi efectuarea calculelor, se reduce la ecuafia
de gradul al doilea z® — 4z 4 4 = 0, care are o rddicind dubli #;, = &, = 2. Din
y = x — 1 obtinem y, = gy, = 1. -

Deci perechea (2, 1) este o solutie dubld a sistemului (S,).

3) 84 se rezolve sistemul

T S s
J y = —a* + 142 — A0,




Sistemul (§,) este echivalent cu sistemul
. =1+ =z,
{S3) { y
14+ 2= —z? 4+ l&x — 50.
Feuatia a doua a sistemului (S3) se reduce la ecuatia de gradul al doilea «* — 13z .
+ 51 = 0. Cum A = % — hae = 169 — 204 = —35 < 0, atunci sistemul (S3) nu are
nici o solutie reals.

Inierpretarea geometricd a rezolvdrii sistemului de ecuayii de forma

s ax + by +c= 0,
) {‘y:ﬂﬁz‘l‘bﬂ‘f‘%
unde a, b, ¢, a;, by, ¢, sint numere reale date cu a, # 0.

S& notdm cu 4 multimea solutiilor ecuatiei az + by + ¢ = 0, iar cu B
multimea solutiilor ecuatiei y = @,2* 4 b;x + ¢;. Multimea A reprezinti
in planul de coordonate 20y o dreaptd. Mai precis, dacd & # 0, atunci A repre-

zintd graficul functiei de gradul intii: f(z) = —%x—i. Daci b =0,
a

atunci ecuatia ax + by + ¢ =0 este echivalents cu ecuatia. z=—-. In
- a

acest caz A reprezintd dreapta paraleld cu axa y'y, care trece prin punctul de
coordonate(-—- Lo 0] : :

a

Multimea B reprezinti in planul xzOy graficul functiei g(z) = a,#? +
+ b,z + ¢,, care este o paraboli.

Cum multimea solutiilor sistemului (5) este egald cu A N B, atunci solu-
tiile sistemului (§) reprezintd in planul 20y punctele de intersectie ale drep-
tei A cu parabola B. - :

Discutie. 1) Sistemul (S) are doud solutii distincte daci dreapta 4 inter-
secteazd parabola B in doud puncte distincte.

2) Sistemul (S) are o singurd solutie dacd dreapta A intersecteazd para-
bola B intr-un singur punct. Trebuie si observim ci in cazul cind b = 0,
dreapta A4 intersecteazi intotdeauna parabola B intr-un singur punct.

3) Sistemul (S) nu are nici o solutie dacé dreapta A nu intersecteazd
parabola B. '

Cele trei situatii discutate sint reprezentate in figura IV.Z}’Z.

S
G A/_ ]

o 0 X

&

' Fig. 1V.22

Exzemplu. Sit se rezolve sistemul de ecuatii

(Sl){y:xs—saq-;-z.

Din ecuatia 2z + y — & = 0 obfinem y = & — 2z. Inlocuind pe y in ecuafia a dona
obfinem: & — 2z = 2? — 3z + 2,-sau z* — x — 2 = 0. Aceastdl ecuafie are rddicinile
#; = —1si z, =2 Afunci avemy; =4 — 22, =4 +2=6§ly; =4 <= 243 =4 —
— & = 0. Sistemul (5;) are solutiile:

: {m,:-j ,{m3=2
si
y1=6 Yya =0
- Inlerpretare geo.metricd. in figura 1V.23 dreapta A4 ce trece prin punctele de coor-
donate (0, &) si (2, 0) reprezintd graficul functiei f(z) = & — 2z, iar parabola B repre-

zintd graficul functiei g(x) = z? — 3z 4 2. Dreapta A intersecteazi parabola B in punc-
tele de coordonate (—1, 6) si (2, 0), care sint solutiile sistemului (§;).

2) Si se rezolve sistemul de ecuafii

x—y——S-zO,
(Sa){y‘=:c2—3m—i.

-

Din 2 — y — 5 = 0 oblinem y = =z — 5. inlocuind pe y in cea de-a doua ecuafie a sis-
temului ob{inem ecuatia x — 5 = 2% — 3z — 1, sau z? — &z + & = 0. Aceastd ecuatie
are solufia dubli z = 2. Atunci y = 2 — 5 = 2 — 5 = —3. Deci sistemul (S,) are ca
solufie dubld perechea (2, —3). :

Interpretare geometricd. in figura I'V.24 dreapta 4 reprezintd graficul functiei f(x) =
= x — b, iar parabola B reprezintd graficul functiei gle) = 2* — 3z — 1, Dreapta A
intersecteazd parabola B in punctul de coordonate (2, —3) care reprezintd solutia siste-
mului (S,). i

3) Sd se rezolve sistemul -de ecuatii

(Sa:' 2 Fe
y:xmux+4.

Din 2z + y + 1 = 0 obfinem y = —2z — 1. fnlocuind in ecuafia a doua a sistemului
(83) obtinem ecuatia de gradul al doilea z* — 3z 4+ 5 = 0. Cum _discriminantul acestei
ecuatii este A = b* — hac = —11 < 0, rezultd ed sistemul (§;) nu are nici o solutie reald.
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de gradul al doilea in =:

| I'nterpretare geometricd. In figura 1V.25 dreapta

\( [ A este’ graficul functiei f(z) = —2z — 1, iar para-
by \ | bola B este graficul functiei g(z) = z® — 5z + &.
\ ‘J . Dreapta A nu intersecteazi parabola B in nici un punct.
N\ el |
A = | . v
\ 2\ | 2. Sisteme de ecuajii omogene
\\'_ (_'}"-._i i / Un astfel de sistem este de forma:
—74-—_5 77 _ T x
% 7\"\1. crl (S) { almz + blxy + cly2 = dl'l
\\ ag2% 4+ boxy + coy? = dy.
\ Sistemul (S) se numegte omogen deoarece

polinocamele a;X% + b, XY + ¢,¥? 51 a,X*® -
Fig. 1V.25 + b, XY + ¢, Y? sint omogene in sensul cd
toate monoamele care apar in scrierea lor au
acelagi grad. Presupunem mai intli ¢& d, # 0 §i dy # 0. Existd in acest caz
numerele reale « si B diferite de zero astfel incit ad; + Bd; =0

[de exemplu a =15i B =— j‘]. Se inmulteste prima ecuatie cu « §i cea
; ,

de-a doua cu P §i apoi se adundi. Se obtine sistemul echivalent:

(S') { a2® + by + cy? = dy,
(xay + Bag)x? + (aby + Bby)zy + (xey + Beg)y® = 0.

Notam, coeficientii ecuafiei a doua din, (S’) cu as, b5, ¢5, atunci

(8" { a@? + byzy + ey? = dy,
a32? + bgay + ezy? = 0. _
Deoarece d, # 0 sistemul (S*) nu are solutia®z = 0 si y = 0. Putem presupune
i z # 0. Atunci, in ecuatia a doua din (§') imp&rfim cu #? si obtinem ecuatia
y :
&

2 Y
€3 [1) +bs=+az;=0
@ =
care, rezolvati, ne di in general doud valori &, si k, pentru 2, adici:
i Z

y S
—*zkl,*:]uz.
b z

Acum, rezolvarea sistemului (S) este echivalentd cu rezolvarea urméitoarelor
doui sisteme formate dintr-o ecuatie de gradul intii gi.o ecuatie de gradul
al doilea: ‘

D= kams

ayx® + byry + ey = dy.

L= klm: - v
3 v (S,
o ay2® + byxy + ey =dy =

Cind d, = 0 sau dy = 0, sistemul (S5) este de forma (S') $i rezolvarea se con-
tinud ca pentru sistemul (S°). '

90

Ezemple. 1) S84 sc rezolve sistemul de ecuatii:
s [ 8y gt = 2,
2y + y? = 4.
fnmultind prima ecuatie cu +2 si adunind-o pe a doua, obtinem sistemul echivalent
§
(S,) 22% + Txy + 3y? = 0,
xy + Yy = 4.

.

Prima ecuatie o impdrtim cu z® 5i obtinem ‘ecuatia de gradul al doilea 3 [1)2 + 7 ¥ -+
x T

-+ 2 = 0, care, rezolvati, ne di rddicinile s si it % . Rezolvarea sis-
: x x
temului (8,) se reduce la rezolvarea sistemelor: /
i ) z.
{.y = -—2:0, B 3 3
zy+y=4& °

Din primul sistem obtinem solutiile:
{r=|/§, f {m= - V2,
y=-2/2" ly=

Cel de-al doilea sistem nu are solutii reale.
2) 84 se rezolve sistemul de ecuatii:

222 4 32y + y? =0, .
(Ss) i
zy + y* = 0.

Daci z = 0, atunci din prima ecuatie, rezultd y = 0. Presupunem x % 0. Atunci impdr-

tim prima ecuafie cu z® si obtinem ecuafia de gradul al deilea

2 5
(_?i] 4 3 [1) + 2 = 0, care are riadécinile: e —ly s =i
@ T * x

Daci imp#r{im ecuatia a doua a sistemului cu z* obfinem ecuatia

Y

2
[—) -+ s 0, care are ridicinile ; £ = 0 ; ey
x e x f
Ridécina L — —1 este comund si deci perechea (e, —a) unde ¢ = R, este solufie a sis-
T . 4

temului (S,). Deci sistemul are o infinitate de solutii.
3) 84 se rezolve sistemul

2% + 3zy + y® = 0,
a2
a? — zy + y* = 0. .

Daci @ = 0, atunci din prima ecuafie trebuie ca y = 0. Presupunem z # 0. impérfim

cu z? ecuatia a doua gi obtinem ecuatia in &
i €T

i l £ l — 101 ie i
= 4+ 1 = 0, care nu are nici o solutie reald.
o) @

Rezultd cf sistemul (§;) are ca singurd solutie perechea (0, 0)
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3. Sisteme cu ecuait simetrice

O ecuatie in doud necunoscute se zice simetricd dacd inlocuind z cu y 81
¥ cu z, ecualia nu se schimba.

Bzemple. 1) Ecuatia 22® — 3zy + 2y* — 10 = 0 este simetrici. Intr-adevir, tnlo-
cuind = cu y si y cu z obfinem ecuatia 2y — 3zy + 2z2 — 10 = 0, care este identici
cu cea initiali.

2) Ecuatia £ — y + 5 = 0 nu este simetrici.

Un sistem de ecuatii format din ecua{ii simetrice se numeste simetric. Deoarece
ecuatiile unui sistem simetric nu se schimbi dacd tnlocuim pe z cu y 5l ¥y cu x, rezultd
ca dacd x = a, y = b este o solutie a sistemului de ecualii, atunci si z = b, y = a esle
solutie a aceluiasi sistem de ecuatii. '

Rezolvarca sistemelor de ecuatii simetrice se face astlel: se introduc
necunoscutele auxiliare s gi p date de relatiile:

T4 y=s5 §1 xy=p.

Prin introducerea acestor noi necunoscute s i p, in foarte multe cazuri “siste-
mul simetric se reduce la un sistem de ecuatii format dintr-o ecuatie de gradul

. Intii g1 0 ecuatie de gradul al doilea in necunoscutele s §i p. Pentru a face aceste

substitutii se va fine seama de identititile:
#* 4 y* = (2 + y)* — 20y = s* — 2p,
2* + y? = (2 + y)* — 3wy(z 4 y) = s* — 3sp,
2t + gt = (2* + 9°)* — 2a%y* = (s* — 2p)® — 2p*.
Exemple. 1) S# se rezolve sistemul

() {$y+x+y=’h
zy — 2(z* - y?) = 23.

Sistemul (S) este simetric. Fdcind substitutiile = 4+ y = s i 2y = p obtinem sis-
temul:

(Sa) S+P:I*=
-~ 2¢% f 5p = 23.

fnlocuind pe p = &4 — s in ecuafia a doua, obtinem ecuatia

i 2s* 4 5s 4 3 = 0, care are solutiile: s; = —1; 'sg = — 3
: . 11 108 / ;
Atunci p; =4 — 5 = 5sip, =4 — 5, = i Deci, rezolvarea sistemului (S) se reduce
la rezolvarea sistemelor:
| LR i,
‘ | z 4y = —I, 5 G
L Ty = & 11
Ty = —,
1 y 2
’; care nu au nici o solutie reald. Rezultd cd sistemul (S) nu are nici o solutie,
HIl . ’
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2) 84 se rezolve sistemul de ecuatii

2 3
m{x+” :
oy — 2

Ficind substitutiile = + y = s 5i zy = p obtinem sistemul:

Bielab —a g =3 Sy = —3
(8") = {s P care are solutiile: { % ; { 4

p=2 Pii= pr=12
Pentru s; = 3 i p; = 2 obtinem sistemul de ecuafii:
. % x, =2 Ty =
A= care, rezolvat, ne di solutiile: { SRR { y .
Yy = 2, =1 Ya =
Pentru s, = —3 si p, = 2 obfinem sistemul de ecuatii:
= — £ Ty = —2 Ty = —1,
o % care, rezolvat, ne di solutiile: { & X { fe
-’L’y=2, y3=—1 Y= —

Deci sistemul (§) are patru solutii.

EXERCITII
Furictia de gradul al doilea
1. Fie f(z) = ayx® + byz + e 5 g(x) = aza® 4 byx | ¢, doudl functii de gradul al doilea.

Sd se arate ¢l f=g<>a; = a;, b, = by §i ¢; = ¢,
2, S4 se aducd la forma canonicid urmitoarele functii de gradul al doilea:

a) flz) = 22 — = 4 11; b) flz) = —22% — Tz + 1;

¢) flz) = 32® — 2z + 1, d) f(z) = 0,512 — 0,1z + 1;

e 1 fll et
= = I} - = S f I)=—~—.713——I+1.
e) f(z) e ) 3 :

8. Sid se construiascid graficul urmétoarelor functii (folosind metoda prin puncte si efec-
tuind una sau doud translatii):

a) flz) = —2a2% + 1; b) flz) = 2 — = |+ 11 -
c) f(z) = —8z? + 8z + 8; d) f(z) = 32% — 2z + 1;
e) flz) = a® + z — 2; f) flz) = —a® + 3z — 2.
| 4, 54 se stabileasci maximul sau minimul urmétoarelor functii:
a)Y(z) = 2 — 22 + 10; b) f(z) = —a* + 2z — 12;
c) flz) = =? — 5; y od) flz) = —122% + 31z — 1;
e) flz) = —a® — 22 | 1; f) f(z) = 0,52% + 0,72 — 0,31.
? 5.-851 se stabileascd intervalele de monotonie pentru urmditoarele functii de gradul al
~ doilea:
a) fla) = 2* — 22 — 1; b) flz) = o* — 22 + 1;
¢) f(z) = 0,522 — 7a; —5d) flz) = —0,32% + z — 0,5.
6. 34 se stabileascd semnul urmétoarelor functii:
a) f(z) = 2* — 22 — 3; b) flz) = 0,32* — = + 0,1;
:) flz) = 0,522 — 7x; d) f(z) = —22* + 2 + 1.
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7. 53 se facdl tabelul de variatie lg.i apoi si se trl-aseze graficul la urmitoarele functii:
()l f(z) = 28 — 4z + 8; 1b)|f(z) = —22% + 82 — 1;
e) flz) = 2 — 20 — 4; d)kf(m) = 2% — 10,62}
e) flz) = a* — = + 10; 1) flo) =g 4
8. 54 se arate c#l orice funcfie de gradul al doilea nu este nici injectivi si nici surjectiva.

| 4! 54 se determine functia ‘de gradul al doilea f(z) = aw® + bz | ¢, astfel incit graficul
“acestei functii sd treacd prin punctele A(1, —8), B(—1, —10) si sa taie axa y'y in
punctul C(0, —10). " ,

10. 54 se determine funétia de gradul al doilea f(z) = az® -+ bz + ¢ astfel incit gréficul
acestel functii sd aiba virful in punctul ¥ (1, 2) si si taie axa ¥’y in punctul B(0, —3).

- 11. Fie familia de func{ii“de gradul al doilea f,,(z) = 22 — 2(m — 1)z + m — 2, unde m

este parametru real. >
54 se arate cd virfurile parabolelor asoeiate acestor functii se giisesc pe o paraboli.

12. 84 se determine functia de gradul al doilea f(x) = az® + b + ¢, stiind ci admite un
minim egal cu 9 si graficul funcfiei trece prin punctele A(—1, 13) si B(2, 10).

Inecuatii de gradul al doilea. Sisteme de inecuatii de gradul al doilea
18. 54 se rezolve inecuatiile:

a) 222 — 3z +1 > 0; b) 22 — 8z + 4 > 3z 4 2;

c)2m2—2x<——;—; d) —z"‘—3x+5<.a:2—1;
o) 28 +z + 7 < 0; f)—«:c2—|-2z>:c—|»%;
1 22 —1 ° ; —
pliEits e 20 ; et
z + 2 m—fﬂ z* — 3z + 2 #
. s
i) |2 — 8o+ 2|<|z+2]; i i—ﬁﬁi‘éu
z? — & :
2 6z — 16 : 2
) X 2 } s 0r 1)_1<x +3x~|—2\
—x? + 8z — 12 j a? — by - 3

14, Pentru ce valorireale ale lui m urmitoarea inecuafie este verificati pentru orice z € R
(m — 1)z? — (m + 1)z + (m + 1) > 0. e
16. S4 se determine valorile lui m aga incit inecuatia
ma® + (m — 1)z — (in — 2) > 0

sd nu aib& nici o solutie.
16. S# se determine valorile lui m’ astfel incit ecuatia

(m — 8)z® — 2(8m — &)z + Tm — 6 = 0

sd aibd rddicini reale.

2
17, Fie fracjia E—= St (m )z +m 4 2
x4+ ax +m
sd aibd sens gi sd fie pozitivdl pentru orice z = R. 4

- Si se determine m astel incit fractia E

094 2 \/ -}.E',j,

18. S4 se rezolve sistemele de inecualfii:

—at—z < — 6,

z? — 3z > —2,
a) : b) 17

z? 4+ 2 <125 ; 2.7:5_1{?:6;

22 — 1 >a — 5, (2 —1)(z —3) > (z — 1) (z + 2),
o z—63>0 A =2 (e — 3 < (o + 2 (=43),

| 22— 32 — +:> 0; a¥ — 3x -+ 2>0;

z? — 6z + 5 <0 -

e) —832% —2x — 7 l 1) (2% & Ae it =20 0,
- af < 25,
2P = 16;

_ 19. Fie familia de func‘t;ii de gradul al doilea

fmlz) = ma® + 2(m + 1)z + m +72, unde m = R\{U}_ (1)

a) S4 se arate cd virfurile parabolelor asociate acestor funciii se giisesc pe dreapta
= o 1.

b) Fie A, B punctele de intersectie ale unei parabole oarecare cu x‘z si F proiectia
virtului ¥ al parabolei pe 2’z. S se arale cii oricare ar fi m, AB = 2 FV.

c) Si se arate cii toate parabolele definite prin (1) trec printr-un punect fix.

20. Dacii f: A —~ B este o functie oarecare, vom numi imaginea ei multimea notatd Im f
si definiti astfel -

Imf={fz) |lred}={ysB|Izc4d y=/{l}

5S4 se determine Im f pentru urmitoarele functii:
a)f:R >R, fla) = |z — 1|, b) {: RoR, fz) =* + 1, ©) f: R-R, f(z) =

z? — 3z - 2 o — kx5
= ——<="1 - d) f:R =R, =————, &) f:R\{1 R, =
T ) 1 f(x) b g e) [:R\{1} > R,f(z)
o b —hm )6

= » Df:R >R fle) = 2® + a + L.
2 — 2z -1

Sisteme .de ecuatii. Aplicatii practice

21. Sd se rezolve sistemele de .ecuatii:

5 {wa—xy—y=5, p) [+ Sey — y* + 20 — by = —6h,
2% —dy.=3; g —y =1

C) 2z — 3y = 1, d) mz'—yz_ﬁy: —4&,
zz_.a:y—|-5y2z 7; 2;1;+y__—_3;
P —ay+1_, m“—‘my-l-'l_m_y

e))] z—y : ) T +y '
2z'+ 3y = 7; T+ 2y = &
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88. intr-un patrulater A BCD care are unghiurile din virfurile din 4 si C de 90°, se dau

22, S se rezolve sistemele omogene : - laturile AB = a, BC = b si aria egald cu k*. 54 se calculeze celelalte doud laturi ale
patrulaterului. Discufie.
a) z? — By = —1, b 2 — 3ay + ¥t = —1, ' 34 5 bricisi e aw
T R e . . Doud brigdzi trebuiau si execute o lucrare. La inceput prima brigadd a intrebuinfat

pentru lucrare o treime din timpul pe care l-ar fi intrebuin{at cealaltd brigadd pentru
executarea intregii lucriiri; dupa aceea, a doua brigadd a lucrat o treime din timpul pe

222 — zy — 19y® = 2 2%y% — 3z% = —19, ; : i :
{ o may Zsoy 5, d) { Y -’2 care prima brigadd l-ar fi intrebuintat pentru intreaga lucrare. Dupd aceasta s-a con-
T e Y= ) Ty = =Y o 3 : :
statat cd s-a executat — din intreaga lucrare. 34 se afle in cit timp ar fi terminaf
7a? — 6zy + 12y* = 108, Y oy s -
) : 9% — 3wy + 2y 5, ucrul fiecare brigadd in parte, daci impreund aceste brigdzi pot si-1 execute fin
e 3
5 7 ;
2 —— 2L gyt = 18; {:c“-—:cy—y“:—-l _ 3 — ore.
6 S 3 Y 5
. ece ' 86. Un dreptunghi este inscris intr-un cerc cu raza de 50 m. Si se determine laturile sale
28. 93 se rezolve sistemele de ecualii simetrice: stiind ci diferenta lor este egald cu 20 m
a){m+my+y=il, b zy + y + x = 11,
z—zy +y=1; zty + y®z = 30;
A 'y” = 8,
1 3 o
=l Eo : z+y=1
= {Exz — Bxy - 5y* = 29, ; n J oy ST
ay — 8z + y) = —9.

7x2 — 8xy + 7y? = 43;

94, Fie O un cerc avind diametrul AB = 2a. Pe acest diametru considerdm un punct c
variabil M . Construim doud cercuri @y si 0, avind segmentele [AM] si [BM] ca dia- |
metre. S4 se determine punctul M astfel incit aria cuprinsi intre cele trei cercurisé fie ‘
maxima. : -

25, Fie ABC un triunghi dreptunghic in virful A4, avind catetele AB = «a sii A€ .= b.
Qe fnscrie in acest triunghiun dreptunghi M N PQ avind virfurile P i Q pe ipotenuza
{riunghiului, M pe (4B) si NV pe (AC). 5d se determine luturile aceslui dreptunghi
astfel incit aria sa sd fie maximd, :

26. Un cilitor merge cu automobilul pe o sosea rectilinie 4B din oragul 4 pind fntr-un punct
¢, de unde pleaci mai departe pe jos peste cimp intr-un sat D. Se stie ci viteza auto-
mobilului este »; km/h, iar pe jos cildtorul face v, km/h. Cum trebuie ales punctul €
astfel ca tot drumul si se facd in timpul minim? :

27. Si se giseascd maximul ariei unui dreptunghi inscris intr-un cerc dat.

98, S4 se ghiseascd minimul perimetrului unui trapez isoscel circumscris unui cerc dat.

29, Si se calculeze catetele unui triunghi dreptunghic cunoscind ipotenuza a gi indlfimea h.
Discufie.

30. 84 se caleuleze laturile unui triunghi dreptunghic cunoscind perimetrul 2p si indl{imea
h. Discutie,

31. tntr-un semicere de razi R sk se inscrie un trapes isoscel de perimetru dat 2p. Discutie.

29, S4 ge circumscrie unui cerc de razi R un trapez iscscel de arie datd 4 R2. Discntie.
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CAPITOLUL V

PUTERI SI RADICALI

'§1. PUTER|

Pe parcursul acestui capitol vom nota cu N*

multimea numerelor natu-
rale nenule: N* = {1, 2, 3,... }.

1.1, Puteri cu exponent natural nenul

Fie e un numér real si » un numar natural mai mare sau egal cu 2.
Se numeste puterea n a numdrului a produsul a n nu

fiind egal cu a. Acest numar se noteazd cu a®.
Deci:

mere, fiecare numér

a¥'=a d...a.
Mo e
n ori

Inr i ii, i il
-y epreuzentarea a", a se numeste baza puterii, iar n exponentul puterii.
Convenim sd punem a' = a.

Exemple: 1) (—2)* = (—2)r (—2) < (—2) =-—8;

i

114 thee Sl 1 1 .
2)(*):—-—.—.—:-:0052’
E 2 LS T

\. Semnul puterii cu exponent natural
Puterea unui numdr real pozitiv cu ‘exponent natural nenul este pozi-

tivd. ~Puterea unui numdr real negativ cu exponent natural par este pozitivd, iar
< q 1
cu exponent natural impar este negativd.

Intr-adevir daci « >0,. atunci " fiind produsul a » numere pozitive
este pozitiv. Dacd a<<0, atunci din regula semnelor rezults cd a2 care este
produsul unui numir par de numere negative, este pozitiv, iar a®+1 care este
produsul unui numdr impar de numere negative, este negativ. ,
De exemplu (—2)° are semnul (—) iar (—2)® are semnul (+).

2. Puterea produsului §i a citului a doud numere reale

Fie a, b, doud numere reale si n = N*. Atunci

(ab)" = aqnb™

an’

: (3‘}) =2 (b % 0)

98 .

Intr-adevdr. (a™)" = a™-a™...a™ =a

Intr-adevar: (ab)" = (ab) - (ab) .. (ab) = (@ *a..a) + (b +b..b) = a"b"
¥y . .
n ori n ori n ori

(am folosit asociativitatea gi comutativitatea produsului a doud numere
reale). :

Deaqemenea-[i“_g e @& a-a.a o
’ IS B o s bt b e b

Observatie: In calcule, deseori, folosim egalititile de mai sus sub forma:

a™h" = (ab)" si at B (E_Jn-

bn b

136 5 6
De exemplu: 65 - 5 = e.i = 3 =§_=2,E_
L 4 2 28 32

3. Inmuljirea puterilor care au aceeasi bazd

Dacd a este un numdr real gi m, n € N* atunci
a® gt = gihin,

Intr-adevir o™ -a" = (a¢ a..a) -(@¢-@¢..a) =a *a..a = a™'tn,

& . m orl n ori (m+n) ori
De exemplu: 1) 23 -28 — 27 — 128;2) (—2) - (—2)t = (—2)* = —32.

4. Ridicarea unei puteri la altd putere

Dacd a este un numdr real st m, n & N*, atunci
i (@™ = gmn,

mtmt ... + m

N—

n ori

j— a'mn_
e ™
n

(Am. folosit proprietatea 3.)

1472 o o8  piee)
De exemplu: (28)2 = 28 +2 — 98 — 64 || — = ] — _fJ e Loyl
: e e 256

5. Impdrtirea a doud puteri cu aceeasi bazd.

Dacd a este un numdr real nenul si m, n & N*, astfel incit m > n, atunce

T
_ﬂ. = g"m "™

an

Intr-adevir, folosind proprietatea 3, avem: a™ " :q" = qim-n+n = g™ de

1 m
unde rezultd cd ™" = -,
a?’t
; Ju 46
De exemplu: =— = 3198 — 32 — 9 —. _— 46-% — 42 = {6,
38 e

1.2, Funcgla putere

Fie n € N*. Definim functia
f:R =R, f(z) = z™

Aceastd functie se numeste funcjia putere de gradul n.

7+
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Observajii: 1) Funcia putere este o funciie numerics. ‘
2) Pentru n = 1 se obtine functia de gradul intfi f(z) = =, iar pentru
n = 2 se obline funcfia de gradul al doilea f(z) =

Teorema 1. 1° Daei n este un numir par, atunei funcfia f(z) = 2"
este strict descreseiitoare pe intervalul ( — co, 0] si striet
crescitoare pe intervalul [0, oo).
2° Dacd n este un numir impar atunei functia f( f(z) = a™ este
strict crescitoare pe R.

| Demonstrayie. Vom ariita mai intii egalitatea
i " —b" = (@ — b) (@™ + a7 | ... bR L pn),
! Intr-adevir, (@ — b) (an=" 4 a2 & ... 4 abn-t - bn—1) = gn 4 gn-lpgr
‘ ot @f=R e ghT—l . gh-1p — ghE - gl pn . gm s
Si domonstlam acum afirmafia 1° din teoremi. Prebupunem ¢ n este par, adicd n —

= 2m. Fie z;, x, [0, oo) astfel incit Gl ara ity

[ 2) —2 D=
Din egalitatea: =7 — zﬁ"‘ = (2, — @) (a3 il xy e A Ay '1:""" AR ),
coum 0 << & < x atunu @y — @y < 0 si lem AL f’“ Sl
|
|

obtinem zi™ -

o+ 2a" S 0, de-unde
" < 0, deci f(zy) < Tilas)s

! Rezultd cd flmdn f{x = =™ este strict cresciloare pe intefyalul [0, o). Presupunem
‘ acum cid y, x; &(—o0, 0] astfel incit z; < =, Cum T < 2y 5 0, atunei (—ay) >
L= (—xe) > 0 5 deci (—ay)™ > (—2,)™, adicd 23™ > z3™. Prin urmare f(z,) > f(x,),
| ceea ce ne aratd cf f este strict descrescitoare pe intervalul (— oo, 0].

' 2% Presupunem acum cd n este impar, adic n = 2m - 1 e s

i Dacd 0 < #; < @, 1a fel ca mai sus avem ci 221 < 22mH1 ooy )= s
| atunci (—x) > (—a,) > 0 si deci ( ﬁrl}’m*-l = »{—:cz)a"“w‘l, adic —g} ™' = gl
1 si deci 27"t < e e

i

I

|

. . 2 . : A
Daci &y < 0 si @, > 0, atunci 27" este un numr negativ, iar a3 1> 0 si deci in _

2 2 - TR M :
acest -caz avem zi™! < #2™*L in concluzie, din z, < z, € obtine 23Tt < £2MTL,

adied f(zy) < f(x,), adicd functia f(z) = x2m+1 este strict crescitoare pe R. °

Definitie. 0 submulfime A a lui B se zice simeiricd daca pentru orice

meAavemm—meA

Exemple. 1) Multimile R, R — {0}, [—1, 1] sint simetrice.
2) Multimile [0. co), [0, L], [—1, 2] nu sint simetrice,

Definifie. Fie A o mulfime simetrici §i f: A — B o funetie nuniericﬁ
: Funetia f se zice pard daci pentru oriee 2 € A avem f(— z) =

= f(z). Funetia f se zice impard daci pantru orice z & A
avem f(— z) = — f(x)

Teorema 2. Daci n este un numir par, funefia putere f(z) = 2" este
0 functie pari. Dacd n este un numir impar, funcfia putere
f(z) = 2™ este impari.

Demonstragie. Dacd n = 2m, atunci f(—z) = (—a)?™ = z2n — flz) =
deci functia f(z) = 2*™ este pard. Dacd n=2m + 1, atunci f(—a) =
= (—z)t = — 22" = — f(z) si deci functia f(z) = x2m+1 este impara.
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Interpretarea. geometricd. Fie' f: A — B o funclie numerics unde. mul’g-i-
mea A este simetricd. Dac# feste o functie pard, atunci y'y este axd de mmetm‘e
pentrﬁ graficul functiei f. Intr-adevir dacd M (2, ¥o) este un punct _al grafi-
cului functiei f, atunci din egalitatea yo = f(2) = f(—=o) rez‘ul.té cd i punctu}
M'(—zq, yo) este un punct al graficului. Dar M’ este simetricul lui M fata
de y'y. Daci f este o functie impard atunci originea axelor O este centru de

simetrie al graficului functier f.
Intr-adevar, dacd M(x,, y,) este un punct al graficului, din Pgalltatea Yol—=
= f(zy) = = f(— ;) rezulta c& si punctul M’ (— =z,, — y,) apartine graficului.
Dar M’ este simetricul lui M fatd de originea axelor.

Graficul funcfiel putere f(x) = a®™ peniru n = 3, 4

1. Funetia f(x) = 2 Trasarea graficului functiei f(z) = a® se face prin

»puncte’. Mai exacy, functiei f(z) = a® i se asociazd urmitorul tabel de ,

valori:

7 | —o0 —4&4 =3 —2 -1 01 2 3 4 405

fo) = 2 | Tles n g0 g DU G -8 o7 64

s

Reprezentdm intr-un sistem de axe 20y, punetele ale cidror cnomlr,maf.‘e

sint valorile din tabel. Punctele obtinute le unim printr-o linie continud. ln
. - . . . == ocn ‘3

figura V.1 este schitat graficul functiei f(x) =

Graficul. acestei functii se numesgte parabold. cubicd.

Parabola cubica are urmatoarele proprietati:

1) trece prin originea axelor, care este un centru de simetrie (deoarece
f(x) = 2° este funclie impard);

2) ramura din dreapta a graficului se gésegte
deasupra axei #'z, iar ramura din stinga se gisegte
sub axa z'w.

Obsergatie. Graficul funefiei- f(x) = 2¥™+(m = 1) T . .
are o comportare asemindtoare cn graficul funciiei
flz) = '
2. Functia f(z) = «% Graficul acestei functii
se traseazd tot prin ,puncte”. Pentru aceasta ¢
functie se asociazad urmatorul tabel de ivalori: \ Fig, V.1
x]-——oo~4‘—3—_2—101h23 4 +co x
fz) = 2 256 81 16 1 0 1 16 81 256

Punctela ale caror coordonate sint valorile din tabel le reprezentdm
intr-un sistem rectangular de axe xOy. Punctele obtinute le unim printr-o
linie continud. In figura V.2 este schitat graficul functiei f(x) = oS
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Graficul acestei functii are urmatoarsle

proprietati:
© o

1° Se giseste deasupra axei £’z si trece prin
originea axelor.
.2° Axa y'y este axd desimetrie pentru graficul

functiei f(z) = #* (deoarece f(xz) = z* este o
functie para).

e Observatie. Graficul functiei f(z) = «*(m > 1) are

Fig. V.2 o comportare asemdndtoare cu graficul functiei f(z) = »*,

1.3. Puterea cu exponent intreg

Am demonstrat cd pentru m >n
alma =gt g2 0
Vom céduta sa largim notiunea de putere astfel incit formula o™ : ¢ =
‘= a™™" (a % 0) s& aibad loc §i pentru cazul cind m < n.
1) Exzponentul 0. Dacd @ # 0, prin definitie vom pune a° = 1.
Dacd m = n, atunci @™ : ¢ = 1 gia™ ™ = ¢® = 1. Rezultd c¢i formula ¢ : "=
= a"™ ™ are log gi pentru cazul m = n. v

Observajie. Expresia 0° nu are nici un sens.

2) Exponent negatie. Dacd n &€ N* si a este un numir real nenul, prin

! ek : il
definitie vom pune o™ = —.
. a

De exemplu, 27% =

= b gagsagt L _ga),
8 3

1
28

am am

S i . am
Dacd m, n € N astfel incit m < n, atunei’- — - =
an aMm+(n—m) am . gn-m

=(—m) — qm=mn,

Rezultd cd formula a™ : " = ™™ are loc si pentru cazul m < n.

3) Exponent intreg. In urma definirii puterilor cu exponent 0 si nega-
tiv expresia a", ¢« € R, n € Z este bine precizatd exceptind cazul a = 0.
Vom ardta cd proprietdtile puterilor cu exponent natural se pastreazi si
pentru exponent intreg: :
12 (@ - Bt = ot w30 gt d gl =igitin: 5% g ;g — g
a a™

o _n_;' 4 myn — o mn
2 [b] = 47 (a™) (R

S& verificdim 4°. Pentru exponent n >0 am demonstrat egalitatea 1°.
Dacd n = 0, atunci (a-b)° =141 a® 6% =1:1= 1. Deci

(@ - b)" = a™ - b", are loc si pentru n = 0,
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Dar gum. —n >0, am vizut ¢d — = a™ (=0 = g™t 5 depi o™
o, . -

Presupunem 7 < 0. Atunci (ab)" =

(ab)™
Cum —n >0, atunci e : =11 _ g pn Deci egalitatea
’ (ab)—n ate b im0 b=4
(ab)® = a™" are loc §i pentru n < 0.
In acelasi fel se verificd egalitatea 2°.
Sa verificdm egalitatea
: am - g® = a"™t" (a # 0). (1)

Deoarece pentru m >0 si n >0 egalitatea (1) este adevératd, ramine de
argtat pentru urmditoarele trei cazuri:

2 1 am

Cazul m >0 si n < 0. Atunci g™ -a" =ad" - -— = —

=]

=g

: : Ayt 1
y F ey
Cazulm < 0 gt n < 0. Avem a™ - a" = e e

Cum —m >0 si —n >0, atunci @™ - @ = ¢—™+",

% 5 6 |
Deci a™ » g® = — = gtr,
a—(m-+n)

Cazul cind unul dintre m sau n este zero. Presupunem ci n = 0.
Atunci @™ -a® =a™ - =™ 1 =a" §i ¢ =a ™0 =a™
Deci ’si in acest caz avem a™ - a" = a™t™,

Din egalitatea 3° rezultd si egalitatea a™: a® = a™ ™" (@ # 0).

Sa verificdm, egalitatea -
(@) = @™ (a # 0). (2)
Deoarece pentru m >0 si n >0 egalitatea (2) este adevérata, ramine de
aritat in urm#toarele cazuri:

. e, !
) N e [ (e !

Cazul m < 0 st n >0. Avem (a™) [a_ ) e

Cum —m >0; atunci (™) = a™". Deoarece —mn < 0atunci a™" =

g gi deci (a™)* = a™"

q—mn
Cazul m =>0sin<<0. Avem (a™)* = {:ni—)jn = ;_im gt D ec(al ) —=alt
Cazul m <0 si n <0, Avem (A= (a":)'“ . Din primul caz obtinem cé
(@™)™ = a™ gi cum mnr >0, atunci ;—%ﬁ = + = @™, Deci (@™)* = o™,
amn

Cazul cind unul dinire m sau n este zero. Dacd m = 0, atunci a™ = 1 si deci
(@)= 1" = 1. Dar cum ¢™"® = a® = 1, rezultd (a™)" = a™".

Daci n = 0, atunci (a™)* = (a™)° =1 §i @™ = a® = 1. Deci §i in acest caz
avem (am)n — a?’ﬂ?l.

103




e e e e

Exemple: 1) 3=%+ 38 = 3~0+8 — 32 — g,
1 1

2) (4%t = 4= = — S=E

) () 44 = 256

3) [[%]—2]3[(—1)-213 = (3 = 3¢ = 729,

1.4. Functia putere de exponent negatly
VYom studia functia
; f:R— {0} >R, f(z) =2n n e N*
Vom distinge douX cazuri: 1) n = 2m; 2) n = 2m 4 1. :

¥ 1
1) f:R — = =
) f: R — {0} = R, f(x) 2w
In §2 s-a ardtat ci daci 0 < Ty < xy, atunci 22m < a2m

- 1 A TR . : : g
de unde —— - —— sl deci f este sirict descrescitoare pe intervalul (0, o).
m%m x gm 5

= . s 5 : 1 o
Dacd z; < z, < 0, atunci 22m > 22m gi deci —— <
1 2 ‘Tim x2m
2

?

ceea ce ne arald cd f este striet crescdtoare pe interpalul (— oo, 0).
Cum #m — (—g)m atunci f(z) = f(—x) si deci [ este o functie pardg.

1

xm+l

2) f: R — {0} > R, f(z) =

Dacd 0 < z; < x,, atunci 0 < x%mﬂ = :c%mﬂ, de unde - >

———si deci f este
xferl x§m+1$ 4

strict deserescitoare pe intervalul (0, co).

Dacd z; < z, < 0, atunci amH < g2l < 0 si deci a15 37y = —1—, ceea ce aratd
$12m+1 x%m-kl

cd f este strict descrescitoare si pe intervalul (— 00, 0).

Cum g2+l — —(;w)*mﬁ, atunci flz) = —f(—=) si deci f este o funciie impard.
Observagie. Desi funciia f este strict descrescitoare pe intervalele (— co, 0) si (0, oo)
ea nu este strict descresciitoare pe mullimea B — {0}. Intr-adevér dacizy, = —1, 2, =1

atunci @; < x,, Dar f(z;) = f(—1) = ek

(—1)amen

= — tgi flm) =f1) = 1 s deci
flzy) < f(a,).

Graficul functiei putere f(z) = an, pentru n = —7 si n = —2,
Funetia f: R — {0} = R, flz) = =L

Trasarea graficului se face prin ,puncte. Pentru aceasta asociem urmitorul tabel de
valori:

z =00 =400 10— =pw Lo AL L LA 0
_ 2 10 100 100 10 LR

_______% —~1—2—10—100100102 1 1 1 L

2 10100

e Y s,y

.

il i

In acest tabel se vede cd pentru valori din ce in ce mai mari ale lui |z |, f(x)

se ,,apropie“ de zero, iar pentru valori din ce in ce mai mici ale Iui |« |, f(z) ia valori din
ce in ce mai mari-(in valoare absolutd). Graficul functiei f{z) = z—* este schitat in figura
V.3. Acest grafic se numeste hiperbold. El este constituit din douf ramuri simetrice fata
de originea axelor (deoarece functia f(x) = 2~ este o functie impara),

Functia { :R =~ {0} > R, [(z) = 22

) .HL‘ 3 ' \

Fig. V.3

1
e = e R R bR S e G e
2 10 100 100 10 2
i e
f(x)::r:*z ——L—' —1— i 1 & 100 10 000 10000 10041 —— ——
10 000 100 4 4 100 10 000

Din acest tabel se vede cd pentru valori ale lui z din ce in ce mai apropiate de 0 (pozitive
sau negative) functia f ia valori din ce in ce mai mari. Pentru valori ale lui |z | din
ce in ce mai mari, functia f ia valori din ce in ce mai mici.

sraficul functiei f(z) = x—2 este schitat in figura V.4.
Acest gralic este constituit din doud ramuri simetrice fati de axa 3’y (decarece functia
f{x) = =® este pard) situate deasupra axei z’z.

; 3 5
1. Sd se calculeze: a) 22 - 42 . g2 -(ir;b) e g SO0 (-—1-) ;c) [[ —_ i) ]2;
- o l1s : 125 3

i e ol [ — e N

2. in raport cu valorile lui ,,m* si se determine semnul expresiilor:
a) (1 —m)2;b) (2 = 3m)'%5; ¢) (& — 2m)iee,

3. 54 se calculeze: a) (2%%)%: (2%)°, (z,y # 0); b)[a® + b° + 3abla + B)J* : (a® + B2 4
+ 2ab)5, (a + b 3 0); c) (10n — &n) ; (50 — 2n), '

4. SH se arate cii: a?n+l | pan+l — (@ + b) (e*m — a?n=1p | a®n—2p2 |  — gpPn—1 +-bn),

5. Sise arate ci: (@ + b) (a® 4 1%)(a® + b%)(a® 4 b%)(al® + b19) —

e
=%

a@

6. 5i se descompuni in produs de doi factori-
a)ziM 4 gMn | g | {(m > n); b) &™m (gn-1) — ah{gm-1),
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7. Care dintre urmétoarele numere este mai mare;

3
a) 4%sau 2%; b) 27° sau 9°; c) 125% sau 25%; d) 42" sau 3°%; e) — —;- sau [— —1-)

1 y100 1 500 1468
1) [—) sau (—] ; g) 5-% sau 6~ h) [— sau 5-987
16 2 5

8. Sd se reprezinte grafic functiile:
a) f1:R—R,filz) = 2a%; b) fa : R— R, fola) = a® — 1;
) fa:R—R,fylz) = (z — 1)%d) fu : R > R, fulz) = (z 4 2)4;
e) fs: R—=R,f(z) = | 2° |; £} fo : R = R, folz) = | (z — 1) |.

9. Si se arate ci functia putere f: B — R, f(z) = z®® nu este nici injectivi, nici sur-
jectivd, ’
10. Si se arate cd functia putere f: R — R, f(z) = =2m+1 este injectivi.

11. 84 se scrie, folosind exponentul negativ
a) 1 , 1 S 3

aabd. (a _I_ b)B(GB s bﬂ)ﬁ aSbBCZ

b) 0,0002; 0,000003; 0,0015.

54 se efectueze: a) (a2 + 1)(a* — a=? + 1) (a 5% 0);

b) (@2 + 1)* — (@2 —1)% (2 #0), c) ala + b}~ + bla + b)~Y, (a + b # 0).

sla, be#0:|a|# |b);

12

13. S# se reprezinte grafic functiile: y
a)fy :B— {0} >R, filz) =2+ 1;b) fa:R— {0} >R, folz) = 2% — 1;
< —_ {— — = : t 3 _— H A -= —1 =
¢)fs: R {—1) s [() i ;d)fa:R {1} = R, fi(=) (@ —1)?

§2. RADICALI

Fie n > 2 un numir natural, iar ¢ un numar real. Si considerdm ecuatia

: a* —a=0. (1)
In continuare ne punem problema existentei si a numdrului rddécinilor
(solutiilor) reale ale acestei ecuatii. Amintim c& o rdddcind reald a ecuatiei

(1) este un numir real o, astfel incit «* —a = 0.
2.1. Radicalul unui numir pozitiv

1. Fie ca mai sus n > 2 un numdr natural, a >0 un numdr real pozitiv i
ecuatia 2" — ¢ = 0. Atunci avem

Teoremi. Ecuafia

r—a=0m&EN,nz2a€Ra>0) (2)

are o ridicind reald pozitivd §i numai una.

Demonstratia riguroasa a faptului ca existd o radacind pozitiva a ecua-
tiei (2) depiigeste programa clasei a IX-a. Ea necesitd notiunea de conti-
nuitate si se va face la Analizi matematicd in clasa a XI-a. Vom indica totusi
mai jos pe un exemplu (exemplul 2) cum poate fi gasitd o valoare aproxi-
mativd a radécinii pozitive a unei astfel de ecuatii.

S& demonstrdm acum unicitatea. Intr-adevir, s& presupunem prin

“absurd, c# ecuatia (2) ar avea mai multe rddacini pozitive diferite. Fie atunci

Zy §i T, @y # , doud astfel de radécini, adica

Pi= pie=ly (3)
Cum 2, # ,, atunci unul dintre aceste numere este mai mic decit celalalt.
Fie, de exemplu, #; < z,. Dar functia putere fiind strict crescidtoare pe
[0, c0) (dupd cum am ardtat in § 2) rezultd cd z] < aj, ceea ce contrazice
relatia (3). Aceastd contradictie aratd ca existd 0 singurd radacind pozitiva
a ecuatiei (2).

Cu alte cuvinte, teorema precedentd spune cd pentru orice numdr real
pozitiv @ >0 si orice numdr natural n > 2, existd un unic numdr real poziti¢
cu proprietatea cd puterea a n-a a sa sé fie a.

Atunci putem da urmadtoarea definitie:

Definitie. Daci a >0, n € N, n > 2, se numeste radical de ordin n din
a, numirul pozitiv a eirui putere a n-a este a.

Conform teoremei precedente existd un astfel de numar si este unic.

Notagie: Vom nota radicalul de ordin n din @ prin 7 a. Pentru l“a/&_,
de obicei, se omite 2.§i se scrie, simplu, |/ a.
Asadar, [/a este un numir care verificd relatiile:
Va >0, a)=a(a>0).
Exemple: 1) |/9 =3; /125 =5; /16 = 2; /32 = 2; §/81 = 3.
2) Sa ardtim, acum, cum poate fi gisitd o valoare aproximativa a numirului AT
Deoarece 1 = 1% < 2 < 2% — B, rezultici 1 < /2 < 2 si deci 1, respectiv 2 sint valorile

aproximative prin lips#, respectiv prin adaos, ale lui 2, cu o eroare mai micd decit 1.

Ca si giisim valorile aproximative cu o eroare mai micii decit 0,1 ale lui {2, procedam
in modul urmétor. Scriem sirul de numere

1,05 1,15 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 1,65 1,7; 1,8; 1,9; 2,0.

Ciutdm in acest sir doud numere consecutive, astfel incit cubul primului dintre

 ele sd fie mai mic decit 2, iar cubul celui de-al doilea sid fie mai mare decit 2.

Pentru aceasta s ridicdm la cub numirul din mijloc.

Obtinem 1,5% = 3,375, care este mai mare decit 2. Deoarece toate numerele de la
dreapta lui 1,5 prin ridicare la cub dau numere mai mari decit 2, perechea de numere ciu-
tatd va fi printre numerele

1,15 1,2 1,3; 1,4,

Ridicdm la cub pe 1,2 si obfinem 1,728 care este mai mic decit 2, si deci cubul lui 1,1 va
fi si mai mic. Calculdim atunci cubul lui 1,3 si obfinem (1,3)® = 2,197 care este mai
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mare decit 2. Deci 1,2 < 2 < 1,3, Agadar 1,2 vespectiv 1,3, vor fi valorile aproximative
prin lipsd, respectiv prin adaos ale lui #2, cu o eroare mai mici decit 0,1,
Dacd vrem si gisim valorile aproximative cu o eroare mai micd decit 0,01 ale lui

/2, proceddm ca mai inainte pentru sirul de numere urmitor:

. = 4.2l §2 9D g S LG a0
Deoarece (1,25)% = 1,953125 este mai mic decit 2, o sd ludim in considerare numai
numerele:

1,265 1,27; 1,28; 1,29,

Cum (1,26)® = 2,00376 este mai mare decit 2, avem 1,25 < Y2 < 1,26. Asadar 1,25
respectiv 1,26 vor {i valorile aproximative prin lipsd, respectiv prin adaocs, ale lui 72,
cu o eroare mai micd decit 0,01, _

‘Continuind procedeul putem gisi valori aproximative ale lui 2, cu o eroare oricit
de micd dorim.

In general, ecuatia 2" — @ = 0 (¢ >0) poate si aibd si alte rddacini

(care evident trebuie sa fie negative). De_ exemplu, ecuatia 2? — 4 = 0 are

raddcinile #; = — 2 < 0 §i 2; = 2 >0. In acest sens avem in general:

1° Dacd n = 2k 4 1, atunci ecuatia 2***! —q =10 (¢ >0) nu are rd-
décini negative. .

Aceastd afirmatie rezultd usor observind cd oricare ar fi « <0 avem
a??tl =0 g1 deci a?*L % g (g .= 0): ‘

2° Dacd n = 2k atunci ecuatia z* —a=0 (¢ >0) are 0, singurd
radédcind negativd gi anume — EW. :

Intr-adevar, avem (— %/ a)* = (*/ @)™ = a si deci — *}/a este o
ridicind a ecuatiei z** — ¢ = 0. Un rationament analog celui folosit la de-
monstrarea unicitatii in teorema precedentd, ne arata cd — /4 este unica
raddcind negativa. ‘

Prin definitie, avem [0 = 0 (n > 2, numir natural).

Evident, % = 0 este unica raddcinad a ecuatiei a™ = 0.

Observatie. Avind in vedere definitia radicalului, mai precis cﬁ_rédicalul unui numar
pozitiv (sau nul) este pozitiv (sau nul) este folositor de remarcat urmétoarea formuld impor-
tanta: #

ity dac a =0}
= 0, dacd = = 03
— x, dacd z < 0,

Cu alte cuvinte, |/z% = |z |.
A 2 —a, dacd a < 2;
Ezemple: 1) |/(2 —a)!= |2 —a|= 0, dacd a = 2;

% a— 2, dacd a > 2.

DV 1=+ 1]=2 11,

deoarece pentru orice xz, avem, z* - 1 = 0.
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2. Functia radical. Fie 7 > 2 un numdr natural. In paragraful precedent
definind noﬁi’unea de radical de ordin n, fiecdrui numdr pozitiv (sau nul) a
i s-a asociat un numir bine determinat, pozitiv (sau nul) [/ a.

Astfel am obtinut o functie

; f:10, 00) = [0, o), f(a) =V/=.
Aceastd functie se numegte functie radical. Tata oiteva proprietiti ale functiei
radical: : ' '
1° Functia radical este Strict crescdtoare.
Intr-adevir fie z,, @, € [0, oo), astfel incit z, < z,. Deoarece z, =

(T s = (), avem (V7" < (Y T;)" Dar functia puters

fiind strict crescitoare pe [0, oo) (dupd cum am vézut in § 1.2) rezulta ca
fyx_:l <Vw, adicd f(z,) < f(x).

2° Functia radical este bijectivd. *

Deoarece functia radical este strict crescdtoare (proprietatea 1°) rezultd
cd ea este injectiva. Intr-adevér, fie x3, 2y € [0, co), astfel incit x; # .
Atunci avem 2, < z, sau &; > %,. Dacd presupunem, de exemplu, cd z; < &y,
rezultd f(z;) < f(xs) si deci f(z;) # f(%,). Analog, dacd z; > x,. Deci [ este
injectivd. Fie, acum, y £[0,00) atunci f(y")= [ y"—=y. Deci [ este surjectiva.

Obsergafii. 1) Deoarece functia radical

: 7,400, o) [0, wo); Flal = W

. este bijectivd (propriefatea 2°), rezultd (vezi teorema, § 3.7, din cap. II) ¢ ea este inver-

sabild,
Din relatiile: Y# = z si f y" =y (x>0, y>0) rezultd cid inversa sa nu
este alta 'decit functia .
g [0, co)— [0, c0); g(z) = an

{a nu se confunda funcfia g cu funclia putere, ele neavind acelasi domeniu de definitie).
Intr-adevir, (gof)(z) = g(f(z)) = gV 2) = (V2)" = 2,2 = [0, o).
(fog) (y) = flely)) = fy™) =Vy* =y, y < [0, ).

2) Din pet. 1) rezulti cil g este inversabild si
conform teoremei din § 3.7, cap. II, este deci Y4
bijectivi. y

3. Graficul funcpiei radical f(z)=|/=
peniru n = 2, 3.

1) Functia f:[0, co) — [0, oo), f(z) =

=y

=]/x. Din proprietitile 1° gi 2° de mai_sus
rezultd, in particular, cd functia f- este
strict crescitoare gi bijectivi. Graficul aces-
tei functii (comstruit prin ,puncte“) este
reprezentat in figura V.5. Fig. V.5
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vi X 22 Funct‘ia f [0! oo) 2 [07 00), f(z) =
; = [/ x. De asemenea, aceastd functie este
| strict crescatoare i bijectivd. Graficul sdu
| (construit prin ,puncte”) este reprezentat
\ in fig. V.6
: :
_ Se observa din aceste figuri cd graficele
2! celor doud functii radical considerate sint

linie intreruptd graficul functiei inverse.
Cele doua grafice (al functiei f si al inversei

/
: [/}
x’ / ] x asemanatoare.
: In cele doud figuri am reprezentat prin
J ’

Fig. V.6 ~ toare (vezi § 3.7, cap. II).

2.2. Radicalul (de ordin impar) al unui numir negativ

Fie n > 2 un numdr natwial, a < 0 un numdr real negativ si ecuatia ™ —
— a = 0. Atunci avem:

-

Teorem i. Fiind dati ecuatia:
st=a=0(neN nz2;ac Kk, a<0) (1)
avem:
1° Dacd n = 2k (k > 1), ecuatia (1) nu are ridicini reale.

2° Daci n = 2k + 1 (k > 1), ecuafia (1) are o ridicini reali
negativit gi numai una.

De
rionstrc;;ic Afirmatia 1° rezultd usor observind ¢#, oricare ar fi « €R
avem o (@®)* > 0 si deci z2k=La (@ < 0), adicd a2t — g=£0.
58 demonstrdm acum 2°. Fie pentru aceasta y = —x. Cum, y2+1 = (—z)2+1 —
= — z®* ecuatia devine —y*+l — g = 0, sau incd y#*+! — (—a) = 0.
Cum @ < 0 rezultd —a > 0 si dupd teorema din § 2.1, rezultd ci ecuatia
in y are o radécind reald pozitivd unicd. Aceasta este tocmai |/ —a (—a = 0):
Dar, atunci este clar ci ecuatia in # are o ridicind negativd unicd §i anume
B L :
z=——a (—a >0).
Avind in vedere afirmatia 2° a teoremei precedente putem da urmitoarea
definitie: :
Definifie. Dacia <0, ncN 8i n > 3 este un numdr impar, se numeste

radical de ordin n din @, numirul negativ a eirui puterea
n-a este q.

Un astfel de numdr existd §i este unic. Il notdm prin [V a. Asadar [V a(a <0,
n 2 3, impar) este un numir care verifici relatiile: [V'a < 0, ([¥a)" =
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sale g) sint simetrice fatd de prima bisec-

Din consideratiile anterioare rezulta:

Dacd a <0, n = 2k + 1, atunci e =—V"a.
P Ezemple: 1) Ecuatiile * 4- 81 = 0 i 21%° 4 125 = 0 nu au rddécini reale.

9) Ecuatiile 25 + 32 = 0 si z* + 125 = 0 au cite o singurd rddécini reald negativd
si anume:

/"33 = —2, respectiv / —125 = —
Observatie. Pentru un numir natural impar, n = 2k 4 1, am definit radicalul de
ordin n din orice numir real a {%r¥ a pune conditia ca a > 0. Astfel se obfine o funciie
f:R=>R, f(z) = v a.

Aceastd functie este inversabild, inversa sa fiind functia putere g:R — R, gla) = a™

2.3. Proprietitile radicalilor

in cele ce urmeazi vom vedea ci radicalii au o serie de proprietdti ase-
mindtoare puterilor.
Amintim, la inceput, cd dacd z si y sint numere reale, iar » un numar

natural nenul, atunci z*y" = (zy)".

De asemenea, dacd x, y >0 sint numere reale, iar » este un numdr natural
nenul, atunci din 2" = y" rezultd z = y (vez, de exemplu, observatia din
§ 2.1 pct. 2).

In cele ce urmeazi m, n, k vor fi numere naturale nenule, iar atunci
cind ele indicd ordinul unui radical, vor fi mai mari sau egale decit 2.

1. Oricare ar fi numerele reale @, b > 0, atunci

WWab =1/ al/b. ' (1)
Inte-adevir, fie z=[Yab 5i'y =/ a/b. Atunci 2 >0, ¥ >0 i a" =
_(Vaby = ab, g — WV = W) (B = ab. Dot o=y, de

unde x = ¥, ceea ce trebuia demonstrat.
Cerinta @ > 0 i & > 0 este esentiald numai pentru n par.
Daci n este impar, formula (1) este valabild pentru orice numere reale
a 1 b (inclusiv negative).
Ezemple: |/25-49 = |/25 |/49 =517 = 35;
/1258 =/ —125 /8= —5-2 = —10.

Remarcim ci formula (1) ramine adeviratd pentru orice numadr finit de
numere d,, dg, -, @, = 0 (& > 2), adici

l/alaz %——V“d/az [y?h (2)

2. Oricare ar fi numerele reale @ > 0, & >0, atunci

" e Va
= ) 3
\/b 5 @)




Atunci 220, y 20 s 2" =

Intr-adevir, fie' x = \/?
b

b B ) (l/~ P b
ceea ce trebma demonstrat. :
Cerinta @ > 0 §i b >0 este esentiald numai pentru n numdr par.
Dacs n este impar formula, (3) este valabild pentru orice numir real a
gi orice numir real b # 0.

/36 3 8 3/6%
Exemple: Ho i S G o BT 1 T

59 59 T 27 27 V27 3
3. Omcare ar fi numdrul real ¢ > 0, atunci

Flami=qm (%)

Intr-adevar,

W:W:W'W‘-...'W‘—-a a:...a=a"

m ori m ori

Ezemple: Y4 = /432 = 42 = 16; {22 = /287 = 23 =8,
4. Oricare ar fi numirul real ¢ > 0, atunci

par=pa, L o)

Intr-adevir

War=Ve-Va:.. Va= Ve e a=Va.

m ori - m ori

Daci n este impar, formula (4) este valabild si pentru a < 0.
Ecomple: (13 = §/F = /7 (YT = Y78 = 2 — 1,
() e
5. Oricare ar fi numdrul real @ > 0, atunci:
| Var =" @, “ ()
Intr-adevir, fie # ="/a™ §i y = [/a™ Atunci 2 >0, y > 0 si 2" =
= ("B @) = "}/ qmRm — gm g y* = ([ a™)" = a™. Deci a" = y", de

unde z = ¥, ceea ce trebuia demonstrat.

Exemple: 1/ 5 = e, 25[/ a0 =/ e, X,

‘6. Oricare ar fi numarul real @ > 0, atunci
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< Deei. gh'= y“: de unde x =y, .

Intr-adevar, fie @ = ?/%"/a si y="""a. Atunci z > 0 si y » 0. Dupa
proprietitile, 4 i 5 avem y" = ("™/af=""/a =% a Cum a" =%z,

dupd definitia_radicalului de ordin n rezultd cd y = 1/ \/a
Deci 4y = x, ceea ce trebuia demonstrat.

Eaemple: V¥ 2= %2 V7 ="V 14,

2.4, Operatii cu radicali

1. Scoaterea unui factor de sub semnul radical si introducerea unul factor
sub semnul radical.

Uneori numirul de sub semnul radical se descompune in factori, pentru
care radicalul este ugor de calculat. In aceste cazuri,expresia radicalului devine
mai simpli (se simplificd),dacd scoatem acesti factori de sub semnul radical.
in efectuarea uuei astfel de operatii, ne bazdm pe proprietitile 1 si 3 ale
radicalilor.

De ememﬁu: VIZ=Ve-3=VEy3=213;
& 1950 = /6252 = /512 = Y5l 9 —5873;
Y 2t — |a® |V 2. '
Uneori este folositor si introducem factori sub semnul radical. Peﬁtru

efectuarea unei astfel de operatii ne bazim pe aceleasi proprieté’gi mentio-
nate mai sus.

De exemplu: [ 16/ 2 = ld/[/_iT')—ZQ = VV/TEa= l/L/zB 6/%5 — /% = 2/ %

2. Inmulfirea radicalilor. Proprietatea 1 a radicalilor ne di legea de
inmultire a radicalilor de acelasi ordin:

VE;-M-...-WEh:Val-az-...-ak. (1)

Ca sd inmultim radicali de ordine diferite, este necesar sa-i aducem. la

acelasi ordin si, apoi, si-i inmultim dupd formula (1). Fie, de exemplu, 7 a
si 3/b. Folosind proprietatea 5 a radicalilor avem:

rz - mrlr \/b m:y_
Atunci m 2 % i JVQP'_L 2 HHWL dedh mWﬁ‘ 2
De exemplu : V3o = Wf/é_2= 8/39. 9% — /37 33 = /37 = 3}/ 3.

-Observdm cd se poate lua ca ordin comun al radicalilor | a si %,-
tocmai cel mai mic multiplu comun al numerelor n si m.
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DE. ex'ﬂml?luy putem lug ca ordin comun pentru radicalii 32 si /32 pe 12, care
este cel mai- mic multiplu comun.al numerelor 4 si 6, Atunci avem:

[4/'5 . 16/3—2 _ 12 ./—23 ) MV/EI;J_ _ 12 T 12/;

. N3.'fmpdr;£rea radicalilor. Proprietatea 2 a radicalilor ne di legea de
impirtire a radicalilor de acelasi ordin: '

Vi s
Tl 1 (2)

Qa sd ?m'pér"gim radicali de ordine diferite, ii aducem maij intii la -acelasi ordin
§1 apol i impartim dupd formula (2).

Vi_ VB 5 g
De exemplu: = : = Ef =2
Ve Ve 28

4. Rationalizarea numitorilor. Intelegem prin rationalizarea numitorilor,

uper‘a'n_;la de eliminare (prin transformiri) a radicalilor de la numjitorul unei
fractii. Vf)r{l clarifica aceasta prin citeva cazuri speciale, pe care le vom, pre-
zenta mai jos.

53 pr:emzém mai intli notiunea de expresie conjugatd. Astfel, o expresie
aire ct?ntme radicali se numeste conjugata unei alte expresii care contine
radicali, dacd produsul acestor expresii se poate scrie fird radicali. Atunci
cele doua expresii se numesc conjugate.

In cazurile urmitoare, rationalizarea numitorului se realizeazi prin
amplificarea fractiei cu conjugata numitorului. De aceea vom pune in evi-
denta pentru fiecare caz in parte, conjugatele numitorului. : ‘

o N .
‘ .1 Numitorul este un radical. In acest caz radicalul de la numitor se
elimind printr-o amplificare. \
R S e

2
T e e e
2° Numitorul este de forma: |/a + |/ (é, b >0).
Observim ci (|/a + Ve)(/a—1b)=a—b. Expresiile |/a 4+ |/

si I/.a—[/b.sint conjugate. Pentru a rationaliza numitorul amplificidm
fractia cu conjugata numitorului. :

De exemplu:

De exempiu:

KMZ (V3 —)/2)* _3-2/B+2 2.1/5
V3+rz (V3412 (1/3-1/2) 3l F o

3° J_\.?’un‘zlitoml este de forma |/a +1/6 4 |/ ¢ (a, b, ¢>0). In acest
caz, radicalii de la numitor se elimina succesiv, reducind problema la cazul
precedent. '
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De exemplu;

L B sl(1 + 1/3) + /2] s(1 + V3 4+1/2)
1 e T e

TR T [ (O 7 RS I (I 7 L (Vs
_ L0 4+VEVI) s+ VERVE) 20 4V3413)
(6 +21/3) —2 2+21/3 L+Vs
20+ VB4V D0 —V/T) _ 20 =VT VT3 +VI-VD) _
(1 +1/3) (1 —1/3) 1-3
> = 2= /B B
4° Numitorul este de forma % 1 13/3 sau Wi m + W

Avem:

(Va+1/8) (a2 — [/ab + V) = a + b si
(Va—§/0) (Va2 + Vab + [/8%) =a— b
acestea fiind perechi de expresii conjugate.

WE o VB + Y58+ )

Faemplts o s T W5— V) (VT V5 3+ VT
_ YL Y s+ YE _ 3+ Y+ T
= . — Aiige ~ ial 2

5 —

Cazul 4° se poate da mai general, astfel: ;

5¢ Numitorul este de forma }/a — b sau a7t + IV a2 +
L :  pein '
Avem ([Ya — I/ B) (V@ + 17 % + ... + V&) —a — b
acestea fiind deci expresii conjugate.

6° Numitorul este de forma [Va +1/b sau Va1 —
o — [/ ab™ 2 + 7571 unde n = 2k + 1, este impar. Avem:
(Ia + 17 b) (IVEE ST S VVabn2 + V") = a+ bin =2k + 1)

acestea fiind deci conjugate. :

T

2.5, Ecuatii irationale

1. Se numesc ecuayii irationale, ecualiile care contin necunoscuta sub
semnul radical. Aga, de exemplu, ecuatiile

Ve—=2=5+ V= |/2=1— 2
Vi~ %=/%F 10 +5z; s.a
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Amintim ¢ radicalii de ordin par sint definifi numai pentru numere nenega-
tive, acestia fiind de asemenea numere nenegative, 53 considerim, de exem-
plu, ecuatiile irationale: ;

A g s /2 =% =3. Cum radicalii de ordinul doi sint definiti
numai pentru numere nenegative, rezultd od solutiile ecuatiei trebuie si
verifice sistemul de inecuatii:

z—320;2—z>0. , (1)

De aici rezultd: # > 3 §i # < 2 si deci sistemul (1) evident nu are solu-
tii. Asadar, ecuatia datd nu are solutii reale.

2 Vz+V/3—2=—5 Cum /7 8i |/3—z sint nenegative, avem

Vz+ |/3—2 > 0 pentru » real. Insi —5 < 0 i deci ecuatia nu are
solutii reale.

Observatie. Cele doui exemple precedente ne aratd cil este necesar ca inainte de a
trece la gdsirea, prin diferite metode, a solutiilor unei ecuatii irationale, sd ne asigurim
dac# astfel de solutii pot si existe. :

2. Metode de rezolvare a ecuajiilor irationale. Calea obignuiti de rezolvare
a ecuatiilor irationale constd in eliminarea radicalilor, prin diferite transfor-
méri, reducindu-le astfel la ecuatii deja studiate (de exemplu, de gradul intii
sau al doilea). Mai jos prezentim citeva exemple de ecuatii irationale a ciror
rezolvare se poate efectua prin ridicarea la putere sau inmultire cu expresii
conjugate.

Ezemplul 1. i se rezolve ecuatia:

z=|/2 =z, (2)

Pentru ca radicalul si existe trebuie ca 2 — = 0, de unde z < 2. Deci solutiile
ecuatiei trebuie si verifice aceasty inegalitate. Ridicim acum ambii membri ai ecuatiei
la piitrat si obfinem: 22 = 2 — zsau 22 + z — 2 — 0, de unde =, = —2 si z, — 1.

Cu toate ci @, < 25i 2, < 2, nu putem trage incd concluzia ci acestea sint rddicini
ale ecuatiei (2). g -

Aceasta pentru ci la acelasi rezultat am fi ajuns ‘(prin ridicare la p#trat, membru
cu membru) chiar dac am fi considerat ecuatia irationald = — — |/2 — 2, care evident
este diferitd de ecuafia datd (2). Deci printre ridicinile ecuatiei obtinute prin ridicare la
pdtrat (membru eu membru) a ecuafiei (2) se giisesc si rddicinile ecuatiei x = — /2 — z,
care pot si nu fie ridicini ale ecuatiei (2). De aceea, trebuie si verificim dacd, intr-ade-
vir, &3 = —2 si x, = 1 sint ridicini ale ecuafiei irationale date. Pentru z = —2, mem-
brul sting al ecuatiei (2) are valoarea —2, iar cel drept |/ & = 2. Cum —2 = 2, rezulti

- ¢l —2 nu este riddcing a ecuatiei (2). Pentru « = 1, ambii membri ai ecuatiei (2) iau

valoarea 1. Deci 1 este ridécing a ecuafiei iraionale date,
Exemplul 2. 8 se rezolve ecuatia:

Ve =5+ )10—z = 3. (3)

Din conditiile de existenty a radicalilor rezultd cd solutiile ecuatiei verifich inegali-
tatea 5 < « < 10. Prin ridicare la pitrat se obfine:

.

'x—5+2|/(x__5)(m._x)+1o-a:=9, sau
2)/(x — 5) (10 — z) = 4, sau V{x —5) (10 — z) = 2
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Printr-o nou#l ridicare la pitrat se obtine: .
(z — 5) (10 — z) = & sau —a® 4+ 15z — 50 = & sau «® - 156z 5% = 0,

Aceastd ecuatie are rddicinile: z; = 6, 2, = 9, deci cuprinse intre 5 §i 10, Veri-
ficarea aratd cd atit 6 cit si 9 sint rddicini ale ecuafiei date.

Ezemplul 3. S& se rezolyve ecuatia: :
(T = 14 @

Din conditiile de existentd a radicalilor rezultd =z > 1. ] : : :
84 rezolvim aceastd ecuatie prin inmulfirea ambilor membri cu expresia conjugatd

a membrului sting, adici cul/z + 7 — |/z — 1. Astfel obtinem:
Vet i+Vz—0DW/z+7—Ve—1)=4(/z+7—)=—1), deunde
' @+7) —(@—1) =& (/aF7-Va—1)
De aici, avem [z + 79—}z —1 = 2. (5)

Adunind membru cu membru ecunatiile (4) si (5) se obfine 2 l/f = de unde
x + 7 =29, adicAd = = 2. Prin verificare, se obtine cii 2 este o rddicind a ecuafiei date.

Observatie. Prin metodele de rezolvare a ecuatiilor irationale, indicate in exemple.]e
de mai sus, Jnu se pot pierde rddicini ale ecuatiei irafionale dat?. Dimpotrivi, ecuatia
(fard radicali) la care se ajunge prin transformiri ale ecuatiei ira@lopgle date: po?ttj ilv};a
si alte rddédcini. De aceea remarcim din nou necesitatea de a ver‘iflca daci -r?damm e
ecualiei obtinute (prin transformiri) sint ridicini ale ecdatiei irat,lclmalle date. (in forma
inifiald) aceastd ctapd fdcind parte din insési rezolvarea ecua‘?iilm_' irationale,

2.6. Puteri cu exponent-rational - /

In acest paragraf vom prezenta o extindere a notiunii de putere, care

cuprinde in particular, atit notiunea de putere cu equnent intreg, cit §i cea

de radical.
1. Puteri cu exponent rational pozitiv

b Sl i <
Definitie. Fie ¢ > 0 un numdr real nenegaii¢ $i — un numdr rajional
i n

pozitie, atunei definim

a” =1/ am (1)

(citim a la puterea _),

Observam i in aceastd definifie intervin numerele naturale m gi n care
definesc numérul rational dat.

Cum numirul rational = > 0 este egal, de exemplu, cu numirul ratio-
n -
fal , pentru k& numér natural nenul, se pune in mod firesc problema de a
kn '

ardta cd aceastd definitie este corectd, adicd nu depinde de alegerea repre-
zentantilor.
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. ) ‘ s o Ui v M ] 7
Cu alte cuvinte, trebuie ardtat cd dacd — =" atunci " = a"
n n
1 o m m' o : 5 s v
nfr-adevir, avem — = — dacé si numai dacd mn’ = m'n.
n n

Atunci folosind proprietatea 5 a radicalilor, avem

.

m

a" =T G =" g T g Y g —

Obtinem astfel notiunea de putere cu exponent ragional pozitiv. .

m
n e

De exemplu:
e

2
9I=V9T:f/ﬂ =949 =9173; 8 = P8t = o — 4,

Din notiunea de putere cu exponent rational pozitiv, particularizatd la
numerele naturale n, respectiv la numerele rationale pozitive %_, se obtine
noyiuﬁea de putere cu exponent natural, respectiv notiunea de radical, pentru
numerele pozitive.

Observajie. Cerinta o > 0,din definilie, este esentiald deoarece, in caz contrar,
o 1 ¥

formula (1) ar putea s nu aibd sens. De exemplu, (—‘2)"4 dupd formula (1) ar trebui si
fie radical de ordinul 4 din —2, care nu are sens,

Proprietdti ale puterilor cu exponent ragional pozitiy .
o UL ¢ . .
In'cele ce urmeazi presupunem ci — §i £ sint numere rationale pozi-
n q ‘
tive. Atunci:

m
B el 2
{*a® i g% =a®

e

a 2 0);

m m m

22 (@ b)" =a" 5" (a, b > 0);

3

3° [%)n: ¢ (g 50, B 0)

UL\ am o i
/i (a“)q:a" Lila=10);

s ,
m P . r:;I 17?'“*33‘
5° Dacd — > £, atunci el Na =0,
n q £
al

Aceste proprietati se demonstreazi ugor folosind proprietitile radica-
~ lilor. S& demonstrdm prima proprietate. Avem ]

m v mg + np _'n_a+£
a® s a? = I"/dm fd/ap =nf/am9m{/ﬂ,”1’ =f1f1‘/'amq+rfp —a ™ =gt

Liasdam ca exercitiu, verificarea celorlalte proprietati.
Observatie. Proprietatea 1 este adeviiratd si pentru un numar finit de factcri, adicd:

m m

(L My -—i My E’_|_ s _h
g, 2y T ",
@ od, s = :
Exemple: 5 +5 =35 = 51 = 5;

6 6 i 71

—_— — s +.—. —_

T 6 7 6 42

s = =a (a>0)

Pentru a # 0, am convenit si punem a® = 1. Expresiei 0° nu 1 se da
nici un sens. §

9. Puteri cu exponent rational negativ. Asa cum am definit puterez% cu
exponent intreg negativ (vezi § 1.3), definim §i puterea cu exponent ragional
negaiiy.

Fie ¢ >0, un numdr real pozitiv §i ":L un numdr rafional pozitiv. Atunci

prin definitie,

De exemplu:

1 5 I A T L

=T g T Vam VEE
a - . 5

1 1

VE 93’

Acum stim ce inseamnd puterea cu exponent rational oarscare a oricarul
numdir real pozitiv. Puterile cu exponent rafional oarecare au urmitoarele

proprietdti de bazi:

m o p  m.p
a® et —a’ - %o =0
moomoom
2) (ab)" =a" - 6" (a, b >0); :
moom
R 0);
3)[1;] o (@ i
b'ﬂ-
myp. m P
&) [a“)q=ﬂ “ (a>0);
T oM s
b) L = a™ 4 (a >0)
B
T




Am demonstrat in paragraful precedent aceste proprietdti pentru cazul

exponentilor rationali pozitivi. Ele se pot demonstra i pentru exponenti
rationali oarecare.

Sd demonstrim, de exemplu, proprietatea 1). Fie pentru aceasta -
n
§i % numere rationale. Cazul in care ambele numere sint pozitive a fost dat
in paragraful precedent. Rdmin atunci de considerat urmitoarele cazuri:
1° ambii exponenti sint negativi;
2° unul dintre exponenti este négativ, iar celdlalt pozitiv;
3° cel putin unul dintre exponenti este zero.
Sa le analizim pe rind:

0 < m . ‘
1° Daes —, £ <0, atonci — Z G = % > 0. Dupé definitie si aplicind

n q n
proprietatea analoagé a puterilor cu exponent rational pozitiv, avem:
; L m , P
S ¥R N e 1 2o 1 Lah g
30 T ! D m . p g
Y O = XY
a a a a : E
b . ; ) .m ¥ ’ Fou,
2° In cazul al doilea fie, de exemplu, = >0 si £ <0 [adma = >O).
n q i ]
o . At (0] m . e . -
Sa presupunem mai intli ci = >— £, Atunci, dupd definitie §i proprie-
n q
- . Lo
tatea 5° a puterilor cu exponent pozitiv, avem :
i D m m m p m P
n T n 1 al n T (— ?] _n T
a SN ==Y = - = — Il e 4
" "
a q a 0
o n e
Dacd —< — £ | atunoci
n
L e it
ghigl gl o o 1
D SRy
e R
P mn m . @ 5 &
~ Dar — e > et (~ 7] $1 dupd situatia precedentd, avem:
1 e 1 1 %Jr%
m e L 2 p %
AL e L m T _[Ln+_f!,)
a # @ 4 a 2 & a 1 q
.
e n
. . m §oem sils T i
In sfirgit, daca T =P adicg ™ +£ = 0, atuncia™ a9 = &h el
n q n q w2
q
m D a
e
= iy 2,

120

. = *

3° Dacd unul sau ambii exponenti sint zero proprietatea este evidenta
(avem in vedere cd a = 1).
Lasim ca exercitiu demonstrarea celorlalte proprietéti.

Observatie. Dacd in cazul puterilor cu exponent rational pozitiv am putut vorbi des-

pre proprietatea 5, doar pentru B 2 , in acest paragraf (dupd ce am definit puterile

= :
cu exponent rational negaliv) ea se poate demonstra si pentru — < %1’_ (cind @ = 0).
n
De exemplu;
2208 g 1 Duadel) b
T T 20 5
fﬁleﬁl‘ R e Shdt Ve e
5 ¥ Y2
A6 -2

i Y ; m
3. Funciia pulere cu exponent rajional. Fiind dat un numar rafional — , nenul,
" ;

putem defini o functie
n

m
f:(0, 00) = (0, o), flz) == ,
numitd funcfie putere cu exponent rajional. :
Deoarece f(z) = (7 =)™, rezultd ci funcfia putere cu exponent rafional are pro-
prietiti asemidnatoare cu ale functiei putere. Astlel: ;

y m e ; ; : &
a) Dacd este pozitiv, atunci functia f este sirict crescitoare.

n
n . . . . o
™ este negativ, atunci functia f este strict descrescitoare.,

b) Dacid

n
¢) Functia [ este inversabild, inversa sa fiind
: m

n
g : (0, 00) = (0, co), glz) =2 .
S4 demonstram a). Fie @, @, = (0, c0) cu x; <¢ x,. Folosind proprietatea analoagi
de monotonie a functiilor radical gi putere deducem cé V', <V m,, de unde (V=)™ <

< (Vx)™, adicd f(zy) < ().
Analog se demonstreazd b).

m
84 ardtdm in stirsit proprietatea ¢), Dacd = < (0, o), alunci glf(z) = [$ s )m =z,
i N

jar daci y = (0, o), atunci f(g(y)) = [ym] Lo
Deci g o [ si fog sint egale cu funciia identicd a lui
(0, co,). Asadar, f este inversabild, g fiind inversa sa. i
Mai mult, fiind inversabild, funecfia putere cu '
exponent rational weste bijectivd (vezi § 3.7 din
cap. I1). in figﬁra V.7 am reprezentat graficul func-
L . |

tiei f : (0, c0) = (0, o0), f(z) == £ (construit prin : ‘
»puncte®). Cu linie 'intrerupté_ am reprezentat graficul \

functiei inverse g : (0, oo) = (0, =), g(z) = =2 Fig. V.7




EXERCITII

—

, Si se giseascd radicalii:

a) YT = 1% b) Vi + 5% o /=B )

2. 34 se efectueze suma;

d) V(=82 + z — 1)%

Vie =2 + V15— )
54 se construiascd graficul functiei /: R — R,
flz) = V' (z — 2)2 + 1/ (5 — x)*
4, 54 se gdseascd valorile lui x, pentru care sint definite expresiile:
f(z) Vz—2;b) fle) =z —2; ¢ fla) = ¥ 32>+ 50 — 2;
) = Y3 -2+ ¢ 55—5; e) f(x) _%T%?x+ 1.

b, Sa se calculeze:

3

a) |/173% — 52%; b) §/373% — 2522; c) |/ (242,5)® — (46,5)%
6

54 se simplifice expresiile:

“}/;;_ Jf/(g5)‘;; ls/a—‘; %'; ]E/(l/j —2)%;
Vi =y D% Vs Vis - Vi -vor

7. S4 se simplifice expresiile:

a) Yie—D @+ 1 b) Vi —atin

8. Fard a calcula radicalii, s se giseascd care dintre numerele urméitoare cste mai mare:

a) 2/ 3 sau 3}/ 2; b) 51/7 sau 8)/3; c) 3¥% sau 4§ 2.

9, 34 se simplifice expresiile:

o V5P 0 {3075 o 2012 /2VE,
G T [ D

d) Va—l—l a—l
a—1 a+1
10. S& se calculeze:
a) /50 — 5/ 8 + /2 4 |/128; b) P2 + /250 — /686 — ¥/ 16;
o) (213 -3/ 2+V8) - (V612 -21/3); d) (V8 3/ 2 {1V/T0) -
(V2 V16 31/04).
Bd se rafionalizeze numitorii fractiilor:
a)lml/i;b Sl S e
ot A Va5 — Yo a2 =15 Va3t
31 1 i ’ =
R LR B L
Vs + 12 RV RN g

11

24215
Vvatie
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12.

13,

14,

84 se simplifice expresiile:
Ry <
i) M+ aif‘/iﬁma?_ _(a>0),
a |/ V a
28
z—y z? — gyt

(>0, y>0, z#y).

l/z—l/y z =y

Sﬁ se rezolve ecuafiile:

Y z+1=2 bBfzs=c—3do=14+1= 24V =+ 8;

OV 7-Vi—8=2 e YVi—s+/FFz=3

DV +i=2/z—Vz—8. 8 Vita/ Pt om=241;
WYeta+Ve—z=Vh; )Yy os—3—7z+3=2—|/10,
N Vi+ta=a+/T—az; k) Vo+ib— z—16=1;

DYV e —1+Vo=3+ Y T—8+1=0; mz+ e+ a=o0
Sd se construiascd graficele funcfiilor: 7

a) fii[l, )= R, f{z)=)z—1; b)[y: R R, falz) =¥z —2;

'c)f_a:R-pR, tlo) =z —2 ° -

15.

16.

17.

18.

S se ageze in ordine cresciitoare numerele:
2 4 He 1

i) [%)_F; [?_2]57, [i_sJ_T; b)(%)—ﬁ'l; [%)0,2;.(%],5‘;
ol 451/ 2; _1'1]/_3; T

i se demonstreze identitdfile (formulele radicalilor compusi):

Vo e \/a -!—Vz&aﬁ_”_!_'\/?—'/;z—‘_’;
—— forv@=i [e—Vd=3
V““V”=\/—2——‘ - e

unde a, o i @® — b sint numere reale nenegative.

[}

Folosind formulele radicalilor compugi si se transforme expresiile:

a) Vs+2/8; b) Ve—1ao, o Vio—2y2; a)l/9— /s,
) Ve—Ve—g | ‘
S se demonstreze cit, pentru 1 < z < 2,

VeoteVz—ti+Ve—2/z-1=2
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19.

29,

21

54 se caleulese:
At S A 8
Y z *¥g|% [z B\3
12 ) e | B3R RTITTRY [
I/ yi 4|/ zy—L : 3
pentru @ = 5; y = 20. i
S84 se calculeze:
d bl e
C R R e U T
[:62 + y?

daca se da ca:
1

Ve = (%)T Y V—z(_L)* "

V3

58 se arate cd, pentru orice @ > 0,5 > 0, ¢ > 0 si |/abe > 2, are loc identitatea

‘\/aba+& be
el e T |
a a __1_

V/abe — 2 Va

Prin introducerea numerelor reale se pot exprima rezultatele oriciror
masurdtori, dar problema solutiilor ecuatiilor de orice tip, cu coeficienti
reali, nu este rezolvatd. Ecuatii simple ca 2® - 1 =0, 22 © +1=0 nu
au solutii in multimea R'a numerelor reale. De aceea, se pune in mod necesar
problema extinderii in continuare a notiunii de numir. Aceastd extindere
conduce la notiunea de numdar complex. Vom. arita, la, sfirgitul acestui capi-
tol ¢d multimea numerelor complexe este suficient de largd, incit orice ecuatie
de gradul al doilea cu coeficienti reali sd aibd solutii in aceastd multime.

Numerele complexe nu reprezintd rezultatul unor mésuradtori i de aceea,
teoria numerelor complexe are un caracter mai abstract, mai formal decit
teoria numerelor reale. Remarcam cd in pofida acestui grad de abstractizare
a notiunilor, teoria numerelor complexe, prin implicatiile sale, are multiple

_aplicatii practice (de exemplu, in: mecanicd, electrotehnica, fizicd atomic#

§.a.).
§1. MULTIMEA NUM ERELOR COMPLEXE

1.41. Definirea numerelor complexe

Prezentam acum constructia multimii numerelor complexe, plecind de
la multimea B a numerelor reale.
Fie produsul cartezian

R x R={a b)|a b cR}

adicd multimea perechilor ordonate de numere reale. ,
Precizdm ci, doud perechi (e, b) §i (a’, b') sint egale dacd §i numai daci
a=a'si b=>b'" Astfel egalitatea (@, b) = (', b") este echivalentd cu doua
egalititi de numere reale: ¢ = a’ §1 b = b'.
Definim pe multimea-R x R doud operatii algebrice: adunarea si inmul-
jirea.
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Dacd z = (a, b) §i 2" = (a’, b") apartin multimii R x R, atunci definim:
242 = (a+a' b+0b) 1)

Elementul (¢ + @', b + b) se numeste suma dintre z §i z’, iar operatia prin
care oricaror elemente z §i z’ din mulfimea R x R se asociazi suma lor, se
numeste adunare. ;

De asemenea, definim:
zz' = (aa’ — bb’, ab’ + a'b). (2)

Elementul (ea” — bb’, ab’ 4+ a'b) se numeste produsul dintre z si 2/, iar ope-
ratia prin care oricdror elemente z i z’ din multimea B x R se asociazi pro-
dusul lor, se numeste inmaulfire. :
De exemnplu: ‘
2, =)+ (=3 1)=(2—38,—14+1) = (-1, 0),
(2, =1 (=31)= 2 (=3) = (1) 1,21 4+ (—1) (—3)) = (=6 + 1,2} 3) =
- = (—5, 5). '

Definitie. Fiecare element al mulfimii R x R, pe care sint definite cele
doud operatii precedente (1) si(2), se numeste numdr complez.

Se noteazd cu C mulyimea numerelor complexe.
Fie submultimea Iui C:

R' = {(a, 0) |« € R}.
Functia de la R la R’ definitd prin

.a — (a, 0)

este evident o functie bijectivd de la multimea R a numerelor reale in sub-
multimea R’ a lui C. :

‘Mai mult, operatiile de adunare i inmultire a numerelor complexe care
apartin multimii B’ se transcriu astfel:

(@, 0) + (@, 0) = (a+ a, 0);
(4, 0)(a’, 0) = (aa’, 0).

Aceste relatii aratd cd adunarea si inmultirea pe R’ se fac dupd aceleasi
reguli ca adunarea gi inmultirea numerelor reale. Din acest motiv rezultd
cd R' are aceleas;i'proprietét.i aritmetice ca mulfimea R a numerelor reale.
Acest fapt, permite sd identificim numdrul complex (¢, 0) cu numirul real
a. Practic, aceastd identificare revine la a inlocui numirul complex (a, 0)
cu numdrul real ¢ si invers.

Agadar punem (a,0) = a. In particular, numerele complexe (0, 0) si (1,0)
sint numerele reale 0 s 1.

§
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1.2. Proprietdtile adunirii numerelor complexe

2

1° Adunarea este comutativd, adicd oricare ar fi z §i z* din €, avem
gtz =z -tz -

Intr-adevir, dacs z = (a, ) si 2’ = (a’, b’), atunci avem z + 2’ = (a, b) + (a’, ") =
= (a+ a’, b+ b’). Analog avem 2z’ + z= (a’ + @, b" 4+ b). Cum insd adunarea
numerelor reale este comutativi avem a 4+ a' =a’ +a si b+ b =& + b. Deci
(@ +a', b +0)=Aa" 4+ a, b 4 b), adicd z 4 2’ = 2z’ + z.

2° Adunarea este asociativdg, adicd oricare ar fi z, 2" g1 z” din C, avem
(z+2)+2" =24 (3 +2°)..

Intr-adevir, dac z = (a, b), z* = (a’, b") si 3” = (a”, b”), atunci avem (z + z) +
+ 2" =[(a, b) + (¢, &)1+ (¢, 8") = (a + a’, b+ &) + (a”, b") = ((a +a’) + @,
(b + &) + b”). Analog avem z - (3" 4 2”) = (¢ + (a’ + a”), b + (b’ ++ b”)). Cum insd
adunarea numerelor reale este asociativd avem (a + a') + o’ = a + (a’ + @") si
(b 4+ 0) 4+ =b+ (b" + b"). Deci (z + 2z') + 27 =z + (2" + 2*). 3

3% Element neuwtrn. Numirul complex 0 = (0,0) este element neutru
pentru adunare adicd oricare ar fi z din C avem '

z2+0=0+2z=z

Intr~adex}ﬁr, dacid z = {a, b), atunci cum 0 este element neutru. pentru adu-
narea numerelor reale, avem
4% 0= (a,b) + (0,0) = (@ + 0,5 + 0) = (a,5) = =.

Dar dupd proprietatea 1°, avem de asemenea 0 + z = z.

4° Orice numdr complex are un opus, adicd oricare ar fi z din € exista
un numdr complex, notat cu —z, astfel incit

z+ (—2) = (—2) +2=0.
intr-adevir, daci z = (a, b), atunci —z = (—a, —b), deoarece
z + (_z) = (fl, b) = (_nbgs _b) =5 (a =} (_a)’ b + (_b)) = (Us 0) = 0.
Conform proprietdtii 1° avem, de asemenea, (—z) + z = 0.
De exemplu: i i
dacd z, = (2, 3), atunci —z; = (—2, —3),
dacd zy = (—1, 1), atunci — z, = (1, —1).

Observatie. Dacd z si 2’ sint numere complexe, suma z |- (—z’) se noteazd, simplu
prin z — z’ i se numeste diferenja dintre z si z’. Operatia prin care oriciror douf numere
complexe z si 2" se asociazd diferenta lor se numeste scddere.

Dacd z = (a, b) 51 2" = (a’, ¥’), atunci avem formula:

2—3 = (a—~a, b =), (3%
De ezemplu: dach z = (2, —5) si 2’ = (=8, 1), atunei z =~ 5 =z (=2) =

= (%, -5 +[— (=3, )= (2, =5+ (3 ~1) = (5, —6). ‘
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1.3, Proprletitile inmulirli numerelor complexe
1° Inmultirea este comutativd, adicd oricare ar fi z si 2’ din C, avem:
Zel—5 %
tntr-adevir, daci z = (a, b) §i 2" = (a’, V'), atunci 2z’ = (a, b) (¢, &) = (aa” — BV,

ab’ + a’b). Analog, avem z'z = (a’a — b'b, a’b + ab’). Cum adunarea gi inmuliirea
numerelor reale sint operatii comutative, avem aa’ — bb’ = a’a — b’ i ab’ + a'b =
= a'b + ab’.
Deci zz’ = 7'z,

2°, Inmultirea este asociativd, adicd oricare ar fi z, 7' si z¢ din C, avem

Gzl)z = a2 z0) § '

fntr-adevir, daci z = (a, b), 2 = (a, ¥’) §i 2" = (a”, b"), atunci (z7') 2% = [{aa’ —
_ B, ab’ + a'b)] (a, b") = (laa’ — B¥)a” — (ab’ + aB)b’, (aa’ — bO')" + a’(ab’ +
4 a'b)) = (aa’a’ — bb'a" — ab’b” — a'bb", aa’b’ — bb's” + a’ab’ + a’a’b). Analog,
avem  z(3") = (aa/a” — ab’b” — ba'b” — ba’b’, aa't’ 4+ aa’d’ + a'a’b — b’b"b).
Avind in vedere comutativitatea adundrii si inmultirii numerelor reale, rezultd ci
expresiile lui (z2)z” §i z(z'2”) sint aceleagi; deci (z3")a" = =(a'z").

3° Element neutrw. Numirul complex 1 = (1, 0) este element neutru
pentru inmultire, adicd oricare ar fi z din € avem '
e —lie 7

intr-adevir, daci z = (g, b) atunci cum 1 este element neutru pentru inmultirea

numerelor reale, avem
z-1=(a,b) (1, 0) = (a, b) = =z

Dupi proprietatea 1° avem, de asemenea, 1 -z = 2.

4° Orice numir complex diferit de 0 are un invers, adic# oricare ar fi
+ 0 existd un numér complex, notat cu z71, astfel incit

T

2zt = z71z = 1.

Fie z = (a, b) diferit de (0, 0), adicd cel putin upa din componentele a sau b este
nenuld, altfel spus,” a® 4 &% # 0. Dacd (, y) este un numdir complex astfel incit
(a, ) (z, y) = (1, 0), atunci
| _ (aw — by, bz + ay) = (1, 0).

De aici rezultd: :

az — by =1,
bz + ay = 0.
. Rezolvind sistemul, se obfine:
a =b

N

= -
a2__|__b2 J a2+b2

Dupa proprietatea 1 avem, de asemenea,
(z, ¥) (a, B) = (1, 0).
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Deci

z—1=[ a —b
a“—i—b’, a“-t—b’]

Obsercatia 1. In loc de z-1(z # 0), se folosék}te uneori notatia o Daci z’ = (a’, V')
s

’

este un alt numir complex, atunci z’z~! se noteaz fncé prin 8 si se numeste citul im-
Z

partirit lui 2" la z (z 5 0).

Citul = este definit de formula:

zZ
Z _ faa’ - bb  ab’ —a'b ()
5 (a2+b“' a2+b3] S
Ezxemple:
1) dacid z = (2, ml)atunciz—lzi._—.{ = o 1 —_.-[E.i)
z 40 k1 B G

2) daci z = (2, —1) si 2’ = (1, —1), atunci

Z,r1=i=[2'1+(—1)'(*1)’ 2‘(—1)—1'(—1]J____
z il & 41
=[L:‘, —*25*“)=(%. le]

5°. Inmuljirea este distributivd fajé de adunare, adicd oricare ar fi z, 2° §i
z' din €, au loc relatiile:

zlzt == 21 =2z + 22"
(-2 —= s iz

fntr-adeviir, dacd z — (a, b), 2’ = (a’, b") 5iz” = (a”’, b"'), atunci z(z" + z"")=(e, b)-
(@, B) + (@, )= (a, B) (@’ + a”, b '+ b”) = (ala’ + a”) — b{B’ + b"), alb'+b") +
+ (a’ + a’)b) = (aa’ + aa” — bb’ — bb”, ab’ + ab’’ + a’b + ”’b). Pe de alti parte,
avem zz’ + zz”’ = (a, b) (a’, &) + (a, b) (a, b”) = (aa’ — bb', ab’ + a'b) + (aa’” — Bb",
ab” + a’’b) = (aa’ — bb’ + aa” — bb”, ab’ + a’b + ab’’ + a’’b). Avindin vedere comu-
tativitatea adunirii numerelor reale,rezultd ci expresiile lui z(z’ + z”) §i 22" + 2l
sint aceleasi; deci z(z" + 2") = 22" + 22",

Analog, se demonstreazi cea de a doua relatie pe care o liséim ca exercitiu.

Observajia 2. S4 observim ci numirul complex (0, 1) are proprietatea (0, 1) (0, 1) =
= (—1, 0) = —1. Rezult¥ deci ¢4 (0,1) este o réiddcind a ecuatiei z* + 1 = 0. Asadar,
aceastd ecuatie are solufii in mulfimea numerelor complexe, ceea ce nu era posibil in mul-
f{imea numerelor reale.

§2. FORMA ALGEBRICA A NUMERELOR COMPLEXE

2.1. Notatia z = (a, b), introdusi pentru numerele complexe, nu este
prea comodi in calculele cu numere complexe. De aceea, de obicei, se folo-
seste o altd scriere a numerelor complexe. Convenim sé notam numirul com-
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plex (0, 1) prin i. Atunci, dupé regulile de adunare gi inmultire a numerelor
complexe, avem: .

(a, b) = (2, 0) + (0, 8) = (a,0) + (3, 0) (0, 1).

Deoarece (a, 0) si (b, 0) se identificd cu @ respectiv b, iar (0, 1) s-a notat
cu i, atunci aceastd scriere se reprezintd sub forma.
(a, b) = a + bi.
Aceastd expresie se numeste forma algebricd a numdrului complex (a, b).
‘De exemplu:
(2, =1) = 24 (--1i=2 —i;
(1, 0=1+4+0"i=1;
(0, —5) = 0 + (—5)i = —35i.
In continuare vom scrie numerele complexe sub forma lor algebrica.
Numérul complex i se numeste unitate imaginard. Numerele de forma bi,
cu b numdr real, se numesc imaginare. Dacd numirul complex z se scrie sub

forma z = a -+ bi, atunci e se numeste pariea reald, iar bi pariea imoginard a
numirului z. Numirul b se numegte coeficientul pdriii imaginare®.

De exemplu, pentru numirul complex & + 5i, partea reali este &, iar partea imagi-

“nard 5i; coeficientul pArfii imaginare este egal cu 5. Pentru numdrul —2i, partea reald

este 0, cea imaginari —2i, iar coeficienful pirtii imaginare este —2. Pentru numd-
rul 3, partea reald este 3, cea imaginard este 0 *i = 0, iar coeficientul pérfii imaginare
este egal cu 0.

Reluim mai jos adunarea si inmultirea a doud numere complexe repre-
zentate sub forma lor algebricd. Astfel:

(@ + bi) + (a’ 4 b%) = (@ + @) + (b + b)i; (1)
(@ + bi) (a' 4+ b'1) = (aa’ — bb’) + (ab” + a'b)i. (2)

Deci, suma a doud numere complexe este un numdr complex a cdrui parte
reald, respecitiy imaginard, este suma pdrjilor reale, respectiv imaginare, ale
numerelor date.

Formula (2) ¢are di inmultirea a dou# numeére complexe este mai greu
de retinut gi chiar de formulat. Observdm insd cd, dacd z = a + bi §i 2" =
= a' + b'i sint numere complexe, atunci avind in vedere proprietétile opera-
tiilor pe C rezulta: ‘

(@ -+ b1) (a’ + b'1) = aa’ + (ab’ + a'b)i | bb'i2

Dar, inlocuind i2 = — 1 in ultima relatie, se obtine formula (2').

Pentru un numir complex z = a + bi se noteaz#, uneori, ¢ = Re(z), care se citegte
,real de z si b = Im(z), care se citegte ,imaginar de z“.
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nare. Observam, de asemenea, c¢i (4') rezultd daca amplificam frac{ia

2.2, Numere complexe conjugate

Dacd z = a + bi este un numdir complex, atunci numaérul ¢ — bi, notat
prin Z (adicd z barat) sau a 4 bi se numeste conjugatul siu. Evident, conju-

gatul lui Z este z. De aceea, numerele complexe z gi Z se numesc conjugale.

Dacd @ este un numdr real oarecare, atunci

a=a-+ 0i=a— 0i=a,

si deci a este egal cu conjugatul sdu. Mai mult, daci @ - bi este un numar
complex  astfel incit @ + bi = @ — bi, atunci b = — b, de unde b = 0. Deci
a4+ bi=a-+ 0i =a este un numair real.

Astfel, amn ardtat cd: dintre toate numerele complexe, numerele reale (st
numai ele) sint egale cu conjugatele lor.

Avem urmitoarele proprietafi:

1° Suma st produsul a doud numere complexe conjugate sint numere reale.
Intr-adevir, z + Z = (a - bi) + (e — bi) = 2a i

2z2 = (a + bi) (@ — bi) = a® - b2
2° Oricare ar fi numerele complexe z §i z’ avem
242 =2+ 72,

2z’ = 23",

-

Intr-adevir, dacd z = a + bi 8i 2’ = a’ + b'i, atunci

i+d =(@+a)+G+b)i=(+a)—(b+0b)i=
= (@ — bi) + (&' — b'1) =2 + 7'

7z’ = (aa’ — bb’) + (ab’ -+ a'b)i = (aa’ — bb’) — (ab’ + a'b)i =
= (@ — bi) (¢’ — b'i) = 2Z".
Formulele (3) si (4), aplicate numerelor complexe scrise sub formé alge-
bricd, dau relatiile:
(@ 4 bi) — (¢ +2'1) = (@ — a’) + (b — d')i (3"
@ +¥i  ad + bb ab’ — a'b i (4")

a + bi 5 a® 4 b? i a® 4 b*

Pentru relatia (3’) se poate da o reguld analoagd celei date pentru adu-
a’ + b'i
a -+ bi

prin conjugatul numitorului, care este a — bi.
In particular, asa se poate proceda si pentru aflarea inversului unui numér
complex. Intr-adevdr, dacd a' + bi=1 si e+ bi # 0, atunci
1] St a— bi =a-—bi= e ] i
a + bi (a + bi) (@ — bi) a*+0* a®+b* a®4 b7
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Exemple: .

5 P S MR =21—5‘i—-3i--1=20--10i=2_i,g
3+ (3 4+1) (3 —1) 9+ 1 10

2)2+3i (2 + 3i) (2 —1i) 4—21-|-61-;—3 +4i=—7~+_’ii;‘
241 (2 41) (2 —1) 64+ 1 T s 5

3) 1 & 1—1i 1—1 i_i.

T R o g P ey

2.3. Modulul unui numir complex

Modulul unui numir complex z = & -} bi se defineste ca fiind numdrul
real |/ a*+ b2 si se noteazi prin |z |= |a + bi|.
Modulul unui numir complex z = @ + bi este intotdeauna pozitiv, el
fiind egal cu zero daci si numai dacd a = b = 0.
Ezemple: |14-3i | =)/T+9=)10,| -1 —i|=V1+1=)2,
120 |=|0+2i| =)/ 0+E&=2,]4|=|640i|=}16F+0=4.
Dacd z gi 2’ sint doud numere complexe, atunci
1° ' =1z |;
2° 2| —lz| <2 4z < |2 |+ |2F
Si demonstrim prima relatie. Intr-adevir daca
z=a+bi si 2/ =a'+b'i, atunci |zz’ | = | (aa’ — bb') + (ab’ 4 a'b)i | =
= |/ (aa”— B0 + (ab” + a'b)* = |/ (a® + B?) (a” + ") =
—VEFRY T F 5= 2| ]
A doua relatie o lasim ca exercitiu. Noi insa o vom demr)nstra in para-
graful urmétor pe cale vectoriald.

2.4. Puterile numirului i

Conform observatiei 2 din paragraful 1.3 avem i?= — 1. Atunci se

deduce succesiv: s
PB=i=(—i=—1
A o B=it=(Zi)i= 1.

In general, fie » un numdr natural oarecare. Atunci numdrul n se géseste
intr-una (si numai intr-una) din urmatoarele situafii: ; :

1° n = 4k (k, numdr natural) si deci i* = i% = (%) = 1k — 1;

2° n = 4l + 1 (I, num3#r natural) gi deci i* =i =i¥ -i = 1 S iy

3° n=4p-+2 (p, numir natural) si deci I*=i?+2=i% - 2=1(—1) = —1;

'4° n = 4q + 3 (¢, numir natural) gi deci i"= i*t3=i% . i3 = {(—i) = —1.
Asadar, puterile cu exponent natural ale lui i sint elementele multimii {—1,
1, —i, i}
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De exemplu,
1 =0 — ) e i =,
PSS e il i = 1 s (i
{91 — (4743 (19708 =1 + (—i) = —i.

§3. REPREZ ENTAREA GEOMETRICA A NUMERELOR COMPLEXE

3.1. Amintim ca numerele reale se pot reprezenta prin punctele unei
axe. Mai precis, fie d o axi pe care fixim o origine O si o unitate de misuri.
Dacd asociem fiecdrui punct al dreptei d abscisa sa, se obtine o functie bijec-
tivd de la punctele acestei drepte in multimea numerelor reale.

Un numir complex,z = a + bi, este determinat prin doud numere reale
a §1 b. De aceea este natural ca si reprezentim geometric numerele bomplexv
prin punctele unui plan.

Fie pentru aceasta un plan 7 in care ne fixdm un sistem de axe ortogo-
nale #0y. Fiecdrui numar complex z = a |- bi, i se asociazd punctul M de
coordonate (e, b) (fig. VL.1).

Punctul M se numeste imaginea geometricd-a numarului complex a -+ bi,
lar numdrul @ + bi se numeste afizul punctului M. :

Din teorema lui Pitagora, aplicatd in triunghiul dreptunghlc OMM, se

deducecs OM =/ oMz + MM? = l/a + b2 = | z |. Aceastd egalitate ne
aratd cd lungimea segmentului [OM] este modulul numérului complex
z2=a- b1 :

‘ & H M.~

cf| a M X —— L}

I O J

Fig. V.1 Fig. V1.2

Exzemple. Numerelor complexe 1 4+ 3i, —1 +i, 2i = 0 4 2i, 3 ='3 + 0i, li se aso-
ciozd respectiv punctele M;(1, 3), My(—1, 1), My(0, 2), M4(3, 0) (fig. VI.2).

Avem OM,= |14 8i| =}10, OMy;=|—1—i| =12, OM, = |2 =
O =35 =k

Asocieréa
z=a -+ bi -+ Ma, b)

este o functie bijectivé de la multimea numerelor complexe la punctele pla-
nulul 7. Prin aceastd functie, multimii numerelor reale ii corespunde axa z'z,
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lar multimii numerelor imaginare ii corespunde axa x’y. De aceea axa 2’z se
numegte axa reald, lar axa y'y axa imaginard. Planul ale cirui puncte se iden-
tificd cu numerele complexe prin funcfia bijectivd definitd mai inainte se
numesgte planul complex.

3.2. Interpretarea geometrici a adunirii i scaderii numerelor complexe

Numerele complexe au si o altd interpretare geometricd. S& asociem
fiecarui punct M al planului = vectorul O M, care are originea in O §i capétul
in punctul M. Aceastd asociere este evident o functie bijectivi de la multimea

numerelor complexe in multiniea vectorilor care au originea in 0(0, 0). Astfel

. e
fiecare numdr complex a - bi poate fi reprezentat geometric ca vectorul O M
unde M are coordonatele (g, b). Se spune ci (a, &) sint coordonatele vectorului
=i
oM. '

Reprezentarea numerelor complexe cu ajutorul vectorilor ne dd o inter-
pretare simpld a adunirii numerelor complexe:
(@ + bi) + (2" 4 ') = (@ + a’) + (b + V')i.
Este cunoscut cd la adunarea vectorilor coordonatele corespunzitoare
—
lor se aduna. De aceea dacd vectorul OM (fig. VI.3) are coordonatele (a, b),

iar vectorul O’ are coordonatele (a’, b"), atunci vectorul ES?(S fiind al patru-
lea virf al paralelogramului, care are celelalte trei virfuri respectiv M, O si M’)
are coordonatele (a + a’, b + b’). Acest vector corespunde numarului com-
plex (a + a’) + (b + b')i care este suma dintre a + bi i @’ + b1

7 vi

M o oLt MY, ) P /

Fig. V1.4

Exemplu. Fie numerele complexe z; = 3 4 2i §i z, = 1 4 3i, reprezentate in plan
—_— 5 ; . r 3 &
prin veetorii OM, si OM, unde: My(3, 2) §i M,(1, 3) (fig. VI.4). Atunci suma z; = z, +

+ 2y = (3 + 2i) + (1 + 3i) = & - 5i este reprezentatd in plan prin vectorul OM, unde
M, este punctul de coordonate (4, 5).
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Observém, de asemenea, ¢ opusul numérului @ + bi, care este —a —bi,

3 _’ - .
este reprezentat prin vectorul OM,, unde M, este simetricul punctului
M(a, b) fatii de origine (fig. VL.5). Astfel se deduce ugor interpretarea geome-
trici a scdderii a doud numere complexe.

Cum 2z’ —z=2"+4 (—2z), avind in vedere interpretarea geometrici
a adundrii numerelor complexe,rezultd c¢i D are coordonatele (¢’ — a, b’ — b)

- —3=
gi vectorul OD corespunde diferentei
2" —z=(a"—a) + (b' — b)i.
Avem OM = |z|,OM'=|z'|, OD= |2 —z| ¢i OS=|2 4z |.

Relatiile dintre laturi in triunghiurile O MS si O M M’ dau respectiv:

MS — OM < 0S < MS + OM,
OM' — OM < MM’ < OM' + OM.
Dar cum MS = OM' si MM' = OD, rezulti:
e e=tlizl= |2’ ezt [+ |2
|—lzl< |2 —z|< |2 |+ |z]

Obsergatie. Definifia produsului numerelor complexe are o interpretare geometrici
mai pulin simpld. Aceasta se va face la geometrie,cu ajutorul reprezentdrii trigonometrice
a numerelor complexe.

3.3. Interpretarea geometrici a numerelor complexe conjugate

Dacd M este imaginea geometricd a numarului complex a - bi (fig. VI.6),
atunci simetricul M’ al lui M fati de axa reald este imaginea geometrici a
conjugatului sdu, a — bi.
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Observam, de asemenea, cd numerele
complexe de modul egal cu r se reprezintd

|
\
e
I.‘ //( = -\:'\f‘f .
> TR BEETEY . in plan prin punctele cercului cu centrul in
Hs, ek . . w ™
e Sl M ag \ origine si de razi egald cu r.
i '\[/ﬁ !‘ 7\, w445
e i 2. 2
\ i /f/)] N i / De exemplu, numerele: [ V2 i, "/2: —
$ s N\ VA o e e I e T /B
"""'}{::_ == \---;;}-ﬁ,’ _TI;—T+TI, _T_Tl' al cdror
'1 modul este egal cu 1 se gisesc pe cercul cu
y cenfrul in origine si de razi unitate (punctele

Fig. VI.7 M,, M,, My, M,) (fig. VL.7).

§4. REZOLVAREA ECUATIEI DE GRADUL AL DOILEA CU
COEFICIENT! REALI

In capitolul I, am rezolvat ecuatia de gradul al doilea cu coeficienti reali,
in cazul in care discriminantul siu este pozitiv sau nul. Am aritat astfel ci
rddicinile ecuatiei

azx? 4+ bx+e=0a # 0,
pentru A = b2 — 4ac > 0, sint date de formulele:

—b +/b? — kac iy
Lyy2 = 2a

In acest caz ridicinile ecuatiei sint numere reale.
1. S& rezolvim acum ecuatia
ar: bz 4+e¢=0,a #0,
in cazul in care A = b% — 4ac < 0.
Stim ca ecuatia az® 4+ bz 4 ¢ = 0 se mai poate scrie i sub forma:

b)*? b?—hac
—| — —10:
[:1: = Za] ha?
Cum A = b% — 4ac < 0, atunci — A = bac — b* >0.
In multimea numerelor complexe ecuatia se poate scrie astfel:

2~ (5=

sau
1{/ A b /=K =
[ +2a+ )[.’L’ 9 - Ta )_0’
de unde
b , iV —=A i/ =A
$+2~—‘G+T—Osaﬂ$+ ST 0.
Deducem de aici ¢#, in acest caz, rdaddcinile ecuatiet de gradul al doilea sint:
—b 4 il bhac—b* . —b — i}/ hac — b*
a21= % o $1 xz = KI 4
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Asadar, dacid /A <0 ridicinile ecuapiei ax? 4 bz + ¢ = 0, a = 0 sint
numere complexe conjugate.
Relatiile lui Viéte sint- evident aceleagi ca in cazul cind A > 0, adicd

b
.’,El—]—.’lr'zz—';a
¢
Byly = —.
a

2. Formarea ecuaiei de gradul al doilea cind se cunosc rdddcinile.

Fie z, §i z, numere complexe date. Pentru ca ele si fie rddicinile unei
ecuatii de gradul al doilea cu coeficienti reali, trebuie ca z; si , sé fie conju-
gate. Deci z, = a + bi §i z, = @ — bi. Atunci

% + 2 = 22 §i 32 = a® - b%

Ecuatia de gradul al doilea care are ca radacini pe , §i z; va fi2* + pz +
+ ¢ =0, unde —p = 2, + 2, = 2a, iar ¢ = 2,2, = a® + b2
Deci, ecuatia 22 — 2ax + a® 4 b* = 0 are ca réd#cini numerele com-

plexe: a + bi §i a — bi.

3. Descompunerea trinomului de gradul al doilea cu coefwzenza reali in
produs de polinoame de gradul intii.

Fie trinomul aX2? + bX 4+ ¢, a # 0, cu &, b, ¢ numere reale. Dacd z; §l '

2, sint rdadicinile ecuatiei ax? + bz + ¢ = 0, atunci un rafionament analog
celui ficut in cap. I, § 2.4, pentru cazul b% — 4ac > 0, da

aXt 4+ bX +c=a(X — z;) (X — z,) = (aX — azy) (X — z,).

Deci orice trinom de gradul al doilea cu coeficien{i reali se descompune
in produs de polinoame de gradul intii cu coeficienti complecsi. Din cap. I,
§ 2.4 rezultd c¥ in cazul b2 — 4ac > 0 gi numai in acest caz, trinomul de gra-
dul al doilea se descompune in produs de factori de gradul intii cu coefjcienti
reali.

Ezxemple. 1) 53 se rezolve ecuafia: -

g2+ z 4 1=0.

Avem A=1—4 = —3 < 0. Atunci =z, = —1+il/3 81 x5 = _1_2“/__3.

2) Si se giiseascd ecuatia de gradul al doilea care are rdddcinile z, = |/ 3 — i iz, =
V3 +i. Avem z; + z, = 2|/ 3 §i z,2, = &. Deci ecuatia ciutatd este z* —2)/ 3z 4
L =0 .

3k

3) Si se descompuni in factori de gradul intii trinomul X% — 2X 4 10.
Ridicinile ecuatiei z? — 2z + 10 = 0 sint:
=148 gi 23=1= 3i
Atuneci X% — 2X 4- 10 = (X — 1 — 3i) (X — 1 4 3i).
Aplicatie. Descompunerea trinomului fn factori de gradul intii se foloseste la simpli-
ficarea fractiilor. Dac#i printre factorii numirdtorului si ai numitorului sint trincame de

gradul al doilea, le descompunem in factori de gradul intfi ca la pct. 3 gi apoi factorii co- -

muni la numérator si la numitor se pot simplifica.
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|
f Exemple. 1) S se simplifice fracfia; %+ 10X —11
—5X1 L 9K =2
| Descompunind in Tfactori numirdtorul si numitorul, obf{inem:
X+10X—-11 _ (X—1) (X+11) _ X411
—FXL -7 X —8 (X—1)(—5X12) - —5Xi3%
X8 4 X8 L X a1
X (=

2) 84 se simplifice fracfia

+ 5 sd fie; a) real; b) imaginar; ¢) nenul.

_ B, S4 se giseascd toate numerele complexe ale ciror pdtrate si fie:

. e | e
4 Bl o) el A G iy —i;d) — 4L ¥ 20
a) i )2 210} i )2_|_21

9, Si se reprezinte in plan numerele complexe:
a) 3+ 5i; b) & —i; c) —2 —2i; d) —4i; e) 5i; f) —5 —5i.

10, S# se dea interprefarea geometricd a formulelor:

7. S se giiseascd valorile reale ale lui m astfel incit numérul 3i* — 2mi2 4 (1 — m)i +

(1 + 8i) + (1 — 3i) = 2;

(3 — 5i) + (—1 + 3i) =2 — 2i.
11. 84 se descompund in factori de gradul intii trinoamele:

a) X* —2 X +2;b) 4X2 44X 4 5; ¢) X*— 14X + 74,

12, SA se rezolve sistemele:

a){ery:G, b){21—3y=1,

2y = 45;

13. S4 se simplifice fractiile:

o 18X — 8mX 4 m,

it

12X% - X —1 o) Xe—2X* — X 42

il
| e X X2 X 1 =(X+i)(X+i){X—i)=X+i.
i X%+ (1 —i) X2 —iX XX +1) (X —1) X
\ #
: Ty EXERCITH
1. S# se giseascd numerele reale z si y din ecuatiile:
a) (5% + 8yi) + (2y — ai) = 3 — i
) (o 4 3yi) + >y + 2ai = & + 8i;
| o
| ¢) [—3y+—2—x1)—(——82+5yi}=—2+i2i;
—2 — 3
dps
‘ = i‘-+ i
} "2, S se calculeze:
a) (2 +1) (3 —2i); b) (—6 +1i) (5 + 2i);¢) () 2—1) (V3 + 2i);
d) (V2 +30) (3 —1/2i); e) (V3 +V20) (V3 — |/ 2i).
‘8. 54 se calculeze:
a) 2+§i;b) 2i o 1+11/E.E a) al/__berl/—ai‘ =D bls =0
. 2 —i 1—i)y3 bV a—aybi’  e+i
| f)a-—b?_].b—ai; g)V1+a+i[{1—a_V1~a+iV1+a_‘
b+ai a4+ bi Vita—iyil—a VI—a—il/1+a’
iy A
h)(1+1[/7) _i_(i—-:[/:')_ :
) 2 2
4. 84 se demonstreze egalitifile
Ol BRI e T A8
| 344  —25 4 25i S TR
|
b. Si se spund care sint conjugatele numerelor complexe: 1 4 i, 2 — 3i; 5; 4i; 0, 2i — 1
2 si 54 se interpreteze geometric.
6. S4 se calculéze:
] ) i€ 10 80 - 90 995 b) (—i)7 (i) o (=D 4 (i) (i)
I R ey . : i
1 : c)1+13+13+1"+...+1ﬂ(n>t;);d)i-i”-i“-i‘-.,_-il".ﬂ;e)—i-_—1
il]. idl
i ‘} f) [i(2 — i)]*; g) [2i(3 — &i)]*; h)in + in+l 4 jnt2 L jn48 pn = N,
e
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12X% — mX —m? S X° — 3X* 4+ 2X
Q X641 g XXl XX 2
B+ X/24+1 XX 41 XE X 2

14, Si se gAseascd ecuatiile de gra‘dill-al doilea cu coeficien{i reali, astfel tnelt una dintre

rddicini si fie:
ey

a) (3 —i) (2i — &); b) f

15. 54 se rezolve ecuatiile:

a) z* = 27; b) z® = — 27; ¢) 32 = 2; d) 2°

g) z8 = — 3; h) 3z* = 5.

16. Si se giseascd suma tuturor rddicinilor ecuafiilor:

a) ® = —4; b) 2% = 4,

17. S se giiseascd produsul tuturor rddicinilor ecuatiilor:

a) x“=6;b)x4:—7.‘

18, S4 se arate cd pitratul unui numér complex z = a -|— bi este real dacd si numai dacl ‘

ori a = 0, ori ‘b= 0.

~ 19, S4 se gdseascd numerele reale x si y astfel incit

a) (zi — y)? = 6 — 8i + (= + yi)%;
i e sl 1 1 bi

b) - + -4+ —= ———; -l-; {a si b fiind numerele reale cu a == 0).

20. Si se determine perechile (z, y) din plan pentru care:

a) |/ F &+ /gy —4il=VT0; ¥>4

b) V2 +y+Va+2il=V3 20 4y>0,2+2 20.

T; ¢) )/ a+ |/ bi (a b tiind numere reale si pozitive).
3

—5; e) ot = 16; ) =* = — 16;

e rE— . S il ST pE———— —
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21. 84 se rezolve sistemele de ecuatii:
x5 + y5 = 33 S 4yt=5 P gy =
a) { +y S { x? 4+ y Yo { x xy = 28
-+ y=3 Y2 —zy = — 12,

22. Dacé a -+ bi este un numdir complex dat, si se giseasci numerele 'complexe z =2+
+ iy, astfel incit 22 = a + bi.

xy®=2

23, 84 se determine numerele complexe z, care verifici relatia:
28 3 — 4i= 0.
24, S4 se arate cil pentru ecuatia de gradul al doilea

az? + Bz + v = 0, cu coeficienfi complecsi, rdddcinile sale sint date de aceeasi for-
muld ca si in cazul ecuatiei de gradul al doilea cu coeficienti reali.

CAPITOLUL VI

PROBLEME RECAPITULATIVE

1. Dacd x gi y satisfac relatia ax? + 2bxy 4+ cy? =0, s& se determine

t

—(y # 0).

L

2. Dacd a, b, ¢ sint laturile unui triunghi oarecare, sd se arate cd ecuatia
b2x® 4 (b% + ¢ — a®)z + ¢ = 0 nu are riddcini reale.

. 8. 54 se determine valorile parametrului m, astfel incit ecuatia 2z* — 6x -

-+ m = 0s# aibd doud ridécini reale dintre care una sa fie dublul celeilalte.

4. S5a se determine doud numere nenule, astfel inecit suma, produsul si
diferenta patratelor lor si fie egale.

5. 5S4 se determine legitura dintre rddécinile ecuatiilor: az® + bx + ¢ =10
si ca® + b + a = 0.
6. Fard a rezolva ecuatia, si se giseascd suma patratelor radécinilor ecuatiei:
(22 + 2z)% — 5(x*+ 2z) + 3 = 0.

Indicatie. Se noteazdl y = 2? | 2z.

7. Sd se determine multimile 4 gi B si numerele reale p i ¢ stiind ca:
A={zcR |2+ 2+ p =0}
B={zcR|2®+qz—4 =0},
AUB={-2 —1,1,4}

Indicatie. Se folosesc relatiile dintre rdddcini si coeficienti.
8. Si se determine parametrul real m, astfel incit
{zeR | m2+m—1Nz+m+2=0}nNI[0,1] # @.

Indicagie. Punem z = —~— - , unde 0si1sint capetele intervalului; ob{inem ecuatia
e

in z: (m 4 2)z* — 3(m -+ 1)z + 3m + 1 = 0. Fie &,, z, rdddcinile ecuatiei in = si 7, z,
riddicinile ecnatiei in z. Avem: a) z; = (0, 1) daciil si numai daci z; < 0, i =1, 2.
b) z; & (0, 1) dacd gi numai daed z; > 0, i = 1, 2.

Deci problema se reduce la studiul semnelor radacinilor ecuatiei in z.
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9. 54 se determine parametrul real m, astfel, incit
zeR|mt+m+e+m+2=0N[—=11]= 0.
10. Si se determine numerele reale a gi b astfel incit

fzeR|a2+20x+b=0\{r € Z|2?+ 22 +a=0}= 0@

7501, 86 considert multimils A — { =y % = z} 5 B ={ ¢ e
&
a1 - 2 ;
c Z e = Z}.

Si se arate cd A = B.

12, Si se arate cd functia
f:R - R, f(z) = az® 4 bz + ¢, a#0
nu este injectivi.
Indicatié. Se observd cd ecuatia f(x) — ¢ = 0 are dou# rddicini distincte.
13. 53 se arate cd dacd ecuatiile 2% +az +b =0 si 22 + cx + d = 0,
(a, b, ¢, d € Z), au o ridicind irationald comund, atunci a = ¢ si b = d.

A,/l i1 _ T
_~1114. 54 se arate ¢ numirul V3 A8 - /5 este irational.

g = < . It . s : s
15. 54 se arate cd numerele rationale — gi —, unde m si n sint prime intre
n n

ele, au acelasi numar de cifre in perioada.
Indicatie. Fie (n, 10) = 1. Daci k este cel mai mic exponent pentru care 10k = n.l + 1,
unde I € N, atunci k este numérul cifrelor din perioada fractiei zecimale sub care se

= - 1 . :
reprezintd numérul —. Din 10k = n+] + 1, rezultd m -10k = mnl 4 m si reciproc.
n

16. Si se arate cd orice numér prim cu 10, are un multiplu scris numai cu

cifra 9. ;
Indicajié. Fie (n, 10) = 1. Numdirul Ll reprezintd sub forma unei fractii zecimale,
T n
periodice simple. Notind cu P num#rul reprezentat de perioada sa avem & = — ot :
n 998

de unde n *+ P = 99 ... 9. Deducem de aici cd dacd r este prim si cu 9, atunci el admite
un multiplu scris numai cu cifra 1.

17. Si se arate ci un numdr rational —, astfel incit n este prim cu m si cu 9,
n

se reprezintd sub forma unei fractii zecimale a cirei perioada reprezinta
un numdir multiplu de 9.

5 . i n . . w . .
Indicajie. Fie — , un astfel de numir rafional, care se reprezintd sub forma unei fractii
n

zecimale periodice simple: B TEe Cum r este prim cu 9, rezulta ci P se divide
n e
cu 9, Daci = se reprezintd sub formi de fractie zecimald mixt, avem 107 7% — k +
n n

-} % 5 unde k este intreg, iar n este numérulA cifrelor dinaintea perioadei.
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18. Si se arate cd fractiile
i) 0,2,002,0000440 ... 0a, 0 ... 02,440 ...,

2n ori

ii) 0,2,35000450 ... 02,00 ... 000a, ,0...

e
n(1-2...n) — 1 ori

unde 0 < a; < 9 gi oricare ar fi m & N, existd n > m, astfel incit a, # 0,
reprezintd numere irationale.

3] 5 . 1. w ¥ ¥
19. Si se’ giiseascd numerele rationale —gi —, a cdror suma este egald cu
i Yy

0,(0043992).

g . & 1 1 1
20. Sd se arate cd oricare ar fi numadrul intreg n, suma — 4 ——
W e 2
; ‘ b Tl n? 4+ 1
se reprezintd printr-o fractie periodicd mixtd. La fel, pentru —? ztl—).
n\n® —

Se observd ci numitorul

1 i 1 -« Sl jE—q
n+1. n+ 2 nin + 1) (n + 2)
fractiei este multiplu de 3, pe c¢ind numirdtorul nu este multiplu de 3. Numitorul
fractiei adusd la forma ireductibili are factorii 2 si 3, de unde rezultd c# fraciia se
reprezintd printr-o fractie periodici mixtd.

Sdboniinr i
n

£.91. Fie ecuatia Vm+ z= W(m, n & N). Si se arate daca:

]

'\ 22,

i) ecuatia poate avea r#ddcind irationald;
i1) ecuatia poate avea rdddcind rationala.

Fie @, b, ¢ numere rationale. Si se arate ¢i a 4 b 2+ ¢l/% =0 daci

gl numai daci a =b=1c=0.

23.

>od,

25

™, 926,

Daci a, b, ¢ sint numere reale, si se arate ci:

max(¢, min(d, ¢)) = min(max(a, b), max(a, ¢)),

min(e, max(b, ¢)) = max(min(a, b), min (a, ¢)).

Sa se determine minimul expresiilor

1) E(a, b) = 2¢® + 202 + &b — 1,

i) E(e, b) = ab + a?? + 2,

unde ¢, b € R.

Sa se reprezinte grafic functiile: -

)fi:B R, fi(e) = |2 — bz 4 1];

i) fo: R+ R, fyfe) = | —a? — 4o +5 |.

Fie familia de func}ii de gradul al doilea
fin(@) = ma? + 2(m + 1)z + m — 1.

i) S se arate cd virfurile parabolelor asociate acestor functii se giisesc
pe dreapta y = z — 2. ]

ii) Ce portiune din aceastd dreaptd cuprinde virfurile parabolelor cu
ramurile in sus.
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27. Fie f:R >R si g: R > R doud functii. ;
33. Se considera functia f: R — R, data prin

Definim functiile #; : R -+ R g Ay : R - R, prin:
hy(2) = max(f(x), g(2)) §i hy(z) = min(f(2), g()). iy { az, z <
i) S4 se arate cd daci fsi g sint strict cresciitoare (respectiv strict descres- . ‘ bz, v > 1 ;
catoare) pe multimea ACR, atunci %, si %, sint strict crescitoare (respec- ] a i b fiind numere reale. S& se studieze monotonia functiei 7, dupa valorile ‘
tiv strict descresciitoare) pe aceeagi multime. hai a gi b. '
il) Si se reprezmte.graflc functiile A, si Ay, dacid: : ) 34, Se considerd functia f: B — R datd prin 8
a) f(®) =2z +1 5i gla) =2—3; e
o 3 k 2
b) flz) = |20 — 1 |si glz)=|z+3]; | f(:c):[ax’x<0
e)f(x)=22—22z—3 si glzx) ==z + 3. bty T =10
I 98. S& se rezolve ecuatiile: a si b fiind numere reale. Sd se determine a si b astfel incit fsa fie bijectivi
2) [x 3 1] _z—A b) 150 —7 [ e ex] g1 in acest caz sd se determine inversa. =
3 aa -t 5 8 35. Cite solutii in numere intregi nenegative are ecuatia |
Indicapie. a) Dup# definitia parfii intregi a unui numir avem i i = et
R Vz+ 1/ y= |/190?
) s
i, . ;
2 3 e 2 Gohi 36. Sé se serie in ordine crescitoare numerele :
i = . : ] : '/”3, ]»3/-61 W%
2 B
. 37. 5a se scrie in ordine descrescatoare numerele: ‘
Din inegalititile de mai sus rezulti —1,5].Cum 2= 7, avem 1, 3, 5}. o =5 e |
l_mgal tile de 1u-rz z e 1 = z e { } ‘ VB, 14/121 13/72- ‘
b) La fel ca mai sus,avem: ‘ S ‘
: 38. 54 se rezolve ecuatiile: i
15:.1:5—'7S 5~|i—;6a:<15a:5—7+1, . | o : ‘
, 18z Wz +2 .2
P - _a)'vz+2+‘/13m =T
——— eZ : '
b) #% 4 6x + |/ %4 6z = 20;
Remiltt e 12, 2 - 2 ‘
{15- 5}- ‘ c) x2+4]/6+a;2+1=0;d)%+"_f:10[£_i]. |
L 3 &
29. Si se construiascd de la multimea Z a numerelor intregi in ea insédsi o |
functie injectiva care si nu fie surjectivi si o functie surjectivi care sd nu Indicafie. a) Se noteazi y — V 18z , ] BeTioteazd [/7F £ B8 — g o] So notedsk
f. ] o o . x + 2 = U, 0 (ol 7 d
ie injectiva. SR I
2 : 3 3 V6 + 22 = y; d) Se noteazii y — -~ — 2,
30. Fie N* multimea numerelor naturale nenule. S8 se dea exemplu de doud 3 W
functii fgi g de la N* la N* astfel incit fz = in-, dar gf # Ix-.
i . : B : 39. S 1 atiile: —
31. S& se determine numerele naturale %, y care verificd relafia getu Jonhl ‘ |
o? — y? = 135, a) |/ 'z + /2 =12; b) 162 — 625 = 0;
32. Si se giseascd radicinile intregi ale ecuatiei ¢) z(z + 1) (x + 2) (xd—l— 3)'=24:0d) Gut M3 2T 5 0;
zt + y* + 2 = 4ay. | e) (z + a) (z 4 2a) (z + 3a) (& + 4a) = b4 :
. . . L LI Lol (. . . T |
Indicajie. Ecuatia devine (2* — %) 4 2(xy — 1)® = 0, de unde ! Indicatie. a) Se noteazd y — §/ x: ¢) Avem (2% + 3x) (2 + 32 + 2) — 24: punem . _
{zz_ys=0’ i N y=a"+32;d) 92° — ba =92 + 6, z(3z — 2) (3z + 2) = 3(3x 4 2) S s ‘
= (32% + 2z — 3) = 0 etc.; e) Se noteazd « + i a=y.
2
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49, Si se rezolve sistemele de ecuafii:

=t 3, it
a)[:r;-l—y—!— [/xy:flé, b) ]/x-}-y-l—]/x—y-G,

40. Si se rezolve ecuatia:

2 — 8z +3)/z—1+ 22z — 7 = 0.

G o i

#* + " oy = Bk Vo + 9P (z—y) =8
Indicatie « > 1. Ecuatia devine (z + 38 — & |[/7 — 1)? = 0. L e I ST G
41. Si se rezolve ecuatiile: : c) { Va+ Vy: % dyi¥s Wy 8
z + y = 28} ym — 9-
2 2 1 : :
i) (@ + 2)° + 4a— 2)® — 5(a® — 2?)°® = 0; et eadbinr - et
a 27,2 4 — 133 zy z 4y %
sy 7 d Lt = BB | e x-l-ﬂ??l +?J ) f)
i) Va+ V& +1a— V2= 5; ' ) {mz—xy+y”= ; e
ol S o 2 1 : —_ b
iii) Y97 — 2+ ¥z =5; iv) V(& — 22+ [/ (z— 4 = 2. { Slaahialt TV, i
. ! Indicagie. b) Se noteazi u =}z +y, v == —y; e} Se folosegte relatia
Indicatie. ili) Se noteazi u — 'li/g_p_—m' U= f/; si obtinem sistemul ot L oaty? 4+ oyt = (2? + zy + y?) (x2 — zy + v?); f) Se noteazid u = .Eva;; y:
{u‘1+1;;4=5, d 'u:'r+y. j
- = 97, £ 7
42, S& se arate ci 50. Si se rezolve sistemele:
; 5 ! Yz = z z) = 20 —z=1
120 + 14 |/ 2+ 120 — 14 /3 = 4 ; zl/yz =4 Eiilr Yyt “EY ’
A a) {ylme=19 Diye+ty+2=30, ¢)fa?4y?—22=03, |
43. S5i se rezolve inecuatiile: ER A - Bt |
e s Vag=16; sz +y+2) =50 SRR
a) V2—z>x;b) V2 — 2 < = 7 | z+ydz-a, u-t+ov=2 _ |
44. S& se arate cd cuburile a doud numere complexe conjugate sint de ase- , d) 3zt ey €% = b, e) ua:2+ vy 2=j ¥
menea conjugate. : | z + e’y + ez = ¢, u:vs g ﬂya 2
2 % { (unde 1 + & + &2 =0);, uz” +0y° = — 5.
45. S& se arate cd produsul oriciror douid riddcini ale ecuatiei #* — 1 =0,
este de asemenea o rddicind a acestei ecuatii. .
Il 46. Si se arate cd modulul numirului complex :——+€1 pentru ¢ numér
I — ai {
‘ {I | real, este 1. Reciproc, sd se arate ci orice numdr complex de modul 1, poate -
|‘ fi scris in mod unic sub forma precedents. Dar dac# a este numar complex? .
‘ !'? 47. 54 se determine z i y, numere intregi, astfel incit ; _ i
i ' &~y =4, |
i : o . &
| ‘h m—; y-—]/:cy: 18. : !
‘ ”I p, d
il 1
il 48. Si se rezolve sistemul de ecuatii: . i
= y=54|z—1|. .

Indicatie. Se foloseste y = 5, dup¥ cum rezulti din a doua ecuatie.

L! * e M Bl
\
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RASPUNSURI $1 INDICATI

Capitolul I

m— | v . + mt
1. a) TT,W ; b) Dacd m # —2, atunci x = s n ; pentrum = —2, nu are

m -+ 2
o o e < : 3 : 1 —2m e
radacini; d) Dacd m #£ 1 i m # 7! atunci x:———l; pentru m=1 si
: ; n

3 R s > o .
= OlE ridécini; e) Dacd n = 0 si m = 1, atunci z este oarecare; daci

n=0si m# 1, nu are rddédcini; pentru n # 0 si m # —1, 2 = 1_i;
n{m -+ 1)

pentru n # 0 si m = —1, nu are rdd&cini; h) —2, -3; 1) 2 € (—oo, —10];
iy z € [1, 3_]; k) —14, 14. 2. ¢) Dacd ¢ > b, atunci z € (—1, co0);
dacd a <b, atunci 2 € (—oo, —1). d) Daci a > —2, atunci
> -Sa;g ; dacd @ < —2, atunci & > i;: ¢ dacl @ = -2kl

b >3, atunci = este oarecare; pentru ¢ = —2 si b < 3, nu . are solutii.
e) Dacd ¢ > —1, atunci =z >ﬁ—2—-—; dacdi ¢ < —1, atunei z'< ;
: (a +1)2 (@ + 1)?

3. a) Trebuie ca 8 + 3z > 0, de unde z > —%. d) z e[o,i], 4. a) oy =

3
= % Nl = ——% ; b) nu are rddédcini reale; d) 2, = 1; z, =% ; 1) 25 g) Pentru
m= — % nu are réddcini; pentru m # —%, z2=3+m. b. A = Im2 —4,

Dacd | m| = 2, atunci A = 0 si in acest caz ecuatia are o ridicini; daci
|m| >2, atunci A >0 si in acest caz ecuatia are dous rddicini distincte;

dacd | m| < 2, nu are radicini. 6. m=0; m <0; m >0. 7. | m| ey
4
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9. a) Avem ¥y, + y; =L 4 2t =
) Ly &y
¥y = 1. Ecuatia este m [yz —_ (E- — 2] ¥+ 1] =0, m fiind un numar real
- U

oarecare, nenul. 11.a) m <0; b) m >0. 12. ¢) (2X — 3m) (X — 2 m).
13. m = —2. 15. Punem z = z — 1 si obtinem ecuatia in z: 4mz® 4 4z —
—(m — 1) = 0. Fie z,, z, ridicinile ecuatiei in z §i z;, z, rddédcinile ecuatiei
in z. Avem ca: a) z;, 2, < 1 dacd gi numai dacd 2y, 2, < 0; b) z;, 2, >1 daci
i numai dacd z;, z, >0; ¢) z; <1 8i z,> 1, dacd §i numai dacid z; <0
§i 2 > 0. Deci problema se reduce la studiul semnelor radicinilor ecuatiei
in z. 16. a) Trebuie ea A = 0, adicd m? — 144 = 0; de unde m, = —12,
my=12. 17. a) (z 4+ 7) (22 + 3) (22 — 3) = 0;

by 6z—1) (2—9(x+9) =0;0) (z+3) (z—4) (z+ & =0,

Capitolunl II
§ 2. Mulfiini

4. a) adeviratd; b) adevirati; c) adevaratd; d) adeviratd; e) falsa; f) falsa;
g) fals&; h) falsd; i) adeviratd; j) falsd. 6. a) A = {0, 2,3 }; b)B = {1, 7};
e) ¢ = 12,4} 7. AU B =11 2 8 4,7, 11} A MB = {273} A—B =
= {1,4}.10. m =3, m =4 11.m € R — {—4, 2}. 12. m:%. 15. CpA = R.

16. Submultimile lui 4 = {1, 2, 3}) sint: @, {1}, {2}, {3}, {1, 2} {1, 3},
{2, 3}, {1,2,3}. 17.1) 1, a € D(a); 1i) @ = numar prim; iii) dacd « este de
forma a = p?, unde p este numar prim sau de forma pg, unde p si ¢ sint numere
prime diferite; iv) D(8) = {1, 2, 4, 8}, D(160) = {1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 40,
80, 160}. 18. m = 4 3. A are 2 elemente cind m = + 2]/ 2. 19. Dacd z € 4,,
oricare ar fi k& > 1, atunci x =a +rymy = a + romy = a + rgmg = ... Se

obtine m; > mg > mgs..., contradictie cu faptul ¢a existd doar un numadr finit
de numere naturale mai mici ca m;.

§ 3. Funelii

1. f(—2) = —10; f(—1) = f(2) = —T7; f(4) = —10, 2. Se verifici faptul ci:
(1) = f(1), g(2) = f(2), gB3) = [(3), g(4) = f(4). 3. Nu. 4. Se pot defini patru
functii. 5. f(—12) = 0, f(—9) = 3, f(3) = 3, f(9) = 3, f(272) — 2. 6. Trebuie
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c:el numerele 1 <4 m, & 4 m, 9 4 m sd apartind mul{imii {1, 2, 3}. Nu existi
nici un numdr intreg m. 9. Functia nu este nici injectivd si nici surjectivi.
12. Existd 6 functii injective. Nu existd functii surjective. 13. f,, fs, f, sint
injective; nici una din functiile date nu este surjectivi. 14. f(Galati) =
= Galati, f(Fdgarag) = Bragov, g(Teleorman) = Alexandria, g(Mehedinti) =
= Drobeta Turnu-Severin. 16. (gof) (z) = 2* 4 22° — 222 — 3z + 3; (fog) (z)—
=o' — 20® + 42* — 3¢ + 1. 16. Pentru = <0, avem f(z) < -2 si deci
(gof)(z) = g(f(x)) = [f(x)]* = (2x — 3)%. Pentru z >0, avem f(z) >0 si deci
(gof)(z) = g(f(z)) = 2f(x)— 1 = 14z — 1. Pentru z < —2, avem g(z)=
— 22 >0 gi deci (fog)(z) = f(g(x)) = 7g(z) = 7 2*. Pentru z & (—2, %]
avem g(z) = 2¢ — 1 < 0 5i deci (fog)(2) = f(g(x)) = 2(z) —3 = 22z —1) —

S et e 1 : -
3 = 4z — 5. Pentru z > 1 avem g(x) >0 si deci (fog)(z) = flg(x) =
= Tg(z) = 72z — 1) = 142 — 7. Deci
72?, dacd z < —2,

(Fafie) =] et a0,

= _ | 4x—>5, daci —2<z<
Vo Vi o o 55,03 (fog) ()

i
2

'14,'7:—7, dacd =z >%.

19. 6 functii bijective. 20. f(1) =7, f(2) =9, f(3) = 3, f(4) =1, f(5) = 7,
f(6)=9, f(7)=3. In general, f(4k)=1, f(4k+1) =17, fl4k +2) =9,
{4k + 3) = 3. 22. h si k nu sint nici injective i nici surjective; f={x) =
= —ax+4; g(z) = . — 1. 23. Se verificd c& fof-!= ly si deci =t

. 24. Inversa este

f1:R =R, f2) =

Capitolal ITI

1. a) 3,000...; ¢) 0,25000...; d) 0,000...; ) 1,75000...; g) 3,(36). 2. a)120L,
: 900 '

7 D A3 =18 375
b) o 3, ~13=—-—= e 3,75 (i Celelalte numere sint iratio-

nale; pentru demonstratie a se vedea § 2. 4.a) 4; 93 144; 102. b)2;

33 7; 1001, 6. a) 343479... < 3,43497...; e) — 5,4833... > —55829 ... .
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7.i)a) 22 < |[/5<23; b)—23< — |[/5<—=22;,0) 15¢ % < 1.8;

d) —1,6 < 1_; il i) A 2e 1 5<3:22< /52328 <1/5=

7
— 0,144... . 9. ay = 3,3L... . 10. a) 2,0653..;; b) 3,1462... . 11. a) 1,322...;
3,741... . 12. a) Alegind o unitate de mdsurd de lungime 1, am construit pe
/2 precum si orice segment avind lungimea un numar intreg. Folosind
teorema lui Pitagora putem construi segmentele de lungimea cerutd. Pen-
tru aceasta observam ci: (1/3)® = 12 + (1/2)%; (1/5)® = 12 4 2%; (1/6)2 =
— 22 4+ (/)% (|/10)? = 12 4 32 Astfel |/3 - este ipotenuza triunghiului
dreptunghic avind catetele de lungime 18 |/ 2 s.am.d. b) Punctele care au
abscisele /3 si — |/ 3 sint simetrice fatd de origine g.am.d. 13. Daca
/2 4 1/ 3 ar firational, atunci gi (/2 +1/3)%=5+2]/6 ar fi rational,
de unde /6 ar fi rational. Dar cum ]/6 nu este rational (demonstratia este
analoagd aceleia pe care am dat-o pentru 1/ 2), avem de-a face cu o con-
s g a3 i 5 . ¢ - - 1
tradictie. Cum /2 + |/ 3 este irational, iar V2—=1/3= =\

rezultd ci si |/ 2 — /3 este irational. 14. Avem a = g gl 42— =

<22; ¢ 1g%’<'2; i,5g%1<1,6; 157 <M <158 8 z4y=

s (a+b};(a—b) Saal i (a+b)2;“2#bz. Cum a + b sia — b sint ra-

tionale rezultd cd si a, b si ab sint ragionale. 15. Dacd unul din a + b 72
sau a—b|/2 sint egale cu zero, atunci (e +b]/2)(a— b /2) =

2 & . L
= 0, de unde (%] = 2. Cum % este rational aceastd relatie nu este posibila.

Alt4 solutie poate fi datd observind cd a € Q, iar b}/ 2 & Q, si deci suma
Jor nu poate fi numir rational. 16. Nu 17. De exemplu, 2 — 2z — 1 = 0,

g2 —g—1=0

Capitolul 1V

1. Dack f — g, atunci £(0) = g(0), f(1) =g (1), f(—1) = g(—1); de unde

g et et i e Bt By D [m—{—lz—{—
rezulta a; = ag, 01 = O3 €1 — Cg. a. ( 2] 4 5 .
iz . 7

5 208

+’5_;i ‘3)3(5"57‘;’]2'*'%; d) 0:51('”"’5—[)2"}“2041 "):;[5‘3‘;]""73'1;
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: I 3V 2
f)—E[ﬁ-l—g) +2—:- 4, 8) Ymin =95 b) Ymex = —11; ¢) Ymin = —5;

913 : —111
d) Ymax = T 3 ©) Ymax = 2; f) Ymin = Find

« 8, a) Pentru z € (— oo, 1],
functia este strict descresciitoare, iar pentru z € [1, oo) functia este strict

:
crescitoare. d) Pentru z < [ﬁoo, %], functia este strict crescitoare, iar
pentru z & [% ; oo] functia este strict descrescitoare. 6. a) & (—o0, —1]U

U3, 00) = f(z) 20; z&(—1, 3) = f(z)<0; d) z¢€ (_m’ _é]u

U [, oo) = f(z) <0; o E[ % 1] = f(z) > 0. Se folosegte reprezerita-
rea graficd a functiei. 9. f(z) = 2® + z — 10. 10. f(z) = —b5a? + 10z — 3.
11. Virful parabolelor, V(z, y), are coordonatele: 2 = m — 1, y = —m? |-
+ 3m — 3. Eliminind pe m se obfine y = —22 + z — 1, 12. Se rezolvi

sistemul : @ —b + ¢ =13, 4a+ 2b + ¢ =10, 4ac — b% = 36a. Se obtin
1 106 i

functiile: f(z) = a* '+—f f(2) = 22— 22 1-10. 13. a) mE(—oo,E U

U1, 00); b) 2 (00,3 - Vﬂ U8+ /7, 00);4) me[—oo i‘VW u

J

- 57 5
U[~73t'/57,oo]; e) z & R; h)me[2,3],') ze(0, 4); j) me[ u
o AL D) (1 s

offof eel-

m—1>0,A <0 sise obtine me (% m]_ 16. Se pun conditiile: m < 0

si A <0.16. Se rezolvd inecuatia A = b2 — 4ac > 0. 17, Pentru ca fractia E s&
aibd sens pentru orice % real, trebuie ca discriminantul ecuatiei 22 + z'+-m =0
s# fie negativ,adicd 1 —4m < 0. Apoi din conditia ca #2 4 (m+1)z+ m +2>0,

oricare ar fi  real, se obtine ¢ me(% 1+ 2 l/i] . 18.a) z&[—4,1)U(2, 3];

b) z&(2,3]; f)xe[ i '/5)U[5Lé/i, ].19.a):cv=_£*j?‘71, Yy=—o s de

1

.unde — mzy =m + 1, sau m = —
1+ zy

, deei yy=zy 4+ 1; b) AB =

I T e

¢) Punctul fix este (—1,0). 20. a) Imf=[0, +o0); b) Imf=[1, +o0);
o Imf= [9 —~§I/21,9+23|/21]; e) Imf: [—-—;', -|—oo). f) Im]".-_—-_ [%, == oo]
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Deci AB =2 FV,;

= |2y — 3 | =

5 ,oo]- 14. Se pun conditiile: -

21. a){(3,1)[ i “EJ} b){(29) [_%“ %]} ){( 1),_ _z%}}
29. a) {a,n;«—z —n;(‘ng, 2;3} (353- ;jgn;bum,n;
(=1, =2); (1,:2)5 (-2, —D}; o {(20, 5); (=20, —5)}; d) {(=3, 2);
@ ~2} 2. a) {4, 5); 6, Ok b {&5; G @3 G 2y

o) {(2,2); (=1L /3 —1£V3)}k d) {0 D; & 0} ¢ {2 3);
(— 2, =3); (3, 2); (=3, —=2)}; ) {3, 1); (L, 3)}.  24. Dacd se noteazi

AM = §i cu § aria cuprinsd intre cele trei cercuri se obtine § =

2:3"‘(,,32 + 2az). Maximul lui S are lo¢c ecind z = a. 25. Notim NP =

= MQ = z gi cu § aria dreptunghiului. Dacd [AD] este indl{imea din A
pe ipotenuzd, atunci din asem#narea triunghiurilor AMN si ABC obtinem
MN AD — 2

L S AD BO = AR AC, atunci 4D = ——2__ si deci
BC AD |/ a® £ b?
M = (AD—x):,“3+”2( —x). Dar § = MN -z =
AD l/a‘“rb2 '
_ a4 [ _a_b” = :c] z. Se obtine o functie de gradul al doilea
ab V@t b :

in z. 26. Notdim AD =a, AC =z, DC = y. Daci E este proiectia
lui D pe [AB], vom nota DE —=b. Avem =z = |/a® — b — |/ 3% — b~

. 2 __ L2 2 __ B2
Timpul total pe care il face cilitorul este .= 4+ £ = Violft 2 i =t e,
/ Uy Uy Uy Uy Uy

. . . . 2_ 2

Timpul este minim dac# cantitatea m = UE —Vlyyib
2 1

nind radicalul obtinem ecuatia de gradul al doilea in y: (v2—uv3)y*—2vivamy -+

+ (vim® + b®)v = 0. Se pune conditia ca discriminantul acestei ecuatii si fie

g 2 2_ 2 S s 2— b
pozitiv gi se obtine A m > éfl/ﬂi'@. Deci timpul minim este —I/—a— =1

“1ta : Y
—I‘b l/ v? — ug
Uy
cercului atunci 2 + y* = 4R% Daci S este aria dreptunghiului avem § = zy.
§ este maxim cind S* = a%y? = 2% (4R? — 2?) este minimi. Notind 2% = z
se obtine o functie de gradul al doilea. 28. Daci R este raza cercului si z,

este minima. Elimi-

. 27. Dacd z si y sint laturile dreptunghiului iar R raza
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semibazele trapezului avem c#i perimetrul este 4(z + y). Se arati cd zy — R?

gl deci avem minim, pentru perimetru cind z = y = R. 29. Fie z, y pro-
iectiile catetelor pe ipotenuzi. Avem sistemul de ecuatii 4+ y =a s

xy = k% 30. Fie z, y catetele triunghiului. Avem sistemul de ecuatii = + y -+
+ /2y =2p si ey = h |/ 2® + y® 31, Se ia ca necunoscutd semibaza
inferioard. Iniltimea trapezului este |/ R?* — 2. Laturile neparalele ale tra-
pezului au lungimile egale cu |/2R? — 2Rx. Se obfine ecuatia 2z - 2R +
+21/2R* — 2R2 = 2p. 32. Se iau ca necunoscute z, y semibazele trape-

zului. Se obtine sistemul zy = R?% R(z + y) = 2R2 33. Fie AD =z,
DC= Y-  Se obtine sistemul ax 4+ by = 2k?, 22 4 a® = y? 4- b2 34. Daca

x, y reprezintd numdarul de ore necesare primei brigizi, respectiv celei de-a doua

i, 4 e A i Gl : : 1:
brigizi, pentru terminarea intregii lucrdri, obtinem sistemul ;i + f—.: 1—:;
3y x

? (i + i) — 1. Se obfine & =9, y = 6. 35. Laturile dreptunghiului sint
& Y < y

80 m s1 60 m.

Capitolul V

§ 1. Puteri -
1)10 1 g
1. a) 16; b) 153; ¢) [E} 3 d) — 5 2. a) m < 1, este pozitivii; m = 1, este
zero; m > 1, este negativi’h) m < %, este pozitivd; m = %, este zero; m > % ,

e e : 1
este negativd; c) este pozitiva oricare ar fi m # — . Pentrum = % , este zero.

3. a) 2y*; b) (@ + b)?; ¢) 2" 4. se calculeaza membrul drept. 5. Se descompune
in factori a3 — b% — (al%)2 — (B19)2. 6, a) (2™ + 1) (#™"+ 1); b) 0. 7. a) 2¢;
b) 9%; c) sint egale; d) 43%° = (4%)1%0 gj 3900 — (34)100 43 < 34 340 este mai

mare; e) [— é%-)a; f) [%ﬁ]mq. 9. Se folosegte reprezentarea grafics. 10. Este
strict crescitoare. 11: a) a%b7%; (2 + b)™%(e — b)™%; 3a~%~%2; b) 2. 1074;

31078 15+ 10%; 12, a) a~4(1 + a?) - (a® + a? — 1); b) 4a=?; o) 1.
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. § 2. Radicali

1. a) Jx—1]; d) |—322+2—1]|=322—=z+1 2 7— 2z pentru
Z € (—oo, 2); 3 pentru = € [2, 5]; 2z — 7 pentru z € (5, oo). 3. Conform

- problemei precedente, avem f(z) = 7 — 2z, € (—o0, 2); f(z) = 3, x€[2, 5];

f(z) =22 — 7, z&(5, o0). 4. a) 2E[2, oo); b) multimea tuturor numerelor
reale; ¢) & € (—oo, —2) U [T;" oo); d) €1, o0). 7.0) |/ a2—1];
b) /a*—z+1 82)3/2>2/3; ¢ &[/2>3[/4.9. b) /%,
d) \ %__t% 10. ¢) 41/6 —8]/3;d) 8. 11.¢) 2(2/ 2 + /10 — /5 — 1) ;

d) 2 (V9 — Pt + Y8). 12.4) |V a —2V @, ii Ve 3 3 3, 4;
2 - ey

d) 12;e) & —5; 1) 4; ) 0,5; h) —a, a;1) 7. 16. ¢) 1 < /2= VE < /3.
17. a) |/3 + /2: ¢) /7 — 1/3. 18. Se scrie #+ 2]/ z—1 sub forma
s D s I [ (Vz—1+ .1_)2. Analog, se procedeazi cu
z—2/z—1. 19. 0,1, 20. ;i;-

Capitolul VI

11 b
1. a) By y=‘~_1%; bl =¥ y=§(4—t), unde ¢ este un numdr

real oarecare; c) a::—;lj—, y=—1%f; dy =0, y=7 2.8y 8 = i
/

d) 61/2 + 7i; e) 5. 3. ¢) ”/32“1 : d)i; f)—1—i; g) 2a; h) 1. 6. ¢c) 0,
dacd n = 4k; 1, dacd n =4k +1; 1 — 1, dacd n =4k 4 2; —1, daci n =

=4k+3; d) —1;1) 4 —3. 7. a) m=—2; b)m:—%; ¢) m # —2

sau m;é—-;l 8. a)j:l712:(1—i—i); b)il/i_i. 11 &) (X —1—i) (X —

—141i); b) (2X + 1 — 2i) (2X 4+ 1 4 2i). 12. a) x1=3; 61, ¥, =3 +
+6i; 2,=3+6i, y =3 —6i. 14. a) m(2®+ 202 4-200) =0, m € R;
b) m(22® — 14z { 205) = 0. 1b. a) Scriem 2® — 27 = (z — 3) (2% + 3z 4

4+ 9) =0 si se obtin riddicinile: 3, —-%(1 + |/3i). Avem ® 4 27 =

= (£ - 8) (&F — 84 4= Ot 0; “ge obtin - radieinile: =3, 2 (1 £1/31);
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-

a) =—/5; ﬁ(i + |/ 3i). e) Scriem a* — 16 = (z + 2) (x — 2) (2* + 4), de
urde rezultd rddacinile: —2, 2, —2i, 21; f) Avem 2zt 1 16 = (22 + 4)* —
— 822 = (22 + 2/ 22 + 4) (22 — 2/ 2z + 4) = 0. Radicinile ecuatae] sint:
ek Vi B B VB iV T VB el i), — L2ty

VIMLLED yg, 4) 0; b) 0. 17. a) 2,552 = 6; b) &,2,253, = 7. 20. a) Punctele

se afli pe parabola y = —a? 4 10; b) Punctele se afli pe dreapta y =

22. Pentru b > 0, x_l_yizi[v:z-}-l/zﬂ-l—b? +iV—a+|,2/aﬂ+ba);

pentru b <0, & + yi = i(\/%ﬂ-—l\/:‘“{&) 23. Se

noteazd z* = y si se are in vedere problema precedenta.

\~
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